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MODELAGEM PARA ESCOAMENTOS
COM DUAS REGIOES, UMA

OCUPADA POR UM FLUIDO

VISCOSO E OUTRA POR UMA MISTURA

Rogério Martins Saldanha da Gama
Rubens Sampaio

Dept? de Engenharia Mecanica
PUC/R]

SUMARIO

Este trnabalho modefa um escoamento com duas regioes, uma  ocupada
apenas pon um §Luido Newtoniano incompressivel e outra pon uma mis
tura gformada por um s0Lido nigide ¢ o mesmo fLuido. Na regido onde
40 existe o fLuido o escoamento & descnito pelas equacgdes de Navien
-Stokes e na outra regido propomos uma generalizacao da Led de Darcy
que Leva em conta forcas Lnerciadis e viscosas., Condigdes na dnter-
face entre as duas negides sao cuddadosamente descritas e dois exem
plos sdo nesolvidos.

SUMMARY

This wornk models a glow with two regions, one occupied only by an
incompressible Newtonian fLudid and another by a mixture of a nigid
soldid with the same fLuid. In the negion occupied only by the §Ludid
the flow {s described by the Navier-Stokes equation and in the othen
hegion we propose a generalization of Darcy's Law that takes account
inertial and viscous forces. Condifions in the interface between
the two nregions are carefufly described, and two examples are com-
pletely solved.
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INTRODUCAD

0 objetivo principal deste trabalho & modelar escoamentos em duas
regidoes utilizando teoria de misturas [1]. Mais precisamente, nos-
so interesse & estudar escoamentos onde numa regiao temos apenas
fluido e em outra, contigua, um meio poroso saturado pelo mesmo
fluido. Esta situacdo @ encontrada com frequéncia em Engenharia Ci
vil, Mecanica, Agronomia, Petroleo, etc. Problemas envolvendo Tu-
brificacao de mancais porosos, e principalmente, escoamento de Ta-
mas de perfuracdo em pocos de petrdoleo, nossa motivacao inicial pa
ra estudar esse problema, sdo exemplos de situacoes que podem ser
tratadas pelo modelo aqui apresentado.

0 meio poroso que consideraremos sera suposto homogéneo e isotré
pico. As duas regidoes, de fluido puro e meio poroso saturado, sao
separadas por uma interface sobre a qual temos que impor condicaoes,
as quaijs discutiremos detalhadamente mais adiante, e o conjunto das
regices & limitado por uma fronteira impermeavel.

Suporemos que o fluido & Newtoniano e incompressivel e que o es
coamento @ isotermico, de modo que na regido de fluido puro temos
que resolver a equacao de Navier-Stokes com densidade e viscosidade
constantes.

A outra regiao sera modelada como uma mistura solido rigido-flui
do Newtoniano. Esta teoria fornece uma equacdo que generaliza a equa
cao classica de Darcy que resulta do nosso modelo quando despreza-
mos forcas inerciais e viscosas.

0 modelo aqui apresentado difere dos usualmente adotados em en-
genharia. Primeiro, porque ndo utilizamos a equacao de Darcy no
meio poroso pois estamos principalmente interessados nos efeitos
inerciais e viscosos nao levados em conta na equacdao de Darcy. Se-
gundo, no tratamento que damos as condicOes de compatibilidade na
interface que & verificada experimentalmente [3,4] e discutida teo
ricamente em [2,5,6]. Nao e verdade que na interface fluido-mistu-
ra a velocidade do fluido puro seja igual a velocidade do fluido na
mistura! 0 que & verdade & que a velocidade Vv na regiao de fluido
puro & uma media ponderada entre as velocidades do solidoedo flui
do, sobre a interface, na regiao de mistura.

Varios casos particulares foram resolvidos com a teoria e previ
soes foram feitas para posterior comprovacdo experimental.

No presente trabalho sao apresentados dois exemplos como motiva
cao. 0 primeiro & um escoamento num duto circular de paredes poro-
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sas e, o segundo, um escoamento contendo trés regides (duas de mis
tura e uma de fluido puro).

TEORIA DE MISTURAS

A ideia basica da teoria & utilizar meios continuos distintos pa
ra modelar cada constituinte da mistura. Cada meio & dotado de ci-
nematica independente e na dinamica considera-se termos descreven-
do interacdo entre esses continuos.

As equacdes basicas da teoria diferem das usualmente estudadas
em Mecanica dos Fluidos Classica onde um s0 continuo € considerado.
Faremos aqui sumariamente a apresentacdao das equacoes que utiliza-
remos em notacao vetorial, os indices se referem aos componentes
da mistura, nao devendo ser confundidos com os usados na conhecida
notacao indicial (ndo sera adotada a convencdo de soma para Jndi-
ces repetidos). Uma exposicao didatica e detalhada da teoria pode
ser encontrada em [1].

Para o i-esimo constituinte da mistura, na configuracdao atual,
a equacao da continuidade & dada por

Bpi

+ divip; v;) =0 (1)

onde p; & a densidade do componente i na mistura, (p; & uma razao
local entre a massa de i e o volume de mistura correspondente) e v;
€ a velocidade de i.

A equacao de movimento para o i-&simo constituinte @

IV
pi|: a‘:' + (grad ii}li:l =div T, +m +p; b, (2)

onde T; , m; e b; descrevem, para o constituinte i, adistribuicao
de forcas internas, a intéracao entre i e os demais constituintes
e a distribuicao de forcas externas (no nosso caso simplesmente a
gravidade), respectivamente., 0 tensor T; sera suposto simétrico no
nosso estudo.

Observe que o campo vetorial m;, denominado de forca difusiva,
e peculiar da teoria de misturas. Ele ndo aparece em teorias que
utilizam um s© continuo.

Nao trataremos aqui da equacdo da energia, assumindo que estase
ja satisfeita por alguma fonte externa.

As equacoes (1) e (2) seaplicama situacoes onde ndao ocorram reacoes quimicas.
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HIPOTESES CONSTITUTIVAS

Vamos particularizar a teoria desenvolvida na secao anterior pa
ra o caso de um escoamento de um fluido atraves de um meio poroso,
que sera modelado como uma mistura binaria.

Suporemos a matriz porosa homogénea, rigida, isotropica e satu-
rada pelo fluido que & Newtoniano e incompressivel.

Sob estas hipoteses as equagoes de continuidade e movimento pa-
ra o solido sdao trivialmente satisfeitas.

As duas hipoteses constitutivas basicas que adotaremos, discuti
das em detalhe por [2,6] sao:

a) Tensdo no fluido T¢

Te=-0p 1+ 2nAytn, (3)

b) Forca difusiva m;

¥?n

me = - (vg-U) (4)

0 indice "f" denota fluido. As grandezas Y, p, n, X, Dy e K,
sdo a porosidade, a pressdao no fluido (consequéncia da incompressi
bilidade), a viscosidade, um parametro adimensional que leva em con
ta propriedades geometricas da matriz porosa, a parte simétrica do
gradiente de velocidades do fluido e a permeabilidade do meio poro
so, respectivamente. H_é a velocidade da matriz porosa.

A porosidade y representa a relacao local entre o volume de "va
zios" e o volume total de mistura. Devido ao fato da matriz porosa
ser suposta homogénea Yy, A e K serdo considerados constantes.

Com estas hipoteses as equacdes (1) e (2) para o fluido sdao re-
duzidas a

div v, = 0 (5)

v

*n
(ve-U)+pyg  (6)

K

v
p\bl: a_tf + (grad lf}ifjl = - ¢ grad p + Ap?n vy -

Aqui levamos em conta que Pe = VP sendo p a densidade do fluido
puro.

E importante observar que se desprezarmos as forcas inerciais e
viscosas classicas (i.e. nao incluidas em mg) temos a equacdo de
Darcy (uma vez que se o meio poroso estiver em repouso U = 0).
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Y2
K

U(pg - grad p) = Ve (7)

Este fato, por si so, parece ser suficiente para justificar (4)
e, a posteriori, a utilizacdo da teoria de misturas, ja que a equa
cdo de Darcy e consagrada na literatura de meios porosos.

CONDICOES DE CONTORNO

Consideremos agora duas regides contiguas, uma de fluido puro e
outra de meio poroso saturado, como sugerido na Figura 1.

Na regiao de fluido puro o escoamento € governado pela equacao de
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis e na regido de mistura
pelas equagdes descritas na secao anterior.

REGIAC DE FLUIDO PURD

<

INTERFACE
--"""___ PERMEAVEL : i .' P R e e

FIG. | - ESQUEMA DE UM ESCOAMENTO EM DUAS REGIOES

Discutiremos agora condicoes de contorno nas interfaces das re-
gices de fluido puro, de mistura e superficies impermeaveis que 1i
mitam o escoamento. Notaremos por v e v¢ a velocidade do fluido na
regiao de fluido puro e de mistura respectivamente e u € a veloci-
dade da matriz porosa.

Adotaremos a hipotese classica de nao deslizamento sobre super-
ficies impermeaveis, i.e., v = U, ou v¢ = U, (conforme o caso) on-
de U, & a velocidade da superficie impermeavel em questdo, a qual
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delimita a regido de fluido puro ou regiao porosa.

A grande dificuldade @ o estabelecimento de condigoes na inter-
face fluido puro-mistura. Neste trabalho consideraremos apenasoca
so onde nao ha fluxo de massa atraves da interface, apenas transfe
rencia de momentum,

E evidente que o solido, por ser suposto rigido, ndo & afetado
pela transferéncia de momentum. Apenas o fluido troca momentum.

Uma vez que a interface (do lado do meio porosc) & formada por
fluido e solido a velocidades diferentes, o fluido que tocaa inter
face (pelo lado do fluido puro) devera ter uma velocidade (no sen-
tido de teoria de misturas) igual a média ponderada entre as velo-
cidades do solido e do fluido da regido de mistura na interface.

Assim sendo, se assumirmos porosidade superficial i ,teremos que,
numa interface fluido puro-mistura.

v=yye+ (1-y9)Y na interface (8)

onde U e a velocidade do solido que compoe a matriz porosa.
E interessante observar que se em vez de ter uma regiao porosa
tivessemos uma regido impermeavel a porosidade { seria nula e

¥omald (9)

aque & a condigdo classica de ndo deslizamento sobre paredes imper-
meaveis.

E se em vez de meio poroso fosse uma regiao de fluido puro te-
riamos ¢ = 1 e

NE N (10)
que seria tambem uma condicao de nao deslizamento entre camadas flui
das.

Na verdade a hipotese feita nesta condicdo de contorno implica-
ra numa velocidade v que nao sera rigorosamente coerente com  uma
condicdo de nao deslizamento, ja que em geral:

yeye =l

porem como a teoria de misturas admite superposicdo de continuos es
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ta e a unica condicdo compativel.

A outra condigcdo a ser imposta na interface se refere ao momen-
tum transferido atraves desta.

A hipotese de que o fluido ocupa apenas V¥ vezes a interface nos
leva a postular que

YTn-m=T.n-m ¥m na interface (11)

e Xpedles

-

onde T € o tensor tensao no fluido na regiao de fluido puro, If e
o tensor parcial de tensoes no fluido na regiao porosa, n a normal
a interface e m um unitario do plano tangente & interface.

Observe que a analise e local e a afirmacao do fluido ocupar ¢ ve
zes a interface nao deve ser tomada literalmente, serve apenas pa-
ra melhor compreensdo da hipotese adotada.

A condicao (11) implica que
Dnem=2xyD. n-m ; Ym na interface (12)

onde D e a parte simetrica do gradiente de v e D¢ a parte simetri-
ca do gradiente de vg¢.

0 parametro A entra como fator de correcao que pode levar em con
ta efeitos nao considerados no nosso modelo como por exemplo imper
feicoes interfaciais e efeitos de tensoes superficiais. Este parame
tro so depende da geometria da matriz porosa.

MODELO MATEMATICO

Vamos agora sumarizar o nosso modelo apresentando o problema ma
tematico. Ndo trataremos aqui condicfes iniciais pois estamos inte
ressados apenas em um problema de estado estacionario. Temos entao
que -

- em regioes de fluido puro

divy = 0 (13)

v

p + (grad v)v =-grad p+n A v + pg (14)
- em regioes de misturas

div vg = 0 (5)
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2

av
wl: =L, (grady_f)y_f] = - ygrad p + \y’n Ave - wK“ (ve-U)+povg (6)

at

Com as seguintes condicoes de contorno:
- em paredes impermeaveis

Yossayoe oy velocidade da parede respectiva (15)
vg=Us , Ugvelocidade da parede respectiva (16)

- em interfaces fluido puro-mistura
v=ypve+ (1-9)U (8)

AwDen-m=

o

nem , V¥m (12)

ESCOAMENTO EM UM DUTO CIRCULAR DE PAREDES POROSAS

Como primeiro exemplo da teoria apresentada aqui analisaremos o
escoamento de um fluido Newtoniano incompressivel através de duas
regioes. A primeira regiao, compreendida entre 0 < r < R, & uma re
giao de fluido puro e a segunda, compreendida entre Ry < r < R,, &
uma regido de mistura (meio poroso + fluido Newtoniano) como mos-
tra a Figura 2. Em r = R, temos uma superficie impermeavel sobre
a qual e imposta a classica condicdo de nao deslizamento.

A matriz porosa que, juntamente com o fluido, compoe a regiao de
mistura & suposta rigida e esta em repouso.

Sera utilizado um sistema cilindrico de coordenadas.

Procuraremos uma solucdao em regime permanente, isto &, indepen-
dente do tempo e axissimetrica, ou seja, independente da variavel
6. Assumiremos que o campo de velocidades @ independente de z. As-
sim sendo temos o seguinte sistema de equacoOes diferenciais parare
solver

ap 1 3 3”(2)
e e [ =0 0igr <R 17
oz * Py 0 r ar ( ar ¥ B3t
3 ¥*n 19 Wezsg )
e e + ApPn — r =0 Ry<r<R
Vo2t P9 e R ( ar ) 2 :

(18)
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se b= -p + pg(z>z

podemos escrever que

1 k]
u<z>(r)=-—4—n— 3z¢‘1"+[2 20 v+ Cs
; K
U<>(r—cs|(n(r>+[:ulu<r>+ th
i - VEX v KX ny 8z
INTERFACE PERMEAVEL
f MISTURA
i ‘ (POROSA)
K v e
v<DWIvay, | <
1 VSZZ RW‘ﬁ'ﬁ) :
<& /| suPerFiciE
| - ‘| IMPERMEAVEL
: w A Pitsdin &l

SUPERFICIE,
IMPERME AVEL

FIG. 2- ARRANJO DO PROBLEMA ESTUDADO

Aplicando as condicoes de contorno

(20)

(21)

(22)



12 RevBrMec, Rio de Janeiro, V.V, n? 1, 1983

du<z>
le—d-;-f-— (r=Ry) = (r=Ry) (23)
n uq)f(rsR;} = v (r=Ry) (24)

teremos que

T A 1,(g,) |
= _— - et 1 -
U<z> 4n 3z (El 3 } + 5 5z [ Iu(Ez)J

= .L 3 Ko(,) T,(€,) - Kn{gz) In(51) 1(g,) 51\ Ry >r 20
n 9z | LI R(E) e LB It e, 2)
(25)
ook 3 [ 1,(8)
@ w9z I,(g,)
LK 20 [K(E) Iy(g) - Kyle,) T(E)] € A e
ny 9% I_Iu(gz) K:I.(gl) = 11(51) Kn(EzJJ Iu{Ez}}
(26)
onde: . " : 5 : . Rz
¥ A - T
As componentes Vias. $iVes 254 sdao as componentes fisicas do cam-
po de velocidades na direcao e .5 OV seja:
Viund AN Ena b s €ezs ™ (0,0,1) (27)
U<z>f 2 !f'e<z> » i (0,0,1) (28)

Podemos observar, da equacao (25) aque quando K+0 temos um escoa
mento de Hagen-Poiseuille, ja que E2Kx = ré

A Figura 3 apresenta os adimensionais (nv.,. ) (K _i) na regiao de
fluido puro e {nwu¢z>f)/(K 3¢} na regiao de mistura p]otados ver-
sus a variavel £ = r/V/ K\ .

E importante frisar que a continuidade da curva n3o implica em
continuidade do campo de velocidades, ja que a porosidade y ndo &
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unitaria.
De posse do campo de velocidades podemos calcular as tensoes no
fluido e a perda de carga num arranjo do tipo proposto.

Aoesy }
| Y nv<Dy
| K(32)
55& E 0.5 oz
HEIRES {
Kl'gz—l gilg REGIAD D€ WISTURA
o Ei
@ ﬁ REGIAD DE FLUIDO PURD :
0 = £2= 2
i
3
FIG. 3- CURVA DAS FUNcDES V2> o ¥1¥<Z) paRa 0 CASO
K(§2) k(3%

EM QUE £=1,£=2 e A=l.

ESCOAMENTO DE UM FLUIDO NEWTONIANO INCOMPRESSTVEL ATRAVES DE UMA RE
GIAO DE FLUIDO PURO E DUAS REGIOES DE MISTURA COM MOVIMENTO RELATIVO

0 arranjo estudado @ apresentado na Figura 4, Em y = h; e y = 0
temos duas placas impermeaveis infinitas, sendo que a placa em y =
= h; se desloca com velocidade U e a placa em y = 0 esta em repouso.

Entre 0 <y<h, , temos um meio poroso rigido e saturado que es-
ta em repouso e possui propriedades Ky (permeabilidade), vy (poro-
sidade) e Ag . Entre h, <y<h; temos um outro meio porosc satura-
do e rigido, sendo que este se desloca com velocidade U (como mos-
tra a figura), com propriedades Ky, ¥, € A.

A regido compreendida entre h,<y<h, & uma regido de fluido puro.
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_/_m IMPERMEAVEL

1 _ ' © " mesiko m.umult.'ua‘:- V3T ou e : U
[ 1 v, TR

_ -IINTIIF!FI.-M.L : Ll ) e, S
I 'Gv‘v(x).-n- Yau ey )
! J\al\&.ﬂfn’izl-.$;.b

‘ "REGIAD DE FLIADO PURD

" OO vy - v
[ - Ag ¥ Os, v
| INTERFACE PERMEAVEL L ay

. 3 neako OF WSTURA (8) .
- : " : B L1
| ! o e e 0 S

N SUPERFICIE  IMPERMEAVEL

FIG. 4- ARRANJO DO PROBLEMA ESTUDADO

0 problema sera resolvido usando-se um sistema retangular de co
ordenadas e com a hipotese de que a Unica componente nao nula do

campo de velocidades & v e que esta so & funcdo da variavel y.

<x>
0 sistema de equacOes que rege o problema & o seguinte:

3 3%veys ¥,n v,n
P ———B Ay =2 U=0;  hycy<hy (29)
ax ay? Ka Ka
3 32y
N 0 H hy<y<h, (30)
. ax ay? '
ab Bzu<x> yon
+ Agign B ISR Vs =0 O<y<h (31)
ax ay? Kg B
ook ¢ = =P+ PG X (32)

As condicoes de contorno a serem impostas sao:

-9t 9 vy =V, & y=hy (33)
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Y em y=hy (34)

B U<x>B = U<x)

Aab d”;:’a < d‘;;v - i w20
- du:,;)B . dvd<:> & § wilis (36)
Vexs, = U em y=hs (37)
Vexog = 0 em y=20 (38)

Resolvendo o sistema de equacdes e aplicando as condicoes (37) e
(38) ficamos com:

K, 3 y-h; y-hs
Vexsy = —_— 1 - cosh(——) + U+ A senh(—) (39)

3 y?
<x> X  2n

K 3 y Y
BRPE. BLA A Y aa g
an ax JKBXB JKBAB

onde as constantes A, B, C; e C, serao calculadas atraves das con-
dicoes (33), (34), (35) e (36).

Devido a grande quantidade de parametros envolvidos, vamos apre
sentar resultados para um caso particular onde sera suposta cons-
tante a funcao ¢ (8d¢/dx=10).

Para o caso onde 8¢/0x = 0 temos que

1 K 2
A Senh(y hs )
Vexsy ¥y A LR

=1+

U hs-hs q hy /Ka h,-h,\
cosh (—~—) ha = hy + tgh +/ tgh
IS, ‘s TTs M i,

+C1Y+Cz (40}
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K h
= tgh(;)w-m
v A VKA

<x> i B BB
U K h K h . -h
ha - hy + /—2 toh(—2—) + A tgh/ ’—2)
Ag T TR Vi
(43)
1 K y
B 5enh( )
U(x)ﬂ HJB 7\
1] hs /K / hy = h
cosh|[———)ha=hy+ tgh tgh
(" RB*B) AB < s"n)
(44)

A Figura 5 apresenta curvas para um escoamento particular onde

KA=0,01;KB=U,02;J\A=AB=1.2;h1-1;hzsz e h3=3.

SUPERFICIE IMPERMEAVEL

REGIAD “A" DE MISTURA

v<O,
U

REGIAO DE FLUIDO lunﬁ

Vx>
u

INTERFACE POROSA

1
|

REGIAO “B " DE MISTURA
I ‘ Y

vy
u

SUPERFICIE IMPERMEAVEL |

’ Dy > v o
Uy U

FIG. 5 - PERFIL DE VELOCIDADES TIPICO PARA UM ESCOAMENTO ENTRE
PLACAS PARALELAS CONTENDO MATRIZES COM MOVIMENTO RE
LATIVO ENTRE Si
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Podemos observar que se h; = 0 e hz = h; temos o classico es
coamento de Couette sem gradiente de pressoes. 0 mesmo ocorre se as
permeabilidades K, e Kz forem nulas. Nestes casos limite nao faz
sentido calcular veys, € Vexsps ja que nao havera escoamento na
matriz porosa.

COMENTARIOS FINAIS E CONCLUSOES

Foi apresentada neste trabalho uma breve discussao sobre aplica
cao da teoria de misturas a escoamentos atraves de mais de uma re-
giao, com discussao de equacoes constitutivas e condicoes de contor
no, procurando estabelecer uma forma sistematica de vresolucao de
problemas deste tipo.

Foram resolvidos, a titulo de motivacdao, dois problemas que pos
suem solucdao analitica. Em ambos apresentamos apenas os campos de
velocidades nas distintas regioes, uma vez que de posse destes e
possivel determinar os campos de tensoes, vazao, etc... e posteri-
ormente obter informacoes sobre forc¢as atuantes, perda de carga,etc.

As referéncias [3] e [4] fornecem grande suporte experimental pa-
ra o que foi apresentado aqui.
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UMA COMPARACAO NUMERICA
ENTRE REGRAS DE COMBINACAO
DOS MAXIMOS MODAISEM
ANALISE SISMICA DE TUBULACOES

Heélio ]. C. Barbosa
LCC/CNPq

Fernando Venancio Filho
COPPE/UFR)

SUMARIO

Compara-se, atraves de exemplesd numiricos, ¢ desempenho de varias
negras de combinagde dos maximes modais, usualmente empregadas no
método de espectre de resposta, quande aplicadas a analise sismi-
ca de tubulagies. As estimativas para os deslocamentos maximos pre
vistas pelas divensas negras de combinagae sac comparadas com 0s ma
ximos obtidos pon Antegragao ne tempo e os ehrros cometdidos em cada
caso sao analisados em tenmos de medidas estatisticas simples.

INTRODUGAD

As regras de superposigao de grandezas modais para a estimativa
da resposta estrutural maxima sao especificadas na Ref. L] ]+ A re
gra da soma absoluta estima a resposta maxima como a soma dos valo
res absolutos dos maximos modais. Esta estimativa constitue um 1i-
mite superior absoluto da verdadeira resposta e & por demais con-
servadora. A regra mais comumente utilizada @ a RQSQ (Raiz Quadra-
da da Soma dos Quadrados). Esta regra tem um certo fundamento esta
tistico levando em conta o fato de que os maximos modais nao ocor-
rem simultaneamente. No entanto nao considera o caso em que exis-
tem modos com frequencias muito proximas quando a probabilidade de
ocorréncia simultanea de maximos modais & ponderavel. Algumas re-
gras agrupam os maximos modais dos modos com frequéencias muito pro
ximas de uma maneira empirica.
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Recentemente foi proposta a regra CQC (Combinacao Quadratica Com
pleta), Ref. [2], a partir de uma base estatistica coerente. Nes-
te trabalho & também revwivida a regra R-E (Rosenblueth e Elorduy)
que foi incorporada de maneira erronea na Ref. [1] com o nome de
Soma Dupla. Ambas as regras CQC e R-E levam em conta, com uma base
estatistica, a interagao entre os maximos modais por meio de coefi
cientes de interagao. A regra RQSQ torna-se um caso particular des
tas duas ultimas quando os coeficientes de interacao se anulam.

Apresentam-se neste trabalho as varias regras de superposigao mo
dal com o objetivo de comparar os resultados de sua aplicagao na
analise de tubulagdes submetidas a excitagoes sismicas de apoios ri
gidos. A solucao suposta exata para comparagao & a solugao do his-
torico no tempo pelo método da superposigao modal para uma excita-
¢ao cujo espectro @ o utilizado na aplicagdo das varias regras.

0s deloscamentos maximos obtidos pelas diversas regras de super
posicao sao comparados com os maximos obtidos pela solugao do his-
torico no tempo e os erros cometidos em cada caso sao analisados em
termos de medidas estatisticas simples. Procura-se desta maneirave
rificar o desempenho dos diversos métodos de superposicao propostos

EQUAGDES DE MOVIMENTO

Na analise dinamica de estruturas & usual o emprego de uma téc-
nica de discretizacao espacial, comumente o Metodo dos Elementos Fi
nitos, e as equagoes de movimento do sistema discretizado podem ser
colocadas entao na forma:

M Cas Ky F(Y) (1)

onde M, E e K sao, respectivamente, as matrizes da massa, amorteci
mento e rigidez do sistema, u(t) @ o vetor de deslocamentos e F(t)
€ 0 vetor associado as solicitacgoes externas atuantes sobre o sis-
tema. 0s pontos denotam derivagdao em relacao ao tempo t.

Supondo-se M e K simétricas e positivas definidas os autoveto-
res ¢ do problema de autovalor:

w2 M p=K¢ (2)

normalizados em relagao a matriz de massa, apresentam as proprieda
des de ortogonalidade
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T

9; Mo =8, (3)
" 4 A

3p Kigy = w58, (4)

onde Gij € o delta de Kronecker e w, e ¢i sao, respectivamente,
as frequencias e modos naturais de vibracao do sistema.
Admitindo-se que a matriz de amortecimento ( satisfaga as rela

goes
Co. =208, (5)

onde Ei e a fragao do amortecimento critico no i-ésimo modo, & pos
sivel se desacoplar o sistema de equagoes (1) através da mudanga de
coordenadas

n
u(t) = J n(t) ¢, (6)
i=1
As equacoes de movimento nas coordenadas modais n se escrevem
entao:

M : T -
fi, + 26w, + w%ni = ¢; F(t) 121,2;..n (7)

onde n & o numero de graus de liberdade do sistema discretizado.

No caso de estruturas com movimento prescrito nos apoios, a equa
¢ao de movimento, apds uma mudanga conveniente [ 3] de varidveis e
desprezando-se a contribuigao relativa ao amortecimento no termo de
excitagao [47], pode ser escrita como [5]:

L&Al

(=

tKu=-7 Mr ¥ (t) (8)

onde u mede a parcela dinamica do deslocamento total da estrutura.
L é conhecido como fungdo de influéncia e & o campo de deslocamen
tos estaticos resultante da aplicagao de um deslocamento wunitario
“segundo o k-ésimo grau de liberdade com movimento prescrito. 5k(t}
da a correspondente dependéncia temporal da aceleragao prescrita e
p & o numero total de graus de liberdade com movimento imposto.
Este seria o caso da analise sismica de tubulagoes cujos apoios
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estao em estruturas distintas ou em niveis diferentes de uma mesma
estrutura.

Uma situacao particular, de interésse pratico, @ aquela em que
nao ha movimento relativo entre os apoios e a equacao (8) sesimpli
fica para

M+ C

1S

+ Ku=-M [Ex'\'ix(t) +EV (1) + gjz{tﬂ (9)

onde os vetores Ex ,Ey 8 gz contém 1's ou 0's conforme o graudeli
berdade coincida ou nao com uma translacao segundo uma das diregoes
globais x, y e z, respectivamente, e ﬁx{t}, ﬁy(t] e ﬁz(t} 5a0 as
componentes, segundo essas mesmas direcoes globais, da aceleragao
imposta aos apoios. Essa situacdo serd referida aqui como movimen-
to uniforme dos apoios.

As equacoes de movimento podem ser integradas diretamente nas co
ordenadas u, EQ. (1), através de um algoritmo passo a passo, ou nas
coordenadas modais n, EQ. (7), quando entdo @ usual se considerar
apenas uma fracao dos modos naturais, normalmente aqueles corres-
pondentes as primeiras frequenciais naturais. E o chamado método da
superposigao modal.

Uma terceira opgao, bastante conveniente no caso de analise sis-
mica de estruturas, & dada pelo metodo do espectro de resposta que
fornece estimativas para os maximos de variaveis de interesse tais
como deslocamentos, tensoes, etc.

Assim, tendo em mente a EQ. (8) e considerando apenas a contri-
buigao sobre o modo j do movimento de apoio segundo o grau de Ti-
berdade prescrito k tem-se:

Lk Lk k ko=
fis - 25jwjnj + w;"j = Fj vk(t} (10)

onde
% ==9, ﬂ " (11)

e o fator de participacao modal do modo j devido ao movimento se-
gundo o k-8simo grau de liberdade prescrito.

Levando em conta a acao simultanea de todos os p movimentos de
apoio e a contribuigac dos m primeiros modos, o valor de uma deter
minada variavel de interésse, q, (deslocamento, tensdo, etc.) & da
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do por
aty = I % o) e, (12)
j=1 k=1 1 3

onde q. @ o valor da variavel em questao associado ao j-esimo mo-
do de vibracao.

Denotando por SAk(mj,Ej} a aceleragao espectral [ 6] para o mo-
do j relativa @ excitagao ﬁk(t), o valor maximo de n? na equacao
(10) & dado por

k
SA (w. ,E.)
,,‘fmax=p1§_____4__1_ (13)
J ] w_]%

e ocorre no instante t° .

Pela definigao dos éspectros de resposta, que nao leva em conta
nem o sinal do maximo nem o instante em que ele ocorreu, & impossi
vel se determinar o valor maximo da resposta do modo Jj gquando da
aplicacao simultanea de todos os p movimentos prescritos.

Uma estimativa da resposta maximo no modo j pode ser feita por

P 1y
4 k 2 2
M [kzl njmax:l (14a)
ou ainda
P
L k
e T (14b)

A expressao (14a) pode vir a subestimar a resposta ja que assu-
me que os maximos se dao em tempos distintos, aleatoriamente. Ja a
expressao (14b) & conservadora pois supbe que os maximos correspon
dentes as excitagoes ﬁk ocorrem simultaneamente e em fase.

Observe-se também que ‘mesmo no caso de uma Unica excitagao p=1,
e consequentemente apenas um espectro, SA(w.,E.), & impossivel se
determinar o maximo de uma dada variavel emJ{1%} ja que nao se dis
poe da historia no tempo das coordenadas modais n mas apenas dos va
lores absolutos dos maximos atingidos por cada uma delas separada-
mente, dados pela EQ. (13).

Assim, uma estimativa devera ser feita para o valor maximo, Q,
de uma dada variavel de interesse, g, em fun¢ao dos valores repre-
sentativos dos maximos atingidos em cada modo, Qj.

As opgoes mais frequentes na literatura para a combinacgdao desses
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maximos modais Qj sao:

a) Soma absoluta - SABS

=k 1% (15)
s 7
Esta expressao gera valores conservadores ja que pressupdoe que oS
maximos modais se ddao simultaneamente e em fase. Fornece, na reali
dade, um limite superior para a resposta.

b) Raiz quadrada da soma dos quadrados - RQSQ

m lfz
Q= [ ) Q?} (16)
j=1 !

Supoe que os maximos modais ocorrem em tempos distintos ealeatoria
mente. Pode subestimar a resposta em alguns casos, principalmente
quando da existéncia de modos com frequéncias proximas que poderiam
atingir o maximo em tempos proximos.

c) RQSQ com agrupamentos

Forma-se, inicialmente, grupos de modos com frequéncias que vao
da primeira do grupo (a mais baixa) ate uma 10% mais alta. Parte-
-se da frequéncia mais baixa da estrutura para a formagao dos gru-
pos e nenhuma frequencia podera estar incluida em mais de umgrupo.

A combinagao & feita por soma absoluta dos maximos modais rela-
tivos a cada grupo de modos proximos e, em seguida, combina-se por
raiz quadrada da soma dos quadrados os valores representativos de
cada grupo de modos proximos com os valores correspondentes aos mo
dos isolados. Matematicamente:

m N /2
Q=[I Q@+ {,Z Iolo ojl}:l P43 (17)
r=1. s=1 ‘i=f j=f

onde g @ o numero de grupos e f e £ correspondem ao primeiro e uUl-
timo modos do s-ésimo grupo.

d) Metodo de 10%
Pode ser escrito como:

L 12 :
Q= rglarMIlaiojl i#3 (18)

onde o segundo somatorio inclui todos os pares de modo iej para
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0s quais se tenha:
w, —w, <0.1 w, e lig 123 <m (19)

Quando a resposta dos modos proximos nao estd em fase o metodo
RQSQ, EQ. (16), pode ser usado. Em caso contrario, a soma absoluta,
EQ. (15), deve ser usada, pelo menos para os modos proximos EQ. (17).

Observe-se que a expressao (18) contem, pelo menos, todos os ter
mos da expressao (17) e nao fornece, portanto, resultados menos con
servadores.

e) Soma dupla da NRC

Expressa-se por
m m 1,1'2

i=1 j=1
onde
-1
_ ol T
il A |y (21)
Eimi"'gimj J
1
wy =, (1-82) /2 (22)
! 2
Eﬂ. 5 E!, + —'{:1'{';,? (23)

e td € o tempo de duracao do sismo.

f) Rosenblueth e Elorduy - R-E
E dada por

13 %
Q= Q. Q.:es (24
iel 4wy, P i :

com Eij definido como em (21), (22) e (23). Esta expressao parece
ter sido incorporada de uma maneira erronea na referéncia [ 1] dan
do origem a expressao (20), Soma Dupla da NRC.

g) Combinagao Quadratica Completa - CQC
Esta regra, cuja base estatistica decorre das Ref. [7] e [8],

m m 1/,
0| I 10 0e (25)

expressa-se como
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Figura 1

Tabela 1 - Frequéncias naturais (Hz) e valores espectrais (g)
Tubulagao n? 1

SA(uw,E)

Mopo w
E = 2% E = 4%
1 5.9357 0.37126 0.25787
2 71.3929 0.38289 0.29162
3 7.9808 0.29092 0.25296
B -9.4774 0.29965 0.24152
5 11.619 0.14962 0.14207
6 13.215 0.12399 0.12035
7 15.755 0.11082 0.11222
8 17.287 0.10734 0.10842
9 20.789 0.10479 0.10351
10 23.724 0.10619 0.10389
11 25.228 0.10675 0.10330
12 26.482 0.10645 0.10293
13 39.695 0.10258 0.10233
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Tabela 2 - Terremoto atuando segundo a direcdo X - E = 2%
ERRD DESVIO €8RS yreae | NVENR mo | s
REGRA 2 ¢ A i8S KNI KD
MED10(%) PADRAY NEGATIVOS | NeGATIveS ALGATIVDS I (1) | Ity
5385 1.8 0.3%1 0 0 0 | 799 227,
RSO 2.62 0.106 66 85 0.70% | -26.0 1.0
ROSQ c/agr. 8.91 0.131 ) 2%.0 0.3 | <218 .1
PETO00 10 8.91 011 Y 2%.0 e39n | -21.8 55.1
SCUA DUPLA 6.73 0.116 18 %5 0.4187 21 5.8
R .7 0.098 8 159 0.5532 -6 5.6
€ 1.93 0.099 82 5.3 0.5739 =21.9 45,9
;{ms-nm: .2 0.221 0 0 0 304 m,
ZMARTSQH 8.4 0.186 0 0 0 2.66 106,
Tabela 3 - Terremoto atuando segundo a diregao Y - £ = 2%
L ]
MOMERTO £RRO £RRD
ERRD DESYIO ERROS % ERRDS
REGRA MED10(%) PAORAY | WEGATIVOS | MEGATIVES | y ERos o "T("'ll;” "“:",‘JW
5485 120. 0,456 0 0 o 2.9 s,
R35Q 3.34 0.150 56 30.9 1.7693 2.8 85.6
RQsQ c/agr. | 15,4 0.19 27 1.9 0.8622 4.6 98.9
METON0 10 15.4 0.190 27 .9 0.8619 2.6 98.9
SOMA DUPLA 9,40 0.6t n 18.2 1.1758 -5 6.4
R-E 3.30 0.142 55 30.4 1.5023 -30.9 66.7
coc 3.42 0.143 54 29.8 1.5399 -31.1 66.9
%{ms'muj 6.6 0.284 0 0 0 7.42 205.
AMSROSQ* aa 0.214 12 6.63 0.0100 2.3 125,
Tabela 4 - Terremoto atuando segundo a direcdo Z - E =2%
ERRO DESVIO £RROS % ERROS WpERT) EXN L
REGRA S ERRDS HINIM0 MAXIM0
MEDIO(T) PADRED | NEGATIVOS | NEGATLES | yooir¥ioc ) (%)
sABs 123, 0.635 0 0 0 3.2 280,
RGSQ 7.58 0.169 [+ 34,2 1.1318 -25.9 43.6
RS c/agr. |  26.9 0.215 20 .1 0.129 -13.0 58.3
METO00 10t 2.0 0.214 19 10.5 0.1208 -13.0 58.7
SOMA DUPLA 16.4 0.1 “ 2.5 0.4564 -16.3 52.7
R-£ 1.35 0.129 % 519 0.6784 -16.8 0.1
cac 6.2 0.138 9 50.3 0.1z -13.4 0.9
Jisassengs)| 651 0,295 0 0 0 5.00 162.
AM+ROSQ* 49.3 0.243 0 0 0 457 102.
‘Tabela 5 - Terremoto atuando segundo a diregdo X - £ =4%
Tvwente | rh R
EREO fESVID £RROS % CRaes .
RERRA PEDI0(%) PADRAG | NEGATINOS | Neeantvos | ERROS "I":’I"*‘ "";’“,”“
SAnS 9.9 0.458 0 0 0 10.8 29.
RSA 630 0.153 59 32.0 1.0032 3.0 0.6
ROSQ cragr, | 140 0.203 52 28.7 0.7164 -23.9 0.7
WETODO 105 | 141 0.203 52 28.7 0.7184 -29.9 70.7
SOMA DUPLA 8.8 0.207 a 2.3 0.4433 -26.5 231
RE 3.45 0.115 63 n.e 0.5384 1.5 7.2
(3 1.68 0.118 59 2.6 0.6801 -28.0 7.6
I',mas.nosal 9.1 0.300 0 9 0 0.79 165.
AMRQSQ® 07 0.252 4 2.2 0.0065 -6.16 125,
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Tabela 6 - Terremoto atuando segundo a direcao Y - E =43

o | 0 | tesvio | emos | semos | "Ras | owdww | i
NEGATIVOS (%) ()
SABS 152. 0,718 0 0 0 341 4§72,
RQSQ 14.0 0.258 37 20.4 2.4410 -37.4 113.
RQSQ c/agr. 28.7 0.325 32 17.7 1.3056 -29.9 165.
METODO 10% 28.8 0.325 32 17.7 1.3051 -29.9 165.
SOMA DUPLA 32.2 0.315% 26 14.4 0.8403 -23.8 162.
R-E 12.5 0.236 39 21.5 1.7180 -32.2 4 119.
cQc 12.9 0.238 40 22.1 1.7361 -32.3 120.
,:,{snssmqsm 82.8 0.475 0 0 0 6.37 292.
AM+RQSQ* 58.4 0.370 16 8.84 0.1329 -15.1 156.
o

Tabela 7 - Terremoto atuando segundo a diregao Z - £ =4%"

ERRO DESVIO ERROS % ERROS HNERTO s L

REGRA MEDIO(%) PADRRO | NEGATIVOS | NEGATIVOS | \eelt®® 'fl(';‘}"'o m{);;}m
SABS 173, 1.055 0 0 0 29.5 asz.

RQSQ 25.7 0.309 32 17.7 1.3223 -28.3 9.8
RQSQ c/agr. |  50.6 0.392 2 13.8 0.1957 -14.4 141.
METODO 10% 50.8 0.392 25 13.8 1.1776 2.7 191,
SOMA DUPLA 52.6 0.416 27 14.9 0.1733 | -9.82 153.

R-E 1.5 0.184 60 3.1 0,4658 -17.6 n.s

€qc 12.7 0.192 52 28.7 0.4646 7.3 73.2
(SABS+RQSQ)|  99.4 0.676 0 0o wlo 2.06 269,
AMROSQ* L 74.3 0.430 0 0 0 1.25 173,

A segunda tubulagao analisada & mais complexa e corresponde a01
circuito de refrigeragao de um reator do tipo PWR. 0 modelo discre
to, Fig. 2, tem 610 graus de liberdade e foram considerados os 14
primeiros modos de vibragao. A Tabela 8 apresenta as primeiras fre
quencias naturais do modelo e os valores do espectro de aceleracoes
do terremoto considerado, para £ =2% em todos os modos. Observa-se
neste caso a existencia de "agrupamentos" de frequéncias ;aturais.

0s resultados relativos ao terremoto atuando segundo as diregoes
X e Z encontram-se nas Tabelas 9 e 10, respectivamente,
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Figura 2
Tabela 8 - Frequéncias naturais (Hz) e valores espectrais (g)

Tubulagao n9 2

MODO w SA{w,E)
£ = 2%

1 5.5981 0.37414

2 5.7265 0.36202

3 5.7269 0.36184

4 5.7719 0.36307

5 5.9127 0.36140

6 12.088 0.15771

: 7 12.260 0.14474
8 13.470 0.11706

9 16.172 0.11346
10 16.217 0.11408
1 16.349 0.11525
12 17.072 0.10558
13 18.643 0.10518
14 18.731 0.10583
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Tabela 9 - Terremoto atuando segundo a diregao X - g =2%

[ T 4 MOMENTO £RRD ERRO
WO | wplots) | PADD | MeGarios | aEsuios | RS | AIMR | WA

1 -
sass 9.3 |r 0.833 [ 0 0 7.4 333,
RSO 02 | 03w 195 2.0 3.2626 222 185.
ROSQ c/agr. 56.7 ! 0. 566 n b.07 0.1762 -19.2 211,
METODD 102 5.7 | 0.566 E) 6.07 0.1743 -19.7 2.
SONA DUPLA a2 0.529 1 5.3 0.3380 -19.2 175,
R-E 2.82 l 0.266 355 57.2 4.9356 =25.5 138.
€ 23| 0260 m %.6 3.1662 229 140.
Jsessirasq)| 6.3 | o.se 2 0.33 0.0007 1w 284,
AHARQSD* 6.8 i 0.546 ] 0 0 2.28 256.

Tabela 10 - Terremoto atuando segundo a direcao Z - £ =2%

MOMENTO ERRD ERRO

REGRA n§?§?= ) ot P RS PO "I["s:}“"’ ""‘{":']m
5ABS 62.5 0,495 0 0 0 8.45 341,

ROSQ -0.64 a.211 76 61,6 8.112% -21.7 93.8
ROSQ c/agr. 36.5 0.347 1] [ ] 0.22 233
METONO 103 6.7 0,348 o 0 0 3.3 233,
S0MA DUFLA 22.2 0,306 48 7.87 0.0067 -3,87 196.

R-E 2.1 0.102 266 43.6 1.6131 -30.4 q3.8

, e 1.86 0.099 315 51.6 1.0427 -22.% 3.9
,{ms-m} 0.9 0.341 2 0.33 0.000 -0.67 220,
AMRQS I . 0.301 ] [} ] 1.85 180.

CONCLUSOES -

Em todos os casos analisados as regras com base estatistica, R-E
e CQC, apresentaram praticamente os mesmos niveis de dispersao me-
didos pelo desvio padrao, niveis esses inferiores aos das demaisre
gras. Em termos de erro médio os valores correspondentes as regras
R-E e CQC apresentaram-se proximos e, em quase todos os casos, sen
sivelmente inferiores aos das demais regras.

Considerando precisao. em termos de valores absolutos minimos P2 g

ra o erro medio e o desvio padrao, as regras mais precisas foram
R-E e CQC, seguidas da RQSQ. s

A regra da soma absoluta apresentou, nos casos analisados,o maior
erro médio e também a maior dispersao.

Observa-se também que o aumento do amortecimento“ocasionou, em
todos os casos, aumento tanto no erro médio quanto na dispersao dos
resultados sendo este aumento menos sensivel para R-E e CQC.

As estimativas dadas pela soma dupla da NRC para £ = 2% foram, em
média, sempre inferiores as da RQSQ com agrupamentos e da regra de
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10%,

bem como apresentaram menor dispersdao. Quando o amortecimento

passou a 4% essa relacao se inverteu.

Os resultados da regra de 10% diferiram, em média, muito pouco

dos da RQSQ com agrupamentos mesmo no caso da segunda tubulagdo em
que havia agrupamentos de frequéncias.

Em face desses resultados as regras R-E e CQC devem ser recomen
dadas para combinagao modal em tubulagoes analisadas pelo método do
espectro de resposta.
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SOLUCAO NUMERICA DE
EQUACAO BI-HARMONICA
USANDO ESQUEMA TRI-DIAGONAL

Washington Braga Filho
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SUMARIO
Um esquema ndo-acoplado e Lterative para a sofugdo numérica de equa
coes diferenciadls de 4% ondem @ apresentado. Baseado numa gormula-
¢ao henmitiana, este esquema Lida com a funcdo e uma das derivadas
como incognitas. 0 sistema formado € tri-diagonal ¢ pode sen efi-
cientemente resolvido pelo metodo generalizado de Thomas. Com o ob
fefive de se estudar a equacde Bi-Haamonica, Viw=g, ¢ reduzin o
tempoe de phrocessamente em computador, um esquema de 2% ondem de pre
cisac (h%] ¢ proposto e aplicado a dods casos tipices, um no contex
to de elasticidade e outne neferente a Fendmenos de Thansporte,

INTRODUGAD

A necessidade de se conhecer a solugao de equagoes bi-harmonicas & comum a
diversas areas do conhecimento. Em termo-ciencias, por exemplo, por vezes se de
seja analisar assimptoticamente algum tipo de escoamento, em térmos de parame-
tros como numeros de Reynolds, Rayleigh ou mesmo razao de aspectos de alguma con
figuragao (veja por exemplo (1)). Nestes casos, a equacao resultante & escrita
em termos da fungao de corrente. Em problemas de elasticidade (veja (2)), este
tipo de equagao @ mais comum, com a variavel sendo o deslocamento. Naturalmen-
te, a complexidade das equagoes resultantes impede a obtengdo de solugbes exa-
tas para os casos de interesse, de modo que solugoes aproximadas sao procuradas.

0 presente trabalho apresenta uma formulagao hermitiana para a solugao nume
rica daquelas equagoes. Dependendo da forma da equagao (e das condicoes de con-
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torno disponiveis), sdo possiveis esquemas de diferentes ordens de precisao.
Dois deles sao apresentados para uma equagao diferencial ordinaria e emseguida,
a equacao Bi-Harmonica & discutida neste contexto.

EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

A forma mais geral de uma equagao deste tipo & f'V = £'V(f'" " ,f',f).
Neste trabalho, por simplicidade, vai-se supor a inexistencia da 32 derivada. A
sua consideragao nao apresenta dificuldades especiais, conforme deve ficar cla-
ro a sequir. Assim, a forma geral de interesse se reduz a:

% = FY 0 (1)

A formulagao hermitiana originalmente proposta por Kreiss [3] para a solu-
cao de equagoes diferenciais de 22 ordem considera a funcao e as duas primeiras
derivadas como incdgnitas. Como este procedimento mostrou-se computacionalmente
lento, como & discutido por Braga [4], neste trabalho considera-se apenas a fun
cao e uma das derivadas como incognitas, reduzindo sensivelmente o tempo de com
putacao. 0 esquema resultante & compativel com a formulagao proposta para as equa
coes Bi-Harmonicas, como & discutido adiante.

Em geral, nao se pretende conhecer localmente a derivada de mais alta ordem
e, assim o primeiro passo & a sua eliminagao da équaqﬁo diferencial. Isto & fei
to por meio de uma expansao em série de Taylor, envolvendo a fungaoeuma das de
rivadas (f'' ou f') em uma relagdo tri-diagonal, isto @, envolvendo os nds i e
it1. A obtencao de uma relagao deste tipo & apresentada no apéndice I e em ter
mos da 12 derivada se escreve:

w1 ; ; S [ g
Al I:za £, =12 6, -12 fH] s [fm fH] (2)
ou como se segue em termos da 22 derivada:
- 1 " L R "
fi 2 [fi-1+fi+1 i | :l (3)

Embora relagoes de ordem superior possam ser obtidas (envolvendo f'V, f" ,f'
e f), dificuldades com condigoes de contorno e com tempo de processamento tor-
nam seu uso pouco eficiente na maior parte dos casos.

0 proximo passo na redugao de incognitas & a eliminagao da primeira ou se-
gunda derivada, usando o mesmo principio (as relagoes necessarias sao apresenta
das por Hirsh [5] e estao reproduzidas no apendice 1). A escolha entre as rela
coes (2) e (3), isto &, a escolha da derivada a ser eliminada vai depender nao
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s0 do tipo de equacao diferencial em estudo mas tambem das condicoes de contor-
no disponiveis.

Com a eliminagao das derivadas de mais alta ordem, substitui-se a eguagao
diferencial original por uma série de equagbes algébricas relacionando a fungao
e uma das derivadas em trés nos adjacentes, i e i+1. Como sao duas incognitas
por nd, ha necessidade de uma outra equagao que as relacione e que & obtida ain
da por meio de uma expansdo em série de Taylor. Como indicado por Hirsh [5],
tais relacoes podem ser escritas:

4 = 3 -
Bttty moo |:fi+1 fi—l:l (4)

ou
I TS O e e (5)
i+l S © Sl I 1 F gy

CONDIGOES DE COTORNO

Uma das desvantagens dos métodos hermitianos diz respeito 3 necessidade de
se ter condigoes de contorno para f e f' (ou f'') e nem sempre elas sao disponi
veis. Novamente, a solucao & o uso de relagoes como as anteriores, como foi ori
ginalmente proposto por Hirsh. Como & mostrado por Braga [4], isto aumenta o
erro mas nao afeta a sua ordem.

Em resumo, o método proposto & baseado em um esquema tri-diagonal em bloco
de 2, podendo ser resolvido por meio do método generalizado de Thomas [6]. 0
metodo resultante @ de 0(h2) de precisao, com o errode truncamento dependendo da
derivada de 62 ordem (veja apendice I). Uma aplicagao direta da formulagao aqui
apresentada @ referente ao estudo da estabilidade de escoamentos viscosos atra-
vés de equagoes como a proposta por Orr-Sommerfeld.

Na proxima secao & discutida a aplicagao do metodo para a obtengao de solu-
¢ao para as equagoes Bi-Harmonicas. Diferentes condigdes de contorno sao anali-
sadas e em seguida, sao apresentados alguns resultados numericos.

EQUAGCAO BI-HARMONICA
Um dos metodos classicos de solugao deste tipo de equacao utiliza a lineari
dade da mesma. Introduzindo-se nova variavel u, de forma que se:

74w = 72(V2w) = g
tem-se
V2w = u (6)
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V2u = g (7)

Como se vé, a equagao original & substituida por um sistema de 2 equagbes de
Poisson que podem ser resolvidas sequencialmente desde que as condigoes de con-
torno para w e u sejam dispeniveis. Frequentemente, este nao € o caso (veja [2])
e entdao o sistema formado por (6) e (7) deve ser resolvido iterativamente. Uma
primeira vantagem do metodo hermitiano proposto diz respeito a maior facilidade
de Tidar com condicoes de contorno.

Embora métodos com ordem mais elevada de erro de truncamento possam ser ge-
nericamente obtidos para uma equacao diferencial ordinaria, a presenga da deri-
vada cruzada na equagdo Bi-Harmonica impede tal fato. Neste caso, o metodo re-
sultante sera necessariamente de 22 ordem {supondo-se um esquema tri-diagonal).
A eliminagao das quartas derivadas ja foi discutida e para a derivada cruzada,
sugere-se:

L 2 2 i+1,] i-1,j) -2
w8 [ ? w] _ Wy (141,3) +wy (3-1,3) - 2 Wy, (3,3) (&)
ax2 ay? ax2 3y2 he
ou
i s S Al o bifo
w2 { 02w ] _ 13 #1) 4w (1,3-1) -2 Wy, (1,d) (9)
ax2 ay2 ay? D2 hg

Ja que ambas as relacoes sao de ordem h?, a escolha dependera do problema f1
sico em estudo. De qualguer forma, o sistema resultante podera ser resulvido por
meio do metodo de diregoes alternadas (ADI) ou do metodo fortemente implicito
(SIP). No presente trabalho, optou-se pelo primeiro e no apendice II alguns de-
talhes especificos sao apresentados.

ESTABILIDADE DO METODO

Um dos problemas academicos tipicos na area de elasticidade & o da deforma-
cao de uma placa quadrada com apoio simples. Pode ser visto (por exemplo, em
[2]) que as condigoes de contorno sao do tipo generalizado de Dirichlet (w = 0
e w' = 0). Supondo uma largura unitaria e um carregamento uniforme Po tem-se que
a deformagao maxima &:

W = 0,00406 P
max 0

A Figura 1 apresenta o perfil érro X tamanho de malha para a deformagao maxima.
P perfil pe nitidamente de ordem h2,
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Figura 1. Perfil de érro na deformacao maxima (Teste 1)

Embora o esforgo computacional seja maior que para a solugdo convencional
discutida em Carnahan et al [8], deve-se notar que adicional informagao & obti
da por este meétodo. Alem da fungao, as segundas derivadas w. e .3 sao ainda
obtidas, ao contrario do que ocorre com a outra fornulagao, onde apenas a soma
delas @ calculada. Assim, os momentos Mx e My podem ser calculados.

DISTRIBUIGCAD DE VELOCIDADE EM FENOMENOS DE TRANSPORTE
Em expansoes assimptoticas como feitas em [1] por exemplo, a analise de 12
ordem se refere a solucao de equagoes do tipo:

N
vhy = 36, /3y

onde y @ a funcao de corrente e 8, e o perfil de temperaturas, obtido na or-
dem zero, isto &, no regime de condugao pura. Em casos com este, a informagdo
disponivel no contorno & referente a funcao ¢ e as velocidades ﬂg%-, onde n &
a diregao normal ao contorno. Como antes, a presenga da derivada cruzada impli-
ca na eliminagao da 42 derivada por meio da relagao (3), de forma que uma condi
cao para a 22 derivada no contorno & necessaria. Como citado anteriormente,
Hirsh [5] sugeriu o uso de relagoes entre as variaveis escritas nos dois nds

adjacentes ao contorno. De interesse ao tipo de problema em questao &:

2
Wi - Vg thl o+ hT (2 '+ 9lh,) + O(h%) = 0 (10)
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Devido a condigao de nao-deslisamento, a velocidade do fluido junto a pare-
de, ¢i , € conhecida e entao a equagao (10) pode ser usada para definir o siste
ma. Como antes, o uso de uma relacao entre as variaveis ao inves de uma condi-
cao especificada para wi'aumenta a incerteza na solugao. Isto pode ser minimiza
do pelo uso de malhas mais finas junto ao contorno ou pelo uso de correcoes a
posteriori, como discutido por Braga [4].

Uma vez que o processo iterativo tenha convergido, obtém-se a distribuigao
de y, v e wyy . Como o desejado & o campo de velocidades que & expresso pe-
las primeiras derivadas, adicional calculo & necessario. Dentre as varias op-
coes existentes para o seu calculo, a que melhor resultado deu foi a relagao(10)
acima. A Figura 2 apresenta o perfil do érro referente a velocidade para o tes-
te definido por:

Ty = G(x,y)
onde a fungao de corrente & definida por:
¥ =CCx(x-1)7J2 (1-cos 2ny)

e sujeita as condigoes generalizadas de Dirichlet, ¢ =0 = y'

(P'. @ x10®

Pmax

Figura 2. Perfil de érro na velocidade maxima (Teste 2)
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COMPARAGCAO COM OUTRO METODO

Recentemente Gupta e Manchar [9] apresentaram um método ndo acoplado (como
o presente) e nao iterativo para a solugao numérica de equagoes Bi-Harmonicas.
Naturalmente, a relacao algébrica relacionando os nos @ bastante complexa, im-
plicando numa matriz de coeficientes com extensa largura de banda e necessitan-
do de muito espaco de armazenamento. A metodologia proposta aqui ndo tem esta 1i
mitagao e conforme a Tabela 1, apresenta resultades comparaveis, aomenos nos ca
sos estudados. Como os resultados aqui apresentados foram obtidos num micro-com
putador, informacao sobre tempo de CPU nao foi obtida.

TABELA 1 - Resultados Comparativos

Caso 1:
solugdo exata: u = x2(1-x)2 y2(1-y)?
Maximo erro relativo
Gupta e Manohar * (2.1) ** 0,47 %
Metodo proposto 0,27 %
Caso 2:

solucao exata: u = (1 -cos 2mx)(1-cos 2wy)
Maximo erro relativo

Gupta e Manohar  (2,1) ** 1,5 %
Gupta e Manohar (4,9) ** 0,5 %
Metodo proposto 0,7 %

OUTRAS APLICACDES

Uma aplicacao de interesse imediato do meétodo proposto se refere a solugao
da equacao Bi-Harmonica resultante das equagoes de Navier-Stokes. Tal procedi-
mento tem sido estudado pelo autor [10] e os resultados iniciais tem sido inte
ressantes. Como se sabe, a maior parte dos métodos utilizados envolve a determi
nagao numérica da vorticidade no contorno. Como isto envolve diferenciagao nume
rica, o procedimento & naturalmente instavel (veja P. Roache [11]) e exige in-
tenso relaxamento dos valores obtidos para convergéncia. Além de n3ao necessitar
da vorticidade, o presente método tem a vantagem de lidar com as condigoes de
contorno totalmente conhecidas e ser estavel.

* Referéncia [9]. Método direto e nao-acoplado.
** Nimero entre parénteses se refere ao tipo de formula usada no contorno.
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OBSERVAGOES FINAIS

Um método hermitiano foi apresentado para a solucao de equagdes Bi-Hermoni-
cas., Diversos outros esquemas sao ainda possiveis e o apresentado aqui & um dos
mais convenientes. Embora de menor precisdo que os métodos hermitianos emprega-
dos na solugao de eguacgoes de 22 ordem, o presente método determina tambema fun
gao e uma das derivadas diretamente, possibilitando um tratamento eficaz dascon
dicoes de contorno. Resultados obtidos tem mostrado a eficacia da formulagao pro
posta em diferentes situagoes.
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APENDICE 1
Como discutido no texto, a obtengao de relagoes como (2) ou (3) & feita por

meio de Serie de Taylor. 0 objetivo & a determinagao dos coeficientes de uma ex
pressao como:

L
he 24 4 o(h®) = 0

Lol h Fi+1 w ank

au, +bu, . +cu, . +dhF, +ehtVF,
1 i- : 1 1=

1 i+ 1



RevBrMec, Rio de Janeiro, V.V, n¢ 1, 1983 43

onde u & a fungdo e f, a primeira derivada, por exemplo. Expandindo U, @ fi
em torno de u, e f., obtem-se:

2 2 3 3
e TM 2 R e 3fu  h*t , 3% g6 Sas
Y t & ax? 2 ax3
Foo=F 2% , . % h? d*u_ _h®
B A g %3 2 Kl 6

Substituindo-se estas expansoes na relagao anterior, obtém-se um sistema de
6 equacoes a 6 incognitas (a-+g), que para uma malha uniforme tem por solugao:

= -24 d = 0
b = 12 e = 6
& & 2 f = -6

e assim, a expressao (2) & determinada e o rro de truncamento &:

2 6
O L

E 15 ax6

Eliminacdo da 12 derivada:

_ ] h " " by -
gi g'.i.+l * g'i_ h + '_é_' (2 gi * gi+l} + O(h ) =0
Eliminacao da 22 derivada:
g = G A (2 gl b gl + 05 gy ) 0l = 0
i i+l 8 i i+l 6 i

APENDICE II
Como se sabe, o método de direcoes alternadas & mais eficiente que o metodo
fortemente implicito desde que convenientes parametros de aceleragao sejam obti
dos. Como este foi o caso no presente estudo, resolveu-se sugerir seu uso, de
forma que o mesmo metodo generalizado de Thomas pudesse ser utilizado. A difi-
culdade adicional do emprego daguele método & referente @ consideracao da deri-
vada cruzada. Um estudo numérico feito indicou que a maneira mais eficiente pa

ra a sua consideracao consiste no parcelamento do termo. como melhor indicado
abaixo:
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Considere:
4 _— 2
3w wxx(1.5+1) - wxx{1,3-1} -2 Wxxfi.J)

2
hy

ax? ay2

na 12 etapa do método, * , tem-se:

Atwx 4 wE (i, w2
sl o ——[w“(i.j+l}+w°(i.j-l)]
ha XX xX
:

p (w* - w“} +
= ax* hi ay"

e, na etapa final, n + 1, tem-se:

3tw* i 4 wix

O+l
N i 3 [w“‘l(i,jm + w::(l(i,j-nj & -

o+l W)
h? XX

» ayt 3x" h:_

Aqui, como os termos w“*l(i.j:1} nao sao conhecidos, tem-se varias opgoes:
XX

n+l, . . B e *
L (i,J21) = wo ot (1 ) wr

0 estudo numérico indicou que = = 1 garante uma convergencia mais rapida. Esta

e uma questao ainda em estudo, porem.
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SUMARIO

Apresenta-se um modele para analise estrufurnal de fubulagdies ezpa-
ci{ais, constituidas por matenial de compontamente elasteplastice
perfedito ¢ sujeitas a soldicitagdes dependentes do tempo. Admite-se
a hipotese das secioes planas ¢ desprezam-se as defonmacies assoeda
das ac esforce contante. A reducao ao modefo unidimensional |(teo-
nia de vigas) ¢ feita atravis de uma integracdo numirica na 4secdo
transvernsal, vendficando-se o caitendo de plasticidade ¢ a Ledi de
pluenecia nos pontos de integracde da secac. A discretizacdo espa-
cial ¢ 4edita utilizande-se o Metedo dos ELementes Finitos e para a
integracac no tempe das equacoes do movimento utiliza-se um algo-
nitmo de difenengas finitas incondicionalmente estavel.

INTRODUCKO :

Principalmente em tubulacoes nucleares, ocorrem situacoes em que
uma analise dinamica elastoplastica & necessaria. Por exemplo, no
caso do problema do chicoteamento de tubulacoes onde a consideracao
das deformacoes plasticas, tanto da tubulacao quanto dos seus su-
portes, possibilitam uma melhor avaliacao da capacidade de dissipa
cao de energia do sistema. Nos casos de analise sismica e de res-
posta a transientes termo hidraulicos, o confronto entre a analise
dinamica elastoplastica e uma analise puramente elastica, pode dar
maiores informacoes sobre o comportamento dinamico da estrutura.
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Neste trabalho, apresenta-se um modelo para analise dinamicaelas
toplastica de estruturas aporticadas. 0 modelo & obtido partindo-
-se de uma formulacao geral do problema da plasticidade e das hipo
teses classicas da teoria de vigas.

A solucao do problema & obtida numericamente utilizando-se umal
goritmo de diferencas finitas incondicionalmente estavel paraadis
cretizacao no tempo. Para a discretizacao espacial, utilizou-se o
metodo dos elementos finitos atraves de um elemento de viga/tubo de
eixo reto, com seis graus de liberdade por nod.

Finalmente, o procedimento apresentado foi implementado no SIS-
TEMA TUBO e com o objetivo de testa-lo, apresentam-se alguns resul
tados de exemplos analisados.

FORMULACEQO DO PROBLEMA

Apresenta-se aqui, inicialmente, a formulacao geral do problema
da dinamica de corpos elastoplasticos, na forma do Principio dos
Trabalhos Virtuais. A seguir, utilizando-se as hipoteses classicas
da teoria de vigas, reduz-se este problema a um problema unidimen-
sional (teoria elastoplastica de vigas).

Dinamica de Corpos Elastoplasticas — Na forma do Principio dos

Trabalhos Virtuais, a equacao de movimento de um corpo B, de den-
sidade de massa p, sujeito a campos de forcas de massa b e forcas
de superficie t, e:

udv + [ g+£ dv = R (1)
Im /i i

—_—
13
1§ =+
-
=

onde R = fpbe+udv+/ pt+UdA representa o trabalho virtual das
forcas externas (excluidas as forcas de inercia), Q representa 0
campo de deslocamentos virtuais compativel com os vinculos do cor-
po, g o tensor de tensoes e § o tensor de deformagoes virtuais, da
do por:

£ = o v+ (7))

No caso de materiais com comportamento elastoplastico, a defar-
macao £ se decompoe em:

L)

"
rm
rm



RevBrMec, Rio de Janeiro, V.V, n? 1, 1983 47

onde ¢“ & a parcela da deformacao elastica e e’ & a parcela da de-
formacao plastica.

A equagdo constitutiva elastoplastica do material & obtidaapar
tir das hipoteses seguintes:

a) todo incremento de tensao & devido apenas a incrementos de de-
formacoes elasticas, ou seja,

onde D® representa o tensor de elasticidade;

b) existe uma funcao convexa F(E,Ep,k), chamada funcao de fluéncia
ou convexo de plasticidade, tal que os estados possiveis do cor
po se caracterizam por F(g,gp,k)é 0, sendo o inicio da plastifi
cacao caracterizddo por F(g,gp,k) 0. 0 parametro k esta rela-
cionado com o endurecimento e geralmente depende das deformacoes
plasticas;

36
39

c) existe um potencial plastico G, tal que dEP = dx

No caso de lei de fluéncia associativa, GEZF e tem-se:

A partir das hipoteses acima, a equacdo constitutiva incremen-
tal, que relaciona incrementos de tensao com incrementos de defor-
macdo totais, e ([11,0[21,[31):

do = D°Pde (2)
onde
D*? - p° byt (3)
- - Q:D°Q+P+Q
sendo
p = - aF g =2

agp 2 £l
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Modelo Elastoplastico para Vigas — Para a adaptacao da formula-
cao apresentada no item anterior ao caso de vigas, admite-se que as Unicas compo

nentes do tensor de tensoes nao nulas sejam O O €0 s sendo x

0 eixo da viga e y, z eixos ortogonais situados ngyplano da secao
transversal.

Desta forma a equacdo constitutiva elastoplastica e particulari
zada fazendo-se uma condensacao estatica para que sejam considera-
das apenas as tensoes ndo nulas e as deformagdes correspondentes.

Na forma matricial, tem-se:

do i de
XX 1 XX
L]
€p ep
doxy ]E” i ]E"IZ dsxy
A e - .’_fEXE
: d
! E}'Y
ep ] ep
0 Dyy 1 Dy de,,
' de
[} vz

resulta portanto que

do de
KX KK

do = DP de
Xy ~ 11 Xy

do de
Xz ; Xz

sendo

mer _ meP _ meP epy—1 ep
@11 = @11 @12 (@22) @21

Uma vez que o tensor de elastoplasticidade @?f depende das ten
soes atuantes em cada ponto, a redu¢cdo ao modelo unidimensional nao
pode ser feita imediatamente como no caso em que o material tem com
portamento elastico. Utilizou-se entdao um procedimento de integra-
cio numérica na secao transversal, com pontos de integracao igual-
mente espacados ao longo da secao. O numero de pontos de integracao

deve ser definido de forma adequada a cada problema a ser resolvido.
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METODO NUMERICO DE RESOLUGAOD

Tendo em vista que o problema apresentado nao possui solucdo fe
chada, serao utilizadas técnicas numericas para a obtencado de solu
¢oes aproximadas. Optou-se por uma discretizacao de diferencas fi
nitas no tempo, e uma discretizacao de elementos finitos no dominio
espacial.

Discretizacao no Tempo — Como ja ressaltado anteriormenteasequa
coes do movimento sdao resolvidas através de um algoritmo de diferen
cas finitas incondicionalmente estavel [4].

Para a obtencdo da forma deste algoritmo, parte-se daequacao (1):

J DU'G‘*V*J gefdv =R
B - ~ B™

Chamando o, a diferenca entre a tensao atuante em determinado
instante e a tensao que atuaria se o estado de deformacdo fosse to
talmente elastico, tem-se:

e

9 =g - D¢

e substituindo em (1), vem:
{ plj-ﬁdv'a-J (Qee+00)'gd\!=§
g.amH B s =

Particularmente a equacao acima para o instante n e usando a a-
proximacao

(g}n = B + (1-20) g+ 8

n+1 = |

onde 0 <8 <7% @ um escalar, segue que:

" - a = & -
LBDF_J_n gdv+LB{II_.:} [65n+1 + (T-28}§n+6§n_l:l +90n} < e dv -Rn
e introduzindo a aproximacao de diferencas finitas

u -2u_+u
A ~-n+1 ~n_ ~n-1

juntamente com

-




chega

Co
0 con
isto,
e fei

a) ca

b) su

c) de

d) ca
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-5 a

J pu ‘ﬁd\'+8.ﬁ.t’I D€ e -EdV:&tl(ﬁ -[ o +€ dV) +
B ~n+l ~ B~ ~n+1 = n ~n -~

~n~1

+JB0{25n-un_1)-§dV+8At= [Bpemgn-a )eEdv (4)

mo indica a expressao acima, a resolucao em cada passo requer
hecimento das tensoes 9, referentes ao passo anterior. Para

torna-se necessaria a atualizacdo do estado de tensdes o que
to da sequinte forma:

lcula-se o incremento de deformacdes, atraves de
AEn = E:-n N En—l
poe-se comportamento elastico e calcula-se
b = D% pe
~n ~ -n
termina-se a tensao em n(supondo comportamento elastico):
o *¥=0g + Ao
~Tl ~n-1 -n

Tcula-se o valor da funcdo de fluéncia F para o estado o *. Po

dem ocorrer 0s casos seguintes:

2.

F(gn*J <0 e portanto a hipotese de comportamento elastico e

verificada. Faz-se entdo o = o *.

F{gn*] >0, quando deve-se verificar se o estado anterior era
plastico ou nao.

Se o estado anterior era plastico, F(g_ _,) = 0, todo o incre
mento de deforqacio foi elasto-plastico e deve-se seguir pa-
ra a etapa (f), com gn* =Gy

Se o estado anterior era elastico, houve uma transicdo de um
estado elastico para um estado elasto plastico. Neste caso,
a deformacao total compoe-se de uma parte totalmente elasti-
ca &g§:=vﬁgn e uma parte elastoplastica 5§:P= (1-y)ae_, on
de 0 sy=1 satisfaz a

Flo

~n-1 L ngn] -
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e)

f)

redefine-se gn* como o estado de tensdo correspondente ao inicio
da plastificacao:

9\1* i c—En--1 2 YAgn
para a obtencao do valor final de 9. , deve-se adicionar a gn* as
tensoes correspondentes ao incremento elastoplastico AEEP. Ten
do em vista que a lei do material depende das tensoes atuais,di
vide-se 4¢P em intervalos iguais e o _* & atualizado em cada in
tervalo, usando-se a matriz @ep correspondente ao Ultimo esta-
do de tensao. Ao final, faz-se g, = M3

“n

Discretizacao Espacial — A discretizacao espacial, através do Me

todo dos Elementos Finitos, e feita atraves de um elemento de dois
nos, com seis graus de liberdade por ndo, conforme indica a figura

abaixo.

ug u A Uy U
e . T — —
2.1 X
/
U,
Us £ 9
/ Uz
Ys

Fig. 1. Elemento finito utilizado na discretizacao espacial

0 campo de deslocamentos assumido tem a forma:

12
- K -
u, = ui(x,y.z) = i§1 h; U,
-
u, = uz(x S22} la iz1 hi U,
- S
uy = uylx,y) = iEI ht U

sendo as funcoes de interpolacao h? R h? construidas de modo
que nao ha a consideracao da deformacao por cortante, as secoespla
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nas antes da deformagao permanecem planas apos a deformacao, nao
havendo empenamento devido a torcao.

Estas funcdes sao enumeradas a sequir; em termos dos polinﬁmios
de Hermite:

(i) direcao x: (i1) direcgao y:
Ry =1 - i? hY = 0 parai=1,3,5,7,9,1
hy = -6 &, (x) -_".L-‘f_ hy = e, (x)
hy = -6 0,(x) ﬁf hy = (1--1)z
hy =hig =0 hg = ¢,(x)
hy = 0)(x)z hg = 0,(x)
hg = o5(x)y h¥0 o %} z
hy = %? hlz = ¢,(x)
hg = -h3
h; = -h3

X <o 1
h = @a(x)z

h¥, = -¢,(x)y

(iii) direcao z:

h: =0 para i=1,2,6,7,8,12
hg. =9 (x)

e = (1-1)y

he = -9,(x)

h; = 9,(x)

ho = T ¥

ey 2 -9, (x)
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onde as funcoes polinomiais de Hermite sao dadas por:

3x? 2 %2

¢I(x) o 1= - 0
¢2(x} = X __E{i. +~{;—
8y(x) = 2 - 2 X
0,(x) = - x: . f:

Determinadas as funcoes de interpolacac, sao feitas as opera-
coes usuais do Metodo dos Elementos Finitos sobre a equacao (4),
resultando o seguinte sistema de equacdes algébricas.

(M+oat?’k) U = (Me0at?K)(2U -U  )+at*(F -P )

onde M € a matriz de massa, K a matriz de rigidez, qn o vetordedes
locamentos nodais no instante n, En 0 vetor de forcas externas no
instante n e En o vetor de forcas internas resultante da discreti-
zacdo do termo relativo as tensdes o .

RESULTADOS

Com o objetivo de testar o procedimento desenvolvido e implemen
tado no SISTEMA TUBO, alguns exemplos foram analisados e sao apre-
sentados aqui resultados relatives a trés estruturas distintas: uma
viga simplesmente apoiada, uma tubulacao plana e uma tubulacdo es-
pacial.

Em todos os casos admite-se que o material tem comportamento e-
lasto-plastico perfeito e ntilizou-se o criteriode plasticidade de
von Mises.

Viga Simplesmente Apoiada — Foi obtida a resposta de uma viga
bi-apoiada com um carregamento uniformemente distribuido, aplicado
instantaneamente, e com intensidade igual a 75% da carga estatica
de plastificacao total da secao a meio vao.

Na discretizacao espacial foram utilizados 6 elementos de iqual
comprimento e considerada a simetria da estrutura. Para a discreti
zacao do tempo utilizou-se um intervalo de integracdo At =5x107%s.
As caracteristicas geomeétricas e as propriedades fisicas do mate-
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rial da viga estdao indicados na Fig. 2, onde sao apresentadas as
historias no tempo do deslocamento a meio vdo, correspondentes a
resposta elastica e elasto-plastica do material. A resposta elasto
-plastica obtida com o programa TUBO & comparada com resultados a-
presentados na referéncia [1].

E interessante observar que [1] utiliza ummodelo bi-dimensional
no qual a viga & simulada como um estado plano de tensdes, usando
6 elementos finitos isoparamétricos quadraticos com um total de 50
graus de liberdade. Este modelo automaticamente considera os efei-
tos devidos a deformagao por corte e inércia de rotagdo o que nao
acontece com o modelo de viga aqui apresentado.

p
p Ib/in
0.333 frmme b lin O 1,
h=2in o L RGN D
2 4 2 234567
R R i 5.;',"’ Klpeda®l g 30in pob
= 06+ =50 kip / in?
et l l:-o.'rs:\néslb.az/in‘.
-
b +
> 054 .
o |
i
= g4 =
% ol “ ,” '--\\ /:‘-
o +
& 0.3 \\ / \\ /!
i \\ '.r LY ’f
/ \
B | Y / \ FARRE A
) 5
l.‘ ,! \‘ f-' — ELASTO PLASTICO
iy 4 ! s
W oo, v ! X J --m-- ELASTIO
AY
\“ l", ‘\ 3’
0 i ' e’y . . +
0.0015 00030 00045 00060 00075 00090 00105 0020 t(seql

Fig. 2. Historiados deslocamentos ameio vao de uma viga bi-apoiada

Tubulacdo Plana — As propriedades fisicas e geometricas da es-

trutura, o carregamento aplicado e o modelo de elementos finitos
utilizado neste exemplo, estao apresentados na Fig. 3. Utilizou-se
At = BEx107%% .,

A historia no tempo do deslocamento vertical do no 4, obtida com
o TUBO, considerando-se um comportamento elasto-plastico do mate-
rial, @ comparada com as historias apresentadas nas referéencias [7]
e [8], obtidas atraves do programa ANSYS e com o programa desenvol
vido pelos autores destas referéncias.
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max F, = 5000 Ib

mdx F, = 20000 Ib

w
o
L LS
H
-

5
o

AREA = 3.174in2

.30 4 1=7233in2 — ELASTO PLASTICO
£+ 29 = 10%si —semees Ret. [ 7]
c:,-:r;ooow wemmss ANSYS , CONF, REF.[ 7]

———— ELASTICO
W= 625% 10.79 Ib/ M

DESLOCAMENTO VERTICAL DO NO 4 (in)
ro
o

-10 4 o mem—
D ™
o + + + +
0.250 0.500 0.750 1.000 1 ( seg)

Fig. 3. Tubulacdo plana: deslocamentos verticais do no 4

Tubulacao Espacial — Finalmente, obteve-se a resposta no tempo
para a tubulacdo espacial representada esquematicamente nas Figs.

4, 5 e 6, onde tambem sao apresentadas a discretizacao de elemen-
tos finitos utilizada e os carregamentos aplicados em cada um dos
casos. Tomou-se At = 1.42x 10-%s .

A tubulacao tem diametro externo de 16", espessura da parede de
0,5" e peso por unidade de comprimento igual a 6,9017 £bf/in. 0 seu
material tem modulo de Young igual a 29x10° ebf/in2, tensdo de es
coamento igual a 3x10* £bf/in? e coeficiente de Poisson 0.3 .

Ma Fig. 4 estao tracadas as historias dos deslocamentos dono 5,
na direcao z, quando o carregamento corresponde a forcas aplicadas
nos tres cantos da tubulacao e atuando em intervalos de tempo dis-
tintos, conforme indicado nesta mesma figura.

E interessante notar que inicialmente o deslocamento correspon-
dente ao comportamento elasto-plastico € maior que o correspondente
ao comportamento puramente elastico. Quando todas as cargas param
de atuar, o comportamento da estrutura & vibratorio e a amplitude
da vibragao do sistema elasto-plastico @ inferior adosistema elas
tico.

Nas Figs. 5 e 6, apresentam-se as historias dos deslocamentos do
no 5, na direcao x, quando dois carregamentos com historias no tem
po distintas atuam sobre a estrutura.
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F7 (1000 Ib)

|

Fig. 4. Tubulacdo espacial: deslocamentos do no 5, na direcao z
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Fig. 5. Tubulacdo espacial: deslocamento do no 5, na direcao x
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Carregamento: fung¢ao triangular aplicada no no 7
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Fig. 6. Tubulacao espacial: deslocamento do nd 5, na direcao x

DESLOCAMENTO u, DO NO 5

Carregamento: funcao step aplicado no nd 7

CONCLUSOES

A utilizacao de um critério local (tensao-deformacao) de plasti
cidade implica na verificacao da lei constitutiva em cada ponto das
secoes transversais do elemento de viga. Este procedimento mesmo
quando feito de uma forma aproximada (uma forma exata seria impos-
sivel) verificando-se a lei constitutiva elasto-plastica apenas em
alguns pontos, pode induzir a um processamento bastante demorado.
Torna-se, interessante portanto o desenvolvimento de criterios ge-
neralizados relacionando tensdes generalizadas (momentos, forcas)
com deformacoes generalizadas (rotacoes, deslocamentos) do eixo de
referéncia do elemento de viga.

0 algoritmo utilizado para a discretizacao no tempo,alem de dis
pensar a atualizacao da matriz de rigidez, tem a caracteristica de
ser incondicionalmente estavel o que possibilita uma integracdo com
intervalos de tempo maiores que aqueles possiveis com o algoritmo
de diferencas finitas convencional. Por outro lado este algoritmo
nao pode ser particularizado para o caso estatica e pode conduzir
a resultados imprecisos nos casos em que ocorra plastificacao acen
tuada com formacao de rotulas plasticas.

Para uma melhor adequacao do programa desenvolvido a problemas
reais, torna-se necessaria a introducao de critérios de endurecimen
to e o desenvolvimento de um elemento curvo com comportamento elas
toplastico.
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