365

METODOS ESPECTRAIS E SEUS DERIVADOS

Jauber C. Oliveira

Departamento de Matematica
Universidade Federal de Santa Catarina
88040-900 Florianopolis, SC, Brasil
e-mail: jauber@mtm.ufsc.br

PREAMBULO

Neste texto, apresentamos os aspectos introdutorios fundamentais & compre-
ensao dos denominados métodos espectrais e discutimos também outros métodos
derivados dessa classe. Em cada caso, procurou-se apresentar os resultados teoricos
essenciais juntamente com exemplos ilustrativos e uma discussao das idéias cen-
trais.

Almeja-se que o texto sirva de trampolim para os livros e artigos citados na
bibliografia (algumas sugestoes, dependentes do rumo a seguir, sao discutidas na
dltima segao).

1. INTRODUCAO: ASPECTOS GERAIS

Os métodos espectrais tem origem histérica atribuida por alguns a C. Lanczos
(Lanczos, 1938). No entanto, a viabilidade destes métodos na resolugdo de EDP’s
tornou-se possivel apenas no final da década de 60 com os trabalhos de Orszag (Ors-
zag, 1969; Orszag, 1970) e Eliassen, Machenhauer e Rasmussen, 1970. A principal
barreira vencida naquela época foi o desenvolvimento de transformadas, necessarias
no esquema espectral-Galerkin para a avaliagdo das somas de convolu¢ao origina-
rias dos termos nao-lineares. Kreiss e Oliger, 1972, e Orszag, 1972, foram pioneiros
na aplicagao dos métodos espectrais por colocacao.

Os métodos espectrais sao caracterizados por empregar expansoes em série de
certas fungoes ortogonais infinitamente diferencidveis. Tais expansoes sao rapida-
mente convergentes se os dados do problema (for¢cantes, coeficientes da EDO/EDP,
contornos do dominio) sao suficientemente suaves. A resolucao das equagoes dife-
renciais emprega o formalismo variacional (os métodos espectrais representam uma
sub-classe dos métodos de residuos ponderados), ou seja, minimiza-se o residuo da
equagao diferencial de trés formas alternativas (dependentes da escolha das fun-
¢oes teste): (a) nos meétodos pseudo-espectrais torna-se o residuo nulo em pontos
de colocagao previamente escolhidos, (b) no esquema de Galerkin, as fungoes teste
sao iguais as fungoes tentativa e ortogonais ao residuo da equagao diferencial, (c)
no método espectral-tau, o residuo é também ortogonal as fungbes teste, mas essa
condicdo é imposta para um subconjunto do total das fungoes teste. Os graus
de liberdade restantes sao empregados para impor as condi¢oes de contorno que,
diferentemente das duas outras classes, nao sao satisfeitas automaticamente pelas
fungoes tentativa.

A propriedade fundamental destas expansoes em série, que deram nome ao mé-
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todo, é a seguinte: o erro de truncamento entre a série com um ntamero finito de
termos, digamos N, e a func¢ao a ser aproximada decai a zero mais rapidamente que
qualquer poténcia de 1/N, se a funcdo é infinitamente diferenciavel ou analitica.
Este tipo de convergéncia é denominado de convergéncia espectral. Por exemplo,
é sabido que expansoes em séries de Fourier aproximam com acuracia espectral
fungoes infinitamente diferenciaveis e periddicas (a fungdo juntamente com todas
as suas derivadas). Estas caracteristicas tornaram os métodos espectrais bastante
atrativos como instrumento de resolu¢ao computacional de equagoes diferenciais.
A monografia de Gottlieb e Orszag (Gottlieb e Orszag, 1977) e os trabalhos pu-
blicados por Orszag (Orszag, 1980; Orszag, 1971a; Orszag, 1969; Orszag, 1971b),
dentre outros) e outros autores trouxeram contribuigoes fundamentais a viabili-
dade computacional e dissemina¢ido do método (Fornberg e Sloan, 1994; Fornberg,
1998; Funaro, 1992; Funaro, 1997; Trefethen, 2000; com destaque para Boyd, 1989).

Até recentemente (Guo, 1998), Canuto et al., 1988, representou a analise mais
detalhada (em livro) da teoria mateméatica dos métodos espectrais. As aproxima-
¢oes ortogonais em espagos de Sobolev (ver, por exemplo, Canuto e Quarteroni,
1982) tem papel de destaque na teoria, principalmente ap6s a extensao dos mé-
todos espectrais a problemas com geometria complicada através de esquemas de
decomposi¢ao do dominio (que incluem os métodos dos elementos espectrais, pro-
postos por Patera, 1984, como caso particular).

O método dos elementos espectrais, termo cunhado por Patera, combina a ele-
vada acuracia dos métodos espectrais “puros’com a flexibilidade e robustez com-
putacional do método dos elementos finitos. Esta combinagdo permite resolver
equagoes diferenciais em geometrias complicadas com facilidade na implementacio
das condigoes de contorno, termos fontes (forgantes), etc. Contudo, a vantagem
principal desta combinacao é o fato de que resolve-se com elevada precisao proble-
mas envolvendo dados irregulares, pois refina-se a malha computacional nas regices
envolvendo elevados gradientes, o que torna esse método semelhante a versao h-p
dos elementos finitos (ver, por exemplo, Patera, 1986).

Algumas interessantes alternativas aos esquemas basicos ja citados serdo consi-
deradas na tltima segao.

2. ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta se¢ao, apresentamos notacoes e definicbes fundamentais referentes aos
espacos de fungoes relevantes a algumas segoes deste texto. As propriedades e
resultados fundamentais sobre a teoria destes espacos podem ser encontradas em
Oden e Demkowicz, 1996, Adams, 1975, Lions e Magenes, 1972 e Rivera, 1999.

O simbolo := denota definicio. j = 0,n denota j =0, 1, ---, n.

Q representa um subconjunto aberto, limitado do R™.  possui contorno su-
ficientemente regular (por exemplo, pode ter forma poligonal, mas nao pode ter
ctspides) para que sejam validos alguns dos resultados fundamentais referentes aos
espagos de Sobolev.

A grosso modo, a medida de um conjunto é definida pelo limite da soma dos vo-
lumes dos cubos de uma parti¢ao do R™, cujos fechos estiao contidos nesse conjunto.
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O limite é tomado quando a norma da particdo tende a zero. Um subconjunto M
do R™ & (Lebesgue) mensurével se for possivel aproximé-lo, em medida, por uma
seqiiéncia de conjuntos abertos que o contenha. Desse modo, todo conjunto aberto
é mensuravel. Porém, subconjuntos de conjuntos mensuraveis podem nao ser men-
surdveis. Uma funcdo f é mensuravel se seu dominio dom(f) for um conjunto men-
suravel do R” e para todo nimero real a, o conjunto {z € dom (f)| f(z) < a} é
mensuravel.

A integral de Lebesgue de uma fungao f mensuravel, nao-negativa, sobre dom(f)
é definida como a medida do conjunto

{(z, y) €Edom (f) xR:0<y< f(x)}.

A integral de f sobre um conjunto mensuravel M é definida como a integral
da restricao de f a este conjunto. Uma fungdo mensuravel arbitraria f possui
parte positiva definida por f* := max {f,0}. A parte negativa de f & a funcio
f~:=maz{—f,0}. Assim, f* e f sio fungdes nio-negativas e f = f — f. A
integral (de Lebesgue) de f é definida por [ f= [ f* — [f~.

Seja K=Rou C. L?(Q), 1 < p < oo, representa o espago linear formado pelas
(classes de equivaléncia de) fungdes (mensuréaveis ) f : Q — K tal que |f|?” é Lebes-
gue integravel sobre Q. L” (2), munido com a norma [|f||, = ([, |f ()" dx)l/p,
é um espaco de Banach (isto é, um espago linear normado completo - teorema
de Riesz-Fischer). L (Q) é formado pelas fungdes que sao limitadas a menos
de um conjunto de medida nula. Este conjunto munido com a norma ||f|| =
sup ess{|f (z)|, z € Q} também é um espago de Banach.

C* (Q) é o conjunto das funcdes f : Q — K continuas que possuem derivadas
parciais continuas até a ordem k. Denota-se C°(Q) por C (Q). C* (Q) ¢ o con-
junto das funcoes f € C* () cujas derivadas parciais até a ordem k podem ser
estendidas continuamente até o fecho (menor conjunto fechado que contém Q) Q
de Q. Diz-se que f € C*® () se f € C* (Q) para todo k € {0,1,2,3,...}. Define-se
C™ () de forma analoga. C§° () representa o conjunto das fungdes de C™ (Q)
que se anulam fora de um subconjunto limitado e fechado de Q (isto é, tem suporte
compacto contido em Q).

E usual denotar

alel
D" = ——
Az - Oz

com |a| == a1 + -+ an.

Diz-se que uma funcdo f € L? (Q) possui derivada generalizada D™ f € L (Q)
se existe uma fungao vy € LP () tal que

/Q f (@) (D) (x) da = (1) / va (2) ¢ () dz
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para todo p € C§° (). Nesse caso, define-se D f = v,
Para 1 < p < o0, o0s espagos de Sobolev de ordem m € N sao definidos por

WmP(Q) ={f e L" ()| D" f € L" (), |a| < m}.

1/p
Tem-se que ||f|l,, , o = (E\a|<m ||D°‘f||LP(Q)) ¢ uma norma sobre W™? (Q) e

(Wm’p @), 1, p,Q) é um espaco de Banach. Quando p = 2, o espaco é denotado

H™ () em vez de W™7 (). A norma em H™ (Q), |||, = |l ll,,2.0, ¢ gerada
pelo seguinte produto interno: (f, 9),, 0 = X jaj<m (D f D*9)12q- Quando

Q =R", prova-se que H™ (R") {f € LZ (R™)| Jo f € L? (R”)} , sendo Jy, (z) :=
(1+|=| )m/2 , £ € R", e f ¢ a transformada de Fourier de f. |||f]|| := HJmf‘

L2(R™)
¢ uma norma equivalente a norma de Sobolev || ||, g em H™ (R™).

Desse modo, define-se para s € RY, H* (R") {f eL?(Q)] J.f € L? (Q)}

Tem-se que H* (R") com a norma || f|| o gny := ‘

sfH é um espaco de Hilbert
L2Rn

(espaco de Banach com produto interno que induz a norma).

Para s € RT e Q aberto do R” com fronteira regular, o espago de Sobolev H*® ()
é definido por H® (Q) = {f|a| f € H° (R™)}. H® () é um espago de Hilbert quando
munido da seguinte norma:

||f||HS(Q) =inf {”gHHS(]R")\ gla=Ff, geHS(]R")} :
3. UMA INTRODUGAO AOS METODOS ESPECTRAIS
3.1. Problemas periédicos
3.1.1. Introdugao

A origem dos métodos espectrais esta associada a resolugao de problemas (en-
volvendo dados suaves) com condiges de contorno periédicas através dos métodos
de Fourier. Estes métodos sao extremamente eficientes, pois empregam as transfor-
madas rapidas de Fourier (Fast Fourier Transforms - FFT) a fim de reduzir o custo
computacional do calculo das transformadas discretas de Fourier (direta e inversa)
entre o espaco fisico e o espago transformado.

Observacao 1 Tipicamente, o espago fisico seria o L?, o espaco das fungdes cujo
quadrado ¢ (Lebesque) integrdvel, e o espago transformado, o espago I* das seqiién-
cias complexas cujo quadrado € somdvel. Um teorema de F. Riesz caracteriza F
como um isomorfismo entre L (0, 27) e I* (de fato, qualquer espago de Hilbert
separdvel de dimensdo infinita é isomdrfico ao espago 1> - ver p. ex. Chae, 1995).
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3.1.2. Revisao de resultados fundamentais

Antes de detalhar os procedimentos de resolu¢do de problemas deste tipo, é
fundamental revisar alguns resultados teoricos (teoria da aproximagao) que escla-
recem como surge a denominada convergéncia espectral em problemas deste tipo.

Primeiramente define-se a transformada continua finita de Fourier de uma fun-
¢io v € L? (0,2n):

1 27

F(v), = or := o/, v(z) e ** dg. (1)

Observagao 2 0 ¢ o coeficiente de Fourier de v. A longa designagio € necessdria
para distingiiir da transformada de Fourier de fun¢ées em L' (R™) :

i =Fu := (2W)+/2 Janu(z) e ™ de, E€R”
Entao,

Proposi¢do 3 Sev € C™[0, 27 e v*) sGo periddicas para k = 1,2, ,m — 2,
entao Un, = O (nfm).

Conclui-se que se uma fungao possui apenas um ntimero finito (m) de derivadas
continuas ou, no caso de possuir mais de m derivadas continuas, se apenas m — 2
delas forem periodicas entdao a taxa de decaimento dos coeficientes de Fourier é
algébrica (ordem m). Obviamente, se v possui derivadas de todas as ordens conti-
nuas (&6 C*) e periodicas, entao teremos um decaimento a zero mais acentuado que
qualquer poténcia do inverso de n, a convergéncia espectral. E instrutivo observar
que este resultado é de facil obtencao. O argumento, em linhas gerais, segue apoés
a realizagdo sucessiva de integracoes por partes na expressao que define os coefici-
entes de Fourier 9, e do fato de que a periodicidade da funcao anula os “termos de
contorno".

Esta nogao tao fundamental a esta classe de métodos (para problemas perio-
dicos) é conhecida ha bastante tempo. Na teoria das séries de Fourier, define-
se o espaco linear Cp° (R) das fungdes periddicas suaves, formada pelas funcoes
f : R — C continuas periodicas (periodo 27) e infinitamente diferenciaveis, isto é,
Cy° = Cp N C®. Neste contexto, define-se que uma seqiiéncia complexa {c,}™
tem decréscimo rdpido se dado um ntimero s positivo, existe uma constante C (pos-
sivelmente dependente de s) tal que: |c,| < C |n|”°. Entao (ver detalhes em Beals,
1973),

Teorema 4 Uma seqiiéncia compleza {c,}>_ ¢ uma seqiéncia de coeficientes de
Fourier de wma fun¢io v € C;° se e somente se a seqiéncia tem decréscimo rapido.
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Seja Son € L?(0,27) o subespaco gerado pelo seguinte sistema ortogonal:
{e"*, n=—=N,--- ,N}. O operador de proje¢cio Py: L? (0,2r) — S>ny dado por

N
Py v := Z D " (2)

n=—N

é definido a fim de estabelecer cotas para o erro de truncamento (v — Pyv) em
determinadas normas com base na regularidade da funcao aproximada. No caso
a seguir, o erro é mensurado na norma natural do subespago do espaco de Hil-
bert H™ (0, 27), formado pelas fun¢oes com m-1 derivadas periddicas e denotado
H (0,27).
. p . . roa 12\ /2

Seja |v], ¢ uma semi-norma definida por |v|, = (3200 __ n’ |vl|2) . Esta
semi-norma é equivalente a || ||, que pode ser associada (é equivalente - ver, por
exemplo, Kress, 1989) a norma (Y2 (14 n?) |ir/?)"/?). Entao (Guo, 1998),
Teorema 5 (Cota para o erro de truncamento) Se r > 0 e u < r, entio
Vv € Hy (0,27), [lv — Pyvl[, <ec NF7" o,

Analogamente, define-se o operador de interpolac¢ao Iy : C'[0,27] — San por

Iy v:= Z Tne™?, (3)

onde v, = 2N+1 Z] oV () e e x; = ;TT:LLI Up € a transformada discreta de
Fourier. Entao (Guo, 1998),

Teorema 6 (Cota para o erro de interpolagdo) Ser >0e 0 < u <r, entdo
Vv € Hy (0,27), [lv = Inv]|, <e N7 o],

Se v é analitica e periddica com periodo 2 7, v € An,, obtém-se uma cota
superior O (est) para a norma do méximo do erro de interpolacao:

Teorema 7 (Kress, 1989) Seja v: R — R uma fungio analitica e periédica com
periodo 2 7, entdo eriste uma regiGgo D =R x (—s, s) C C com s positivo tal que v
admite uma extensio holomdrfica, limitada e periddica com periodo 2 w, v: D —
C. O resto na interpolagao trigonométrica pode ser estimado uniformemente sobre
[0, 2 7] por

cotgh (s/2)
Inv — M ——F= 4
o = vl < 0 STEERE )
onde M denota uma cota para a fun¢iao holomdrfica v sobre D.

A diferenca Inv — Pnv, denominada erro de alcunha (em inglés, aliasing), satisfaz
o seguinte “teorema de Pitagoras"em L2, isto é, o erro de alcunha é ortogonal ao
erro de projecao (ver, por exemplo, Canuto et al., 1988):

lo = Invll* = [lo = Pyoll” + || Axol” (5)
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O erro de alcunha é caracterizado pela relacao entre os coeficientes vy, € Uy,:

+oco
bn=tn+ Y Onpnm (6)

0#m=—o00

U, representa uma aproximacio do coeficiente de Fourier o,. v, difere de o,
por uma soma de harmonicas distintas da enésima por miltiplos de N. Como
e'"i = e nHNm)T; egtes modos sdo indistingiiiveis e as freqiiéncias destas harmoni-
cas sobrepoe-se a enésima freqiiéncia. Estes erros sao conhecidos por causarem ins-
tabilidades numeéricas em problemas nao-lineares. Conforme destacado por Boyd,
1989, os erros de alcunha ndo sao relevantes se os coeficientes de Fourier apresentam
decaimento espectral.

3.1.3. Exemplos ilustrativos

Nosso primeiro exemplo de resolucao de uma equacgao diferencial foi escolhido
propositalmente neste contexto de problemas periédicos por estar de acordo com
a estoria do surgimento do método (suas “raizes"). Observaremos que varias des-
tas caracteristicas se mantém no caso de problemas nao-periédicos mediante uma
escolha apropriada das fungoes de base.

Exemplo 8 Considere o sequinte problema a valores no contorno:

2

%+7r2sen2(m)v=f(m),0<m<27r (7)
com condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas e funcao for¢ante igual a f (z) =
—7 cos (z) cos (m cos (x)) .

Este exemplo foi construido artificialmente para fins ilustrativos, partindo da
funcao u = sin (w cos (x)) e diferenciando-a duas vezes para encontrar a equagao
diferencial que a tem por solugao (préatica comum na valida¢ao de qualquer cogigo
computacional que resolva EDOs/EDPs). Na tabela 1 apresentamos a evolugao
do méximo erro entre a aproximagao por série de Fourier e a solugao exata (uma
aproximagao para o erro de proje¢ao) em fungao do niimero de termos empregados.
Neste caso o erro atingiu o limite da precisdo da méaquina empregada (os calcu-
los foram feitos no software MATLAB). As figuras 1 e 2 ilustram a convergéncia
uniforme e espectral da aproximacao de Fourier em relagao a solucao exata.

N 1 ) 16 32
lellZ | 0,6753 | 9,2137E-4 | 1,1174E-9 | 3,7192E-15

Tabela 1: Erro maximo na expansdo de Fourier (Galerkin) em funcao de N.
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* = Aprox. (Fourier), linha continua=solucao exata

Figura 1: Aproximacao de Fourier-Galerkin versus solucio exata para N—4.

* = Aprox. (Fourier), linha continua=solucao exata
15 T T T T

Figura 2: Aproximacao de Fourier-Galerkin versus solu¢iao exata para N=8.
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A aproximagio numérica vy = Y.p_ ¢k ¢k (z) para a solugio desta equa-
¢ao diferencial foi construida a partir da formulagao variacional (Galerkin):

(Rstoj)LZ:O: _NS]SN (8)

onde R := L oy — f, o (z) = * e (f, g),> := f02" f g dz. Esta discretizacao
resulta em um sistema linear algébrico M ¢ = F, onde

Mj, = —2m k? 0jk+

7 {<sen2 (z), cos(k—j) $>L2 +1 <sen2 (z), sen(k—7) x>L2 } , (9)
Fj =2x f;. (10)

Exemplo 9 Rewvisitemos o problema a wvalores mo contorno descrito no exemplo
anterior. Desta vez construiremos uma solug¢io aproximada sequndo o esquema
variacional por colocagdo.

Neste caso, definimos inicialmente o espacamento e os pontos de colocagao:
h = %’, x; = j h, j = 0,N. Na formula¢do variacional por colocagao, impoe-
se que o residuo seja nulo nos pontos de colocagdo: Ry (z;) =0, 1 < j < N.
Obtém-se o seguinte sistema linear algébrico: N d = G, onde

Nj = [—k2 + 72 sen® (xj)] etk (11)

Gj = f(xj). (12)

Na tabela 2, apresentamos o erro maximo em fun¢ao de N entre a aproxi-

magao por colocagdo vy (z) = Zsz_N dy e'*® e a solugdo exata. As figuras 3 e 4
também ilustram a rapida convergéncia obtida.

Os resultados tedricos e exemplos apresentados reforcam o ponto central desta
secao: os métodos de Fourier ndo tem competidores no que diz respeito a resolugao
aproximada de equagoes diferenciais associadas a problemas periodicos com dados
suaves. Além da rapida taxa de convergéncia, os métodos de Fourier permitem o
uso da transformada rapida de Fourier a fim de reduzir significativamente o custo
computacional na avaliagao das transformadas discretas.

N 4 8 16 32
lellZ | 0,7766 | 5,2863E-4 | 2,2321E-11 | 1,2212E-15

Tabela 2: Erro maximo na expansao de Fourier (colocagao) em fungao de N.
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* = Aprox. (Fourier — Colocacao), linha continua=solucao exata
15 T T T T

Figura 3: Aproximacido de Fourier-colocacdo versus solucao exata para N—4.

* = Aprox. (Fourier - Colocacao), linha continua=solucao exata
15

Figura 4: Aproximacao de Fourier-colocagao versus solucao exata para N=8.
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3.2. As transformadas discretas de Fourier

A avaliacdo computacional das transformadas finitas de Fourier presentes em
esquemas espectrais envolve a necessidade de discretizagao, que conduz natural-
mente as transformadas discretas de Fourier.

Seja x; = j %”, j = 0,N —1. Consideramos a seguinte definicao (adequada
quando emprega-se a versao mais simples da transformada rapida de Fourier, onde
é necessario que N seja uma poténcia de 2) para a transformada discreta de Fourier:

N—1
1 .
D () 1= O wlay) e, (13)
j=0
para k= —-N/2, ---, N/2 —1.
A transformada inversa é dada por:
N/2—1
D' (ek);, = Y crpetT (14)
k=—N/2

paraj =0,N —1.
Além da transformada discreta de Fourier, a transformada discreta em cosenos
(denotada DCT), definida por,

1 1 wjk —
D (uj), ::NZ;UJ- cos (T)’ k=0,N, (15)

tem grande importancia no contexto das expansoes em polindémios de Chebyshev
(detalhadas nas proximas segoes).

D; ' (Uk), —22 Ukcos< k) j=0,N, (16)

é a transformada discreta inversa em cosenos (usualmente denotada IDCT), que
difere da transformada direta apenas por um escalar.

A resolu¢ao aproximada de EDOs/EDPs por métodos espectrais ganha conside-
ravel eficiéncia computacional se for possivel empregar transformadas rapidas para
avaliar as transformadas discretas em O ((5/2) N log>N) operagoes. Recomenda-
mos Van Loan, 1992, para maiores detalhes sobre FFT/DCT e Briggs e Henson,
1995, para um estudo profundo sobre DFTs e suas miiltiplas facetas.

Encerramos esta secao com um resultado que relaciona as transformadas con-
tinua (finita) e discreta de Fourier quando aplicadas a fungoes periodicas suaves
(C*° ou analiticas).

Proposicao 10 O erro entre D (v;), eF(v), decai mais rapido que algebricamente
com N no caso de fungoes Cp° ou Any (ver, p. ex., Briggs e Henson, 1995; Kress,
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1989).
3.3. Problemas nao-periédicos
3.3.1. Introducgao

Problemas a valores no contorno envolvendo condi¢oes de fronteira nao-periodicas
também podem ser resolvidos aproximadamente por métodos espectrais. Proble-
mas envolvendo dominios infinitos ou semi-infinitos ndo serdo considerados neste
texto (Boyd, 1989; Boyd, 2001; Boyd, 1987; Boyd, 1982). O procedimento de re-
solugdo é similar ao caso periddico, porém apenas com a escolha adequada das
fungoes de base obtém-se a acuréicia espectral (associada a problemas envolvendo
dados suaves). As fungoes de base apropriadas pertencem a uma familia de poliné-
mios ortogonais originada de um problema de Sturm-Liouville singular. Expansoes
em auto-fungoes originadas de problemas de Sturm-Liouville regulares apresentam
taxa de convergéncia algébrica, pois nestes casos a taxa de convergéncia é limitada
nao apenas pela regularidade dos dados como também pelas condic¢oes de fronteira.

3.3.2. Resultados fundamentais

Antes de descrevermos os métodos espectrais cujas fungoes tentativa sdo os po-
linémios ortogonais citados, apresentamos uma breve revisao de alguns resultados
elementares da teoria da aproximacao no espaco de Hilbert H := (Lﬁ, (a,b),( )) H
¢ formado pelo conjunto das fungoes cujo quadrado é (Lebesgue) integravel em re-
lagao & fungao peso w equipado com o produto interno (f, 9>ng (p) = ff w fgdr

(ou seja, f:w |f|” dx < oo, onde w é uma funcio peso continua e positiva sobre
(a,b)). Esta revisao propiciard uma caracterizagao mais clara das propriedades de
(rapida) convergéncia do método.

Primeiramente, citamos uma propriedade bem conhecida das seqiiéncias poli-
nomiais monicas e ortogonais em H.

Lema 11 Se uma seqiiéncia de polinémios {pr} € monica e ortogonal, entdo o
polinomio de graw n+1, pnt1, € ortogonal (com relagio ao espago L2 (a, b)) a
qualquer polinémio q de grau < n.

O lema seguinte (demonstrado, por exemplo, em Rivlin, 1969) fornece uma
relacdo de recorréncia satisfeita por polindmios ortogonais em L2 (a,b). Dado um
intervalo e funcao peso, a partir deste resultado podemos construir uma seqiiéncia
(tinica) de polinémios ortogonais.

Lema 12 Dada uma fungio peso positiva w (x) sobre (a, b), definimos po := 1,
L _ _ f; z w(z) do
pL =T a; com a1 = 71,2 wiz) de 5

Prt1 = (T —ant1) pn — bug1 pn—1, n 21 (17)
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b 2
_ famwpn(z)dz b

b
T W Pn Pp—1 dT
onde ant1 = — Jizwpn pnoyde

b n+l — b 2
fawp%(a:)dz ’ fawpn71 dz

Entio, {pn} € uma seqiiéncia de polindmios ortogonais em L2 (a, b).

Lema 13 A seqiiéncia de polindémios ortogonais monicos em L2 (a, b) € dnica,
onde w (x) € uma fun¢io peso positiva sobre (a, b).

Uma vez que os zeros de polindmios ortogonais tem grande importancia nos
esquemas de integragao numérica e resolug¢ao de equagoes diferenciais por colocagao,
o proximo resultado merece citagao.

Teorema 14 (Davis, 1975, pg. 236) Os zeros de pn41 sdo reais, simples e ja-
zem no intervalo (a, b).

A partir do resultado enunciado no lema 2, define-se a familia dos polind6mios
ortogonais de Jacobi.

Definicao 15 Os polinémios de Jacobi, denotados J P (), sdo gerados a partir
das equagdes do Lema 2 comw(z) = (1—2z)* (1+2)’ paraa, B>1¢(a, b) =
(=1, 1) com J&P (1) = 1.

OBS.: Sub-familias de polindmios conhecidos que estdo contidas na familia recém
caracterizada:

a. « = > —1: polinémios de Gegenbauer

b. @ =3 =0: polindbmios de Legendre

c. « = =-1/2: polindémios de Chebyshev

Condicao de Ortogonalidade:

/_1 T2 8 (@) T8 (@) (1—2)* (142)° dz = 0,m % n. (18)

1

Outro teorema caracterizador desta familia de polinémios:

Teorema 16 (ver, por exemplo, Funaro, 1992) Os polinémios de Jacobi sao
d

solugdes do sequinte problema de Sturm-Liouwville em (—1, 1): % (1 - x2) w %Jg’

dx
Aw JEP =0, ondew = (1—2)* 1+2)’ edn = n (n+14+a+4).

Uma peculiaridade importante dos polinémios de Jacobi é fornecida pela seguinte
proposicao (ver Canuto et al., 1988, pg. 286):

Proposigao 17 As tinicas autofungées polinomiais de um problema de Sturm-
Liouville singular sao os polinémios de Jacobi.

Finalmente, encerramos esta breve revisao com um teorema que estabelece uma
cota para o erro de truncamento (em L2, (—1, 1)) para o caso em que a série de po-
linémios de Jacobi com N termos aproxima uma func¢io v pertencente ao espaco de
Sobolev HE (—1,1) (v juntamente com suas derivadas até a ordem k sio fun¢des do

o) 4
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L2 (=1, 1) comw = (1—2z)* (1+2)?). O resultado garante convergéncia algé-
brica (O(N~%)) se v € HE (=1,1), mas v ¢ HET' (=1,1). A convergéncia depende
portanto apenas da suavidade da funcdo a ser aproximada. Se v é suficientemente
suave, por exemplo, v for C°°, entdo o teorema assegura o erro de truncamento (na
norma de H) decai mais rapidamente que qualquer poténcia de 1/N (convergéncia
espectral).

Teorema 18 (Erro de Truncamento (Jacobi), Funaro, 1992) Seja k € N e
I:= (=1, 1). Entio, eziste uma constante C > 0 tal que Yv € HE (I)

lo = Pyollz ;) < C N7* H (1-2*)""? v(k)‘ (19)

£z’

VN > k, onde Pnv representa a série truncada em polinémios de Jacobi
N
Pyv(z) =Y on J37 (2).

3.3.3. Aproximacao por polinémios de Chebyshev

A construgao de solugbes aproximadas para equagoes diferenciais com condi-
¢oes de contorno nao-periddicas geralmente envolve a escolha de polinémios de
Chebyshev ou de Legendre. Neste texto, consideramos apenas séries em polindémios
de Chebyshev.

Observacao 19 Os polinomios de Chebyshev (de primeira espécie) Ty, (z) tem vd-
rias propriedades marcantes:

(a) Ty, (x) = cos (n arccos(x)), k=0, 1, ---, ou ainda, cos(n 0) = T}, (cosb),

(b) sio autofuncgées do sequinte problema de Sturm-Liouville singular:

d (m d_) L o, (20)

dx dx V1= 22
(¢) relagao de recorréncia: Thyi (z) = 22 Th(x) — Thei () com To(xz) = 1 e
T (z) =z,

(d) sao ortogonais sobre [—1, 1] com relag¢do ao produto interno

e =

onde w = ——, ou seja,
\V1-xz2

iy

(Tn, Tm)ch = 5&n5n,m7 (21)

onde é, =1 se k €N, ég =2 e §p,m denota o delta de Kronecker,
(e) nos pontos de Gauss-Lobatto, x; = cos(y;) comy; = j/N ej =0,N, a
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sequinte relagdo de ortogonalidade discreta € vilida:

S| S| c
ZET] Zng Ty () = ?"Nén,m, (22)
j=0 j=0

ondeco=cn =2ecj=1paraj=1,2,---, N—1.

(f) Tu (£1) = (£1)", T, (1) = ()" 0® e T (=2) = (-1)" T (2),
(g9) Relagio de recorréncia para o cdlculo de derivadas:

N
Z oM T, (23)

onde

Co— 1v(1) = (1) 1+ 2n 0, (24)
para k=N—-1, N—=2, ---,1e

=0, o), = 2N dn. (25)

3.3.4. Exemplos ilustrativos

No exemplo a seguir, a solu¢gao de uma equagao diferencial com condigoes de
contorno de Dirichlet homogéneas é aproximada por uma expansao com conver-
géncia espectral. O procedimento de resolucdo empregado ilustra o fato de que
resolver uma equagao diferencial em série de polinémios de Chebyshev equivale a
resolver um problema com solu¢do par que satisfaz certas restri¢gdes no contorno
que propiciam sua representa¢ido por uma expansao (espectral) em cosenos.

Exemplo 20 Consideremos o sequinte problema a valores no contorno:

2
_%_1_(41;24.2)u=(41:2+2),—1<17<1 (26)

com condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas.

A solugdo exata desta equagdo é u(r) = e — e®”. Neste exemplo, efetuamos a
mudanga de variaveis, ¢ = cos(y) a fim de transformar a EDO em outra com
coeficientes periodicos. Definindo v (y) := u (), obtém-se a seguinte EDO:

2

d . .
~ae L cotg (y) d_Z + 2 sen’y (2 cos’y + 1) v=f(y) (27)

para 0 <y <m, onde f=¢e (4 cos®y + 2) sen?y.
Define-se o espagamento e os pontos de colocagao: h:= 57, y; = %+(j —1) h,
com j =1, N + 1. Estes pontos de colocacao sao exatamente os zeros de Tn+1 ().
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Observagao 21 A escolha destes pontos minimiza o erro de aprorimagdio (inter-

polagio) entre v e sua série aprozimante (interpolante), produzindo a sequinte cota

para o erro de interpolagdo (ver, p. ex., Gautschi, 1997): |lv — Inv|| < (‘J\;}h")! -

Adotando novamente a formulagao variacional por colocagao, impoe-se que Ry (y;) =
0 para 1 < j < N — 2. Este procedimento novamente resulta em um sistema linear
algébrico: M v = F, onde

Mj, = —pp (y;) + cotg (y;) vu (y;) +

2 sen” (y;) (2 cos” (y;) +1) ox (y;) (28)
paral <j, k<N —1.

Fy=f(y;)- (29)

Neste problema “recombinamos" (termo cunhado por Boyd, 1989) as fun¢oes de base
de modo que estas satisfacam automaticamente as condi¢oes de contorno. Ou seja,
empregamos:

ok (r) =cos(ky)—1 (30)
para k par, e
ok (z) = cos (k y) — cos (y) (31)

para k impar.
A tabela 3 e as figuras 5 e 6 ilustram o fato de que a série

2

—1

O Pr+1 (y) (32)

x~
Il

converge a uma taxa espectral para a solu¢dao v (y) da EDO. De fato, como ja
observamos que o erro entre ¥y e U decai a zero espectralmente com N no caso de
fungoes C° ou An,, e

D :=2/01rv(1:) cos (k ) dx

s

-2 Mo

= 77"/0 v (x) sen(k z) dx

= _2‘ / v (2) cos(k z) da
0

T n?

-2 /Tr v® (2) sen (k z) dx

3
T n3 J,

2 /Tr v (z) cos (k z) dr

1
mn* Jy
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etc.

As integracoes por partes podem ser efetuadas indefinidamente: quando ha
derivada impar de v no integrando, o termo de contorno contém sen (x) e portanto
anula-se; quando ha derivada par de v no integrando, o termo de contorno contém
uma derivada impar de v, e também anula-se pois todas as derivadas impares de
v (y) anulam-se no contorno.

Conclusdo: 0y (e portanto vy) converge a zero quando k& — co a uma taxa mais
rapida que qualquer poténcia de 1/N.

Observagao 22 A expansio em polindmios de Chebyshev, que estd associada @
EDO para v descrita no ezemplo, tem acurdcia espectral porque: (a) v é uma fun¢aio
par (independente do fato de u ter ou ndo paridade) e periddica (juntamente com
todas as suas derivadas) com periodo 2, (b) as derivadas impares de v anulam-se
nos extremos, e (c) os coeficientes e forcante da EDO sio suaves (pelo menos C*°,
se nao forem analiticos).

* = Aprox. (Fourier cosenos - Colocacao), linha continua=solucao exata

3 T T T T T T

25f M i
*
*
*
* *
2+ * B
*
*
*
*
150 . |
*
*
*
*,
1k i
*/
*
0.5- % 4
*
o | | | | | )
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 5: Aproximagcao por série em cosenos (N—4) e solugao exata.

N 1 8 16 32
el | 1,0060 | 0,0134 | 7,5002E-8 | 1,4294E-15

Tabela 3: Erro maximo na expansao espectral em cosenos em funcao de N.
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* = Aprox. (Fourier cosenos — Colocacao), linha continua=solucao exata
T T T T T

18 T

14r q

12r b

0.8- b

0.2 4

Figura 6: Aproximagao por série em cosenos (N=8) e solucao exata.

Obviamente, quando aproximamos a solugao de uma EDO/EDP por série de po-
linébmios de Chebyshev, evitamos a mudanca de variavel dependente (de u para v),
conforme fizemos no exemplo. Resolve-se a equacao diferencial diretamente para u
em termos da variavel independente x. Como neste caso, z; = cos (h/2 + (5 — 1) h),
obtém-se a caracteristica distribuicao de pontos nodais com espagamento O (1/N2)
préximo ao contorno.

Como discutimos a taxa de convergéncia da série de polinomios de Chebyshev
para o caso de fungoes C°, e muitas delas s@o analiticas na regido de defini¢ao dos
polinémios T},, convém apresentar a seguinte cota O (R_N ) referente a aproximagao
de fungoes analiticas (similar ao teorema 7).

Teorema 23 (Kress, 1989) Seja v : [—1, 1] = R analitica. Entdo eziste uma
elipse E com focos em —1 e 1 tal que v admite uma extensao holomdrfica, limitada

v: D — C, onde D denota o interior aberto de E. A expansdo ortonormal com
relagdo ao produto interno (, )., em polinémios de Chebyshev

aop >
v= 7To + nz::l an Ty (33)

com coeficientes

2
n = — 7Tn 4
a =2 T, (31)
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€ uniformemente convergente com a sequinte cota para o erro:

oM
< -
<R (35)

o0

U—a—OTo—ZanTn

onde R é dado pelos semi-eizos a e b de E, R=a+b, e M é uma cota para v sobre
D.

Exemplo 24 Neste ezemplo adicional, resolvemos aprozimadamente a equagdo di-
ferencial Lv = f (z) para —1 <z < 1, onde

() d()
L=-2"0 49,2 49
e + 2z . +2 () (36)
e f(r) =2z e + 2¢ (14 2z). As condigdes de contorno sio v(—1) = v (1) = 0.
A solugao exata desta EDO € vsop = (14 ) (e — emz).

Optamos pelo método de colocagao. Selecionamos os N + 1 pontos nodais (de
Gauss-Lobatto, zeros do polinémio (1 — z?) %) xr = cos (yr), onde yr = 7 j/N

e k=0, N. Construimos a aproximagao Lagrangeana

N (z) = Zék hi () (37)

k=0
onde vy (zy) =y, e
2 o 1
)= 2 3 ) T ) (39)
para k=0, N.

Observagao 25 Observa-se que, em decorréncia da propriedade de ortogonalidade
discreta dos polinémios de Chebyshev, hi (z;) = ;..

Os valores aproximados para a solugio nos pontos nodais sao obtidos impondo
que o residuo seja zero nos pontos de colocagao internos:

(LUN_f)|Zj:0aj:1a2a"'7N_1' (39)
Esta equagado, juntamente com as condi¢ées de contorno, resultam no seguinte

sistema linear:

N-1

ZMj,k’lzlk:fh:]-,]':l,"',N_l- (40)

k=1

onde Mj,k = Lhk|mj = —h’k{ (93]) =+ 217_7‘ h;c (93]) =+ Jj,k.
Ao resolvermos este sistema linear, obtém-se valores nodais aproximados para
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* = Aprox. (Chebyshev - Colocacao), linha continua=solucao exata
T

25 T T T T T T

15- b

Figura 7: Aproximacdo por expansao Lagrangeana em polindomios de
Chebyshev (N=8) e solugao exata.

N 1 8 16 32
lellZ | 0,96467E-1 | 1,9960E-4 | 1,9613E-10 | 1,1990E-14

Tabela 4: Erro méximo entre a aproximacgao por expansao Lagrangeana em
polindmios de Chebyshev e a solucao exata em funcao de N.

a solugdo da EDO. A figura 7 ilustra o fato de que com apenas 9 pontos nodais
obtém-se uma boa aproximagcao para a solu¢ao do problema (erro maximo da ordem
de 10™*, ver também tabela 4). O rapido decaimento do erro & medida que incre-
mentamos o nimero de pontos nodais rapidamente atinge os limites de precisao da
méaquina utilizada para resolver numericamente o problema.

3.3.5. O calculo de derivadas

A matriz hj, (r;) é denominada matriz diferenciagio de Chebyshev e denotada
Dy). ... Embora laborioso, nao é dificil mostrar que:
i,k

D, = T i k=0,N, j#k (41)
7.k Cr (m]_mk)v Js 3 y J )
s
Djj=—"% _ =T, N—-1 42
J5J 2 (1_$J2)a J ) ) ( )
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Doo=—F—, DNy = ——F. (43)
Na construgao de tal matriz, é usual calcular os coeficientes da diagonal através
da identidade

N

D]‘,]‘ Z_ZDjaka j=07N7
k=0
k]

seguindo uma recomendacao de Bayliss et al., 1994. Uma outra alternativa é cal-
cular os coeficientes da matriz a partir de

l:

D]‘,k = m, J ?é k (44)
e

Dj.; ZZ(IJ _mk)ila (45)

¥

onde

L= [T (e —2p).

2

Dado que

(0 = () = S0 @) ol () = S @) [z e (as) o (mw] |

J J k

tem-se

v (@) =) o (@) (Z hj (a1) Ry, (ﬁj)) :

k J

ou seja, Dl(zk) =>_; Dij Dj, ou ainda, D® = D? (a matriz derivada segunda é o
quadrado da matriz diferenciagao).

O célculo de derivadas através da matriz diferenciagio envolve O (2 N?) opera-
¢oes (produto D w, w; = vy (z;)). Reduz-se este custo computacional calculando
a derivada no espaco das freqiiéncias, através da transformada discreta em cosenos
(eficientemente avaliada em O(N logN) operagoes, via FFT) e relagoes de recorrén-
cia descritas nas equagoes (24) e (25). De fato,

Observagao 26 A ezpansio Lagrangeana empregada coincide com a série de po-
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linémios de Chebyshev do método de colocagio:
N
Inv = Z 0Tk (T) . (46)
k=0

Os coeficientes U sio determinados a partir da condi¢io Inv (z;) = v(z;), j =

0, N. Dado que vn (zj) = v (xj), j =0,N, tem-se

N
;=Y Tk (z;), j=0,N. (47)
k=0

Invertendo-se a ordem dos somatdrios em nas equagés(37)-(38) e comparando com
a equagao anterior, obtém-se

N
21 1= —
U = — — — ;T i), k=0,N. 4
Vk o szo o i Tk (), 0, (48)

Levando em conta as equagoes (15) e (16), conclui-se que

_ 2 = = _ _
Vi = EDC (Uj)ka vj = Dc ! (% Uk)j 5 (49)

ou seja, podemos avaliar Uy, (ou ;) eficientemente através da transformada discreta
em cosenos (ou transformada discreta inversa em cosenos).

Em suma, dados os valores nodais vy (z;) para j = 0, N calcula-se os coeficien-
tes vy pela transformada discreta em cosenos, obtém-se os coeficientes da expansao
em polinémios de Chebyshev para a derivada de vn através das relagoes de re-
corréncia (24), (25), e entao calcula-se os valores nodais da derivada através da
transformada discreta inversa em cosenos.

Observagao 27 (1) Claramente os métodos descritos nao restringem-se a proble-
mas com dominio (=1, 1). Se o dominio do problema for (a, b) com a # —1
e/ou b # 1, entio, efetua-se uma mudanga de coordenadas para o intervalo padrao
(=1, 1), (2) Em problemas bidimensionais (tridimensionais), dominios retangulares
(prismas) devem ser também mapeados para (—1, 1)> (=1, 1)*). Os principios de
discretizag¢do sdo similares ao caso unidimensional. Mas, detalhes adicionais como
indezacdo de nds e incognitas, métodos de solugio dos sistemas lineares resultantes,
ete., tornam o procedimento de implementa¢do mais laborioso quando comparado
aos problemas unidimensionais.

Observacao 28 Tadmor, 1986, contém cotas para o erro envolvido na diferen-
cia¢ao pseudo-espectral por Fourier ou Chebyshev para o caso em que a fungdo
diferenciada € analitica. O trabalho apresenta cotas com decaimento exponencial a
zero.
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Exemplo 29 (Método espectral por colocagdao 2D) Considere a equagdio de
Helmbholtz bidimensional com condi¢des de contorno homogéneas de Dirichlet:

SO O =t ), (@) Q= (L, 17 (50)

Empregamos a sequinte representa¢io Lagrangeana

= i if/k,l hi () hi (y). (51)

k=0 [=0

Entao,
_ZZ{} lhk xz hl yj ZZ’{)‘ lhk (xl) hl (yj) f(xla yj)
k 1 k 1

para i =1,N, —1, j=1,N, — 1. Logo,
= g DR =D G D) = f (@i, )
k

l

parat=1,N, —1, j =1,Ny — 1, ou seja,

DO V-_v [ﬁ(Q)]T =F. (52)

D® e F representam, respectivamente, as matrizes D®) e F ap6s removermos
as linhas e colunas referentes as condigoes de contorno de Dirichlet (condensacao
matricial). Este sistema linear é resolvido por métodos iterativos (gradientes con-
jugados).

Na proxima segao descrevemos o método dos elementos espectrais para proble-
mas bidimensionais, e comparamos os resultados do esquema espectral “puro"por
colocacao com o resultados por elementos espectrais quando o niimero de elementos
IEL é maior ou igual a um.

4. O METODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS
4.1. Introdugao

Os métodos espectrais tem aplicabilidade limitada a problemas envolvendo do-
minios cuja simplicidade viabilize a representagao da solu¢ao por uma aproximagao
global, isto é, uma tnica série que aproxima a solu¢do da equagdo diferencial em
qualquer ponto do dominio. Em Gottlieb e Orszag, 1977, e Orszag, 1980, duas
alternativas sdo propostas para estender a aplicabilidade dos métodos espectrais
a problemas envolvendo geometrias complicadas. A primeira alternativa tem por
objetivo obter uma transformacao de coordenadas que permita mapear o dominio
complicado em outro mais simples de forma que a equacao diferencial transformada
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seja resolvida neste segundo dominio por métodos espectrais. A segunda proposta,
denominada “patching", consistia em subdividir a regiao complicada em sub-regioes
mais simples, utilizar representagoes em séries para cada subregiao, impor condigoes
de continuidade nas fronteiras entre subregioes, e resolver o sistemas de equagoes
discretas associadas a cada subregidao juntamente com as condigoes de continuidade
nas interfaces.

Patera, 1984, prop6s um método que denominou “elementos espectrais"que com-
bina as técnicas de elementos finitos para lidar com a complexidade da geometria do
dominio e incorpora as expansdes empregadas nos métodos espectrais a fim de as-
segurar elevada acuracia (espectral, se os dados do problema forem suficientemente
suaves). Dentro de cada elemento existe um conjunto de nés internos (os pontos
de colocagao de Chebyshev-Gauss-Lobatto) associados a série que representa (glo-
balmente no elemento) a aproximagao Lagrangeana de alta ordem para a solucao
naquele elemento. As questoes de continuidade entre elementos sao resolvidas atra-
vés do formalismo variacional classico dos elementos finitos (as fungoes tentativa
sao C° no contorno entre elementos e obtém-se a continuidade de fluxos como parte
do processo de convergéncia). A extensao do método a escoamentos transitorios
tridimensionais em geometrias complexas foi realizada em Amon, 1993.

4.2. A formulagao variacional

Descrevemos a formulagdo variacional por elementos espectrais resolvendo a
equacao de Helmholtz bidimensional:

V47’0 = f(z, y),(z, y) € 2:= (0, 1) x (0, 1) (53)

com condicoes de contorno homogéneas de Dirichlet.
Seja U := H} (Q). O problema variacional associado ¢ o seguinte: encontre u € U
tal que

a(u, ) =b(p), Yo € U, (54)

onde a (u, @) == [, Vu- Ve dQ + v° (u,¢) e b(p) :== (f,¢).

Dado que a : U x U — R é uma forma bilinear simétrica, continua e coerciva,
eb: U — R é um funcional linear continuo sobre U, por um teorema classico
sobre problemas variacionais quadraticos (o principio de Dirichlet, ver p. ex. Zei-
dler, 1995, pg. 121), este problema tem solu¢ao tdnica e ¢ equivalente ao seguinte
problema de minimizagao: encontre u € U tal que

J(w) = - a(u, u) — blu) = min! (55)

N | =

4.3. Formulagao variacional discreta

A fim de minimizar (aproximadamente) o funcional J, divide-se o dominio
computacional Q5 = Q em IEL := N, x N, macro-elementos 2;, e impde-se que
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0J (u) = 0 (ou seja, a primeira variagao de J deve ser nula):

”sz md® <au(i> a5u<i>> L _md? <au(i> a5u<i>>
. (mb(i))2 oz 0xs /g (ma(l) dys * 0ys /5

=1

+md® [72 <u(i),5u(i)>A — <f(i),5u(i)>A]} =0 (56)
o o
onde
1ot
5 =/ / d U d, dy., (57)
—1J-1
ma .= LY /2, mb® := LXD /2, md” := ma® mp®, (58)
Q:= (=1,1) x (=1, 1), (59)
Q= (al,al? + LX) x (af’,af’ + LY D), (60)
e
LX® LY ® .
r=(zs+1) T+a$), y=(ys +1) T-l-ag). (61)

Em cada macro-elemento, representamos «(?), sua primeira variacao e f(’) por ex-
pansoes Lagrangeanas em polindémios de Chebyshev:

u® = oD (2, ys) = u%) _ ZZ u(z) h(z) (5) h“) (ys) (62)
j=0k=0
5u = 5u? (24, ya) 2 5ul) = ZZ sul) B (22) B (ys) | (63)
Jj=0k=0

nY () = CJNZ (5(2) () (64)

ondeco=cy =2ecj=1paraj=12...,N—1.
A aproximagdo por elementos espectrais minimizam o seguinte funcional:

J (u) = min!

para u € Py n.0(Q), o subespago (de dimensio finita) de Hy () formado pelas
funcées continuas sobre Q que sio polinémios de grau menor ou igual a N em cada
variavel quando restritas a cada subdominio Q;, com i =1, IEL, e que anulam-se
nos contornos do dominio.

Estas equagoes conduzem a um sistema linear algébrico M u = F para as
incognitas ug.ll),kl parat =1, IEL e ji1, ki1 =0, N. Estas incognitas aproximam os
valores nodais da solu¢ao u procurada.
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4.4. Exemplo ilustrativo

IEL | N | NGL llellZ. ki (M)
1 49 | 1,4102E-3 14
1 | 11| 121 | 2,8192E-6 22
1 | 15 | 225 | 7,2445E-10 49
4 | 7 | 169 | 1,4290E-5 64
4 |11 | 441 | 5,8796E-10 | 338
9 [ 7 | 361 | 2,5084E-6 106
9 | 11| 961 | 2,7721E-11 | 774

Tabela 5: Erro maximo entre a aproximacao por elementos espectrais com
expansao Lagrangeana em polinomios de Chebyshev e a solucao exata em
funcao de IEL, N. Apresenta-se também o nimero de condi¢do k; em cada
caso.

Escolhemos v = 7, f(z, y) = 3 sen (7w x) sen(wy) de modo que a equagao
de Helmholtz com condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas tem por solugao
exata: v(z, y) = sen(mx) sen(mwy). Na tabela 5 apresentamos o erro méaximo
(nos pontos nodais do dominio) em fun¢ao dos parametros IEL, N e NGL, que deno-
tam, respectivamente, o niimero total de elementos, o niimero de nés por elemento
em cada dire¢ao coordenada e niimero de graus de liberdade (por simplicidade, os
elementos estao distribuidos de forma uniforme sobre £2).

Conforme os resultados da tabela apresentada, é computacionalmente eficaz es-
colher o nimero minimo de elementos que particionam 2, confinando possiveis
singularidades ou fortes gradientes da solu¢ao em pequenos sub-elementos, e entao,
fixado o nimero de elementos, elevar o grau do polinémio a fim de atingir a acuracia
desejada. Neste exemplo, onde a solucao é bastante suave, o caso IEL = 1 tem
desempenho superior ao esquema hibrido dos elementos espectrais. No entanto,
basta introduzir forcantes irregulares para que ocorra o contrario, ou seja, a expan-
sao global necessitard de um nimero bem maior de termos para atingir uma certa
tolerancia. Isso resultard em uma grande matriz densa com conseqiiente aumento
significativo no nimero de condicao k1 (M) := ||M]|, ||M71 ||1

Neste outro exemplo, consideramos o caso em que v = 0, f = 2w, Q =
(-1, 1) x (-1, 1), ou seja, a equagao de Poisson com forcante constante e condigoes
de contorno de Dirichlet homogéneas sobre o quadrado 2. Neste caso, observando
a tabela 6, percebe-se que o esquema multi-elemento apresenta resultados melhores
que o caso IEL = 1, pois atinge-se a mesma acuracia com um nimero menor de
graus de liberdade e nimero de condigao. O tultimo resultado da tabela coincide
em 8 digitos decimais com o apresentado em Funaro, 1992 (para N = 12). A titulo
de comparagido, incluimos a Tab. 7 que refere-se aos resultados do esquema es-
pectral por colocacgao (apresentado na se¢do anterior para o caso unidimensional).
Avaliamos V (0, 0) e o niimero de condigdo do sistema linear. E clara a grande
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IEL | N | NGL | ©(0,0) | ki (M)
7 | 49 | 1,85157274 | 14
11 | 121 | 1,85157108 | 48
15 | 225 | 1,85156408 | 146
21 | 441 | 1,85156317 | 413
31 | 961 | 1,85156307 | 1622
35 | 1225 | 1,85156306 | 2395
16 | 7 | 625 | 1,85156309 | 536
16 | 11 | 1681 | 1,85156306 | 4029
25 | 7 | 961 | 1,85156306 | 1230

Tabela 6: Valor aproximado para v (0, 0) calculado por elementos espectrais
com expansao Lagrangeana em polinomios de Chebyshev em funcao de IEL,
N. Apresenta-se também o numero de condicio k; em cada caso.

vantagem em acuricia do esquema espectral por colocagdo sobre o método dos
elementos espectral, embora as custas do tipico mal-condicionamento do sistema
linear associado (ki (M) = 0,051 N3°27),

N v (0,0) k1 (M)
6 | 1,85171370267 | 60
10 | 1,85156286023 | 423
14 | 1,85156306194 | 1578
20 | 1,85156305805 | 6467
30 | 1,85156305799 | 32399
40 | 1,85156305799 | 102070

Tabela 7: Valor aproximado para v (0, 0) calculado pelo método espectral
por colocacdo com polindmios de Chebyshev em funcdo de N. Apresenta-se
também o nimero de condicao k; em cada caso.

Observacao 30 No caso de dominios 2 mais complicados, particiona-se €2 em
quadrildteros (nao necessariamente retilineos) que sio mapeados isoparametrica-
mente para o quadrado [—1, 1] x [=1, 1] através da mesma expansio utilizada para
representar a varidvel dependente u (Eq. 62). Procedimento similar € realizado no
caso tridimensional. As sequintes referéncias contém detalhes sobre esse assunto:
Karniadakis e Sherwin, 1999, Korczak e Patera, 1986, Amon, 1993, Karniadakis,
1989/90.

5. ELEMENTOS ESPECTRAIS E AS EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Nesta secao apresentamos um esquema bastante empregado para resolucao das
equacoes de Navier-Stokes pelo método dos elementos espectrais.
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Consideramos as equagoes de Navier-Stokes adimensionais em coordenadas car-
tesianas, validas em um dominio adimensional Q = (=1, 1) x (=1, 1) C R?, que
representam o escoamento incompressivel bidimensional de um fluido Newtoniano
com propriedades (densidade p e a viscosidade v) constantes:

V-u=0 (65)

ou 1 s

- . - VP 4+ —

o +(u-V)u VP + Rey Viu (66)
onde u = ui + vj é o vetor velocidade, Rey = % é o nimero de Reynolds, Q é a

vazao na entrada do dominio, v é a viscosidade cineméatica e L € um comprimento
caracteristico do problema .
As variaveis adimensionais sdo definidas por:

v _Vv __ P X _Y _TVe
ve' T ve T vt TV T T T L

. (67)

onde U, V denotam as componentes dimensionais do vetor velocidade, P denota
a pressao dimensional e Ve é a velocidade média na entrada do dominio. X e Y
correspondem as coordenadas dimensionais e T é o tempo dimensional.

Estas equagoes sao complementadas com condigoes iniciais e de contorno ade-
quadas. Por exemplo, condi¢oes de contorno de Dirichlet em uma parte do dominio
I. (a ‘entrada’ do dominio), condi¢des de contorno de Neumann homogéneas em
outra parte do dominio I's (a ‘saida’ do dominio), e condi¢oes de contorno de nao-
deslizamento nos demais contornos I';,4.

Re-escrevemos as equagoes de conservacao de momentum na forma rotacional,
pois os métodos pseudo-espectrais conservam energia quando aplicados as equagoes
de Navier-Stokes nesta forma (Canuto et al., 1988):

o = XV~ 5o + Reyv U (68)

ov oIl 1 s

- = — -+ 69

ot X Jy + Reyv v (69)
ondeIl = p + %v -v é a pressao dinamica (adimensional) e y = % - g—Z é a vor-

ticidade. Atinge-se elevada acurécia na discretizagdo temporal através de métodos
de passos fracionados de alta ordem associados a esquemas denominados ’splitting’
(Canuto et al., 1988, Karniadakis e Sherwin, 1999, Marcus, 1984, Bell e Colella,
1989, Shen, 1996). Os termos nao-lineares convectivos (envolvendo a vorticidade)
sao avaliados pseudo-espectralmente (i.e., por colocacao) e tratados explicitamente
via, por exemplo, esquema de Adams-Bashforth de 3a. ordem. Os termos difusi-
vos e de pressdao aparecem na forma de duas equacoes de Helmholtz (velocidades)
com condigoes de contorno tipo Dirichlet e uma equacao de Poisson (pressao dina-
mica) com condigao de contorno do tipo Neumann. O erro devido a este esquema é
O (A#?) +0 (At/Rey). A discretizacio espacial é baseada no método dos elementos
espectrais, conforme descrito em se¢ao anterior.



393

Em suma, a cada passo no tempo, executa-se as seguintes etapas:

(i) Passo nao-linear:

V=" 4+ At AB (v X X) (70)
onde AB(v) := 2 v" — &y ! 4+ & yv"? ¢ o operador temporal associado ao

esquema de 3% ordem de Adams-Bashforth.

(ii) Passo da Pressao:

5 VnJrl
Condicao de contorno :
o1l vt . n
- - X - 2
on At (72)

Observagao 31 Qutra condi¢gio de contorno também empregada, por ser mais
precisa numericamente, € a sequinte (Orszag, Israeli e Dewville, 1986): g—z =

- (Riy) n - [V x (Vxv)]. A condicio 72 € atrativa para escoamentos a eleva-

dos nimeros de Reynolds.
(iii) Corregao da velocidade (satisfaz a eq. da continuidade):

~n+1
v

= V" — VII At (73)

(iv) Passo viscoso (impoe condiges de contorno):

~n+1

(V=) (") = (3

onde vy = RASZJ.

+ v") (74)

6. O METODO DE FOURIER-GEGENBAUER

Gottlieb et al., 1992, propuseram, sob certas hipéoteses, uma metodologia para
eliminar o fenomeno de Gibbs de representagoes em série de Fourier de fung¢oes nao
periodicas (descontinuas e analiticas por partes). O método proposto basicamente
re-expande a série truncada em polindmios de Gegenbauer e obtém os coeficientes
da nova série a partir dos coeficientes da série original. Este método despertou
interesse porque o resultado final é uma série nao sé6 uniformemente convergente,
como também espectralmente convergente.

A partir deste trabalho, varias extensoes e alternativas tem sido propostas (Got-
tlieb e Shu, 1994; Gottlieb e Shu, 1995a; Gottlieb e Shu, 1995b; Gottlieb e Shu,
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1996; Gelb e Gottlieb, 1997; Vozovoi, Israeli e Averbuch, 1996; Vozovoi, Weill e
Israeli, 1997; Gottlieb e Hesthaven, 2001; Eckhoff, 1993; Eckhoff, 1995; Lyness,
1984).

6.1. Descrigao dos Aspectos Fundamentais
Seja f uma fungio arbitraria no L? definida sobre o intervalo [-1, 1]. Seja

{¢r}ren a base dos polindémios trigonométricos i (x) := exp(i kwx). Assume-se
que os primeiros 2N + 1 coeficientes de Fourier c; sao dados por

=3[ @ o (75)
Define-se:
fv(@) = Y cpr(a). (76)
f—=—

A idéia central proposta por Gottlieb et al., 1992, é a reconstrugao de f, com
acuracia espectral na norma do maximo, a partir dos coeficientes de Fourier cy.
Esta meta é atingida através de uma expansao em polinémios de Gegenbauer de
forma que os coeficientes da série sejam obtidos a partir dos coeficientes de Fourier.
Mais especificamente, tem-se uma prova construtiva do seguinte teorema:

Teorema 32 (Gottlieb et al., 1992; Eliminacdo do fenémeno de Gibbs): Considere
uma fung¢do
analitica e nao-periddica f(x), definida sobre o intervalo [-1, 1], que satisfaz

d*f

maz| L @) < C) 0> 1 (77)

p

Assumindo que os coeficientes de Fourier, dados por Eq.(75), sdo conhecidos para
-N < k< N. Sejam d} (0 <1< m) os coeficientes de uma expansio de fn (z) em po-
linémios de Gegenbauer, os quais podem ser erplicitados em termos dos coeficientes
de Fourier ¢ como

2 A
i =dipco + TN (1+X) ) i (k) <ﬁ) k- (78)

0<|k|<M

SeX=aN,m =8N eX=vm, com a, B> 0, entio

max |f () = " 4} O @) < AN? (a7) + 4 ("), (79)
onde ¢ = %, g7 = % e p(>1) denota a disténcia do

intervalo [-1, 1] & singularidade mais prézima de f(x) no plano complexo. C} (x)
denota o polinémio de Gegenbauer de ordem . A e A* sao constantes.
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Nas condi¢des do teorema, se o e 3 sdo escolhidos de modo que qT < 1 (q®
é sempre menor que um, estritamente crescente e tende a 1/p quando v tende ao
infinito), entdo os erros de truncamento e de regulariza¢ido sao exponencialmente
pequenos. Logo, podemos computar os coeficientes de Gegenbauer di via (78) e
aproximar f(x) com acuracia espectral sobre o intervalo [-1, 1] através da seguinte
expansao:

G) = z:d,A c} () (80)
1=0

6.2. Aplicagdo a Equagoes Diferenciais

O teorema descrito na subsegao anterior teve um impacto bastante positivo nas
aplicagoes onde a presenga praticamente inevitavel do fenémeno de Gibbs tornava
necessério o uso freqiiente de “filtros"(é comum o emprego de filtros em métodos
espectrais e de elementos espectrais (Boyd, 1998)) a fim de atenuar seus efeitos.
Como, a partir do teorema em questao, é possivel eliminar completamente o feno6-
meno de Gibbs, e mais que isso, atingir acuracia exponencial, os denominados
“Métodos de Fourier"tiveram um forte impulso, estendendo suas aplicacoes a pro-
blemas onde anteriormente tais métodos nao apresentavam bom desempenho.

Um exemplo concreto disso, no ambito dos problemas a valores no contorno
(PVC), est4 presente na solug¢ao de problemas envolvendo condi¢oes de contorno
nao-periddicas, pois nestes casos o emprego de séries de Fourier clissicas nao era
recomendado (p. ex., Gottlieb e Orszag, 1977, Canuto et al., 1988).

A titulo de ilustracdo, considere a equacao de Poisson unidimensional —u” = f
sobre o intervalo [-1, 1] com condigbes de contorno homogéneas e, por exemplo,
f = 2. Podemos facilmente calcular uma aproximacao dos coeficientes de Fourier
(via FFT) u de

- futfo (="
e (dado que o correto 1o = — 3. (—1)* @k tem convergéncia lenta e esta sujeito a

erros de arredondamento quando avaliado numericamente)

> N k+1
.~ 2fo 1 1 (-1) ~
bo="3> mta D
k=1 0<|k|<N
L fo 1 (=D~
0<|k|<N

A representagao em série de Fourier é afetada pela nao periodicidade da solu¢ao
e exibe taxa de convergéncia algébrica (i ~ k~2). Na tabela 8, mostramos o resul-
tado de pos-processarmos estes coeficientes através da Eq.(78), com a = 3 = 1/4.
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Como conseqiiéncia da Eq.(79), a re-expansao em polinomios de Gegenbauer produz
uma aproximag¢ao com acuricia espectral. No caso da equacao de Helmholtz

N | 1Erolle | 1EFclla
4 | 8,969E-2 | 7,492E-1
8 | 4,762E-2 | 4,153E-4
16 | 2,455E-2 | 1,796E5
32 | 1,246E-2 | 9,216E-8
64 | 6,283E-3 | 1,450E-11

Tabela &8: Erro méaximo entre aproximacgoes de Fourier e de Fourier-
Gegenbauer em funcao de N.

unidimensional: -u"+ A u = f para —1 < 2 < 1 com condigées de contorno de
Dirichlet homogéneas, este procedimento direto ndo tem sucesso. Ao aplicarmos a
transformada finita de Fourier, obtemos

~ ﬁc + 1o (—1)]C

Uk = a4y (83)
onde po := [u' (1) —u' (=1)] /2. Calculamos o modo fundamental integrando a
equacao diferencial:

G = {0t o I (84)

e finalmente, obtemos a 3% equagao (desconhecemos os coeficientes de Fourier uy,
o modo fundamental %y e po) impondo as condigoes de contorno:

do = — Y d (=D (85)

0<|k|<N

Ao resolvermos estas trés equagoes, obtemos expressoes que conduzem a aproxi-
magoes uy que nao convergem espectralmente a solugao exata (denominamos este
caso por helma) quando N — oo. Isso ocorre porque as expressoes obtidas possuem
somas que nao possuem limites assintoticos em forma fechada (como no caso ante-
rior), e convergem lentamente. Esta convergéncia lenta, juntamente com o aciimulo
de erros de arredondamento, degradam a esperada acuracia espectral. Entretanto,
ao empregarmos o resultado obtido no problema anterior a este caso (ou seja, fa-
zendo fanterior = f — A u), recuperamos a acuracia desejada na aproximagio
un (caso helmb), conforme mostra a tabela 9. Observamos que, conforme citado
anteriormente, no caso helma os erros de arredondamento rapidamente degradam
a acuracia do MFG e o erro obtido iguala-se ao erro do método de Fourier sem
pos-processamento (o MFG é inttil neste caso).

Mais especificamente, o caso helmb é fruto do seguinte
FATO: Os coeficientes de Fourier do for¢ante f determinam unicamente o coeficiente
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N lell2™ ] llellzs™ | llell”
8 0,301 0,279 | 0,0299
16 | 0,0366 | 0,0526 | 0,0159
32 | 2,95E-6 | 0,0107 | 0,0082
64 | 3,68E-7 | 0,0042 | 0,0042
128 | 5,10B8 | 0,0021 | 0,0021

Tabela 9: Comparagoes entre os erros méaximos obtidos nos casos helma e
helmb. Ambos os casos resolvem a equacao de Helmholtz unidimensional com
condic¢oes de contorno homogeéneas, onde f = (17 — 1822 + x4) /12. In-
cluimos também o resultado obtido pela aproximagao de Fourier (em helmb)
sem pos-processamento dos coeficientes.

fundamental q:

. ; 3 k41 A fk
wiin=fowr + = >0 (-1) (“m i (86)
0<|k|<N
onde
wi = 3 + Awo (87)
e
3 A
=1 - — -
w2 2 Z A + kK272 k2 (88)
0<|k|<N
Observa-se que se fizermos A\ = 0, recuperamos o resultado obtido para o caso da

equacgao de Poisson unidimensional, Eq. (82).

Este procedimento pode ser facilmente modificado para resolver EDPs pelo mé-
todo de Fourier, seguido de um pos-processamento da solu¢do obtida a fim de
remover as oscila¢oes espiirias associadas ao fenémeno de Gibbs e atingir taxas de
convergéncia espectrais. Apresentamos a seguir um exemplo ilustrativo.

Este exemplo aparece em Gottlieb e Orszag, 1977. Considere a seguinte equacao
hiperbdlica e condic¢oes de contorno:

Oou  Ou

5%t o = r+t, 0<x<t, t>0, (89)
w(0,t) = 0,t>0, (90)
u(z,0) = 0,0<z<m (91)

A solugdo exata deste problema é u = z t. Novamente violamos a regra tradici-
onal que recomenda o emprego de expansoes em termos de fungdes nao-periodicas
(por exemplo, polinémios de Chebyshev ou Legendre) e representamos u em termos
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de um série de Fourier truncada.
N .
un =y e, (92)
-N

Entao, obtemos o conjunto usual de equagoes diferenciais ordinarias para os coefi-
cientes de Fourier:

du N —

Qe — ik, + (a:+t) ,0< |kl <N, (93)

dt k

ur, (0) = 0,
onde o modo fundamental %, é dado por U, = t2/2 (obtido naturalmente por
integragao direta da equagao diferencial). Outras alternativas matematicamente
equivalentes para este coeficiente (por exemplo, g = . %) convergem

lentamente e introduzem erros numeéricos que impossibilitam a obtengao da acu-
racia espectral a partir do pos-processamento por Fourier-Gegenbauer. A tabela
10 contém resultados da comparacao entre as aproximagoes de Fourier e Fourier-
Gegenbauer.

N 8 16 32 64
lellC | 1,899E-3 | 8,850E-5 | 4,3506E-7 | 1,757E-11
lellZ. | 1,827E-1 | 9,835E-2 | 3,636E-2 | 2,100E-2

Tabela 10: Erro maximo da expansoes de Fourier e de Gegenbauer em funcao
do namero de modos de Fourier (o, = o, = 0,25) para a equacdo hiperbolica.

7. COMENTARIOS FINAIS

Citamos a seguir alguns assuntos importantes nao foram abordados neste texto,
juntamente com sugestoes de algumas referéncias correspondentes: (a) expansoes
em polinémios de Legendre (Funaro, 1992, Funaro, 1997), (b) dominios semi- e
infinitos (Boyd, 1989; Boyd, 2001; Boyd, 1987; Boyd, 1982; Matsushima e Marcus,
1997), (c) detalhes sobre os algoritmos relacionados a FFT (Van Loan, 1992), (d)
‘solvers’ para as equagoes algébricas associadas aos métodos espectrais (Canuto et
al., 1988; Boyd, 1989; Funaro, 1997; Shen, 1994; Shen, 1995a; Shen, 1995b), (e)
métodos de decomposi¢ao do dominio (Canuto et al., 1988; Peyret, 2002; Funaro,
1992; Boyd, 1989; Funaro, 1988), (f) os varios esquemas numéricos para as equagoes
de Navier-Stokes (Peyret, 2002; Canuto et al., 1988), (g) teoria de estabilidade e
convergéncia dos métodos espectrais (Canuto et al., 1988; Guo, 1998), (h) métodos
espectrais para problemas hiperbolicos (Gottlieb e Hesthaven, 2001), (i) métodos
espectrais para equagoes ‘stiff” (Peyret, 2002), (j) outros esquemas hibridos elemen-
tos finitos/espectrais (Guo, 1998; Bernardi, Debit e Maday, 1990; Cai, Lee e Oh,
1993).
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