" E N E B I 201 ENGENHARIA BIOMECANICA PARA VIVER SEM LIMITES

‘ ENCONTRO NACIONAL DE 05 a 08 DE MAIO UBERLANDIA-MG
<\J ENGENHARIA BIOMECANICA

Modelo para remocéao de ruidos em imagens digitai®m um funcional de
expoente variavel

Daniel Hilario da Silva, Centro de Ensino Superiorde Cataldo (CESUC), e-mail: denielhs@gmail.com
Celia Aparecida Zorzo Barcelos, FAMAT-UFU, e-mail:celiazb@gmail.com

Resumo. A proposta deste artigo € analisar o comportameatgoum funcional com expoente variavel, assumindo
valores entre 1 e 2, o qual fornece um modelo mar@mocédo de ruidos em imagens digitais como toafiag
ressonancias magnéticasnais obtidos via satélite, imagens obtidas pades com o objetivo de se detectar alvos de
guerra, entre outros. A difusdo resultante do modddtido pelo funcional € uma combinacéo da Varagatal com

a Difuséo Isotropica. Serd apresentado um resultexiperimental com o intuito de ilustrar a eficiémdo modelo a
ser utilizado e como a variagcdo do expoente deddiamtomatica” com uma fungéo q(x) assumindo vaoeatre 1 e

2 garante bons resultados com relacao a preservagéobordas, reconstrucéo da imagem e a remocaouddss.
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1. INTRODUCAO

E notdrio que na Ultima década o uso de métoddacianais e equacdes diferenciais parciais (EDfash abordar
problemas de restauragdo de imagens evoluiramrd® feignificativa. A ideia basica é modificar unsdd imagem,
curva ou superficie utilizando uma equagdo difaetrmarcial. Neste artigo, considera-se o problen@ssico na
restauracdo de imagens, que consiste em recupaeaimeagenmu(x), a partir de uma imagem ruido$g). A equacao
apresentada a seguir mostra que a imagem comé&wHttda pela insercao de um ruigg).

1(x) = u(x) +n(x) 1)

Ao se pensar em um método que possa, de formavaekeliminar informacgdes indesejaveis presentesmnagem
como o ruido deve-se verificar se este ndo comieco de eliminar informacdes ou caracteristicdsvestes e nem
mesmo criar caracteristicas que néo faziam part@agem original. Diversos modelos ndo-lineares st propostos
com o objetivo de restaurar imagens digitais, pa@immodelos apresentam problemas quando a ragiaurefere-se
a imagens com intensidades ndo-uniformes pois odseguem eliminar o efeito “staircasing”, ou sggapmeno que
cria falsas bordas. O modelo analisado neste adiifjga técnicas de métodos variacionais, com al gupossivel
expressar um modelo que seja consistente matematita e possa ser implementado de uma forma ealatinte
simples usando o método das Diferengas Finitaso@eln em questao foi proposto recentemente por Glesfine e
Rao (2006) e é apresentado a seguir.

u € BV, an(Q)f ¢(x Du) t3 (u B 1)2 (2)
onde
BV,(Q) = {u € BV(Q); u = g sobre 0Q} 3)

e o funcionalp sendo dado por:

[ =@ selrl < g
o(x, 1) = o com B e R. (4)
(0)-paC
Url = #5g— selrl> 8

A equacdo diferencial associada ao problema, deldoHy. (2), é dada por:
u — div(¢,(x,Duw)) + A(u —1) =0, em QT (5)

u(x,t) = g(x), sobredQ” e u(x,0)=1 emQ
Q= Q x [0,T],007:= 9Q x [0,T] e Du = Vu.L® + D’u (6)
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Vu: representa a parte absolutamente continuRudem relagdo a medida de Lebesdfie ou seja, o gradiente da
funcdou(x);

L"™: representa a medida n-dimensional de Lebesgue;

Ds: representa a parte singular da medida;

¢ (x, Du): representa a derivada glecom relagéo &, ou seja,

¢r(x, Du) = 2E2 (")

Pretende-se apresentar as principais vantagensdelorobtido ao se minimizar o funcional apresemtzal Eq. (1),
enfatizando algumas das caracteristicas e proplésddos espacos considerados, além de apresergaahaordagem
sobre os Métodos Variacionais e a Equacdo de Ealprange destacando a importancia de tais concpdos o
entendimento do funcionamento do modelo propost@oE Ultimo tem-se como objetivo apresentar apbes desse
modelo em imagens digitais.

A metodologia adotada neste artigo teve como émfssenceitos apresentados no artigo: “Variabl@eept linear
growth functionals in image restoration” de Chen, Yevine, S. e Rao, M. publicado em SIAM (Jourafpplied
Mathematics), Vol. 66, No. 4, 1383-1406, de 200@n\da analise dos conceitos apresentados foraglaliuma vasta
pesquisa bibliografica sobre os conceitos mateosgtpresentados além de conceitos sobre o trammerimagens
digitais com o objetivo de aferir o qudo o modekfiéiente.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secdo serdo abordados aspectos relaciorm@zgcalo Variacional e considera-se que o legoha alguma
familiaridade com a notacédo utilizada nesta funddagdio. O estudo sobre o Calculo Variacional é dado o intuito
de apresentar os resultados necessarios paraiseai@imodelo proposto para a remogédo de ruidameagens digitais
citado na Eq. (2). Tal analise sera feita paradesq: 2 c R? - R com o intuito de se facilitar o entendimento dos
resultados apresentados. Um estudo mais aprofursddmle espacos de dimensfpode ser encontrado em Dacorogna
(2004) e em Evans (1992).

2.1. A equacdo de Euler-Lagrange para problemas liimensionais

Considera-seu: 2 € R? - R, sendo o dominio de definicd um aberto, limitado, simplesmente conexo e sua
fronteirad(2 é suave exceto, possivelmente, em um namero filgitpontos. Denota-se pof(Q) o conjunto de todas
as funcBes com derivadas parciais contifua® ordem menor ou igualka A direcdo ortogonab; € uma funcgéo de
(x,¥) emaN. A seguinte identidade é valida:

ov
dy

(8)

v
179 =vla+v2

sendovy a derivada de(x,y) na direcdo da normal exterior de
Nos calculos que serdo omitidos deste artigo, seiga das identidades da integral de Gauss apaessna seguir
as quais expressao integracdo por partes de fudeddisas variaveisey.

[ wox dxdy = — [f, wev dxdy + [, viwv ds 9)

[ wvy dxdy = — [[, wyvdxdy + [, v,wv ds (10)

Serdo analisados funcionais do tigoV — R, ondeV é algum conjunto de funcdes reais definidas/em R?,
sendo a norma utilizada dada por:

1/2
vll,z = [[f, 1w, )1 dxdy] (11)
Sera feita uma analise para o caso bidimensiauid d seguir:

V={weC*(Q);v=a em 09Q
{ (12)

Iw) = [[, L(x,y,v,v,,vy) dxdy vEV.
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sendoa = a(x,y) uma fungdo continua eéf) e a funcad.(x,y,r,s,t) com derivadas parciais continuas de ordem
menor ou igual a 2 para todo poii#9y) em Q, com—oo < r,s,t < +o0. Além disso tem-se quéé dado por:

V={wec*WV);v=0 em 00} (13)

Para determinar a equacao de Euler-Lagrange caleudaderivada direcional de primeira ordem doitina I, isto é,
dal .
1Dw,n) = %L:O, ondel(v + ) = [f, L(x,y,v + ), vy + 1, vy + ) dxdy. Assim:

aL oL
D, = ff ( ;nx +Eny) dxdy (14)
Desta forma, a condicdo paraer um ponto estacionario fé:
aL .
s (Gen+ 3=+ 3=ny) dady =0, vy eV (15)
Deste modo para se eliminar os termp®n,, da integral acima calculam-se as integrais dadagair:

oL oL
Ifo 5yomx dxdy e Jl 5-my dxdy (16)
fazendo mudancas adequadas e utilizando as reldadas na Eq. (9) e na Eg. (10) obtém-se:
oL oL d (0L oL d (0L .
Il Sondxdy + Joq Ends -J1, £(E> ndxdy + [, v, ands -, 5<E> ndxdy =0, vnev (17)
agrupando alguns termos temos a expressao a seguir:

Il [ 6vx ay(avy)]ndxdy+fm(vla +vza )nds—O Vnev (18)

comon se anula em{) a Eq. (18) se reduz a seguinte equacao:

If [ 6vx ~ 3% (avy)] ndxdy =0, Vnev. (19)
Assim utilizando o teorema do célculo variacionatém-se,

aL @ [ L d (oL

3 () —5(%) 0 em Q. (20)

A equacdo dada acima é conhecida como a equacBoléleLagrange para problemas de valor de contdmo
segunda ordem. A condicao de contotne= a € uma condicdo de contorno essencial para o foacimearl. Para
encontrar a condicdo de contorno natural remova-sendicdo de contorno essencial, ou seja, tomé-se V =
C?(Q) e, desta forma, um ponto estacionario deve satistaEq. (18) para a nova escolha do espagoas conV c

V, sendoV dado na Eq. (13) tem-se que a equacio de Euleahge dada na Eq. (20) continua sendo valida. Assim
tem-se que:

fan(vla +vza )ndxdy—O v n€C?*Q) (21)

oL
0 que fornece a condigéo de contorno natural padada ponﬂ1 Ly Vyo—= = 0,em 0Q). Demais generaliza¢des e
Vy

demonstra¢Bes sobre a deducdo da equacéo de Bglemige podem ser encontrados em Dacorogna (2004).
2.2. Consideracdes sobre o modelo analisado
O modelo analisado ja apresentado neste artigoguplé2) apresenta relevante vantagem ao ser cadgpaom 0s

modelos propostos por Rudin, Osher e Fatemi (1§98)apresenta bons resultados quando o intuitorésarvacdo de
bordas de uma imagem enquanto a mesma é recoastruidté mesmo se comparado com o modelo proposto p
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Chambolle e Lions (1997) o qual minimiza um funeibtle energia combinando difuséo isotropica (Diqeacao total
(VT). No modelo analisado o valor da fungf@) varia de acordo com a posicéoa imagem. Desta forma, se o valor
do gradient&Vu for suficientemente grande tem-se o modelo da dM ¢(x) = 1, porém caso o valor do gradiente
tenda a zero tem-se 0 modelo da §lx) = 2, e em todos 0s outros locais 0 modelo efetuaré filtregem, a qual
estara entre o modelo de DI e a VT. O modelo démzacdo do funcional dado pela Eq. (2) apreseate bbesultados
pelo fato da funcaq(x) assumir diferentes valores dependendo da localizdex na imagem. Deste modo a direcao e
velocidade da difuséo em cada ponto dependem dpartemento local da imagem.

O problema de minimiza¢do de um funcional dada jB&j. (2), também conhecido como problema de Dlieich
juntamente com a forma como o funcional foi definedescolhendo por exemplo a funggio) da seguinte maneira:

1
1+k|VGg*I(x)|2

qx) =1+ (22)

sendoG,(x) o filtro Gaussiano é possivel através da equaea&uder-Lagrange citada neste artigo pela Eq. (20)
demonstrar matematicamente que este problema ébsto, ou seja, que este possui solucdo e quecestasrgem,
para isso considera-se os funcionais:

_ Ba)-pI® 2 2

I(w) = fﬂ |Vu| T +3 (u—D*dx para |Vu| > (23)
— 1 @ 1 2y — 2

I(uw) = fn prn [Vl +2 (u—0D*dx para |Vu| <p (24)

Apos a realizagdo de alguns calculos e fazer usmmdequantidade relevante de teoremas do Célcuiadi@nal
obtem-se a equacéo do fluxo dada pelas Eg. (5). d6EgAs dedugBes mencionadas, juntamente coneargrhas
utilizados podem ser encontrados em Silva (2009avé&s da discretizagdo da equagdo do fluxo, mE&kp@ este
problema, dada pela Eq. (5), utilizando Diferen€mstas € possivel obter uma solu¢cdo numérica pageblema de
minizacdo dado pela Eq. (2) o qual proporcionaessltados apresentados na secao seguinte.

2.3. Resultados experimentais

Ser& apresentado um resultado de remocédo de rbfato @om a utilizacdo do modelo estudado nestmlina.
Para melhor compreenséo das ideias propostas [meygeatada a imagem original, a imagem com ruiddneagem
suavizada nesta ordem, além disso os graficosspumelentes a uma linha da matriz de cada imagesidezada e o
mapa de bordas.

Tabela 1. Resultados experimentais para o0 modefimienizacdo dado pela Eq. (2)

Imagem original Imagem ruidosa Imagem suavizada
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Na primeira linha da Tab. (1) tem-se respectivamarimagem original, a imagem corrompida com rgfgassiano
e a imagem suavizada a qual foi reconstruida usanehmdelo analisado com 200 iteracdes; 100; k = 0.0006,
2=0,05,6=0,5. Na segunda linha da Tab. (1) tem-se o gréfec®28° linha da imagem original, da imagem coichore
da imagem suavizada. Ja na terceira linha da Talef-se a imagem do mapa de borda, o qual éooftidndo a
funcdoq(x) = 1

Percebe-se pelas imagens que o modelo analisashiob®m modelo para remocao de ruidos e o0 aspeetearge
deste é que tais ajustes sédo todos “automaticosibsegulados pela func@gx) “localmente”, ou seja, para cada valor
de x. Pode-se perceber também que tanto a parte deamapt de bordas do modelo utilizado quag@g=1, tanto
quanto na difusdo da imagem quamgr)=2 apresenta bons resultados na remocao do efdocasing e também
para difusdo da imagem em regifes com certa suejida seja, corb< g(x) < 2

2.4. Consideracdes finais

Percebe-se que o modelo analisado neste trabalhseja, 0 modelo proposto por Chen, Levine e RAOGR
apresenta bons resultados para a remocao de mrfdmsagens digitais, além de ser um modelo deifaplementacdo
computacional, ja que a sua implementacéao é faiar@ela extensa quantidade de métodos numéricosieados na
literatura.

A formulacdo variacional desenvolvida é importambés permite apresentar matematicamente resulsamos,
ja que através da formulacdo apresentada e desalgsunltados presentes na literatura € possivelranague o
problema de minimizagao é bem posto, ou seja, admit minimo e que a equagédo do fluxo associadte peshlema
também existe e é Unica.

Com o intuito se de obter melhores resultados paramocdo de ruidos em imagens digitais pode-seabus
modificar este funcional, com o intuito de que osme dependa menos do limig¥, ou até mesmo utilizar
implementagdo computacional mais complexa comwtinte otimizar os resultados obtidos de formditice ao se
minimizar o funcional dado na Eq. (2).
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5. ABSTRACT

The purpose of this paper is to analyze the behafia functional of variable exponent, assumintuea between 1
and 2, which provides a model for removing noisdligital images as CT scans, MRIs, signals obtaiseellite
images or imagens obtained by aircraft in ordeddtect targets of war, among others. The resutliffgsion of the
model obtained by the functional is a combinatibémotal variation with isotropic diffusion. An expgmental result in
order to illustrate the model of efficiency to beed and how the change in the form of exponenttaatic”, with the
function q(x) assuming values between 1 and 2 essgood results with respect to preservation oegdgnage
reconstruction and removal of noise.
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