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Resumo. Um modelo numérico é proposto para a solucdo das equacdes de Navier-Stokes acopladas a equacdo de transporte
de uma espécie quimica. O Método dos Elementos Finitos é utilizado para a discretizagdo do problema e o paradigma da
orientagdo a objetos, para elaboragcdo do codigo numérico. A discretizagdo espacial dos termos difusivos e da pressdo é feita
pelo método de Galerkin e a da derivada substancial, através de uma abordagem semi-Lagrangeana utilizando um esquema
implicito por diferengas regressivas de primeira ordem. O sistema linear é resolvido pelo método da projecdo discreto, baseado

em decomposi¢cdo LU.
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gramagdo orientada a objetos
1. Introducao

Inicialmente, um estudo sobre campo hidrodinamico préximo ao eixo de um eletrodo rotatério presente em uma célula
eletroquimica foi desenvolvido utilizando andlise de estabilidade. Pode-se citar importantes estudos nesta area de pes-
quisa, tais como: Smith, 1946, Gregory et al., 1955, Chin e Litt, 1972, Pontes et al., 2004 e Pontes e Mangiavacchi, 2005
O presente trabalho tem como objetivo propor uma andlise detalhada, sob outro ponto de vista, do campo hidrodindmico
descrito. Um modelo numérico € proposto para a solucdo das equacdes de Navier-Stokes (equacdes de quantidade de
movimento e equagdo de conservagdo de massa) acopladas a equagdo de transporte . O Método dos Elementos Finitos
¢ utilizado para a discretiza¢do do problema proposto, sendo caracterizado por 4 técnicas: método de Galerkin, método
semi-Lagrangeano, discretizacdo do tempo por diferencas regressivas de primeira ordem e método da projecdo para so-
lucdo do sistema linear. O método de Galerkin foi utilizado para discretizag¢do espacial dos termos difusivos, da pressao
e de forcagem. A utiliza¢do do método Semi-Lagrangeano consiste na discretizagdo da derivada substancial (Du/Dt). E
nessa derivada que se encontra o termo convectivo, responsavel pela ndo linearidade do problema. Para a discretizacio
do tempo foi utilizada uma técnica de diferencas regressivas de primeira ordem. Depois de passar por todas essas etapas
recai-se em um problema de resolucdo de um sistema linear do tipo Az = b. Utilizar métodos diretos para resolugio desse
sistema pode parecer a op¢ao mais facil, porém, o uso de alguns algoritmos agilizam o processamento da solu¢do. O mé-
todo da projecdo discreto € utilizado para dividir a matriz original em dois fatores do tipo LU em blocos obtendo assim
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um sistema com custo computacional menor devido ao desacoplamento entre velocidade e pressao. O c6digo numérico é
implementado usando os paradigmas da orientacdo a objetos.

2. Equacoes de Governo

As equagdes de governo do campo hidrodinamico e de concentracdo em sua forma adimensional utilizadas na formu-
lacdo do método de elementos finitos podem ser escritas como (Batchelor, 1967; Pontes e Mangiavacchi, 2005).

Dv 1 1 T

V-v=0 2)
De 1

Dt Re ch H(DVe) 3)

As equacdes (1) e (2) s@o conhecidas como equacgdes de Navier-Stokes e a equacdo (3) como equacio de transporte de
massa. Essas equagdes sdo responsdveis pela descricio do movimento de um fluido e de uma massa respectivamente
onde Re = pUL/p representa o niimero de Reynolds e S¢ = v/D é o niimero de Schmidt, v é o vetor de velocidades,
p a pressdo e a concentracdo em massa da espécie quimica representada pela letra c¢. A saber, p, U, L, p e D sdo
grandezas dimensionais representativas do problema associadas a massa especifica, velocidade, comprimento, viscosidade
e difusividade, respectivamente. As equacdes (1) e (3) sdo acopladas por intermédio das propriedades do fluido, que sdo
dependentes de C e sdo avaliadas pelas seguintes expressdes: v = vy exp(mc) e D = 1/v.

3. Método dos Elementos Finitos
3.1. Formulacao Variacional

Considere as equagdes de Navier-Stokes e transporte de massa para escoamentos incompressiveis dadas em sua forma
adimensional representadas pelas equagdes (1), (2) e (3), védlidas em um dominio 2 C R™ sujeitas as condi¢des de
contorno

v=vr emlI} 4

vi=0 eoc™ =0 emIy 5)
c=cr emlI}y (6)

Ve-n= em 'y (7

Considere o subespaco:

V=H@Q)™={v=(v1,...,0m) v € H(Q),YVi=1,...,m} ®)

onde H'(2) é o espaco de Sobolev dado por:

Hl(Q)z{veLQ(Q):gz_eLQ(Q),z':l,--- ,m} )

sendo L?(€2) um espago de dimensdo infinta definido por

L*(Q) = {v 0 - R7/ v2dQ < oo} (10)
Q

Definindo-se

Vyr={veV:v=vremI;}
Py = {q € L*(Q) : ¢ = pr em 'y}
Cop ={reL*Q):r=cremT3} (11)

a formulag@o variacional do problema consiste em encontrar solugdes v(z,t) € Vy., p(x,t) € Py e c(x,t) € Ceptais
que:
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3.2. Método de Galerkin semi-discreto

Ap6s a formulagdo variacional das equagdes de governo, parte-se para aproximacgdo pelo método de Galerkin. Con-
sidere as equagdes de governo em sua forma adimensional e variacional (12). Considere NV o nimero de pontos de
velocidade, N P o nimero de pontos de pressdo e N E o nimero de elementos na malha de elementos finitos que discre-
tiza o dominio 2. O método de Galerkin consiste em fazer as seguintes substituicdes em (12):

NV

u(x,t) & Y Nu(x)un(t) (13)
’}V‘J

v(x,t) = ZNn(x)vn(t) (14)
wr

p(,t) & Y Pu(x)pe(t), (15)

que sdo aproximagdes semi-continuas, isto é, continuas no tempo (¢) e discretas no espago (z). Aqui, N,,(x) representam
as fungdes de interpolacdo utilizadas para a velocidade e P, (x) as fungdes de interpolacéio para a pressdo. Considere
ainda que as propriedades p, v e D s@o constantes em cada elemento.

A equacio de conservagdo de quantidade de movimento é normalmente avaliada em todos os nds livres de velocidade,
e portanto, as fungdes peso w, e w, sdo substituidas por fungdes de interpolagio N,, = Np,(z), m = 1,...,NV.
Aplicando este procedimento nas equagdes (12), chega-se a:

Du, ON,,
Z/ zn: 5 N N2 - Z / Z 5 Peprd

1 o ONy  ON,  ON,, ON, ON,, ON,, ON,, ON, B
+7Z/CZV ( ox tn ox + dy Oy Un + or Ox Un + dy Ox vn>dQ—O (16)

a]\[7711

PpdS

72/ ZVe mv N"+5NmaN”v +8N,,16‘Nnv +8Nm3Nnv =0 (17
o 81‘ " 0x oy oy " oxr oy " oy oy " N

ON,

Dcn maNn aNm n
Z/SZ NNdQJrReSCZ/eZ <ay 8ycn+ o axcn>d§2_0 (18)

A equacdo da continuidade (2), é avaliada nos nés lives de pressdo e, portanto, a fungdo peso g € aproximada pelas
fungdes de interpolagdo associadas a pressdo P.(z), resultando

Z/ Z %u"Jr%vn P.dQ)=0. (19)
- e & ox dy

parar =1,...,NP. Restringindo as funcdes de interpolacio a cada elemento e, conclui-se
L ONE
Z/ Z + 52 ) P dQ=0. (20)
Qc Srce Y
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As equagdes (16), (17), (20) e (18) podem ser representadas na forma de um sistema de equagdes diferenciais ordina-
rias

1
Myt 5 {(2K s + Ky Ju + Koy} = Gap =0 1)

. 1
Mo+ E{Kyﬁu + (Kge +2Ky)v} —Gyp =0 (22)
Dyu+Dyv =0 23)

1
M+ ——— (K + K =0 24
C+ReSc( + Kyy)e 24
onde 4, ¥ e ¢ representam a derivada substancial, sendo definidas por @ = [%“tl Yoy D%IU]T, 0= [Dthl poo, o T e =
[%Ctl e, 6%1;U]T, u = [ug,...,unv)t, v = [v1,...,onv]T, ¢ = e, .. enults p = [p1y-- s pnelts 90 =
9%, .. 9%y, gy = lgi,... ,g?VV]T, , 880 os vetores dos valores nodais para as varidveis de velocidade, pressdo e
concentragao.

As dimensdes das matrizes que aparecem no sistema (24) sio NV x NP paraG, e Gy, NP x NV para D, e D, e
NV x NV para todas as outras.

3.3. Método semi-Lagrangeano

O método semi-Lagrangeano foi primeiramente utilizado em sistemas convec¢do-difusdo com o objetivo de se obter
duas caracteristicas: passo de tempo grande e estabilidade. Além disso, discretizacdes em ordens elevadas levam a erros
de dispersdao minimos. A aproximacdo semi-Lagrangeana tem sido utilizada em meteorologia para predi¢des numéricas
das condicdes climdticas, onde o uso de grandes passos de tempo € essencial para eficiéncia. Nas equagdes de Navier-
Stokes, entretanto, seu uso ndo € tdo freqiiente, porém, trabalhos recentes vém demonstrando sua elevada eficiéncia,
principalmente quando o escoamento é caracterizado por alto niimero de Reynolds.

Esse método foi introduzido no inicio dos anos 80 por Robert, 1981 e Pironneau, 1982 e a idéia basica procedia na
discretizacdo da solucdo da derivada Lagrangeana no tempo ao invés da derivada Euleriana. Como exemplo, pode-se citar
um esquema semi-Lagrangeano de uma equagdo do tipo convec¢do-difusio qualquer. Toma-se a equagdo de transporte de
massa (3) em sua forma compacta, com derivada substancial. Seguindo o método semi-Lagrangeano, pode-se discretizar
a equacio (3) no tempo no ponto z; utilizando um esquema de primeira ordem implicito

7

+1
De ¢t~
Dt At

(25)

onde ¢} = ¢"(z4,t") e x4 é chamado de ponto de saida.

dominio

t n+2

n+l

Xi-1 Xi Xi+1

Figura 1: método semi-lagrangeano

Na forma forte a derivada substancial é calculada ao longo do trajeto caracteristico, determinando-se o ponto z4 e
resolvendo a equagdo Dz /Dt = a para trds no tempo "1 > ¢ > " usando a condigdo inicial z(¢t"*!) = z;. Este
esquema € mostrado na figura (1a). Um método de integracdo deve ser utilizado para se encontrar a posi¢ao do ponto do
passo anterior na malha. Utilizando-se um esquema de discretizacdo de primeira ordem, a trajetéria é aproximada por
uma reta. Dependendo da trajetdria, trés situacdes podem ocorrer, a primeira e a sugunda sdo mostradas na figura (1b)
pelos pontos 1 e 2, e a terceira, pelo ponto 3. Na trajetéria 1, o ponto do passo anterior ¢ se encontra préximo ao ponto
do passo atual ¢"*! e dentro do dominio do problema. Depois de identificado o elemento que contém o ponto 1, uma
interpolacdo entre os nés do elemento € necessdria para se conhecer seu valor. No caso do ponto 2, o ponto do passo
anterior ¢” se encontra distante do ponto do passo atual ¢* ! e dentro do dominio do problema. A diferenca entre o ponto
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1 e o ponto 2 estd no comprimento das trajetérias. No ponto 2, a trajetéria também serd aproximada por reta o que pode
gerar um grande erro de aproximacdo, pois com pouca informagao (tempos inicial e final) ndo se sabe a real trajetéria do
ponto. No cado ponto 3, o valor de origem é calculado utilizando as condi¢des de contorno. Apoés a discretizagdo pelo
método semi-Lagrangeano, as equagdes de governo tomam a forma de:

n+1 n
a (M )+ é{(ng + Ky )u™ o Ko™t — Gopt =0 (26)
My(vflit_vg) + é{KWU"“ + (Kyp + 2K, 0"} = Gyp™™ =0 @27)
Du"tt + D"t =0 (28)
MC(C?+1 “Chy L (K Kyt =0 (29)
At Re Sc vy

3.4. Elementos de Malha

A escolha do tipo de elementos em equagdes onde o acoplamento de varidveis existe, como no caso das equagdes
de Navier-Stokes, é restrito. Na literatura, essa restri¢do recebe o nome de condi¢do de Babuska-Brezzi. Essa é uma
condicdo de estabilidade referente ao modo de discretizacao do problema, portanto, a escolha de elementos adequados
é fundamental para manter essa condi¢do satisfeita. Muitos autores mencionam e detalham essa condi¢do especifica.
Para se saber mais, recomendam-se: Cuvelier et al., 1986, Zienkiewicz e Taylor, 2000 e Oden e Carey, 1984. H4 na
literatura casos onde se encontra a solu¢do do problema sem mesmo a condi¢do de Babuska-Brezzi ser satisfeita, mas para
tais elementos o método de Galerkin ndo pode ser utilizado. Métodos de penalidades também podem ser usados para
contornar essa restri¢do, porém nao € assunto deste trabalho o uso desta prética.

Elemento triangular linear: Esse é o elemento mais utilizado no método dos elementos finitos, por sua forma
geométrica mais simples, podendo ser usado para aproximar superficies irregulares. Por ser linear, suas fungdes de
interpolagdo sdo representadas por planos (ver Fig. 2), ou seja, um polindmio de grau 1. A pressdo na equacio de Navier-
Stokes (equagdo 1) e a concetragdo na equacdo de transporte de massa (equagdo 3) foram discretizadas utilizando esse
elemento.

e pontos de velocidade

(O pontos de pressao

Ni=L;, =123

ORI
PR
T

A

ST
SRS
%&‘}\“\\\\Q‘

R
7 P
W‘\ = PR s W i e =

Figura 2: representacdo das func¢des de interpolacdo para o tridngulo linear

Elemento triangular cibico: Este elemento apresenta um grau de liberdade a mais para velocidade localizado no
centréido do tridngulo. A funcdo de interpoloacdo recebe o nome especial de funcdo bolha, pois aparece uma bolha
localizada no interior do elemento, como pode ser visto na figura (3b). A combinagfo de fungdes de interpolagio linear
para pressdo e de funcdes de interpolacdo ctibicas para a velocidade forma o que é conhecido na literatura por elemento
MINI. Sendo um elemento ctibico, seu polindmio de interpolagdo € de grau 3. As velocidades das equagdes de Navier-
Stokes foram calculadas utilizando esse elemento.
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e pontos de velocidade

(O pontos de pressao
N;=1L1 —911LsL3, 1=1,2,3
Ny =2711LoL3

Figura 3: representagdo das fun¢des de interpolagdo para o triangulo MINI

3.5. Método da Projecao Discreto

O método da projecdo discreto baseado em decomposicdo LU € obtido através de fatoragdo em blocos do sistema
linear resultante. Isto sugere que a separagdo (ou split) entre velocidade e pressdo € feita depois da discretizagdo no
espacgo e no tempo das equacdes de governo. Considre as equacdes discretizadas no tempo e no espagco como se segue:

n+l _ ., n 1
M(u N ud)+R—Ku”+1—Gp"+1=0
e
Du™tt =0
vt n 1
M(= d Kt =0 30
(A ) T Res ke (30)

a dltima equagd@o de (30) pode ser resolvida separadamente, no entanto, as equacdes restantes formam um sistema de
equagdes que pode ser representado por:

B —AtG| [u"tt] [ bey 31
D 0 lpttt T |0 + beo 1)
onde agorao sistemalé escrito apenas para as incégnitas do problema, ou seja, untt = [u’f“l, - u’;,tl, ot v’&tl]T,
ptl=[pitt p}(,; |7, sendo Nu, Nv e Np o niimero de incégnitas (ns livres) para velocidade na dire¢do x, veloci-

dade na direcdo y e pressao respectivamente. A notacao para as matrizes e vetores foi mantida a mesma por simplicidade.
A matriz B € dada por
At

B=M+ —K 32
+ o (32)

e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n,
P = —At(Aul) + Mu™ (33)

mais as condi¢des de contorno que nada mais sdo do que as contribui¢des dos valores conhecidos de velocidade e pressao
no lado direito do sistema.

O método da projegdo baseado em fatoragdo LU visa decompor a matriz do sistema (31) através de uma fatoragdo por
blocos. Em Lee et al., 2001 sdo apresentadas vérias formas de se fatorar esta matriz, cada forma dando origem a uma
familia de métodos diferentes. Utilizando uma fatorac¢do candnica LU por blocos, tem-se o seguinte sistema:
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B 0 I —AtB7'G] [u"tt] [ bey
[D AtDB‘lG} ' [0 I } ' [p"“] B {0} i [bCJ .

O sistema apresentado em (34), se resolvido, dd origem ao método de Uzawa (Chang et al., 2002). Porém sua solucdo
¢é cara computacionalmente devido a inversdo da matriz B a cada iteragdo. Duas técnicas foram utilizadas neste trabalho,
todas utilizando um processo de aproximagio chamado [umping. Na primeira técnica, a matriz B~! foi aproximada por
uma matriz de massa diagonal Bgl, neste caso alguams oscilagdes foram encontradas nos campos de velocidade para
nimero de Re baixo. Portanto, uma outra solug@o resolveu esse problema, em vez de aproximar a matrix de massa, a
diagonalizagdo foi feita em B. Para este caso a solu¢cdo ndo apresenta problemas para nenhum valor de Re. A matriz
diagonalizada envolve uma aproximacgdo conhecida na literatura por lumping. Esta técnica consiste em somar todos os
elementos de linha e localiza-los na diagonal principal da matriz. O mesmo procedimento pode ser feito em elementos
de coluna ja que a matriz B € simétrica. Note que a utilizacio desta técnica se faz necessdria pois a inversdo de matrizes
nao-diagonais gera custos computacionais elevados. No métodos dos elementos finitos, a técnica de Lumping tem sua
principal utiliza¢do na matriz de massa, pois ao final do procedimento, a massa total do elemento se mantém conservada.

3.6. Orientacio a Objetos

O paradigma da orientagfo a objetos ¢ empregado para a elaboragdo do cédigo numérico. As vantagens deste tipo de
programacdo comparadas a programagao estrutural (convencional) sdo: facilidade de manutencdo, modularidade, imple-
mentacdo de classes e objetos, abstracdo de dados, etc. A figura (4) representa o diagrama de classes em UML (Unified
Modeling Language) do cédigo desenvolvido neste trabalho.

Solver

+solve()

TElement

)

Simulator

+init)
+step()

+save()

Model

FEMLInElement FEMMiniElement

Figura 4: diagrama de classes

Na classe Model encontram-se as condi¢des de contorno, a discretizacdo do dominio e a geometria do problema.
Em FEMMiniElement e FEMLinElement encontram-se as informagdes sobre os elementos utilizados e suas respectivas
matrizes, tais como: matriz de rigidez, matriz de massa e matriz de operadores para o cdlculo da vorticidade. A classe
TElement esta preparada para capturar as informagdes das classe FEMMiniElement e FEMLinElement ou de uma outra
classe com tipo de elemento diferente. A classe Simulator é responsavel pela montagem das matrizes (Assemble), aplica-
¢ao das condi¢gdes de contorno e preparacdo do sistema linear a ser resolvido. Logo, este sistema é encaminhado para a
classe Solver onde a solug@o do problema € processada.
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4. Resultados

O método foi validado para o caso de escoamento plano de Poiseuille estacionario, produzindo valores nodais virtual-
mente exatos. O problema do degrau, ou em inglés, backward-step foi utilizado para ilustrar as caracteristicas do método
desenvolvido. As condi¢des de contorno e geometrias sdo apresentadas na figura (5).

Os resultados mostrados nas figuras
= s pors —1 (6), (7) e (8) a seguir foram retirados de
trés situacdes caracterizadas em seqiién-
cia. A primeira imagem de cada linha re-
presenta uma condic¢ao logo apds a con-
dicdo inicial (2 iteracdes). A segunda fi-
— P=0) | gura de cada linha representa um esta-
gio intermedidrio, de aproximadamente
=0 8 iteracdes. A terceira figura representa
=0 um estado préximo ao permanente. Fo-
ram testadas combinacdes dos nimeros

u=0 v=0 c=0 de Re e Sc. A seguir sdao mostrados os
\ I=1 \ =1 \ casos Re = 10 e Sc = 10 (figura 6),
Re = 100 e Sc = 100 (figura 7) e

o<c
1T
RPOR

1=0.5

Figura 5: condi¢des de contorno para o problema proposto Re = 10000 e Se = 100 (figura 8),
usando uma malha triangular com 800

vértices.

Figura 6: Simulag¢do de Re = 10 e Sc¢c = 10. Evolugdo das componentes u (a) e v (b) da velocidade, da pressdo (c) e da
concentragdo da espécie quimica (d).
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Figura 7: Simulacdo de Re = 100 e Sc = 100. Evolucdo das componentes u (a) e v (b) da velocidade, da pressdo (c) e
da concentracdo da espécie quimica (d).

a)

b)

d)

Figura 8: Simulagdo de Re = 10000 e Sc = 100. Evolucdo das componentes u (a) e v (b) da velocidade, da pressdo (c)
e da concentrac@o da espécie quimica (d).
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Os resultados mostram que o método € estdvel, mesmo para passos de integragdo no tempo longos (CFL = AtU/Ax =
5), e ndo apresenta oscilagdes mesmo para valores de Re e Sc elevados.

O efeito da variagdo do Re pode ser apreciado na redugdo da espessura da camada limite hidrodinidmica e no cresci-
mento da regido de recirculagdo a jusante do degrau com o aumento do Re.

O efeito da variagdo do Sc se manifesta também pela reducdo da espessura da camada limite de concentracio e o
afinamento do jato na regido a jusante do degrau com o aumento do produto Re Sc.

Em particular, pode-se observar que para Re Sc = 1000000 a frente de propagacdo do campo escalar ¢ € muito bem
definida, mostrando que o método numérico apresenta baixa difusdo artificial e estabilidade.

5. Conclusao

O problema tratado nesse trabalho apresenta a originalidade de abordar o estudo do campo hidrodindmico afetado
pelo acoplamento, através dos coeficientes de viscosidade e de difusdo dependentes da concentracio da espécie, com a
dinimica de transporte de uma espécie quimica.

O método dos elementos finitos proposto nesse trabalho, baseado no método de Galerkin e na formulagdo semi-
Lagrangeana, se mostrou estavel para todos os valores de CF'L, Re e Sc analisados. Os resultados nio apresentaram
oscilagdes espurias e nem difusdo numérica excessiva nas simulagdes para altos valores de Re e Sc. Essas caracteristicas
estdo associadas a escolha da formulagdo semi-Lagrangeana em combinacio com o elemento MINI para a discretizacio
das equagdes de Navier-Stokes e o elemento linear para a discretizag@o da equagdo de transporte da espécie quimica.

O método de projecao discreto, baseado em fatoragcdo LU, combinado com a técnica de aproximagdo Lumped resultou
em um esquema numérico computacionalmente eficiente, permitindo a utilizacdo de métodos de solucdo de sistemas
lineares com matrizes de coeficientes simétricas e positivas definidas como o método dos gradientes conjugados com pré-
condicionador de Cholesky incompleto. A utilizacdo do paradigma de orientag@o a objetos permitiu a implementacdo de
um sistema de simulac¢do de qualidade do ponto de vista de engenharia de software, de facil manutencao e desenvolvimento
futuro.
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