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Resumo: O presente estudo visa a estimagdo da difusividade térmica efetiva a partir do paradigma dos Métodos Inversos. A
determinacéo do campo de temperatura é importante para diversas areas de conhecimento que lidam com o solo. A equagéo da

condugdo de calor unidimensional para um meio homogéneo considerado como solido semi-infinito é solucionada analiticamente. Os

dados para validacdo do modelo foram obtidos através de uma estacdo experimental localizada na cidade de SAo Jodo do Cariri que

encontra-se na regido semi-arida da Paraiba. Um estudo de sensibilidade dos paréametros mostra que somente a difusividade efetiva
pode ser determinada através de uma Unica experiéncia. O método de Levenberg-Marquardt € utilizado para identificar este parametro.

O valor estimado da difusividade efetiva foi de 0,8940x 10°® + 0,2940x 10°° n?/s, coerente com os val ores encontrados na literatura.

Palavras-chave: Problema inverso, condugéo de calor em solos, difusividade.
1. Introducgao

Véarios processos quimicos, fisicos e bioldgicos que ocorrem nos solos, sdo influenciados pela temperatura. Os
fendmenos climatol 6gicos, germinagdo, crescimento de plantas, além do comportamento térmico de construgdes em contato
direto, sdo influenciados diretamente pela variagdo de temperatura o que faz importante este estudo para diversas areas de
conhecimento.

Diretamente relacionado a determinacdo do campo de temperatura, esta o estudo das propriedades térmicas, visto que
estes fatores sdo determinantes na particdo da energia que chega a superficie terrestre. A irradiaco solar que chega a
superficie depende de fatores climéticos contudo a quantidade de energia que penetra no solo depende de fatores como cor,
declividade e cobertura vegetal da érea considerada, Brady (1989).

Para determinacéo deste campo de temperatura podem ser propostas solugdes numéricas como em Karam (2000),
Mihalakakou (2001), Qin et a (2002), analiticas, em Gllser et a (2004), além dos estudos que comparam 0s resultados
obtidos por estes métodos, Fuhrer (2000) e Chicota et a (2004).

Em relacdo as das propriedades térmicas, h4 inimeros métodos para a sua determinagdo. Horton et a (1983) e Fuhrer
(2000) propdem métodos explicitos diretos e métodos indiretos para a determinacdo da difusividade térmica.

A estimagdo dos parametros pode ser feita através de Métodos Diretos ou Métodos Inversos. Os primeiros visam
projetar a experiéncia a fim de obter-se uma fungdo matemética onde as propriedades devem ser expressas em termos das
medidas realizadas, é possivel a determinagdo de um Unico valor do par@metro para cada experiéncia. A vantagem dos
Métodos Inversos consiste na possibilidade de estimar de mais de um parémetro a partir de uma mesma experiéncia com
mais precisdo e determinagdo dos interval os de confianca.

O presente estudo visa a determinacdo da difusividade térmica aparente através do conhecimento do campo de
temperatura, determinado a partir da solucdo da analitica da equagdo de conducéo de calor e um campo de temperatura
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obtido experimentalmente. O Método de Levenberg-Marquardt € utilizado para resolver o problema inverso de estimacéo da
difusividade.

2. Modelagem Matematica
2.1. Problema Direto - Solugdo Analitica da Equacéo de Conducgéo de Calor
O problema direto é resolvido para determinar o campo de temperatura no solo. Este é considerado como um solido

semi-infinito, sendo a temperatura na superficie regida por uma fungéo harménica no tempo. Considerando ainda o meio
isotrépico e assumindo uma érea relativamente grande, o gradiente de temperatura € significativo na direcdo vertical,
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reduzindo assim a equacdo a forma unidimensional para regime transiente segundo a Eq. (1), cujas condi¢es de contorno
sd0 representas pela Eq. (2).

TT(zt) _19T(zY)

(1)

¢ a 1t
¥
TO)=T,) =T, + T, sen(wnt+f) (2a)
1
T(z® ¥,t) =T¥ (2b)

T(z,t) [°C] é atemperatura a profundidade z[m] e no tempo t[s]. Assumindo que a condutividade térmica (k) [W/m.K] e
a capacidade térmica (C) [Jm3.K] ndo dependem do tempo, profundidade e temperatura, a difusividade térmica aparente
pode ser definida como a=k/C [m?/g].

A solugdo da Eq. (1), utilizando as condi¢des de fronteira dadas pelas Eq.(2a) Eq.(2b) e, é dada de acordo com a Eq.
(3), que representa a fungdo como uma série de Fourier.
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O periodo P é usualmente considerado na literatura como igual a um dia, a fregiiéncia fundamental é definida como
w=2p/P [s%], n é o nimero do harménico, T, [C°] é a amplitude da onda e f [rad] é definido como angulo de fase. Os

coeficientes ¢, e b, sdo os coeficientes de Fourier, substituido-os na Eg. (3) e utilizando a relagdo de ortogonalidade
existente entre as fungdes seno e 0 cosseno, chega-se a Eq. (4).
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w
enguanto 2— [m] é aprofundidade de penetracéo da onda a partir da qual a onda s6 se propaga.
\l a

Na Eq. (4), observa-se que o termo € corresponde ao fator de amortecimento da onda para cada harménico

2.2. Sensibilidade de Par ametros

O estudo da sensibilidade dos parémetros permite verificar a resposta do modelo matemético da distribuicdo da
temperatura quando se efetuam variagBes nos valores dos parametros. A dependéncia funcional do campo de temperatura
pode ser representada pela Eq. (5).

T=T(ztT,T,.Ck) (5)
O coeficiente de sensibilidade é definido pela primeira derivada da variavel medida em relagdo ao pardmetro
desconhecido. Sendo T(Z,t,m b)uma variavel de estado, Z :(21,22,...,Zn) uma variavel espacial, t o tempo,

= (rq, m ,r’Q‘) o0s parametros conhecidos e b = (bl, b,,..,b p) os parmetros desconhecidos. O coeficiente de

sensibilidade no ponto z;, no tempo t, para o parémetro b; € dado por:

T(zt,mb
(; tn,mb) M; :Xj). (6)
ﬂbj in’tn i,n
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2.3. Problema Inverso

O problema inverso consiste em determinar, neste caso, a difusividade térmica aparente a partir do campo de
temperatura determinado pelo problema direto. Um campo de temperatura € obtido experimentalmente.
Os procedimentos de estimagdo de parémetros envolvem um critério composto de uma ou mais fungdes objetivas que
estao sendo extremizadas e uma funcdo Bayesianadadapela Eq. (7).

S(b)=gv- T(b)g WgY- T(b)g+[m b]" U[m- b] )

Onde Y (n x 1) é o vetor dos vaores experimentais, W (n x n) e U (p x p) sGo matrizes que dependem do tipo de
estimador. Para 0os Minimos Quadrados Ordinério (OLS), por exemplo, W=l e U=0.

A escolha do método de extremizagdo, minimizagdo e maximizacdo para fungdes néo lineares, depende do nimero de
parémetros a ser estimado como também da estrutura do critério. Por exemplo, o Método de Gauss-Newton é um dos mais
simples e 0 mais apropriado dos métodos quando o nimero de parémetros desconhecidos ndo é grande.

Do ponto de vista de estimacio de parametros, para os problemas ndo lineares, X = X(b), um procedimento
iterativo deve ser usado. Sendo o sobrescrito k como um contador daiteragdo, a equagdo é dada por:

b ) = b 09 4 [x M 09 + U [ [XTEW(Z - Y9)+U (m- b ®)] ©)

O procedimento iterativo comega com um chute inicial, b ©) , em cada passo o vetor b é modificado até:

|bi(k)|+x

‘b'(k‘fl) ) b.(k)‘
L I<d, paai=1,2..p 9

Onde d é um nlmero pequeno a ser determinado pelo estimador, como 10° , que representa o erro relativo de
. . . L k
convergénciae X (<109 permite evitar a situagio onde bi( ) = 0.

Sdo assim identificados os paré@metros que tém maior interferéncia no modelo, a existéncia de solugdo para o problema
inverso, além do nimero de pardmetros que podem ser estimados a partir de uma Unica experiéncia, Beck e Arnold (977).

3. Procedimento Experimental

Os dados utilizados foram fornecidos pela estacdo experimental instalada na bacia escola da UFPB localizada na
Cidade de Sao Jodo do Cariri/PB geograficamente situada na regido dos Cariris Velhos. Trata-se de uma regido com solos
predominantemente Bruno ndo-célcico e a vegetacdo do tipo caatinga predominantemente composta por pastagem (capim
mimoso), plantas arbéreas (marmeleiro, mucunfo, pinhdo branco), plantas lenheiras (angico, catingueira) e cactaceas
(facheiro, palmat6ria, palma doce e cardeiro). A regido € classificada como semi-arida, com chuvas pouco abundantes e
concentradas nos meses de fevereiro a abril. O solo tem aparéncia pedregosa e a vegetacdo € esparsa, alternando-se ora com
superficie desnudada, ora com solo coberto por vegetacao.

O experimento foi projetado para realizar, com intervalo de 20 minutos, o balanco radioativo, o balanco de energiae o
balanco hidrico. O sistema de aquisicdo de dados CR23X da Campbell Scientific Inc. é aimentado em continuo por uma
bateria de 12 V e 55 AH acoplada a um painel solar com poténcia de 20 W.

Foram feitas medicOes de temperatura e do fluxo de calor no solo. O sensor de temperatura (Campbell Scientific Inc.,
modelo 108) utlizado foi constituido de um termistor, operando numa faixa de — 3 a 90° C, com precisdo de 0.001°C, sendo
um instalado na superficie e outros a profundidade de 2, 5 e 15 cm ,Paz (2002).

4. Resultados e Discussao
4.1. Validagao do Modelo

O problema direto modelado foi validado utilizando-se os dados da temperatura obtidos na estagdo experimental
localizada na Cidade de S&o Jodo do Cariri/PB entre os dias 06/05/01 a 09/05/06 a uma profundidade de 5 cm. A partir
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destes dados foram determinados os par@metros Ty = 32.509°C, To=1.781 °C, f = 0.342001422 rad e utilizado um valor de
a=0.70 = 10°® m2's, de acordo com a literatura para este tipo de solo, que inseridos na Eq. (4) resultam o campo de
temperatura tedrico mostrado na Figura 01.
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Figura 01 — Evolucéo tempora do campo de temperatura tedrico a profundidade de 5 cm.

No problema direto considerado, foi adotado um comportamento harmdnico para fun¢do que rege a temperatura na
superficie, isto se reflete na curva apresentada na Fig. (01). A coeréncia do modelo esta no fato de que a perturbagdo térmica
deirradiacdo solar a qual o solo estd submetido apresenta comportamento semelhante.

Quando comparados com os dados experimentais, espera-se que para profundidades maiores haja uma estabilizacéo do
modelo fazendo com que este se aproxime dos dados experimentais. Isto se deve ao fato de que as medidas de temperatura
estdo sendo tomadas em pontos mais distantes da fonte ja que 0 aguecimento se d& exclusivamente via superficie e ndo ha
geracdo de energia no interior do solo. Em sintese, quanto mais distantes desta superficie, menores as influéncias dos
fendmenos de superficie sobre 0 campo de temperatura.

4.2. Andlise da Sensibilidade aos Par ametr os

De acordo com a dependéncia funcional definida pela Eqg. (5), sdo tomados como parémetros conhecidos os valores de
Z, To e Tins , mesmos valores utilizados no problema direto. Assim, foram estudados os coeficientes de sensibilidade
reduzidos da temperatura a capacidade térmica (C) e a condutividade térmica (k). O comportamento temporal destes
coeficientes reduzidos é mostrado nafiguraFig. (02).
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Figura 02 — Evolugdo temporal dos coeficientes de sensibilidade da temperatura aos parametros.
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Observa-se que as curvas sdo simétricas em relacdo ao eixo horizontal, tempo (h). Enquanto o coeficiente de
sensibilidade da capacidade térmica (C) cresce, o coeficiente de sensibilidade da condutividade térmica (k) decresce,
dependendo do ponto observado.

Neste caso, os coeficientes de sensibilidade dos dois par@metros sdo linearmente dependentes o que representa que
uma variacdo destes provoca efeitos similares no modelo. A identificagdo simulténea torna-se impossivel.

Para tornar possivel a identificacdo, deve-se introduzir uma relagdo entre os parametros para distingui-los ou estimar
uma relacdo entre eles. Neste caso, fazendo k/C temos a relagcdo que define a difusividade térmica. A partir desta andlise,
reduz-se o problema de estimag&o a um Unico parametro, a difusividade térmica aparente, que pode ser determinada a partir
de uma Unica experiéncia.
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Figura 03 — Evolucédo temporal dos coeficientes de sensibilidade da temperatura em relagdo a difusividade térmica efetiva.
4.3. Estimacao de Par ametr os

Foi desenvolvido para a estimagdo do parametro, difusividade aparente térmica aparente (a), um codigo em linguagem
Fortran e escolhido 0 Método de Levenberg-Marquardt, Press et al (1992), para a resolucéo do problema inverso.
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Figura 04. Evolugao temporal dos campos de temperatura tedrico, experimental e o residuos.
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A partir dos valores da temperatura do modelo matemético e os da experiéncia tedrica o algoritmo de identificagdo
utilizando o método de Levenberg-Marquardt busca a ajuste da funcdo de mérito. Para o chute inicial, foi utilizado um valor
da difusividade térmica aparente da mesma ordem de grandeza dos valores consagrados pela literatura.

Nas consideracdes feitas para solugdo do problema direto, ndo foram levados em conta parametros como a evaporagao,
infiltracdo, o teor de umidade do solo, a heterogeneidade do solo entre outros, fato que podem justificar as diferencas
existentes entre as curvas mostradas na Fig. (04).

Um fator de grande importancia que deve ser levando em conta sdo as condi¢des climéticas dos dias em que foram
feitas as medicOes. Para maior precisdo do modelo, deve haver um estudo do conjunto de dados e tomados os dias com
mesmas condi¢des climaticas (presenca de nuvens, velocidade do vento, existéncia de chuvas), esta andise ndo foi feita no
presente estudo devido a insuficiéncia de dados.

5. Conclusao

Um problema inverso de conducéo de calor foi resolvido para estimar a difusividade térmica efetiva do solo submetido
a perturbacéo térmica dairradiacéo solar.

O modelo termocinético foi resolvido analiticamente utilizando a hip6tese de sélido semi-infinito, homogéneo e que as
propriedades térmicas sdo independentes da temperatura, tempo e profundidade. Sendo considerada a funcéo que rege a
temperatura como uma funcdo harmonica.

O campo de temperatura experimental foi medido em uma estacéo localizada na cidade de So&o Jodo do Cariri, que se
encontra na regido do semi-arido paraibano. A aquisicdo de dados foi realizada em intervalos de 20 minutos através de
sensor posicionado no solo a profundidade de 5 cm ligado ao sistema de aquisicdo de dados CR23X. Pela falta de dados ao
longo do tempo, ndo foram tomadas medidas em dias com as mesmas condic¢des climaticas o que pode ter interferido nos
valores dos residuos.

O problema inverso de estimac&o de parémetro foi resolvido. A metodologia proposta para a estimagéo da difusividade
efetiva foi ilustrada através de dados obtidos na experiéncia de campo. Para a utilizagdo do paradigma Métodos Inversos, o
estudo dos coeficientes de sensibilidade foi imprescindivel para a determinag&o do parémetro a ser estimado.

A propriedade térmica da difusividade efetiva necesséria para a determinacdo do campo de temperatura foi estimada
através do método de L avenberg-Marquardt apresentando o valor estimado de 0,8947x10° + 1,143x107 m2/s, coerente com
os valores encontrados na literatura mostrando a eficiéncia da técnica
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Abstract

The present study aims to estimate the thermal apparent diffusivity from the Inverse Methods. Determined the field of
temperature is important from many domains of the knowledge that work for the soil. The heat conduction equation is solver analitycal to
one dimension for homogeneous medium that is considerad as a semi-infinite solid. The study of the sensitivity coefficients shows that the
model have only one parameter to be determineted, the thermal apparent diffusivity. The Levenberg-Marquardt method is utilizated to
esteemed these parameter. The value esteemed for the thermal apparent diffusivity was 0,8947x10°® + 1,143x 107 n¥/s, that is coherent

whit the values present in the literature.

Key-words: Inverse problem, heat conduction in soils, diffusivity.



