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Resumo.  No presente trabalho a convecção forçada laminar transiente, hidrodinâmicamente desenvolvida, no interior de dutos de 

secçãoregular e irregular é estudada através da Tecnica da Transformada Integral associada ao Método das Linhas. A 

Transformada Integral elimina as variáveis espaciais nas quais a difusão é predominanate, resulta um sistema de equações 

diferenciais parciais acopladas, no qual a convecção é predominanate, que é sulucionado numericamente através do Método das 

Linhas. São apresentados resultados para a temperatura média e o número de Nusselt ao longo do duto. 
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1. Introdução 
 

A solução da transferência de calor para a convecção laminar no interior de dutos de secções transversais de vários 
tipos é de grande interesse no projeto de trocadores de calor e outros dispositivos térmicos para baixos números de 
Reynolds. Shah & London (1978) apresenta uma compilação de diversas soluções analíticas e numéricas para a 
convecção forçada no escoamento laminar em dutos. Cotta (1993) apresenta a solução da convecção permanente e 
hidrodinâmicamente desenvolvida para o duto retangular sujeito à temperatura prescrita nas paredes do duto, através da 
Técnica da Transformada Integral Generalizada. Junior & Aparecido (1999) apresenta uma solução através da Técnica 
da Transformada Integral para a entrada térmica permanente no interior de dutos retangulares sujeitos a condições de 
contorno do 3º tipo. Castellões (2004) estudou a entrada térmica transiente no interior de microcanais de placas planas 
em regime laminar, considerando a presença do termo de difusão axial na equação da energia e o termo de dissipação 
viscosa. Utilizando uma solução através da Técnica da Transformada Integral aliada ao Método das Linhas para 
resolver o problema térmico. No presente trabalho é formalizada uma solução para a entrada térmica transiente no 
interior de um duto de secção arbitrária submetido a condições de contorno do 3º tipo nas paredes do duto. A solução é 
obtida através da Transformada Integral associada ao Método das Linhas, segundo Wouer et all (2005) o Método das 
Linhas é um dos mais populares esquemas para solucionar equações diferenciais parciais. Primeiro as variáveis 
espaciais são aproximadas usando o Método das Diferenças Finitas, Elementos Finitos ou Volumes Finitos. Segundo o 
sistema ordinário resultante é numericamente solucionado. A Transformada Integral elimina as variáveis espaciais nas 
quais a difusão é predominante e o Método das Linhas trata a parte hiperbólica resultante, onde a convecção é 
predominante, o sistema é truncado em um numero de termos necessários para a convergência e numericamente 
solucionado. São apresentados resultados para a temperatura média ao longo do duto. 

 
2. Formulação do Problema 
 

O problema físico considerado aqui inclui, como casos especiais, a classe dos problemas de convecção forçada 
transiente no através de uma região plana arbitraria V  com uma superfície de contorno S , segundo Cotta & Gerk 
(1994, p.435) possui uma formulação geral dada por: 
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onde 
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com condição inicial, de entrada e condições de contorno dadas respectivamente por: 
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3. Metodologia de Solução 
 

Procura-se uma solução do sistema de Eqs. 1.a-f em termos de Expansão em Autofunções na variável r e Método 
das Linhas nas demais, como segue: 

 
3.1. Problema de Autovalor  
 

Como primeiro passo para resolver o problema (1.a-f), Propõe-se um problema de autovalor que fornecerá a base 
de autofunções, como segue: 
 

)()()( 2
rrWrL iii ψµψ =                   Vr ∈                                                                                                       (2.a) 

 

0)( =rB iψ                                          Sr ∈                                                                                                       (2.b) 

 

Cujas autofunções normalizadas )(~ riψ  e os autovalores iµ  são obtidos da solução do problema de autovalor Eqs. 

(2.a-b), através da própria Técnica da Transformada Integral, apresentada em Sphaier & Cotta (2002). 
 

3.2. Par Transformada-Inversa 
 
  Utilizando-se as autofunções normalizadas do problema 2.a-b, pode-se definir o par tranformada-inversa : 
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3.3. Transformação do Problema  
 

O problema definido pelas Eqs. 1.a-f. é operado com dvrrW
V

i∫ )(~)( ψ  , e o sistema transformado pode ser 

reescrito como: 
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3.4. Solução do Sistema Transformado  

 
O sistema de equações diferenciais acoplado, Eqs. 4.a-d, é truncado e solucionado numericamente através do 

Método das Linhas, onde a variável espacial remanescente é discretizada por diferenças finitas e o sistema diferencial 
ordinário de primeira ordem, resultante, é solucionado com controle automático de erro, e o potencial original é 
recuperado utilizando-se a Eq. 3.b, como segue: 
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Onde a expressão da Eq. 5 representa uma solução formal, em termos de Expansão em Autofunções, para o 

problema da entrada térmica transiente no interior de dutos de seção transversal arbitrária. 
 

4. Aplicações  
 

Para ilustrar a aplicação da solução através da Transformada Integral e Método das Linhas, este procedimento será 
aplicado ao problema da entrada térmica, no escoamento laminar hidrodinamicamente desenvolvido no interior de 
dutos, como é o caso do canal de placas planas e tubos circulares. A temperatura de entrada será assumida como uma 
função do tempo. Serão desprezados os efeitos da condução axial, da dissipação viscosa e da convecção livre na parede, 
e as propriedades físicas serão consideradas constantes. Segundo Cotta & Özisik (1986, p.1495) a equação da energia 
adimensional é dada por: 
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com condição inicial, de entrada e condições de contorno dadas, respectivamente por: 
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O problema definido pelo sistema de Eqs. 6.a-f é um caso particular do problema mais geral dado pelas Eqs. 1.a-f, e 

a correspondência entre os dois sistemas é dado por: 
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O problema de autovalor em r com as respectivas condições de contorno é dado por: 
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A solução do problema definido pelo sistema de Eqs. 6.a-f é, então, obtido a partir da Eq. 5, fazendo-se as 
substituições dos termos definidos nas Eqs. 7.a-j, e as respectivas autofunções. A temperatura média e o numero de 
Nusselt local são dados, segundo Cotta (1998, p. 267 seq.) por: 

 

∫+= −
1

0

24 ),,()()1(2),( drzrrWrnz nn

m τθτθ  ,    
),(),,1(

),,(

2),( 12

τθτθ

τθ

τ
zz

r

zr

zNu
m

rn

−

∂

∂

= =−                    (9.a-b) 

 
 

5. Resultados  
 

As Tabs. 1. e 2. apresentam um estudo da convergência da temperatura média ao longo de z para o canal de placas 
planas, onde z∆  representa o intervalo na malha discreta ao longo de z. A análise do número de termos necessárias na 
série é omitido aqui. Pode-se observar que há uma melhora na convergência para o aumento do refino da malha. É 
realizada também uma comparação com dados de Gondim (1997) e Castellões (2004), observa-se que há uma pequena 
diferença nos resultados devido à ausência do termo de difusão axial no presente modelo. 
 
 

Tabela 1. Análise da Convergência da Temperatura Média ao Longo de z em Placas Planas, Para: 1),( =τθ re  , com 

nt=20.  
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Tabela 2. Análise da Convergência da Temperatura Média ao Longo de z em Duto Circular, Para: 1),( =τθ re  , com 

nt=20.  

 
 

5. Conclusão  
 
Uma solução formal foi apresentada para a entrada térmica transiente no interior de um duto de secção arbitrária, 

submetido a condições de contorno do 3º tipo nas paredes do duto. A solução foi obtida através da Transformada 
Integral associada Ao Método das Linhas. Foram apresentados resultados para a temperatura média transiente ao longo 
de z, para o canal de placas plana e o duto circular. Neste trabalho foram testadas duas situações. A solução geral é 
obtida para uma seção transversal arbitraria, o que indica sua validade independente da geometria em estudo. Os 
resultados são comparados com os dados apresentados por Gondim (1997) e Castellões (2004). A presente solução 
mostrou ser útil no estudo da entrada térmica transiente no interior de duto de secção arbitrária, apresentando uma boa 
concordância com os dados da literatura, representando um alternativa aos métodos estritamente numéricos, e oferecer 
maior liberdade matemática na solução, devido ao seu caráter híbrido, analítico-númerico. 
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Abstract.  In the present work the transient laminar forced convection, hidrodynamically developed, inside ducts of regularly 

and  irregularly shaped regions is studied by using Integral Transforms and Method of Lines. The Integral Transforms eliminates the 

spatial variables in which the diffusion predominates. A system of coupled hyperbolic equations then results, in which convection is 

dominant, which is solved numerically by the Method of Lines. Results are then presented for average fluid temperature along the 

duct. 
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