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Resumo. Problemas na area de Transferéncia de Calor, erarale tanto conducdo quanto convecgdo sujeitos a
condi¢Bes de contorno classicas tem sido resolvigims simulacdo numérica através de softwares disps
atualmente. Entretanto, a forma classica de se etnabsolu¢des analiticas é ainda um recurso exrerante Util na
validacdo de solucdes numéricas obtidas atravétedesoftwares. Este trabalho apresenta solucfelteas para o
problema da condutividade térmica variavel em urdindio vazado com condi¢des de contorno duplamente
convectivas. Sao resolvidas analiticamente as dipmda conducdo de calor em regime permanentec@denadas
cilindricas utilizando o software de computagdolsifica Maple. Serdo apresentadas as analises dgoaamento

do problema em funcdo dos diversos parametros imesea solucéo.
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1. Introducéo

A conducéo de calor no regime permanente em geaseilindricas ocorre em inUmeras aplicacdes germaria
e tem sido objeto de muitos estudos nos (ltimos épaci, 1966, Ozic, 1976 e Burmeister, 2002).

O avanco tecnolégico dos computadores tem permitida vasta variedade de aplicagbes em simulacdes
numéricas na area de transferéncia de calosi()20994).

A resolucdo analitica em problemas de transferé&eiealor ainda é de grande importancia, inclusav@alidacdo
das solu¢des numéricas (Carslaw e Jaeger, 1956).

O estudo analitico da transferéncia de calor namegpermanente em geometrias cilindricas leva a um
equacionamento complexo e desgastante que podaigienizado com o auxilio da computagdo simbolicarivs
trabalhos (Barton, 1997; Yang, 1998 e Subramantaal,e2000) apresentam o uso da computacdo sinabdlic
resolugdo de problemas térmicos conseguindo tambsguitados satisfatorios.

Devido a sua grande potencialidade, o software &pptle ser utilizado nas diversas ciéncias, contemaica,
fisica, quimica, estatistica e em especial, nardrage, pois possibilita trabalhar com informacbagorma algébrica,
ou seja, realiza manipulacdo de expressfes qudvenvasimbolos, varidveis e operacdes formais. Pdasthém
ferramentas graficas para visualizacdo dos resdtalihguagem de programacdo propria e permiteiagdn de
documentos de texto em diversos formatos (Mar2005).

Neste estudo, o software Maple serd utilizado saluedo das equacdes diferenciais, na aplicacdunédedos
analiticos no problema de um cilindro vazado comdages de contorno duplamente convectivas e cividade
térmica variavel em regime permanente.



Proceedings of ENCIT 2006 -- ABCM, Curitiba, Brabiec. 5-8, 2006, Paper CIT06-0346

2. Formulacdo do Problema
O software Maple sera utilizado para o desenvolatmanalitico unidimensional de um cilindro vazaaoiogo de
raio a <r < b, sem geracdo interna de calor com condi¢des dmromnduplamente convectivas. A superficie de

contorno dissipa calor por convecg¢dorema er = b, como ilustra a Fig. 1.
O problema fisico é mostrado matematicamente por:

1d(rEk[E-;(r)j:0 a<r<b )
r

rdr

sendor a coordenada radia, 0 raio internop o raio externo do cilindro e k a condutividadertiéa do material
considerada variavel e definida por:

k=k, 1+ BT(r)) )

ondek, representa a condutividade térmica do materigiengeratura de referéncig e S uma constante com
unidade [1/°C]. O problema apresenta as seguiniedigdes de contorno:

dT

_kd_+th(r):th°°1 emr=a €)

r

e

—kC:TT+h2T(r)=h2Tm2 emr=b @
r

sendo h o coeficiente de transferéncia de calor no fluidterno, B o coeficiente de transferéncia de calor do
fluido externo, T,; € a temperatura do fluido interno & a temperatura do fluido externo:

|
- k(:TT +h,T(r)=h,T,,

] |
k:ko[(1+,B[T(r))T"' | i/ '
T/

o §
dT

' —k— + hT()=hT,,
dr

Figura 1 Cilindro vazado tipico com condi¢des detamo convectivas.
3. Solucéo Analitica do Problema

Para a condi¢cdo de condutividade térmica variavdefénida a condicdo de variacdo para este par@nmetr
software Maple da seguinte forma:

>k: =ko*(1+beta*T(r));

k:=ko(1+BT(r)) ®)

A equacgédo da condugédo para o problema descritg nélFé representado no software Maple por:

>heat:= 1/ r*diff(r*k*diff(T(r),r),r)=0;
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ko(1+BT(r))( T(r))+rkoB( T(r)) +rko(1+BT(r))[j:T(r)]

r

heat:= =0

(6)
Através do comanddsolve o software Maple apresenta as seguintes solugdes:

> heat : =dsol ve(heat, T(r));

1-2+2/1+2B_Clin(r)+2pB_ cz
pT0=; B

() = 1 —2-2./1+2B §1m0)+25 C2

heat:=T(r) =-

(7
Uma das solugdes deve ser escolhida para a continuidade da soludensgo atribuida a variavetat

>heat := 1/2*1/ beta*(-
2+2* (1+2*bet a*_Cl*I n(r) +2*beta*_C2)"(1/2));

1-2+2/1+2B_Clin(r)+2B_C2
2 B ®)

heat:=

A equacédo pode ser simplificada pelo comasidplify como mostrado abaixo:

>heat:= sinplify(%;

-1+./1+2B_Clin(r)+2p_C2

heat:=
B ©)

daT
Para obter-se- kd— integra-se uma vez a Eq. (1) em relacée atribui-se a variavebndtendo:
r

>cond: = - Cl/r;

cond:=- &1

r (10)

Substituindo a varidvetond na Eq. (2) e atribuindo o resultado a vari&ed, define-se a primeira condi¢éo de
contorno.

>ccl: = cond=hl*(heat-T1);

ccli=— fl h1(1+ 1+28_ﬁ;m0)+28_02_T@

(11)

A seguir foi usada uma seqiiéncia de comandos do Maple neceasarg ghegar a solucéo da Eq. (2) em funcao
da solucéo analitica obtida:

>ternol: =sol ve(ccl, (1+2*beta* Cl*In(r)+2*beta* _C2)"(1/2));
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_B_Cl-hir-hirTi

termol:=
hlr (12)
>ternol: = expand(%;
tmmoL:—ﬁﬁ?1+1+Tlﬁ
' (13)
>ternol = ternol”2
2
termol:= —B—C1+1+T16
hlr (14)
>ternol: =expand( % ;
2 2 2
termot:= P —Zci _2BC1_2F C1Tl,,, 2T1R+T1%p°
h12r hlr hlr (15)
>ternorai z: = (1+2*beta* Cl*I n(r)+2*beta* C2)"(1/2);
termoraiz:=,/1+ 23 _ClIn(r)+2p_C2 (16)
>pot1l: = ternorai z"2
potl:=1+2p3 Clin(r)+2p_Cz 17)
>ternofinl: = ternol-pot 1;
termofim: ;=
B*_C1*> 2B_Cl1 2P _C1T1 202 B
N1 2 hir hir +2T1IR+T1°B -2B_Clin(r)-2p_C2 -
>t ernofinml: =subs(r=a,ternofiml);
termofim: :=
B*_C1*> 2B_Cl1 2P _C1T1 202 B
1 a2 hia hla +2T1BR+T1°B -2B_Clin(a)-2B_C2 -

De maneira similar o mesmo procedimento é realizado para a segunttigdio de contorno:

>cc2: = cond=h2*(T2-heat);
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2= _C1_ hZ(TZ— -1+./1+2B_C1In(r)+2 B_CZ]
' B (20)
>ternon2: =sol ve(cc2, (1+2*beta*_Cl*I n(r)+2*beta*_C2)"(1/2));
_B_C1+h2rT2B+h2r
termo2:= ho
' (21)
>ternon2: = expand( % ;
termo2:= Bh_ZCJ +T2B+1
' (22)
>terno2 : = terno2”2;
B_C1 ?
termoz::( o +T2|3+1j
' (23)
>terno2: =expand( % ;
2 2 2
termo2:= B~_CL  2F _ClT2, 2B—(:1+T22 B2+2T2p+1
h22r? h2r h2r
(24)
>ternorai z: = (1+2*beta*_Cl*I n(r)+2*beta*_C2)"(1/2);
termoraiz:=,/1+ 2B _ClIn(r)+2p_C2 (25)
>pot2 := ternoraiz"2;
potz:=1+2p3 _CliIn(r)+2p_Cz (26)
>ternofink: = terno2- pot 2;
termofim: :=
B> C1? 2p> C1T2 2B _C1 5 02 B B
ho? 12 + hor o +T2°B°+2T2B-2B_ClIn(r)-2pB_C2 o
>t ernofinR: =subs(r=b, ternofink);
termofim: :=
B> _C1*> 2PB* C1T2, 2B _Cl ., 0> ~ ~
P b2 + b + N2 b +T2°B°+2T2B-2B_Clin(b)-2B_C2 o

Valores numéricos tipicos séo atribuidos para os parametpyslilema como mostra a Tab. 1.
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Tabela 1.Valores atribuidos ao problema

Propriedade Sibologia Valor  Unidade Propriedade Sibolpyfalor | Unidade
Condutividade Temperatura do
térmica na ko 0.05 | W/meC flui d% externo To2 23 °C
temperatura J
Constante B 1 1/°C Raio interno a 0.3 m
Temperatura do o .
fluido interno To1 100 C Raio externo b 0.5 m
Coeﬁmiant_e de hy 100 W/n?oC Coefchente de h, 23 | wintoc
convecgao internd convecgao externp

Com os valores numéricos atribuidos a variégdldo Maple recebe a solugédo da primeira condicdo de contorno.

>eql: = sol ve(ternofinml, C2);

eq1:=0.00005555555555 C1? + 0.8373061370 C1+ 600.

(29)
Analogamente ocorre com a segunda condi¢do de contorno:
>eq2: = solve(ternofink, C2);
eq2:= O.OOZOOOOOOOOO_Cl2 +1.353147180 C1+49.45000000 (30)

A resolucéo da constante de integrac@d é entdo encontrada como demonstra as linhas de comando do Maple
abaixo:

>eq: = eg2-eql,

eq:=0.001944444444 C1? + 0.5158410430 C1- 550.5500000 (31)

> Cl:= [solve(eq, _Cl1)];

_C1:=[415.747951, -681.037631] 2

A escolha do segundo valor da constarffd é feita em funcdo de apresentar o resultado mais realistico para o
problema.

> Cl:= _C1[2];
_C1:=-681.037631

(33)
Automaticamente o valor da constant2 é mostrado pelo software Maple.
> C2: =eq2;
_Cz:=55.5303597 (34)

A solugéo da Eq. (1) entdo é mostrado abaixo.

> heat ;

-10.00000000+ 10.0000000012.10607194- 136.207526a r ( ) (35)
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4. Resultados

Simulacdes foram realizadas onde os valores de alguns parametnesfi@rnados e suas influéncias mostradas.
Para a primeira simulagéo foram usados os valores contideabnd Para a distribuicdo da temperatura para dois
valores distintos do paramefo
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B =0.1 B =1
115] 12351
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g 1] < 123
S =}
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o
e £
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Figura 2. Distribuicdo de Temperatura.

Valores do parametr8acima de 1 ndo apresentaram variacdo relevante na distribuicaqdeatena.
Para a segunda simulagdo os valores do coeficiente de transferénalardeterno variaram conforme Fig. 3,
sendo 50 o valor limite possivel de ser calculado.
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Figura 3. Distribuicdo de Temperatura.

4. Conclusdes

O trabalho de obtencgédo de solugdes analiticas de problemasesmimlvansferéncia de calor com condigfes de
fronteira complexas € muitas vezes uma tarefa ardua e desgamtarfuncdo do desenvolvimento da formulagao
definida.

Neste trabalho foi possivel obter uma solugdo analitica coso daisoftware de computacdo simbdlica, Maple, na
resolugdo do problema permanente de conducgéo de calor com caladigtitérmica variavel. Para entender o problema
foram realizadas simula¢gbes onde os resultados foram posdévesserem alcancados em fungdo de uma faixa
significativa dos diversos fatores apresentados. Os resuttadostrados se apresentaram consistentes, portanto o uso
do software na resolucéo de problemas de condugéo € uma memd@egl na obtencdo de solu¢des analiticas.
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Abstract

Heat transfers problems, involving conduction and conveatiith classical boundary conditions has been
resolved for numerical simulation through available softwatesvever, the classical way to find analytical solutions
are extremely useful resource in the validation of these ncahesolutions. This work presents an unpublished
analytical solutions for the classical problem of the holtginder with double convective boundary conditions with
variable thermal conductivity . The equations of the condudtieat transfer in cylindrical coordinates are solved
analytically using the software of symbolic computation Maméll be presented the analyses of the problem
behaviors in function of the some parameters of the solution

Keywords: Heat conduction, double convection, symbolic cdatioun.



