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Resumo. Os processos relativos a solidificacdo (ou fusao) sdo importantes em muitas dreas da engenharia e tém sido objeto de
numerosos estudos, cujas aplicagdes se estendem a problemas tais como: congelamento de alimentos, produgdo de gelo, soldagem,
Sfundicdo de ligas metalicas, preservagdo de sangue humano, armazenamento de energia e muitos outros. Nesses problemas, a
fronteira que separa as fases envolvidas movimenta-se de acordo com a absor¢do ou liberagdo do calor latente. Os problemas de
mudanga de fase sao ndo-lineares devido a presenga de uma interface em movimento, cuja posigdo tem de ser determinada como
parte da solugdo. Por outro lado, o caso unidimensional de problema de mudanga de fase é particularmente adequado para a
covalidagdo de métodos, ja que nesta situacdo ha solugdes de referéncia disponiveis. A chamada solu¢do de Neumann para o
problema de Stefan é uma expressdo analitica de facil implementagdo computacional, que pode ser usada para testar a exatiddao de
procedimentos alternativos, que posteriormente poderdo ser usados na solugdo de problemas mais complexos. O objetivo do
presente trabalho é avaliar a influéncia da escolha do tipo de condi¢do inicial, para a obtengdo do perfil de temperaturas do
processo de solidificagdo. Sao analisados os resultados a partir da proposicdo de trés condigdes iniciais diferentes com solug¢do
via Técnica de Transformada Integral Generalizada (General Integral Transform Technique - GITT) e comparadas com a solugdo
de Neumann.
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1. Introducao

Na literatura, problemas associados a transferéncia de calor e massa com mudanga de fase (solidifica¢do ou fuséo),
sdo conhecidos como problemas de fronteira em movimento ou problema de Stefan (Ozisik, 1980, Ozisik e Murray,
1980). Devido a indisponibilidade de uma solugdo analitica para estes problemas nao-lineares, t€ém-se desenvolvido
metodologias numéricas especificas para prever a posi¢do da fronteira com o tempo. Varias propostas tém sido feitas
na pesquisa de métodos numéricos que resolvam problemas de mudanga de fase. De fato, técnicas efetivas tém sido
desenvolvidas para tratamento das dificuldades como contornos em movimento e ndo-linearidades (Crank, 1984 e
Tamma et al., 1990).

Através de Stefan (1891), as primeiras solugdes foram obtidas abordando o problema da formagdo do gelo. Nas
ultimas décadas, diferentes métodos numéricos tém sido usados para resolver o problema, tratando a localiza¢do da
interface como desconhecida (Budhia et al., 1973; Rao et al., 1984 e Rathjen et al., 1971). Tiem et al. (1967) usou o
método do balanco integral para obter uma solugdo semi-analitica para a solidificagdo de uma liga eutética binaria. Ja
Cho et al. (1969) apresentou uma solugdo exata para a distribui¢do de temperatura e taxa de mudanca de fase em um
corpo semi-infinito com temperatura constante na superficie.

Fukusako et al. (1987) apresentaram uma revisdo para solugdes de problemas de transferéncia de calor com
mudanca de fase definida em uma fronteira apenas. Nesse trabalho, os métodos sdo testados em quatro situagdes
diferentes e comparados com a solugdo analitica de Neumann, sendo proposta uma metodologia para a validagdo
sistematica do procedimento numérico.

Sobre a aplicacdo da Técnica de Transformada Integral Generalizada (G.I.T.T.) associada ao problema, cita-se o
trabalho de Rupert et al. (1991) que aplicaram a técnica na analise de condu¢ao unidimensional de calor e mudancga de
fase em regido finita, baseando-se num exemplo tipico de prote¢do térmica em veiculos espaciais. Pouco depois,
Rupert et al. (1998) fez a valida¢do ¢ comparacgdo de duas técnicas numéricas aplicadas na solu¢do de um problema de
transferéncia de calor ndo linear (o problema de Stefan), incluindo condugdo de calor com mudanga de fase

Diniz et al. (1996) propuseram uma solugdo analitica para problema de transferéncia de calor com mudanga de
fase em geometria axi-simétrica e Marco (1999) utilizou a G.I.T.T para transformar um sistema néo-linear de equagdes
diferenciais parciais em um sistema infinito de equagdes diferenciais ordinarias, obtendo parametros de interesse como
espessura e velocidade ablativa, que foram comparados com os da literatura, com bons resultados.

Cotta et al. (1997) mostraram a técnica de transformada integral na solucdo de problemas de transferéncia de
calor, incluindo mudanga de fase. Os autores apresentaram uma nova aplicagdo da G.L.T.T. para a solucdo de
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problemas de contorno em movimento. Mostrou-se que a exatiddo da solugdo obtida ¢ excelente quando comparada
com a técnica classica discreta e pode ser usada para obter solucdes de referéncia, quando solucdes analiticas exatas
nao estao disponiveis.

Grande parte do conhecimento a respeito da mudanga de fase estd associada com a concepg¢do de modelos
matematicos fidedignos, que reproduzam o fendmeno com o maximo de realismo possivel. Modelos esses que, por sua
natureza diferencial parcial ndo-linear, tém sua solucdo obtida através de métodos numéricos que necessitam ser
validados. Assim, o objetivo do presente trabalho ¢ apresentar um estudo comparativo pela adogdo de trés diferentes
condigdes iniciais para o problema de mudanga de fase de Stefan, realizando uma comparagdo com a solugdo classica
de Neumann, utilizando a Técnica da Transformada Integral Generalizada (General Integral Transform Technique -
GITT), em uma solu¢ao de natureza hibrida numérico-analitica para o modelo matematico proposto.

A chamada solu¢do de Neumann para o problema de Stefan ¢ uma expressdo analitica de facil implementagdo
computacional, que pode ser usada na comparagdo de procedimentos alternativos, que posteriormente poderdo ser
usados na solucao de problemas mais complexos.

2. Definicao do Problema

Considerando o problema de Stefan classico, envolvendo mudanga de fase na condugédo de calor de solidos, supde-
se a existéncia de uma regido semi-infinita inicialmente liquida a temperatura uniforme 7;, com 7;>T,, onde T, ¢ a
temperatura de mudanca de fase (solidificaciio neste caso). No tempo t=0", a temperatura no lado esquerdo é reduzida
para T;,<T,, e mantida constante, enquanto o lado direito mantém a temperatura 7;. Entdo, o liquido proximo ao lado
esquerdo torna-se solido aparecendo uma interface de mudanga de fase separando as regides solida e liquida.

A geometria do problema a ser estudado, caracterizado por uma regido semi-infinita, com uma distribuicdo de
temperatura nas regides solida e liquida (Rupert et al., 1991), é apresentada na Fig. 1, onde é mostrada a temperatura 7
em fun¢do da coordenada x, sendo s(?) a posi¢do da interface.

TA
/ Interface sélido/liquido
regido de regido de liquido
T solido
T
T,
0 S(0)

Figura 1. Geometria da regido semi-infinita em mudanga de fase

As seguintes hipoteses foram adotadas para a formulagdo do problema: a) A variacdo das propriedades
termofisicas de cada fase é considerada desprezivel; b) Nao existem fontes de calor no dominio; ¢) O dominio troca
calor apenas pelo lado da temperatura T,; d) A condugdo de calor é unidimensional transiente; ¢) Substancia Pura.

O campo de temperaturas em cada uma das regides em questdo é governado pelo balanco de energia, escrito na
forma (Ozisik, 1980):

Regido Sélida:
oT (xt) &' T, (xt)
Cps =

s B ks N ,0<x<s(), t>0 (1a)
X
Regido Liquida:
X, t 2 X, t
p,cp,éT’a(t )=k187;(2 L s <x<on 120 (1)
X
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Interface:
os(t) _, OT, , oT, _ .. .
pHZ Z=hy kgt ¥ = s, 120 (Io)
sendo :
p - massa especifica [kg/m’] X - posigdo [m]
¢, - calor especifico [J/kg.K] T - temperatura [°C]
k - condutividade térmica [W/m.K] subscrito s - regido de s6lido
H - calor latente de fusdo [J/kg.K] subscrito / - regido de liquido
s(t) - posicdo da interface no tempo [m]

2.1. Adimensionalizacio do Problema

A fim de proceder a adimensionalizacdo das equagdes governantes, sdo definidos os seguintes grupos
adimensionais:

X ast S(t) * Tx(x’t)_Tm
n=—,; r= ; S(r)=—%; @,(n7t)=—""""7"7"TT"" (2a,b,c,d)
L L L To=Tw
* - ,t s
61(77,1)=M; as= k. oar= ki (2efg)
Tm_Ti ps'cps pl'cpl
wh=4L, Ste=w (Ntimero de Stefan); " =&L; ' =LizTn (2h,ij,k)

U H k s T m- T 0
As equagdes da difusdo de calor adimensionalizadas das fases sélida, liquida e interface tornam-se,
respectivamente:

06,(n.7) _ &6y (n.7)

, 0<n<Sh), t>0 (3a)
or 8772
* 2 A%
591(77’7):W*8 91(77’7)’ S <n<l, t>0 (3b)
or 8772
LaS(r) __00s(mT) e e 00i(0T) oy, (3¢)

Ste ot on on

Da mesma forma, as condigdes de contorno adimensionalizadas para as fases solida e liquida sdo,
respectivamente:

0.(0.7)=1, n=0; @.(S(z),7)=0, n=5(z) (4a,b)
0,(S(z).7)=0, n=5S(z); §,(Lt)=1 n=1I (4c,d)

2.2. Condicbes Iniciais

Foram definidas trés condi¢des iniciais diferentes para o desenvolvimento deste trabalho, descritas a seguir,
embora os desenvolvimentos sejam realizados apenas para a condicdo inicial 1, por uma questdo de sintese. Os
detalhes sobre as demais condig¢des iniciais poderdo ser obtidos em Schneider (2005).

2.2.1. Condigao Inicial 1

Na Condi¢do Inicial 1, hd uma transicdo abrupta (funcdo degrau) entre a temperatura da fase solida, 7)), e a
temperatura da fase liquida, 7, simulando, entdo, uma fina “casca” sélida ja no inicio do processo de solidificagdo em

t=ty. A necessidade desse procedimento decorre do fato de, no instante inicial, s(¢y) ndo poder ser igual a zero nas
equagdes governantes, conforme Fig. 3a. Nas Figs. 3a,b e 4, os croquis estdo desenhados com as variaveis
dimensionais apenas de forma a facilitar o entendimento.

Nessa condigdo inicial as fases solida e liquida adimensionalizadas, estdo definidas como:

0.(nt,)=1 0<n<S(ry) (52)
0, (n.7,)=1 S(try)<n<I (5b)
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2.2.2. Condicao Inicial 2

Na Condi¢do Inicial 2, foi definido um perfil de temperatura linear, de inclinagdo m, , na regido de interface entre
as duas fases, consistindo de uma fina casca solida, porém com um perfil de temperatura linear mais realistico, embora
ainda artificial, conforme Fig. 3b. Assim, as temperaturas das fases solida e liquida adimensionalizadas sdo definidas
como nas Egs. (6a-c) e (7).

* n
0. (nt)=1- , 0<n<S§ 6a
s (11,7) Sty n<S8(7p) (6a)
* I n-n
0 (n.7)=1+——.~—=. S(zy)<n<n (6b)
AT S(t,)
H;(n,r)zl,para n,<n<l, (6¢)
sendo, 77, = S(7, )(1+A4T*) @)
A
T
< > 4
regido regido de liquido T >
de regiéo regiéo de
solido de liquido
solido
T T,
T
TH 4
To| To -
0 s(to) X 0 s(ty) Xo X
(a) (b)

Figura 3. Croquis das condigdes iniciais para uma regido semi-infinita em processo de solidificacdo:
a) Condicdo Inicial 1 (fungdo degrau); b) Condicdo Inicial 2 (perfil linear)

2.2.3. Condicao Inicial 3

Na Condicdo Inicial 3, a regido de interface esta caracterizada por uma curva definida segundo a propria solugéo
de Neumann para o problema, conforme Fig. 4.

Nessa condigdo inicial as temperaturas das fases solida e liquida (Ozisik, 1980) adimensionalizadas sio definidas,
respectivamente, como:

247

s

w

T

9:(77,1):1+A.erf{ 4 } (8a)

g (n.t)=1+Berfc % (8b)

e a posi¢do da interface ¢ definida pela equacdo transcendental definida pela Eq. (8c)

1+ A.erf[ ji/’;)} =1+ Berfc % A {WT (8c)

onde:
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-1 -1 ., _S(0)

A = 7 B = B - (9asb’c)
e”f[/ﬂ erfc[/i. IW*} 247
sendo A um parametro na equagdo da posigdo da interface.
A
T
“«—>
regiéo regido de liquido
de
solido
Ti
Tm
To
0" s(ty) «
Figura 4. Croquis da Condicao Inicial 3 (solugdo de Neumann, para uma regido semi-infinita em processo de

solidificag?o)
3. Aplicacgdo de Filtros

Visando a aplicagdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada ao sistema diferencial composto pelas
Egs. (1-9), é fundamental a selecdo de um conjunto de autofuncdes e autovalores que seja representativo para esse
sistema, porém retendo a maior quantidade possivel de informagdes das equacdes e condigdes de contorno além de
manter a natureza analitica da solugdo.

Para se aproveitar a facilidade de solucdo analitica de um problema de autovalor representativo, faz-se necessario
aplicar o processo conhecido como filtragem ao sistema diferencial, obtendo-se um sistema com condigdes de
contorno homogéneas, cujo problema de autovalor associado tenha solucdo analitica conhecida.

A fim de obter temperaturas homogéneas nos contornos sao aplicados filtros homogenizadores para o sistema de
equacdes adimensionalizadas tal como definido nas Egs. (10a,b)

0.(n.t)=F,(n0:7)+0,(n.7) (10a)
0,(n.7)=F (n:t)+0,(n.7), (10b)
onde:

F,(n;7)=Filtro Homogenizador da fase solida
F;(n, t) = Filtro Homogenizador da fase liquida
6, (n,7)=Temperatura Homogénea
@,(n,7 )= Temperatura Homogénea

Para as fungdes homogenizadoras, sdo propostas as Eqs (1la,b) como filtro para fase solida e liquida,
respectivamente.

. _S(t)-n

Fi(n r)——S(T) (11a)
., _n=58(7)

F;(n,r)——]_s(r) (11b)

Obtendo-se, entdo, a partir das Egs. (3a-c), as equagdes homogenizadas adimensionais para as fases solida e liquida e
interface tal como as Egs. (12a-c), respectivamente.
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2 lpynell=Llpyne)-LlF on:e)] (124)
6r s 77’ _8772 s 77’ 82’ s 77’

2
Llone =2 gm0l lFi(n:c)] (12b)
T as on or
1 aS(T)__i _ * * i _ i . * *i .
- an[em,r)] Y [0,(n.7)] 8’7[Fs(ﬂ,r)]+k.AT > [F,(?],T)]} (120)

A filtragem (homogeneizagao) as condigdes de contorno adimensionais, Eqs. (4a-d), resulta nos seguintes limites para
as fases solida e liquida, Egs. (13a-d), respectivamente.

0,(0,7)=0; 9,(S(7)7t)=0 (13a,b)
0,(5(r)7)=0; @,(1,7)=0 (13¢,d)

A filtragem (homogeneizag@o) das condi¢Ges iniciais adimensionais ¢ mostrada para o caso da Condigao Inicial 1 por
uma quesao de sintese, conforme Eq. (14a,b) e cujo processo se repete para as condigdes iniciais 2 e 3.

6,(n0)=0,comn—0 (14a)
6,(n0)=1-n,comn#0 (14b)

4. Solucio via Transformacio Integral

A Técnica de Transformada Integral Generalizada - GITT ¢ um método hibrido numérico-analitico que tem sido
desenvolvido como uma alternativa aos métodos puramente numéricos na solucdo de problemas convectivo-difusivos
ndo-lineares, tal como apresentado em Ozisik (1980), Mikhailov et al. (1984), Ozisik et al. (1974), Cotta (1993), Cotta,
(1992), Cotta (1994), Mikhailov et al (1993) e Cotta et al. (1990).

A idéia basica da técnica generalizada € relaxar a necessidade de encontrar-se uma transformacdo integral exata,
como na técnica classica, que resulte em um sistema diferencial transformado em forma desacoplada. Assim, pode-se
escolher um problema auxiliar de autovalor que seja caracteristico do problema original, desenvolver o par
Transformada-Inversa associado e efetuar a transformagdo integral, chegando-se a um sistema diferencial ordinario
infinito e acoplado. Basicamente, a aplicagdo do método de Transformagdo Integral do problema diferencial parcial
ndo linear consiste em integrar-se as equagdes diferenciais parciais originais em uma das diregdes coordenadas para
obter-se um sistema diferencial ordinario na outra dire¢do, podendo ser resolvido numericamente através de sub-
rotinas disponiveis em bibliotecas matematicas bem estabelecidas (IMSL Library, 1989). Tal transformagao ¢ possivel
ao se expressar a temperatura adimensional como uma expansdo em autofuncdes, as quais sdo obtidas a partir da
separacdo de varidveis de um problema homogéneo associado, com a finalidade de explorar suas propriedades de
ortogonalidade (Cotta, 1998).

Assim, aplicando os passos da GITT ao sistema diferencial parcial definido pelas Egs. (12), encontra-se o sistema
diferencial ordinario acoplado definido nas Egs (15), onde a convergéncia das expansdes das séries baseia-se na ordem
de truncamento para N autovalores do campo de temperatura transformado g (7) da fase solida e N, autovalores

para o campo transformado g ,;(7) da fase liquida.

d 1— Ns (_ _ 2 _

E[H&'(U]: _ZI{QSJ(T)' Asg/}_HSi(T)-/I[ (1)+Gg(7) (15a)
i
N, _ _

%[§L,»(T)]=—ZI{GLj(T)-ALy}—W*QeL,-(f).,Hf(r)+GL,-(r) (15b)
iz

dS(T) Ns — 8 * Pp— 6

dr :_Ste{g{eg(f)-%|l//5i(77,T)|S(T)+k AT 'eu(r)'%h//u(n:r)k(”}+G1} (15¢)

Da mesma forma, faz-se as transformagdes integrais para as trés condi¢des iniciais, exemplificado pela Condigéo
Inicial 1, Eq. (14a,b), que se transforma integralmente conforme Egs. (16a,b).

9(0)=0 (16a)
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— 1 1
QU(T)=mfs(r)[l//u(ﬂﬁ)-(l—ﬂ)}lﬂ, (16b)

A partir dos campos transformados g 5(7)e 7] 1;(7) , obtidos pela solugdo do sistema definido pelas Eqs.

(15-16), obtém-se o campo original de temperaturas adimensionalizadas e filtradas, valendo-se da formula de
inversa, tal como definido na Eqs (17a,b) para a fase solida e liquida, respectivamente.

N, _

Os(n.7)= i W (1n.7).0s(7), formula de inversa para fase solida (17a)
=1
N, _

G,.(nz)=7 W, (n.7).0,(7), formula de inversa para fase liquida (17b)
i=1

Esse processo de transformacao integral do sistema diferencial parcial original para um sistema diferencial
ordinario e sua posterior solugdo ¢ repetido da mesma forma para as condigdes iniciais 2 e 3 e os resultados e
comparagdes sdo discutidas na seqiiéncia.

5. Resultados e Discussao

Sao mostrados os campos de temperaturas obtidos pela solu¢do do sistema de equagdes diferenciais governantes
do processo de solidificacdo, dada pelas Eqs. (15-16) apdés o processo de inversdo dado pelas Egs. (17a,b),
comparando-se os resultados de diversas simulagdes variando-se o tipo de condi¢do inicial € o ntimero de Stefan, que
assumiu os seguintes valores: Ste = 0.01, 0.02, 0.1 ¢ 0.2.

Também se compara o resultado obtido com a solucdo classica de Neumann. Os valores obtidos pela solugdo de
Neumman e as diferencgas em relagdo as simulagdes convergidas estdo mostrados nas linhas em negrito, na Tab. 1.
Todas as simula¢des foram executadas utilizando-se os valores dados pelas Eqgs. (18a-d) para os parametros das
equagdes governantes.

a) Temperatura em =0 (fase solida) : T, = 293 K (20°C) (18a)
b) Temperatura de mudanga de fase: 7,, = 303 K (30°C) (18b)
¢) Temperatura em =/ (fase liquida): 7; = 3/3 K (40°C) (18c)
A Wx=1; K*=1edAT* = (T-T)/(T,-Ty) =1 (18d)

Em cada caso, o dominio do espaco adimensional, #, varia de 0 (zero) a I (um). Este dominio foi dividido em 401
posicdes, sendo adotado como valor inicial da interface, S(z 0) a terceira posi¢do dessa divisdo. Para efeito de

comparagdo, escolheu-se 3 (trés) pontos distintos do espaco: # = 0.0/ (no inicio do dominio); # = 0.50 (no meio do
dominio) e # = 0.99 (no final do dominio).

Da mesma forma o dominio do tempo adimensional, 7, varia de 0 (zero) a 0,/ (um décimo) em todas as
simulagdes. Este dominio foi dividido em 401 posigdes, sendo adotado como valor inicial do tempo, T s 2 segunda

posicdo dessa divisdo. Para efeito de comparagdo, escolheu-se 4 (quatro) pontos distintos do tempo: 7 =0.0005;, v =
0.0125; © =0.0500et = 0.0995.

Por outro lado, a convergéncia nos somatorios das Eqs (17a-c) dos sistemas diferenciais foi alcancada
aumentando-se o niimero (N) de equagdes adotadas. Comegou-se com N=3 até atingir-se a convergéncia com N=21 de
modo geral. O niimero de equagdes, N, € o resultado da soma entre o niimero de autovalores da fase solida (), com o
nimero de autovalores da fase liquida (%;), acrescentando-se mais uma equagdo, devido a interface, ou seja:
[N=N,+N,+1], com N, e N, que variam, portanto, de 1 a 10.

Para cada valor de posi¢do no espaco #, tempo 7 e ordem dos autovalores N; e N,, calculam-se as respectivas
temperaturas dimensionais, levando-se em consideragdo as Egs. (10a,b) e 2(d,e).

5.1. Analise de Convergéncia para Condicao Inicial 1

O processo de convergéncia ¢ exemplificado para o caso da Condi¢ao Inicial 1 por uma questdo de sintese ¢ se
repete de forma analoga para as condigdes iniciais 2 ¢ 3.

Na Tab. 1 para Ste=0.01, observa-se que, de um modo geral, a convergéncia ¢ mais rapida para tempos mais
afastados da condigdo inicial, segundo o critério de convergéncia adotado, isto é, 4 (quatro) algarismos significativos
convergidos com +/- 1 no quarto digito (nimeros em negrito na tabela). Esse critério ¢ atingido com Ny = N, = 4 na
posicdo 7 = 0.01 e v = 0.0995, atingindo um valor de temperatura de 22,33°C. Observa-se que em 7 = 0.0/ ¢
7 =0.0500, a convergéncia ¢ atingida com Ng=N,=6 (T=23,28°C). Ja em tempos mais proximos da condicdo inicial, a
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convergéncia s6 ¢ atingida em Ng=N;=8 (7=26,36°C), com 7 =0.0125. A convergéncia ¢ mais lenta ainda em
N;=N,=10, com T =0.0005, onde T=31,05°C, aproximadamente.

Na posi¢go 7=0.50 o comportamento ¢ similar, isto ¢, o critério de convergéncia, em geral, ¢ atingido mais rapido
em tempos mais afastados da condicdo inicial. Assim, o critério de convergéncia ja € alcangado em 7 =0.0995 com
Ng=N;=6 (T=37,16°C). Porém, em tempos proximos da condi¢do inicial, como em 7 =0.0/25 tal condig¢do s6 foi
obtida em Ng=N,=8. No tempo 7 =0.0005, ainda em n=0.50, o processo de convergéncia se mostrou oscilante e
embora seja observada uma tendéncia de convergéncia, o critério ndo foi alcangado de fato, sendo que a temperatura
calculada atingiu o valor de aproximadamente, 39,6°C. Em 5=0.99, a rapida convergéncia do campo de temperaturas &
obtida ja a partir do segundo autovalor, com Ng=N;=2. Nesse ponto mais afastado do dominio, via de regra, o critério
de convergéncia ¢ obtido mais rapidamente.

Tabela 1. Convergéncia da temperatura dimensional (°C) e diferengas na convergéncia para Condicédo Inicial 1

(Ste=0.01)
Temp. Dif. Temp. Dif. Temp. Dif. Temp. Dif.
o o L e eco | o | co | | co | )
s 7 =0.0005 7 =0.0125 7 =0.0500 7 =0.0995
n=0.01
1 40 - 25,0150 - 22,4890 - 21,7600 -
2 30,2507 32,23% 26,2494 -4,70% 23,2540 -3,29%| 22,3238 -2,53%
4 30,4511 -0,66% 26,3138 -0,24% 23,2663 -0,05% 22,3290 -0,02%
6 30,6514 -0,65% 26,3416 -0,11% 23,2752 -0,04% 22,3307 -0,01%
8 30,8514  -0,65% 26,3590 -0,07% 23,2780 -0,01% 22,3317 0,00%|
10 31,0511  -0,64% 26,3664 -0,03%| 23,2798 -0,01% 22,3330 -0,01%
Neumann 40,0000 -22,37% 26,6850 -1,19% 23,3190 -0,17% 22,3470 -0,06%
37=0.50
1 4 - 39,9830 - 38,7570 - 37,1340 -
2 41,3749 -3,32% 40,6926 -1,74% 38,8204 -0,16% 37,1732 -0,11%
4 39,2087 5,52% 39,8890 2,01% 38,7564 0,17% 37,1541 0,05%
6 40,5278 -3,25% 39,9803 -0,23% 38,7599 -0,01% 37,1556 0,00%
8 39,5719 2,42% 39,9687 0,03%| 38,7576 0,01% 37,1545 0,00%
10 40,3258  -1,87% 39,9725 -0,01% 38,7584 0,00% 37,1549 0,00%|
Neumann 40,0000 0,81% 39,9840 -0,03% 38,7770 -0,05% 37,1600 -0,01%
3n=0.99
1 4 - 40 - 39,9810 - 39,7090 -
2 39,8996 0,25% 39,9492 0,13% 39,9919 -0,03% 39,9677 -0,65%
4 39,8998 0,00% 39,9894  -0,10% 39,9957 -0,01% 39,9681 0,00%
6 39,9002 0,00% 39,9982  -0,02% 39,9959 0,00%| 39,9682 0,00%|
8 39,9007 0,00% 39,9992 0,00% 39,9960 0,00%| 39,9682 0,00%
10 39,9013 0,00%| 39,9994 0,00%| 39,9960 0,00% 39,9682 0,00%
Neumann 40,0000  -0,25% 40,0000 0,00% 39,9810 0,04% 39,7130 0,64%

Obs.: A convergéncia para N, = IV; = 10 foi atingida com tempo de processamento de / /min.

Os resultados apresentados e descritos na Tab. 1 encontram-se plotados na Fig. 5 em 7 =0.0125, onde o processo
de convergéncia descrito pode ser melhor visualizado.

De maneira similar a adotada para analise de Ste=0.01, procede-se agora a analise das simulagdes realizadas com
Ste=0.02, Ste=0.1 e Ste=0.2, de forma a se discutir o efeito do aumento desse pardmetro no campo de temperaturas e
nas taxas de convergéncia. A influéncia no avanco da interface sera discutida posteriormente, comparando-se todos os
valores de Stefan utilizados.

Com o aumento do nimero de Stefan, o processo de mudanca de fase torna-se mais rapido, levando entdo a
gradientes de temperaturas mais acentuados, o que pode ser verificado comparando-se os valores convergidos de
temperatura nas mesmas posi¢des e tempos, porém variando o numero de Stefan apenas, tal como apresentado na Tab.
2, onde os valores de temperatura sdo mostrados arredondados, segundo o critério adotado de 4 (quatro) algarismos
significativos de convergéncia.

5.1. Comparacdes entre as Condicdes Iniciais 1,2 e 3

Outra forma de se apresentar os resultados ¢ plotando-se os perfis de temperaturas convergidas para cada tipo de
condi¢do inicial, mantendo-se o numero de Stefan, tal como visualizado nas Figs. 6-9. Nessas figuras nota-se
perfeitamente o distanciamento, ja comentado, entre as solugdes obtidas com as condi¢des iniciais tipos 1 e 2 e aquela
obtida com a Condi¢do Inicial 3, em todos os nimeros de Stefan analisados.



Proceedings of ENCIT 2006 -- ABCM, Curitiba, Brazil, Dec. 5-8, 2006, Paper CIT06-0265

45.0 .
40.0 — —4
35.0 — L
5 —
N 7 I | -
'_
—%—
30.0 — & L
—f—
N —O— N=13
—A— N=15
25.0 — —— N=17 —
—%— N=19
T —%— N=21 -
—@— Neumann
200 \ \ \ I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Eta

Figura 5. Grafico de convergéncia da temperatura dimensional, T (°C), para Condicdo Inicial 1 com Ste=0.01 e
7=0.0125

Tabela 2. Temperaturas convergidas (°C) para Condi¢ao Inicial 1 em fun¢do do Numero de Stefan

Posicio Tempo T
" T =0.0005 | 7 =0.0125] 7 =0.05 | 7 =0.0995
Ste = 0.01
n=0.01 31,05 26,37 23,28 22,33
n=0.5 40,33 39,97 38,76 37,15
n=0.99 39,90 40,00 40,00 39,97
Ste = 0.02
n=0.01 31,05 24,70 22,38 21,69
n=0.5 40,33 39,97 38,72 37,06
n=0.99 39,90 40,00 40,00 39,97
Ste =0.1
n=0.01 31,05 22,37 21,19 20,84
n=0.5 40,33 39,97 38,55 36,67
n=0.99 39,90 40,00 38,55 36,67
Ste = 0.2
n=0.01 31,05 21,40 20,92 20,65
n=0.5 40,33 39,97 38,43 36,39
n=0.99 39,90 40,00 39,99 39,96

Ao se plotar o avango da posigao da interface em relagdo ao tempo, tal como mostrado na Fig. 9a, ndo é observada
diferenca significativa entre os avangos, pelo menos em nivel grafico, qualquer que seja a condi¢do inicial, quando
Ste=0.01. Porém, uma diferenga maior comega ser visualizada no avango em Ste=0.2 (Fig. 9b), quando ¢ considerada
a Condigao Inicial 3.

A anélise do avango da interface com a variagdo do numero de Stefan pode ser entendida, também, através dos
perfis de temperatura das Figs. 9a-c, para cada tipo de condicdo inicial estudada. Nessas figuras, para o tempo mantido
em 7 =0,05, foram plotadas as temperaturas obtidas nas simula¢des com os nimeros de Stefan ja utilizados e pode-se
observar o comportamento do avango da interface conforme ja descrito anteriormente.
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Figura 6. a) Perfil de temperatura dimensional convergida, T (°C), em cada condicao inicial para Ste=0.01 e
7 =0.0125; b) Perfil de temperatura dimensional convergida, T (°C), em cada condigdo inicial para Ste=0.02 ¢
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Figura 7 a) Perfil de temperatura dimensional convergida, 7 (°C), em cada condi¢@o inicial para Ste=0.1 ¢
7 =0.012, b) Perfil de temperatura dimensional convergida, 7 (°C), em cada condi¢ao inicial para Ste=0.2 e
7=0.0125

6. Conclusoes

No presente trabalho, foi obtida uma solug@o para um problema de solidificacdo de Stefan, utilizando a Técnica de
Transformada Integral Generalizada. Também foi apresentada uma analise detalhada do processo de convergéncia,
com o critério de convergéncia sendo efetivamente atingido na maioria dos casos.
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Figura 8 a) Posi¢do da interface, S(7 ), em cada condicao inicial para Ste=0.01,
b) Posicdo da interface, S(7 ), em cada condig@o inicial para Ste=0.2
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Figura 9 - a) Temperatura Dimensional (°C), na Condigao Inicial 1 e tempo T =0,05;
b) Temperatura Dimensional (°C), na Condigio Inicial 2 e tempo T =0,05

Foi realizada uma comparagdo critica com a aplicacdo da solucdo classica de Neumann para o mesmo problema.

Foram estudados e comparados os efeitos na solucgdo final, pela adogdo de trés condig¢des iniciais distintas. Ao que
tudo indica, a escolha da Condicdo Inicial 3 para a solucdo do problema de Stefan pode acarretar diferencas
significativas na solu¢@o numérica em relagdo a solugdo analitica, diferenca essa que pode ser reduzida pela utilizagdo
de outras condi¢des iniciais (como as condig¢des do tipo 1 ou 2). Essa analise ndo foi levada em consideragdo por
Ruperti et al. (1998) no texto de seu artigo, embora os resultados tenham se mostrados satisfatorios para a aplicagio
apresentada.
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Abstract

The processes related to the solidification (or fusion) are important in many areas of engineering and have been
object of numerous studies whose applications are extended to the problems such as the food freezing, ice
production, welding, casting of metallic leagues, preservation of human blood, storage of energy and many others.
In these problems, the interface that separates the involved phases moves in accordance with the absorption or
release of latent heat.

The problems of phase change are nonlinear due to presence of an interface in movement, whose position has to be
determined as part of the solution. On the other hand, the one-dimensional case of problem of phase change is
particularly well adjusted for the co variation of methods, since in this situation it has available solutions of
reference. The called solution of Neumann for the problem of Stefan is an analytical expression of easy
computational implementation, that can be used to test the exactness of alternative procedures, that later could be
used in the solution of more complex problems.

The objective of the present work is to evaluate the influence of the choice among distinct types of initial
conditions for the attainment of the temperature profiles of the solidification process. Three different initial
conditions are analyzed and compared to the Neumann solution using the Technique of the General Integral
Transform Technique - GITT.

Keywords: phase change, solidification, Stefan problem, integral transforms



