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Resumo. Neste trabalho é apresentada uma solug¢do analitica para o problema bidimensional estacionario de dispersdo de
poluentes na Camada Limite Planetdria cujo dominio é de contorno irregular por contemplar o relevo da regido em estudo. O
equacionamento do problema é obtido a partir da aplicagdo do conhecido modelo difusivo-advcetivo K ... A inclusao dos efeitos do
relevo é efetuada por uma mudanga de variaveis que leva em consideragdo a irregularidade da superficie do terreno. O problema é
resolvido para uma situagdo idealizada e ficticia em que a deformidade do contorno é emulada por fungoées matematicas. A
equagdo é resolvida pela técnica GITT (Generalized Integral Transform Technique) com solugdo analitica de seu problema
transformado obtida com o auxilio da Transformada de Laplace e do Método da Diagonalizagdo. Os coeficientes de difusdo e
advec¢do da equagdo resolvida sdo tomados como constantes para simplificar a abordagem. Os resultados alcancados sdo
relevantes nesta darea da engenharia, uma vez que os trabalhos até agora publicados, que determinam solugées analiticas para o
problema em questdo, consideram somente dominios de contornos regulares para a avaliagdo da concentragdo de poluentes na
Camada Limite Planetaria.
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1. Introduc¢ao

Problemas de poluigio, baseados no modelo de dispersio Euleriano, na baixa atmaosfera tém sido abordados com
sucesso pela técnica analitica conhecida na literatura como GITT (Generalized Integral Transform Technique) (Cotta,
1993; Cottae Mikhaylov, 1997). Esta metodologiatem se mostrado de muita utilidade no que serefere a avaliagdo dos
modelos matematicos adotados na simulagdo de problemas difusivos-advectivos. Além disso, recentes avangos
analiticos incorporados a ela tém contribuido para o aumento do interesse dos pesquisadores da area.

O modelo de dispersio Euleriano, tem sido largamente aplicado para estimar a concentragdo de poluentes na
Camada Limite Planetaria, provinda de uma fonte puntual e elevada. A partir da equagdo de difusdo-advecgio ¢
possivel se obter um modelo de dispersdo para umafonte de emissio continua, dadas as apropriadas condi¢des iniciais,
de contorno, o conhecimento do tempo, do espago ¢ dos campos de velocidade do vento. A solugdo desta equagdo tem
sido aproximada nas formas numérica, semi-analitica e analitica. Neste trabalho a atengido foi concentrada na obtengao
da solug@o analitica pela técnica da GITT.

A GITT pode ser resumida nos seguintes passos (Cotta, 1993; Cotta e Mikhaylov, 1997):

1) o potencia origina ¢ expandido em uma base determinada pelas autofungdes e autovalores associados de um
problema de Sturm-Liouville que, por sua vez, ¢ escolhido tendo como base o operador diferencial parcial do
problema original;

2) umaintegragdo ¢é efetuada para, aproveitando a ortogonalidade da base, transformar o problema original em
um sistema de equagdes, também chamado de problema transformado;

3) osistemaresultante é entdo resolvido e a formula da inversa ¢ utilizada para reconstituir o potencial original.

Em muitas aplicagdes, o problema transformado é um sistema de equagdes diferenciais ordinarias acoplado.
Historicamente este sistema de equagdes ¢ resolvido com o uso de sub-rotinas numéricas. Recentemente Wortmann
(2003) propods sua solugdo utilizando Transformada de Laplace e Diagonalizagdo de Matrizes, seguindo a mesma
metodologia ja empregada em Teoria de Transporte. Esta nova abordagem contribuiu para um avango analitico da
técnica.

Uma das caracteristicas da GITT é o fato dela permitir controle de erro dos resultados. Entre outras vantagens, esta
caracteristica ¢ de especial importdncia para avaliagdo dos modelos matematicos usados nas simulagdes
computacionais. Fregiientemente, os resultados obtidos em simulagdes diferem dos resultados de referéncia. A origem
destas diferengas, por vezes, é de dificil determinagdo porque podem ser o produto de varios fatores concomitantes. Por
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eliminagdo, a estimativa de um destes fatores contribui para a analise dos demais. No que se refere a simulagio,
provavelmente os principais causadores destas diferencas sejam a adequacdo do modelo matematico utilizado e/ou a
abordagem empregada na solugdo das equagdes. Portanto, uma vez conhecida ou predita a grandeza do erro devido ao
segundo causador listado acima, pode-se mais facilmente avaliar a performance do model 0 matematico. Além disso, o
controle de erro de resultados permite a avaliagdo e calibragdo de outras técnicas de solugdo de equagdes diferenciais.

Outra caracteristica da GITT ¢ que ela permite a abordagens de problemas com contornos variaveis. Isto é de
especia importancia em problemas de polui¢do porque possibilita sua simulagdo levando em conta o relevo da regido
estudada. Até onde os autores tenham noticia, todos 0s problemas de polui¢do na CLP resolvidos por esta técnica
encontrados naliteraturatém dominios regulares, pode-se citar os trabalhos de (Wortmann, 2000; Moreira, et. al.,2005;
Wortmann, et. al., 2005 e Cassol, 2006 ).

O principal objetivo deste trabalho é, portanto, resolver um problema bidimensional estacionario de polui¢do na
CLP com contornos veriaveis, devido ao fato de que o relevo da regido em estudo ¢ levado em consideragdo. A
abordagem utilizada paraa solugdo da equagdo diferencial parcial difusivo-advectiva, proveniente do mode o Euleriano,
representante do fenomeno, é a GITT com solugdo analitica do problema transformado por transformada de Laplace e
pelo Método da Diagonalizagdo. Sdo apresentados 0s resultados de simulagdes para alguns problemas ficticios, em que
sdo emulados acidentes no relevo.

2. O Modelo

O estudo do transporte e dispersio de poluentes na atmosfera ¢ comumente descrito pela equagdo de difusdo-
advecgdo, obtida da equagdo da continuidade, através da parametrizacdo dos fluxos turbulentos de concentragéo,
empregando-se o model o do transporte do gradiente ou teoria K. (Moura et. al., 1999).

Para um sistema de coordenadas cartesianas na qual a diregdo x coincide com adirecdao do vento médio, a equagéo
de difusio estacionaria pode ser escrita em sua forma classica como (Arya, 1995):

oc 0 oc
U—=—(K,—
ox Ox (K, ox

ac
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0
+—(K,
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onde, ¢ denota a concentragdo média do contaminante passivo, U ¢ a velocidade média do vento na diregdo x, K, K, e
K. sdo os coeficientes de difusdo turbulentos nas trés diregdes: x,y,z respectivamente (Pasquill e Smith, 1983; Seinfeld,
1986).

O principal objetivo deste trabalho preliminar ¢ considerar os efeitos do relevo na dispersdo de poluentes na CLP em
um modelo Euleriano de dispersio. Portanto, por simplicidade, os coeficientes de dispersio da equagdo (1) sdo
assumidos como constantes. E importante ressaltar que a técnica de solugio aqui utilizada ja foi aplicada com sucesso &
problemas com coeficientes variaveis (Moreira, et. al. 2005; Wortmann, et. al., 2005; Moreira, et. al., 2006 e Cassol,
2006), porém sem levar em consideragdo a irregularidade do dominio. Problemas mais realisticos fisicamente, com
abordagem analitica, cujo equacionamento considera os coeficientes de advecgdo ¢ de difusdo como fungdes das
variaveis espaciais e airregularidade do dominio serdo objeto de trabalhos futuros.

Desprezando a componente vertical do vento e o termo dadifusio longitudinal em relagdo ao termo da advecgdo do
vento nesta diregdo (ou seja, supde-se que a vel ocidade média do vento ¢ muito maior que a velocidade turbulenta nesta
diregdo), considerando ainda um coeficiente de difusdo turbulento vertical K, tomado constante, e procedendo a
integragdo transversal ao vento da Eq. (1) chega-se ao problema bidimensional:

oc(x,z) o’c(x,z)
U =K.
Ox K 0z’

c(r,2): f,()< 2 < f,(x); 0< x <o @
onde, c(x,z)representa a concentragdo média integrada transversalmente ao vento e f;(x) € f>(x) Sdo fungdes que
interpolam respectivamente o relevo e uma eventual alteragdo na Camada Limite Planetaria. Portanto qualquer relevo
que resulte em um dominio convexo e passivel de ser interpolado por uma fun¢do podera ser simulado por esta
abordagem.

As condi¢oes de contorno para o problema (Eq. 2) sdo:

% 0 emz=fi(x), ¢ z=fo(x) 3
Ue(0.2) =05 (=11, ) @)

ou sgja, de fluxo zero na superficie do solo e no topo da camada limite, e uma fonte com taxa de emissdo Q localizada a
umaaltura H ;. Onde 6 ¢é a fungdo generalizada delta de Dirac.
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2.1 Solucio Proposta

Seguindo o formalismo da GITT (Cotta, 1993), 0 primeiro passo ¢ escolher o problema de Sturm-Liouville
associ ado ao operador da equagio (2):

VD Gy (2 =0 )
oy, (x,z) _
T Jepn O ©

2=£(x)
2=1,(%)
onde 4; e y, (x, z) SAo os i-ésimos autoval ores e as i-ésimas autofungdes associadas.

Fazendo uma troca de variaveis pode-se determinar a solugdo do problema classicamente encontrada naliteratura
(Ozisik, 1980):

z— f1(x)

vilna)=eolh @

) ()

onde f,, Sio as raizes positivas de sen( 3, )=0.

Seguindo aidéia do Método da Transformada Integral Generalizada, GITT, (Cotta e Mikhaylov, 1997), o proximo
passo ¢ definir o par transformada-inversa:

_ 1 .[fz(x)C(X, )y, (x,2) d= (transformada) ®

C.(x)=
/0 S>(x) = f1(x) he) \/N_l

o(x,2) = Z % C. (%) (inversa) ©)

l f2(x) 2

N=——— [l//i (x, z)] dz (10)
Sa(x) = f1(x) '[fl(x)

onde v, (x, z) ¢ a solugdo do problema de Sturm-Liouville associado, N, ¢ a norma e a(x) ¢ a concentragdo no espago

transformado.
Uma vez definido o par transformada-inversa, deve-se entdo efetuar a transformagio integral propriamente dita.
Para tanto, aplica-se a0 problema descrito pela equagio (2) o operador:

(11

J-fz(X) () v, (x,2) )
I TAOEAG NI

onde a notagdo utilizada na Eq (11) significa multiplicar pela autofungdo ortogonal, dividir pela norma e, finalmente,
integrar em toda a dimensio transversal ao escoamento principal.
Faz-se uso das propriedades de ortogonalidade entre v, (x,z) e v, (x,z) :

(12)

J'fz(x) l//i(x,Z)l//j(x,Z) dZ:{l s i:j
A (fz(x)_f1(x))vNiNj 0, i#)

e do par transformada-inversa, para produzir o sistema de eguagdes diferenciais ordinarias para a(x) escrito
resumidamente como :

L E W+ MW () =0 (13)
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0 qual esta sujeito a condigio:

= o
C.(0)=
UL/2(0) - f1(0)y N,

v (0.H,) (14)

onde a(x) ¢ o vetor solucdo para a concentracdo de poluentes no espago transformado, M(x) é a matriz dos
coeficientes gerados pela aplicagdo da GITT, e seus termos podem ser descritos como:

_ =2in f,'(x)+ 2inCos(2ix) £, (x)

M(@i,i) = 470 15

) 47/, — /> () ? >

M0y = Y2 W +inCosin[6) (16)
(o)~ £, ()

M(,;)=0 (17)

M(0,0)=0 (18)

MG, j) = 7D S @)+ 1 = )7CosUm)CosUm, W iy g 19

(= )2+ )2 (f1(x) = f(x))

O dominio na variavel espacial ¢ entdo subdivido de forma a gerar m problemas acoplados pel os contornos. Assim
reescrevem-se as Eq. (13) e (14):

di C,,(x,)+M,(x,)C,, (x,)=0, O<x, <L, (20)

(0= Q w,(0.H,) (21)
UL, (0 - £, (0N,

C.(0=C,, (L), m=1,2,3... 22)

onde L,, Sio as dimensdes limite de cada m-ésimo subintervalo davariavel espacial longitudinal.
Além disso, em cada subintervalo a matriz M, (x, ) ¢ tomada como constante e seus elementos sdo assumidos

como os val ores medianos dos el ementos da metriz original em cadaintervalo, ou sga sio avaliados os val ores médios
dex,, ou sga, paracada matriz M,,(x,,):

Llll
) (23

Mm (xm ) = M’Il (

Aplicando-se a transformada de Laplace a variavel espacial e 0 Método da Diagonalizagdo (Segatto, et. al. ,1999)
para cada subinterval o da variavel espacial x, a solugdo do problema transformado é determinada

C,,(x,)=L(sI +4,,)1C,,, (0) (24)

i,m i,m

onde o operador L' representa a transformada inversa de Laplace da matriz (s/ + A, )™, I é a matriz identidade, 4, ¢é

a matriz de coeficientes numéricos que é gerada para cada m. Esta matriz serd entdo decomposta em autovalores e
autovetores como prevé o Método da Diagonalizagdo.

Obtida a solugdo do problema transformado pela Eq. (24), para se determinar, entdo, a concentragio de poluentes
no espago original, ¢(x,z), utiliza-se aférmula inversa da GITT descrita anteriormente pela Eq. (9).

3. Resultados e discussoes

Para todas simulagdes feitas foram utilizados os seguites pardmetros (Cassol, 2005): U=3,6m/s, H=115m,
0=400g/s, K, =40, z;= 2070m, n=10 (ou seja, foram tomados 10 termos no somatoério da Eq. (9)) e m=14 (significando
que o dominio longitudinal ao escolamento principal foi subdividido em 14 sub-intervaos). Os valoresde K, e U, foram
obtidos calculando-se amédia dos usados por Cassol, 2005.

Além disso, a funggo f>(x) que limita o valor maximo da variavel transversal, foi definida como sendo:
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X Z,
= +1|=L |, 0<x<6000 25
1> (x) [50+x jz x m (25

ondez; ¢ a altura da CLP. Estaescolhafoi feita de formaaaumentar a precisio dos resultados para pequenos valores da
variavel transversal, sem que seja necessario um aumento da quantidade de autovalores naférmuladainversadaGITT
(Eq. (9)). Este procedimento, portanto, permite aumentar significativamente a precisio dos resultados sem preudicar
seu desempenho computacional .

As dteragoes do relevo, como citadas anteriormente, foram simuladas através de fungdes matematicas escolhidas
devido a sua cagpacidade de mostrar um acidente geografico e a solugio proposta ao problema.

Para uma primeira simulagao escolheu-se uma curva Gaussiana:

f1(x) = ae’" (26)

paraa=0, a superficie torna-se plana e adistribui¢do da concentragido pode ser observadapela Figura 1.

Para a=0.15, »=-0.00001 e x, = 3000m, obtem-se uma gaussiana de centro em x,, isto ¢ no meio do dominio
considerado. O parametro a determina a altura da curva, assim observando a Figura 2 verica-se que o relevo apresenta
uma curva suave.

Aumentando o valor de a paraa=0.3, dobra-se a altura da curva gaussiana, assentuando a ateragao no relevo como
mostra a Figura 3. Pode-se verificar que, cnforme esperado, a pluma contorna o acidente geografico mostrando o acerto
gualitativo dos resultados. Além disso, para o caso em que a superficie é regular (a=0, Fig. (1)), a solugdo repete os
resultados para dominios regulares, ji encontrada anteriromente.

= u]ulu]

000

Figura 2. Concentragdo, C(x,z), em um relevo ficticio irregular (¢=0.15 na Eq.(26))
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Figura 3. Concentragiao, C(x,z), em um relevo ficticio irregular (¢=0.3 naEq.(26))

O objetivo das duas proximas simulagdes ¢ mostrar que o algoritmo pode ser aplicado para qualquer tipo de relevo
passivel de ser aproximado por uma fungdo matemética. E importante registrar que qualquer dominio convexo passivel
de ser representado por uma fungdo pode ser simulado, utilizando este método. Por exemplo, que um relevo convexo
qualquer pode ser interpolado por um polindmio de forma a ser representado matematicamente por ee. Uma vez
determinado este polindmio, o algoritmo aqui apresentado ¢ capaz de efetuar a simulagio.

Na quarta simulagdo tomou-se!

i) =1z, {% T gl ) J , com z=2070m , a=0.3 e b=-1.10° , x,=3000m @7

Fez-se entdo, a soma de duas curvas, simulando um acidente geografico composto por dois morros, representados na
Figura 4, naqual pode-se perceber que a dispersio de poluentes sofreu os efeitos das barreiras impostas pelo relevo.

[=u]ulu]

Figura 4. Concentragao, C(x,z), em um relevo ficticio irregular (utilizando Eq.(27))

E na quinta simulagdo utilizou-se uma fungio trigonométrica, esta escolhida de forma a mostrar efetivamente a
eficiéncia do método. Simulou-se entdo uma alteragdo no relevo em forma de onda cossenoidal.

z X
=—(C ——+500]+1) , com z;=2070m 28
S1(x) 40( os[x 1000 1+1) (28)
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Figura 5. Concentragao, C(x,z), em um relevo ficticio irregular (utilizando Eq.(28))
4. Conclusdes

Este trabalho apresentou os resultados para a simulagdo de um problema de poluigdo bidimensional estacionario na
CLP em que foi levada em consideragio a interferéncia do relevo em um model o Euleriano de dispersio. A abordagem
utilizada para solugdo da equagdo diferencial parcial difusivo-advectiva foi a GITT com solugdo analitica, por
transformada de Laplace e Diagonalizagdo de Matrizes do problema transformado.

No equaci onamento utilizado, os coeficientes de difusio e advecgdo foram tomados como constantes, por questao
de smplicidade, uma vez que este ¢ um trabalho preliminar. Todavia, a técnica da GITT ja foi aplicada em varios
outros problemas similares, quem comptemplam somente relevos homogéneos, onde tais coeficientes sio tomados
como variaveis. O principal objetivo aqui foi mostrar a habilidade da técnica em tratar problemas com contornos
variaveis nesta area de aplicagdo fisica.

Os resultados foram obtidos para um problema ficticio, portanto sua analise foi meramente qualitativa. E possivel
perceber claramente ainfluéncia da irregularidade do dominio no perfil de concentragdes obtido.

Nos proximos trabalhos pretende-se estender a metodologia agui demonstrada, a problemas mais realisticos, para
resolver problemas governados por equagdes diferenciais parciais difusivo-advectivas com coeficientes de difusdo e
advecgio variaveis em que airregularidade do dominio ¢é levada em consideragao.
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Abstract

In this work an analytical solution for the stationary bidimensiona problem of dispersion of pollutantsin the Planetary
Boundary Layer is presented whose domain has irregular contour contemplating the relief of the studied region. The
mathematical model of the problem is gotten from the application of the known difusive-advective model Kzz. The
inclusion of the effects of the relief is done by a change of variable that takes in consideration the irregularity of the
land’s surface. The problem is solved for an idealized and fictiona situation where the deformity of the contour is
emulated by mathematics function. The equation is solved by GITT technique (Generaized Integral Transform
Technique) with analytical solution of its problem transformed gotten with the aid of the Laplace Transform and of
Diagonalization Method. The coefficients of diffusion and advection of the decided equation are taken as constant to
simplify the approach. The reached results are relevant in this area of engineering, once that the works so far published,
that determine analytica solutions for the problem in question, only consider areas of regular contours for the
evaluation of the concentration of pollutantsin the Planetary Boundary Layer.

Keywords: Planetary Boundary Layer, Difusive-Advective Model, GITT, Laplace Transform, irregular surfaces
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