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Resumo. Com o uso da teoria do cdlculo fraciondrio e Transformada de Laplace, uma solugdo analitica geral é obtida para a
temperatura interna junto a parede de um reservatorio esférico, que armazena um determinado fluido, quando submetido a uma
brusca mudanga na temperatura do ambiente externo.
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1. Introducao

No projeto e andlise de reservatdrios esféricos, utilizados para a armazenagem de fluidos, o conhecimento da
transferéncia de calor transiente para o fluido no interior do tanque em funcdo do tempo torna-se necessario. Este
processo de transferéncia de calor € modelado supondo-se uma sibita variagdo na temperatura do ambiente externo ao
reservatorio e deseja-se conhecer as conseqiiéncias desta sobre as propriedades do fluido interno. Esta variagdo como
ocorre no ambiente externo, ou seja, na atmosfera, ndo € controlada, dai a relevincia do estudo proposto. A
representagdo matematica de tal situacdo pode considerar a presenga ou ndo da parede do tanque. A aproximagdo mais
simples do problema transiente é a andlise pseudo-estaciondria, vinculada a rapidez do processo de transferéncia ndo
estaciondria. Li (1986) gera solugdes para esta aproximacgdo em geometria cilindrica. Um dos fatores que controla esta
rapidez € a razdo entre as capacidades térmicas do fluido e da parede, uma andlise sobre a dependéncia da solugéo e
possiveis aproximagdes com relacdo a esta razdo € feita por Sucec (1988) para o escoamento no interior de um tubo.
Krishnan (1982) analisa o caso de transferéncia transiente de calor em geometria cilindrica, fazendo uso da
transformada de Laplace para a obtencdo de uma solugdo analitica para o problema. Vargas (1990) também trabalhando
em geometria cilindrica, estabeleceu solucdes analiticas aproximadas para diferentes situagdes em relagdo as
capacidades térmicas da parede e do fluido interno, utilizando o calculo fraciondrios.

A representatividade da influéncia da parede no processo de transferéncia de calor é avaliada fisicamente a partir de
um parametro comparativo entre as capacidades térmicas do fluido e da parede.

Encontra-se na literatura solugdes para problemas semelhantes ao que se deseja tratar, onde normalmente despreza-
se a influéncia da parede do reservatério com a intengdo de simplificar-se a representacdo matemdtica e viabilizar-se
assim a obtencdo de uma solucdo analitica. Neste trabalho apresenta-se uma técnica alternativa de solucdo onde
contempla-se as duas situacdes, quais sejam o modelo com e sem a presenca da parede. A partir destas solugdes pode-se
ter entdo uma idéia do comprometimento do problema real com as hipdteses simplificadoras. A técnica utilizada
consiste no uso simultdneo de Transformada de Laplace e cdlculo fraciondrio para a construcdo de uma solugdo
analitica em forma fechada. O resultado obtido é valido para valores pequenos do tempo adimensionalizado, e este
intervalo de validade € explicitado, esta restricdo quanto a aplicagdo da solucdo ndo compromete o modelo visto que
este representa o estado transiente, que ocorre apenas no inicio do processo. Resultados serdo apresentados tanto para a
temperatura da parede como para o fluxo de calor transferido, considerando-se valores pré estabelecidos de coeficientes
de transferéncia de calor, tanto de forma grafica como numérica. Perfis de temperatura adimensionalizada também serdo
confrontados a fim de verificar a coincidéncia das descri¢des com e sem parede no modelo matematico.

2. Analise

Na situacdo fisica, um gds, inicialmente com temperatura uniforme T; em toda sua extensdo, estd no interior de um
tanque esférico de raio interno R. Uma variag@o subita na temperatura do ambiente externo para Ty, inicia o processo de
transferéncia de calor dependente do tempo. Considera-se apenas a direcdo radial da transferéncia de calor, assim como
assume-se que a temperatura € constante ao longo da parede do reservatério de espessura, b.
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Para as condigdes estabelecidas, um balango de energia para o fluido e entdo para a parede de espessura b, além do
uso da condi¢do de conjugacdo dos fluxos e continuidade da temperatura na interface parede-fluido, determina um
conjunto de equacdes diferenciais e condigdes que sdo apresentadas a seguir.

Seja, entdo a equacdo de energia em coordenada esférica somente na diregdo radial, Ozisik (1980):
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sujeito a seguinte condi¢@o de contorno em r=R:
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Além da imposi¢do de que em todo o dominio do problema a temperatura deva ser limitada e com a condi¢do
inicial sendo.

T=T,emt=0 (1.c)

onde T = T(r,t) é a temperatura; r € a coordenada radial; o, a difusividade térmica do fluido interno; U é o coeficiente
global de transferéncia de calor entre o fluido externo ao reservatério e a parede interna baseado na drea superficial
interna; A € a drea da esfera de raio R; V, o volume da parede; k, € a condutividade térmica do fluido interno; p, a

massa especifica, ¢ 20 calor especifico; sendo o sub-indice w indicador de que as propriedades referem-se a parede.

A condig¢do de contorno para r = R pode ser dividida por kA sendo entdo reescrita levando-se em conta a geometria
do problema como:

2 | P
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o k R 3|R k  or

introduzindo-se os seguintes adimensionais:

T(r,t)—Ti ot r
Z,F)=—+— F=—,Z=—;8S=— 3
¢( ) TL—Ti ’ R2 Ra k B ( )

sendo ¢(z,F) a temperatura adimensionalizada, F o tempo adimensionalizado, z a coordenada radial adimensionalizada e
S é um coeficiente que relaciona a resisténcia a transferéncia de calor do fluido interno com a resisténcia associada a
parede e ao fluido externo, o problema (1) pode ser reescrito como:

2
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R
Sendo 4= P , 0 parAmetro comparativo entre as capacidades térmicas do fluido interno e do material da

chw
parede. Para simplificar-se a notagdo define-se:
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Note que G € praticamente governado pelo termo 1/a , visto que o termo entre colchetes tende a um, devido a
espessura, b, ser usualmente muito menor que o raio do reservatdrio, sendo assim G representa a comparagdo entre a
capacidade térmica do material da parede e a capacidade térmica do fluido interno.

Com o objetivo de solucionar-se o problema (4) aplica-se a transformada de Laplace no tempo adimensional F,
resultando:.
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A solugdo do problema acima colocado, levando-se em conta que a mesma deve ser finita, é expressa em termos
das fungdes esféricas modificadas de Bessel como:

- T
. p)=c /_] | 7
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Derivando a Eq.(7) em relagdo a z obtém-se.

J — T
PG p=cyp /muu(zm (8)

Entéo eliminando a constante ¢ da Eq.(8) pela utilizacdo da Eq.(7), escreve-se para a posicdo z=1, que representa a
posicdo junto a parede do reservatorio
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Se a razdo entre as fungdes esféricas modificadas de Bessel for igual a 1, entdo a Eq.(9) pode ser reescrita como

8%5(1, ) =pop), (10)

Tal condi¢do ocorre quando o argumento de ditas fungdes for maior que 10, de acordo com Abramowitz e Stegun
1965.

Neste momento busca-se na teoria do cdlculo fraciondrio a relacdo, que representa a transformada de Laplace da
derivada de ordem Y2 de uma funcéo, de forma que

al/Z a—l/Z
L{WWZ’F)}z\/;L@(ZyF)}—Wﬂz,O), an

onde o simbolo # denota a transformada de Laplace aplicada no tempo adimensionalizado F. Tendo em vista que a
semi-integral de uma constante €, Oldham e Spanier (1974),

1/2 1/2
d/

dFl/Z c=2c 711/2 ’ (12)

e como a constante no problema tratado € a condigdo inicial e esta por sua vez € nula entdo a a Eq.(11) € escrita como

al/2
L{—¢(Z,F>}=\/?L Pz P}, (13)

aFI/Z

que para z=1 e comparando-se com a Eq. (10) reduz-se a
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al/z a
L {aF—m ¢, F)} = L{§ a1, F)} , (14)
aplicando a Transformada inversa na Eq. (14) tem-se
al/2 a
——0(LF);=1—0o(, F);, 1
{aFl,z o( >} {az o( )} (15)

repassando-se a derivada em relagdo a z na equacdo anterior pela expressdo representativa da condi¢io de contorno em
z=1, Eq. (6.b)

81/2 a¢
——0=S(1-¢)-G—. 16
op ?=5U=9=Gop (16)
Aplicando transformada de Laplace na Eq. (16)
_ o-\2 Ry _ _
Vpb. ~ 5 0. (F =00 == =55, = pGY,. (17)

Avaliando a semi-integral da condicdo inicial e isolando ¢p , a transformada de Laplace de ¢(z=1,F), na Eq.(17)

tem-se

— S

7 [ — 18
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Para se retornar ao dominio tempo utilizou-se a tabela apresentada em Roberts e Kaufmann(1960) e a expressao
final tem a seguinte forma:

FIG
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Onde e € a fungdo exponencial, erfc € a fungdo erro complementar e u é uma varidvel de integracéo.
Esta expressdo permite calcular ¢ na parede do reservatério em fung¢do da varidvel F em um modelo onde a

capacidade térmica da parede foi considerada na constru¢do do modelo matemadtico. Freqiientemente, com o objetivo de
facilitar a obteng@o de uma solugéo analitica para o problema de transferéncia de calor transiente negligencia-se o efeito
da parede na transferéncia de calor, isto no modelo traduz-se em d — o ou na notag¢io utilizada, conforme a Eq.5, em
G — 0. Ao considerar-se tal hipdtese, toma-se o limite da Eq.(19) com tal consideragdo, entdo tem-se como resultado
final:

¢p(F)=1—eSZFerfc(S\/F). (20)

Os resultados expressos pelas Egs.(19) e (20) a medida em que foram obtidos sob a condi¢c@o de que os argumentos
das fungdes de Bessel fossem maiores que 10, restringe o seu intervalo de validade no dominio do tempo adimensional,
F. Decorre dai que

Jp>10, p>100, p*>100p, L"(%)<L"(L), F<00l. 1)
» 100p

Ou seja, as solugdes acima referidas valem para o dominio de tempo adimensional compreendido entre 0 e 0,01.
3. Resultados

Com o uso das Eqgs.(19) e (20) contruiu-se a evolugdo da temperatura junto a parede do reservatdrio, expressa em
termos de 6 =1— ¢ , uma temperatura adimensionalizada, em fun¢io do tempo adimensional, F, para diferentes valores

de G, pardmetro definido de forma a considerar a relacdo entre as capacidades térmicas do fluido e da parede, a seguir
apresenta-se na Tabela 1 valores para esta quantidade considerando-se alguns pares de materiais, referentes a
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substancia que constitui o fluido interno e a parede do reservatério. Note que & tende ao infinito, o que equivale a G
tender a zero, quando a capacidade térmica do material da parede é pequena quando comparada a do fluido, esta
condic@o pode ocorrer se um liquido estiver no interior do tanque.

Tabela 1: Valores da quantidade G definido pela Eq. 5 em funcéo da razdo entre a espessura da parede e o raio do
reservatorio assim como de diferentes materiais envolvidos no sistema.

b/R G
0 0
3,15 aco/ar
0,001 5,18 aco/hélio

8,6 x 10" aco/dgua
1,2x 10° aco/glicerina
31,8 aco/ar

0,01 52,3 aco/hélio
8,6 x 107 aco/dgua
1,2x 107 aco/glicerina
315 aco/ar

0,1 572 aco/hélio

8,6 x 107 aco/dgua
1,3x 10" aco/glicerina

A partir de alguns valores de G da Tabela 1, coeficientes de transferéncia de calor convectivo usuais e da
condutividade térmica do fluido interno plotou-se o comportamento da temperatura na interface parede-fluido interno,
que sdo apresentados nas Figuras 1 e 2.
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Figura 1: Gréfico da temperatura adimensionalizada, (1-¢y,), junto a parede do reservatério, em fungdo do tempo, F,
para G=0,1 com o pardmetro S assumindo os valores 0,1-0,5-2,0.

A fim de investigar a influéncia das simplifica¢des no modelo matemdtico sobre o comportamento do sistema fisico
examinou-se o comportamento da temperatura para diferentes valores de G, conforme apresenta-se na Figura 2.

As curvas sdo bastante coincidentes quando G refere-se aos valores zero e 0,001, mas para G=0,1 o modelo
simplificado comprometeria a descri¢do. Observa-se também que o nivel de coincidéncia entre elas para um mesmo
valor de S ndo € o mesmo em todas as situagdes, assim como dependem do tempo considerado. Na simbologia S
representa a razdo entre a resisténcia térmica do fluido interno e a resisténcia associada a parede, ou seja se S é grande
a influéncia da parede no modelo é menos representativa, o que leva a pensar que os resultados sofrem menor influéncia
do parametro G, indicador das relagdes entre as capacidades térmicas do fluido interno e da parede. A magnitude de G é
decisiva no comportamento fisico do sistema, ou seja, ela ¢ um indicador se a parede é espessa o bastante para atrasar a
evolucdo da temperatura no lado interno da mesma em direcio ao valor da temperatura a que o meio externo submeteu-
se, ou ndo. Em outras palavras a magnitude G indica se o modelo simplificado pode ser utilizado para retratar o
comportamento fisico real do processo de transferéncia de calor ou ndo, quando entdo apenas o modelo completo
tornar-se-ia representativo do sistema.
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Figura 2: Grafico comparativo da temperatura adimensionalizada junto a parede do reservatério, (1-¢y,), em funcdo do
tempo, F, para G=0,1;G=0,001e G=0, com o parametro S = 0,5 e S=2,0.

Observe que no momento em que se conhece ¢, a temperatura adimensional na parede, na situagio em que o

w?
efeito da parede € desprezivel, pode-se determinar o fluxo de calor através da parede do reservatério como, Sucec
(1988):

0,=281-¢,). (22)

A seguir, representar-se-4 o fluxo adimensional de calor, QW, em funcio do tempo adimensional F para alguns

valores de S.

Tabela 2: Resultados para o fluxo de calor adimensionalizado em fungdo do tempo adimensionalizado para diferentes
valores do parametro S.

F S=0,1 S5=0,5 S5=2,0
0,0000 0,2 1 4

0,0005 0,199498 0,987508 3,805888
0,0025 0,198877 0,972404 3,585828
0,0045 0,198495 0,963250 3,859780
0,0065 0,198193 0,956091 3,364836
0,0085 0,197936 0,950098 3,286964
0,0105 0,197708 0,944715 3,220240

5 Conclusao

Com o uso do célculo fraciondrio chegou-se a uma solug@o analitica para o problema de transferéncia de calor em
um reservatorio esférico, onde nao foi negligenciado o efeito da capacidade térmica da parede frente a capacidade
térmica do fluido, em fungdo do tempo adimensional, F. Contudo a solu¢do apresentada tem um intervalo limitado
quanto a validade. A partir de tal solu¢do chega-se ao caso limite onde a parede é negligenciada no modelo matemaético
e comparagdes podem ser verificadas no sentido de clarificar, que muitas vezes o modelo simplificado pode nio
corresponder a situag@o que tenta-se modelar. Tais simplificagdes dependem do coeficiente global adimensionalizado, S
e do tempo adimensional, F, conforme estudo realizado.

As solugdes reproduzem adequadamente o comportamento fisico esperado do sistema além de apresentarem carater
analitico, o que implica em baixo esforco computacional para implementd-las. Acresca-se a isso, a facilidade
demonstrada quando da solu¢do do problema com parede espessa, sem a necessidade de técnicas baseadas em
diferengas finitas, faz com que este método alternativo de solu¢do pareca bastante atraente.
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SIMULATION OF THE TRANSIENT INNER WALL SPHERIC RESERVOIR TEMPERATURE BY THE
FRACTIONAL CALCULUS.
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Abstract. By means of the fractional calculus theory and the Laplace transform, a general analytical solution is obtained for the
inner wall reservoir temperature, for the case of a fluid within a reservoir submitted to a sudden change in the outside temperature.
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