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Resumo. A conducgéo de calor transiente em um solido durante o processo de ablagdo representa uma area de grande importancia
tecnoldgica. Problemas deste tipo sdo inerentemente ndo-lineares e envolvem fronteiras moveis ndo conhecidas a priori. Devido a
estes fatores, solugOes analiticas exatas para a transferéncia de calor transiente relativa ao fendmeno ablativo sdo dificeis de serem
obtidas e praticamente inexistentes na literatura. Apenas solugdes numéricas e aproximagdes analiticas sdo encontradas e
necessitam de consideravel processamento computacional, mesmo no caso de modelos simplificados. Este trabalho traz como
contribuicdo a solugéo analitica aproximada da equagéo de conducdo de calor unidimensional transiente durante o processo de
ablacdio de um material de propriedades termofisicas constantes submetido a um fluxo de calor constante. Para isto utiliza-se o
Método Integral, com um perfil de temperatura parabdlico, levando em consideracdo as duas frentes de penetracdo: do calor e de
ablacdo. O resultado encontrado € comparado com os resultados numéricos apresentados por Blackwell.

Palavras chave: ablacdo, método integral, conducéo de calor transiente, solucdo analitica.
1.Introducdo

A Conducéo de calor transiente em um sélido durante o processo de ablacdo representa uma area de grande
interesse tecnoldgico. Problemas deste tipo s@o inerentemente ndo-lineares e envolvem uma fronteira mével ndo
conhecida a priori. De acordo com Chung et al. (1985) e Zien (1978), a solugdo analitica para a transferéncia de calor
transiente em um solido com ablacdo é muito dificil e praticamente inexistente. Apenas solugdes numéricas e
aproximagdes analiticas estdo disponiveis e, necessariamente, requerem um alto custo computacional, mesmo quando
sdo utilizados model os unidimensionais simplificados.

Assim, sera abordado um modelo matematico, baseado no mesmo modelo fisico apresentado por Landau (1950),
gue soluciona de maneira aproximada a conducdo de calor unidimensional transiente em um material ablativo puro. O
model o apresenta uma solucgao al gébrica fechada baseada no método integral.

2.RevisdodalLiteratura

Landau (1950) foi o primeiro a propor um problema idealizado de ablacgo que passou a ser conhecido como o
Problema de Landau, onde as propriedades do material ablativo puro sdo consideradas constantes e uma das faces do
material é aquecida por um fluxo constante. O material produzido pela ablagdo (gases ou liquidos) é considerado
removido instantaneamente, no mesmo momento em que € criado, de forma a néo interferir no fluxo de calor na
superficie. Landau resolveu esse problema por integragdo numérica para um solido semi-infinito.

Sunderland et al. (1961) apresentaram 0 mesmo problema e utilizarem o método de diferencgas finitas para
solucionar o caso onde o fluxo varia com o tempo. Biot et a. (1964) usaram o método variacional para solucionar o
problema de Landau com propriedades varidveis. Goodman (1969) resolveu o problema usando o método de balanco
integral do calor. Por suavez, Zien (1978) apresentou solugdes aproximadas para o problema de Landau com dois perfis
de fluxo variavel com o tempo. As solucfes foram obtidas através de método integral.
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Chung et a. (1985) fizeram o estudo de trés métodos (método de balanco integral, método integral de ( -momento
e método de diferengas finitas implicitas) para a ablagdo de um material finito submetido a quatro tipos de fluxos
varidveis em fungdo do tempo. Neste estudo foram apresentadas as comparagdes entre os métodos, onde concluiu-se
que os métodos de balanco integral e o da integral de (] -momento sdo 0s mais adequados para a determinagéo da
espessura do material ablativo e dataxa de ablagéo.

Hogge (1985) discutiu a aplicagdo da técnica de elementos finitos deformaveis a um problema de ablagdo
bidimensional. Por sua vez, Hibbert et al. (1988) apresentaram uma solu¢do baseada em uma formulagdo entélpica
usando volumes finitos para problemas de mudanga de fase, entre os quais pode ser enquadrada a ablagdo. Blackwell
(1988) adaptou o esgquema de diferencas exponenciais de Spalding para a solugdo do problema de Landau, usando uma
malha presa a superficie ablativa. O esquema foi implementado usando volumes finitos para a solu¢do de um problema
“real” de ablagéo, cuja solucdo é usada como referéncia para este trabal ho.

Venkateshan et al. (1990) apresentaram um método de integracdo generalizada para a solucgdo analitica do problema
de ablagcdo de um meio semi-infinito, submetido a fluxo varidvel com o tempo. Bons resultados para o caso de fluxos do
tipo “Power Law” e para o caso de re-radiacéo foram obtidos. Storti (1995) considerou o problema de ablagcdo de uma
fase como sendo um problema de Stefan de duas fases: uma sendo a do material propriamente dito e a segunda de um
material ficticio, que ocupa a regido onde o primeiro material foi removido. Ele usou o método de elementos finitos
para a solugdo desse problema. Mohan et al. (1996) solucionou o problema de Landau com propriedades variaveis,
utilizando a representac@o de volumes finitos com esquema temporal adaptativo para a perseguic¢ao correta da resposta
transiente ndo linear. Hogan et al. (1996) apresentaram a solugdo para o problema de ablagdo axisimétrico
bidimensional. Para isso foi utilizado o método de elementos de volumes finitos com malha mével para a discretizagdo
daequagéo daenergia.

Katte et al. (2000) apresentaram um modelo bidimensional em coordenadas cilindricas com o fluxo térmico
variando axiamente e temporalmente. A idéia de utilizar-se 0 nimero efetivo inverso de Stefan como um calor latente
adimensional, foi apresentada neste trabalho, sendo que as equacfes diferenciais resultantes foram solucionadas através
da técnica de diferencas finitas. No Brasil, mais recentemente, Jinior et al. (2000) propuseram uma abordagem do tipo
“improved lumped differential” para o problema de Landau com fluxo constante, que é resolvida numericamente com o
auxilio do software de manipulagdo algébrica Mathematica. Para o caso de materiais ablativos compostos, Shih et al.
(1997) apresentou um modelo tedrico que leva em consideracdo os efeitos de ndo equilibrio térmico, as propriedades
varidveis com a temperatura, a reagdo de pirdlise e a expansdo termoquimica. Esse modelo foi desenvolvido utilizando
médias volumétricas e € implementado com o0 método de volumes finitos.

No presente trabalho € apresentado uma solucdo analitica aproximada do problema de Landau utilizando-se o
método integral com um perfil parabdlico. Com isso pretende-se suprir o hiato indicado por Chung et al. (1985) e Zien
(1978) com uma solugdo analitica, ainda que aproximada, que independe de implementacdes e andlises computacionais.

3.Modelo Fisico

Um material ablativo simples semi-infinito € aquecido por uma fonte de calor uniforme na face aparente. No
comego 0 material se encontra a uma temperatura constante uniforme, T, . Com aincidéncia do calor proveniente da
fonte, a temperatura de parte do material comega a aumentar. O comprimento desta parte do material aquecido é
chamado de posic&o da frente de penetragéo do calor, d p » Que delimita a regido onde o fluxo de calor incidente ainda
ndo se fez sentir (derivada da temperatura em relagéo ao espaco é zero). O fluxo de calor, gerado pela fonte, faz com
que a temperatura na superficie aumente até atingir a temperatura de ablagdo, T ,, dando inicio & mudanca de fase.

Durante o periodo de ablagdo, uma parte do calor incidente € utilizada nos fendmenos de ablagdo e a restante é
conduzida para o interior do material ndo consumida da prote¢do térmica. Os fendmenos de ablagdo consomem uma
parte do material que é instantaneamente removido, conforme modelo apresentado por Landau (1950). O comprimento

desta parte do material é chamado de posic&o da frente de ablaczo, d A» € afrente de ablago é definida como o local
onde se encontraafronteirafisica do material. Um esguema desse model o pode ser observado naFig. (1).
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Figural Modelo Fisico Adotado

4.Modelo Matemético

A grande maioria dos model os matematicos utilizados para a solucéo dos problemas de mudanca de fase utilizam-
se de uma das seguintes formulacBes: entdlpica e de temperaturas. A formulagdo entdlpica tem como principal
caracteristica o fato de que todo o dominio de calculo é descrito da mesma maneira, tanto antes como apés a posi¢ao de
frente de mudanca de fase. A mudanca de fase aparece como um salto das propriedades do material analisado, em
especial, a entalpia. Ja na formulagdo de temperaturas, 0 dominio de célculo é dividido em duas éreas, cada uma
composta pelo material em uma determinada fase. Essas &reas sdo unidas pela frente de mudanga de fase, que apresenta
uma equagao de acoplamento entre as areas.

Nesse trabalho sera utilizada a formulagdo de temperaturas, que se mostrou conveniente, uma vez que a fase nao-
solida, ou posterior a ablacdo, € considerada removida instantaneamente sem que seja necesséria qual quer suposic¢éo a
respeito de suatemperatura (modelo de Landau, 1950). O equacionamento apresentado a seguir surge destas hipoteses.

A equagdo de conducdo de calor unidimensional para o materia sdlido, onde a densidade e a capacidade calorifica
do material a pressdo constante sdo consideradas constantes, € dada por:

1m_121T0

O T
it Txg xg

@

onde I é adensidade do material, C, é a capacidade calorifica do material a pressdo constante, K é acondutividade

térmica do material, T(X,t) é a temperatura do material, Xé a coordenada espacial na diregdo em que ocorre o
fendémeno da ablacdo e t € acoordenadatemporal.
As seguintes condigdes de contorno sfo vélidas para o periodo pré-ablativo (t £1,), onde t, éotempo no qual a

temperaturada superficieatinge T ,:

1T
- k—=0,em x=d 2
Tx P @
T=T,,emx3 dp ©)
1T
- k— =q®en x=d 4
T A @)
onde (C é o fluxo de calor incidente na face do material que vai sofrer a ablagéo. Nesse periodo d A € constante
dd
d_tA = 0. Japarao periodo ablativo (t 3 t,), temse:
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T
- %Zo,em X=dp ©)
T=T,,em x=d, (6)
1T dd
-k—=0q@¢ r | A em x=d
1x a dt o A @
T=T,,em x=d, ®

onde | é o calor latente de ablagdo, que é proveniente de um balanco dos calores latentes de todos os fendmenos

da

envolvidos no processo, e € ataxainstantanea de ablac&o ou a velocidade na qual o material é consumido.
Integrando-se a Eqg. (1) em X entre dA e dp, e utilizando-se a regra de Leibniz, uma vez que os limites de
integracéo variam com o tempo, obtém-se a seguinte equacao:

x=dp
d dd, dd, 1T

dp
— Yy dx-T +T =a 9
dtd?- |X:dp dt Ty dt X ©

onde & éadifusividade térmica, definidacomo a © .
r G

4.1. Méodo Integral

O método integral, conforme descrito por Goodman (1969), é idea para problemas ndo lineares, tais como a
transferéncia de calor com mudanga de fase, por ser maledvel o suficiente para absorver as ndo linearidades sem que
seja hecessario linearizar o problema. Conforme universalmente estabelecido, no método integral propde-se uma funcgéo
resposta para a variavel do problema que dependa de alguns parametros a serem ajustados através das condicfes de

contorno do problema. Para o presente trabalho, optou-se por uma fungdo resposta para a temperatura T naformade

um polindmio de segundo grau na coordenada espacial X, cujos parametros A, Be C sdo dependentes de t.
Portanto a distribui¢&o de temperatura e a sua derivada, sdo dadas por:

T
T=Ax*+Bx+C, ﬂ—:2Ax+B (10)

1 x
4.1.1. Periodo Pré-Ablativo

Substituindo a Eg. 10 nas condigdes de contorno estabelecidas para o periodo pré-ablativo, Egs. (2), (3) e (4), os
par@metros A, B e C podem ser determinados, resultando no seguinte perfil de temperatura:

- q@I(X- dP)2
T 2k(dA- dp)+To,emdA£x£dF, (11

Resolvendo-se a Eq. 9 para esta temperatura e resolvendo as derivadas e integrais espaciais, a seguinte expresséo é
obtida, apds alguma manipulagéo algébrica:

i@qu - dP)2 ';.
dté 6k ;

I-O
1

q@(dA - dP)ddA :aq_ﬂt
2k dt K

12

Q-

O segundo termo desta equacdo é nulo, uma vez que na regido pré-ablativa,d A€ constante. Definindo-se

u® (d, - d,)? esubstituindo na expressio anterior, tem-se:
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d
e = ¢
= (q®u)=6aq (13)

Que pode ser escrita como:

du u d du d
= _— —| =6
Ty q@dt(qﬂ) ou dt+udt[n(q@)] a 14)

Cujasolucéo é dada por:

tha qfdt

— 1o
u==— 4y
q¢ °

15

onde t, é o tempo no qual iniciou-se o processo de pré-ablagéo e U, € o quadrado da distancia entre dA e dp , o

instante de inicio do processo. Usualmente {, e U, séoiguaisazero. Substituindo U naequag&o anterior, tem-se:

tha q)dt
_

(16)
d,-d,)? +(d,-d,)
(- 05)'= - 00)
Para o caso em que U, éigual azero esta equagdo sereduz a
17)
.2
0
5 (18)

+T,,emd, £X£d,

t
dGa q@dt

2k|l—
q®

Falta apenas determinar o instante t,, em que a temperatura na superficie (X = d a) € TA. Substituindo estes
valores na equacdo anterior e considerando & e ({constantes, obtém-se:

[Zk(TA - To)] : +t

t,. =
A 6a qef ©

19

Em suma, pode-se afirmar que as Egs. 3, 11 e 17 representam a soluc&o do problema para o periodo pré-ablativo.
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4.1.2. Periodo Ablativo

As condicGes de contorno vélidas para o periodo ablativo sao apresentadas pelas Egs. (5) a (8). Assumindo-se o
mesmo perfil de temperatura parabdlico, dado pela Eq. 10 e seguindo 0 mesmo procedimento adotado na seccéo
anterior, obtém-se a seguinte distribuicédo de temperatura, a partir das condic¢des de contorno dadas pelas Egs. (5), (6) e

(8):

T=(T,-T,) - +T, (20)

Passa-se ao céalculo de dP ed A- Substituindo a Eq. 20 na Eq. 9 e a partir de uma manipulagéo agébrica simples,
tem-se:

( T,) dd,
( 4. C A’ ol Yx-d, fd Xg+ (T,-T,)—= dt
) (21
( T,) 1
—a——\x-d
Goarm )]
Resolvendo aderivada e aintegral espaciais, a seguinte expressao é encontrada:
dd, __ ,dd, _ 6a -

dt dt  (d,- dp)

As Eg. (20) é entdo substituida na Eg. 7, que representa a Unica condi¢do de contorno ainda n&o utilizada,
resultando em:

1 é (x-d,)? 0 dd
-k—@dT, - T, )J—25%5 + T, A 23
ﬂxéé( A O)(dA- dp)z ongA dt (23
Isolando-se d A+ 8p0s manipul agéio da expresséo, obtém-se:
ddA — 2K (TA' To)+ q¢ 24)
dt  rl (dy-dp) 1l
Definindo-se U ° (d A" dp) e utilizando-se as Egs. (22) e (24), obtém-se, apés simplificacdes:
gGa + 6k(T, - To)g
d_u: é rl g+3q¢ (25)
dt u rl
- «
Definindo-se D © 6a +%|To) e :3—? obtemos
r r
du_D
—=—+E 26
dt u @)

A equacdo acima é uma equacdo de Abel de segundo tipo e apresenta solugdes analiticas para poucos casos. Um
dos casos cuja solugdo é conhecida corresponde aos pardmetros D e E constantes. Fisicamente, parametro D
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constante corresponde a0 caso em que as propriedades fisicas do material permanecem constantes, e o parametro E
constante corresponde a um fluxo de calor constante. Nesse caso, a solucéo da Eq. (26) é

1— + 1 T (27

u= D& Lee 1e<pg—t t
Eé Pe b o

onde U, é adiferenca entre dA e dP no instante t, e afungdo LambertW é a solucéo analitica para a equacéo

transcendental: ye’ = X.

o . A 2k(TA - To) ;
Substituindo a Egs. (24) na Eq. (22) e utilizando-se os parametrosu, D, Ee F ° D - —I obtém-se a
r
seguinte expressdo jaintegradano tempo de t, atéoinstante t:

t t t

.dd 2E w1

o—Pdt:- O dt- oF—dt (28)

0 dt .3 . u

Adotando-se D e E como parémetros constantes no tempo, conseqientemente F também € constante no tempo.
Assim aintegral anterior resultaem:

2E(t-t,) _'1

d, - P|mA:- 3 -Fc‘)adt (29)

Substituindo a expressdo para u, Eq. (27) na equagdo anterior e resolvendo aintegral obtém-se:

® . o]
& Eu 0 +
2E(t-t,) . F g g DA'lE +
dp =de T +E|”9 ; 0 5 aeE2 ou : (30
¢ Lambertw | & ——4 - 1% (t,-t) N
8 i€ ] g D ﬂg g
Partindo da definicéo de U podemos escrever d , =U +d,, e, portanto
> N .. 2 ; o)
da=del_ DGLambertW}? EuA-lgapag—(tA-t)- EUy 10511%
g 1é¢ D I D D & o
¢ 2 B, 40 ? (3D
) 2E(t-tA)+E|ng ¢ D g N
3 E . :
¢ Lambertw | & EUs 19 E (t,-1)- U, 190 %
g i€ D g D Ghg

O perfil de temperatura, dado pela Eq. (20) pode entdo der determinado, substituindo as expressdes obtidas para
d p assim asdefinicesde D, E e F .
Um detalhe importante a ser observado é que, nas equacdes anteriores, & varidveis U,, t, e dp|t:t séo

calculadas a partir das equagdes obtidas para o periodo pré-ablativo mostradas abaixo, para o caso em que o fluxo de
calor é constante no tempo, como mostrado a seguir:

_[2k(r-To)2
ta = 6a qtf ©

dP|t=tA = dA|t=tO *y 6a (tA B to) (33)

Up = dA|t=t (34

(32

P|t:tA
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5.Comparacao do M étodo I ntegral com a Solucgéo de Blackwell

Para validar os resultados obtidos utilizar-se-a as formulages desenvolvidas nos periodos pré-ablativo e ablativo
em um caso padrdo normalmente utilizado como referéncia na literatura. Trata-se do problema de ablagdo de Teflon que
foi resolvido por Blackwell (1988) de forma numérica.

Blackwell utilizou-se de esquema de diferencas exponenciais no método & volumes finitos para resolver o
problema. E apresentado nesse trabalho um gréfico do perfil de temperaturas que outros autores utilizam como padréo
de referéncia para os seus trabalhos. Assim, utilizar-se-80 dos mesmos dados que Blackwell, que podem ser observados
naTab. 1, paraum caso de estudo:

Tabela 1 - Dados utilizados por Blackwell

Condutividade Térmica (K) 0.22 W/(mK)
Densidade (T ) 1922 kg/n?
Capacidade calorificaa presséo constante ( Cp, ) 1256 J(kg K)
Calor Latente de ablaggo (| ) 2326000 Jkg
Temperaturade ablaggo (T ,) 833K
Temperaturainicia (Ty) 208K

Fluxo de calor incidente (q () 2837250 W/nf

Além desses dados s30 necessérias as seguintes i nformagdes escol hidas por conveniéncia: d A|t:o =0,d P|t:0 =0
e t, =0. Assim, foram calculados os seguintes valores para o tempo em que comega a ocorrer a ablagdo e para o
comprimento da frente de penetragdo quando comega a ocorrer a ablagdio: t, =0.1234953892s e
dP| =t =0.0008296766233 m.

A Figura(2) apresenta as curvas da frente de penetragdo do calor e a frente de ablag&o por um periodo de tempo até
4.0, onde X éadistanciamedidaem metrose t o tempo medido em segundos.

0.002

0.00154

0.001 7

0.0005+

Figura2. Curvas dafrente de penetracéo do calor e dafrente de ablagcdo

A Figura (3) apresenta o detalhe das curvas da frente de penetracéo do calor por um periodo de tempo de Os até 4
vezest,.
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Figura 3. Detalhe das curvas da frente de penetragdo do calor e da frente de ablagdo

O perfil de temperatura no mesmo periodo pode ser observado nas Figs. (4) e (5) abaixo, onde aFig. (4) apresentaa
superficie da temperatura em Kelvin em 3D, onde os outros eixos (X e 1) sio a posicdo (em metros) eo tempo (em

segundos) respectivamente, e aFig. (5) apresenta o detalhe da Fig. (4) paraointervalo detempo deOsa4 vezest, .

000005 Qo015 Qooza
i

Figura4. Grafico da Temperatura em fungdo da posi¢do e do tempo

Figura 5. Detalhe do gréfico da Temperatura em fungéo da posi¢éo e do tempo

Para que possa ser comparado com o gréfico apresentado por Blackwell, Fig. (6), as coordenadas espaciais foram
transformadas para polegadas e a temperatura para Rankine através de método de substituicdo de variaveis. E foram
extraidos pontos do grafico original utilizando o software SACRID.
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B. F. BLACKWELL

[ TIME. SEC
o= 200E-01
ol ol LOGOE=0D
E00CEHDND
A.000E+00

1080 —f—1t

Temperaturs, K
i

n|.:|- - L1}
Depth Below Original Surfsce, in
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Figura 6. Gréfico retirado de Blackwell (1988)

O resultado pode observado nas Figs. (7) e (8) que apresentam os gréaficos dos perfis de temperatura e do erro
percentual entre o modelo utilizado e os valores retirados de Blackwell respectivamente.

1500 ] ‘ —— 4.0 seg Blackwell
—=—4.0 Walb
1400 ——30 zzg B|:ck\ervrell
T ——3.0 seg Walber
1300 ——2.0 seg Blackwell
T —+—2.0 seg Walber
1200 ——1.0 seg Blackwell
—_ 1 1.0 seg Walber
@ 11004 1 ——0.2 seg Blackwell
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0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.11 0.12
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Figura 7. Perfis de temperatura para diversos instantes de tempo para comparagéo entre o0 modelo e os resultados
obtidos por Blackwell
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Figura8. Erro percentual entre o modelo e os valoresretirados de Blackwell

E importante observarmos que, embora o perfil de temperaturas ndo tenha apresentado boa concordancia na parte
proxima a dP , provavelmente devido ao perfil de temperatura assumido, foi encontrada uma 6tima concordancia na

posicdo de d A O que éum excelente resultado uma vez gque esse € um processo n&o linear e desconhecido apriori.
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6. Conclusdo

Este trabalho propds uma solugdo aproximada em forma analitica da equagéo de conducdo de calor unidimensional
transiente durante o processo de ablagdo de um material de propriedades termofisicas constantes submetido aum fluxo
de calor constante. Para isto utilizou-se do Método Integral, com um perfil de temperatura parabdlico, levando em
consideracdo as duas frentes de penetracgdo: do calor e de ablagéo. O resultado comparado com os resultados numéricos
apresentados por Blackwell apresenta uma excelente concordancia no que se refere ao posicionamento da frente de
ablacdo do material e uma méa concordancia quanto ao perfil de temperaturas préximo a frente de penetragdo do calor.
Essa ma concordancia deve ser atenuada ou eliminada no caso de se utilizar uma fungo exponencial como perfil de
temperatura para o método, possibilidade esta que ja se encontra em estudo pelos autores.
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Abgtract. Transient heat conduction in a solid undergoing ablation represents an area of great technological importance. Problems
of this type are inherently nonlinear and involve a moving boundary that is not known a priori. Due to these factors, the exact
analytical solution for transient heat transfer in a solid accompanied by ablation is very difficult and practically nonexistent. Only
numerical and approximate analytical solutions have been made available and necessarily require considerable numerical
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computation, even if a simplified model of the problem is used in the study. This work brings, as contribution, the analytical
approached solution for the one-dimensional transient heat conduction equation during the ablation process of a constant
thermophysics properties material submitted a constant heat flux. For this, the Integral Method is used, with a parabolic

temperature profile, considerating the two penetration fronts: the heat and ablation ones. The result is compared with the
numerical results presented by Blackwell.

Keywords ablation, integral method, transient heat conduction, analytical solution



