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Resumo. Estetrabalhopropõeummodelomatemáticopara o processotérmicoenvolvendomateriaisdemudançadefase(MMF) no
interior de equipamentoseletrônicos. Os ciclos de fusão/solidificaçãodo MMF emperíodosde 24 horas sãoinvestigadosnumeri-
camente. O estudodestefenômeno,no qual o calor sensívelgeradopeloscomponenteseletrônicosé absorvidopeloMMF na forma
de calor latente, permiteo controle da temperatura interna do equipamento.A modelagemmatemáticadesteprocessoconsidera o
encapsulamentocomoumaparedeplanaunidimensionalcompropriedadesconstantes.O métodoentálpico,associadoà técnicade
volumesfinitos,é empregadono estudodoproblemado tipo deStefanestabelecido.Gruposadimensionaissãoidentificadosna otimi-
zaçãodosparâmetrosdo problema.Resultadosobtidos,emtermosdo históricodetemperatura, velocidade/posiçãoda interfacesão
apresentadostomando-sepor baseumcasoreal.

Palavras chave: problemadeStefan,mudançadefase, resfriamentodeeletrônicos,volumesfinitos,métodoentálpico.

1. Intr odução

O usodemateriaisdemudançadefaseparao armazenamentodeenergia térmicaremontaà décadade1950. Desde
entãotemsidorelatadosdiversostiposdeaplicações,abrangendodesdeo arrefecimentodeambientesresidenciaisatéo
armazenamentodeenergiasolar(AlexiadesandSolomon,1993).

A indústriadeeletro-eletrônicos,emseupermanentedesafiofrenteaoaumentodo nível decompactaçãoe densidade
deenergiadossistemas,temsemostradocomoumgrandecampoparao empregodemateriaisdemudançadefase.Apli-
caçõesdeMMF no controletérmicopassivo desistemaseletrônicossãoobservadasemgabinetesdetelecomunicações,
módulosportáteisecomponentesinternos,comochipsdesilício, dissipadores,etc. (Pal andJoshi,1996).

Trabalhosfundamentaisrelacionadosà influênciadageometriadoencapsulamentodoMMF sãocreditadosaSparrow
and Broadbent,1982 e Hale and Viskanta,1980. Além do acompanhamentodo histórico da interfacesólido/líquido
duranteo processo,estestrabalhosmostraramqueosefeitosdaconvecçãonaturalsãorelevantessomenteduranteo ciclo
defusão.

Do pontodevistado sistema,a modelagemdo fenômenodetransferênciadecalorcommudançadefaseno interior
deequipamentoseletro-eletrônicos,é fundamentalparao controledasuatemperatura.Nestessistemas,a cargatérmica
resultantedasinfluênciasinterna(dissipaçãodoscomponentes)e externa(temperaturaambientee radiaçãosolar)pode
serarmazenadano interior do materialdemudançade faseduranteo processode fusão. Posteriormente,estaenergia é
rejeitada,numprocessodesolidificação.

Bransier, 1979foi um dosprimeirosa analisarprocessoscíclicosdefusão/solidificaçãodeMMF. Considerandouma
geometriaplanaunidimensionale difusiva dominante,Bransierconcluiuquesomenteduasinterfacespodemcoexistir
duranteo fenômeno.Kalhori andRamadhyani,1985realizaramexperimentoscom cilindros verticaisaletadosou não
submetidosà fusão/solidificaçãocíclicas.Jariwalaet al., 1987desenvolveramum modeloquasi-estacionáriounidimensi-
onalconsiderandoconvecçãoduranteo ciclo defusãoeconduçãoduranteo ciclo desolidificação.Um importanteestudo
realizadoporHasanetal., 1991investigouaperiodicidadedoprocessoatravésdaparametrizaçãodeum modelodifusivo
unidimensional.GongandMujumdar, 1996investigaramo efeitodemúltiplosmateriaisdemudançadefasesubmetidos
adiferentescondiçõesdecontornosobreossucessivosciclosdecargaedescargadeenergia. Maisrecentemente,Laouadi
andLacroix,1999desenvolveramum estudoteóricoparainvestigara utilizaçãodeMMF emaquecedoreselétricos.

O objetivo destetrabalhoé investigaro comportamentodeum bancodeMMF instaladointernamenteà um equipa-
mentoquedissipapotênciae é submetidoà variaçãoperiódicadatemperaturaambiente.É consideradaumaformulação
concentradaparao domínioquecompreendeo equipamentoe o ambiente,sendoqueo fenômenode transferênciade
calorcommudançadefaseobservadonainteraçãoentreo MMF e o equipamentoé resolvidonumericamente,utilizando
o métodoentálpicoassociadoà um esquemadevolumesfinitos.
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2. Modelagem
�

matemática

O modelopropostodoprocessotérmicosobanálisepodeserilustradoatravésdaFig. (1), quemostraatemperaturado
ambientee do equipamentovariandono tempoe a distribuiçãoespacialdetemperaturasno materialdemudançadefase
quetambémevolui no tempo.Esteprocessotérmicoapresentasimetriaespaciallocalizadano planocentraldo domínio
preenchidocommaterialdemudançadefase.
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Figura1: (a)Geometriado problemainvestigado(b) Representaçãodo modelomatemático

No interior de um equipamentoeletrônicohipotéticode massaM e calor específicoCp sãocolocadasplacascom
espessura� , preenchidascom materialde mudançade faseapresentandocalor latenteconstanteL, o qual é liberado
ou absorvidona temperaturade mudançade faseTm. As mudançasde faseenvolvem os estadossólido e líquido e o
materialpossuipropriedadesconstantesemcadafase.Taispropriedadesnãosãonecessariamenteiguaisparaasduasfases,
entretanto,a densidadeρ é constante.O materialdemudançadefaseé sujeitoa interaçõesdecalorcomo equipamento
apenasnasfacesdeseuencapsulamento,porconvecção,sendōhi o coeficientemédiodetransferênciadecalorconvectiva
entreo equipamentoeo materialdemudançadefaseeAi aáreadetrocatérmicaentreo materialdemudançadefasee o
interiordoequipamento.Considera-seaparticipaçãodoencapsulamentonoprocessotérmicodesprezível ea temperatura
domaterialdemudançadefaseéexpressaporT � x � t � . A propriedadeT semíndicerefere-seaoMMF, o índiceeérelativo
aoequipamento,e o índicea aoambiente.O equipamentodissipaumapotênciaP e possuiumaáreadetrocatérmicaA
como ambienteexternocujo coeficientemédiodetransferênciadecaloré h̄a.

As hipótesessimplificadorasutilizadasparaa formulaçãodo modelomatemáticoestãodescritasabaixo.Parao pro-
cessodetransferênciadecalornomaterialdemudançadefase,consideram-seasmesmashipótesesutilizadasnoproblema
clássicode Stefan, (AlexiadesandSolomon,1993). As hipótesesadotadasparaa modelagemmatemáticado processo
são:�

A temperaturado ambientepossuivariaçãoperiódicaconhecidae apenasumafreqüência.�
O coeficientedetransferênciadecalor h̄a é conhecido.�
Potênciadissipadapeloequipamentoé conhecida.�
Temperaturado equipamentoéespacialmenteuniforme.�
No materialdemudançadefase,o caloré transmitidounidimensionalmenteapenaspor condução,e todososdemais
efeitosdeconvecçãoe radiaçãosãoconsideradosdesprezíveis.�
As mudançasdefaseocorremexclusivamenteentresólidoe líquido.�
O calorlatenteL é constantee é liberadoou absorvidonatemperaturademudançadefase.�
A temperaturademudançadefaseéum valorfixo, conhecidoe representaumapropriedadedomaterial.�
Consideram-seausentesproblemasdenucleaçãoeefeitosdesuperesfriamento.�
A superfíciequeseparaasduasfaseé plana,lisae encontra-senatemperaturademudançadefase.�
Sãoconsideradosausentesosefeitosdetensãosuperficiale curvaturanainterface.�
O calorespecíficodo líquido cL e do sólidocS, e a condutividadetérmicado líquido kL e do sólidokS sãoconstantes
emcadafase.�
A densidadedo MMF é constante:ρ � ρS � ρL.
A Eq. (1) querege o processotérmicono equipamentopodeserobtidaatravésda lei da conservaçãoda energia,

tendo-secomosistemaapenaso equipamento,eosfluxosdecalorconvectivossãorepresentadosatravésdalei deNewton
do resfriamento.

MCp
∂Te

∂t
� P � Ah̄a � Ta � Te�N� Aih̄i � Ts � Te � (1)

Ta � t ��� m � asen� ω t ��� (2)
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onde:� m é a temperaturamédiado ambiente,a é a semiamplitudee ω é suafreqüênciadeoscilaçãotérmicaexpressaem
Hz � O termoTs é a temperaturana superfíciedo encapsulamentodo materialde mudançade fase,T � 0 � t � . O processo
térmicoestásubmetidoà condiçãoinicial escritanaEq. (3):

Te � 0��� Ta � 0�g� m (3)

A Eq. (1) estáacopladaao problemade transferênciade calor com mudançade fase,o qual não possuisolução
analítica(AlexiadesandSolomon,1993). As expressõesqueregemo fenômenodetransferênciadecalorcommudança
de faseestãomostradasnasEqs. (4 a 12). Visto queo ambienteassumeum comportamentoperiódico,provocando
oscilaçõesnatemperaturadoequipamento,espera-sequemúltiplasinterfacessedesenvolvamnomaterialdemudançade
fase(Hasanetal.,1991).Destaforma,asEqs.(6 e7) representamacondiçãodeStefanparaa i-ésimainterface,nasquais
Xi é aposiçãoda i-ésimainterface.

∂T
∂t
� ∂

∂x

�
αL

∂T
∂x   p/ faselíquida (4)

∂T
∂t
� ∂

∂x

�
αS

∂T
∂x   p/ fasesólida (5)

ρL
dXi

dt
� � kL

∂T
∂x ¡¡¡¡ X ¢i � kS

∂T
∂x ¡¡¡¡ X £i p/ líquidoà esquerdada i-ésimainterface (6)

ρL
dXi

dt
� � kS

∂T
∂x ¡¡¡¡ X ¢i � kL

∂T
∂x ¡¡¡¡ X £i p/ sólidoàesquerdada i-ésimainterface (7)

T � Xi � t ��� t ��� Tm (8)

T � x � 0��� Ti � m (9)� kL
∂T
∂x ¡¡¡¡ x¤ 0

� h̄i ¥Te � t � � T � 0 � t ��¦ p/ líquidoemx � 0 (10)

� kS
∂T
∂x ¡¡¡¡ x¤ 0

� h̄i ¥ Te � t � � T � 0 � t �§¦ p/ sólidoemx � 0 (11)

∂T
∂x ¡¡¡¡ x¤©¨ ª 2 � 0 simetriano MMF (12)

As Eqs. (4 e 5) governama transferênciadecalornasfaseslíquidae sólida,sendoqueasdifusividadestérmicasdo
líquido e do sólidosão,respectivamente,αL � kL « ρcL e αS � kS« ρcS. A Eq. (8) expressaa continuidadedatemperatura
atravésdasinterfacese a Eq. (9) expressaa condiçãoinicial no materialdemudançadefase.As condiçõesdecontorno
nasfacessãoapresentadasatravésdasEqs.(10 e11) ea condiçãodesimetriaatravésdaEq. (12).

Procura-seanalisaro problemadeformaadimensionalizada,maso acoplamentodasequaçõesoferecedesafiospara
a definiçãodosparâmetrosdeStefanparao sólidoe o líquido no contexto do problemademudançadefase,visto quea
temperaturadoequipamento,como qualo materialdemudançadefasetrocacalor, trata-setambémdeumaincógnitado
problema.Porém,espera-sequeo fenômenoatinjaum regimeperiódicopermanente(RPP),no qualaspropriedadesnão
maisvariamdeum períodoparao outroe sãoindependentesdascondiçõesiniciais (Hasanet al., 1991),e a temperatura
do equipamentopassaráa oscilardentrodo intervalo ¥ Tf � Tq ¦ .

Tendo-seemvistaa determinaçãodeTf e Tq, considera-seo problemado equipamentosemmaterialdemudançade
fase. Destaforma, a Eq. (1) é simplificadana Eq. (13), a qual é umaequaçãodiferencialordinárialinear de primeira
ordemnãohomogênea,cujasoluçãoéasomadeumaintegral particular eumafunçãocomplementar(Riley etal.,2000),
Eq. (14 – 15).

MCp
∂Te

∂t
� P � Ah̄a � Ta � Te� (13)

Tep � t ��� P

Ah̄a
� m � aAh̄a¬ � MCp ω � 2 ��� Ah̄a � 2 sen ® ω t � asin ¯° MCp ω¬ � MCp ω � 2 ��� Ah̄a � 2 ±²�³´ (14)

Tec � t ��� a0exp

� � Ah̄a

MCp
t   � onde: a0 � a

� MCp ω �µ� Ah̄a �� MCp ω � 2 ��� Ah̄a � 2 � P

Ah̄a
(15)
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A
¶

partirdasoluçãoanalíticaapresentada,conclui-sequeo regimeperiódicopermanenteexiste,o qualocorreráquando
o valordafunçãocomplementartenderàzero.A Eq. (14)expressao comportamentotérmicodoequipamentosemMMF
emtermosdeumamédiame e umasemiamplitudetérmicaderespostaae, conformeaEq. (16).

me � P

Ah̄a
� m� ae � aAh̄a¬ � MCp ω � 2 ��� Ah̄a � 2 (16)

Obtêm-se,destamaneira,expressõesparaTq e Tf , Eq. (17):

Tf � me � ae � Tq � me � ae (17)

A Eq. (18), ondeτ � ae « a expressaa transmissibilidadetérmicaentreo equipamentoe o ambiente,revela que
qualqueracréscimodemassaaoequipamentoreduzirásuaamplitudetérmicaderesposta,independentementeseamassa
acrescentadasejaou nãoum MMF, nãoobstante,o acréscimodeumamassaqualquerdemodoà produzirumaredução
satisfatória,geralmentedevesermuitograndeparaossistemasqueoperamembaixasfreqüênciastérmicas.

τ � ae

a
� Ah̄a¬ � MCp ω � 2 ��� Ah̄a � 2 � 0 · τ · 1 ¸ ae · a (18)

Sendoh a entalpiado MMF, tal queh � 0 parao sólidoà Tm, a Eq. (19) traza definiçãodafraçãode líquido λ, e a
Eq. (20) traz expressõesparak, c e α em umaregiãofinita de MMF, a qual podecompreendermaisdeumafase,cuja
obtençãoé baseadanaanalogiade resistênciastérmicasparaconduçãounidimensional(Bejan,1993). Paraumaregião
infinitesimal,λ podeassumirapenasosvalores0 ou 1, senaregião,o MMF for sólidoou líquido, respectivamente,e os
valoresdek, c e α serãooscorrespondentesparacadafase.

λ �º¹» ¼ 0 seh · 0, (sólido)
h « L se0 ½ h ½ L, (mushy)
1 seh ¾ L, (líquido)

(19)

1
k
� λ

kL
� 1 � λ

kS
� c � λcL ��� 1 � λ � cS� α � kLkS� λkS ��� 1 � λ � kL � ρ ¥ λcL ��� 1 � λ � cS¦ (20)

A Eq. (21) traza definiçãodagrandezai queé umafunçãodescontínuacompostapor: iL, iM e iS, sendoiL a entalpia
do líquido,e iS umadefiniçãomatemáticadeformaa preservarno sólido,a relação∂iS« ∂T � ∂iL « ∂T � cL, e iM definei
natemperaturademudançadefase.À semelhançadeλ, emtermosinfinitesimais,i podeserdefinidoapenaspor iL, iS e
a fase.

ix �º¹» ¼ iLx � L � cL � Tx � Tm�µ� Tx ¾ Tm � (líquido)
iMx � h � Tx � Tm � (mushy)
iSx � cL � Tx � Tm�µ� Tx · Tm � (sólido)

(21)

ondeanotaçãoix indicai, ie ou ia.
DefinindoasvariáveisadimensionaisθL e θS paratemperatura,I paraentalpia,J parafluxo, ξ paraposiçãoe Fo para

tempo,Eq. (22 a24) e reescrevendoasEq. (1 – 5 e10 – 12) emtermosdasnovasvariáveis,obtem-seasEq. (25– 30).

θL
x � Tx � Tm

Tq � Tm
� θS

x � Tx � Tm

Tm � Tf
(22)

Ix � ix
L
� ¹¿» ¿¼

IL
x � 1 � SteLθL

x � θL À S
x ¾ 0 � (líquido)

IM
x � λ � θL À S

x � 0 � (mushy)

IS
x � SteLθL

x � θL À S
x · 0 � (sólido)

(23)

J � � ζ
λζ ��� 1 � λ �gÁ ε

λε ��� 1 � λ � ∂IL

∂ξ
� ξ � x� � Fo � αLt� 2 (24)

As equaçõesdacontinuidadedatemperaturaaolongodainterface,bemcomoacondiçãodeStefannãoserãoreprodu-
zidas,tendoemvistao subseqüenteusodaformulaçãonuméricafraca,oumétodoentálpico,o qualnãoutiliza acondição
deStefannasoluçãodo problema(AlexiadesandSolomon,1993).
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∂IL
e

∂Fo Â κ
Foc Ã IL

a � Fo�ÅÄ IL
e � Fo�

Foc Ã φ Æ IL � 0 � Fo�ÅÄ IL
e � Fo�ÈÇ

Foc
� p/ equipamento (25)

IL
a � Fo� Â 1 Ã εSteS Ã SteL

2 ÉÅÊ Fo2
c Ã Fo2

p

Fop É sen Ë Fo
Fop Ì Ã SteL Ä εSteS Ä 2κ

2
� p/ ambiente (26)

IL
a � 0� Â IL

e � 0� Â IL � ξ � 0� Â 1 Ä κ Ã SteL Ä εSteS

2
� condiçãoinicial (27)

∂I
∂Fo Â Ä ∂J

∂ξ
� p/ ambasasfases (28)

J Í ξ Î 0 Â εBi Æ IL
e � Fo�ÅÄ IL � 0 � Fo�ÏÇ
λε Ã � 1 Ä λ � � p/ ambasasfasesemξ Â 0 (29)

J Í ξ Î 1Ð 2 Â 0 � p/ ambasasfasesemξ Â 1Ñ 2 (30)

As Eqs.(25 a 30) representamo problemaadimensionalisadoondeSteL é o númerodeStefanparao líquido e SteS é
o númerodeStefanparao sólido,conformea Eq. (31). O parâmetroBi é o númerodeBiot, querepresentaa razãoentre
a resistênciatérmicadifusivado líquido e a resistênciaconvectivado equipamento.Osparâmetrosζ e ε sãorazõesentre
propriedadesdo MMF emdiferentesestadosEq. (32).

SteL � cL � Tq � Tm �
L

� SteS � cS � Tm � Tf �
L

(31)

ζ � kS

kL
� ε � cL

cS
� Bi � h̄i �

kL
(32)

A razãoentrea escalade tempotc da soluçãocomplementarda Eq. (13) e a escalade tempodifusiva é definida
comoo númerode Fourier complementar, Foc. O parâmetroφ é a razãoentrea resistênciatérmicaconvectiva entreo
equipamentoe o ambientee a resistênciatérmicaconvectivaentreo equipamentoe o materialdemudançadefase;κ é o
termofonteadimensionalizado,queé a razãoentreo calorsensível devido à presençadedissipaçãono equipamentoe o
calorlatentedo MMF. As definiçõesdeFoc, φ eκ estãoescritasnaEq. (33).

Foc � MCpαL

Ah̄a � 2 � αLtc� 2 � φ � Ai h̄i

Ah̄a
� κ � P

Ah̄a Á cL

L
� cL∆Td

L
(33)

Apesardo parâmetroκ possuirformasemelhanteà um númerodeStefan,optou-sepor nãodefini-lo comotal, já que
a variaçãodetemperaturadissipativa (∆Td � P« Ah̄a) é relativa à temperaturainicial m, e nãoà temperaturademudança
defasedo materialTm.

O parâmetroFop (Fourier particular), definidonaEq. (34),éarazãoentreo períodotp � 1« ω deoscilaçãodaintegral
particular, Eq. (14) ea escaladetempodifusiva.

Fop � αL

ω � 2 � αLtp� 2 (34)

Destaforma, o problemapossui9 parâmetrosadimensionais:SteL, SteS, ζ, ε, Bi, φ, κ, Foc e Fop, as variáveis
independentesξ eFo easvariáveisdependentesI � ξ � Fo� , IL

e � Fo� e IL
a � Fo� .

2.1. Discretizaçãodasequações

Na Fig. (2), querepresentaa malhaempregadanasoluçãonumérica,o domíniounidimensional0 · ξ · 1« 2 referente
aoMMF foi dividido emn partesiguais,representandon volumesfinitos ÒÓ� ∆ξ∆ȳ∆z̄, com∆ξ � 1«ÕÔ 2nÖ , ∆ȳ � ∆z̄ � 1 ea
Eq. (28) foi integradanosvolumes Ò e no intervaloadimensionaldetempoconstante∆Fo (Patankar, 1980).

Semelhantemente,a Eq. (25) foi integradano mesmointervalo adimensionaldetempo∆Fo. Nasintegraçõestempo-
rais, adotou-sea formulaçãoexplícita. Na discretização,ao considerarum volume Ò qualquer, o subscritoP refere-se
àspropriedadesavaliadasno centrodo volumeconsiderado,enquantoqueos subscritosw e e referem-seàsproprieda-
desavaliadasnasfacesesquerdae direita do volumeconsiderado,respectivamente;os subscritosW e E referem-seà
propriedadesavaliadasno centrodosvolumesadjacentesà esquerdae à direitado volumeconsiderado,respectivamente.
Considera-separaefeito de implementaçãocomputacionale preservaçãodo esquemade índices,queo equipamentoé
tambémrepresentadoporum“volume”equepossuicomovizinhos,àsuaesquerda,o “volumeambiente”,eàsuadireita,
o primeirovolumefinito domaterialdemudançadefase.

As Eq. (35 a 37) sãofunçõesauxiliares,nasquaiso índicex podeserP, W, E, w ou e; ondeα0
x e β0

x sãofunções
deconversãoI × IL; λ0

x é a fraçãode líquido paraum volumeou face;Z e E são,respectivamentea condutividadee o
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IL
a � Fo� IL

e � Fo� I0 � ξ � Fo� I1 � ξ � Fo� I2 � ξ � Fo� In Ø 2 � ξ � Fo� In Ø 1 � ξ � Fo�
∆ξ∆ξ

Eq. (26) Eq. (25) Eq. (28)Eq. (29) Eq. (30)

ΦPΦW ΦE

Φw Φe

Figura2: Representaçãodamalhaempregadanasoluçãonumérica

calorespecíficoadimensionaisparaum volumeou face. Assim,é possível escrever asequaçõesdiscretizadasna forma
de um sistemade equaçõesalgébricasna forma da Eq. (38), cujoscoeficientesestãodefinidosna Tab. (1), em função
da posiçãodo volume Ò considerado.Quandoa variável Ù daEq. (38) sereferir aoequipamentoou aoambiente,tal
variável corresponderáà grandezaIL � Fo� ; e, quandoelasereferir à qualquervolumepertencenteao domíniodo MMF
(demaisvolumes),tal variável corresponderáàgrandezaI � ξ � Fo� .

α0
x � ¹¿» ¿¼

1 � seI0
x ¾ 1

0 � se0 ½ I0
x ½ 1

1 � seI0
x · 0

� β0
x �ÛÚ 0 � seI0

x ¾ 1

1 � seI0
x ½ 1

� IL À 0
x � α0

xI0
x � β0

x (35)

λ0
x � ¹¿» ¿¼

1 � seI0
x ¾ 1

I0
x � se0 ½ I0

x ½ 1

0 � seI0
x · 0

� λ0
w � λ0

W � λ0
P

2
� λ0

e � λ0
E � λ0

P

2
(36)

Z0
x � ζ

λ0
xζ ��� 1 � λ0

x � � E0
x � ε

λ0
xε ��� 1 � λ0

x � (37)

aP Ù P � a0
P Ù 0

P � a0
W Ù 0

W � a0
E Ù 0

E � SL � Sc � aP � 1 (38)

O superscrito0 indicam o tempoanterior (Fo), e a ausênciade superscritoindica o tempoatual (Fo � ∆Fo) em
coeficientese variáveis. O termoSL indica um termofonte devido a calor latente;e o termoSc indica um termofonte
constante.

Tabela1: Coeficientesdaequaçãodiscretizada

Coef. Volume0 (Equip.) Volume1 (faceMMF) Volumesinternos Volume adj. sim.

CW
∆Fo
Foc

∆Fo
∆ξ É 2Z0

PE0
PBi

2Z0
P Ã Bi∆ξ

∆Fo� ∆ξ � 2 É Z0
wE0

w
∆Fo� ∆ξ � 2 É Z0

wE0
w

CE
2Z0

E∆Foφ
Foc � 2Z0

E Ã Bi∆ξ � ∆Fo� ∆ξ � 2 É Z0
eE0

e
∆Fo� ∆ξ � 2 É Z0

eE0
e 0

a0
W CW CW α0

WCW α0
WCW

a0
E α0

ECE α0
ECE α0

ECE 0

a0
P 1 Ä � CW Ã CE � 1 Ä α0

P � CW Ã CE � 1 Ä α0
P � CW Ã CE � 1 Ä α0

P � CW Ã CE �
SL CEβ0

E CW � Ä β0
P � Ã CE � β0

E Ä
β0

P � CW � β0
W Ä β0

P � ÃCE � β0
E Ä β0

P � CW � β0
W Ä β0

P � ÃCE � Ä β0
P �

Sc
∆Foκ
Foc

0 0 0

A estabilidadedesteesquemanuméricoé asseguradaquandoimpõe-sequeos coeficientesde Ù PÀWÀ E na Eq. (38)
sejamsemprepositivos(Patankar, 1980),ou seja:a0

P, a0
W e a0

E devemsersemprepositivos. AtravésdaTab. (1) nota-se
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queestacondiçãoé semprerespeitadaparaoscoeficientesa0
W e a0

E, masnemsemprepelocoeficientea0
P. Destaforma,é

necessáriolimitar o passodetempoadimensional∆Fo demodoaassegurara condiçãodeestabilidade.
SejamZ � MAX ¥ Z0

x � λ ��¦Ü� MAX ¥ 1 � ζ ¦ e E � MAX ¥E0
x � λ ��¦Ü� MAX ¥ 1 � ε ¦ , a condiçãode estabilidadeparao equipa-

mentoé expressapelaEq. (39). Comrelaçãoaomaterialdemudançadefase,a condiçãodeestabilidadeé expressapela
Eq. (40),sendoqueo índice f refere-seaoprimeirovolumeno domíniodo MMF, situadonafacedo mesmo.Osíndices
i e s referem-seaosvolumesinternos,e aovolumeno domíniodoMMF adjacenteà simetria,respectivamente.

∆Fomáx ½ Foc

1 � φ
(39)

∆Fof Àmáx ½ � ∆ξ � 2
3ZE

� ∆Foi Àmáx ½ � ∆ξ � 2
2ZE

� ∆FosÀmáx ½ � ∆ξ � 2
ZE

(40)

Sendoo passodetempoadimensionalo mesmoparatodoo problema,define-seapenasumacondiçãodeestabilidade,
que,quandoobedecida,asseguraa estabilidadeparatodosos coeficientesa0

P. Estacondiçãode estabilidadegeralestá
escritanaEq. (41).

∆Fomáx ½ MIN Ý Foc

1 � φ
� � ∆ξ � 2

3ZE Þ (41)

O sistemadeequaçõesalgébricaspodeserresolvidoexplicitamente,visto quetodosostermosdo ladodireito daEq.
(38) sãoconhecidos,nãohavendoa necessidadederesolver um sistemadeequaçõessimultâneas.É importanteressaltar
queoscoeficientesdaEq. (38)nãosãoconstantes,umavezqueZ0

x eE0
x sãofunçõesdeλ0

x, queporsuavezéfunçãodeI0
x ,

revelando,destaforma,anão-linearidadedo fenômenodemudançadefase.É possível verificarqueoscoeficientesdeste
sistemasãolinearesapenasnosvolumespreechidoscomumaúnicafase,expressando,assim,a linearidadedo fenômeno
dedifusãodecaloremcadafase.

3. Resultadose discussão

Foi escritoumcódigonuméricoemlinguagemC++ emduplaprecisãoparareceberosparâmetrosdeentradaeresolver
a Eq. (38) iterativamente.Em todosos casosfoi utilizado um passode tempoadimensional∆Fo � 2 ß 10à 4. Ensaios
numéricosmostraramque,com 20 volumes,obtêm-seumasoluçãoindependenteda malha. A validaçãodo algoritmo
foi realizadaatravésde dois testes:no primeiro, a soluçãoobtidafoi comparadacom a soluçãoanalíticade Neumann
parao problemaclássicodeStefan deumafase(AlexiadesandSolomon,1993). No segundotesteos resultadosforam
comparadoscomasoluçãoanalíticadaEq. (25)como termoφ � 0, querepresentao problemasemmaterialdemudança
defase.

Como objetivodeestipularumafaixadevariaçãoparaosparâmetrosadimensionais,tomou-seporbaseumacentralde
telecomunicaçõescomplacasdo materialdemudançadefaseorgânicoTricosano(C23H48). Osparâmetrosdimensionais
desteproblemasãomostradosna Tab. (2). As grandezastérmicasrelativasao equipamentoforam obtidasatravésde
dadosexperimentais,enquantoqueaspropriedadesdo MMF foramobtidasdeWeast,1976e Ismail,1998.

Tabela2: Parâmetrosdimensionaisparao casodacentraldetelecomunicações

M Æ kgÇ 142� 3 Cp Æ JÑ kgK Ç 1312 A Æm2 Ç 4 � 62

m ÆK Ç 315� 65 a ÆK Ç 12� 5 ω ÆHzÇ 1 � 1574á 10Ø 5

h̄a ÆW Ñ m2 K Ç 4 � 04 P ÆW Ç 112� 06
� ÆmÇ 0 � 022

L Æ JÑ kgÇ 255000 Tm ÆK Ç 320� 75 ρ Æ kgÑ m3 Ç 787

cS Æ JÑ kgKÇ 1635 cL Æ JÑ kgKÇ 2380 kS ÆW Ñ mK Ç 0 � 24

kL ÆW Ñ mK Ç 0 � 24 Ai Æm2 Ç 0 � 6732 h̄i ÆW Ñ m2K Ç 21� 4656

Assim,osparâmetrosadimensionaisparaestecasosão:SteL � 0 � 124,SteS � 0 � 0738,Foc � 2 � 65, Fop � 22� 9, φ �
0 � 774,Bi � 1 � 97,ζ � 1, ε � 1 � 46e κ � 0 � 056.

Uma análisedasensibilidadedo comportamentotérmicodo equipamentofoi realizadavariando-seosparâmetrosφ
e Bi. Osdemaisparâmetrosforamfixadosem: SteL � 0 � 1; SteS � 0 � 1; Foc � 1; Fop � 10; ζ � 1; ε � 1 e κ � 0 � 01; os
valoresdeφ e Bi assumidosforam: 0 � 1, 0 � 3, 1, 3 e 10.

A Fig. (3) mostraa entalpiaadimensionaldo líquido do equipamento(a) e do volumedecontrolesituadonafacedo
encapsulamentocomMMF (b): IL

e � Fo� e IL
0 � Fo� , respectivamente,paraφ � 1 e diferentesnúmerosdeBiot. Estegráfico

revelaquequantomenoro valor deBiot, maioré o controletérmicodo equipamento.Visto queosparâmetrosdeStefan
sãodefinidoscombasenasoluçãoanalíticado problemasemMMF, umasimplesanálisedaEq. (23) mostraquesemo
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Figura3: Sensibilidadedaentalpiaadimensionaldo líquidoemrelaçãoà variaçãodeBi comφ � 1

usodeMMF, IL
e � Fo� ficaráoscilandonointervalo ¥ 1 � εSteS� 1 � SteL ¦ , nocaso,¥ 0 � 9;1 � 1¦ emRPP. Observando-seamesma

figura,nota-sequepraticamentenãohá controledo comportamentotérmicodo equipamentoquandoosvaloresdeBiot
assumemosvalores3 e10,aopassoquecomBi � 0 � 1 eBi � 0 � 3, o comportamentotérmicopassaasercontrolado.Com
Bi � 1 verifica-seumcomportamentointermediário.Tal fatopodeserexplicadotendoemvistao comportamentotérmico
do primeiro volumede controle,com o qual o equipamentotrocacalor, paravalorespequenosde Biot, indicandonão
serpossível melhoraro comportamentotérmicodo equipamentovariandosomenteo númerodeBiot. Ainda, é possível
verificarqueo fenômenoatingiurapidamenteo RPP, e quea temperaturamédiado equipamentopermaneceuinalterada.

Analogamente,o comportamentotérmicodafacedo MMF variadeum comportamentoestáticoà um oscilatóriode
mesmaamplitudeemrelaçãoaoequipamento,dependendodo valor deBiot. Isto tormapossível associaro controledo
comportamentotérmicodoequipamentocomaestabilidadetérmicadafacedoMMF, vistoqueo equipamentotrocacalor
como MMF pormeiodaface.DeacordocomaEq. (25),o parâmetroφ, queestabelecearazãoentreaordemdegrandeza
datrocatérmicaentreo equipamentoeo MMF eatrocatérmicaentreo equipamentoeo ambiente,éesperadotratar-sede
umparâmetrolimitantedocontroletérmicoexercidoporBiot. Tal expectativaé justificadacomosresultadosdasanálises
comφ � 0 � 1 eφ � 10,mostradasnaFig. (4) enaFig. (5).
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Figura4: Sensibilidadedaentalpiaadimensionaldo líquidoemrelaçãoà variaçãodeBi comφ � 0 � 1
Quandoφ é igual a 0 � 1, o controletérmicoatravésdavariaçãodeBiot torna-seextremamentelimitado,aopassoque

como aumentodeφ, Biot passaa controlarcadavezmaiso comportamentotérmicodo equipamento.As análisescom
φ � 0 � 3 eφ � 3 indicamcomportamentosintermediáriosaosmostradosatéagora.

A Fig. (6) mostraasposições(a) e velocidades(b) dasfrentesde mudançade fase,paraφ � 10, paradiferentes
númerosde Biot. Observa-sequecom o aumentodo númerode Biot, ocorreo aumentona velocidadedasfrentesde
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Figura5: Sensibilidadedaentalpiaadimensionaldo líquidoemrelaçãoà variaçãodeBi comφ � 10

mudançadefase.
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Figura6: Sensibilidadedaposição(a)evelocidade(b) dasinterfacesemrelaçãoàvariaçãodeBi comφ � 10

Nos ensaiosrealizadosvariandoos parâmetrosφ e Bi, o MMF encontra-sesempreno estadosólido no início da
análise,conformea Eq. (27),assim,a primeirafrentedemudançadefasequesedesenvolveé desólidoparalíquido.

Observa-sequeparagrandesvaloresdeBiot, asfrentespercorremrapidamenteo domínio;o queimplica napequena
duraçãodastrocastérmicasenvolvendocalor latente.Nestasituaçãoo calorsensível dominao processonamaiorparte
do período,deixandode controlaro comportamentotérmicodo equipamento.Paravalorespequenosde Biot, ocorreo
inverso:asfrentesde mudançade fasenãopercorremtodoo domínioe asinteraçõesdecalor envolvendocalor latente
passamaestarpresentesnamaiorpartedoprocesso.

Quandoasfrentespercorremtodoo domínio,existemintervalosdetemponosquaiso materialseencontratotalmente
sólidoou líquido,alternadamente.Situaçõesnasquaisasfrentesnãoatravessaminteiramenteo domínio,a frenteparteda
faceeprossegueenquantoascondiçõesseapresentamfavoráveis,mascomoo processoéperiódico,taiscondiçõesnãose
mantéme a frentecomeçaa desaceleraratépararcompletamente.Nesteinstanteumafrentedemudançadefaseoposta
surgenafacee caminhaatéencontar-secomaprimeira,fazendodesaparecerumadasfases.Comoa primeirafrenteé de
sólidoparalíquido,a frentedefusãopercorreatéumacertaprofundidadee,emseguida,surgeumafrentedesolidificação
quesaidafacee caminhaatéencontraro interiordaplacaquenuncafundiu, fazendodesaparecera faselíquida.

É possível verificar, com o auxílio da Fig. (6(b)), que a velocidadeapresentaum comportamentosenoidal. As
oscilaçõesirregularesvisíveisnosgráficosdevelocidadedasfrentedemudançadefasesãoumacaracterísticadométodo
entálpico,visto queelenãoimpõeacondiçãodeStefannainterface.
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A
¶

Fig. (7(a))mostraa entalpiaadimensionaldo líquido do equipamentoe do ambiente:IL
e � Fo� e IL

a � Fo� respectiva-
mente.A entalpiaadimensionaldovolumesituadonafacedoencapsulamentoéapresentadanaFig. (7(b))paravaloresde
κ iguaisa0 � 01,0 � 03,0 � 1 e0 � 3. Osdemaisparâmetrossão:SteL � 0 � 1; SteS � 0 � 1; Foc � 1; Fop � 10;ζ � 1; ε � 1, φ � 1
eBi � 1. Tal figuramostraqueavariaçãodoparâmetroκ nãoproporcionaalteraçõesnoregimepermanenteperiódiconas
variáveisdependentes,masapenasnoregimetransitório,comoesperado,vistoqueo parâmetroκ diz respeitoàcondição
inicial: Eq. (27)eo RPPéindependentedascondiçõesiniciais (Hasanetal.,1991).É possível perceberquequantomaior
o valordeκ, maioréa diferençadeentalpias(ou temperaturas)entreo equipamentoeo ambiente.
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Figura7: Sensibilidadeemrelaçãoà κ

A Fig. (8(a)) mostraasentalpiasadimensionaisdo líquido no ambiente,equipamentoe primeiro volumeno MMF
parao casodo equipamentodetelecomunicações,emcujosparâmetrossebasearamasanálisesdesensibilidadeparaφ,
Bi eκ. A Fig. (8(b)) mostraa evoluçãodasfrentesdemudançadefaseno tempo.
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Figura8: VariaçãotemporaldeIL emestudodecaso

O estudodecasoanalisadorevelaqueo comportamentotérmicodoequipamentonãoestásendocontroladodeforma
eficientepelomaterialdemudançadefase,devido àgrandeamplitudetérmicaapresentadapeloequipamento.Esteresul-
tadopoderiaserprevisto, devido aopequanovalor deφ � 0 � 774,indicandoqueo ambienteregemaiso comportamento
térmicodo equipamentodo queasplacascommaterialdemudançade fase.É possível tambémassociaresteresultado
coma rápidalocomoçãodasfrentesdemudançadefaseao longodetodoo domínio,implicandonapredominânciadas
interaçõesdecalorsensível.
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4. Conclusões
ã
Um modelomatemáticoadimensionalizadofoi propostoparao problemadetransferênciadecalordeumequipamento

com materialde mudançade fase,sendoresfriadopor um ambientedecomportamentotérmicoperiódico. O problema
foi adimensionalizado,asequaçõesgovernantesforamdiscretizadaseo métodonuméricofoi implementado.Análisesde
sensibilidadeemrelaçãoà parâmetroscaracterísticosdo problemae um estudodecasolevaramàsseguintesconclusões:

1. O problemaadimensionalizadopossui9 parâmetros,a saber:SteL, SteS, ζ, ε, Bi, φ, κ, Foc eFop.

2. A amplitudetérmicado equipamento,mesmosemmaterialde mudançade faseé menorou igual quea imposta
peloambiente.

3. Em certoscasos,a introduçãodematerialde mudançade fasepodenãosereficazno controleda temperaturado
equipamento.

4. Tantoo equipamentoquantoo materialde mudançade faseentramem regime periódicopermanente,o qual é
independentedacondiçãoinicial.

5. A introduçãode materialde mudançade faseno interior de um equipamentonãoalterao valor da temperatura
médiadoequipamentoemRPP, emrelaçãoaomesmosemmaterialdemudançadefase.

6. O parâmetroκ nãoteminfluêncianasgrandezasadimensionaisemRPP.

7. O parâmetroφ tem grandeinfluênciano controledo comportamentotérmico do equipamento,o qual é efetivo
apenasparaumafaixadevaloresdeBiot próximosàzero.

8. O controleda temperaturado equipamentoestáassociadoà existênciade interaçõesde calor latente,ou seja: o
controleacontecequandoo MMF estámudandodefase.
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Abstract. Thispaperpresentsa mathematicalmodelto thethermalprocessof phasechange materials(PCM) insideelectronicequip-
ments. The melting/freezingcyclesof the PCM in a sequenceof 24-hour periodsare numerically investigated. The studyof this
phenomena,in which thesensibleheatreleasedby theelectroniccomponentsis absorbedby thePCMin theform of latentheat,allow
thecontrol of theequipment’s temperature. Themathematicalmodelingof this processconsiderthecontainerasa one-dimensional
planewall with constantproperties.Theenthalpymethod,associatedto thefinite-volumetechique, is employedto solvethestablished
Stefan-like problem.Dimensionlessgroupsare identifiedin theoptimizationof theproblem’s parameters. Temperature profiles,velo-
city/positionof thephase-change interfacesare presentedbasedona real case..

Keywords. StefanProblem,Change of Phase, Telecommunications,Finite Volumes,EnthalpyMethod
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