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Resumo. Os problemas relacionados a transmissdo de calor no escoamento a alta velocidade tornaram-se importantes nos ultimos
anos devido ao aquecimento aerodindmico causado tanto no langamento quanto na reentrada e nas tuberias de sistemas de
propulsdo. Devido as velocidades sénicas e também hipersonicas houve a necessidade de proteger termicamente a estrutura e o seu
conteudo do aquecimento causado pelo escoamento aerodindmico. Dentre os sistemas mais utilizados como prote¢do térmica estdo
os que utilizam os materiais ablativos. A andlise da prote¢do térmica ablativa é complexa envolvendo transferéncia de calor,
massa, reag¢bes quimicas entre outros, podendo ocorrer perda parcial ou total de massa na fronteira da estrutura. Para o
modelamento matematico do problema de protecdo térmica ablativa que ocorre em um corpo de geometria rombuda é apresentado
um sistema de equacdes diferenciais parciais com condi¢bes de contorno ndo lineares. Solugdes de problemas ablativos sdo
apresentados na literatura através de diversos métodos e técnicas. Dentro dos métodos a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (T.T.1.G.) vem sendo uma ferramenta valiosa para resolver esta classe de problemas onde a fronteira ndo é conhecida
a priori. O sistema de equagées diferenciais parciais sera desenvolvido analiticamente através da aplicagdo da T.T.1.G., na qual
sera obtido um sistema de equagées diferenciais ordinarias de ordem infinita. A superficie externa esta sujeita a um fluxo de calor
transiente prescrito. Neste trabalho busca-se o sistema solugdo de equagdes diferenciais ordindrias acopladas oriundo do
desenvolvimento analitico. Este sistema apresenta explicitamente as varidveis de interesse: a espessura da camada ablativa e a taxa
de perda de material ablativo para a atmosfera.

Palavras chave: escoamento aerodindmico, ablacdo, geometria rombuda, transformada integral generalizada, prote¢do térmica.
1. Introduc¢ao

A transferéncia de calor associado ao fendmeno ablativo tem grande importancia em muitas aplicagdes tecnologicas
tanto no campo da Engenharia Aeronautica quanto da Aeroespacial. Devido a iteragdo de veiculos espaciais com as
camadas mais densa da atmosfera terrestre estes sofrem um aquecimento aerodindmico que pode comprometer o
sucesso da missdo. Para se evitar isto se torna necessario prover estes veiculos com um sistema de proteg¢do térmica
adequado (Hatori & Pessoa-Filho, 1998). Dentre os sistemas mais utilizados estdo os que utilizam materiais ablativos
(Sutton, 1982). Problemas deste tipo sdo inerentemente ndo lineares e envolvem o movimento da fronteira ablativa que
a priori ¢ desconhecido (Chung & Hsiao, 1985; Zien, 1978; Hsiao & Chung, 1984). O fenomeno de ablagdo é complexo
envolvendo transferéncia de calor, massa e reagdes quimicas (Lacaze, 1967).

No presente trabalho a Técnica da Transformada Integral Generalizada (T.T.I.G.) (Cotta, 1993; Kurokawa & Diniz,
2001; Diniz et al., 1993; Diniz & Aparecido, 1993; Kurokawa et al., 2001) ¢ utilizada para se resolver analiticamente o
problema de ablacdo considerando-se um corpo rombudo bidimensional (geometria de revolugdo) com um fluxo de
calor transiente prescrito no contorno. A T.T.I.G. vem sendo utilizada na busca de solugbes exatas e aplicada em
problemas complexos (Cotta & Ozisik, 1987). Pela aplicagdio desta técnica transformamos o sistema de equagdes
diferenciais parciais em um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem acoplada a equacdo de
restricdo. Por esta analise analitica obtemos o sistema solu¢do composto por equagdes diferenciais ordinarias onde os
valores de interesse, profundidade e velocidade ablativas, aparecem explicitamente.

2. Modelamento do problema

Considera-se um corpo de revolugdo, Fig. 1, com protecdo térmica sujeito a um fluxo de calor transiente prescrito
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numa das faces e um fluxo de calor cedido em outra face e isolado termicamente nas demais faces. A temperatura
inicial do corpo é T, . As propriedades fisicas sdo consideradas constantes.

Primeiramente fez-se o modelamento do problema considerando um sistema curvilineo no qual considera-se as
variaveis definidas pela geometria de revolugdo, Fig. 1, que sera transformado em um sistema ortogonal.

O corpo se aquece devido ao escoamento aerodindmico até uma certa temperatura 7, a partir do qual se inicia o
processo de fusdo na fronteira sujeita ao fluxo de calor e o material fundido ¢ arrastado para o meio ambiente. Entdo
ocorrem duas situagdes: um periodo em que a camada protetora ¢ aquecida até a temperatura de fusdo sem perda de
massa, chamado periodo pré ablativo, Fig. 2 e um periodo no qual a massa fundida ¢ arrastada para o meio, denominado
de periodo ablativo, Fig. 3.

Figura 1. Representacdo da geometria de revolucao.
Onde:

X, ¥,z -sdo os eixos coordenados do sistema cartesiano
1n,&,¢ - sdo os eixos coordenados para a geometria de revolugdo
K (&) - curvatura da curva geratriz do corpo de revolugio

r(&) - raio cilindrico

Considera-se um problema de prote¢do térmica ablativa bidimensional numa geometria axi-simétrica sujeito a um
fluxo de calor de entrada ¢,(7), um fluxo de calor cedido ¢,(t) e isolado nas outras faces, Fig. 2.

Considera-se um elemento infinitesimal, Fig. 2, a partir do qual obtém-se o sistema ortogonal, Anderson et al.
(1984), tal como nas Figs. 2 e 3.
Sendo:

0,(t)=¢q,(1)/q,

0,(t)=q,(t)/q,

e
— -

q2

i
A

¢ —o
dq

*

Figura 2. Representacdo da geometria axi-simétrica ortogonal e do periodo pré-ablativo
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Figura 3. Descrigéo do periodo ablativo

Onde:
L,,L, representam os comprimentos dimensionais do elemento infinitesimal

S(&,7) posigdo da fronteira ablativa

T - tempo adimensional
0,,0, - fluxos de calor adimensionais recebido e cedido, respectivamente.

3. Analise analitica

As equagdes que governam o problema ablativo na forma adimensional para os dois periodos sdo:
- Periodo pré-ablativo:

7>0
ML) | 5. &)20ED  (<p ey (M

I % p<r<l

90(.§,7) _ 2°0(m.$,7)  2°0(n.¢,7)

e o’ o TAMS)

sendo:

am,&)=1+K@&En e b®n,8)=r&)+ncosa(f)

K(&) cosa(é‘)} —
Am, &) = BM,&)=Bmn,E)+Cn,
M.€) [a(n,§)+ ) | € M,8) = Bm,E) + C(n,&)

onde:

Bn.,8)=

1 [dr(g) . dcosa(g)]
bm.&)a’m.&)| d& dé

cn.8)=

1 {dK(é)}
amé| dé

com as seguintes condi¢des de contorno:

%:0 n=0 0<&<I @)
n

26(n.5,7)

=0,(r) n=1 0<&<l (3)
an

ae(g—’;’”ﬁ E=0 0<n<l ©)
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e com condi¢do inicial:

<n<
on,¢,1)=0 =0 0<E< 6)

- Periodo ablativo

PLD _I00LD , TONLD) , 45,y 20BED | iy 200D Seasnsi ™
T on e an E - oil
com as seguintes condigdes de contorno:
WMET) o poo 0<e< ®)
an
6m.Er)=1 n=n, 0<&<I ©)
ae(g_f,r)zo =0 SEn<n<l (10)
ae(g—f’”=—Q2 E=l sEo<ns<l (1)
com a condigdo inicial:
6m.E7)=6,mE7) T=r, gfg)j nEl (12)

onde 0,,(n,£,7) ¢ a distribui¢do de temperatura obtida no periodo pré-ablativo para o tempo 7,, .
O problema envolve uma fronteira mével, apos o tempo 7,, que ¢ desconhecida a priori. O balango de energia na
fronteira nos conduz a equagéo de restrigdo ou de acoplamento:

=0,(7) (13)

) {1 +[as(5,f)]zlae(n,g,r) L, BED)
dé on 07

Para a solu¢do do problema adotamos a seguinte separag¢do do potencial de temperatura:
e(n’gﬂ') 291(7755,7)"'92(77;5:7) (14)

e para homogeneizar as condi¢des de contorno definimos duas novas variaveis:

0,01.6.7) =6, N.E.7) +%n2 -6/ mEn+0 L (15)
6,(1.£.7) =92*(n,€,7)—§—;§2 (16)

Substituindo as Egs. (14) e (15) na Eq. (1) temos:

ael (777557) — az91 (n25§71) +8201 (772’677) +A(n,5)89| (n’gﬂr) +[B(n,€)+c(n’§) a91 (775577) +})l(x’y’1) (17)
ot an 9E an ) P



onde:

2
R(x.y.0)=0, =0, "L+ An.£)0m
com as condi¢des de contorno:

6 (16D o oy, 26 ME7)

on an L

M— -0 891*(77»5,7)_ _
o8 =0 &£=0; e =0 &=1

com a condi¢do inicial:

6, (1.£.0) = £,(0.6) = -0, (0>”7
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(18)

(19)

(20)

Para transformarmos a Eq. (17) na dire¢do & definimos um problema auxiliar de autovalor como:

’w(&)

P +uy&)=0

com condi¢des de contorno:

() _ . v _ _
Y—O 6—0, —85 =0 é—l

@n

(22)

Obtemos que os autovalores e as autofungdes sdo respectivamente:

T
—(i-DE
My = )l

2
W;(&) _Ji COS(‘ulé), Ji - m

(23)

24

Apds algumas operagdes matematicas com as Egs. (17) e (21) definimos o par Transformada Integral e Inversa

como:

6, (n.1)= jw ), (n.&.7)dE (25)
g
6, .0 = v, 8 M) 6)
Obtemos que a equacgao transformada:
%wf@*(n,r) _P0D) | o oy )+ M) @7)
com condicao inicial:
6, (m.0) = £,(m) (28)

e com condi¢do de contorno:
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90,0 o _o. 20.0.0)

=0 n=1 29
an an n 29

Para transformarmos a Eq. (27) segundo a direcdo 17 definimos um novo problema auxiliar de autovalor:

700 , 52

ot ¢o(m) =0 (30)

com as condi¢des de contorno:

W00 _ o g, 920D

=0 =1 31
on n (€2))

Pela solucdo da Eq. (30) obtemos que os autovalores e as autofuncdes sdo respectivamente:

Ay =(m=Drm (32)
0, =1, cos0,m): 1, = |—> (33)
m m m > m (1 + 6m1)

Realizando o mesmo procedimento anterior, definimos o par Transformada Integral ¢ Inversa:

6, ( je (.29, (M1 (34)
6, (n.7)= Y. 6,8, (¥) (35)

m=1
Resultando numa equagéo diferencial ordinaria:
B 1 (42,96, 0= B0+ M, 0+ N, @) (36)
T
com condigdo inicial:
0,,(0 =7, (37)

onde:

1

6= [P0, man = | v, rennndcan

0

Fun = [ 708, 0 = [ [0, 01 0.

M, (@)= j M, 01,06, ()l = ”w ()9, M AM.E)

an

R 1 1
¥a(®)= [Sner,rin = [ [y 0B &2 e ey

Substituindo a Egs. (14) e (16) na Eq. (1) temos:
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a92 (n’gaf) — 8292 (nagar) + az92 (nﬂéﬂ‘-) +A(n’é)aez (Tl’gﬂ') +[B(T,,T)+C(T’,T)]aez (n’gaT) +P2(T7,§,T)
ot on’ o0&’ on &
(38)
onde:
PO =-L+ 228 - [pme) + cn e
com condicao inicial:
0, (1.8,0)= £,(1.8) = 0, (037 (39)
e com condi¢des de contorno:
aez*(n’gaf) — O — O ; 892*(77,5,7) — 0 T' — 1 (40)
on an
90, M.8.0) _ »_,. 90, (E.7) _ _
3 =0 &=0; % =0 ¢&=1 (41)

Para transformarmos a Eq. (38) definimos um problema auxiliar do tipo da Eq. (21) e realizando o mesmo
procedimento analitico anterior, definimos o par Transformada Integral e Inversa:

7' .0 = [,©)6, m.&.00d “2)

0, (0.£,7) = Y w,(&)Z (n,7) (43)

Obtemos a seguinte equagdo transformada:

9z, (n.7) , 9°Z, (n.7)

w'Z (7)== 4 50,0+ T,0,1) + U,00,7) (44)
a7 an
com condi¢do inicial:
Z'(n.0) =k (n,7) (45)
e condi¢des de contorno:
an on

Para a transformada segundo a direcdo 7 definimos um problema do tipo da Eq. (30) e definindo-se o par
Transformada Integral e Inversa:

2, @= 6,07 0,000 (47)

Z =Y 6,02, @ (48)

m=1
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Portanto obtemos uma equagao diferencial ordinaria:

+ (U, +/l )Zlm(‘c) S (T)+T (‘L')+U (1) (49)

im im

aZ/\Jim (T)
ot

com condi¢do inicial:

Z,,(0) = h, (1) (50)

onde:

~ L 11

§u(® =[S0, max = [ [ P.n.E0w, €06, (dédn
0 00

~ 1 - 1/

h (@) = [101.00, (s = [ [ £,01.6w,©)9, mdédn

dédn

7@ = [Tio.00,man = ”A(n EW,(E09, (n)Mn‘f”

ae;(nagsr)

o dédn

. 1 11

0, @ = [0.01.006,mdn = [ [BaoHw, &9, m)
0 00

Resolvendo-se as equagdes diferenciais ordinarias obtemos o potencial de temperatura desejado:

0(x,y,7) = J19”(1)+J 21 cos(A, x)elm(1)+JIZ“(T)+I ZJ cos(i1, y)ZIl(’L')+Q1 n %52 (51)

m=2 i=2

Concluido o periodo pré-ablativo, passa-se a resolver o periodo ablativo onde a condi¢ao inicial € obtida utilizando
o potencial de temperatura obtido no periodo pré-ablativo para 7 =7, . Definindo-se um novo potencial como:

Z*(naéﬂr)ze(naévf)_l (52)

e substituindo na Eq. (7) temos:

IZ'm.81) _°Zm$0) , 9’2 S0 Z" m,8.0) 7. 0Z (1,6,7)

e o’ 28 +A4M.6) on +B(n,7) oF (53)
com as condi¢des de contorno:

aZ*(na‘}::aT) =0 nzo 035 <] (54)
on

Z'mEr)=0 n=1 0<E&E<I (55)

M:O E=0 0<n<n, (56)
IS

BZ%”— 0@ &=0 osnsy, (57)

onde 17, =1-S(£,7) e com condigdo inicial:
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Z*(n,gsf) :einicial(n’éir)_l T :Ta (58)

Para transformarmos a Eq. (53) segundo a direcdo 1 definimos um problema auxiliar de autovalor:

FOLD  Zongm=0 39

com condi¢des de contorno:

POSD 0 n=0: omEn=0 n=n (60)

Pela solugdo da Eq. (59) temos que os autovalores e autofungdes sdo respectivamente:

_@i-n_

i (61)
2n,
¢,(n,8,7) = B, cos(A1) (62)
Definindo-se uma autofun¢do normalizada como:
) W2 2i-Nr
K& = 2050 cos[( =D n] (63)
l \/E nb

Apos algumas operacdes matematicas utilizando as Eqgs. (53) e (59), definimos o par Transformada Integral e
Inversa:

My
Z' &0 = [Kméenz m.emdn (64)

AUREIED W AU RR VAN (XD (65)

aplicando-se esta definicdo obtemos a seguinte equacao:

oz, (§ 7, oz (5 1) 9Z ()
+ X7 (€, 1)+2AU Z &)~ ZB 5 =0 (66)
onde:
~ (né T) 9’K ,(0,§,7) ,(1,6,7)
4, fK( RO —jK(n«s vl —jK(n&r)M(n&)—n
My K ,E,
- J.Kz (naénT)N(naé)j(;,—ééf)dn
My
B, —2j1< UR; )#dn +[KmEDONMOK, M.E)dn
com as condi¢des de contorno transformadas:
ZC,, (&, r)+aza(§ ) =0 (67)
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9Z, (E.7)

2 =£€00,@) ¢=I (68)

Zz E0)C, + =2
onde:

J‘K( i ) (TI;T)

S = \/_( ™

(2i-Dr

Para a transformada na dire¢do & adota-se um novo problema auxiliar de autovalor:

2’y (&)
9E?

+ () =0 (69)

com as condi¢des de contorno:

A _o. v _ _
Y =0 &¢=0; PR =0 &=1 (70)

Cuja solugdo nos conduz aos autovalores e as autofungdes:
k-1
" :(z—)” (71)

wk<5>=cos[@é] (72)

Define-se uma autofun¢do normalizada:

&)=Y (fz) (73)

k

Realizando o mesmo procedimento anterior, Eq. (53), transformarmos a Eq. (66) e definimos o par Transformada
Integral e Inversa:

Z,( j 7, EDE € (74)
Z'€n=Y E©Z, ® (75)

obtemos a seguinte equacédo diferencial ordindria de primeira ordem:

aZ”‘ D W WA (76)

j=1 m=1

onde:

P =8,8,1,° + j[A,,-Ek@E,,,(:)—B,-,-Ek@)aE “’”}d&wij (EDE ©E, E)dE +

+C, (1,0 E,(DE,, (1) - C; (0,7) E, (0)E,, (0)

m

10
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hy = E,()£.(.1)0, ()

A equagdo de acoplamento transformada ¢:

v(,_&LJﬁ_VC(MJé:QIZ+

Q2 )dt o
OV L NN oyl .
+ 1+(ZQI] ﬁﬂ;;(b N(-1)"Z, (1)M|: . Tz 1 77
1-¢f1-=2
55
onde:
6600,

15070, +40 (k-1 n

dg

e 2 sdo respectivamente a espessura e a velocidade ablativas. v representa o inverso do nimero de Stefan e
T

S¢&,1)= C[l—g—?%} .

4. Resultados

O resultado do problema foi a obtencdo do sistema infinito de equacdes diferenciais ordinarias acopladas como
apresentado pelas Eqs. (76) e (77). A proposta deste trabalho é a solugdo analitica do problema de protegdo térmica
ablativa. Estudos para a implementag@o de um algoritmo que resolva este sistema esta em desenvolvimento.

5. Conclusoes

As equagdes governantes do problema representam uma geometria rombuda, Anderson et al. (1984), na qual se
tendermos o raio de curvatura para o infinito recaimos num problema de ablag@o bidimensional aplicado em um prisma
retangular com as mesmas condi¢des de contorno.

Para o desenvolvimento analitico foi utilizado a Técnica da Transformada Integral Generalizada. Inicialmente
definimos um problema auxiliar de autovalor apropriado e transformamos o sistema original de equagdes diferenciais
parciais juntamente com a equagdo de restri¢do acoplada em um sistema infinito de equagdes diferenciais ordinarias
através da defini¢do do par Transformada Integral e Inversa. Tal procedimento foi realizado tanto na fase pré-ablativa
quanto na fase ablativa. Este sistema de equagdes obtido analiticamente ¢ o resultado de interesse do presente trabalho.

Os fluxos de calor absorvido e rejeitado foram deixados implicitos pois podem ser do tipo exponencial, polinomial,
constante ou potencial.

No periodo pré-ablativo obtivemos o potencial de temperatura que € a condigéo inicial para o periodo ablativo em
T =T, € o sistema infinito obtido deve ser resolvido por métodos numéricos, onde truncamos o sistema infinito em um

numero suficientemente grande para obtermos resultados numéricos. A obtengao dos resultados numéricos encontra-se
em desenvolvimento.
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Abstract. The problems related to the transmission of heat in high-speed flows had become important in the last years due
aerodynamic heating caused in the launched as well as in the re-entry and in the propulsion system nozzles. Due the sonic as well as
hypersonic speeds have been needed to thermally protect the structure and its content of the heating caused by the aerodynamic flow.
Among the more used thermal protection systems are those employing the ablative materials. The ablative thermal protection
analysis is complex because involves heat and mass transfer, chemical reactions and so on, and could, moreover, occur partial or
total loss of mass in the structure boundary. In order to mathematically model the ablative thermal protection problem in a body of
blunt geometry, a partial differential equations system with non-linear boundary conditions is presented. Solutions of ablatives
problems are presented in the literature through several methods and techniques. One of this methods, the Generalized Integral
Transformed of Technique (G.1.T.T.), have been proving to be a valuable tool to solve this class of problems where the boundary is
not known a priori. The partial differential equations system will be evaluated analytically through the application of G.I.T.T,
resulting in an ordinary differential equations system of infinite order. The external surface is subject to a prescribed unsteady heat
flow. In this work the coupled ordinary differentiate equations solution system is seek originated from the analytic development. This
system presents explicitly the interested variables: the thickness of the ablative layer and the ablative material loss rate for the
atmosphere.

Keywords: aerodynamic flow, ablation, geometry blunt, generalized integral transformed, thermal protection.
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