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������� '��D �� '$�X �4.�D ?�����U�����T*1"$#f �4��N� ��&\ X*8�����3"�&B_HO�K�9+t��F>�����#W#�"� Z^��3 �4��3�5�D ����������:������� 'D�D �� '$�$KN9<d-4�"$���.*8"$#(GS���$��t�>!G�4.�$*
����"$�U"F*8���%�N#���0[2$��#����T����&Q"$����"�&:��#C"$^�c7���! �� '$�? �� ���E������� 'D�D �� '$�M&Q"$���3 ���#.*8"$�1"�&`*8����"$#.�%"$�T����� T �

DoM

Dt
=

DM

Dt
− c1 (SM + MS) − c2(MW − WM)− (1 − c2) (MΩ − ΩM),

9+t$t�>

;
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c1
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c2
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Ω
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 �� ���3������� 'D�D �� '$�X*��D ���*+J.��*-� #F'���������#.����9\ �4��E"$�����T�D �"$�-��*H T4��3*������Z&Q"$����� �("$^.*8����'����T*H� #C�������D �� '$�?��"� �� "$#�>-��#.�%������*8����'$��*
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c1
��#.�

c2
K

�`���8 ������������X��4�"$������*Z"�&B �4���*8�5��")��xA��� ��#F T*?��"$������*8��"$#.�
 �"
 �4��N �4������N0/��� �`p)#�"D01#W �� ���5������� 'D�D �� '$��*M�.*8���W� #i� �  ����T�D ������$�
 �4��C��"$#$ T�T��'����8����#$ N��"$#)'����! ����I �� ���C������� 'D�D �� '$�$¢` �4��
��"D'D��������#F 3��"$#)'$���! ����I �� ���C������� 'D�D �� '$�%��#.�I �4��
��"$��"� T�D �� "$#.���B"$�
£F�����5��#�#A������� 'D�D �� '$�$K b #�"� �4����H������� 'D�D �� '$�1^.�$*8���N��@���� �.*8� '$��� P3"$#

Ω
����� � ������"$��"� T�D �� "$#.��� 6o��� 2$��#F'$���! �"$��*+6o"�&\6

S
������� '��D �� '��$G

��*�����*8"N"$^� T��� #����SK
d-4���*8�?��"F*�*8� ^�� � �  �� ��*1����#
^U�?���� 1 �"$2$�� �4����1� #
_/O�K�9<{F>H���������$��� #�2

c1
��#.�

c2
01�  �4
 70H"�#���0���")��xA��� ��#F T*

α1 = 1 − c1��#.�
α2 = 1 − c2

G(�

−
Γ

Iτ
(
DIτ

Dt
+

Iτ

De
) +

(

α1(SΓ + ΓS) −
2

3
{ΓS}I

)

− α2

(

WΓ − ΓW
)

+ 2

(

η1

De
+

1

3
Iτ

)

S = 0,
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W = W − Ω

G.��#.�A �4��?&Q"$�����.���8 ������������1���$*8��*-����#
^U�X*8�����5����� �����
�$*
�\>

α1 = α2 = 0,
��"$#F ��T��'D�������D#F 1��"$#)'����! ����A �� ���E������� '��D �� '$�$G

� �\>
α1 = 2

��#.�
α2 = 0,

��"�'���������#$ 1��"$#)'$���! ����A �� ���E������� 'D�D �� '$�$G
� � �\>

α1 = 1
��#.�

α2 = 0,
��"$��"� T�D �� "$#.�D�S������� '��D �� '��$G

� '�>
α1 = α2 = 1,

��"$��"� T�D �� "$#.��� 6o��� 2$��#F'$���! �"��T*+6o"�&\6
S
������� 'D�D �� '$�

�v�  �4E �4���*:��������"�@�� �5�D �� "$#X�  :��*V#�"D0R��"F*�*8� ^�� �` �"M ��T��#.*+&Q"$���[_/O�K-9<{F>S� #F �"Z��#3��� 2$��^��T������ ���#.*8"$����OF�.�D �� "$#? T"M^��H*8"$� '$���
��@���� �����  �� P

(Γ = Γ(S,W, Iτ )).
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Γ
K�Y7#f �4��E&Q�T�����E"�&/���0- �"$#�����#f �����^���� ��#F 

,."D0�*�G)�:"$���$G(t�u)���?4.�$*-�.*8���%�3 ���#.*8"$�-��"$� P)#�"$�������U��@��.��#.*8� "$#5 �"�"$^� T��� #
��#
��@���� �����  ���� 2$��^��T����������������*8��#$ T�D �� "$#A&Q"$�H �4��
�1��P)#�"$����*:*+ �����*�*V ���#.*8"$�:��OF�.�D �� "$#(KV�v�  �4���#���#.��� "$2$"��.*V����"������������$G$¤?�D T*8p)����#.��yF�U��������� �$G�t�u$u$;���@) ���#.�����E �4���*`��#.��� P�*8��*
 �"f �4������A��� ����#.*8� "$#.���`,."D0�*X"$^� T��� #�� #�2W��#R��� 2$��^��T������*+ �����*�*X��"������`&Q��"$�¥�f��� aU������#$ ������H*8����"$#.�)6]��"$����#$ 3��� "F*8������&Q"$�
 �����^���� ��#F �,."D0�*�K-yF��#����X �4��X ���#.*8"$�

Γ
��*M*8P)������ ������X��#.�% ��T�$����� ��*�*�G) �4��3*������X�������$*1�����E������� � ���
4������E��#.�% �4��X ���#.*8"$�

Γ
&Q"$�1 �4��?��@) ��T�D67*+ �����*�*8��*H����#
^U�?����������*8��#F ����
�$*��

Γ=

N
∑

n=1

βnT(n),
9+t�;F>

014������E �4��N^.�$*8��*
T(n) ��*Z2$� '���#m*8P)������ ������X ��T�$����� ��*�*1 ���#.*8"$�M&Q��#.�! �� "$#.*Z"�& S ��#.� W,

��#.�C �4���*����������Z��")��xA��� ��#F T*
βn�����Z&Q��#.�! �� "$#.*1"�&V �4��X� #)'D��������#F T*H"�&

Γ
G
S
��#.�

W.}M*8� #�2M �4��1_/O�K�9<uF>(&Q"$�� �4��H ��T�$���
Iτ
��#.�3��@�������*�*8��#�2Z_/O�K�9o>�01�  �43 �4��H �4�������6o �������^.�$*8�$�

T(1) = S
G
T(2) = SW−WS��#.�

T(3) = S2 − 1
3{S

2}I.
G� �4.�D �2$� '$��*-��#C��@��$�! 1����������*8��#F T�D �� "$#A&Q"$�M��67=�,."�0�*�G�0H�X4.��'$�$�

Γ =
1

{S2}

[(

η1

De
+ (

(α1)
2

2
−

α1

3
+

1

3
)Iτ

)

Iτ{S
2} +

(α2)
2

2
I2
τ {W

2
}

]1/2

S+

+
Iτ

{S2}

[

α2

2

(

SW − WS
)

+ (3α1 − 2)

(

S2 −
1

3
{S2}I

)] 9+t��)>
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α1
��#.�

α2
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Γ
01�  �4

 �4�� � ������"DP��)67sv��"$#.*+ ��  ��� �� '$�?��"��)���V�����M �4��?&Q"$� � "D01� #�2.�

[Γ] =





2
3N1 0 2η∗1S13

0 − 1
3N1 0

2η∗1S13 0 − 1
3N1



 .
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N1
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Γ
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[Γ] =





1
2N1

(

α1 + α2 −
2
3

)

0 2η∗1S13

0 1
2N1

(

α1 − α2 −
2
3

)

0
2η∗1S13 0 N1

(

−α1 + 2
3

)



 .
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 �4.�D 

α1 = α2 = 1
�����X �4��E����"$�U���M��4�"$������*�K1Y] M��*M���$*8P% �"%*84�"D0

 �4.�D 1&Q"$���N�������(*84������-,�"D0l �4��? ��T�$����� ��*�*H ���#.*8"$�
Γ
��*12$� '���#
^)PU�

[Γ] =





1
3 (2N1 + N2) 0 2η∗1S13

0 − 1
3 (N1 − N2) 0

2η∗1S13 0 − 1
3 (N1 + 2N2)



 .
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α1=1+
2

3

N2

N1
,
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α2=1,
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α1 = α2 = 1
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G(�%�����8 T��� #W��4���"$� "$2$�����D�(&Q��#.�! �� "$#m��*Z�����������! ����f��"$���3"$�Z� ��*�*

����������*8��� P$K[d-4���*%��"$#.��� �.*8� "$#.*�2$� '$��*5��#v� ����"$�8 T��#F A�����$*8"$#r&Q"$�%��#�� #F'$��*+ �� 2F�D �� "$#�"�&?014����T4vp)� #.�j"�&Xp)� #����5�D �����*� �4��
�5�D ����������V��*M2$"$� #�2� �4���"$��2$4(K�k�"$�M��@�������� �$G�� &` �4��E,."D0���*M��������"$��� #.��#$ �� P
��@) ���#.*8� "$#.���oG. �4���#(G�"� �4����M2$��������� � #���*N9Q2$")"��
�����������! �� "$#C"�&���@) ���#.*8� "$#.���S��4���"$� "$2$�����D�U����"$�����8 �� ��*T>H�����Z2$� '$��#%&Q"$�1����"$��������4�"$������*-"�&� �4��X�.���T������ ����T*

α1
��#��

α2
K

�(���(�
© OPU)ªN�|¼q��WYX?¡gXZ[�¡gM·¼gMQ�£XC�kOPR\¡g¡gMQ«êX0S

Y7#v"$�T������ �"h�T4.���T�$�! ������ ���
 �4��f,."�0XG- �4��m�����  ������ ���¬������*8��#$ ������ # b *+ T�����  T��GZt�u)�Du�GH^.�$*8���j"$#j �4��W� #)'D��������#.���C"�&
 �4��%�����\�D �� '���6]�T�D ���6]"D&\6]��"D T�D �� "$#m ���#.*8"$��GV��*E�.*8���i4������$KCd-4��%����&Q"$���5�D �� "$#i�T�D ��5�.���T������ ����A9

s2 >X��#.�m �4��%��"� T�D �� "$#i�T�D ���.���T������ ����X9
w2 >-�����?����J.#����
����*8�����! �� '$��� P%�$*��
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w2 = −tr(W
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��"$#.*+ ��  ��� �� '$�X��OF�.�D �� "$#.*H"$�1014���#f*8"$� ')� #�23 �4�� b _Hy�zRK�d-4���*8�X��"$#.���  �� "$#.*-0H�����$�
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�$> b  1 �4��5¼/½D¹Q¹ ¾TG� �4��X#�"�67*8� � �C��"$#.���  �� "$#
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�:"$��*8����� � � �?,."�0���#.�UG.��#.�
�D 1 �4��X� #�� �� �"�&V �4��E��"$�5��� #% �4��?&Q"$� � "D01� #�2�'D��� ����*1�����?2$� '���#(�
• τ11 = 2η1De(∂u/∂z)2,

• τ33 = 0,

• τ13 = η1(∂u/∂z).

k�"$�: �4�� b _Hy�zRG$� #N T4���� #�� �� B"$#�� PE"$#��1^�"$��#.������P3��"$#.���  �� "$#�4��$*: �"X^��12$� '$��#C9\ �4��- ��T�$���-"�&� �4��1��@) ��T�D67*+ �����*�*V ���#.*8"$�!>
 �"� �4��X')��*���")�����$*+ ����M��"������oKBk�"$��������'$��� "$�����%�:"$��*8����� � � �?,."�0l �4��? ��T�$���?��*��

• Iτ = 2η1De(∂u/∂z)2
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