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τ
c

γ̇
b

ý����#��7
pC�2�bý¤ý/� ��� ü��Cü�$*�������!�� ���5���¤þ��¶ü�?���üG1hþ�����þ��bý/+-���¶ý>��c/����+J!�!�þ���ÿ�����&t?�þ�$A¤ÿ����¤þvÿ0�������!�þ��������0�¤þ����F��ÿ#������$°þvÿF���

�¤þ���� � ��� 1�� þ�758'�¤þ��S&:���¤þ(�¶ü�?s���9�bü�;£þvÿ��¤þjý-1	+����¤þ�!(�����9���¶ý>!�ü�!�þ��	���! þ�I	������ ü�����&:� �2�rü���B)����D��� ü��Q?*� ���Q���¤þ4�XV=`
�rü�������� ��/��� ;bþÎþ�I	������ ü��U���¶ýU�����¤ÿ�ü��¤ÿ�������þ�1¹ü���¶ý��£ÿ�+Q�rü��¶ý/� ��� ü�����7>pC��übÿoý%þvÿ0��ü4ü�1/�#��� �Bÿ�þ��¤ÿ�þ��þ��	�#����� ;bþµý/� !�þ������ ü���� þ����
�bü�;bþvÿ���� ���Cþ�I	������ ü���� ���¶ý=ý/� !�þ������ ü���� þ��������£ÿ#��!�þ���þvÿ#��&<���¤þ-�#�¤ü����rþ;ü�$9�#���£ÿ#���D��þvÿ����������5I	����	��� ��� þ������µþ����þ����������Z7�8'�¤þ
�#���£ÿ#���D��þvÿ����������*I	����	��� ��� þ��L�£ÿ�þ�þ�;���� �����þjý(���<���¤þX�����£ÿ#���D��þvÿ����������,ÿ�þ���� ü��S&�����!�þ�� +6���¤þ%$A�� � +�ý%þ�;£þ�� ü��hþjý�ÿ�þ���� ü��(1¹þ�$°übÿ�þ%���¤þ
����þ��¤ü	������7
8'�¤þ9�����£ÿ#���D��þvÿ����������@���¤þ��£ÿFÿ#���oþ�&

γ̇c
&����,ý%þ�
��¤þjý5���

γ̇c ≡

(

τR,fd − τ0ref
Kref

)1/n

,
Wj�	b

?*�¤þvÿ�þ
τ0ref

���¶ý
Kref

�£ÿ�þ0���¤þ�;���� ¤þ��³ü�$
τ0
���¶ý

K
���F�Îÿ�þ�$°þvÿ�þ����rþ0��þ�!��¹þvÿ#����¤ÿ�þ�&K?*�����#�-?L���X�#�¤ü	�þ��,��ü51¹þ�]��

◦
Y�� �

�����rübÿoý������rþ=?*� ��� ���¤þIý����#�6��;���� ����1�� þ%$°übÿ'1�� ü%ü%ý�� � ���¤þX� � ��þvÿ#����¤ÿ�þ�W h �����£ÿ��,þ��%���Z7 &K[�\�\�a	bD7T8'�¤þF���¤þ��£ÿ'����ÿ�þ����'���'���¤þX?'��� �� �5���¤þF$A�� � +<ý%þ�;£þ�� ü��hþjýÎÿ�þ���� ü��4����ý%þ��¤ü���þjý41J+
τR,fd

&�?*�����#�G�����51hþwþ������ � +µÿ�þ�������þjý���ü(���¤þ9�¤ÿ�þ�����¤ÿ�þIýJÿ�ü��51J+ !�þ������,ü�$
�6$°übÿ#�rþ@1����������rþ��

τR,fd ≡ −[τrx(R)]fd = −

(

dp

dx

)

fd

R

2
=

∆p

Lfd

R

2
,

W f b

?*�¤þvÿ�þ
p
���F���¤þ(�¤ÿ�þ�����¤ÿ�þ�&

x
���F���¤þ���c/�����<�rüJübÿoý/� ������þ�&

R
���X���¤þ(���1¹þ�ÿ#�bý/� ��F���¶ý

Lfd

���9�4���1¹þ�� þ��������Q� �-���¤þ($A�� � +
ý%þ�;bþ�� ü��¹þjýµÿ�þ���� ü�� ��ü�?*�¤ü	�þ�þ��¶ý��L�#�%þF�¤ÿ�þ�����¤ÿ�þwý/� rhþvÿ�þ����rþ

∆p
�rübÿ�ÿ�þ����¹ü��¶ý���7

8'�¤þ9�����£ÿ#���D��þvÿ����������=;J�����rü	��� ��+(���%���¤ü	�þ��5���

ηc ≡ η(γ̇c) =
τR,fd

γ̇c
.

WZ��b

8'�¤þIý/� !�þ������ ü���� þ����'���¤þ��£ÿ,ÿ#����þF���¶ý ;J�����rü	��� ��+��£ÿ�þ�ÿ�þ����¹þ��D��� ;bþ�� +�ý%þ�
��¤þjý5���

γ̇′ ≡
γ̇

γ̇c
, η′ ≡

η

ηc
.

Wjl	b

�=��� ���6���¤þ9��1hüd;bþ�ý%þ�
���� ��� ü�����&/���¤þIý/� !�þ������ ü���� þ����';J�����rü	��� ��+�$A����D��� ü��G�����41hþX?,ÿ�� ����þ��G���

η′ =

{

r′0/γ̇
′ + (1− r′0)γ̇

′
n−1 � $

τ ′ > r′0
&

∞
ü����¤þvÿ�?*���þ�& W)��b

?*�¤þvÿ�þ

τ ′ ≡
τ

τR,fd
,

Wja	b

���¶ý

r′0 ≡
r0

R
=

τ0ref
τR,fd

.
Wj\	b

_<I	������ ü��RWj\	b@���¤ü�?%�@�<ý/� !�þ������ ü���� þ����=+J� þ���ý-����ÿ�þ�����&K3J�¤üd?*�-���-�t�j��� �5 �¡/¢(£#��¤0W
r′0
bD768'�����wý/� !�þ������ ü���� þ����@�	�!01¹þvÿ

ÿ�þ�������þ��6���¤þ,+J� þ���ýR����ÿ�þ����6��ü>���¤þ,���¤þ��£ÿ�����ÿ�þ����(����?L��� �%� �R���¤þ,�#���£ÿ#���D��þvÿ����������µÿ�þ���� ü��S7�p)� �����bÿ�þ������ +2�¤þ�� �/$A��%$°übÿ����¤þ
� �J;bþ������ �	����� ü��Bü�$=!(����þvÿ��������0?*�����#�S&<����#�R���01�� ü%ü%ýK&P�¤þ��rþ������ �#����þ���ü4ü�;bþvÿ#��ü�!�þ4�-�rþvÿ��#��� �U����ÿ�þ����9��ü��¶ü�?F7Qp)���#��3£þ����
!�� ��� !0�!¥;���� ¤þ�ü�$'Ovþvÿ�ü�&K?*�¤þ��-���¤þ����¤þ��£ÿ9����ÿ�þ����X���9?L��� �P���F�ü5���£ÿ��bþvÿ@�������

τ0
�������F���¤þ(!(����þvÿ������P�����-1¹þ(!�ü%ý%þ�� � þjý

�
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1J+4;J�����rü	��� �C+�$A����D��� ü����'�������³ý%ü(�¤ü��Sÿ�þ�I	�� ÿ�þF��+J� þ���ý5����ÿ�þ����������¶ý5� �*�#��3bþ��%��!(��c/� !0�!¦;���� ¤þ�ü�$)ü��¤þ�&�?*�¤þ��5���¤þ9���¤þ��£ÿ
����ÿ�þ����'���Fþ�I	����K��ü

τ0
&����¶ý4�¤þ�����þX���¤þvÿ�þX���*�¤ü6�¶ü�?F7

pC��übÿoý%þvÿ:��üIý%þ�
��¤þ'���¤þ�ý/� !�þ������ ü���� þ����T�	�!01¹þvÿP?*�����#�}ÿ�þ�������þ��T� �¤þvÿ������=$°übÿ#�rþ��:��üX;/�����rü���:$°übÿ#�rþ��e���T���¤þ%�#���£ÿ#���D��þvÿ����������
ÿ�þ���� ü��S&����¤ÿ�þvþ0!�übÿ�þ6I	����	��� ��� þ��@�£ÿ�þ0�¤þvþjý%þjýK�*���¤þ�ý/� !�þ������ ü���� þ����=;bþ�� ü/��� ��+5�¤ÿ�ü�
�� þ�&����¤þ���c������:�d;£þvÿ#���bþ9;bþ�� ü/��� ��+G���¶ýG� �#�
�rübÿ�ÿ�þ����hü��¶ý/� ����ý/� !�þ������ ü���� þ����*�rü������þvÿ����£ÿ���7
8'�¤þIý/� !�þ������ ü���� þ����'���¤þ��£ÿ%����ÿ�þ����L����ý%þ�
��¤þjý5���

τ ′ =
τ

τR
=

r

R
= r′ = η′γ̇′.

W�[�g	b

Y�ü�!01�� ��� ���5���¤þ�ý/� !�þ������ ü���� þ����F;J�����rü	��� �C+G$A����D��� ü���WA_<IJ��7-W)��b�bX���¶ý����¤þµý/� !�þ������ ü���� þ����F���¤þ��£ÿ9����ÿ�þ����(WA_<I�7-W�[�g	b�b=���¤þ
$°ü�� � ü�?*� ���6$°übÿ�!m$°übÿ'���¤þIý/� !�þ������ ü���� þ����*���¤þ��£ÿFÿ#����þX���,ü�1/�#��� �¤þjýK�

γ̇′ =

(

r′ − r′0
1− r′0

)1/n

.
W�[�[db

V�ü�?N?�þIý%þ�
��¤þ@���¤þIý/� !�þ������ ü���� þ����*��c/�����K;bþ���ü/��� ��+����

u′ =
u

γ̇cR
.

W�[d]�b

8'�¤þ��S&S���¤þ�ý/� !�þ������ ü���� þ����F���¤þ��£ÿ�ÿ#����þGWA_<I�7,W�[�[db�b@�����-1¹þ(��þjýK&K��ü��bþ����¤þvÿF?*� ���-���¤þ�������þ��bÿ#����� ü���ü�$L���¤þ�ý%þ�
��/� ��� ü��4ü�$
���¤þ��£ÿ,ÿ#����þ

γ̇ = −
du

dr
,

W�[��	b

��ü,
��¶ýQ���¤þÎþ�c/�¤ÿ�þ������ ü��-$°übÿ�ý/� !�þ������ ü���� þ����0��c/�����L;£þ�� ü���� �C+Q���0�G$A����D��� ü���ü�$*���¤þ §@� þ���ýQ�J�!01¹þvÿ����¶ý>���¤þ4�¹ü�?�þvÿ�i)���d?
þ�c/�hü��¤þ������

u′ =

{

n
n+1

(1− r′0)
− 1

n

[

(1− r′0)
n+1

n − (r′ − r′0)
n+1

n

] � $
r′ > r′0

&
n

n+1
(1− r′0)

� $
r′ ≤ r′0

WA��� ����¶üd?=b
.

W�[ f b

8'�¤þ9��c/�����K�d;bþvÿ#���£þ@;bþ�� ü/��� ��+������51¹þwü�1/�#��� �¤þjý � ���oþ��bÿ#���#� ���0���¤þF;bþ�� ü/��� ��+��¤ÿ�ü�
�� þ��

u =
2

R2

[

∫ r0

0

u0rdr +

∫ R

r0

urdr

]

.
W�[d��b

V�ü��¶ý/� !�þ������ ü������ � O�� ���Q��������þ�c/�¤ÿ�þ������ ü��S&'���� ���Q���¤þ�ý/� !�þ������ ü���� þ���� ��c/�����%;bþ�� ü/��� ��+�WA_<I�7¨W�[ f b�b(���¶ý"�¹þvÿ�$°übÿ�!�� ���>���¤þ� �	��þ��bÿ#������&J?�þ9�����Îÿ�þ����#�����¤þwþ�c/�¤ÿ�þ������ ü���$°übÿ'���¤þIý/� !�þ������ ü���� þ����*�d;£þvÿ#���bþX��c/�����E;bþ�� ü/��� ��+E�

u′ =
2n

n+ 1

[

1

2
(1− r′0)−

n

2n+ 1
(r′0)(1− r′0)

2
−

n

3n+ 1
(1− r′0)

3

]

.
W�[�l	b

�¶ÿ�ü�!©���¤þ��þ��d;bþvÿ#���£þG;���� ¤þ���WA_<IJ��7|W�[d��b(���¶ýHW�[�l	b�b����¤þ�þ�c/�¤ÿ�þ������ ü��R$°übÿ����¤þ-�#���£ÿ#���D��þvÿ����������G���¤þ��£ÿ�ÿ#����þ���� ?'��� �=���
ÿ�þ�i)?,ÿ�� ����þ��5���

γ̇c =
u

u′R
=

u

R

n+ 1

2n

[

1

2
(1− r′0)−

n

2n+ 1
(r′0)(1− r′0)

2
−

n

3n+ 1
(1− r′0)

3

]−1

.
W�[���b

�=��� ���,���¤þ5��1¹ü�;bþµý%þ�
��¤þjýU�#���£ÿ#���D��þvÿ�����������I	�������� ��� þ���&e���¤þ5�rü����þvÿ�;������ ü��Lþ�I	������ ü����0�����21hþµÿ�þjý/��rþjý>�oü,���¤þ�� ÿ�ý/� i
!�þ������ ü���� þ����=$°übÿ�!(��798'�¤þ�!(�����@���¶ý,!�ü�!�þ��	���! þ�I	������ ü����%$°übÿ@���¤þ}þ��	��ÿ#�����rþ}ÿ�þ���� ü��;ü�$L�4����þ��bý/+G����!�� ���£ÿ=�¶üd?
ü�$'�
��þvÿ#���#�¤þ�� iCnL�� 3J� þ�+(!(����þvÿ������E���¤ÿ�ü�����5��ý/��D�=�£ÿ�þ@���	��*��� ;bþ��41J+

∂u′

∂x′
+

1

r′
∂(r′v′)

∂r′
= 0,

W�[�a	b

v′
∂u′

∂r′
+ u′

∂u′

∂x′
= −

∂p′

∂x′
+

2u′

Re

[

1

r′
∂

∂r′

(

η′r′
∂u′

∂r′

)

+
∂

∂x′

(

η′
∂u′

∂x′

)]

,
W�[�\	b

v′
∂v′

∂r′
+ u′

∂v′

∂x′
= −

∂p′

∂r′
+

2u′

Re

[

∂

∂r′

(

1

r′
∂

∂r′
(η′r′v′)

)

+
∂

∂x′

(

η′
∂v′

∂x′

)]

.
WZ]�g	b

pC�4���¤þ��þ�þ�I	������ ü�����&
v′ = v/Rγ̇c

&
x′ = x/R

&
r′ = r/R

&����¶ý
p′ = p/ρ(Rγ̇c)

2
7

f
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�:� ����� � +�&/���¤þIýJ��!�þ������ ü���� þ����'�J�!01¹þvÿ%���,ý%þ�
��¤þjý5���L���¤þX$°ü�� � ü�?*� ����u,þ�+J�¤ü���ý��'�J�!01¹þvÿ��

Re ≡
2ρuR

ηc
=

2ρ(u′)n−1(u)2−nRn

Kref + τ0ref

(

u′R
u

)n

WZ]/[db

p)�%���'� ����þvÿ�þ������ ���6��ü�ü�1��þvÿ�;bþ%��������&�?*�¤þ��
τ0ref = 0

&
Kref = µ

���¶ý
n = 1

&J���¤þFV�þ�?'��ü��������4!(����þvÿ������K�����þ@�.��ÿ�þ��rü�;bþvÿ�þjýK�
?*�¤þ��

Kref = µp
���¶ý

n = 1
���¤þ9nL� ��������!¨!(����þvÿ������S�����þX���,ÿ�þ��rüd;bþvÿ�þjýK�/���¶ý4?*�¤þ��

τ0ref = 0
���¤þF�¹ü�?�þvÿ�i)���d?�!(����þvÿ������

�����þX���,ÿ�þ��rüd;bþvÿ�þjýK7
8'�¤þP1hü�/�¶ý��£ÿ�+X�rü��¤ý/� �#� ü����S�£ÿ�þT���¤þ<���������¤ü�iC��� � �F�rü��¶ý/� ��� ü��9���S���¤þ<?L��� �Z&����¤þL��+J!�!�þ���ÿ�+@�rü��¶ý/� ��� ü��9���S���¤þL�rþ�����þvÿ�� � �¤þ�&

���� $°übÿ�!¦;bþ�� ü/��� ��+��¤ÿ�ü�
�� þX���*���¤þX���1¹þF� ��� þ���&����¶ý4� ü/����� � +(���£ÿ#��1hü�� ���%�¶üd?����'���¤þ9�#���£ÿ#���D��þvÿ�����������ÿ�þ���� ü��S�
∂u′

∂r′
(0, x′) = 0, v′(0, x′) = 0, u′(1, x′) = 0, v′(1, x′) = 0,

WZ]�]�b

u′(r′, 0) = u′, v′(r′, 0) = 0,
∂u′

∂x′
(r′, L′) = 0,

∂v′

∂x′
(r′, L′) = 0,

WZ]��	b
?*�¤þvÿ�þ

L′ ≡ L/R
���'���¤þIý/� !�þ�������ü��/��þ����L���1hþF� þ��������S7
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���¤þ��þ%�¶üd?%��7 � $.��þvÿ�ü�1/�#��� ��� ���F���¤þ��þ%1�� ü%ü%ý6�¶üd?����£ÿ#��!�þ���þvÿ#��&��#�%þ%§@� þ���ý(�J�!91hþrÿ<$°übÿ<1�� üJü%ý(���¶ý6���¤þ@u,þ�+J�¤ü���ý��P�	�!01¹þvÿ
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