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¿LÀ Á�Â Ã Ä�Á Å ÄAÆ Â Ç È Ç Æ É�Æ ÊDË�Ì Ç Å Ì Ã Í Ë Å�ÎfÆ Ã Á È È Á�Ï Æ Ð/Ë ÉAÑ�Ë�Ä Å Á Â Â Ã Å Á Ò Ñ Å Ç Ó Á É�Ë Ô Ç Ë ÍAÏ Æ Ð/Ç É�Ë É�Ë É É Ã Í ÃAÂLÆ Ì Ì Ã Å ÂfÇ É�Õ�Ë É Ö
Ä Å Ë Ì È Ç Ì Ë Í�Ë Ä Ä Í Ç Ì Ë È Ç Æ ÉAÂ ×fÂ ÃAÌ À�Ë Â�Ì Ë È Ë Í Ö È Ç Ì�Ì À Á Õ�Ç Ì Ë ÍLÅ Á Ë Ì È Æ Å Â ×DØ Í È Å Ë È Ç Æ É�Ñ Á Ó Ç Ì Á Â ×DÍ Ç Ù Ã Ç Ñ Ò Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Á Ô È Å Ë Ì È Æ Å Â ×AÚ Æ Ã Å ÉAË Í
ÛAÁ Ë Å Ç É Ü Â ×DË ÉAÑ*È À Á�Å Á È Ã Å É*Ï Æ ÐÝÆ Ê�Ñ Å Ç Í Í Ç É Ü�Õ�ÃAÑ*ÛAÁ È ÐfÁ Á É�È À Á�Å Æ È Ë È Ç É Ü�Ñ Å Ç Í ÍLÂ È Å Ç É Ü�Ë ÉAÑ*È À Á�Â È Ë È Ç Æ ÉAË Å Ö�Ð�Ë Í ÍLÇ É�Æ Ç Í
Ë ÉAÑ�Ü Ë ÂLÐLÁ Í ÍDÑ Å Ç Í Í Ç É ÜAÞL¿LÀ Á�Ä Ç Æ É Á Á Å Ç É Ü�ÐfÆ Å ß�Æ ÊD¿DË Ö Í Æ Å ×Aà á â ã × Â À Æ ÐfÁ Ñ�È ÀAË È�Ç É�È À Á�Ì Ë Â Á�Æ ÊBÓ Ë É Ç Â À Ç É Ü�Ë Ô Ç Ë Í�Ä Å Á Â Â Ã Å Á
Ü Å Ë Ñ Ç Á É È × È À Á�Ä Ã Å Á Í Ö�Ë ä Ç Õ�Ã È ÀAË Í Ï Æ Ð�× Ç Þ Á ÞDË(Ä Ã Å Á(ÎfÆ Ã Á È È Á�Ï Æ Ð�× Ì Ë É�Á Ó Æ Í Ó ÁLÈ Æ�Ë(Ï Æ Ð�Ì Æ É È Ë Ç É Ç É Ü(Å Á Ì Ç Å Ì Ã Í Ë È Ç É Ü�Ó Æ Å È Á Ô
Å Ç É Ü ÂDÇ Ê�È À Á(Ë É Ü Ã Í Ë ÅLÂ ÄAÁ Á Ñ�Æ Ê�È À Á(Ç É É Á ÅLÌ Ö Í Ç ÉAÑ Á ÅfÇ ÂfË Û�Æ Ó Á(Ë�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í Ó Ë Í Ã Á ÞD¿LÀ Ç ÂfÈ Ö ÄAÁ�Æ Ê�Ï Æ Ð�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ç ÂDß É Æ Ð�É�Ë Â
åAæ ç è é ê�ë ì í î æ ï ë è ë î ç Þ�¿LÀ Á�Â Ë Õ�Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ë Í Â Æ�Æ Ì Ì Ã Å Â�Ç É�È À Á�Ì Ë Â Á�Æ ÊfÉ Æ É Ò Ó Ë É Ç Â À Ç É Ü�Ä Å Á Â Â Ã Å Á�Ü Å Ë Ñ Ç Á É È�Ç É�È À Á�Ë Ô Ç Ë Í
Ñ Ç Å Á Ì È Ç Æ ÉBÞ�ðLÈ�Ë�Ì Á Å È Ë Ç É�Ì Æ Õ�Û Ç ÉAË È Ç Æ É*Æ Ê�Ë Ô Ç Ë ÍDÏ Æ Ð
Å Ë È Á�Ë ÉAÑ�Ë É Ü Ã Í Ë Å�Â ÄAÁ Á Ñ�Æ ÊLÈ À Á�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å ×BË�È Å Ë ÉAÂ Ç È Ç Æ É*Ê Å Æ ÕñË
Â Ä Ç Å Ë ÍBÎfÆ Ã Á È È Á Ò òDÆ Ç Â Á Ã Ç Í Í Á�Ï Æ Ð&È Æ�Ë É�Ë Ô Ç Ë ÍAÏ Æ Ð&Ð�Ç È À�È Æ Å Æ Ç Ñ Ë Í�¿DË Ö Í Æ ÅLÓ Æ Å È Ç Ì Á ÂfÈ Ë ß Á ÂLÄ Í Ë Ì Á ÞfóBÇ Ü Ã Å Á�à�Ç Í Í ÃAÂ È Å Ë È Á ÂfÈ À Á
Ñ Ç ôAÁ Å Á É È�Ï Æ Ð&ÄAË È È Á Å ÉAÂ�È ÀAË ÈLÀAË Ó Á�ÛAÁ Á É�Æ ÛAÂ Á Å Ó Á Ñ�Þ
¿LÀ Á�Ï Æ Ð/ÄAË È È Á Å É�Ì Ë É�Ñ Å Ë Â È Ç Ì Ë Í Í Ö�Ë ôAÁ Ì È�È À Á�È Å Ë ÉAÂ ÄAÆ Å ÈLÄ À Á É Æ Õ�Á É Ë�È ÀAË È(Æ Ì Ì Ã Å ÂLÇ É�È À Á�Ë Ä Ä Í Ç Ì Ë È Ç Æ ÉAÂLÕ�Á É È Ç Æ É Á Ñ

ÛAÁ Ê Æ Å Á ÞLõ É�È À Á�Ì Ë Â Á�Æ ÊfÌ Æ É È Ç É Ã Æ ÃAÂLÅ Á Ë Ì È Æ Å Â × È À Á�Ö Ç Á Í Ñ�Ç Â�Õ�Ë Ô Ç Õ�Ç ä Á Ñ�Ç ÊDÕ�Ç Ô Ç É Ü�Ç É�È À Á�È Å Ë ÉAÂ Ó Á Å Â Á�Ñ Ç Å Á Ì È Ç Æ É�Ç Â�Í Ë Å Ü Á
Ë ÉAÑ�Ç É�È À Á�Í Æ É Ü Ç È ÃAÑ Ç ÉAË Í Ñ Ç Å Á Ì È Ç Æ É�Ç ÂDÂ Õ�Ë Í Í ÞB¿LÀ Á Å Á Ê Æ Å Á × È À ÁLÄ Å Æ Ì Á Â ÂDÌ Ë É�ÛAÁLÆ Ä È Ç Õ�Ç ä Á Ñ�Û Ö�ÃAÂ Ç É Ü�Ë É É Ã Í Ë ÅDÏ Æ Ð#È À Å Æ Ã Ü À
Ì Æ ÉAÌ Á É È Å Ç Ì�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å ÂLÅ Æ È Ë È Ç É Ü�Ë È(Ë É Ü Ã Í Ë Å(Â Ä�Á Á Ñ�È ÀAË È(¿BË Ö Í Æ ÅLÓ Æ Å È Ç Ì Á Â�Ë Å Á�Ä Å Á Â Á É È Þfõ É�È À Á�Ì Ë Â Á�Æ ÊBÐLÁ Í ÍDÑ Å Ç Í Í Ç É ÜA× È À Á
È Å Ë ÉAÂ ÄAÆ Å ÈDÆ ÊAÅ ÆAÌ ß�Ì À Ç Ä Ä Ç É ÜA× È À Á(Ñ Ç ôAÃAÂ Ç Æ É�Æ ÊAÜ Ë Â × È À Á(Û Ã Ç Í Ñ Ò Ã Ä�Æ Ê�Õ�ÃAÑ�Ì Ë ß Á�Æ É�È À Á(Ê Æ Å Õ�Ë È Ç Æ É�Ð�Ë Í ÍAË ÉAÑ�È À Á�Å Á Ù Ã Ç Å Á Ñ
Ä Å Á Â Â Ã Å Á�È Æ�Ä Ã Õ�Ä�È À Á�Ñ Å Ç Í Í Ç É Ü�Õ�ÃAÑ�Ë Å Á�Ë Í ÍDË ôAÁ Ì È Á Ñ�Û Ö�È À Á�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç Â È Ç Ì ÂLÆ ÊDÈ À Á�Ï Æ Ð/ÛAÁ È ÐfÁ Á É�È À Á�Å Æ È Ë È Ç É Ü�Ñ Å Ç Í Í
Ë ÉAÑ�È À Á�Â È Ë È Ç Æ ÉAË Å Ö�ÛAÆ Å Á(À Æ Í Á�Ð�Ë Í Í Þ
¿LÀ Á�Â È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ Ê ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Ï Æ Ð�ÛAÁ È ÐfÁ Á É�Ì Æ ÉAÌ Á É È Å Ç ÌDÅ Æ È Ë È Ç É Ü�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á ÅBÀAË Â�ÛAÁ Á É�Á Ô È Á ÉAÂ Ç Ó Á Í Ö�Â È ÃAÑ Ç Á Ñ�Ç É�È À ÁfÄAË Â È Þ

¿LÀ Á�Õ�Ë Ç É�Ü Æ Ë Í Ð�Ë ÂDÈ Æ�Ñ Á È Á Å Õ�Ç É Á�Á Ô ÄAÁ Å Ç Õ�Á É È Ë Í Í Ö�Ë ÉAÑ�È À Á Æ Å Á È Ç Ì Ë Í Í Ö�È À Á(Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í Æ ÄAÁ Å Ë È Ç É Ü�Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ É�Ë ÈDÈ À Á�Æ ÉAÂ Á ÈfÆ Ê
È À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ë ÈLÑ Ç ôAÁ Å Á É ÈLÏ Æ Ð/Ì Æ É Ø Ü Ã Å Ë È Ç Æ ÉAÂ ÞB¿LÀ Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉAÂLË Å Á�ÃAÂ ÃAË Í Í Ö�Å Á Ä�Æ Å È Á Ñ�Ç É�È Á Å Õ�ÂfÆ ÊBË�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í
¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�Û�Á Å

Ta ≡ ρωinrid/µ
Þ�¿LÀ Á�Á Ô ÄAÁ Å Ç Õ�Á É È Ë ÍLÇ É Ó Á Â È Ç Ü Ë È Ç Æ ÉAÂ�Ì Æ ÉAÂ Ç Â È Á Ñ#Æ Ê(Ï Æ Ð÷Ó Ç Â ÃAË Í Ç ä Ë È Ç Æ É#È Æ*Æ ÛAÂ Á Å Ó Á

È À Á�Ñ Ç ôAÁ Å Á É È(Ï Æ Ð/ÄAË È È Á Å ÉAÂ�Ð�Ç È À*Ë ÉAÑ�Ð�Ç È À Æ Ã È(Ç Õ�ÄAÆ Â Á Ñ�Ë Ô Ç Ë Í�Ï Æ Ð�Þ�¿LÀ Á�Õ�Ë Ç É�Ì Æ É È Å Ç Û Ã È Ç Æ ÉAÂ(Ë Å Á�Û Ö�ø�Å Ë Ó Ë Â ×Bà á ù ú û
ð�ÉAÑ Á Å Á Ì ß�×Dà á ú ü�Ë ÉAÑ�ý�Ã Á Ä È Ð�×Dà á á â Þ(¿LÀ Á�È À Á Æ Å Á È Ç Ì Ë ÍDË ÉAË Í Ö Â Ç Â�Í Á Ë Ñ Â�È Æ�Ë É�Á Ç Ü Á É Ä Å Æ Û Í Á Õ�Þ(¿LÀ Á�Ø Å Â È�Ì Æ É È Å Ç Û Ã È Ç Æ ÉAÂ
ÃAÂ Á Ñ�ÄAÁ Å È Ã Å ÛAË È Ç Æ É�Ë ÉAË Í Ö Â Ç Â(Ë ÉAÑ�ÐLÁ Å Á�Å Á Â È Å Ç Ì È Á Ñ�È Æ�ÉAË Å Å Æ Ð6Ü Ë ÄAÂ�Ë ÉAÑ*Ë Ô Ç Â Ö Õ�Õ�Á È Å Ç Ì�Ñ Ç Â È Ã Å ÛAË ÉAÌ Á Â Þ�¿LÀ Á�Õ�Á È À Æ Ñ Â
ÐLÁ Å Á�Í Ë È Á Å�Á Ô È Á ÉAÑ Á Ñ�È Æ�Ë Å Û Ç È Å Ë Å Ç Í Ö�Ð�Ç Ñ Á�Ë É É Ã Í Ë Å�Ü Ë ÄAÂ Þ�¿LÀ Á�Õ�Ë Ç É�Ì Æ É È Å Ç Û Ã È Ç Æ ÉAÂ�Ë Å Á�Û Ö�ÎfÀAË ÉAÑ Å Ë Â Á ß ÀAË Å ×�à á ü à û
þ(Ç Ä Å Ç Õ�Ë ×�à á ü ÿ�Ë ÉAÑ�ý�Á Á ×Aâ ÿ ÿ à Þ

à
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õ É�Õ�Ë É Ö�Ä Å Ë Ì È Ç Ì Ë ÍBÂ Ç È ÃAË È Ç Æ ÉAÂ�È À Á�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Æ ÊfÇ É È Á Å Á Â È(Ç Â(É Æ É Ò ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë ÉBÞLõ É�È À Á�Â Ä�Á Ì Ç ØAÌ�Ì Ë Â Á�Æ ÊfÈ À Á�Ï Æ Ð6Ç É�È À Á
Ë É É Ã Í ÃAÂ�Û�Á È ÐLÁ Á É�È À Á�Å Æ È Ë È Ç É Ü*Ñ Å Ç Í ÍLË ÉAÑ�È À Á�Å Æ Ì ß*Ê Æ Å Õ�Ë È Ç Æ ÉB×BÈ À Á�Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë ÍfÛAÁ ÀAË Ó Ç Æ Å�Æ Ê�È À Á�Õ�ÃAÑ�Ì ÀAË É Ü Á Â�È À Á
Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍLÌ Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉAÂ�Ë È�Ð�À Ç Ì À#¿BË Ö Í Æ Å�Ó Æ Å È Ç Ì Á Â�Ë Ä ÄAÁ Ë Å Þ�þ(Å Ç Í Í Ç É Ü�Õ�ÃAÑ*Ç Â�Ë�À Ç Ü À�Ì Æ ÉAÌ Á É È Å Ë È Á Ñ*Ì Æ Í Í Æ Ç Ñ Ë ÍLÂ ÃAÂ ÄAÁ ÉAÂ Ç Æ É
Ð�Ç È À�Ë(Â È Å Æ É Ü�Â À Á Ë Å Ò È À Ç É É Ç É Ü(ÛAÁ ÀAË Ó Ç Æ ÅDË ÉAÑ�É Á Ü Í Ç Ü Ç Û Í ÁfÁ Í Ë Â È Ç Ì Ç È Ö × ÐfÁ Í Í Ñ Á Â Ì Å Ç ÛAÁ Ñ�Û Ö�Ë(ø�Á É Á Å Ë Í Ç ä Á Ñ�ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É	��Æ Ñ Á Í
Ð�Ç È À�Ë�ÎLË Å Å Á Ë Ã�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ ÉBÞf¿LÀ Á(Á ôAÁ Ì ÈLÆ Ê�È À Á(Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë ÍAÄAË Å Ë Õ�Á È Á Å ÂDÆ Ê�Ó Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì�Í Ç Ù Ã Ç Ñ ÂLÆ É�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í
Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉAÂ�Ê Æ Å(È À Á�Æ ÉAÂ Á È(Æ ÊfÈ À Á�¿BË Ö Í Æ Å(Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ç Â�Â È Ç Í ÍfË�Õ�Ë È È Á Å(Æ ÊfÅ Á Â Á Ë Å Ì À�
 Â Á Á�LÂ Ì ÃAÑ Ç Á Å ×Dà á á ��Ë ÉAÑ�ý�Æ Ì ß Á È È ×
à á á â � Þ
õ É�È À Ç Â(ÐLÆ Å ß�×AÈ À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Íf¿DË Ö Í Æ Å(É Ã Õ�Û�Á Å�Ç É*È À Á�Ì Ë Â Á�Æ ÊfÉ Æ�Ç Õ�ÄAÆ Â Á Ñ*Ë Ô Ç Ë ÍDÏ Æ Ð
Ë È�Ñ Ç ôAÁ Å Á É È�Ü Á Æ Õ�Á È Å Ç Ì Ë ÍDÌ Æ É Ò

Ø Ü Ã Å Ë È Ç Æ ÉB× Ç Þ Á ÞDÇ É É Á Å Ò È Æ Ò Æ Ã È Á Å(Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å�Å Ë Ñ Ç ÃAÂLÅ Ë È Ç Æ
ri/ro

×AË ÉAÑ�Ñ Ç ôAÁ Å Á É È�Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë ÍAÄAË Å Ë Õ�Á È Á Å ÂfÇ Â�Ñ Á È Á Å Õ�Ç É Á Ñ�Û Ö
È Å Ë Ì ß Ç É Ü�È À Á�Â Æ Í Ã È Ç Æ É�ÄAË È À#Ë Â(È À Á�¿BË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Å Ç Â Á Â Þ�¿LÀ Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍLÌ Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ É�Ç Â�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç ä Á Ñ�Û Ö*È À Á�Â ÃAÑ Ñ Á É
Ë Ä ÄAÁ Ë Å Ë ÉAÌ Á(Æ ÊDË É�Ë Ô Ç Ë Í�Ë ÉAÑ�Å Ë Ñ Ç Ë ÍAÓ Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ì Æ Õ�Ä�Æ É Á É È ÞfðfÈ�Á Ë Ì À�Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉB× È À Á�Â Ö Â È Á Õ Æ ÊDÑ Ç ôAÁ Å Á É È Ç Ë Í�Á Ù ÃAË È Ç Æ É�Ç Â
Â Æ Í Ó Á Ñ�Û Ö�È À Á�ø�Ë Í Á Å ß Ç É���Ø É Ç È Á�Á Í Á Õ�Á É ÈLÕ�Á È À ÆAÑ�ÞD¿LÀ Á�Å Á Â Ã Í È Ç É Ü�Â Á ÈLÆ Ê�É Æ É Ò Í Ç É Á Ë Å�Ë Í Ü Á Û Å Ë Ç ÌLÁ Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂfÇ ÂLÂ Æ Í Ó Á Ñ�Û Ö
ö�Á Ð�È Æ É�� ÂLÕ�Á È À ÆAÑ�Þ

win win

(a) (b)

óBÇ Ü Ã Å Á�à ���(ÛAÂ Á Å Ó Á Ñ�Ï Æ Ð&ÄAË È È Á Å ÉAÂ ��
 Ë � ¿DË Ö Í Æ Å�Ó Æ Å È Ç Ì Á Â�
 Û����(Á Í Ç Ì Ë Í�Ó Æ Å È Ç Ì Á Â Þ

r0

ri v=VZ

w=V
q

u=Vr

r

win

d

L

L/4

L

L/4

d

ri

r0

rz

3

2

1

(a) (b)

óBÇ Ü Ã Å Á�â � ø�Á Æ Õ�Á È Å Ç Ì Ë ÍBÌ Æ É Ø Ü Ã Å Ë È Ç Æ É�Æ ÊBÏ Æ Ð/ÛAÁ È ÐLÁ Á É�Ì Æ ÉAÌ Á É È Å Ç Ì(Å Æ È Ë È Ç É Ü�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Â Þ

��½ ]6< Z bBY �#< Z ` ; < VL]6?�CDY V

¿LÀ Á�Ì Æ É Ø Ü Ã Å Ë È Ç Æ É�Æ ÊAÈ À Á(Ï Æ Ð�Ë ÉAË Í Ö ä Á Ñ�Ç É�È À Ç ÂfÐLÆ Å ß�Ç ÂLÂ À Æ Ð�É�Ç É�óBÇ ÜAÞDâ ÞD¿LÀ Á(Ç É É Á ÅLÌ Ö Í Ç ÉAÑ Á ÅfÀAË ÂLË(Å Ë Ñ Ç ÃAÂDÁ Ù ÃAË Í
È Æ

ri
Ë ÉAÑ�Ç È�Ç Â(Å Æ È Ë È Ç É Ü�Ë È�Ë�Â ÄAÁ Á Ñ�Æ Ê

ωin
Þ�¿LÀ Á�Å Ë Ñ Ç ÃAÂ(Æ ÊfÈ À Á�Æ Ã È Á Å�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å�Ç Â(Á Ù ÃAË ÍDÈ Æ

ro
Ë ÉAÑ�Ç È�Ç Â�Â È Ë È Ç Æ ÉAË Å Ö Þ

¿LÀ Á�Ü Ë Ä�ÛAÁ È ÐLÁ Á É#È À Á�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Â�Ç Â
d = ro − ri

Þ���Æ Â È�Æ Ê(È À Á�ÐLÆ Å ß*Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�Ç É#È À Á�Í Ç È Á Å Ë È Ã Å Á�Ì Æ ÉAÂ Ç Ñ Á Å Á Ñ*È À Á
Ë É É Ã Í Ë Å�Â ÄAË Ì Á�Ç É Ø É Ç È Á Í Ö�Í Æ É ÜA×AÇ Þ Á Þ(Á ÉAÑ�Á ôAÁ Ì È Â�Ë Å Á�É Á Ü Í Á Ì È Á Ñ�Þ��LÁ Ì Ë ÃAÂ Á�Ç É�Õ�Æ Â È(Ä Å Ë Ì È Ç Ì Ë ÍDË Ä Ä Í Ç Ì Ë È Ç Æ ÉAÂ�Á ÉAÑ�Á ôAÁ Ì È Â
Ë Å Á�Ä Å Á Â Á É È ×AÀ Á Å Á�È À Á�Í Á É Ü È À

L
Æ ÊfÈ À Á�Ë É É Ã Í Ë Å�Â ÄAË Ì Á�Ð�Ë Â(È Ë ß Á É�È Æ�Û�Á�Ø É Ç È Á Þ�¿LÀ Á�Á ÉAÑ�Á ôAÁ Ì È Â�Ë Å Á�Õ�Æ Ñ Á Í Í Á Ñ�Û Ö�Ë

Å Á Ü Ç Æ ÉB×
L/4
Í Æ É ÜA× ÛAÁ È ÐLÁ Á É�Â È Ë È Ç Æ ÉAË Å Ö�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å ÂLË È�ÛAÆ È À�Á Ô È Å Á Õ�Á ÂLÆ ÊBÈ À Á�Ë É É Ã Í Ë Å�Â ÄAË Ì Á Þ

â
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¿LÀ Á�Ä ÀAË Â Á�Ñ Ç Ë Ü Å Ë Õ÷Æ ÊLÈ À Á�Ï Æ ÐÝÂ È Ë È Á Â(ÛAÁ È ÐfÁ Á É*Ç É Ø É Ç È Á Í Ö*Í Æ É Ü�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Â ×�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç ä Á Ñ�Û Ö�È À Á�Ë Ó Á Å Ë Ü Á�Ë Ô Ç Ë Í
Ì Æ Õ�ÄAÆ É Á É È�Æ ÊDÈ À Á�Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ø Á Í Ñ

‖ vz ‖
×AË Â(Ë�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ É�Æ ÊfÈ À Á�Ë É Ü Ã Í Ë Å�Â Ä�Á Á Ñ�Æ ÊDÈ À Á�Ç É É Á Å�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å

ωin
Ç Â�Â ß Á È Ì À Á Ñ

Ç É�óBÇ ÜAÞfã ÞD¿LÀ Á�Ì Æ É È Ç É Ã Æ ÃAÂLÍ Ç É Á�Å Á Ä Å Á Â Á É È Â�Â È Ë Û Í Á�Â È Ë È Á Â�Ë ÉAÑ�È À Á�Ñ Ë Â À Á Ñ�Í Ç É Á�Ì Æ Å Å Á Â ÄAÆ ÉAÑ ÂfÈ Æ�Ã ÉAÂ È Ë Û Í Á�Ï Æ Ð/Â È Ë È Á Â Þ
óBÍ Æ ÐÝÂ È Ë È Á Â�È ÀAË È�ÀAË Ó Á

‖ vz ‖= 0
Ñ Æ�É Æ È�Á Ô À Ç Û Ç È�Ó Æ Å È Ç Ì Á Â�Ë ÉAÑ*È À Æ Â Á�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç ä Á Ñ�Û Ö

‖ vz ‖6= 0
ÀAË Ó Á�Ë�Ó Æ Å È Á Ô

Â È Å ÃAÌ È Ã Å Á Þ(ðLÈ(È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍD¿BË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å
Ta = Ta∗

×�Ë�Ä Ç È Ì À Ê Æ Å ß�Û Ç Ê Ã Å Ì Ë È Ç Æ É�Æ Ì Ì Ã Å Â Þ(¿LÀ Á�Ï Æ Ð6Ð�Ç È À Æ Ã È(Ó Æ Å È Ç Ì Á Â
ÛAÁ Ì Æ Õ�Á Â(Ã ÉAÂ È Ë Û Í Á�Ë ÉAÑ�È À Á�Â È Ë Û Í Á�Â È Ë È Á Â�Ë Å Á�È À Æ Â Á�È ÀAË È�Ì Æ É È Ë Ç É*Å Á Ì Ç Å Ì Ã Í Ë È Ç É Ü�Ó Æ Å È Ç Ì Á Â Þ�fÔ ÄAÁ Å Ç Õ�Á É È Â�ÀAË Â�Â À Æ Ð�É
È ÀAË ÈfÚ ÃAÂ È�ÛAÁ Ö Æ ÉAÑ�È À Á�Æ ÉAÂ Á ÈLÆ ÊDÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö × È À Á�Ó Æ Å È Ç Ì Á ÂfÊ Æ Å Õ�Á Ñ�Ë Å Á�Â È Á Ë Ñ Ö�Ë ÉAÑ�Ë Ô Ç Â Ö Õ�Õ�Á È Å Ç Ì Þ

Ta

IIVzII

Solution path with
end-effects

Ta
*

óBÇ Ü Ã Å Á*ã � � ß Á È Ì À�Æ Ê�È À Á�Ä ÀAË Â Á�Ñ Ç Ë Ü Å Ë Õ Æ Ê�È À Á�Ï Æ Ð÷ÛAÁ È ÐLÁ Á É&Ì Æ ÉAÌ Á É È Å Ç Ì�Å Æ È Ë È Ç É Ü#Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Â Þ6ÎfÆ É È Ç É Ã Æ ÃAÂ�Í Ç É Á Â
Å Á Ä Å Á Â Á É È�Â È Ë Û Í Á�Û Å Ë ÉAÌ À Á Â Þ

¿LÀ Á�È Ë Ì È Ç Ì�ÃAÂ Á Ñ�À Á Å Á�È Æ*Ø ÉAÑ#È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Ç Â�È Æ�Ì Æ ÉAÂ È Å ÃAÌ È�Ë*Â Æ Í Ã È Ç Æ É#ÄAË È À�Ë Â�Ë�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ É�Æ Ê
¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Û Ö�Â Æ Í Ó Ç É Ü*È À Á�Ì Æ Õ�Ä Í Á È Á�È À Å Á Á Ò Ñ Ç Õ�Á ÉAÂ Ç Æ ÉAË Í(ö(Ë Ó Ç Á Å Ò � È Æ ß Á Â�Á Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂ�Ê Æ Å�Â È Á Ë Ñ Ö ×�Ë Ô Ç Â Ö Õ�Õ�Á È Å Ç Ì
Ï Æ Ð�Þ	�fÁ Ì Ë ÃAÂ Á�Æ ÊfÈ À Á�Á ÉAÑ�Á ôAÁ Ì È Â ×�Á Ó Á É�Ë È(Ó Á Å Ö*Â Õ�Ë Í Íf¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å ×�È À Á�Ë Ô Ç Ë ÍDÓ Á Í ÆAÌ Ç È Ö*Ì Æ Õ�ÄAÆ É Á É È�Ð�Ç Í ÍfÉ Æ È(Û�Á
Á Ô Ë Ì È Í Ö�Á Ù ÃAË ÍDÈ Æ�ä Á Å ÆAÞ�¿LÀ Á�Á Ô ÄAÁ Ì È Á Ñ�Â Æ Í Ã È Ç Æ É�ÄAË È À�Ç Â(Ë Í Â Æ�Â ß Á È Ì À Á Ñ�Ç É*óBÇ ÜAÞ 
 ã � Þ(õ È�Â À Æ Ã Í Ñ�Í Ç Á�Ì Í Æ Â Á�È Æ�È À Á�Â È Ë Û Í Á
Û Å Ë ÉAÌ À Á ÂLÆ ÊBÈ À Á�Ñ Ç Ë Ü Å Ë Õ�ÞDö�Á Ë ÅLÈ À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�¿DË Ö Í Æ ÅLÉ Ã Õ�ÛAÁ Å × Ç È�Â À Æ Ã Í Ñ�Â À Æ Ð/Ë�Â ÃAÑ Ñ Á É�Ì ÀAË É Ü Á(Ç É�È À Á�Ë Ó Á Å Ë Ü Á�Ë Ô Ç Ë Í
Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ì Æ Õ�ÄAÆ É Á É È ×DË É�Ç ÉAÑ Ç Ì Ë È Ç Æ É�Æ ÊLÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö Þ�¿LÀ Ç Â�Ä Å Æ Ì Á Ñ Ã Å Á�Ë Ó Æ Ç Ñ Â�È À Á�Â Æ Í Ã È Ç Æ É�Æ Ê�È À Á�Á Ç Ü Á É Ä Å Æ Û Í Á Õ
È ÀAË È(Ì Æ Õ�Á ÂLÊ Å Æ Õ È À Á�Â È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ë ÉAË Í Ö Â Ç ÂLÊ Æ Å Õ�Ã Í Ë È Ç Æ É�Ñ Á Ó Á Í Æ ÄAÁ Ñ�Û Ö�Ä Å Á Ó Ç Æ ÃAÂLÅ Á Â Á Ë Å Ì À Á Å Â Þ

��½ ¼A½ >�?A@D: Y = aA< Z ` ?A@�Y  �UB< Z ` ?A@D:

¿LÀ Á�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Õ�Æ È Ç Æ É#Ç Â�Ü Æ Ó Á Å É Á Ñ*Û Ö�È À Á�Õ�Æ Õ�Á É È Ã Õ Ë ÉAÑ#Ì Æ É È Ç É Ã Ç È Ö#Á Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂ�Ê Æ Å�Ë Ô Ç Â Ö Õ�Õ�Á È Å Ç Ì�Ë ÉAÑ#Â È Á Ë Ñ Ö
Ï Æ Ð(Â Þ

ρ

(

v
∂u

∂z
−
w2

r
+ u

∂u

∂r

)

=
1

r

∂

∂r
(rτrr)−

τθθ
r
+
∂τzr
∂z


 à �

ρ

(

v
∂v

∂z
+ u

∂v

∂r

)

=
1

r

∂

∂r
(rτrz) +

∂τzz
∂z


 â �

ρ

(

v
∂w

∂z
+
uw

r
+ u

∂w

∂r

)

=
∂τrθ
∂r

+
2

r
τrθ +

∂τzθ
∂z


 ã �

1

r

∂

∂r
(ru) +

∂v

∂z


 ! �

¿LÀ Á�ÛAÆ Ã ÉAÑ Ë Å Ö�Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉAÂ�Ë Å Á �

r = ri; 0 < z < L : u = 0, v = 0
Ë ÉAÑ

w = ωinri

 � �

r = ri;−L/4 < z < 0
Æ Å
L < z < L+ L/4 : u = v = w = 0


 ü �

r = ro : u = v = w = 0

 ù �

z = −L/4
Æ Å
z = L+ L/4 : u = v = w = 0


 ú �

ã
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¿LÀ Á�Å Á Í Á Ó Ë É È(Ñ Ç Õ�Á ÉAÂ Ç Æ É Í Á Â ÂLÄAË Å Ë Õ�Á È Á Å ÂfÊ Æ Å�È À Ç Â�Â Ç È ÃAË È Ç Æ É�Ë Å Á �

à Þ�"�Ë Ñ Ç ÃAÂLÅ Ë È Ç ÆA×
Π ≡ ri/ro

â Þ�ð(Â ÄAÁ Ì È�Å Ë È Ç ÆA×
Γ ≡ L/d

ã Þ�¿DË Ö Í Æ ÅLÉ Ã Õ�ÛAÁ Å ×
Ta ≡ ρωinrid/µ

��½ ��½$# ?A@ # Y %�Z ?A@B` < @&��?BCBY V

þ�Å Ç Í Í Ç É Ü�Õ�ÃAÑ�Ç ÂLË(À Ç Ü À�Ì Æ ÉAÌ Á É È Å Ë È Á Ñ�Ì Æ Í Í Æ Ç Ñ Ë ÍAÂ ÃAÂ ÄAÁ ÉAÂ Ç Æ É�Ë ÉAÑ�Ç ÈfÇ ÂDÐLÁ Í ÍAÑ Á Â Ì Å Ç ÛAÁ Ñ�Û Ö�Ë�ø(Á É Á Å Ë Í Ç ä Á Ñ�ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É
��Æ Ñ Á Í Þf¿LÀ Á�Â È Å Á Â ÂLÈ Á ÉAÂ Æ Å

τ
Ç Â�Ë�É Æ É Ò Í Ç É Á Ë ÅLÊ Ã ÉAÌ È Ç Æ É�Æ ÊBÈ À Á�Å Ë È Á�Æ ÊDÑ Á Ê Æ Å Õ�Ë È Ç Æ É�È Á ÉAÂ Æ Å

2D
�

τ = η(γ̇)2D

 á �

¿LÀ Á�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�Ñ Á ÄAÁ É Ñ Á ÉAÌ Á�Æ É�Â À Á Ë Å�Å Ë È Á�Ì Ë É�ÛAÁ�Å Á Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�Û Ö�Ë�ÎLË Å Å Á Ë Ã�Õ�Æ Ñ Á Í �

η − η∞
η0 − η∞

= [1 + (λγ̇)a]
n−1

a

 à ÿ �

η0
Ç Â�È À Á�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö#Ë È�Í Æ Ð Â À Á Ë Å�Å Ë È Á ×

η∞
Ç Â�È À Á�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�Ë È�À Ç Ü À�Â À Á Ë Å�Å Ë È Á ×

λ
Ç Â�Ë�È Ç Õ�Á*Ì Æ ÉAÂ È Ë É È ×

n
Ç Â�È À Á

ÄAÆ ÐLÁ Å Ò Í Ë Ð&Ç ÉAÑ Á Ô�×AË ÉAÑ
γ̇
Ç Â�È À Á�Â À Á Ë Å�Å Ë È Á ÞBõ È�Ç ÂLÜ Ç Ó Á É�Û Ö

γ̇ =
√

2trD2 =

√

√

√

√2

[

(

∂v

∂z

)2

+
(u

r

)2

+

(

∂u

∂r

)2
]

+
1

2

[

(

∂w

∂z

)2

+

(

∂u

∂z
+
∂v

∂r

)2

+

(

∂w

∂r
−
w

r

)2
]


 à à �

��½ 'B½ [�?AV U�Z ` ?A@�?�(LZ bBY�CD` )LY = Y @AZ ` < VLY  �UB< Z ` ?A@D:

¿LÀ Á�Â Á È�Æ Ê(Ñ Ç ôAÁ Å Á É È Ç Ë ÍLÁ Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂ�Ì Æ Ã Ä Í Á Ñ*Ð�Ç È À#È À Á�Ì Æ ÉAÂ È Ç È Ã È Ç Ó Á�Õ�Æ Ñ Á ÍLÐLË Â�Â Æ Í Ó Á Ñ*Û Ö*È À Á�ø�Ë Í Á Å ß Ç É&��Ø É Ç È Á
Á Í Á Õ�Á É È�Õ�Á È À Æ Ñ�Þf¿LÀ Á�Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ë ÉAÑ�Ä Å Á Â Â Ã Å Á�Ø Á Í Ñ�ÐLÁ Å Á�Å Á Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�Ç É�È Á Å Õ�Â�Æ ÊBÛAË Â Ç ÂLÊ Ã ÉAÌ È Ç Æ ÉAÂ �

u =

n
∑

j=1

Ujφj ; v =

n
∑

j=1

Vjφj ; w =

n
∑

j=1

Wjφj
Ë ÉAÑ

p =

m
∑

j=1

Pjχj

 à â �

�fÇ Ù ÃAË Ñ Å Ë È Ç Ì�ÛAË Â Ç ÂLÊ Ã ÉAÌ È Ç Æ ÉAÂ
φi
ÐfÁ Å Á�ÃAÂ Á Ñ�È Æ�Å Á Ä Å Á Â Á É ÈLÈ À Á�Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ë ÉAÑ�Ä Ç Á Ì Á Ò Ð�Ç Â Á�Í Ç É Á Ë Å(Ñ Ç Â Ì Æ É È Ç É Ã Æ ÃAÂLÊ Ã ÉAÌ Ò

È Ç Æ ÉAÂ
χi
ÐfÁ Å Á�ÃAÂ Á Ñ#È Æ�Å Á Ä Å Á Â Á É È�È À Á�Ä Å Á Â Â Ã Å Á�Ø Á Í Ñ�Þ/¿LÀ Á*Ì Æ Å Å Á Â Ä�Æ ÉAÑ Ç É Ü*ÐLÁ Ç Ü À È Á Ñ�Å Á Â Ç Ñ ÃAË Í Â�Æ Ê�È À Á*ø�Ë Í Á Å ß Ç É�� Â

Õ�Á È À Æ Ñ�Ë Å Á �

Ri
mr =

∫

Ω

{

ρ

(

v
∂u

∂z
−
w2

r
+ u

∂u

∂r

)

φi +
∂φi
∂z

τrz +
φi
r
τθθ +

∂φi
∂r

τrr − ρgφi

}

r|J |dΩ+BI; i = 1, . . . n

 à ã �

Ri
mθ =

∫

Ω

{

ρ

(

v
∂w

∂z
+
wu

r
+ u

∂w

∂r

)

φi +
∂φi
∂z

τθz −
φi
r
τrθ +

∂φi
∂r

τθr

}

r|J |dΩ+BI; i = 1, . . . n

 à ! �

Ri
mz =

∫

Ω

{

ρ

(

v
∂v

∂z
+ u

∂v

∂r

)

φi +
∂φi
∂z

τzz +
φi
r
τzr

}

r|J |dΩ+BI; i = 1, . . . n

 à � �

Ri
c =

∫

Ω

(

u

r
+
∂u

∂r
+
∂v

∂z

)

χir|J |dΩ; i = 1, . . .m

 à ü �

��ÉAÌ Á*Ë Í Í�È À Á�Ó Ë Å Ç Ë Û Í Á Â�Ë Å Á�Å Á Ä Å Á Â Á É È Á Ñ#Ç É&È Á Å Õ�Â�Æ Ê(È À Á�ÛAË Â Ç Â�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ ÉAÂ ×LÈ À Á*Â Ö Â È Á Õ Æ Ê�ÄAË Å È Ç Ë Í(Ñ Ç ôAÁ Å Á É È Ç Ë Í
Á Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂfÅ Á Ñ ÃAÌ Á ÂLÈ Æ�Â Ç Õ�Ã Í È Ë É Á Æ ÃAÂLË Í Ü Á Û Å Ë Ç Ì�Á Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂfÊ Æ ÅLÈ À Á�Ì Æ Á *�Ì Ç Á É È ÂfÆ ÊBÈ À Á(ÛAË Â Ç ÂLÊ Ã ÉAÌ È Ç Æ ÉAÂLÆ ÊBË Í ÍAÈ À Á�Ø Á Í Ñ Â Þ
¿LÀ Ç Â�Â Á È�Æ ÊBÁ Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂLÇ Â�É Æ É Ò Í Ç É Á Ë Å(Ë ÉAÑ�Â ÄAË Å Â Á ÞDõ È�ÐLË Â�Â Æ Í Ó Á Ñ�Û Ö�ö�Á Ð�È Æ É�� ÂLÕ�Á È À Æ Ñ��

u(k+1) = u(k) +∆u

 à ù �

J∆u = −R

 à ú �

!
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u

Ç ÂLÈ À Á�Ó Á Ì È Æ ÅLÆ ÊBÈ À Á�Ã É ß É Æ Ð�ÉAÂ�Ì Æ Á *�Ì Ç Á É È ÂLÆ ÊBÈ À Á�ÛAË Â Ç ÂLÊ Ã ÉAÌ È Ç Æ ÉAÂ�Ê Æ Å�È À Á�Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ë ÉAÑ�Ä Å Á Â Â Ã Å Á ×
R
Ç ÂLÈ À Á�Ó Á Ì È Æ Å

Æ ÊBÈ À Á�ÐLÁ Ç Ü À È Á Ñ�Å Á Â Ç Ñ ÃAË Í Â × Ë ÉAÑ
J
Ç ÂLÈ À Á+ Ë Ì Æ Û Ç Ë É�Õ�Ë È Å Ç Ô�Æ ÊDÂ Á ÉAÂ Ç È Ç Ó Ç È Ç Á ÂLÆ ÊDÈ À Á�Å Á Â Ç Ñ ÃAË Í ÂLÈ Æ�È À Á�Ã É ß É Æ Ð�ÉAÂ �
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¿LÀ Á�Á É È Å Ç Á ÂLÆ ÊBÈ À Á+ Ë Ì Æ Û Ç Ë É�Õ�Ë È Å Ç Ô�Ë Å Á�Ü Ç Ó Á É�Û Ö��
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¿LÀ Á�Í Ç É Á Ë Å(Â Ö Â È Á Õ÷Æ ÊBÁ Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂ�Ë ÈLÁ Ë Ì À�ö�Á Ð�È Æ É�Ç È Á Å Ë È Ç Æ É�Ð�Ë Â�Â Æ Í Ó Á Ñ�ÃAÂ Ç É Ü�Ë�Ê Å Æ É È Ë ÍBÂ Æ Í Ó Á Å Þ
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'B½ W�Y : UBV Z :

¿LÀ Á�Ë Â ÄAÁ Ì È(Å Ë È Ç Æ�Æ ÊDÈ À Á�Ë É É Ã Í Ë Å�Â ÄAË Ì Á�Ð�Ë Â�À Á Í Ñ*Ì Æ ÉAÂ È Ë É È�Ë È
Γ = 10

Ç É*Ë Í ÍDÌ Ë Í Ì Ã Í Ë È Ç Æ ÉAÂ�Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�À Á Å Á Þ�¿LÀ Á
Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍB¿BË Ö Í Æ ÅLÉ Ã Õ�ÛAÁ Å�Ð�Ë Â�Ñ Á È Á Å Õ�Ç É Á Ñ�Ë Â�Ë�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ É�Æ ÊBÈ À Á�Å Ë Ñ Ç Ç�Å Ë È Ç Æ�Ë ÉAÑ�Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë ÍAÄ Å Æ ÄAÁ Å È Ç Á ÂfÆ ÊDÈ À Á�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Þ

'B½ ¼A½$# Y %�Z ?A@D` < @&,L`  �UD` CD:

¿LÀ Á�Â Æ Í Ã È Ç Æ É�ÄAË È À�Æ Û È Ë Ç É Á Ñ�Ë È�Å Ë Ñ Ç ÇBÅ Ë È Ç Æ
Π = 0.6

Ë ÉAÑ�Å Ç Â Ç É Ü�¿BË Ö Í Æ Å(É Ã Õ�ÛAÁ Å	
 Ë É Ü Ã Í Ë Å(Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Æ ÊfÈ À Á�Ç É É Á Å
Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å �fÇ Â�Â À Æ Ð�É�Ç É�óBÇ ÜAÞ-!AÞ-�LË Ì À�Ï Æ Ð/Â È Ë È Á�Ç Â�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç ä Á Ñ�Û Ö�È À Á�Å Ë È Ç Æ�Æ ÊBÈ À Á�Ë Ó Á Å Ë Ü Á�Ë Ô Ç Ë Í�È Æ�È À Á�È Ë É Ü Á É È Ç Ë Í
Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö

Vz/Vθ
Þ�ðLÈ�Â Õ�Ë Í Íf¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å ×�È À Á�Ë Ó Á Å Ë Ü Á�Ë Ô Ç Ë ÍDÓ Á Í ÆAÌ Ç È Ö�Ç Â�Í Á Â Â(È ÀAË É

1%
Æ ÊfÈ À Á�Ë ä Ç Õ�Ã È ÀAË ÍDÓ Á Í Æ Ì Ç È Ö Þ

¿LÀ Á(ÐLÁ Ë ß�Ë Ô Ç Ë ÍAÏ Æ Ð�Ç ÂLÌ Ë ÃAÂ Á Ñ�Û Ö�È À Á(Á ÉAÑ�Á ôAÁ Ì È Â ÞDðLÈ�¿BË Ö Í Æ ÅfÉ Ã Õ�ÛAÁ Å�Ì Í Æ Â Á(È Æ
70
× È À Á Å Á(Ç ÂLË�Â ÃAÑ Ñ Á É�Ì ÀAË É Ü Á(Æ É�È À Á

Ü Å Æ Ð�È À�Å Ë È Á�Æ ÊAÈ À Á(Ë Ó Á Å Ë Ü Á�Ë Ô Ç Ë Í Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö ÞB¿LÀ Ç ÂDÛAÁ ÀAË Ó Ç Æ ÅDÇ ÉAÑ Ç Ì Ë È Á ÂDÈ À Á�Æ ÉAÂ Á ÈDÆ ÊAÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö ÞD¿LÀ Á(Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍA¿BË Ö Í Æ Å
É Ã Õ�Û�Á Å(Ç Â�Á Â È Ç Õ�Ë È Á Ñ�Û Ö�È À Á�Ç É È Á Å Â Á Ì È Ç Æ É�Æ ÊDÈ À Á�È Ë É Ü Á É È Â�Æ ÊDÈ À Á�È ÐLÆ�Å Á Ü Ç Æ ÉAÂLÆ ÊDÈ À Á�ÄAË È ÀB×AË Â�Ç ÉAÑ Ç Ì Ë È Á Ñ�Ç É*óBÇ ÜAÞ�!AÞ
¿LÀ Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍB¿BË Ö Í Æ ÅfÉ Ã Õ�ÛAÁ Å�Ê Æ Å�È À Ç Â�Â Ç È ÃAË È Ç Æ É�ÐLË Â

Ta∗ = 67.7
ÞfóBÇ Ü Ã Å Á���Â À Æ Ð(ÂfÁ Ó Æ Í Ã È Ç Æ É�Æ Ê�È À Á�Ä Å Æ Ú Á Ì È Ç Æ É�Æ Ê�È À Á

Â È Å Á Ë Õ�Í Ç É Á Â�Æ É�È À Á
r − z

Ä Í Ë É Á ×AÇ Þ Á Þ(È À Á�Ó Æ Å È Á Ô�ÄAË È È Á Å ÉB×�Ë Â(¿DË Ö Í Æ Å(É Ã Õ�ÛAÁ Å(Å Ç Â Á Â Þ
z = L

Å Á Ä Å Á Â Á É È Â�È À Á�ÄAÆ Â Ç È Ç Æ É
Æ Ê�È À Á�Á ÉAÑ�Æ Ê�È À Á�Å Æ È Ë È Ç É Ü�ÄAÆ Å È Ç Æ É�Æ Ê�È À Á�Ç É É Á Å�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Þ�ðLÈ

Ta = 33.4
×DÈ À Á�Ï Æ Ð Ç Â�Õ�Ë Ç É Í Ö*Ç É�È À Á�Ë ä Ç Õ�Ã È ÀAË Í

Ñ Ç Å Á Ì È Ç Æ É�Ë ÉAÑ�Ê Ë ÅLÊ Å Æ ÕÝÈ À Á(Á Ñ Ü Á Â × È À Á Å Á(Ç ÂfÉ Æ�Á Ó Ç Ñ Á É ÈLÅ Á Ì Ç Å Ì Ã Í Ë È Ç Æ É�ÄAË È È Á Å ÉBÞBõ ÈLÇ ÂfÇ Õ�ÄAÆ Å È Ë É ÈLÈ Æ�Æ ÛAÂ Á Å Ó Á(È ÀAË È × Á Ó Á É
Ë È�Í Æ ÐÝ¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å ×�È À Á Å Á�Ç Â�Ë�Â Õ�Ë Í ÍDÅ Á Ì Ç Å Ì Ã Í Ë È Ç Æ É*Ë È�ÛAÆ È À*Á Ô È Å Á Õ�Á Â(Æ ÊfÈ À Á�Ï Æ ÐÝÑ Æ Õ�Ë Ç É*Ñ Ã Á�È Æ�È À Á�Ó Á Í ÆAÌ Ç È Ö
Ñ Ç Â Ì Æ É È Ç É Ã Ç È Ö�Æ ÊBÈ À Á�ÛAÆ Ã ÉAÑ Ë Å Ö�Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ É�Ë ÈLÈ À Á�Ç É É Á Å(Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å ÞDðLÈ(¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å(Í Ë Å Ü Á ÅLÈ ÀAË É�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�Ó Ë Í Ã Á ×
Á Þ ÜAÞ

Ta = 80
×AÈ À Á�Ä Å Á Â Á ÉAÌ Á�Æ ÊL¿BË Ö Í Æ Å�Ó Æ Å È Ç Ì Á Â�Ç Â�Á Ó Ç Ñ Á É È Þ�¿LÀ Á�Ì Ë Í Ì Ã Í Ë È Á Ñ�Ë Â ÄAÁ Ì È(Å Ë È Ç Æ�Æ ÊfÁ Ë Ì À�Å Á Ì Ç Å Ì Ã Í Ë È Ç Æ É�Ì Á Í Í

h/d = 0.99
Ë Ü Å Á Á ÂfÐLÁ Í Í�Ð�Ç È À�Á Ô Ä�Á Å Ç Õ�Á É È Ë Í�Õ�Á Ë Â Ã Å Á Õ�Á É È Â Þ
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óBÇ Ü Ã Å Á�!�� � Æ Í Ã È Ç Æ É�ÄAË È À�Ê Æ Å(ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Ë Â�¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Å Ç Â Á Â Þ."�Ë Ñ Ç Ç�Å Ë È Ç Æ�Ç Â
Π = 0.6

Þ

ð�Â Æ Í Ã È Ç Æ É�ÄAË È À�Â Ç Õ�Ç Í Ë ÅDÈ Æ�È À Á�Æ É ÁLÄ Å Á Â Á É È Á Ñ�Ç É�óBÇ ÜAÞ�!�Ð�Ë ÂDÌ Æ ÉAÂ È Å ÃAÌ È Á Ñ�Ë ÈfÑ Ç ôAÁ Å Á É ÈfÅ Ë Ñ Ç Ç Å Ë È Ç Æ
Π
Ë ÉAÑ�Ë�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í

¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Ð�Ë Â�Á Â È Ç Õ�Ë È Á Ñ�Ë È�Á Ë Ì À#Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉBÞ�¿LÀ Á�Å Á Â Ã Í È Â�Ë Å Á�Â Ã Õ�Õ�Ë Å Ç ä Á Ñ�Ç É#óBÇ ÜAÞ�ü Þ�¿LÀ Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�¿BË Ö Í Æ Å
É Ã Õ�Û�Á ÅDÅ Ç Â Á ÂDË ÂBÈ À ÁLÜ Ë Ä�ÛAÁ È ÐfÁ Á É�È À Á�È ÐLÆ�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å ÂBÛAÁ Ì Æ Õ�Á ÂBÉAË Å Å Æ ÐLÁ Å ÞB¿LÀ Á�Ë ä Ç Õ�Ã È ÀAË Í Ï Æ Ð�Ç É�ÉAË Å Å Æ Ð�Ü Ë ÄAÂ�Ç ÂBÕ�Æ Å Á
Â È Ë Û Í Á�È ÀAË É*È À Á�Ï Æ Ð6Ç É*Ð�Ç Ñ Á�Ü Ë ÄAÂ(ÛAÁ È ÐLÁ Á É*È À Á�È ÐLÆ�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Â Þ�¿LÀ Á�Ä Í Æ È�Ë Í Â Æ�Â À Æ Ð(Â(È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Íf¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å
Æ Û È Ë Ç É Á Ñ�Á Ô ÄAÁ Å Ç Õ�Á É È Ë Í Í Ö�Û Ö�Ñ Ç ôAÁ Å Á É È(Å Á Â Á Ë Å Ì À Á Å Â(Ë ÉAÑ�Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�Û Ö�ý�Ã Á Ä È Ð�×fà á á â Þ(¿LÀ Á�Ë Ü Å Á Á Õ�Á É È(ÛAÁ È ÐLÁ Á É�È À Á
Ä Å Á Ñ Ç Ì È Ç Æ ÉAÂLÅ Á ÄAÆ Å È Á Ñ�À Á Å Á�È À Á�Á Ô ÄAÁ Å Ç Õ�Á É È ÂLÇ ÂLÁ Ô Ì Á Í Í Á É È Þ
¿LÀ Á�Æ ÉAÂ Á È(Æ Êf¿DË Ö Í Æ Å(Ó Æ Å È Ç Ì Á Â(Ë ôAÁ Ì È Â�È À Á�Ë ä Ç Õ�Ã È ÀAË ÍDÓ Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ä Å Æ Ø Í Á�Ë ÉAÑ�Ì Æ ÉAÂ Á Ù Ã Á É È Í Ö�È À Á�Â À Á Ë Å�Â È Å Á Â Â(Ë È(È À Á

Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å�ÐLË Í Í Â Þ�¿LÀ Á�Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ä Å Æ Ø Í Á�Û�Á Ê Æ Å Á�Ë ÉAÑ�Ë Ê È Á Å�È À Á�Æ ÉAÂ Á È(Æ ÊDÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ç Â�Â À Æ Ð�É�Ç É*óBÇ ÜAÞ�ù Þ�ðLÈ�¿BË Ö Í Æ Å
É Ã Õ�Û�Á Å(À Ç Ü À Á Å(È ÀAË É�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍBÓ Ë Í Ã Á × È À Á�Ä Å Æ Ø Í Á�Ç Â�Â À Æ Ð�É*Ë È�È ÐLÆ�Ñ Ç ôAÁ Å Á É È

z = constant
Ä Í Ë É Á Â ×AÁ Þ ÜAÞ�Æ É Á�È ÀAË È

Ì Æ Å Å Á Â ÄAÆ ÉAÑ Â�È Æ�È À Á�Ä Í Ë É Á�È ÀAË È�Ñ Ç Ó Ç Ñ Á Â(È ÐLÆ�Ë Ñ Ú Ë Ì Á É È�Ó Æ Å È Á Ô�Ì Á Í Í Â�Ë ÉAÑ�È À Á�Æ È À Á Å�È ÀAË È�ÄAË Â Â Á Â(È À Å Æ Ã Ü À�È À Á�Ó Æ Å È Á Ô
Ì Á É È Á Å Þ�¿LÀ Á�Ë ä Ç Õ�Ã È ÀAË ÍLÂ À Á Ë Å�Â È Å Á Â Â(Å Ç Â Á Â�Ë Ê È Á Å�È À Á�Æ ÉAÂ Á È�Æ ÊLÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö ×BÐ�À Ç Ì À�Õ�Ë Ö*ÀAË Ó Á�Ë É�Ç Õ�ÄAË Ì È�Æ É*È À Á
ÄAÆ ÐLÁ ÅLÉ Á Ì Á Â Â Ë Å Ö�È Æ�Å Æ È Ë È Á�È À Á�Ç É É Á Å(Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Þ

ü
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(2D)  22 Mar 2002 tese5 - 006 STREAMLINES
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(2D)  22 Mar 2002 tese5 - 012 STREAMLINES
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(2D)  22 Mar 2002 tese5 - 001 STREAMLINES
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óBÇ Ü Ã Å Á�ü �AÎfÅ Ç È Ç Ì Ë ÍB¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å(Ê Æ Å(ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â(Ë Â�Ë�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ É�Æ ÊBÅ Ë Ñ Ç Ç�Å Ë È Ç Æ
Π ≡ ri/ro
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Ta=80.1

P=0.6

ri=4 cm

óBÇ Ü Ã Å Á�ù � ð�ä Ç Õ�Ã È ÀAË Í�Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ä Å Æ Ø Í Á�Û�Á Ê Æ Å Á�Ë ÉAÑ�Ë Ê È Á Å�È À Á�Ë Ä ÄAÁ Ë Å Ë ÉAÌ Á(Æ Êf¿BË Ö Í Æ Å�Ó Æ Å È Ç Ì Á Â Þ

'B½ ��½0/ ` : ; ? 1fV < : Z ` ;2,f`  �UB` CB:

¿LÀ Á�Á ôAÁ Ì ÈLÆ ÊBÈ À Á(Ó Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Å À Á Æ Í Æ Ü Ö�Æ É�È À Á�Æ ÉAÂ Á ÈfÆ ÊB¿DË Ö Í Æ ÅLÇ ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ð�Ë ÂLË ÉAË Í Ö ä Á Ñ�À Á Å Á(Û Ö�Ó Ë Å Ö Ç É Ü
È À Á�À Ç Ü À�Â À Á Ë ÅfÓ Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö

η∞
Ë ÉAÑ�È À Á�ÄAÆ ÐLÁ Å Ò Í Ë Ð#Ç ÉAÑ Á Ô

n
Æ ÊAÈ À Á�ÎLË Å Å Á Ë Ã�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ ÉBÞf¿LÀ Á�È Ç Õ�Á(Ì Æ ÉAÂ È Ë É ÈfË ÉAÑ

È À Á�Í Æ Ð6Â À Á Ë Å�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�ÐLÁ Å Á�À Á Í Ñ�Ì Æ ÉAÂ È Ë É È(Ë ÉAÑ�Á Ù ÃAË ÍBÈ Æ
λ = 0.1s−1

Ë ÉAÑ
η0 = 0.004Pa.s

Þ�� Æ Í Ã È Ç Æ É�ÄAË È ÀAÂ�Â Ç Õ�Ç Í Ë Å
È Æ�È À Á(Æ É Á(Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�Ç É�óBÇ ÜAÞ�!�ÐfÁ Å Á�Ì Æ ÉAÂ È Å ÃAÌ È Á Ñ�Ë È�Ñ Ç ôAÁ Å Á É ÈfÓ Ë Í Ã Á ÂfÆ Ê�È À Á(Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë Í ÄAË Å Ë Õ�Á È Á Å Â ÞB¿LÀ Á�Ä Å Á Ñ Ç Ì È Á Ñ
Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍL¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Ë È�Ë�Å Ë Ñ Ç ÇfÅ Ë È Ç Æ�Æ Ê

Π = 0.95
Ç Â�Â À Æ Ð�É�Ç É�óBÇ ÜAÞ�ú Þ ¿BË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Ç Â�Ñ Á Ø É Á Ñ�Ç É�È Á Å Õ�Â�Æ Ê

È À Á�Í Æ Ð
Â À Á Ë Å�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö × Á Þ ÜAÞ
Ta = ρωinrid/η0

Þ(¿LÀ Á�Ä Å Á Ñ Ç Ì È Á Ñ�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍD¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Ê Æ Å�ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Ð�Ë Â
Ta∗ = 178

ÞLð(Â�È À Á�ÄAÆ ÐLÁ Å Ò Í Ë Ð/Ç ÉAÑ Á Ô
n
Ë ÉAÑ�È À Á�À Ç Ü À Ò Â À Á Ë Å�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö

η∞
Ê Ë Í Í Â × È À Á�Æ ÉAÂ Á È�Æ ÊDÈ À Á�¿BË Ö Í Æ Å�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö

Æ Ì Ì Ã Å Â�Ë È�Í Æ ÐfÁ Å�Ç É É Á Å�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å�Â ÄAÁ Á Ñ�Þ�õ É#Â Æ Õ�Á�Ì Ë Â Á Â ×�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍLÂ ÄAÁ Á Ñ�Ì Ë É*ÛAÁ�ÀAË Í ÊfÆ ÊLÈ À Á�Â ÄAÁ Á Ñ*Ë È�Ð�À Ç Ì À*È À Á
Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ Ì Ì Ã Å ÂfÐ�Ç È À�ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â Þ���É Á�ÄAÆ Â Â Ç Û Í Á�Á Ô Ä Í Ë ÉAË È Ç Æ É�Ê Æ ÅLÈ À Á�Á Ë Å Í Ö�Æ ÉAÂ Á ÈLÆ ÊBÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ç É�È À Á
Ì Ë Â Á�Æ ÊDÓ Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì(Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â�Ç ÂLÈ ÀAË È(È À Á�Í Æ Ì Ë Í�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�Ç É�Å Á Ü Ç Æ ÉAÂLÆ ÊBÀ Ç Ü À�Â À Á Ë Å�Å Ë È Á�Ì Ë É�Û Ö�Õ�ÃAÌ À�Â Õ�Ë Í Í Á Å�È ÀAË É

η0Ñ Ã Á�È Æ�È À Á�Â À Á Ë Å Ò È À Ç É É Ç É Ü�ÛAÁ ÀAË Ó Ç Æ ÅLÆ ÊBÈ À Á�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Þ
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Newt

óBÇ Ü Ã Å Á�ú ��ÎfÅ Ç È Ç Ì Ë Í ¿BË Ö Í Æ ÅBÉ Ã Õ�ÛAÁ ÅLË ÂDË(Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ É�Æ Ê È À Á�Ó Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç ÌfÅ À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë Í ÄAË Å Ë Õ�Á È Á Å Â Þ�"�Ë Ñ Ç Ç Å Ë È Ç Æ�Ç Â
Π = 0.95

ú
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¿LÀ Á�Á ôAÁ Ì È�Æ ÊDÅ Ë Ñ Ç ÇBÅ Ë È Ç Æ
Π
Æ É�È À Á�Æ ÉAÂ Á È(Æ ÊDÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ð�À Á É*Ó Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì(Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â(Ë Å Á�ÃAÂ Á Ñ�Ç Â�Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�Ç É

óBÇ ÜAÞDá Þfó Æ ÅLÐ�Ç Ñ Á�Ü Ë ÄAÂ × Ç Þ Á Þ
Π < 0.8

× È À Á�Â À Á Ë ÅLÈ À Ç É É Ç É Ü�ÛAÁ ÀAË Ó Ç Æ ÅLÆ ÊDÈ À Á�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Ñ Æ Á ÂLÉ Æ È�Ë ôAÁ Ì È�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�¿DË Ö Í Æ Å
É Ã Õ�Û�Á Å�Ê Æ Å�È À Á�Ó Ë Í Ã Á�Æ Ê

λ
Á Ô Ä Í Æ Å Á Ñ*À Á Å Á Þ�¿LÀ Á�Â À Á Ë Å�Å Ë È Á Â�È ÀAË È�Æ Ì Ì Ã Å�Ç É�È À Á Â Á�Ì Ë Â Á Â�Ë Å Á�Í Æ ÐÝÁ É Æ Ã Ü À�È ÀAË È�È À Á

Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�Á Ó Á Å Ö Ð�À Á Å Á(Ç É�È À Á�Ï Æ Ð&Ç ÂLË Ä Ä Å Æ Ô Ç Õ�Ë È Á Í Ö�Á Ù ÃAË ÍAÈ Æ�È À Á�Í Æ Ð�Ò Â À Á Ë ÅfÓ Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö
η0
ÞDðLÈ(Ë�Ø Ô Á Ñ�Å Ë Ñ Ç ÇAÅ Ë È Ç ÆA× È À Á

Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍB¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å(Ê Ë Í Í Â(Ë Â�È À Á�ÄAÆ ÐLÁ Å Ò Í Ë Ð&Ç ÉAÑ Á Ô�Ñ Á Ì Å Á Ë Â Á Â ÞLðLÈ(Í Æ Ð/ÄAÆ ÐLÁ Å Ò Í Ë Ð/Ç ÉAÑ Á Ô�× Á Þ ÜAÞ
n = 0.6

× È À Á�Á ôAÁ Ì È
Æ Ê�È À Á(Å Ë Ñ Ç ÇAÅ Ë È Ç Æ�Æ É�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�¿DË Ö Í Æ ÅfÉ Ã Õ�ÛAÁ ÅLÇ ÂfÉ Æ ÈfÕ�Æ É Æ È Æ É Ç Ì ÞDðLÈfÅ Ë Ñ Ç ÇAÅ Ë È Ç Æ�Í Ë Å Ü Á ÅfÈ ÀAË É

Π > 0.9
× È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í

Ë É Ü Ã Í Ë Å�Â ÄAÁ Á Ñ�Ê Ë Í Í ÂLÐ�Ç È À�Å Ç Â Ç É Ü�Å Ë Ñ Ç Ç�Å Ë È Ç ÆAÞ
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Newtonian

óBÇ Ü Ã Å Á�á � �fôAÁ Ì È(Æ ÊBÅ Ë Ñ Ç Ç�Å Ë È Ç Æ
Π
Æ É�È À Á�Æ ÉAÂ Á È�Æ ÊBÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ê Æ Å�Ó Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì(Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â Þ
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Newtonian

óBÇ Ü Ã Å Á�à ÿ �AÎfÅ Ç È Ç Ì Ë ÍBÌ Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉAÂ�Ë È�È À Á�Æ ÉAÂ Á È�Æ ÊBÈ À Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ä Å Á Â Á É È Á Ñ�Ç É�È Á Å Õ�ÂLÆ ÊBÈ À Á�Õ�Æ Ñ Ç Ø Á Ñ�¿DË Ö Í Æ ÅLÉ Ã Õ�Û�Á Å Þ
"(Ë Ñ Ç Ç�Å Ë È Ç Æ�Ç Â

Π = 0.95
Þ

¿LÀ Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍA¿DË Ö Í Æ ÅfÉ Ã Õ�Û�Á Å�Ë ÂLË�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ É�Æ Ê�È À Á(ÄAÆ ÐLÁ Å Ò Í Ë Ð#Ç ÉAÑ Á Ô
n
Ë ÈfÈ À Å Á Á(Ó Ë Í Ã Á ÂDÆ Ê�È À Á(À Ç Ü À�Â À Á Ë ÅfÓ Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö

η∞
Ç ÂLÄ Å Á Â Á É È Á Ñ�Ç É�óBÇ ÜAÞ�à ÿ ÞD¿LÀ Á�Å Ë Ñ Ç Ç�Å Ë È Ç Æ�Ç ÂLØ Ô Á Ñ�Ë È

Π ≡ ri/ro = 0.95
Þfó Æ Å(ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�× È À Á�Æ ÉAÂ Á ÈLÆ ÊBÈ À Á

Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ Ì Ì Ã Å Â�Ë È
Ta∗ = 178

Þ�ð(Â�Õ�Á É È Ç Æ É Á Ñ�ÛAÁ Ê Æ Å Á × È À Á�Å Á Í Ë È Ç Ó Á�Ñ Á Ì Å Á Ë Â Á�Ç É�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍBÂ ÄAÁ Á Ñ�Ç É�È À Á�Ì Ë Â Á�Æ Ê
Â À Á Ë Å�È À Ç É É Ç É Ü�Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â�Ì Ë É*ÛAÁ�Ë Â(À Ç Ü À�Ë Â

50%
Þ0�fÁ Ì Ë ÃAÂ Á�È À Á�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö�Ç Â�Ë�Â È Å Æ É Ü�Ê Ã ÉAÌ È Ç Æ É*Æ ÊLÈ À Á�Â À Á Ë Å�Å Ë È Á ×AÇ É

È À Ç Â�Â Ç È ÃAË È Ç Æ É�Ç È(Ç Â�Õ�Æ Å Á�Ë Ä Ä Å Æ Ä Å Ç Ë È Á�È Æ�Ñ Á Ø É Á�Ë�¿BË Ö Í Æ Å(É Ã Õ�ÛAÁ Å�ÛAË Â Á Ñ�Æ É*Ë�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç Â È Ç Ì�Ó Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö
ηc = η(γ̇c)

×
Ì Ë Í Í Á Ñ�À Á Å Á�È À Á�Õ�Æ Ñ Ç Ø Á Ñ�¿BË Ö Í Æ ÅLÉ Ã Õ�ÛAÁ Å

Tamod

×AË ÉAÑ�Ñ Á Ø É Á Ñ�Ë Â

á
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Tamod ≡
ρωinrid

η(γ̇c)


 ã ü �

¿LÀ Á�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç Â È Ç Ì�Â À Á Ë Å�Å Ë È Á�Ç Â
γ̇c = ωinri/d

Þ�óBÇ Ü Ã Å Á�à ÿ�Ë Í Â Æ�Ä Å Á Â Á É È Â�È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍLÌ Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉAÂ�Ç É�È Á Å Õ�Â�Æ ÊLÈ À Á
Ì Å Ç È Ç Ì Ë ÍAÕ�Æ Ñ Ç Ø Á Ñ�¿BË Ö Í Æ ÅLÉ Ã Õ�ÛAÁ Å

Ta∗mod

ÞDõ ÊBÈ À Á�ÄAÂ Á ÃAÑ Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì(ÛAÁ ÀAË Ó Ç Æ ÅfÆ ÊBÈ À Á�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Ç ÂLÈ Ë ß Á É�Ç É È Æ�Ë Ì Ì Æ Ã É ÈfÆ É�È À Á
Ñ Á Ø É Ç È Ç Æ É�Æ ÊDÈ À Á�¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�ÛAÁ Å�Æ ÊDÈ À Á�Ï Æ Ð�× È À Á�Ó Ë Å Ç Ë È Ç Æ É�Æ ÊDÈ À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�Ó Ë Í Ã Á�Ë È�È À Á�Æ ÉAÂ Á ÈLÆ Êf¿DË Ö Í Æ Å�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö
ÛAÁ Ì Æ Õ�Á Â�Õ�ÃAÌ À�Í Á Â Â(Â Á ÉAÂ Ç È Ç Ó Á�È Æ�È À Á�Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë Í�ÄAË Å Ë Õ�Á È Á Å Â ÞLó Æ Å(È À Á�Ì Ë Â Á Â�Ë ÉAË Í Ö ä Á Ñ�Ç É�È À Ç Â�ÐLÆ Å ß�× È À Á�Õ�Ë Ô Ç Õ�Ã Õ
Å Á Í Ë È Ç Ó ÁLÓ Ë Å Ç Ë È Ç Æ É�Ð�Ë ÂDË Ä Ä Å Æ Ô Ç Õ�Ë È Á Í Ö

12%
ÞD¿LÀ Á Å Á Ê Æ Å Á × Ê Æ ÅfË É�Á Â È Ç Õ�Ë È Ç Æ É�Æ Ê È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í Ë É Ü Ã Í Ë ÅfÂ ÄAÁ Á Ñ�Ë ÈDÐ�À Ç Ì À�È À Á

Ë ä Ç Õ�Ã È ÀAË Í�Ï Æ Ð/Æ ÊDÓ Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì�Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â�ÛAÁ È ÐLÁ Á É�Å Æ È Ë È Ç É Ü�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Â�ÛAÁ Ì Æ Õ�Á ÂLÃ ÉAÂ È Ë Û Í Á ×AË�Õ�Æ Ñ Ç Ø Á Ñ�¿DË Ö Í Æ Å�É Ã Õ�Û�Á Å ×
Ñ Á Ø É Á Ñ�Ç É�È Á Å Õ�ÂDÆ Ê�Ë�Ì ÀAË Å Ë Ì È Á Å Ç Â È Ç ÌfÓ Ç Â Ì Æ Â Ç È Ö × Ì Ë É�ÛAÁ�ÃAÂ Á Ñ�ÞD¿LÀ Á�Ç ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ Ì Ì Ã Å ÂDË ÈLË Ä Ä Å Æ Ô Ç Õ�Ë È Á Í Ö

Ta∗mod = Ta∗Ê Æ Å(ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â Þ

3B½24 ` @D< V�>�?�����Y @AZ :

¿LÀ Á�Æ ÉAÂ Á ÈfÆ ÊD¿BË Ö Í Æ ÅfÓ Æ Å È Ç Ì Á ÂfÈ ÀAË È�Ì Æ Õ�Ä Í Á È Á Í Ö�Ì ÀAË É Ü Á ÂfÈ À Á�Ï Æ Ð&ÄAË È È Á Å É�ÛAÁ È ÐLÁ Á É�Å Æ È Ë È Ç É Ü�Ì Æ ÉAÌ Á É È Å Ç Ì�Ì Ö Í Ç ÉAÑ Á Å Â
Ì Ë É�Ë ôAÁ Ì ÈfÈ À Á(È Å Ë ÉAÂ ÄAÆ Å ÈDÄ À Á É Æ Õ�Á ÉAË�È ÀAË ÈfÆ Ì Ì Ã Å ÂDÇ É�Õ�Ë É Ö�Ä Å Ë Ì È Ç Ì Ë Í�Ë Ä Ä Í Ç Ì Ë È Ç Æ ÉAÂ ÞD¿BË Ö Í Æ ÅfÇ ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ ÊBö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É
Í Ç Ù Ã Ç Ñ Â�ÀAË Â�ÛAÁ Á É*Á Ô È Á ÉAÂ Ç Ó Á Í Ö�Â È ÃAÑ Ç Á Ñ*Û Ö�È À Á Æ Å Ö�Ë ÉAÑ�Á Ô ÄAÁ Å Ç Õ�Á É È Â Þ$��Æ ÐfÁ Ó Á Å ×�Ç É*Õ�Ë É Ö*Ë Ä Ä Í Ç Ì Ë È Ç Æ ÉAÂ ×�È À Á�Ï Æ Ð�Ç É Ü
Í Ç Ù Ã Ç Ñ&Ç Â�Ë�Â ÃAÂ ÄAÁ ÉAÂ Ç Æ É/Ð�Ç È À/Ó Ç Â Ì Æ Ä Í Ë Â È Ç Ì�ÛAÁ ÀAË Ó Ç Æ Å Þ ¿LÀ Á*Á ôAÁ Ì È�Æ Ê�È À Á*Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë Í�ÄAË Å Ë Õ�Á È Á Å Â�Æ É&È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í
Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ ÉAÂ�Ë ÈLÈ À Á�Æ ÉAÂ Á È�Æ ÊD¿BË Ö Í Æ ÅLÇ ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Ç Â�Â È Ç Í Í�É Æ È(Ì Æ Õ�Ä Í Á È Á Í Ö�Ã ÉAÑ Á Å Â È Æ Æ Ñ�Þ
õ É�È À Ç ÂLÐLÆ Å ß�× È À Á�Ì Å Ç È Ç Ì Ë Í�Æ ÄAÁ Å Ë È Ç É Ü�Ì Æ ÉAÑ Ç È Ç Æ É�Ë È(Ñ Ç ôAÁ Å Á É È�Ü Á Æ Õ�Á È Å Ç Ì Ë ÍBÌ Æ É Ø Ü Ã Å Ë È Ç Æ ÉAÂLË ÉAÑ�Å À Á Æ Í Æ Ü Ç Ì Ë Í�ÄAË Å Ë Õ�Ò

Á È Á Å Â�Ç Â(Ñ Á È Á Å Õ�Ç É Á Ñ�Û Ö�È Å Ë Ì ß Ç É Ü�È À Á�Â Æ Í Ã È Ç Æ É�ÄAË È À�Ë Â(¿DË Ö Í Æ Å(É Ã Õ�ÛAÁ Å�Å Ç Â Á Â(Ë ÉAÑ�Â Á Ë Å Ì À Ç É Ü�Ê Æ Å�Â ÃAÑ Ñ Á É*Ì ÀAË É Ü Á ÂLÆ É
È À Á�Ë Ô Ç Ë Í�Ë ÉAÑ�Å Ë Ñ Ç Ë Í Ó Á Í Æ Ì Ç È Ö�Ì Æ Õ�ÄAÆ É Á É È Â ÞD¿LÀ Á�Â Ö Â È Á ÕÝÆ ÊBÑ Ç ôAÁ Å Á É È Ç Ë ÍAÁ Ù ÃAË È Ç Æ ÉAÂfÇ Â�Â Æ Í Ó Á Ñ�Û Ö�È À Á�ø�Ë Í Á Å ß Ç É2��Ø É Ç È Á
Á Í Á Õ�Á É È(Õ�Á È À Æ Ñ�Ë ÉAÑ�È À Á�Å Á Â Ã Í È Ç É Ü�Â Á È(Æ ÊfÉ Æ É Ò Í Ç É Á Ë Å(Á Ù ÃAË È Ç Æ É�Ç Â(Â Æ Í Ó Á Ñ�Û Ö�ö�Á Ð�È Æ É�� Â(Õ�Á È À Æ Ñ�Þ�¿LÀ Á�Å Á Â Ã Í È Â(Â À Æ Ð
È ÀAË È�Ð�À Á É�È À Á�Í Ç Ù Ã Ç Ñ�Ç Â�Â À Á Ë Å Ò È À Ç É É Ç É Ü�È À Á�Ë Ä ÄAÁ Ë Å Ë ÉAÌ Á(Æ Êf¿BË Ö Í Æ ÅLÓ Æ Å È Ç Ì Á ÂfÆAÌ Ì Ã Å Â�Ë È�Í Æ ÐLÁ Å(Ë É Ü Ã Í Ë Å(Â Ä�Á Á Ñ�Þ

5�½26 ; 7B@D? %�V Y C-8���Y @AZ :

�(Â Ì Ë ÅfÎfÆ Å Æ ÉAË Ñ Æ�Ð�Ë ÂDÂ Ã Ä ÄAÆ Å È Á Ñ�Ð�Ç È À�Ë(Â Ì À Æ Í Ë Å Â À Ç Ä�Ê Å Æ ÕÝÎLð�ò.����Þ ¿LÀ Ç ÂBÐLÆ Å ß�Ð�Ë Â�Ê Ã ÉAÑ Á Ñ�Û Ö�Ü Å Ë É È ÂBÊ Å Æ ÕÝÎLö�òLÙ
Ë ÉAÑ�ó ð�ò.��"�+ Þ

9B½ W�Y ( Y = Y @B; Y :

ð�ÉAÑ Á Å Á Ì ß�×�Î(Þ þ�Þ ûAý�Ç ÃB×���Þ���Þ���Þ ×Bà á ú ü × óBÍ Æ Ð:"�Á Ü Ç Õ�Á ÂLÇ É*Ë�ÎfÇ Å Ì Ã Í Ë Å�ÎfÆ Ã Á È È Á	� Ö Â È Á Õ Ð�Ç È À�õ ÉAÑ Á ÄAÁ ÉAÑ Á É È Í Ö2"�Æ È Ë È Ç É Ü
ÎfÖ Í Ç ÉAÑ Á Å Â × ; + Æ Ã Å ÉAË ÍAÆ ÊDóBÍ Ã Ç Ñ2��Á Ì ÀAË É Ç Ì Â < × =fÆ Í Þ�à ü !A× Ä ÄBÞBà � >Aà ú ã Þ

ÎfÀAË ÉAÑ Å Ë Â Á ß ÀAË Å × ��Þ ×�à á ü à × ; ��Ö Ñ Å Æ Ñ Ö ÉAË Õ�Ç Ì�Ë ÉAÑ2��Ö Ñ Å Æ Õ�Ë Ü É Á È Ç Ì�� È Ë Û Ç Í Ç È Ö < × þ(Æ Ó Á Å�òfÃ Û Í Ç Ì Ë È Ç Æ ÉAÂ × õ ö�Î(Þ
þ(Ç Ä Å Ç Õ�Ë ×�"�Þ ×Bà á ü ÿ ×A¿LÀ Á	� È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ ÊfË	=(Ç Â Ì Æ ÃAÂ(óBÍ Ã Ç Ñ�ÛAÁ È ÐLÁ Á É?"LÆ È Ë È Ç É Ü�ÎfÖ Í Ç ÉAÑ Á Å Â�Ð�Ç È À*Ë É�ð�Ô Ç Ë ÍDóBÍ Æ Ð�× ; + Æ Ã Å ÉAË Í
Æ ÊfóBÍ Ã Ç Ñ2��Á Ì ÀAË É Ç Ì Â < × =fÆ Í ÞAá × Ä ÄBÞ ü â à > ü ã à Þ

�LÂ Ì ÃAÑ Ç Á Å ×���Þ òfÞ ûDø(Æ Ã Í Ñ Â Æ ÉB×�õ Þ ×Là á á � ×BÎfÆ ÉAÌ Á É È Å Ç Ì�ð�É É Ã Í Ë Å�óBÍ Æ Ð
Ð�Ç È À#ÎfÁ É È Á Å ÛAÆ Ñ Ö?"LÆ È Ë È Ç Æ É*Æ ÊLË�ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�Ë ÉAÑ
� À Á Ë Å Ò ¿LÀ Ç É É Ç É Ü�ýAÇ Ù Ã Ç Ñ�× ; õ É È Á ÉAË È Ç Æ ÉAË Í�+ Æ Ã Å ÉAË ÍAÆ Ê-��Á Ë È(Ë ÉAÑ�óBÍ Ã Ç Ñ�óBÍ Æ Ð�< × =fÆ Í ÞBà ü × Ä ÄBÞBà � ü >Aà ü â Þ

ø�Å Ë Ó Ë Â × ö�Þ × ��Þ ��Þ ×Aà á ù ú × õ ÉAÂ È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ Ê�=(Ç Â Ì Æ ÃAÂfð�Ô Ç Ë ÍAóBÍ Æ Ð�Ç É�ð�É É Ã Í Ç��(Ë Ó Ç É Ü�Ë�"�Æ È Ë È Ç É Ü�õ É É Á Å�ÎfÖ Í Ç ÉAÑ Á Å × ; + Æ Ã Å ÉAË Í
Æ ÊfóBÍ Ã Ç Ñ2��Á Ì À É Ç Ì Â < × =DÆ Í Þ ü 
 â � × Ä ÄBÞ ã ú � > ã á !AÞ

ý�Á Á ×���Þ ×Lâ ÿ ÿ à ×f¿LÀ Á�� È Ë Û Ç Í Ç È Ö#Æ Ê�� Ä Ç Å Ë Í�óBÍ Æ Ð ÛAÁ È ÐLÁ Á É/ÎfÆ Ë Ô Ç Ë Í(ÎfÖ Í Ç ÉAÑ Á Å Â ×-; ÎfÆ Õ�Ä Ã È Á Å Â�Ë ÉAÑ&��Ë È À Á Õ�Ë È Ç Ì Â�Ð�Ç È À
ð�Ä Ä Í Ç Ì Ë È Ç Æ ÉAÂ < × =fÆ Í Þ !Aà × Ä ÄBÞAâ ú á > ã ÿ ÿ Þ

ý�Æ Ì ß Á È È × ¿�Þ + Þ û "�Ç Ì ÀAË Å Ñ Â Æ ÉB× ��Þ @
Þ @
Þ ×Aà á á â × ¿LÀ Á�� È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ ÊAõ É Á Í Ë Â È Ç Ì�É Æ É Ò ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�óBÍ Ã Ç Ñ ÂfÇ É�ÎfÆ Ã Á È È Á(ÛAÁ È ÐLÁ Á É
ÎfÆ ÉAÌ Á É È Å Ç(ÎfÖ Í Ç ÉAÑ Á Å Â ��Ë*óBÇ É Ç È Á Ò �fÍ Á Õ�Á É È$� È ÃAÑ Ö ×-; + Æ Ã Å ÉAË ÍLÆ Ê�É Æ É Ò ö�Á Ð�È Æ É Ç Ë É�óBÍ Ã Ç Ñ���Á Ì ÀAË É Ç Ì Â < ×-=DÆ Í Þ�! ã ×DÄ ÄBÞ
à ü � >Aà ù ù Þ

ý�Ã Á Ä È Ð�× "�Þ ��Þ ûAþ�Æ Ì È Á Å ×Að�Þ ��Þ�A�Þ ×Bà á á â × � È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ Êfð�Ô Ç Ë ÍDóBÍ Æ Ð/Ç É�Ë É�ð�É É Ã Í ÃAÂ�Ð�Ç È À�Ë0"LÆ È Ë È Ç É Ü�õ É É Á Å�ÎfÖ Í Ç ÉAÑ Á Å ×
; òfÀ Ö Â Ç Ì ÂLÆ ÊDóBÍ Ã Ç Ñ Â�ð/ÒLóBÍ Ã Ç Ñ�þ(Ö ÉAË Õ�Ç Ì Â < × =fÆ Í Þ�à à × Ä ÄBÞAâ ! ! ü > â ! � � Þ

¿DË Ö Í Æ Å × ø�Þ ×Aà á â ã × � È Ë Û Ç Í Ç È Ö�Æ ÊBË�=(Ç Â Ì Æ ÃAÂLý�Ç Ù Ã Ç Ñ�ÎfÆ É È Ë Ç É Á Ñ�Û�Á È ÐLÁ Á É�È ÐLÆ	"LÆ È Ë È Ç É Ü�ÎfÖ Í Ç ÉAÑ Á Å Â × ; òfÀ Ç Í Þ ¿BÅ Ë ÉAÂ Þ "�Þ � Æ Ì Þ
ý�Æ ÉAÑ Æ É < × =DÆ Í Þ =(õ õ õ × Ä ÄBÞ â ú á > ã ! � Þ

à ÿ


