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Resumo. Este trabalho apresenta uma investigação numérica do escoamento turbulento completamente desenvolvido em um canal 
triangular formado por hastes cilíndricas usando um modelo não linear de turbulência. A técnica numérica utilizada para a 
discretização das equações governantes é o método de volumes finitos em um sistema de coordenadas generalizadas. O algoritmo 
SIMPLE foi usado para corrigir o campo de pressão. A função de parede clássica ou um modelo de baixo Reynolds foi usado a fim 
de descrever o escoamento próximo à parede. Neste trabalho é analisada a influência da constante de calibração existente no termo 
não linear do modelo sobre o escoamento turbulento. 
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1. Introdução 
 

Muitos escoamentos turbulentos encontrados no campo de engenharia ocorrem em dutos de seção não circular. Por 
exemplo, em trocadores de calor compactos, sistemas de ar condicionado, sistemas de resfriamento de turbinas a gás, 
canais de resfriamento em câmaras de combustão, reatores nucleares, entre outros. Um campo de velocidade 
tridimensional é encontrado em todas estas configurações. É bem conhecido desde o trabalho experimental de 
Nikuradse (1926) que existe um escoamento médio transversal dentro de dutos não circulares, até mesmo quando o 
escoamento atinge o regime completamente desenvolvido. Este escoamento médio transversal é comumente chamado 
de escoamento secundário de Prandtl, e é causado pela anisotropia das tensões normais turbulentas. Embora este 
escoamento secundário representa uma pequena porcentagem da velocidade axial, ele exerce uma grande influência 
sobre o campo do escoamento. O movimento secundário redistribui a energia cinética, influência a velocidade axial, e 
portanto afeta a tensão cisalhante na parede. 

Alguns trabalhos numéricos e experimentais tem sido feito a respeito do escoamento turbulento em dutos retos não 
circulares, como os de Gessner e Jones (1965), Launder e Ying (1973), Gessner e Emery (1976), Gessner e Po (1976), 
Melling e Whitelaw (1976), Nakayama et al (1983), Rokni e Suden (1996), Rokni e Suden (1998), Mompean et al. 
(1996), Hirota et al (1997), Mompean (1998), e outros. Nestes trabalhos, dutos com seção transversal quadrada, 
retangular, trapezoidal e triangular foram analisados. Escoamentos turbulentos em arranjos de hastes cilíndricas tem 
sido estudado experimentalmente por Trupp e Azad (1975), Carajilescov e Todreas (1976), e numericamente por Yang 
e Chieng (1987), Lee e Jang (1997). Yang e Chieng (1987) utilizaram um fator anisotrópico e o modelo de turbulência 
de duas equações ε−k  em coordenadas cilíndricas para simular o escoamento turbulento. Lee e Jang (1997) 
resolveram usando o método de diferenças finitas  e um modelo de baixo Reynolds. 

Sabe-se da literatura que os modelos de turbulência linear produzem altas imprecisões no cálculo das tensões 
normais de Reynolds, e pelo fato de serem modelos isotrópicos, eles não possuem a capacidade de predizer o 
escoamento secundário. Apesar disso, eles são os modelos mais populares na engenharia devido a sua simplicidade 
(requer menor esforço computacional que os modelos complexos, por exemplo os algébricos ou de tensão de Reynolds), 
boa estabilidade numérica e podem ser aplicados a uma ampla variedade de escoamentos. Anteriormente, Assato e de 
Lemos (2000) usaram um modelo de turbulência não linear, que representa uma extensão dos modelos lineares, para a 
predição do escoamento secundário em um duto quadrado. Este modelo permite calcular valores diferentes para as 
tensões normais de Reynolds, uma condição necessária para simular o escoamento secundário em dutos não circulares 
dentro de um reduzido custo de uma formulação de duas equações. Aplicações desta metodologia em feixe de barras 
podem ser encontradas em de Lemos e Assato (2002). 
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No presente trabalho, a constante de calibração existente no termo não linear é investigada para o escoamento 
turbulento completamente desenvolvido em canal formado por um arranjo triangular de hastes cilíndricas. As 
formulações de alto e baixo número de Reynolds são usadas para descrever o escoamento próximo à parede. As novas 
constantes de calibração investigadas produziram piores resultados que a proposta por Speziale (1987) para os 
contornos de velocidade axial média e energia cinética turbulenta. 
 
2. Equações de transporte e constitutiva 
 

As equações gerais que descrevem o escoamento de fluidos podem ser escritas na seguinte forma: 
 
Massa:             ( ) 0=vdiv

rρ , (1) 
Momento:       ( )

iuii stUvdiv =−
rrρ , (2) 

Escalar:          ( ) φφφρ sqvdiv =−
rr

, (3) 
 
onde vr  é o vetor da velocidade média, it

r
 é o vetor contendo as tensões que agem na direção-i, e 

ius  representa 
todas os termos fonte dados por: 
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Por facilidade computacional, a pressão total P na Eq.(5) envolve também um termo contendo a energia cinética 

turbulenta 2/iiuuk ′′=  onde iu′  é a parte flutuante da velocidade instantânea na direção-i. A tensão ijτ  na Eq.(4) 

representa a soma da tensão de Reynolds, t
ijτ  mais a tensão viscosa ( )ijij Sµτ =l , onde o tensor deformação é dado por, 
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Quando as Eqs. (1)-(3) são escritas para a geometria da Fig. 1 as formas abaixo são apresentadas. As equações de 

momento para o cálculo dos componentes do escoamento secundário U, V e do escoamento principal (axial) W, 
assumindo escoamento completamente desenvolvido na direção axial (z), podem ser expressas na seguinte forma: 
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onde 
z
PG

∂
∂−= , na Eq.(9) representa o gradiente de pressão axial constante que dirige o escoamento. 

Figura 1. Arranjo triangular de hast
 

es cilíndricas. 
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As equações de transporte para a energia cinética turbulenta k, e sua taxa de dissipação ε, respectivamente, são 

dadas por: 
 

ε
ρσ
µ

−+







∂
∂

∂
∂=

∂
∂

k
ik

t

ii
i P

x
k

xx
kU , (10) 

k
fcP

k
c

xxx
U k

i

t

ii
i

2

221
εεε

ρσ
µε

ε
−+








∂
∂

∂
∂=

∂
∂ . (11) 

 
O símbolos kP  e tµ , respectivamente, representam a taxa de produção de energia cinética turbulenta e a 

viscosidade turbulenta, sendo definidas como: 
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No presente trabalho, ambos modelos de alto e baixo número de Reynolds são usados e os resultados por eles 

produzidos são comparados. Suas diferenças básicas estão na distinta forma das funções de amortecimento 2f  e µf  
referenciadas nas Eqs. (11) e (12). Expressões para elas são mostradas na Tab. 1. Estas funções e suas diferentes 
constantes foram usadas em conjunto com as equações de k-ε. No cálculo da tensão cisalhante na parede com o modelo 
de alto número de Reynolds (Launder e Spalding (1974)), E na Tab. 1 pode ser variado para simular a rugosidade da 
parede e 41.0=κ  é a constante de von Kármán. O subscrito P refere ao nodo próximo a parede. Assim Pu  e Pk  são, 
respectivamente, o valor da velocidade e energia cinética turbulenta neste ponto, e Py  é a distância normal a parede. O 
símbolo n no modelo de baixo Reynolds representa a distância normal à parede. As constantes µc , 1c , 2c , kσ  e εσ  
para o modelo de alto número de Reynolds são assumidas como sendo igual a 0.09, 1.44, 1.92, 1.0 e 1.33, 
respectivamente, e para o modelo baixo Reynolds são dadas por 0.09, 1.5, 1.9, 1.4 e 1.3, respectivamente. 
Tabela  1. Formulações de alto e baixo número de Reynolds 
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 Neste trabalho a expressão para a tensão de Reynolds é dada como, 
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onde o segundo termo à direita da Eq. (13) representa o termo não linear. Esta forma quadrática produz um certo 

grau de anisotropia entre as tensões normais de Reynolds, que torna possível predizer a presença do movimento 
secundário em dutos não circulares. O valor de NLc1  proposto por Speziale (1987), é igual a 0.1512. Aqui, NLc1  será 
analisado e adotado valores diferentes para ambos modelos de alto e baixo número de Reynolds. 
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As tensões normais e cisalhantes de Reynolds apresentadas in Eqs. (7), (8) e (9) são dadas como: 
 




















∂

∂−







∂
∂=

22

1 3
2

3
1

y
W

x
Wkc tNL

t
xx ε

µτ ,     



















∂
∂−








∂

∂=
22

1 3
2

3
1

x
W

y
Wkc tNL

t
yy ε

µτ , (14) 

 









∂

∂
∂

∂=
y
W

x
Wkc tNL

t
xy ε

µτ 1 ,               
x

W
t

t
xz ∂

∂= µτ ,                 
y

W
t

t
yz ∂

∂= µτ . (15) 

 
 Obtém-se a seguinte diferença entre as tensões normais de Reynolds: 
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Tem sido observado que para este tipo de escoamento, as derivadas dos componentes da velocidade, U e V em 

relação a derivadas de W são pequenas, podendo ser desprezadas, desta forma elas são omitidas nas Eqs. (14)-(16). 
O termo de produção de turbulência é escrito como: 
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3. Método Numérico 
 

O método numérico empregado para discretização das equações governantes é o método de volumes finitos num 
sistema de coordenadas generalizadas. O algoritmo SIMPLE é usado para corrigir o campo de pressão. Diferentes 
tratamentos perto da parede (modelos de alto e baixo número de Reynolds) são usados. Todo o tratamento numérico e 
processo de discretização das equações de momento são mostrados em detalhes no trabalho feito por Assato e de Lemos 
(2000). 

Em coordenadas curvilíneas, as derivadas para o ponto central P do volume de controle são dadas como: 
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onde os valores dos componentes da velocidade nas faces do volume de controle, leste, oeste, norte e sul, 

respectivamente, representados por “e”, “w”, “n” e “s” são calculados dos valores nos pontos nodais por meio de 
interpolação linear. 

Assim, as tensões normais e cisalhantes na forma discreta são as seguintes: 
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e o termo de produção de turbulência é dado por: 
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Anteriormente, Assato e de Lemos (2000) usaram o modelo de turbulência não linear para simular o escoamento 

em um duto quadrado. Eles utilizaram a constante de calibração proposta por Speziale (1987), ( 1512.01 =NLc ) e a 
função de parede clássica de Launder e Spalding (1974). Em vista da complexidade dos efeitos dos cantos da geometria 
sobre o campo turbulento, o modelo de alto número de Reynolds apresenta dificuldades de convergência. Diversos 
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trabalhos como de Nisizima (1990), e Mompean et al. (1996), que usam o modelo ε−k , inserem uma função de 
amortecimento, µf  na definição da viscosidade turbulenta afim de contabilizar os efeitos de difusão viscosa na região 
próxima aos cantos. De acordo com Mompean et al. (1996) a introdução de µf  é necessária para reduzir os valores da 
viscosidade turbulenta próximo aos cantos. Assato e de Lemos (2000) assumiram uma diferente 
abordagem/procedimento. Eles usaram para os volumes de controle próximos a parede o modelo não linear de Shih et 
al. (1993), que apresentam baixos valores para NLc1  neste região. Assim, para estes volumes de controle a constante de 
calibração de Speziale (1987) não é usada, sendo calculada de acordo com o modelo de Shih et al. (1993), dada como: 
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Neste trabalho é adotado o mesmo procedimento quando utiliza a abordagem de alto número de Reynolds. Para a 

formulação de baixo número de Reynolds observou-se sempre uma boa estabilidade e convergência. Assim, quando 
fazemos uso das funções de amortecimento, a constante de Speziale (1987) ou as novas constantes investigadas são 
adotadas para todos os volumes de controle. 

 
4. Resultados e discussões 
 

Nesta seção são apresentados os resultados para o escoamento turbulento completamente desenvolvido em um 
arranjo triangular de hastes cilíndricas usando um modelo de turbulência não linear juntamente com as formulações de 
alto e baixo número de Reynolds designados, respectivamente por NL_HRN e NL_LRN. Novos valores para NLc1  são 
empregados afim de analisar seus efeitos sobre o campo turbulento. Para NL_HRN foi adotado 1665.01 =NLc  e para 
NL_LRN um valor de 20.01 =NLc  foi assumido. Comparações entre os modelos de turbulência e o experimental de 
Carajilescov e Todreas (1976) são apresentados para um número de Reynolds de 27000Re =  e razão 123.1/ =DP . 

A Fig. 1 mostra a geometria em estudo. Devido à simetria do escoamento, os resultados são mostrados somente 
para 1/6 do arranjo triangular de hastes cilíndricas. As malhas usadas para as abordagens função de parede (27x45) e 
funções de amortecimento (100x100) são mostradas na Fig. 2. O escoamento secundário também é mostrado nesta 
figura. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Lee e Jang (1997) tem estudado este caso utilizando o método de diferenças finitas em coordenadas esféricas sobre 

uma malha com linhas cruzando ortogonalmente. Utilizaram o modelo de baixo número de Reynolds de Lam e 
Bremhorst (1981). Os resultados obtidos por Lee e Jang (1997) da velocidade axial, energia cinética e escoamento 

Figura 2. Malhas e linhas de corrente secundária: (a) NL_HRN (27x45);  (b) NL_LRN (100x100). 

  (a)   (b)
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secundário estão mostrados na Fig. 3. Os contornos da velocidade axial e energia cinética turbulenta são comparados 
com os dados experimentais de Carajilescov e Todreas (1976). As linhas tracejadas representam a predição dos 
contornos sem a presença do escoamento secundário. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
As Figs. 4 e 5 mostram os resultados da velocidade axial adimensionalizada pela velocidade axial média, W , 

obtidos pelos modelos NL_HRN e NL_LRN. A velocidade axial média, W  é calculada pela seguinte expressão: 
 

∫=
dAd

dAW
A
1W , (24) 

onde dA  é a seção transversal do duto. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) (b) 

Figura 4. Contornos da velocidade axial média, WW / , usando NL_HRN: (a) 1512.01 =NLc ; (b) 1665.01 =NLc . 

(a) (b) (c) 

Figura 3. Contornos obtidos por Lee e Jang (1997): (a) velocidade axial; (b) energia cinética turbulenta; 
                (c) escoamento secundário. 
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A influência de novas constantes tem sido analisada. As Figs. 4 e 5 mostram melhor concordância da velocidade 

axial aos dados experimentais de Carajilescov e Todreas (1976) utilizando o modelo NL_HRN. Observa-se que as 
novas constantes investigadas produzem piores resultados que a constante proposta por Speziale (1987). 
Comportamento análogo dos resultados tem sido obtido para a energia cinética turbulenta adimensional, mostrados nas 
Figs. 6 e 7. Os melhores resultados são obtidos usando o modelo NL_HRN com a constante 1512.01 =NLc . Com o uso 
das novas constantes, novamente os resultados tendem a piorar. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) (b) 

Figura 5. Contornos da velocidade axial média, WW / , usando NL_LRN: (a) 1512.01 =NLc ; (b) 20.01 =NLc . 

(a)   (b) 

Figura 6. Contornos da energia cinética turbulenta, 1000/ 2 xWk , usando NL_HRN: (a) 1512.01 =NLc ; (b)
1665.01 =NLc . 
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As Figs. 8 e 9 mostram as linhas de corrente normalizadas obtidas pelos modelos não lineares e experimentalmente 

por Carajilescov e Todreas (1976). A adimensionalização da função corrente foi feita da seguinte forma: 
 

HDW
ψ=Ψ  (25) 

 
onde HD  é o diâmetro hidráulico. 
Carajilescov e Todreas (1976) não informam como adimensionalizaram as linhas de corrente. 
As Figs. 8 e 9 mostram que nenhum dos modelos prediz de forma satisfatória as linhas de corrente observadas por 

Carajilescov e Todreas (1976). Há a presença de dois vórtices, porém de forma e tamanhos bem distintos aos 
experimentos.  

Comparando com os resultados numéricos de Lee e Jang (1997), os modelos aqui analisados (em especial o modelo 
NL_HRN) mostraram melhor desempenho na predição dos contornos da WW /  e 1000/ 2 xWk . O escoamento 
secundário obtido por Lee e Jang (1997) apresenta uma única zona de recirculação, divergindo ainda mais aos 
observados experimentalmente. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    (a)      (b) 

Figura 7. Contornos da energia cinética turbulenta, 1000/ 2 xWk , usando NL_LRN: (a) 1512.01 =NLc ; (b) 20.01 =NLc . 

 (b)  (c)  (a) 

Figura 8. Linhas de corrente normalizadas usando NL_HRN: (a) 1512.01 =NLc ; (b) 1665.01 =NLc  (c) Experimental. 
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5. Conclusão 
 
Uma investigação numérica foi conduzida para o escoamento turbulento completamente desenvolvido em um canal 

triangular formado por hastes cilíndricas usando um modelo de turbulência não linear. A função de parede e uma 
formulação baixo número de Reynolds foram empregadas. Os resultados foram comparados com os dados 
experimentais de Carajilescov e Todreas (1976).  

As Figs. 4 a 7 mostraram melhor concordância da velocidade axial adimensional, WW / , e da energia cinética 
turbulenta adimensional, 1000/ 2 xWk , aos dados experimentais de Carajilescov e Todreas (1976) utilizando a 
formulação de Alto Reynolds. A presença de três contornos de simetria contra somente  um contorno de parede do 
domínio de cálculo, pode ter sido responsável pelo desempenho inferior do modelo Baixo Reynolds em relação à versão 
Alto Reynolds. Foi observado também que as novas constantes investigadas produziram piores resultados que a 
constante proposta por Speziale (1987), 1512.01 =NLc . Os modelos não lineares investigados, NL_HRN e NL_LRN, 
produziram razoavelmente as linhas de corrente secundária observadas experimentalmente. 
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TURBULENT FLOW IN A SUB-CHANNEL OF A TRIANGULAR ROD ARRAY USING A NON LINEAR 
MODEL WITH HIGH AND LOW REYNOLDS NUMBER FORMULATIONS 
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Abstract. This work presents a numerical investigation of fully developed turbulent flow in a triangular sub-channel of a bare rod 
bundle using a non-linear eddy viscosity model (NLEVM). The numerical technique employed for discretizing the governing 
equations is the control-volume method with a boundary-fitted non-orthogonal coordinate system. The SIMPLE algorithm was used 
to correct the pressure field. The classical wall function and a low Reynolds model were used in order to handle flow calculations 
near the wall. In this work is analyzed the influence of constant of calibration existing in the non-linear term of the model on 
turbulent flow. 
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