E importante observar que nenhuma aproximagéo foi feita no processo de obtengZo do
conjunto de problemas estacionérios, dado pelas Egs. (32-34), exceto pelo truncamento da
expansdo em polindmios de Laguerre. Ademais, obtemos uma solucdo fechada para a
intensidade de radiacdo pelo método descrito neste trabalho, facilitando o processo iterativo
de determinacdo da temperatura. Convém salientar que a formulacéo proposta é facilmente
aplicavel a outros tipos de condicbes de contorno e iniciais, bem como a problemas em
dominios heterogéneos. Por fim, a eficiéncia deste método é reforcada pela demonstracdo da
convergéncia do método LTSy em problemas unidimensionais de transporte que foi obtida
por Pazos & Vilhena (1999).
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Analytical Solution of the Non-Linear Radiative Transfer Equation. In this paper, we
describe a new approach to solve the radiative transfer problem, combining the LTSy method
and Spectral method. We use the essence of the spectral methods, where the intensity of
radiation is expanded in time in a truncated series of Laguerre polynomials yielding a set of
stationary one-dimensional transport problems, that we solve using the LTSy method. The
material temperature and the intensity of radiation are determined by an iteration from the
initial temperature. Numerical results and comparisons with the results found in the literature
are also presented.

Key words. Radiative transfer, Transient transport problem, Spectral method, LTSy method.



lo(x 1)=05x10710 e To(x)=107>/2. Os coeficientes ¢, a, 0 e 04 S0 considerados iguais
aunidade.

A fim de resolver o conjunto de problemas estacionérios, resultante da aplicacdo do
método espectral, dado pelas Egs.(32-34), usamos 0 método LTSy. A integra de convolugéo,
resultante da reconstrucéo da intensidade de radiacdo pela inversdo da transformada de
Laplace, é resolvida pela regra dos trapézios, com 40 pontos. Nas Fig. 1 e 2, os resultados
apresentados para a temperatura, em t = 1.0, estdo em escala logaritmica. Na Fig. 1,
apresentamos valores da temperatura para as ordens de aproximacdo em polindmios de
Laguerre M = 9, 10 e 11, considerando a ordem de quadratura angular N = 16. Para os
resultados apresentados na Fig. 2, consideramos as ordens de quadratura N= 4, 6 e8 ea
aproximacdo M = 9. Nestes gréficos fica evidenciada a estabilidade numérica do método.
Ademais, estes resultados estdo em conformidade com os resultados considerados

‘Benchmark’ para o problema descrito acima, apresentados na Fig. 2 do artigo de Szilard &
Pomraning (1992).
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Figura 2- Variac8o da Temperatura para t=1.0, considerando M=9.



Uma vez estabelecida a fonte Q"(x 147) na Eq. (36), isto &, que os momentos @ (x, 41, 7)

sejam conhecidos para k < m, entdo 0 momento CDm(x, u, r) serd determinado pelo método
LTSy (Vilhena et al., 1998), no problema dado pelas Egs. (32-34). Assim, sendo conhecida a
densidade de energia B(x, ), podemos determinar recursivamente, a partir de ®°(x, 11,7), os

demais momentos @™ (x, 4,7), com m=1,2,...,M. Finamente, ®(x, u,t,7) é completamente
estabelecida pela Eq. (29).

5. CALCULO DA TEMPERATURA

Uma expressao explicita para a temperatura pode ser obtida integrando-se a Eq. (8), desde
que a densidade de energia B(x,t) seja conhecida e a fungdo @(x, u,t,7) sgja estabelecida
pela EQ. (29) na secéo anterior. Desta forma, obtemos um processo iterativo para a estimativa

da n-ésima aproximag&o da temperatura T (n) (x,t), escritaem termosde T (n-1) (x,t), isto é,

T(n)(x,t):TO(x)+ Z—jﬁlféwn(x,u,t ~1,7)drdu - C(T/a I;a[T(”_l)(x,t’)]4dt’, (37)

c

onde

M
o"(x,ut1)= Y O™ (x p 1)Ly 1), (38)
k=0

com os momentos @ ™K (x, i, 7) satisfazendo o conjunto de problemas estacionérios descritos
pelas Egs. (32-34), sendo:

e aaa(r (”'1)(x,r))4 + Do) (x H), s k=0

Cc
n,0
Qn’k(X,/,l,T):EikDO(X”u)—¢ (X!H!T)’ e k=1 _ (39)
0 C C
n,k-1 n,k-1
QYT opt) o™ Topr) oy
0 c c

Portanto, a partir da primeira aproximacdo da temperatura, T ® (x,t) =Tp(X), obtemos a
n-ésima aproximag&o para a intensidade de radiagdo, ®"(x, u,t,7), descrita pela Eq. (38) e,
em seguida para atemperatura, T( n)( X,t), expressa pela Eq. (37).

6. RESULTADOSNUMERICOS

Com o objetivo de testarmos a formulagdo acima, sob o ponto de vista da modelagem
computacional, consideramos o problema néo-linear de transferéncia radiativa, descrito pelas
Egs. (1-9), em uma placa de espessura L = 20, com condigdes de contorno
Fo(ut)=2, se pu>0, e TIy(ut)=0, se u<0; e condigdes iniciais



Substituimos a Eq. (29) na Eq. (10), multiplicamos a equagio resultante por e'L.t) e

integramos o resultado em 0 <t <o, obtendo a equacéo

u%dbm(x, u,1)+adM(x,u,1)= U—Zsﬁlcbm(x, u',T)du’ + gaaB(x,r)éo,m

1 M Kk
t= Yo (x, u1,7),
Ck=m+1

onde dg , representa o deltade Kronecker.
Por outro lado, substituindo a Eq. (29) na condicéo inicial (13), obtemos

%wk(x,u,r):dbo(x,u)— §¢k(x,u,r).
k=m+1 k=0

(30)

(31)

Substituindo a Eq. (31) na Eq. (30), concluimos que cada componente @™ (x, u,r) satisfaz o

seguinte problema estacionéario

u%dbm(x,u,rﬁaDqu(x,u,r):a—;ﬁltbm(x,u',r)du' +QM(x, u, 1),

®™(0,11,7)=o(u.T)30m, € H>0,

oML p.1)= M1 T)o0m, S H<O

para m=0,1,...,M, onde definimos

ol=g+1
c
e
%aaB(x,rh—cDO(:’H), s m=0
0
Qm(x,y,t)=%p0(x’“)-‘p bomr) o oy
0 C C
m-1 m-1
R opr) ™ opr) o
B c c

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

Cabe ressaltar que para obter as condigdes de contorno (33) e (34), substituimos a Eq.
(29) nas condicdes de contorno (11) e (12), multiplicamos as equagdes resultantes por e Lm(t) ,

comm=0,1,...M, eintegramosestasem0< t< +oo,



Multiplicando ambos os lados das EQs.(18-20) por s e comparando as Egs.(15-17) com as
equacOes resultantes, concluimos que os problemas descritos por essas equacdes sdo idénticos
se

1(x, 1, 8) = s®(x, 11, S). (22)

Substituindo a Eqg. (21) na Eq. (22) obtemos
1(x, 1, 8)= sJ’O IO e T so(x, p,t,7)dtds. (23)

Para inverter este resultado, fazemos uso da convolugdo generalizada da funcéo CD(x, u,t, T),
definida como (Ozisik,1980)

CDD(x,u,t):ICtJCD(x,u,t -1,7)dr1, (24)
cuja transformada de Laplace é dada por
L[GJ (x, , t]:dJ (x, u,8)= IO IO e+t SGJ (x, 1,1, 7)dtds. (25)

Comparando as Egs. (23) e (25), concluimos que
00 O

LT Lt =La—@ X U1, t)o 26

[1(x, ) Ot (x, 1 )E (26)
Invertendo este resultado, obtemos

0 .0
I(x,u,t):acb (x, u,t). (27)
Finalmente, substituindo a Eq. (24) na Eq. (27), temos

1(x, u,t)= J’[CDxut—TT)ir (28)

4. OMETODO ESPECTRAL

Com o objetivo de resolver o problema descrito pelas Egs. (10-13), afungio @(x, u,t,7)
€ aproximada por uma série truncada de polindmios ortonormais de Laguerre (Abramowitz &
Stegun, 1998), Ly (t), com k= 0,1,...,M, ou sgja,

M

O(x, u,1,7)= Zcbk(x,u,r)Lk(t). (29)

k=0



edacondicéo inicia,
®(x, 1,0,7) = B (x, ). (13)

Fazendo uso de raciocinio andlogo ao usado no Teorema de Duhamel (Ozisik, 1980),
concluimos que o problema descrito pelas Egs. (1-4) relaciona-se com o problema auxiliar
dado pelas Egs. (10-13), através da expressao

1 (x, u,t)= J'[dbxut—r r)dr. (14)

Para demonstrar esta relacéo, aplicamos a transformada de Laplace na variavel temporal
nas Egs. (1-3) e obtemos

;I_(X’ u,s)+ %I_(x, u,s)+a1(x u,s)

(15)

:%%ag(x, 9+%2 ﬁlT(x,u,s)du§+%|o(x, u),
10.1,8)=To(us) s p>0 (16)
(L p,s)=T1(u,s) s p>o0. (17)

Usando o mesmo procedimento nas EQs.(10-12) e, em seguida, aplicando o operador

J’: e >'dr em ambos os |ados das equacBes resultantes, obtemos

So(x, p,8)+ % ®(x, 11, 5)+0 D(x, 11, )

_ (18)

_cH Blxs), os 15 1 ®g(x, 1)

_EEya s +TSI_11(D(X,[J,S)CIIJH*ET,
E(O,u,s):@, se u>0, (19)
E(L,u,s):_l(lsl’s), se u<o, (20)

desde que g(x 1,s,5)=®(x 11,5). A duplatransformada é definida como

T+t S
@(x, 1, s)= _[0 J’O ®(x, u,t,7)dtds. (21)



onde | (x, 4,t) denota aintensidade de radiacdo dependente da variavel espacial x[[0, L], da
variavel temporal t e deut, definido como o co-seno do angulo entre a direcdo de propagacéo
do féton e o eixo x. Os simbolos ¢, 04, 05 € o denotam, respectivamente, a velocidade da

luz e os coeficientes (secéo de choque) de absorcéo, de espalhamento e de interacéo total. A
densidade de energia de radiagio E(x,t) é definida por:

E(x,t):%ﬁll(x,u,t)du. (5)

Ademais, ao assumir a descricdo do problema para um meio cinza (um grupo de energia),
tem-se que a densidade de energia B(x,t) é dada por

B(x,t) =a{T(x.)}*, (6)
sendo T(x,t) atemperatura do material e a constante de radiacéo dada por

_ 8ok

BTk (7)
15h3¢3

onde h e k denotam, respectivamente, as constantes de Planck e Boltzmann.
Desconsiderando a conducdo de calor e o movimento do fluido, a Eq. (1) é acoplada
apenas pela equacdo balanco de energia, que é dada por

oT
CVE:CO_a(E_B)’ (8

sujeitaacondicdo inicial

T(%,0)=To (). 9)

3. OPROBLEMA AUXILIAR

Inicialmente, construimos um problema auxiliar para o problema descrito na secdo
anterior. Assim, consideremos a equacao

%%d?(x,u,t,rﬁ u%@(x,u,t,rﬁad?(x,u,t,r)
(10)
:ggyaB(x, 7)+ %ﬁlcb(x,u,t,r)du@
dotada das condi¢des de contorno,
CD(O,u,t,T):I'O(/J,T), u>0, (112)

oL, pu,t,1)=ry(u,1) p<o, (12)



Difusdo, por exemplo, os métodos EDT (Pomraning, 1973), IDT (Larsen & Keller, 1974),
ADT (Pomraning, 1973) e FDT (Levermore & Pomraning, 1981). Estes modelos de
aproximacdo consistem basicamente em aproximar o fluxo radiativo pela lei de Fick, sendo
gue cada método apresenta seu coeficiente de difusdo especifico.

Neste trabalho, propomos uma nova abordagem para resolver a equacdo de transferéncia
radiativa ndo-linear dependente do tempo, combinando o método LTSy (Segatto & Vilhena,
1999; Vilhena et a.,1998) com a idéia do método espectral (Gottlieb & Orszag, 1977), desde
gue segja conhecida a temperatura. Para tanto, expandimos a intensidade de radiacdo angular
em uma série truncada de polinémios de Laguerre na variavel temporal. Substituimos
expansdo na equacdo de transferéncia radiativa, tomamos 0s momentos, para obtermos assim
um conjunto de problemas estacionarios de transporte unidimensionais que sdo resolvidos
recursivamente através do método LTSy. Basicamente, 0 método LTSy consiste em aproximar
o problema unidimensional estacionario de transporte por ordenadas discretas (Sy),
resolvendo o sistema de equacbes diferenciais unidimensionais lineares resultante pela
aplicacdo da transformada de Laplace na variavel espacial, com inversdo analitica. Portanto,
as equacOes acopladas de transferéncia radiativa e balangco de energia sdo resolvidas
recursivamente. Considerando a principio a funcdo de Planck proporcional a temperatura
inicial elevada a quarta poténcia, resolvemos a equacdo de transferéncia radiativa pelo
processo descrito acima. Conhecida a intensidade de radiacéo, determinamos a temperatura
por uma simples integracdo da equacdo de balanco de energia. O processo avanca,
considerando a funcéo de Planck proporciona atemperatura obtida elevada a quarta poténcia,
continuando até que o desvio entre duas aproximacdes sucessivas da temperatura sgja téo
pegueno quanto desegjado.

O presente trabaho € composto de seis secOes, organizadas da seguinte forma: na
proxima secdo, descrevemos o problema estudado; na segdo 3, construimos um problema
auxiliar; na secdo 4, fazemos uso do método espectral. Desenvolvemos o céculo da
temperatura na secdo 5, e concluimos com resultados numéricos e uma breve discussdo na

Secéo 6.

2. DESCRICAO DO PROBLEMA

Visando a apresentar 0 método proposto, consideremos por simplicidade um processo de
espalhamento isotropico e coerente, sendo este problema unidimensional transiente de
transferénciaradiativa, com simetria azimutal, descrito pela equacéo

a0 (X, u,t) + IJ% (%, 1, t) + a1 (X, u,t)= % (0aB(x,1) + aE(x.1)), (1)
pel as condic¢des de contorno,

10, )= o(ut), s p>0, 2

(L t)=r(ut), se p<o, (3)

e pelacondicéo inicial,

| (x, 1,0)= 1o (x 1), )
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Resumo. Neste trabalho, propomos uma nova abordagem para resolver problemas de
transferéncia radiativa, utilizando a combinagdo dos métodos espectral e LTSy. Para tanto,
usando a idéia do método espectral, expande-se a intensidade de radiacdo numa série
truncada de polindmios de Laguerre na variavel temporal, e obtemos assim um conjunto de
problemas estacionarios unidimensionais de transporte que sao resolvidos recursivamente
através do método LTSy. A temperatura e a intensidade de radiacdo sdo obtidas
iterativamente a partir da temperatura inicial. Resultados numéricos sdo apresentados e
comparados com os da literatura.

Palavras-chave: Transferéncia radiativa, Problema transiente de transporte, Método
espectral, Método LTS,

1. INTRODUCAO

Existe um interesse especial na solugéo de problemas envolvendo o acoplamento de
campos de radiacdo e de fluxo radiante. Estes problemas sdo caracterizados pela existéncia de
ndo-linearidades, sendo o termo de fonte proporcional a quarta poténcia da temperatura. No
entanto, sdo bem conhecidas as dificuldades de se obterem solucOes para problemas de
transferéncia radiativa dependentes do tempo. Solucdes analiticas ou semi-analiticas de tais
problemas raramente sdo encontrados na literatura, e em geral, as solucfes sdo obtidas através
de métodos numeéricos, tais como Diferencas Finitas e Elementos Finitos (Szilard &
Pomraning, 1992). Ademais, sdo adotados alguns modelos matematicos simplificados para
aproximar estes problemas; dentre eles, podemos citar os métodos baseados na Teoria da



