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Resumo. Analisa-se a convecgao transiente forcada em canais de placas paralelas para a
situacéo em desenvolvimento térmico laminar, considerando a presenca da difusdo axial na
equacao de energia. Utiliza-se a Técnica da Transformada Integral Generalizada combinada
a uma solucao filtro transiente, objetivando melhorar o comportamento da convergéncia nas
expansdes em autofuncOes associadas, e por fim permitindo a inspecdo da influéncia do
nimero de Peclet na solugdo final convergida. Os resultados numéricos assim obtidos sao
criticamente comparados com outros disponiveis na literatura para a situacdo de nimero de
Peclet infinito. Finalmente, uma andlise de custo computacional é realizada para diferentes
possiveis estratégias de filtragem para 0 mesmo problema.
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1. INTRODUCAO

O estudo da convecgdo forcada transiente tem sido objeto de interesse em muitas
trabalhos de pesquisa em ciéncias térmicas, devido a sua crescente importancia prética na
engenharia, em particular no controle ativo de equipamentos térmicos. A literatura se mostra
bastante vasta em solugbes e simulagbes para convecgdo forgada no interior de dutos para
Situagbes em regime permanente (Shah & Bhatti, 1987), em particular para escoamentos
laminares. Solucfes analiticas €/ou puramente numéricas para regime permanente encontram-
se facilmente disponiveis para uma série de situacdes de interesse pratico. Os problemas
transientes por sua vez ainda apresentam desafios e motivacdes tanto sob o ponto de vista da
proposi¢éo de algoritmos de solucdo quanto de interpretacdo fisica.

Dentre os problemas de convecgdo forgada transiente tratados na literatura recente, as
situacdes de perturbagdes abruptas ou periddicas de alta frequiéncia nas condi¢des de entrada e
de contorno dos canais representam casos-teste de dificil tratamento analitico e
computacional. Na presente revisdo citamos apenas algumas contribui¢cdes que utilizaram
variagdes e combinagdes de métodos analiticos e numéricos nos Ultimos anos, como a
combinacdo de Transformada Integral e Transformada de Laplace (Cotta& Ozisik, 1986, Kim



et a., 1990, Macedo & Quaresma, 1997), Transformada Integral no dominio complexo (Cotta
& Ozisik, 1986b, Guedes et al., 1989, Kakag et a., 1990, Santos et al., 1995), Diferencas
Finitas com esquema upwind modificado (Cotta et al., 1986), e Transformada Integra
combinada a Diferencas Finitas(Cotta & Gerk, 1994, Santana et al., 1999).

Mais recentemente, tem-se utilizado a Técnica da Transformada Integral Generalizada —
G.I.T.T. (Cotta, 1993, Cotta, 1998), como ferramenta de solucdo hibrida analitico — numérica,
em gue a idéia basica consiste na transformacdo de um sistema de equacdes diferenciais
parciais num sistema de equagdes diferenciais ordinérias, eliminando a dependéncia espacia
em formulacOes transientes. Tem-se entdo a vantagem de n&o se requerer geracdo de maha
em relacdo aos métodos numéricos cléssicos e de se permitir um controle sobre o erro relativo
dos resultados, estabelecido a priori e controlado automati camente.

No presente trabalho busca-se a solugdo do problema de convecgdo forcada transiente
diretamente via Transformada Integral, por transformacéo dupla da equacéo de energia parao
problema bidimensional em geometria de placas paralelas. O termo de difusdo longitudinal de
calor é mantido na equacdo de energia para escoamento laminar completamente desenvolvido
hidrodindmicamente e em desenvolvimento térmico, e a solugdo completa do problema é
encontrada com a utilizacdo da Técnica da Transformada Integral Generdizada - GITT
(Gondim, 1997). Uma solucdo aproximada do proprio problema, obtida através da
combinagdo da Transformada Integral e Transformada de Laplace (Gondim & Cavalcante,
1999), € usada como solucéo filtro transiente no intuito de acelerar a convergéncia da solucéo
completa. Esta solucdo € comparada com uma outra gue usa como filtro a solucdo analitica de
um problema mais simples, puramente difusivo e em regime permanente (Gondim & Cotta,
2000). Apresenta-se uma andlise de convergéncia das expansdes duplas propostas numa
ampla faixa do numero de Peclet. Esta formulagdo mais gera também permite um estudo
mais aprofundado sobre os valores do nimero de Peclet adotados como critério de emprego
ou ndo do termo de difusdo axial na equacdo de energia para a situacéo transiente.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

E analisado um escoamento laminar hidrodinamicamente desenvolvido no interior de um
duto de placas paralelas, submetido a convecgdo forcada transiente em desenvolvimento
térmico. Considera-se 0 escoamento incompressivel, as propriedades fisicas constantes e os
efeitos de dissipacdo viscosa, conveccdo livre e conjugacdo com a parede desprezivels.

O sistema em estudo € constituido por um duto de placas paraélas infinitas na largura, de
comprimento L", no interior do qual escoa um fluido newtoniano. O sistema assim definido
esta inicialmente em equilibrio térmico a uma temperatura T,. E entdo provocada uma
perturbacdo em degrau na temperatura de entrada do fluido no canal, Te. As paredes séo
sdlidas, impermeaveis e sd0 mantidas a temperatura T,. O escoamento laminar e
completamente desenvolvido ocorre na diregdo x sendo simétrico em relagdo a'y, conforme
mostrado nafig. 1.

Te

Figural — Sistema de coordenadas e geometria do problema



2.1 Adimensionalizacéo do Problema

Considerando os grupos adimensionais:
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onde T" representa o campo de temperatura, u” a velocidade (longitudinal), o a difusividade
térmica, X a coordenada longitudinal, y~ a coordenada transversal e t o tempo, todos em
forma dimensional.

O problema é definido matematicamente pelo sistema diferencial parcia a duas
dimensdes espaciais.
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onde Re, Pr, Pe, u, eV representam o nimero de Reynolds, o nimero de Prandtl, o niUmero
de Peclet, a velocidade média e a viscosidade cinemética do fluido, respectivamente.

3. TRANSFORMACAO DO PROBLEMA

Com o intuito de acelerar a convergéncia das expansdes em autofuncdes, desdobra-se o
potencial adimensional original T(x,y,t) da seguinte forma:

T(X!y’t) = e(X!y!t) + e@ (X!y!t) (8)

onde O(x,y,t) € o novo potencia a ser determinado eB,(x,y,t) € a solucdo andlitica
aproximada deste mesmo problema encontrada por Gondim & Cavalcante (1999), dada por:
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sendo \79 ey, respectivamente, as autofungoes normalizadas e os autovalores do problema
de autovalor auxiliar adotado, qual sgja:

onde,



d42¥,(y) dYg(0)

dy2

+Bg°Yq(y)=0; 0<y<1; =0; Y, =0 (13,14,15)

3.1 Aplicagdo da solugéo filtro

Aplicando o filtro transiente, eg. (8) nas egs. (2-7), tem-se:
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0(x,1,t) =0, G(x,y,t) =-

onde G(x,y,t) € um termo fonte transiente originado por efeito da aplicacdo do filtro.
3.2 Transformacéo do problema na direcéo transversal

Pararesolver a Eq.(16), usando a Técnica da Transformada Integral Generalizada, GITT,
€ Necessario como primeiro passo, adotar-se um problema auxiliar de autovalor, que serd o
mesmo dado pelas Egs. (13,14,15).

Escreve-se a funcdo 6(x,y,t) como uma expansdo que tem como base as autofungdes

oriundas do problema de autovalor, onde 8, (x,t) é umafuncio desconhecida que depende de

1_
x e t. Usando o operador I Y, (y)dy e observando-se a propriedade de ortogonalidade do
0

problema auxiliar, obtém-se o par de férmulas, Transformada — Inversa, respectivamente:

B, (x,) = L%(y)e(x,y,t)dy; B(x,y,t) = Z Y ()8 (x,1) (23,24)

1
Operando a Eq.(16) com o operador J’ Y, (y)dy e aplicando a Eq. da Inversa (24) a
0

cada termo, a equacéo filtrada fica transformada no sistema diferencial parcial:
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E, transformando a condicéo inicial (17) e as condigdes de contorno(18,19):
0,(x,00=-8,, (x,00=0 ,8,(0,)=0e B6,(L,1)=0 (27,28,29)

3.3 Transformacao do problema na diregdo longitudinal



Objetivando a simplificacéo da analise matemética, e uma melhor performance no cédigo
computacional, faz-se uma mudanca de variavel no dominio de X, considerando um
truncamento do duto, numa posi¢ao suficientemente af astada da entrada (L):

Para transformar o sistema (25-29) na direcéo "¢&", define-se previamente o problema
auxiliar (Gondim, 1997) nesta direcéo:

d2X (€)

3E: +A2X((8)=0; 0<E<1; X(0)=0; X,(1)=0 (31,32,33)

onde X k(&) e A sdo as autofungdes normalizadas e os autoval ores, respectivamente.

Considerando o potencial 8,(§,t) como uma expansdo que tem como base as
autofuncdes do problema de autovalor associado, encontra-se 0 par Transformada - Inversa:

_ 1_ _ _ Z =
[ (t)=IOXk(E) On(E)dE , 6, (E,t)=ZXk(E) Bk (1) - (34,39)

Operando cada termo da equacdo (25), observando a transformacdo do dominio (30), e
considerando o par transformada-inversa (34,35), obtém-se:

de”k(t) Z Z% AlimBlg )+ 93 Bundic %m (1) =Gruc (1 (36)
onde
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e operando a condicdo inicia (27):

8 (0)=0 (40)

3.4 Andalisedo termo fonte

Rescrevendo a solucéo filtro sem a aplicacdo da Transformada de Laplace, apenas com a
transformada integral na direcéo transversal e considerando o0 mesmo problema auxiliar (13-

15), escreve-se a fungéo 6, (x,y,t) como uma expansao da autofuncéo \79 (y) obtendo-se um
1

par transformada-inversa analogo ao dado pelas Egs.(23,24). Usando o operador J' Y (y)dy
0

na Eq. (2), utilizando-se a formula da inversa, considera-se a solucéo de menor ordem, onde
despreza-se 0s elementos ndo diagonais na matriz de coeficientes:

agfg (X1t) _ agfg (X1t)
9 ax At
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(41)

gue é a EDP transformada na direcdo y satisfeita pelo filtro proposto. Aplicando a Eq.(41) na
Eq.(26) obtém-se:



Gn (X1t) =- (A]-nm _6nmA1nn)66€am—§(X1t) ) (42)

m=.

e considerando a definicéo do perfil de velocidade do fluido no escoamento completamente
desenvolvido:

_ _ 3
U(y)—uw(y)—sz(l y?), (43
tem-se da aplicagéo da Eq. (42) na Eq.(39):
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4. REORDENAMENTO DAS EXPANSOESDUPLAS

Com o objetivo de reduzir os custos, e assim otimizar o cédigo computacional, rescreve-
se 0s somatorios duplos das expansdes na forma de somatérios simples, através de um
processo de pré-selecdo dos termos das expansdes. Esta selecdo pode ser efetivada por
procedimentos distintos, seja por exemplo a partir do ordenamento dos autovalores originais,
como também pelo ordenamento dos termos na expansao do filtro transformado, que € obtida
convertendo o dominio da solucdo de menor ordem, Eq.(9), para & e em seguida
transformando-a nas duas directes espaciais:
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Dai, os termos na expansdo da solucdo completa sdo agora ordenados por uma ordem de
importancia (decrescente) pré-estimada, de acordo com a expressdo acima. Os resultados
finais deste trabalho foram obtidos com este procedimento, que ofereceu melhores taxas de
convergéncia. Esta reducdo gera um agrupamento de dois indices em um, ou sga,

B ()~ Bi (1) € B (t) - B;(t) . Assim, aEq.(36) e acondico inicial (40), tornam-se:
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5. ALGORITMO COMPUTACIONAL

O sistema dado pelas equacdes (49-53), € truncado numa determinada ordem finita, de tal
forma que se permita obter solucdes convergidas para determinada preciséo preestabelecida.
O truncamento é feito em nt termos para a expansao global e em ng termos para as expansdes
do filtro. Substituindo a equacéo (35) na equacdo (24) e, da Eq.(9), transformando o dominio,
tem-se:

G(E,y,t)=nZt\7n(y)>~<k(E)ﬁi(t) e Ge(E,y,t)=i Yo fo R(ED (54,55)
onde, ) "
By (&) = I Jﬁtls pEPezA;ggLE )T %Eﬂt . (56)
Substituindo as Equacdes (54,55) na Eq.(8), obtém-se o potencia original desejado:
nt — [0 UOng
T(E,y,t)=DI: Yo )Xk (£)8 (t)mg Vo) fg R (&, t)D (57)

Segundo a definicdo para a temperatura média de mistura e o perfil de velocidade
adotado, Eq.(43), obtém-se:
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I

O cddigo computacional foi elaborado na linguagem Fortran (Microsoft Powerstation). A
solucéo numeérica do problema de valor inicial € encontrada com a utilizagdo da subrotina
DIVPAG, disponivel na biblioteca IMSL (1989), para resolver sistemas de equaches
diferenciais ordinarias de primeira ordem com ato grau de rigidez. O controle de erro relativo
é preestabel ecido na chamada da subrotina e foi aqui estudado para os valores 10 e 10°. Os
tempos adimensionais de interesse selecionados para este estudo foram 0.005, 0.01, 0.03 e
0.05, onde o primeiro foi escolhido para se verificar 0 comportamento da conveccéo para
tempos adimensionais pequenos e os trés Ultimos serviram para a validacdo do cédigo numa



comparacdo com os resultados em formulagdo de camada limite (Pe- ) por Cotta e
Gerk(1994), fazendo o numero de Peclet tender para infinito na presente formulagdo, quando
o termo correspondente a difusdo axial torna-se progressivamente menos relevante, e os dois
conjuntos de solucdo benchmark tendem a se aproximar (Gondim & Cotta, 2000).

Os nuimeros de Peclet adotados foram, 1, 10, 100 e 1000, e uma criteriosa andlise de
convergénciafoi feita para estes valores, adotando-se para cada um deles, um comprimento de
duto, L, grande 0 suficiente para que aimposi¢do da condicdo de contorno ajusante (X = L)
ndo perturbasse os resultados naregido de entrada térmica.

Nas Figuras 2, 3, 4 e 5 sdo feitas comparagdes com os resultados ja referendados por
Gondim & Cotta (2000), onde foi usado um filtro difusivo permanente, e com a solucéo
analitica aproximada de Laplace/GITT analisada por Gondim & Cavalcante (1999), e aqui
utilizada como filtro transiente.
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Figuras 2 e 3 — Comparagéo das solucgdes para Pe = 1 e Pe = 10, respectivamente.
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Figuras4 e5 — Comparacéo das solugdes para Pe = 100 e Pe = 1000, respectivamente.

Observa-se que para os numeros de Peclet 1, 10 e 100 ha uma excelente concordancia de
resultados das duas solucdes completas, com filtro permanente e filtro transiente. Na Figura 5,
onde Pe = 1000, verifica-se uma tendéncia para concordancia de resultados, uma vez que se
obtenha convergéncia da solugdo com filtro transiente, aqui ainda néo obtida mesmo para nt



< 45, Esta dificuldade esta diretamente relacionada ao comportamento do filtro transiente, ele
proprio, que se desvia bastante da solugdo final neste maior nimero de Peclet. Na Figura 6, €
feita uma andlise de convergéncia especifica para Pe = 1000, onde verifica-se claramente a
necessidade de um maior nimero de termos para tempos maiores na presente solucao.

1.00 —H

olucdo com Filtro Global Transiente
:A nélisede Convergéncia
N Pe = 1000

Temperatura M édia, Tav

0 0.00 0.01
0.000 0.002 0.004 0.006
Coordenada A xial, x

Figura6 — Andlise de convergéncia da presente solucdo para Pe = 1000.

O coeficiente gerado pela solugdo aproximada apresenta umaintegral dupla que necessita
de solucdo numérica e foi usada a subrotina DTWODQ da Biblioteca IMSL (1989), que
apresentou um alto custo computacional, tornando este filtro caro em relacéo a solucdo com
filtro permanente, apesar de requerer um ndmero bem menor de termos na série para a
convergéncia. Assim, apesar da marcante aceleracdo de convergéncia esta ndo resulta
necessariamente, em todos os casos, numa reducao de custo computacional.

Devido a0 ato custo desta solugdo com filtro transiente, adotou-se 0 reordenamento
através da expansdo do filtro transformado, possibilitando um novo ordenamento para cada
tempo (reordenamento dinamico), que apresentou melhores resultados em relacdo ao
ordenamento Unico pelos autovalores.

Objetivando um procedimento de menor custo computacional para grandes nimeros de
Peclet, propbe-se agora o estudo de novo filtro, que se auto modifique ao longo do processo
de integracdo, e melhor traduza os efeitos de Peclet crescente (Macedo et al., 1999).
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HYBRID SOLUTION FOR TRANSIENT CONVECTION IN CHANNELSWITH
AXIAL DIFFUSION VIA INTEGRAL TRANSFORMSAND TRANSIENT
FILTERING

Abstract. Transient forced convection within planar channels is solved for a thermally
developing laminar flow situation, considering the presence of axial diffusion in the fluid
energy equation. The analysis employs the generalized integral transform technique
combined with a transient filtering solution, aimed at enhancing the convergence behavior of
the associated eigenfunction expansions, and allowing for the inspection of the Peclet number
influence on the final converged solution. The numerical results so obtained are critically
compared against available results in the open literature for the infinite Peclet number
situation. Finally, a computational cost analysis is performed among different possible
filtering strategies for the same problem.

Keywords: Transient convection, Integral transform, Axial



