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Resumo. Neste trabalho é considerado o problema inverso de estimativa de intensidades de
fontes térmicas, com dependéncia espacial e temporal, em problemas de conducdo de calor
nao-ineares. E aqui apresentada a formulagdo e a solucéo do problema inverso usando o
método da regularizacéo iterada de Alifanov. E também apresentada uma comparacéo dos
resultados obtidos com a formulacdo ndo-linear e uma aproximagdo obtida com uma
formulacéo linear.
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1. INTRODUCAO

O problema inverso classico em conducdo de calor é aquele envolvendo condicdes de
contorno onde busca-se determinar o fluxo de calor nas superficies de contorno (Beck e Wolf,
1965, Alifanov,1974) ou temperatura (Alifanov e Artyukhin, 1976, Al-Nagjem e Ozisik, 1985).

Outros problemas inversos em conducéo de calor que tém atraido a aten¢éo de um grande
numero de pesquisadores devido a relevancia tecnol 6gica dos mesmos, envolvem a estimativa
de propriedades térmicas, de condi¢des iniciais e de fontes térmicas, sendo aqui citados
apenas como exempl os os trabal hos de Soeiro et al. (2000), Silva Neto e Ozisik (1994, 19944a)
e Su e Silva Neto (1999), onde so listadas vérias referéncias neste assunto. Outro exemplo
interessante € aquele onde € estimado o campo de temperaturas em tratamentos de tumores
por hipertermia a partir do conhecimento da temperatura em alguns pontos do mesmo (Liauh
et al., 1991). Visando aplicagbes em engenharia Alifanov et al. (1976) resolveram um
problema semel hante onde foram estimados o fluxo de calor em uma superficie de contorno e
0 campo de temperaturas no interior de um meio.

A grande maioria dos trabalhos publicados sobre problemas inversos em conducéo de
calor trata de problemas lineares. Porém, em algumas aplicagdes, onde ocorrem variagoes de
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temperatura significativas, 0 modelo linear pode néo ser adequado, como por exemplo quando
as propriedades térmicas apresentam uma forte dependéncia com a temperatura (Beck e Wolf,
1965, Beck, 1970, Alifanov e Artyukhin, 1976, Alifanov et al., 1976, Mansour et al., 1993).

Beck (1988) agrupou os problemas inversos em duas grandes classes. estimativa de
parametros e estimativa de funcdes. Estas classes referem-se respectivamente a estimativa de
objetos mateméticos de dimensdo finita e de dimensdo infinita. Silva Neto e Moura Neto
(1999) propuseram uma classificacdo que leva em consideracdo ndo sO a dimensdo dos
objetos mateméticos a serem estimados como também a dimensdo do modelo matematico
usado na formulagdo do problema direto. Os problemas inversos de estimativa de parametros
sdo entdo divididos em problemas inversos dos tipos | e Il onde no primeiro o modelo
matematico é de dimensdo finita, correspondendo, por exemplo, a um sistema de equagdes
algébricas, e no segundo 0 modelo matemético é de dimensdo infinita, dado, por exemplo, por
uma equacdo diferencial ou uma equacdo integro-diferencial. Nestes dois tipos de problemas
inversos as grandezas a serem estimadas sdo de dimensdo finita, como por exemplo
propriedades térmicas constantes ou coeficientes de expansdo das incognitas em funcdes
prescritas. O problemainverso do tipo |11 corresponde aos casos em que 0 modelo matemético
e 0s objetos matematicos a serem estimados sdo de dimensdo infinita, como por exemplo
propriedades térmicas com dependéncia na temperatura, ou fontes térmicas ou condicdes de
contorno com dependéncia no tempo.

Neste trabalho é considerada a estimativa da intensidade de uma fonte térmica, com
dependéncia espacial e temporal usando medidas transientes de temperatura no interior e no
contorno de um meio onde as propriedades térmicas variam com a temperatura,
caracterizando, portanto, um problema de transferéncia de calor ndoinear (Silva Neto et al.,
1999). Este é um problema inverso de estimativa de funcéo, ou sgja, do tipo I11. Para este tipo
de problema inverso o método de regularizacdo iterada de Alifanov (1975) tem sido usado
com sucesso. Jarny et al. (1991) fizeram uma apresentacdo extremamente elegante deste
método para problemas lineares. Prud’ homme e Nguyen (1998) analisaram a convergéncia e
as propriedades de regularizagdo deste método. Orlande e Ozisik (1993) abordaram um
problema semelhante aquele considerado neste trabalho sendo que a intensidade da fonte
térmica estava rel acionada a temperatura segundo a equagéo de Arrhenius.

S80 apresentados a seguir 0S passos necessarios para a implementacdo do método de
regularizacdo iterada de Alifanov com base no método de minimizagdo com o gradiente
conjugado, onde o gradiente é obtido com a solucéo do problema adjunto ao problema de
sensibilidade (Moura Neto e Silva Neto, 2000). Sdo apresentados também os resultados
obtidos para um caso-teste.

2. FORMULACAO MATEMATICA E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

Considere um meio unidimensional sujeito a uma condi¢do de contorno de Neumann com
fluxo prescrito nulo (isolamento térmico) em x =0, e uma condic¢do de contorno de Robin na
superficie x=a, onde a € a espessura do meio, correspondendo a uma troca de calor por
convecgao com um fluido na temperatura T, . Este meio encontra-se no instante t =0 a uma
temperatura constante T,, e a partir deste instante uma fonte volumétrica interna de
intensidade g(x,t) comegaaliberar calor.

A formulagdo matemética do problema de conducéo de calor em que as propriedades
térmicas do meio variam com atemperatura, € dada por

) AT (x1) L AT(x0)
&%(T)T%g(x,t)—C(T)T em0<x<a, parat>0 (1a)



0T (x,t)

=0 emx=0, parat>0 (1b)

0X |0
- k(T)% = h[T(X,t)| yea—T¢] emx=a, paat>0 (1c)
T(xt) =T, em0<x<a,paat=0 (1d)

onde k é a condutividade térmica, h é o coeficiente de troca térmica por conveccdo e
C(T) = pc, (T) , com p representando a massa especifica e ¢, o calor especifico.

No problema direto as propriedades materiais, o termo de geragéo térmica, as condicdes
de contorno, a condicdo inicial e a geometria do meio séo conhecidos, podendo ser calculada
entdo a distribuicdo de temperaturas em qualquer ponto do meio para qualquer instantet.

Quando uma ou mais destas grandezas sdo desconhecidas, mas medidas experimentais da
variacdo datemperatura com o tempo para algumas posi¢cdes do meio estdo disponive's, tem-
se um problema inverso através do qua tenta-se estimar as grandezas desconhecidas. O
problema inverso considerado neste trabalho € resolvido com um procedimento iterativo que
utiliza a solucéo do problema direto (1) empregando as estimativas para a intensidade da fonte
térmica que sdo obtidas ao longo do mesmo. Para a solucdo do problema direto (1) foi
utilizada uma aproximagdo por diferengas finitas. Para testar a rotina computacional
desenvolvida foram usadas uma formulacéo explicita e umaformulacéo implicita.

3. FORMULACAO MATEMATICA E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Conforme mencionado nas secOes anteriores € resolvido neste trabalho o problema
inverso da estimativa da intensidade de fonte térmica no problema de transferéncia de calor
ndo — linear usando 0 método de regularizacdo iterada de Alifanov (1975) com base no
método de minimizagdo com o gradiente conjugado.

Este problema inverso de tipo Il € formulado matematicamente como um problema de
otimizacéo de dimens&o infinita (Silva Neto e Moura Neto, 1999) onde busca-se uma solucdo
em um espago de fungdes, visando minimizar o funcional de residuos quadrados

g0 = 3g) =[S [T (k0. 1) = Z, (0] @

onde T(x,,,t) €atemperatura calculada nas posi¢des X, m=1,2,...,M, onde estéo localizados
0S sensores de temperatura, Z  (t) € atemperatura medida por estes sensores, M € o nimero
total de sensores, e [0, tf] € o intervalo no qual sdo realizadas as medidas experimentais.

3.1 Minimizagdo com o método do gradiente conjugado

Visando minimizar o funcional (2) é usado o méodo do gradiente conjugado. Neste
método sdo obtidas estimativas para a intensidade da fonte térmica com o seguinte
procedimento iterativo:

g™t (x,t) = g"(x,t) - B"P"(x,1) n=0,12, .. (3)
onde n é o contador de iteracOes, e B" especifica 0 tamanho do passo a ser dado na direcdo de
busca P"(x,t), sendo



P"(x,t) = Jgn (x,t) +y"P"(x,1) comy° =0 (4)

onde y"é o coeficiente conjugado e J’ ¢ (x,t) é o gradiente do funcional. O célculo de B"e
y" seradetalhado na secdo 3.4.

Para a determinagdo do passof8"e do gradienteJ’q(x,t)s30 usados o problema de
sensibilidade e o problema adjunto. Conforme mostrado por Silva Neto et al. (1999) o
problema adjunto é adjunto ao problema de sensibilidade.

3.2 Problema de sensibilidade

Considere a situagao representada na Fig.1 onde é construida uma familia a um parémetro,
g¢(x,t), onde
dg ¢

g de

LD=gxD e (0 =§(x) (5ab)

=0

de forma que uma pequena perturbacdo em g(x,t) pode ser dada por

9°(x,1) = g(x,t) +& g(x,t) (6)

<0

Figura 1 — Construcéo de uma peguena perturbacéo em g(x,t).

Substituindo g(x,t) nas Egs.(l1a-d) por g°(x,t) e T(x,t) por T#(x,t), e derivando a
equagdo resultante com relagcdo a € para € = 0, obtém-se o problema de sensibilidade

0 T (xt)H 0 (.= ~ o oT (x,t)
&%(T) - E+ &(AT(x,t))+ BT (60) + 500D =0 =

em0<x<a, parat>0 (78
a_T;:’t) -0 emx=0, parat >0 (7b)
- k(T)% = HT (x,t) emx=a, parat >0 (70
T(xt)=0 em0O<x<a parat=0 (7d)

onde
Tt =3 Tex) (8)
del,—o
A= A1) = JKTO0D) AT (x.1) ()
dT oXx

B = B(xD) = - dC(T (x,t)) T (x,1) (9b)

dT ot



dk(T(a,1)) aT(at)

H=H({)=h+
dT 0x

(9c)

3.3 Problema adjunto e equacéo do gradiente

Neste trabalho é empregada a mesma regra operacional utilizada por Silva Neto e Ozisik
(1994a), no caso do problema de conducédo de calor linear, para a obtencdo do problema
adjunto, cuja solucdo fornece o gradiente a ser usado no procedimento iterativo para
minimizacdo do funcional J com o método do gradiente conjugado descrito na secéo 3.1.
Moura Neto e Silva Neto (2000) apresentaram uma forma equivalente para a obtencéo do
problema adjunto e da equacdo do gradiente usando conceitos basicos de andlise funcional.

Nesta regra operacional € montado um Lagrangiano (Silva Neto e Moura Neto, 1999) a
partir do funcional de residuos quadrados (2) onde a Eq. (1a) € usada como restri¢ao

J[g]——J' Z[T(x -Z.,®]? dt+II A, t)[-)—Ek(T(x t))aT(x t)E

oT(x,t)0
ot

(10)

+ g(x,t) - C(T(x,t)) tax

onde A(x,t) éafuncdo adjunta.

Assim como foi feito para a obtencdo do problema de sensibilidade, primeiro substitui-se
g(x,t) na Eq. (10) por g®(x,t) e T(x,t) por T¢(x,t), sendo tomada entdo a derivada da
equacdo resultante com relacdo a €, para € =0. ApOs este primeiro passo sdo realizadas
entdo integracdes por partes nos termos com derivadas no espaco e no tempo, sendo

introduzidas neste processo as informagdes fornecidas pelas condi¢des de contorno e condicao
inicial do problema direto (1) e do problema de sensibilidade (7). Exigindo entdo que os

termos que multiplicam 'F(x t) naequacdo resultante se anulem, obtém-se

KT ()& G 5 T () = 2y (01505 x,) =-C (T () 2200
em0O<x<a,paat>0 (119)
a/\(gi’t) = emx=0, parat>0 (11b)
—kﬁ)%:m(x,t) emx=a, parat>0 (11c)
A(x,t)=0 em0<x<a, paat=t; (11d)

sendo esta a formulagéo do problema adjunto que conforme pode ser observado na Eq. (11d)
€ um problemade valor final. Deste procedimento resta

d3,[§] = I;f J'Oa)\(x,t)ﬁ(x,t)dxdt (12)
Usando a definicéo de gradiente,
dJ,[§] = I;f J’Oaa/g(x,t)g(x,t)dxdt (13)

conclui-se a partir de uma comparacéo direta com a Eq.(12) que
I g (x,1) = A(x,t) (14)



3.4 Célculo do tamanho do passo 8" e do coeficiente conjugado y"

Para 0 uso do método de minimizacdo com o gradiente conjugado € necessario
determinar o0 tamanho do passo ["a ser dado na direcdo de busca P". Este vaor é

determinado minimizando o funcional J[g""(x,t)] comrelacioa 8",
n+ R i n npn
min g™ (Ol =minZ [ > [T(" -B"P") ~Z, ] cl. (15)
B" B" =
E feita uma expans3o de Taylor paraa T(g" — B"P") retendo até os termos de primeira

ordem, e é escrita entéo a equacdo do ponto critico 0J /93" =0. Usando mais uma expansao
de Taylor onde s80 novamente retidos os termos até primeira ordem

T(g"+P") =T(@") + 1 P" (16)
g
obtém-se
M _~
> [, TN 2l (Pt
pr = = an

Mot -
ZJO [T(P™)*dt

Observe que neste ponto foi usada a seguinte aproximagdo: T(P")=T(g" +P")-T(g").
Este procedimento é realizado quando o problema direto € linear, de forma que uma peguena
perturbacdo no termo fonte, Ag = P, leva a uma pegquena variagdo na temperatura. Em suma,

estamos usando aqui, como uma aproximacdo, um procedimento vaido para problemas
lineares.

Existem vérias maneiras para o calculo do coeficiente conjugado y", sendo amais usual
t a ) 2
Io J’O[J g" (X, )] dxdt

—— n=12,.. (18)
IO‘J’O[J’gn-l(x,t)]dedt

y' =

3.5 Critério de parada

O problemainverso agqui descrito € mal—condicionado o que faz com que o ruido presente
no dado experimental sgja amplificado, podendo comprometer a qualidade da estimativa que
esta sendo realizada. No método de regularizacéo iterada o nivel de ruido presente no dado
experimental € usado como uma medida para critério de parada do procedimento iterativo de
formaaevitar este problema.

Considerando que para qualquer sensor, em qualquer instante de tempo, a diferenca entre
a temperatura medida e a temperatura calculada sgja da ordem do desvio padrdo do erro

experimental o, i.e. [T(x,,t)-Z,|=0, daEq. (2) obtém-se

j=%M02tf (19)

Como a partir deste ponto esté&-se exigindo que as temperaturas cal culadas se aproximem
excessivamente das temperaturas medidas que contém ruidos experimentais de ata



freqiiéncia, que ao serem amplificados far&o com que as estimativas para g(x,t) também

apresentem componentes espurios de alta frequéncia, deve-se interromper, portanto, o
procedimento iterativo descrito pela Eq. (3) quando

Jg™=J (20)
Este € o conhecido principio da discrepancia de Morozov (Kirsch,1996).

4 RESULTADOSE CONCLUSOES

A metodologia descrita nas secdes anteriores foi aplicada a um caso teste onde a
intensidade da fonte térmica varia linearmente tanto na posi ¢&o quanto no tempo.

550000 . T . T T
500000 - tempo 1800S ____ gajosexatos
so00- /N dados e;stl nladqs em]
formul agdo ndo-linear
400001 /N dados estimados em
- 350000 |- ' . formuleg@olinear
£ 300000 |- _ ]
S 250000 - /. | ]
£ 200000 |- / g N .
2 150000 - Q B E
LT 100000 |- 7. i
50000 | 2F N .
-50000 |- ' i
L | L | L | L
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
Posi¢&o (m) --- com 81 sensores experimentais
550000 . T . T T
L i 02 j
500000 | posigo-02m 0s dados exatos .
s /N cxsdad(zsestjnﬁ.xjos em ]|
3 formul agdo ndo-linear
400000 A N EEEERE os dados estimados em ]|
- 350000 |- formulagdo linear B
£ 300000 |- .
2 L
© 250000 I~ B
L2 3
€ 200000 -
& I
QL 150000 [~ m
5 L
L 100000 |- B
50000 [~ B
-50000 - B
L | L | L | L
0 500 1000 1500

Tempo (s) --- com 81 sensores experimentais

Figura 1 — Estimativas para a fonte térmica com 81 sensores de temperatura.
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Figura 2 — Estimativa para a fonte térmica com 17 sensores de temperatura .

Para a solugdo do problema inverso foram usados dados experimentais sintéticos gerados
a partir da adicéo de erros randémicos aos valores calculados para a temperatura usando o
valor exato para a intensidade da fonte térmica. Para a solu¢éo do problema direto, do
problema de sensibilidade e do problema adjunto, foi usada uma aproximacéo por diferencas
finitas com formulagdo explicita. A maha computacional continha 81 nés espaciais e foi
usado o intervalo de tempo At=0,5s. Em todos os casos-teste considerados foi usado o

seguinte valor para o coeficiente de trocatérmica: h =1000 W/(m?.°C).

Nas Figs. 1 e 2 sdo apresentados os valores exatos para a fonte térmica bem como as
estimativas obtidas com a formulacdo ndo-linear. Para efeito de comparacdo sdo também
apresentadas as estimativas obtidas considerando a formulagdo linear do problema de
transferéncia de calor por conducdo com valores constantes para a condutividade térmica e o
calor especifico. Na Fig. 1 sdo considerados 81 sensores de temperatura uniformemente
distribuidos no meio enquanto para os resultados apresentados na Fig. 2 foram considerados
17 sensores de temperatura também uniformemente distribuidos. Observa-se que as
estimativas com 81 sensores séo melhores do que aquel as obtidas com 17 sensores.



Nos casos-teste apresentados observa-se que os resultados obtidos com a formulacéo
ndo-linear sdo um pouco melhores que aquel es obtidos com aformulagéo linear.

Para todos os casos aqui apresentados foi necessario um nimero de iterages inferior a7
para dados experimentais sintéticos com erro da ordem de 4%. Isto representou um custo
computacional da ordem de 3 minutos de CPU em um computador IBM compativel, com
processador Pentium 11 400 MHz.

O método de regularizacéo iterada de Alifanov foi aplicado, portanto, com sucesso na
solucdo do problema inverso de transferéncia de calor por condugéo tanto para o problema
linear quando para o problema ndo-linear. A priori quando se esta resolvendo um problema
inverso ndo se sabe a influéncia da variagdo das propriedades materiais com a temperatura.
Foi demonstrado ent&o que esta variagdo pode influir nas estimativas da intensidade da fonte
térmica.

Paraavariagdo das propriedades térmicas com atemperatura foram usados polinbmios de
segundo grau que permitiram simular situacbes em que o valor maximo correspondia ao
dobro do vaor minimo.
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SOURCE TERM ESTIMATION IN NONLINEAR HEAT CONDUCTION
PROBLEMSWITH ALIFANOV'SITERATIVE REGULARIZATION METHOD

Abstract. In this work we consider the inverse problem of heat sources intensity estimation,
with spatial and timewise dependency, in nonlinear heat conduction problems. The
formulation and solution of the inverse problem with Alifanov’s iterative regularization
method is presented. A comparison is done between the results obtained with the non-linear
formulation and those resulting from an approximation with alinear formulation.

Key-words: Inverse problems, Nonlinear heat conduction, Conjugate gradient, Adjoint
problem.



