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Introducéo

A palavra Fractal vem do latim “fractus”, que quer dizer fragmentado, fracionado. Fractais sdo
formas geométricas elementares, cujo padrdo se replica indefinidamente, gerando complexas figuras que
preservam, em cada uma de suas partes, as caracteristicas do todo. Essas figuras sdo geradas por processos
iterativos, providos entre outras coisas, de rotacdo, translacdo e contracdes de figuras geométricas. Benoit
Manderlbrot (1924-2010), matematico francés de renome, considerado o pai dos fractais foi o grande
responsavel por apresentar um novo conceito de geometria, a geometria fractal. A principio, os fractais eram
considerados curiosidades matematicas, esses conjuntos atualmente estdo demonstrando cada vez mais sua
importancia.

Objetivos

O objetivo desse trabalho é mostrar como construir fractais através de algumas ferramentas simples
da teoria de Algebra Linear, que sdo as transformacdes lineares planas (T:R2—R?). O exemplo que €
apresentado nesse trabalho é um dos mais conhecidos da geometria fractal, o Tridngulo de Sierpinski, o qual
recebe esse nome, pois foi descrito pela primeira vez pelo matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-
1969).

Metodologia

A sequir alguns dos conceitos e propriedades geométricas dos operadores lineares de R?, essenciais
para a construcdo de fractais. Para este estudo, as transformacgfes lineares (T: R?>—R?) utilizadas sdo
contracBes e rotacBes, também é utilizado a translagdo, uma aplica¢do (T: R>—R?) que ndo é uma
transformacdo linear. Com essas trés aplicacdes é possivel compor uma semelhanca de razdo s, que seria
uma aplicacdo T:R? — R? da seguinte forma:

X coséd —send | x e
T =S + ; (1)
{y} Lené’ cosé }{y} {f}

no qual s é a razdo da contracdo, & € o angulo de rotagdo e a translacdo em e unidades no eixo X, e f
unidades no eixoy.

Sdo ditos congruentes os conjuntos que se podem fazer coincidir usando uma translacdo e uma
rotagdo apropriada no plano euclidiano.

Aplicando Eg. (1) em um conjunto S fechado e limitado em R2, a imagem T(S) é congruente a
contracdo de S pelo fator s. Usando essa semelhanga é possivel gerar inimeros fractais, e € através dela que
sera construido o Tridngulo de Sierpinski.

Outro conceito importante € o de auto-similaridade. Um subconjunto fechado e limitado é dito auto-
similar se pode ser escrito da forma:

S=S,uUS,US,U...US,, @
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onde S;, S, Ss, ... ,Sk S80 conjuntos ndo-sobrepostos, cada um dos quais é congruente a contracdo de S pelo
mesmo fator s (0 < s <1 ). Geometricamente cada conjunto S;, Sy, Ss,... ,Sk € uma parte reduzida do conjunto
S, que representa o todo.

Resultados

Para demonstrar como o tridngulo de Sierpinski é feito e facilitar a visualizacdo do que foi obtido, o
software GeoGebra foi utilizado para construgdo passo a passo da figura. O primeiro passo € a construcao de
um triangulo equilatero de lado 1 u.m. e em seguida aplica-se a semelhanca Eqg. (1). Geometricamente
marca-se 0s pontos médios do triangulo e em seguida retira-se o triangulo menor formado por esses pontos,
Fig. 1.
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Figura 1 — Triangulo Equilatero, primeiro passo para o Triangulo de Sierpinski.
Algebricamente: Seja U o conjunto do triangulo equilatero a esquerda, sdo aplicadas trés

semelhancas no conjunto U para que 0 mesmo possa se tornar o tridngulo do lado direito. Cada semelhanca
realiza uma contracédo de razdo %2 e desloca o triangulo formado para um certo ponto do gréafico.
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Figura 2 — O procedimento realizado na Fig.1 é repetido mais duas vezes sequencialmente

Realizando as mesmas operacdes, s6 que agora nos trés novos tridngulos, o resultado seré o tridngulo
a esquerda, e fazendo isso novamente, o resultado é a Fig. 2 a direita.

Quando realizamos esse processo inumeras vezes, o0 resultado que obtemos € o Tridngulo de
Sierpinski, que € um conjunto auto-semelhante, pois cada minima parte representa o todo.

Conclusdes

A geometria fractal presente no tridngulo de Sierpinski e na natureza tém suas formas criadas ou
simuladas por processos matematicos, que podem ser abordados de forma simples ou sofisticada,
dependendo do objetivo do estudo. AplicagcBes como o triangulo de Sierpinski despertam o interesse para o
aprendizado de Algebra Linear, uma vez que embora a Algebra Linear € um campo abstrato da Matematica,
ela tem um grande numero de aplicagBes dentro e fora da mesma. Assim a Algebra Linear aplicam-se a
varias areas, em especial as Engenharias.

Referéncias Bibliograficas

Anton, H., Rorres, C., “Algebra Linear com Aplica¢des”, Bookman Companhia Editora, Porto Alegre, RS,
2001.

Barnsley, M. F., “Fractals everywhere”, Boston Academic, Boston, USA, 1988.

Callioli, C., Domingues, H.H., Costa, R.C.F., “Algebra linear e aplicagdes.”, Editora Atual, Sdo Paulo, SP,
1983.

Kolman, B.; Hill, D.R., “Introduc&o a Algebra Linear com Aplicagdes”, Traducio:Alesandra Bosquilha. Rio
de Janeirq: LTC, 8 ed, 2006.

Lima, E. L., “Algebra Linear”. Colecdo Matematica Universitaria, SBM, Rio de Janeiro,1995.



