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Introdução 

 Sistemas dinâmicos são encontrados em muitas áreas de aplicação: sejam em estudos populacionais, 

econômicos, na biologia, na eletricidade, na mecânica e muitos outros; investigá-los significa poder estimar a 

variação temporal das variáveis escolhidas para sua representação a partir das perturbações existentes. A 

mecânica, os sistemas dinâmicos apresentam uma representação característica visto que devido às leis de 

movimento a maior derivada existente corresponde à aceleração, isto é, uma derivada de segunda ordem. 

Dentro do campo de estudos dos sistemas dinâmicos a teoria não linear tem ocupado nos últimos anos uma 

posição de destaque nas mais diversas áreas de pesquisa, pois, desvenda os enigmas de suas respostas, leva à 

possibilidade de descrever e explicar o comportamento dos mais diversos processos existentes (Nayfeh,  

Mook, 1979; Meirovitch, 1970). 

Sistemas não lineares apresentam como principal característica fenômenos que originam vários tipos de 

soluções: periódicas, multi-periódicas, quase-periodicas e até caóticas, onde a complexidade da estrutura 

global do correspondente retrato de fase constitui a principal dificuldade na interpretação dos resultados 

obtidos, já que as funções matemáticas conhecidas não são suficientes para representar analiticamente todas 

essas propriedades (Chavarette et al 2010; 2011).  

O estudo do comportamento dinâmico não linear de um pêndulo elástico é importante, pois o mesmo 

pode servir como modelo para problemas com certo grau de complexidade. Vários problemas de vibrações 

na engenharia utilizam sua modelagem por meio do sistema massa-mola, sendo que na literatura corrente 

existem muitos trabalhos que abordam sistemas pendulares em diferentes situações e com diferentes tipos de 

análises. Dentre estes trabalhos, citam-se os trabalhos precursores de Dávid e Sinha (2000), Bishop e Xu 

(1996), onde utilizaram um pêndulo com excitação paramétrica vertical do suporte (Bishop et al, 1996). O 

trabalho de Ge e Lin (2000) consideram um pêndulo com excitação horizontal do suporte e Flashner e Golat 

(2001) um pêndulo com excitação vertical e horizontal no suporte. 

O objetivo deste trabalho é encontrar os parâmetros que reproduzem um comportamento caótico para um 

sistema pendular com excitação vertical do suporte e aplicar a técnica do controle linear ótimo (Rafikov, 

Balthazar 2008) no sistema para controlar o comportamento caótico do sistema. 
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Modelo Matemático Proposto 

 O sistema a ser abordado neste trabalho e o pêndulo com excitação vertical do suporte proposto em 

(Guckenheimer, Holmes, 1983) ilustrado a seguir. 

 

 

 

Figura 1 – Representação esquemática de um oscilador com excitação vertical no suporte e com um amortecimento c 

(Guckenheimer, Holmes, 1983). 

 

O modelo matemático e dado por (Guckenheimer, Holmes, 1983): 
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Simulações 

 As simulações foram realizadas por meio da fixação das variáveis                      . A 

variável b foi escolhida para controlar os diferentes modos de oscilação do pêndulo por meio da variação de 

valores. 

 Para obtenção de um sistema com comportamento estável adotou-se o parâmetro b=1.3, e os 

autovalores para o sistema são                        , determinado que o sistema é 

assintoticamente estável com ponto fixo representado por um nó hiperbólico. 

 Para obtenção de um sistema com comportamento instável adotou-se o parâmetro b=1.6, e os 

autovalores para o sistema são                         , determinado que o sistema é 

assintoticamente instável com ponto fixo representado por uma sela hiperbólica. 

 Para obtenção de um sistema com comportamento caótico adotou-se o parâmetro b=2.5, e os 

autovalores para o sistema são                       , determinado que o sistema seja instável com 

ponto fixo representado por uma sela hiperbólica e seus expoentes de lypunov são                 
        , determinado o comportamento caótico. 

 O comportamento caótico é ilustrado na figura a seguir. 
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(a)  (b)  

(c)  (d)  

 
Figura 2 – Dinâmica do Sistema com Comportamento Caótico. (a) Histórico no Tempo (  ), (b) Histórico no Tempo 

(  ), Plano de Fase (     ), e Expoente de Lyapunov. 

 

A seguir se apresenta o projeto de um controlador para estabilizar o comportamento caótico do sistema 

(1) ilustrado na figura 2. 

O estudo de uma técnica de controle não linear se foca na estabilidade, que está relacionada em 

determinar aqueles estados iniciais que, sob uma lei de controle de realimentação serão transferidos e 

mantidos em um conjunto alvo especifico e da controlabilidade relacionada em determinar aqueles estados 

iniciais onde um controle de realimentação existente transferirá o estado a um alvo especifico. 

 

Projeto de Controlador 

Problemas de controle consistem em tentativas de estabilizar um sistema instável a um ponto de 

equilíbrio, uma órbita periódica, ou, mais geral, sobre uma trajetória desejada. Nos últimos anos, um 

interesse significativo no controle dos sistemas não-lineares, apresentando um comportamento instável, tem 

sido observada e muitas técnicas vem sendo discutidas na literatura(Ott et al, 1990; Sinhá et al, 2000; Vicent, 

Yu, 1991).  Neste trabalho nós adotamos o projeto de controle linear ótimo proposto por Rafikov e Balthazar 

(2008). Eles encontraram as condições que garantem a aplicação do controle linear em sistemas não-lineares. 

Temos que notar que na teoria do controle existem dois tipos de problemas: o controle de programa e a 

síntese do controle. Para o primeiro, a função do controle u(t) é encontrada como uma função do tempo. Ou 

seja, nesse caso a função de controle ótimo determina uma trajetória ótima que corresponde a uma condição 

inicial dada do sistema. No segundo caso, a função de controle u (t, x) depende do tempo e de variáveis de 

estado. Este tipo de controle é chamado controle “feedback” ou controle com realimentação podendo ser 

aplicado para qualquer condição inicial. Se as variáveis do sistema são desvios do regime desejado, o 

controle linear ótimo estabiliza em torno da trajetória desejada, minimizando o funcional que caracteriza os 

desvios quadrados da trajetória e do controle do regime desejado. 

Nesta seção, nós aplicamos o Controle Linear Ótimo no sistema (1) reduzindo o movimento oscilatório 

do sistema não linear para uma órbita periódica. 
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Teoria do Controle Linear Ótimo 
Consideremos um sistema controlado 

  

 UxgAxx  )(   (12) 

onde nRx  é um vetor de estado, nnRA   é uma matriz constante, g(x) um vetor formado de funções 

contínuas e o vetor controle é 

 UxgAxx  )(   (13) 

 

Sem controle ( 0U ) o sistema (12) apresenta comportamento caótico para determinados valores dos 

parâmetros. 

Em diversos problemas da engenharia, física, economia, ecologia, etc., o objetivo é escolher a lei U de 

controle que mova o sistema do regime perturbado a, um ponto fixo de equilíbrio ou uma órbita periódica ou 

não periódica desejada.    

 )~(~~~ xgxAxu     (14) 

e o vetor de controle ut que estabiliza o sistema em torno da trajetória desejada tem a seguinte forma 

 Buut    (15) 

  

onde mnRB   é uma matriz constante. 

 

Definindo 

 xxy ~   (16) 

como o desvio da trajetória do sistema (12) da trajetória desejada, e admitindo (13)-(16), chegamos à 

equação em desvios: 

 BuxgxgAyy  )~()(   (17) 

A parte não-linear do sistema (12) pode ser escrita como 

 )~)(~,()~()( xxxxGxgxg    (18) 

 

onde )~,( xxG  é uma matriz limitada, cujos elementos dependem de x e x~ .  

Admitindo (16), o sistema (17) tem a seguinte forma: 

 )~,()~,(
~

xxPGPxxGQQ T    (19) 

seja definida positiva para G limitada, então o controle linear “feedback” 

 yPBRu T1   (20) 

é ótimo para transferir o sistema não linear (14) de qualquer estado inicial ao estado final 

 0)( y   (21) 

minimizando o funcional 

 dtuRuyQyJ TT )
~

(
0




  (22) 

onde a matriz simétrica P é calculada da equação algébrica não linear de Riccatti: 

 01   QPBPBRPAPA TT   (22) 
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onde as matrizes nnRQ   e mnRR  são constantes, definidas positivas. 

Além disso, com o controle de realimentação (22), existe uma vizinhança 0 , n , da origem de 

tal modo que, se 00 x , a solução ,0,0)(  ttx do sistema controlado (21) é localmente assintoticamente 

estável, e 

 00min )0( yPyJ T
  (23) 

Finalmente, se nR o sistema controlável é globalmente assintoticamente estável.  

 

Controle Linear Ótimo aplicado ao Modelo 
Aplicando a técnica do controle linear ótimo no modelo da Eq. (10), as equações do sistema controlado podem ser 

descritas da seguinte forma: 
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Determina-se 
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A  onde a 

controlabilidade do sistema é 0|| ABCABBM , considerando então que o sistema dinâmico é controlável.  

 

 

 
A matriz P(t) é obtida por  

 

























3724.111938.83996.2

1938.88732.67782.1

3996.27782.14756.1

P  (24) 

resolvendo a equação algébrica de Riccati a função de controle ótimo u tem a seguinte forma: 

 

)7789.04576.08542.0( 321 xxxu   (25) 

 

As trajetórias do sistema sem controle e do sistema controlado são ilustradas na figura a seguir. 
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c)  
d)  

  
Figura 3 – Dinâmica do Sistema Controlado e Não Controlado. (a) Histórico no Tempo (  ), (b) Histórico no Tempo 

(  ), Plano de Fase (     ), e (d) Histórico no Tempo L(t). 

 

Conforme a verificação do controle (Rafikov, Balthazar, 2008), a função (17) é calculada numericamente 

por yQytL T ~
)(  , onde L(t) é definido positivo e ilustrado na Figura 3(d).  

 

Considerações Finais 

Neste trabalho, a dinâmica caótica de um pêndulo com excitação vertical do suporte proposto em 

(Guckenheimer, Holmes, 1983) é investigado. 

Nós propomos a aplicação da estratégia do controle linear ótimo realimentado, aplicado ao modelo 

matemático do pêndulo com excitação vertical do suporte proposto. 

Esta estratégia de controle reduz o movimento deste sistema para uma pequena orbita estável conforme 

ilustra a Figura 3, essa Figura mostra a eficácia da estratégia de controle para esse problema. 
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