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Resumo:  Esse trabalho apresenta o estudo do comportamento dindmico de um conjunto rotor-
gerador de usina hidrelétrica utilizando o Método de Matriz de Transferéncia. Para isso foram
desenvolvidos algoritmos na linguagem MATLAB® capazes de calcular as freqiiéncias e os modos
de vibragao. Os programas desenvolvidos foram aplicados ao estudo dindmico do hidrogerador da
Usina Hidroelétrica de Coaracy Nunes no Amapa. Os resultados obtidos foram comparados aos
conhecidos utilizando o Método de Elementos Finitos. Apresentam-se também o tempo de calculo e
a precisdo dos resultados, demonstrando a eficiéncia e rapidez do Meétodo de Matriz de
Transferéncia no estudo dinamico de estruturas unidimensionais como os hidrogeradores.

Palavras-chave: Dindmica de rotores, matriz de transferéncia, modelagem, turbinas hidraulicas
1. INTRODUCAO

O comportamento do conjunto rotor-gerador (hidrogerador) de turbinas hidraulicas é de extrema
importancia para a geracdo de energia. Sabendo da importancia desse conjunto, torna-se necessaria
uma preocupacdo especial com a dindmica do conjunto e devem ser utilizadas técnicas de projeto
que possam prever falhas na estrutura durante seu funcionamento com um bom grau de precisao.

Métodos analiticos classicos permitem solugdes exatas, no entanto, estes métodos sao utilizados
apenas em formulacdes simples, ndo sendo adequados a maioria dos problemas praticos. Neste
contexto inserem-se 0 Métodos de Elementos Finitos e 0 Método de Matriz de Transferéncia, como
ferramentas alternativas na area de célculo estrutural, com as quais & possivel definir solucdes
aproximadas para estruturas complexas. O método para estudo da dindmica de rotores mais
amplamente utilizado atualmente é o Método de Elementos Finitos, no entanto, o Método das
Matrizes de Transferéncia gera resultados satisfatérios para modelos unidimensionais com bastante
simplicidade e com um ndmero bastante reduzido de equagdes, sendo também bastante aplicavel.

Uma das maiores vantagens da utilizacdo de Matrizes de Transferéncias € que, uma vez
determinadas, elas podem ser usadas quantas vezes forem necessarias. Uma vez estabelecido um
modelo de certa ordem e os pardmetros intrinsecos para uma determinada secdo da estrutura,
define-se uma matriz de transferéncia que serd repetida para todas as outras secdes, de forma
sucessiva. Desta forma, 0 MMT n&o requer o armazenamento e a manipulacdo de grandes matrizes.

Nesse trabalho o Método de Matriz de Transferéncia é usado para identificar as freqliéncias
naturais e os modos de vibragdo de um hidrogerador, comum as usinas hidrelétricas.

A seguir € introduzida a teoria de base do método de matrizes de transferéncia e apresentados 0s
trés modelos desenvolvidos usando o Matlab, bem como os resultados obtidos e a comparagédo com
0 método de elementos finitos.
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2. 0 METODO DE MATRIZES DE TRANSFERENCIA

O Método de Matrizes de Transferéncia (MMT) utiliza um procedimento de sucessivas
transferéncias de propriedades, comecando com as condi¢cfes limites em um lado do sistema, e
transportando-as sucessivamente ao longo da estrutura ao outro lado do sistema. A satisfacdo das
condigdes de contorno em todos os pontos fornece a base para a solugdo. O estado de um ponto
especifico do rotor é transferido entre pontos sucessivos através das matrizes de transferéncia.

O Método de Matriz de Transferéncia foi proposto primeiramente por Prohl (1945) como forma
alternativa de calcular as velocidades criticas de rotores flexiveis. Nos anos 60 os efeitos da pelicula
de fluido e da rigidez do gerador foram incluidos no modelo (Koenig, 1961, Guenther e Lovejoy,
1961). Avancos significativos nesse método foram conseguidos por Lund (1980) ao considerar 0s
efeitos do momento torcor, das forgcas cortantes e das forcas aerodindmica, simultaneamente, e
estimar a sensibilidade das velocidades criticas de um sistema as alteracfes de projeto. Bansal e
Kirk (1975) utilizaram o MMT na analise modal para o célculo das freqliéncias naturais e o estudo
da estabilidade de rotores flexiveis montados em apoios flexiveis.

Em todos esses trabalhos, o eixo € aproximado por um modelo discreto com massas
concentradas. Lund e Orcutt (1967) formularam, analiticamente, uma matriz de transferéncia para
um eixo modelado por um sistema continuo. Inagaki et al. (1980) planejaram um MMT para
determinar a situagcdo estacionaria em varios momentos de funcionamento de um sistema rotor-
gerador, considerando somente o efeito da inércia transversal. Lee et al. (1991) melhoraram esse
ultimo trabalho, considerando os efeitos da inércia, 0s momentos torgores e as forgas cortantes.

Para a aplicacdo do Método de Matrizes de Transferéncia em vigas e eixos, estes serdo
considerados como uma série de elementos, normalmente molas alternadas com massas como
mostrado na Figura 1.
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Figura 1: Modelo de viga ou eixo.

Levando-se em conta os esforcos cortantes e os momentos fletores, o vetor estado em cada
ponto “i ” da viga sera:

a
[zl=ly 6 M O] (1)
Onde [Z]:indica o vetor estado no ponto i e y, 8, M e Q sdo respectivamente o deslocamento na
direcdo vertical, o angulo de rotacdo, 0 momento fletor e o esforco cortante.

2.1. Matriz de Transferéncia para um elemento mola

A elasticidade da viga ou eixo € representada por molas cuja rigidez depende das propriedades
mecanicas e geomeétricas da estrutura. Tomando dois pontos consecutivos “i” e “i+1” ao longo da
viga, separados por um elemento mola de comprimento “L”, o equilibrio é dado por:

Qi+1:Qi e Mi+1:Mi+Qi'L (2)

Integrando a equacdo da linha elastica, entre os pontos “i” e “i+1”, com E-I constante ao
longo da viga (onde E é o modulo de elasticidade e 7 0 momento de inércia), temos:
d’y deo

—E. 1=, 3
dx? dx @)

2
d Yy M oy M=E1
dx* E-I
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Escrevendo as equac0es (1, 2, 4 e 5) na forma matricial temos:

y 2 3|y
11 L L

2E] 6FEI

0 L 12 o
=0 1 —/ .

El 2FE] (6)
M 0 0 1 L M
0., 0 0 O 1 | 0|

2.2. Matriz de Transferéncia para um elemento massa

Tomemos agora dois pontos consecutivos “i”’ e “i+1” ao longo de uma viga, separados por uma
massa pontual, as equac6es de equilibrio sdo:

yHl:yi; 9[+1:0' e M :M.. (7)

i i+1 i

Usando a segunda Lei de Newton, temos:
0.-0 = my: = ma)zyi => O = ma)zyi +0, (8)

Escrevendo as equag6es acima na forma matricial, temos:

y 1 00 0][y
0 0 10 0]|6
M| | o o1 ollmM| ©)
0|, mo* 00 1]|0]

2.3. Matriz de Transferéncia para um apoio flexivel.

As vigas e eixos nem sempre possuem apenas dois apoios, muitas vezes ha mancais de
sustentacdo intermediarios entre 0s apoios, nestes pontos o vetor estado sofre uma alteracdo em seus
valores.

i i+l

AN | Ao

Figura2 Viga com apoio flexivel.
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Considerando um mancal de rigidez “k” as equagdes de equilibrio s&o:

Y=V Qi+1:Qi_kyi ) 9i+1:9i . M, =M, (10)
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Colocando o conjunto de equag6es na forma matricial tem-se:

y 1 00 0]y
0 0 10 0f|le
M| Jo 01 o0||Mm (11)
o, |-k 00 1flo]

2.4. Matriz de Transferéncia para massa uniformemente distribuida

Tomando para andlise dois pontos consecutivos de um eixo em deflexdo com massa
uniformemente distribuida teremos as seguintes relagdes:

: d 2
Inclinagdo: 6= & Momento fletor: M = Eld—); : (12)
dx dx
3 4
Esforgo cortante: Q= dm =EI d—); Variacédo do esforco cortante: LY =FEI d—f (13)
dx dx dx dx

Considerando a vibracdo do eixo, o fator que produz variacdo no esforco cortante ao longo do
eixo é a forca de inércia devido a aceleracdo da massa do eixo que é expressa como:

d’y
dx®’

Onde m, é a massa por unidade de comprimento do trecho. Combinando com as equagdes (12)
2 (13), temos:

_md .

(14)

EI% =-m, (?;Tg} sendo y = y(x,1). (15)
Assumindo o movimento senoidal, a solugdo da Eq. (15) é:
y = AcoS(¢-x)+ Bsen(¢-x)+Ccosh(¢-x)+ Dsenh(¢-x), (16)
2 0,25
onde: ¢ :(deIw J e @ ¢é a frequéncia de vibracgéo;

e A, B, C e D sdo constantes que dependem das condicdes de contorno.
Substituindo a Eq. (16) no conjunto das Egs. (12) e (13), aplicando as condi¢fes de contorno e
fazendo as simplificacGes necessarias tem-se:

“ % %ZEI %3531_
_ ¢-d a %EI %ZE[.

¢ El-c ¢-El-d a %
| ¢°-EI'b ¢*-El-c ¢-d a

(19)

QX o <

Y
0
M
Q i+l i

sendo: a =%[cosh(¢~L)+cos(¢-L)], bz%[senh(¢-L)+sen(¢-L)], c =%[cosh(¢-L)—cos(¢-L)],

1 . o
d= E[senh(gb-L) —sen(¢-L)] e L o comprimento do trecho com massa distribuida.

Da mesma forma como ocorre com 0s apoios flexiveis, esta matriz pode ser incluida nas
sucessivas multiplicacdes de matrizes para a obtencdo da matriz de transferéncia total de um
sistema. Deve ser observado ainda que sua utilizagdo pode gerar ganho de tempo de célculo, vez
gue uma extensdo de eixo serd substituida por apenas uma matriz, ao invés da multiplicacdo de
diversas matrizes de eixo e de massa.
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3. MODELOS DESENVOLVIDOS

Nesse item sdo apresentados trés modelos desenvolvidos no Matlab usando a técnica de matri-
zes de transferéncia. O primeiro considera as massas do gerador e da turbina como sendo concen-
tradas em um sé ponto do eixo, desprezando os efeitos de inércia e elasticidade. O segundo modelo
utiliza a teoria de massas distribuidas apresentadas no item 2.4. Por Gltimo foi considerado o mode-
lo onde o gerador e a turbina se comportam como segmentos de eixo, assim, ambos sdo divididos
em varias secdes para determinacdo das Matrizes de Transferéncia.

De maneira a verificar a consisténcia dos resultados, esses foram comparados aos obtidos usan-
do o método de elementos finitos para a mesma unidade geradora de Coaracy Nunes. O modelo de
elementos finitos € mostrado na figura 3.
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Figura 3: Modelo de Elementos Finitos do Hidrogerador.
3.1 Modelo de massas concentradas

No primeiro modelo as massas do gerador e da turbina sdo concentradas, como mostra a Fig 4.

Gerador A Flange B Turbina
Mancal Guwia Superior Mancal Guwia Inferior

Figura 4: Modelo da estrutura para massas concentradas.

Para o sistema mostrado tém-se os seguintes dados:

« Eixo do gerador “A”: o Eixo daturbina “B”:
Momento inércia se¢do transv: 0,0123 m*; Momento inércia se¢do transv: 0,0123 m*;
Massa por unidade de compr: 4.448 kg/m; Massa por unidade de compr: 3.051 kg/m;
Comprimento total: 2,58 m; Comprimento total: 6,53 m;
Segmento 1-2 = 0,90 m; Segmento 3-4 = 5,51 m;
Segmento 2-3 = 1,68 m; Segmento 4-5=1,02 m;
o Elementos de massa (1 e 5): e Apoios flexiveis (2 e 4):
Massa do gerador: 100.000 Kg; Rigidez do mancal guia sup.: 1,37e° N/m;
Massa da turbina: 34.000 Kg. Rigidez do mancal guia inf.: 1,64e° N/m;

O mddulo de Young para todos os componentes do sistema é 2,1e** N/m?,
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3.1.1 Resultados com o0 modelo de massas concentradas

Foram realizadas simulacBes variando o numero de secfes no eixo e o incremento da
freqliéncia, os resultados obtidos sdo mostrados na Tabela 1.

Tabela 1: Resultados obtidos para massas concentradas.

'2;3: sS:g(];?r?:net? Pass"oAs na 12Freq. | 22Freq. | 3*Freq. | 42Freq. T,empo de
de eixo frequéncia | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | calculo [s]
1 11,54 19,02 29,84 | >80,00 0,36
1 0,1 11,53 18,96 29,80 | >80,00 1,94
0,01 11,53 18,97 29,79 | >80,00 27,08
1 11,54 18,54 28,73 77,11 0,34
10 0,1 11,59 18,55 28,67 77,12 2,09
0,01 11,59 18,55 28,68 77,11 28,36
1 11,54 18,54 28,73 77,59 0,37
100 0,1 11,59 18,53 28,78 77,53 2,05
0,01 11,60 18,54 28,79 77,54 28,89
1 11,54 18,54 28,73 77,59 0,36
1.000 0,1 11,59 18,53 28,80 77,60 2,09
0,01 11,60 18,54 28,80 77,59 27,62
Método de Elementos Finitos 7,65 16,94 20,68 3578 |  --eeeeee-

Pode-se ver na Tab. 1 que ndo existe grande variagdo dos resultados encontrados para diferentes
quantidades de secBes nos eixos e diferentes passos. Nota-se contudo que, com a diminui¢do do
passo, 0 tempo de célculo aumenta consideravelmente sem implicar grandes modifica¢cBes nos
resultados. Verifica-se que o0 aumento do passo ndo melhora os resultados, mas aumenta muito o
tempo de calculo. A comparagcdo com o método de elementos finitos mostra que a diferenca
minima encontra-se na 22 Freqliéncia Natural com cerca de 9% e chega ao extremo na 42 Frequiéncia
Natural com cerca de 117% de diferenca. A Fig. 5 mostra a evolugéo das trés primeiras Freqiiéncias
de Vibracdo obtidas usando MMT relativamente as freqiiéncias encontradas através do MEF.
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Figura 5: Gréafico comparativo entre 0 MMT e MEF para massas concentradas.
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3.2 Modelo com massas distribuidas

Como o primeiro modelamento ndo correspondeu aos resultados esperados, foi elaborado um
novo modelo de estrutura baseado na estrutura em analise. Nesta segunda hipdtese testou-se o
modelo onde a massa do gerador e da turbina sdo distribuidas igualmente pelo seu comprimento
(Fig. 6.3), abandonando o modelo de massas concentrada.

(Gerad, -
era;or Flange Turbina

Mancal Guia Superior Mancal Guwia lnferior

Figura 6: Modelo da estrutura para massas uniformemente distribuidas.

Os dados dos elementos que compdem o sistema séo idénticos aos do primeiro modelo, com as
seguintes inclusdes:

e Gerador: e Turbina;
- Comprimento: 0,96 m; - Comprimento: 1,03 m;
- Momento de Inércia: 225.000 m*; - Momento de Inércia: 11.437,6 m*:

3.2.1. Resultados com massas distribuidas

Como no caso anterior foram feitas varias simulagdes e os resultados obtidos sdo mostrados na
Tabela 2.

Tabela 2: Resultados obtidos para massas uniformemente distribuidas.

N° de Sec¢des em cada Passosda | 12Freq. | 22Freq. | 3*Freq. | 42Freq. | Tempo de
segmento de eixo freqiiéncia | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | célculo [s]
1 8,51 14,40 29,68 80,00 0,39
1 0,1 8,59 14,40 29,71 80,00 2,09
0,01 8,59 14,40 29,71 80,00 28,14
1 8,67 14,24 29,68 66,13 0,36
10 0,1 8,60 14,22 29,61 66,06 2,14
0,01 8,60 14,21 29,61 66,06 28,72
1 8,67 14,24 29,84 66,13 0,39
100 0,1 8,60 14,20 29,79 66,11 2,20
0,01 8,60 14,21 29,78 66,10 28,39
1 8,67 14,24 29,84 66,13 0,38
1000 0,1 8,60 14,20 29,80 66,11 2,27
0,01 8,60 14,21 29,80 66,11 29,56
Método de Elementos Finitos 7,11 13,42 29,26 4300 |  ---------

Vé-se na Tab. 2 uma aproximagao dos resultados do MEF para as trés primeiras freqiiéncias,
afastando-se, entretanto, na 42 freqiiéncia. Chega-se, neste modelamento, a variacéo de cerca de 2%
para a 3% Frequéncia Natural, sendo que os resultados sdo obtidos quase que instantaneamente
(menos de 1s), com pouca utilizacdo de memoria do computador e um modelamento muito simples
de ser elaborado.

Os resultados para as trés primeiras frequéncias desta comparacdo encontram-se ilustrados na
figura 7, na pégina seguinte.
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Figura 7: Grafico comparativo entre 0 MMT e MEF para massas uniformemente distribuidas.
3.3. Modelo usando segmentos de eixos para representar o gerador e a turbina
Considera-se agora o caso em que a turbina foi dividida em cinco segmentos de eixo com
diferentes caracteristicas e propriedades, visando obter resultados mais precisos através de um

modelamento mais proximo da realidade. Os resultados obtidos sdo mostrados na Tab. 3.

Tabela 3: Resultados obtidos para segmentos de eixo e apoios flexiveis.

N° de Sec¢des em cada Passona |12Freq. |[2%Freq. |32Freq. 42 Freq. | Tempo de
segmento de eixo frequéncia | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | Nat. [Hz] | calculo [s]
1 6,76 11,86 30,80 > 80,00 0,48
1 0,1 6,84 11,90 30,80 > 80,00 2,74
0,01 6,83 11,90 30,81 > 80,00 33,94
1 8,04 10,74 30,00 62,95 0,50
10 0,1 8,06 10,70 30,07 62,89 2,89
0,01 8,06 10,70 30,08 62,89 35,16
1 8,20 10,58 30,16 62,63 0,50
100 0,1 8,17 10,66 30,20 62,56 2,92
0,01 8,18 10,65 30,20 62,56 35,91
1 8,20 10,58 30,16 62,47 0,50
1000 0,1 8,19 10,66 30,22 62,52 3,08
0,01 8,19 10,65 30,22 62,53 37,59
Método de Elementos Finitos 6,79 10,43 29,36

Os resultados obtidos com esse modelo aproximam-se muitos daqueles obtidos com o MEF.

O MMT possibilita um bom resultado a baixos custos, isto porque, exige pouco da maquina
para os calculos e 0 modelamento é bastante simples. A figura 8 mostra a evolucdo das trés
primeiras freqliéncias de vibracdo, comparativamente ao método de elementos finitos.
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Figura 8: Grafico comparativo entre MMT e MEF para turbina dividida em segmentos de eixo.
4. CONCLUSOES

Neste trabalho o Método de Matriz de Transferéncia foi aplicado no estudo do conjunto rotor-
gerador da méaquina #3 da UHE de Coaracy Nunes e os resultados obtidos comparado aqueles
obtidos usando o metodo de elementos finitos.

Em um primeiro modelo a turbina e o gerador foram supostos como massas pontuais e 0S
resultados apresentaram uma diferenca média de 23% com os resultados obtidos usando o MEF.
Conclui-se que o ndo levar em conta as propriedades distribuidas do eixo e 0 momento de inércia
afastam o modelo da realidade. No segundo modelo as massas da turbina e do gerador foram
consideradas distribuidas uniformemente ao longo do seu comprimento, o que possibilitou a
consideracdo das propriedades anteriormente desprezadas o que resultou numa influéncia positiva
nos resultados, de maneira a aproxima-los dos resultados do MEF. Neste novo modelo a diferenca
média entre os métodos ficou por volta de 8%. Por Gltimo foi desenvolvido um modelo onde a
turbina passou a ser dividida em cinco partes com as propriedades proporcionais a cada uma delas
de acordo com o desenho real. Buscou-se com isso aproximar o modelo do formato real da turbina e
conseqlientemente aprimorar os resultados. Com base neste modelo a diferenca média entre os
métodos fica em torno de 7%, sendo que em duas das trés freqliéncias naturais analisadas a
diferenga ndo chega a 3%.

E importante ressaltar que mesmo no modelo mais detalhado a estrutura é tratada como
unidimensional, ou seja, é ainda um modelo muito simples e facil de ser alcancado, diferentemente
do que ocorre com 0 MEF, que necessita de desenho tridimensional da estrutura o que, com certeza,
demanda um tempo bem superior Para modelagem e calculo. O tempo de célculo através do MMT,
nos exemplos estudados forma inferior a 1 minuto com excecao de apenas um caso.

Desta forma, o MMT se apresenta como um metodo alternativo para anélise da dindmica de
estruturas unidimensionais, com vantagens em relacdo ao MEF, tais como a simplicidade de
modelamento, o baixo tempo de célculo e pouca exigéncia computacional (tanto de recursos
computacionais quanto do conhecimento do usuério a respeito do software).
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Abstract.  This paper presents a study of the dynamic behavior of a hydrogenerator using the
transfer matrix method. The hydrogenerator is a turbine-generator set used in hydroelectric plants.
With this objective algorithms had been developed in language MATLAB® and they are able to
calculate the frequencies and shapes of vibration. The developed programs had been applied to the
dynamic study of the hydrogenerator of the hydroelectric plant of Coaracy Nunes. The results had
been compared with the known ones using the Finite Elements Method. The time of calculation and
the precision of the results are also presented, demonstrating the efficiency and rapidity of the
transfer matrix method in the dynamic study of unidimensionals structures as the hydrogenerators
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