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Resumo: Trata este trabalho da classificacdo e andlise de extremos, sobre-sinal e reacéo reversa
em sistemas de controle lineares estaveis, continuos no tempo, de quarta ordem, com um polo real
com multiplicidade dois e um zero real simples.
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1. INTRODUCAO

Atualmente os sistemas de controle automatico se encontram difundidos em todas as sociedades
desenvolvidas. Tais sistemas agem como elemento catalisador na promogao do desenvolvimento e
do progresso. O controle automatico é essencial no estudo de sistemas de veiculos espaciais,
guiamento de misseis, pilotagem de avides, robdticos e outros, aléem de ser aplicado em modernos
processos industriais e de fabricacdo, sistemas biologicos, biomédicos, econémicos e
socioecondmicos (Franklin, 1991; Dorf, 1995; Ogata, 1998).

Existem alguns problemas como o de controle do eixo de maquinas ferramentas e os de controle
de um rob6, os quais necessitam seguir uma trajetoria pré-definida, onde a resposta a degrau nédo
pode apresentar extremos. Desta forma, o estudo de condigdes que permitam avaliar extremos,
sobre-sinal e reacdo reversa na resposta a degrau é de grande importancia na teoria de controle, de
acordo com (EI-Khoury, 1993; Leon de la Barra, 1994, 1994-a; Howell, 1997; Ogata, 1998; Rachid,
1995; Reis, 2002, 2004, 2005, 2005-a; Monte Alegre, 2006).

Muitas contribuicdes teoricas recentes tém sido feitas no sentido de clarificar a influéncia dos
zeros e das localizagOes de polos e zeros da planta na parte transiente da resposta a degrau (Mita,
and Yoshida, 1981; Vidyasagar, 1986; Moore, 1990; El-Khoury, 1993; Ledn de la Barra, 1994,
1994-a; Howell, 1997; Rachid, 1995; Lin and Fang, 1997; Silva, 2001; Reis, 2002, 2004, 2005,
2005-a; Monte Alegre, 2006).

Apesar de bastante valiosas, essas contribui¢des ainda ndo oferecem um quadro claro de como e
quais variacOes extensas nas localizacdes de poélos e zeros podem influenciar o sobre-sinal e a
reacdo reversa. Por exemplo, o problema de se determinar o nimero exato de extremos da resposta
a degrau permanece em aberto (EI-Khoury, 1993) e mesmo determinando-0s, ndo existe uma
técnica que permita classifica-los, ou seja, faltam condi¢fes necessérias e suficientes para a prova
da existéncia de sobre-sinal e reacdo reversa (Monte Alegre, 2006). Além disso, para sistemas de
controle de ordem maior ou igual a trés, ndo € possivel a determinagdo direta de extremos, ja que a
resposta a degrau é uma funcéo transcendental.
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Uma vez que, a determinagdo direta dos pontos criticos, € na maioria dos casos impossivel,
neste trabalho apresenta-se uma técnica para a analise e classificacdo de pontos criticos em sistemas
de controles lineares, estaveis de quarta ordem com um p6lo duplo e um zero real.

Mediante o uso desta técnica obteve-se condi¢fes necessarias e suficientes para a ocorréncia de
extremos, sobre-sinal e reacdo reversa em tal classe de sistemas. Acredita-se que as caracterizagoes
obtidas sdo de importancia na teoria de controle, ja que permitem uma visdo mais esclarecida das
condicBes que possibilitam avaliar pontos criticos, extremos, sobre-sinal e reacdo reversa em
sistemas de controle lineares continuos no tempo, além de clarificar um pouco mais a influéncia dos
zeros e localizagdes de polos e zeros da planta, na parte transiente da resposta a degrau. Além disso,
as andlises efetuadas, para tais sistemas, tém permitido a obtencdo de extensGes dos resultados
obtidos para sistemas de ordem elevada.

2. CONSIDERACOES INICIAIS

A forma mais geral de uma fungéo de transferéncia de um sistema racional SISO, estritamente
propria, assintoticamente estavel e de fase ndo minima, com polos e zeros reais é dada por:

Ky "
[1(s—z)"

G(s)=K—=L 2.1)

s!. 1‘2[(3—/1j )
j=1

n
ky K, 14
sendo 1<k;<m, 1<ky<n, ¥ =m,| Y Ij|+l=ne K=2
i=1 j=1 1z
i=1
Na equacdo (2.1), 4j, ] = 1,..., k2 sdo 0s polos reais de G(s) e zj, i = 1, ..., ky, S80 seus zeros

reais. Considera-se, também, que G(s) ndo possui cancelamentos de polos e zeros.

E conveniente classificar os zeros de G(s), em (2.1), em quatro diferentes conjuntos, a saber
M;={z2:G(2)=0,0< z <+0},My ={z:G(2) =0, 4, < 2 <0}, M3 ={z:G(2)=0, ;1< z <1}
e My = {z :G(2)=0, -wo< z </11}. Denomina-se por m;, 0 nimero de zeros presentes na classe M;,

parai=1,.., 4.
Seguem-se, entdo, as seguintes defini¢des, encontradas em El-Khoury, 1993.

Definicdo: A resposta a degrau y(t) de, (2.1), tem um extremo local em t" se existe £ > 0 tal que
y(t) - y(t" - DI[y(t) - y(t" + )] > 0 paratodo 7 € (0, &).

Definicao: Define-se como sendo 7 0 numero de extremos locais de y(t), parat > 0.

Neste trabalho, G(s) serd tomada na forma das constantes de tempo e, portanto, o valor de
regime de y(t), y(oo), seraigual a 1.

Para a analise do desempenho do sistema, considera-se o sobre-sinal e a reacdo reversa como
indices de desempenho. Tem-se entdo a seguinte definic¢éo:

Defini¢do: (Ogata, 1998) O sobre-sinal M, é uma indicacdo do maior valor acima do valor de
regime durante a evolugdo do transitorio, dado em porcentagem, isto €, M, =(y(m)-1).100%,

sendo que y(m) € o valor maximo de y(t).
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O sobre-sinal esta relacionados aos valores, que a resposta temporal pode assumir, que sdo
maiores que o valor de regime. A reacao reversa, no entanto, diz respeito aos valores negativos que
a resposta temporal pode assumir.

Segundo Ogata (1998), um sistema de controle linear é dito de fase minima se todos os pdlos e
zeros de G(s) estdo localizados no semi-plano aberto esquerdo do plano s da variavel de Laplace.
Os de fase ndo minima ou sistemas de reacao reversa sdo 0s sistemas estaveis para os quais G(s)
apresenta zeros no semiplano aberto direito do plano s. Tais sistemas sdo identificados da seguinte
forma: na aplicacdo de um degrau na entrada, a saida ou inicialmente comeca em direcdo contraria
ao valor de regime, ditos sistemas com reacdo reversa inicial, ou assumem valores negativos apés
um instante de tempo t;, ditos sistemas com reacdo reversa do tipo B, de acordo com Mita e
Yoshida (1981). Vale ressaltar que todos os sistemas aqui considerados séo estaveis, isto €, todos 0s
polos de G(s) estdo localizados no semiplano aberto esquerdo.

A seguir, apresentam-se 0s conceitos de reacao reversa inicial e de reacéo reversa do tipo B.

Definicdo: (Vidysagar 1986) Seja G(s) uma funcdo de transferéncia, com ganho néo nulo K e y(t) a
sua resposta a uma entrada degrau unitario. Entdo, diz-se que y(t) apresenta reacdo reversa inicial
se y(t).K <0 paratodottal que 0 <t <ty.

Definicdo: (Mita e Yoshida, 1981) Se ndo existe reacdo reversa inicial e existe um intervalo de
tempo (a,b) tal que y(t)-y()<0, Vte(a,b), diz-se que y(t) apresenta reacdo reversa do tipo
B.

Uma discussdo mais detalhada, do fendbmeno da reacao reversa, mediante a especificacdo do
numero de vezes que a resposta a degrau apresenta reacdo reversa do tipo B, parat > 0, é dada pela
definicéo a seguir:

Definicdo: (Silva, 2001) Seja G(s) uma funcdo de transferéncia para um sistema racional SISO,
G(s) estritamente propria, assintoticamente estavel, de fase ndo minima e sem zeros na origem do
plano complexo, sem polos complexo e de ganho ndo nulo k. Seja y(t) a correspondente resposta, no
dominio do tempo, para uma entrada a degrau unitario. Entdo é dito que y(t) apresenta reacéo
reversa do tipo r, estendido para t > 0 se as trés seguintes condicOes sdo satisfeitas:

Existem exatamente r valores diferentes parat, 0 <ty <tp <...<t <+o0, tais que:

(1) Y(t )k <0, i=1,..,1e,

. dy(t) :

1 - :01 |=11"'1r '

(i) = - e
2 2

(i) k.ddygt) >0, ou d ygt) =0, e existe uma constante positiva o; tal que,
t t=t dt tzti

k.% <0 paratodo te(t; —oj.tj) e k.% >Q0paratodo te(t,t;+35), i=1,..e.

t=t; t=t;

O teorema dado a seguir, apresenta uma condi¢do necessaria e suficiente para a ocorréncia de
reacdo reversa inicial em y(t), em funcdo do numero de zeros de G(s) em (2.1), situados no
semiplano aberto direito do plano s.
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Teorema 2.1: (Vidyasagar, 1986) O sistema cuja funcdo de transferéncia é dada por G(s) tem
reacao reversa inicial se e somente se G(s) tem um numero impar de zeros no semiplano aberto
direito.

O sistema estudado neste trabalho é um sistema de controle linear de quarta ordem, estavel,
continuo no tempo, com um polo real de multiplicidade dois e um zero real simples. Considera-se a
funcdo de transferéncia na forma de poélos e zeros, dada por:

Al 2 (s-2)

G(s)=—
) z (s=1)?(s—2p)(s-2)

(2.2)

sendo que:
e 7 € 0 zero de G(s);
e %,i=1,..,3 sdo os polos de G(s);
o z# 4,i=1,.3;
o /1 <Ay <A3<0.
Para uma entrada a degrau unitario, pode-se calcular a resposta temporal para o sistema dado
por (2.2). O lema a seguir fornece esse resultado. A prova é feita levando-se em conta a expansao
em fracdes parciais do lado direito da igualdade dada em (2.2).

Lema 2.1: A resposta a uma entrada a degrau unitario, y(t), para um sistema de controle cuja fungéo
de transferéncia é dada por (2.2), tem a forma

t At

y(t)=1+cy gt +c1-t-e’11 +Cy-e"2" 4¢3 gfat (2.3)

sendo que:

1+ﬁ_ dp (2 —2)- (g =) — 25 - (A —2)- (B3 — 1)’

Cop=—

z (23— 242) (A3 =) (29— 1)
.Cl:_ﬂl';ﬂz'ﬂs (1 -2) .
z (=) (Ag—4)
2
oo, A8 (/122—2) ’
Z (Ap—-M) - (L3-4)
2 _
.03:_11 A2 (13 -2)

5 .
z (3—4) - (&3-4)
O corolario, apresentado a seguir, € uma conseqiéncia do Lema 2.1.

Corolario 2.1: Sob as hipoteses do Lema 2.1, tem-se que:

(@) Se ze My tem-se queco>0,c;<0,c,>0,c3<0;

(b) Se ze M, tem-se que cp<0,¢;>0,c,<0,c3>0;

(c) SezeMze A< z<A3<0tem-sequecy<0,¢;>0,c,<0,¢3<0;

d) SezeMzel< z<Ap<A3<0tem-sequecy<0,c1>0,c2>0,c3<0;
(e) SezeM, tem-sequecp<0,c1<0,c,>0,c3<0.
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Prova: A prova segue diretamente da analise dos coeficientes c;, i = 0,..., 3.

Para a quantificacdo e classificacdo dos pontos criticos de y(t) torna-se necessaria a analise feita
a sequir.

A resposta temporal y(t), dada em (2.3), apresenta pontos criticos se e somente se a sua derivada
é nula. Assim:

y'(t)=0<:>c0~11-e’11't+c1-/11~t-e’11't+c1-e’11't+cz-/12-e’12't+c3-/13-e’13't=O (2.4)
Dividindo-se (2.4) por ¢ - 4 .e1! g definindo:
1)
(1)—0, Ai,parai=1,2,3, d(l) (1) /l(jl):ij—il,paraj=2,3 (2.5)
obtém-se:
(1), (1),

y'(t):0<:>[$+i+tj+d§1)-e/12 t+d§1)-e’13 t-0 (2.6)

G A4
Em (2.6) defina:

1 A1), A1) 4
f(t)= [a+71+tj +diP) e’ gl e 2.7)
Observa-se, de (2.7), que:

t
fu(=—U (28)

Cl'ﬂl'eﬂlt

De (2.8), nota-se que 0s pontos criticos de y(t) sdo 0s pontos tz €(0,+), para 0s quais

fi(ty) =0.
Assim, torna-se necessaria a analise do grafico de fy(t), para a determinacdo de suas raizes.
Pode-se verificar que f(0) = 0. Além disso, se ze My ou ze M, ou ze My, tem-se que

lim fi(t)=+cw,ese ze Mg, tem-seque |im fi(t)=-o0
t—>+o0 t—>+o0
Além disso, tem-se que

(1)
F1(1)=0 o 1+ diD . AD et g1 4D 71 g (2.9)
Em (2.9), defina:

(1)
fo(t)=1+diV) . AL o7 +d(D . AD e% ! (2.10)

Nota-se que os pontos criticos de f(t) séo as raizes de f,(t). Além disso,
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fo(t)= f'1(t). (2.11)

Como o interesse é saber a quantidade de pontos criticos de f;(t), entdo torna-se necesséaria a
analise do grafico de f,(t).

Observa-se que fo(0)=0 e [im fyo(t)=+c0 seesomentese ze Mjou ze M, ou ze My
t—>+o0

eainda [im fy(t)=-x,seesomentese ze Mg.

t—+0

O lema a seguir, fornece condicGes necessarias e suficientes para a ocorréncia de pontos criticos
em fy(t).

Lema 2.2: A funcéo f,(t), dada por (2.11), apresenta um unico ponto critico se e somente se z € My
Ou ze |V|2 .

Prova: Para a prova do Lema 2.2, torna-se necessario a analise da derivada de f,(t), assim,

(1) (1),
a)-00 222 (O 0 50 (f0F Ao

2 2
o 343 _(/12—/11] et _ g o 1 G _(/12—/11]
oA A1 (3—4) 33 \(AB-4

Como o interesse é que 0s pontos criticos pertenca ao intervalo (0,+oo), tem-se que t >0 se e

2
Ao — 4 -
/12 ﬂlj > 1. Substituindo-se os valores das constantes c;, tem-se que t >0
3~ M

se e somente se z< My ou ze Mo, 0 que prova o Lema 2.2.

Co - A
somente se ——2-72..
C3~ﬂ3

Do Lema 2.2, tem-se que as possiveis formas para o grafico de f,(t) sdo as mostradas na figura
2.1, a sequir.

f2(t) 4

|

i 4

3
Figura 2.1 — Possiveis formas para o grafico de f,(t), dada por (2.11).

Pela Figura 2.1, observa-se que f,(t) pode apresentar zero ou uma raiz, assim, pela equacédo
(2.12), f1(t) pode apresentar zero ou um ponto critico. Portanto, as possiveis formas para o gréfico
de f1(t) sdo as mostradas na figura 2.2, a seguir.
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fi(t) A 1

-V

to

4

Figura 2.2 — Possiveis formas para o gréfico de f(t), dada por (2.8).

Portanto y(t) pode apresentar zero ou um ponto critico.
A seguir apresentam-se 0s principais resultados obtidos para o sistema dado por (2.2).

3. RESULTADOS OBTIDOS

Teorema 3.1: Para a resposta temporal do sistema dado por (2.2), tem-se que:
l. n=1seesomentese ze M ou ze My;

Il. n=0 seesomentese ze Mz ou zeMy,.

Teorema 3.2: Para a resposta a degrau dada em (2.3), tem-se que:
l. y(t) apresenta sobre-sinal se e somente se ze M ;

I. y(t) apresenta reacéo reversa inicial se e somente se ze M.

Coroléario 3.1: A resposta temporal dada por (2.3) ndo apresenta sobre-sinal e nem reacdo reversa
se esomentese ze M3z ou zeMy.

Prova do Teorema 3.1: Considere inicialmente que ze M, ou ze M, . Neste caso, pelo Lema
2.2, f5(t) apresenta exatamente um ponto critico. Além disso, lim fo(t)=+o0. Assim, a forma do
t—+00
gréfico de f,(t) é a forma 2, mostrada na Figura 2.1. Para esta forma, f,(t) apresenta uma raiz logo,
pela equacéo (2.12), fi(t) apresenta um ponto critico. Como, [|im fi(t)=-+c0, a forma do grafico
t—>+o0
de fi(t) é a forma 2, mostrada na Figura 2.2. Esta forma apresenta uma raiz e assim, pela equagédo
(2.9), y(t) apresenta um unico ponto critico. Reciprocamente, considere que y(t) apresente um ponto
critico. Neste caso, pela equacdo (2.9), fi(t) apresenta uma raiz. Assim, as possiveis formas para o
gréfico de fi(t) sdo as formas 2 e 3 mostradas na Figura 2.2. Estas formas apresentam um Unico
ponto critico cada, logo, pela equacédo (2.12), f,(t) possui uma raiz. Logo, as possiveis formas para o
grafico de fy(t) sdo as formas 2 e 4, mostradas na Figura 2.1. Para estas formas, f»(t) apresenta um
Unico ponto critico e, pelo Lema 2.2, f,(t) apresenta pontos criticos se e somente se ze M; ou

zeM,, 0que prova o item | do Teorema 3.1.
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Para a prova do item Il, observa-se, pelo Lema 2.2, que f,(t) apresenta pontos criticos se e somente
se zeMy ou ze M, . Para quaisquer posicOes diferentes dessas, ou seja, z € M3 ou ze My, fa(t)

ndo apresenta pontos criticos. Assim, as possiveis formas para f,(t) séo as formas 1 ou 3, mostradas
na figura 2.1. Logo, pela equacdo (2.12), f;(t) ndo apresenta pontos criticos. Dessa forma, as
possiveis formas para o grafico de f;(t) sdo as formas 1 e 4, mostradas na figura 2.2. Essas formas
ndo apresentam raizes e, pela equacgdo (2.9), y(t) ndo apresenta pontos criticos, 0 que prova o item Il
do Teorema 3.1.

Prova do Teorema 3.2: Para a prova do item I, suponha inicialmente que z< M, . Pelo Teorema
3.1, y(t) apresenta um extremo, isto &, » =1. Da Figura 2.2, tem-se que o grafico de f;(t) éa
y(t)
Ci-Ap-€ 1t
cp>0ec; -4 <0.Como fi(t)<0 se O<t<ty,entdo y'(t)>0 se 0<t<ty. Portanto y(t) é
crescente em 0 <t <ty. Como fi(t)>0 se t>ty, entdo y'(t)<0 se 0 <t <ty. Portanto y(t) é
decrescente para t > ty. Assim, ty € um ponto de maximo relativo de y(t). Tal ponto é de fato um

ponto de maximo absoluto, ja que pelo Teorema 2.1, y(t) apresenta apenas um extremo. Assim, y(t)
apresenta sobre-sinal. Suponha, agora, que y(t) apresenta sobre-sinal. Entdo y(t) possui ponto de
méaximo absoluto em (0,+oo). Pelo Teorema 3.1, y(t) apresenta um Unico extremo ou zero extremo.

Assim, ze M ou ze M, . Como a multiplicidade de z € um, y(t) apresenta reacéo reversa inicial
se e somente se ze My, pelo Teorema 2.1. Portanto z € M, obrigatoriamente, o que prova o item I.
A prova do item Il segue diretamente da aplicacdo do Teorema 2.1

forma 2, e de (2.9) tem-se que fi(t)= . Como zeM,, entdo, pelo Corolario 2.1,

Prova do Corolario 3.1: A prova segue diretamente das provas dos Teoremas 3.1 e 3.2.

A seguir apresentam-se alguns exemplos, os quais ilustram-se os resultados obtidos.

4. EXEMPLOS
Considere G(s) dada por:
G(s) = Shid (4.0

2
(1 S+ 1] .(l S+ 1}[1 S+ 1j
10 8 5
G(s) possui polos A4; = -10, A, = -8 e A3 = -5. Considere 0 caso em que z = -1, ou seja, ze M.
Pelo Teorema 3.1, y(t) apresenta um ponto critico e, pelo Teorema 3.2, y(t) apresenta sobre-sinal. A
Figura 4.1 — a, a seguir, mostra o grafico da resposta a uma entrada a degrau unitario y(t), deste
sistema. Através desta, percebe-se a ocorréncia de um ponto critico na resposta e a ocorréncia do
sobre-sinal. Considere, agora, 0 caso em que z = -1, ou seja, ze Mq. Pelo Teorema 3.1, y(t)
apresenta um ponto critico e, pelo Teorema 3.2, y(t) apresenta reacdo reversa inicial. A Figura 4.1 —
b, a seguir, mostra o grafico da resposta a uma entrada a degrau unitario y(t), deste sistema. Através

desta, percebe-se a ocorréncia de um ponto critico na resposta e a ocorréncia da reacao reversa
inicial.
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Resposta a Degrau
25 v T

Respostaa Degrau

in
v
'
I

Saba do Sistema
Satla do Sisterna
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oon0s 175 2 26 3 38 4 45 5 Z15 B IS 15 4 45 5
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(a) (b)
Figura 4.1: Resposta a Degrau Unitario para G(s) dada por (4.1).

A seguir apresentam-se as conclusdes deste trabalho.
5. CONCLUSOES

Foram realizados estudos que visam a determinacdo de condigdes necessarias e suficientes para
a ocorréncia de extremos, sobre-sinal e reacdo reversa em sistemas de controle lineares estaveis,
continuos no tempo, de quarta ordem, com um polo real de multiplicidade dois e um zero real
simples.

Para a classe de sistemas de controle lineares analisada, foram obtidas condi¢cdes necessarias e
suficientes para a andlise e classificacdo dos extremos, analise de sobre-sinal e reacdo reversa da
resposta a uma entrada degrau unitario em tais classes de sistemas.

Acredita-se que, com os resultados obtidos, foi dado um passo importante para um melhor
entendimento da influencia das posicOes relativas de pélos e zeros para a ocorréncia de pontos
criticos e extremos, para a analise e determinacdo de sobre-sinal e reacdo reversa em sistemas de
controle lineares e continuos no tempo. Tais resultados podem ser Uteis nas tentativas de
generalizacGes dos resultados para sistemas de ordens mais elevadas.

Observa-se que o0s resultados obtidos podem ter vérias aplicacbes em engenharia de controle e
podem, por exemplo, ser usados em projetos de controladores sem sobre-sinal e reacdo reversa, para
a resposta a degrau de malha fechada de um sistema linear de fase minima (Moore, 1990).
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Abstract: The subject of this paper is the classification and analysis of extremes, overshoot and
undershoot in stable linear control systems, continuous in time, of fourth order, with a real pole of
multiplicity two and a real simple zero.
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