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RESUMO 

Uma das tecnologias que vêm sendo investigadas para o controle ativo de estruturas 
flexíveis é a do uso de sensores e atuadores piezelétricos distribuídos ao longo da estrutura. O 
material piezelétrico é caracterizado por dois fenômenos, efeito direto e indireto, os quais 
permitem que ele seja usado como sensor e atuador distribuídos em controle de sistemas. 
Dentre os estudos importantes para viabilizar essa tecnologia, destaca-se a otimização do 
posicionamento de sensores e atuadores tendo em vista a estabilidade e o desempenho do 
controlador (Costa e Silva, 1997) e (Giovannetti, 2001). Neste trabalho, considera-se como 
medida ideal para manusear o grau de controlabilidade e observabilidade do sistema o menor 
autovalor das matrizes grammianas. Pode-se mostrar que o autovalor mínimo atinge um 
máximo em pontos que coincidem com a deflexão máxima e é zero onde a viga não sofre 
nenhuma deformação. 

A equação constitutiva da piezoeletricidade linear é (Lima Jr, 1999): 
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sendo que: 

 
]d][c[]d[][][

]d][c[]e[
ET

E

−ξ=ξ

=
σε

 (2) 

onde: {σ} é o tensor tensão mecânica; {ε} o tensor deformação; {E} o vetor campo elétrico; 
{D} o vetor deslocamento elétrico; [cE] a matriz elasticidade para campo elétrico constante; 
[e] a matriz de constantes de tensões piezelétricas; [ξε] o tensor de constantes dielétricas para 
deformação constante; [ξσ] a matriz de constantes dielétricas para tensão mecânica constante 
e [d] a matriz de constantes de deformações piezelétricas. 

A discretização da estrutura será feita com elementos de viga isoparamétricos, com três 
graus de liberdade por nó. O polinômio de interpolação para o deslocamento horizontal será 
linear, enquanto ao deslocamento vertical será cúbico. 

Com estas considerações, as aproximações nodais ficam: 
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onde: 
 { } [ ]T

yjjjyiiii wuwuq θθ=  (4) 

 { } [ ]T
jii φφ=φ  (5) 

Somando a contribuição de todos os elementos, pode-se montar as matrizes globais, 
escrevendo o sistema global de equações de movimento, para um modelo de viga de Euler - 
Bernoulli, como: 
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Tomando o valor do potencial elétrico na segunda equação do sistema de equações, Eq. 
(6), pode-se escrever a equação do sensor, onde não existe potencial elétrico aplicado, como: 
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Substituindo a Eq. (7) na primeira equação do sistema de equações, Eq. (6), obtêm-se 
a equação do atuador: 
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com: 
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onde: {Fq} é força mecânica externa e {Fel} é força elétrica externa, gerada pela aplicação de 
um potencial elétrico no PZT. 

Para o desenvolvimento do método de otimização de posicionamento proposto, 
considera-se inicialmente, nenhuma força externa atuando no sistema, portanto { } 0Fel = . 

Neste caso, a Eq. (8) deve ser escrita como: 
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onde: {u} representa o vetor de força de controle e [ ] [ ][ ] 1
q KKb −

φφφ−=  é a matriz de influência 
de posições dos elementos ativos na estrutura. 

A Eq. (11) pode ser expressa, na formulação de espaços de estado, como: 
 { } [ ]{ } [ ]{ }uBzAz +=!  (12) 
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onde: {z} representa o vetor de estados, {y} o vetor de saída, as matrizes [A] e [B] 
representam o sistema, [C] a matriz de ganho dos sensores e {u} representa o vetor de entrada 
de controle, o qual pode ser expresso, usando o método de controle ótimo, pela teoria do 
regulador linear quadrático. 

O vetor de controle pode ser escrito, quando se usa realimentação de estados, como: 
 }z]{G[}u{ −=  (14) 

onde: [G] é a matriz de ganho ótimo de realimentação. 
O ganho deve satisfazer a equação: 

 ]S[]B[]R[]G[ T1−=  (15) 

onde: [S] é a matriz de Ricatti e [R] uma matriz de ponderação. 
A matriz ganho de realimentação ótima pode ser particionada para representar os 

ganhos ótimos referentes ao deslocamento e as velocidades. 
Assim, tem-se: 
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Substituindo a Eq. (16) na Eq. (11), tem-se: 
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A matriz grammiana de controlabilidade, para um tempo finito, é definida por: 
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e de observabilidade por: 
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Para demonstrar a eficiência do método, foi utilizando uma estrutura do tipo viga com 
condição de contorno livre nas extremidades, constituída de 25 elementos finitos do tipo viga 
de Euller-Bernoulli, cujas propriedades físicas e geométricas são: comprimento 1,8 (m), 
largura 25,9 (mm), espessura 3,45 (mm), peso especifico 2711 (kg/m3) e modulo de Young 
64,46 (GPa). 

A Figura 1 mostra o efeito do posicionamento do atuador, para controlar o segundo 
modo de vibração da viga, com o atuador colocado a 0,36 (m) da extremidade direita, posição 
ótima e, posteriormente colocado a 0,9 (m) da mesma extremidade, posição qualquer. 

Pode-se concluir que o posiciomanento dos atuadores tem uma influencia importante na 
atuação do sistema de controle, e que o posicionamento ótimo pode ser avaliado através da 
analise dos autovalores das matrizes grammianas. 

 
Figura 1 – Resposta da Estrutura com o Atuador em uma Posição Ótima e 
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