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RESUMO

Até o advento dos computadores, a maior parte das equacGes diferenciais que
representavam problemas de engenharia era bastante dificil e mesmo impossivel de se
resolver, a menos que uma série de rigorosas simplificacdes pudesse ser considerada e
transformasse o modelo original numa equacdo ordinaria e linear. Prevaleciam, entdo,
outros métodos de solugdo, concentrados na area experimental. A maior parte desses era
de natureza empirica, mas deles dependiam os projetos mais arrojados para que
pudessem ser efetivamente concretizados. Nao é dificil imaginar os significativos
encargos produzidos pelo custo de ensaio desses modelos, sobretudo quando a
complexidade do projeto exigia a constru¢do de um ou mais espécimes similares para
serem devidamente testados nas condicdes de operacao.

Atualmente existem diversos métodos numeéricos capazes de resolver modelos
matematicos de elevada complexidade e grande porte, mas isto ndo significa de modo
algum que questBes importantes relacionadas a precisdo e ao dispéndio no
processamento destas solugdes ndo devam ser mais consideradas. Devido a isto,
intensas pesquisas ainda séo realizadas visando otimizar a aplicacdo destes métodos na
engenharia. Uma das estratégias existentes mais comuns nesse sentido consiste na
simplificacdo do modelo matematico a ser resolvido, através de substituicdo das
variaveis originais por outras auxiliares. Em principio, qualquer forma de simplificacao
parece ser altamente positiva, mas € necessario avaliar se estas transformacfes nédo
implicam em perda de precisdo ou introducdo de outro esforco que resulte em custo
computacional maior para compensar a simplicidade obtida na formulagdo da equagéo
de governo.

O objetivo deste trabalho, portanto, é realizar simulacdes computacionais
comparativas, cujos resultados permitam avaliar criteriosamente se determinadas
estratégias envolvendo mudancas de varidvel sdo de fato vantajosas ou ndo,
considerando outros aspectos aléem da simplicidade apresentada pela equacdo de
governo.

Este trabalho enfoca particularmente o desempenho de uma serie de transformagdes
de varidveis que tornam equacdes diferenciais de governo, tipicas de certos fendmenos
fisicos, em equacbes mais simples, menos custosas de se resolver mesmo
computacionalmente. Sdo abordadas estratégias nas quais sao feitas substituicbes de
variaveis que transformam os seguintes casos:

(a) Problemas expressos pela Equacao de Poisson em problemas dados pela Equacao de

Laplace, ou seja, casos matematicamente heterogéneos em casos homogéneos. Assim, a
partir de uma Equacéo de Poisson, dada por:

K[ 8°(u)/ax? + 8%(u)/dy*]=p



Uma adequada transformacéo de varidveis permite escrever o mesmo problema como:
02 (W)/0x? + 9%(w)/ay* =0

(b) Problemas difusivos-advectivos em problemas expressos pela equacgdo de
Helmholtz. Neste caso, permanece o operador laplaciano, mas as derivadas de primeira
ordem séo eliminadas. Assim, a partir da equacao:

K [0%(u)/0x? + 0*(u)/dy® ] = U [8(u)/dx] + V [0(u)/dy]
E possivel encontrar uma nova variavel w tal que:
K[ 8°(u)/ax?+ 8*(u)/dy’]-Au=0

(c) Problemas difusivos ndo-lineares em casos lineares, via Transformada de Kirchoff.
Neste caso, uma equagao do tipo:

Kxx 0%(u)/ox® + Kyy 9%(u)/dy* + [oKxx/du] [a(u)/ox]? + [0Kyy/du] [d(u)/dy]? = O
Modifica-se de modo a expressar-se Como:
02 (W)/Ox*+ 9*(W)/ay?=0

Todas estas transformacdes implicam em mudanca nas condi¢des de contorno, que via
de regra, ficam mais trabalhosas.

Para se proceder a solucdo dos problemas nas versdes propostas e poder comparar
seus resultados, é necessario empregar métodos numeéricos, pois a simulagdo analitica é
inviavel na maior parte dos casos, especialmente nas situacdes onde o dominio espacial
é bidimensional.

Os principais métodos numéricos disponiveis atualmente sdo baseados na idéia de
discretizacdo, isto é, na substituicdo de um dominio continuo das variaveis por um
conjunto finito de pontos representativos do mesmo. Pode-se constatar que o resultado
da aplicagdo das técnicas de discretizacdo consiste na transformacdo dos operadores
diferenciais por operadores algébricos, faceis de se resolver computacionalmente.

Dentre as técnicas mais importantes na atualidade pode-se citar o Método das
Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos
Volumes Finitos (MVF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). As trés
primeiras sdo conhecidas como técnicas de dominio, pois a discretizacao se processa em
todo o dominio; mas a Ultima é uma técnica de contorno, pois somente a discretizacdo
das fronteiras € necessaria.

A escolha de um método numérico é sempre um ponto discutivel, pois sdo muitas as
questdes ai envolvidas e a pesquisa em torno deles esta longe de cessar. Embora nédo
seja 0 mais popular, 0 MEC vem se firmando como uma das técnicas mais precisas e
vantajosas.

Neste trabalho serd empregado o MEC para simulacdo computacional dos
problemas, mas qualquer outra das técnicas citadas poderia ser utilizada com 0o mesmo
proposito, pois o objetivo primordial ndo depende do método numérico escolhido.

Em linhas gerais, o MEC transforma uma equacdo diferencial parcial num sistema
de equacgdes algébricas, e para fazé-lo é preciso inicialmente escrever o modelo
matematico numa forma integral inversa, usando para esta finalidade os recursos da
teoria das equacOes integrais, como o Teorema da Divergéncia, por exemplo. Com a



obtencdo da forma inversa como expressao matematica, necessita-se em seguida obter o
modelo numeérico correspondente, trabalhando agora com a formulacdo do MEC como
técnica de discretizacdo. Trabalhar com o MEC como técnica numérica consiste
principalmente em substituir a equacgéo integral por um sistema matricial algébrico que
sera resolvido computacionalmente.

A implementacédo de todas as etapas anteriores resultam na transformacéo do modelo
diferencial dado num sistema matricial do tipo:

Ax=f

Foram implementadas simulagfes computacionais nas trés categorias apresentadas.
Por limitacbes de espaco, a seguir € mostrado um grafico tipico de comparacdo de
resultados, avaliando o erro percentual de acordo com o refinamento da malha no caso
de uma barra prismatica de secdo quadrada, sob torcdo. Originalmente a equacéo de
governo expressa-se por uma Equacdo de Poisson, na forma 0%p=-2GB, mas de acordo
com a transformacao proposta no item (a), este mesmo problema pode ser resolvido por
uma equacdo de Laplace, ou seja, 0%u=0. Os graficos mostrados a seguir apresentam
resultados obtidos pelas duas metodologias, usando o Método dos Elementos de
Contorno.
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Os resultados obtidos nesta aplicagdo mostraram uma grande vantagem na utilizacao
da transformacdo de varidveis, pois além do modelo matematico ser mais simples, a
precisdo dos resultados foi superior, necessitando de um menor numero de pontos de
discretizacdo para produzir erros menores. A alteracdo nos valores das condigdes de
contorno nado influenciou negativamente os resultados, nem introduziu qualquer
dispéndio significativo.
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