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Resumo. Neste trabalho consideraremos aspectos relacionados com a formula�c~ao do

modelo de Cattaneo visando a simula�c~ao do problema de condu�c~ao hiperb�olica. Obteremos

a solu�c~ao anal��tica para o problema de condu�c~ao em uma placa �nita, usando a T�ecnica

da Transformada Integral e o Mathematica. A solu�c~ao encontrada apresenta compor-

tamento n~ao realista do ponto de visto f��sico, o que pode estar relacionado com o fato

do modelo de Cattaneo utilizado ser inconsistente com a segunda lei da termodinâmica.

Finalmente, mostraremos como o arcabou�co da termomecânica do cont��nuo pode ser uti-

lizado para tornar o modelo de Cattaneo consistente com a segunda lei, resultando numa

forma especial para a equa�c~ao constitutiva para a energia interna.

Palavras-chave:condu�c~ao de calor hiperb�olica, termomecânica do cont��nuo,

transformada integral

1. INTRODUC� ~AO

Dois importantes fatos sobre condu�c~ao de calor foram descobertos por volta dos anos 40:

a) a equa�c~ao da difus~ao de calor, a qual �e baseada na Lei de Fourier, fornece velocidade

de propaga�c~ao in�nita para uma onda de temperatura;

b) observa�c~ao de um valor �nito para a velocidade de propaga�c~ao de uma onda de

temperatura em certos materiais.

Desde ent~ao, a partir do trabalho pioneiro do Cattaneo(Cattaneo, (1948)), diversos mo-
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delos de condu�c~ao, conhecidos como modelos de condu�c~ao hiperb�olica, foram propostos

visando corrigir as de�ciências apresentadas pelo modelo de Fourier (Joseph e Preziosi,

(1989, 1990), Ozisik e Tsou, (1994)). No modelo de Cattaneo a �unica diferen�ca em rela�c~ao

ao modelo de Fourier est�a na equa�c~ao constitutiva para o 
uxo de calor. Contudo, an�alises

realizadas no modelo de Cattaneo revelaram a possibilidade de incompatibilidade com a

Segunda Lei da Termodinâmica(Zanchini, (1999)). Naturalmente, esta incompatibilidade

est�a intimamente relacionada com a maneira pela qual o modelo �e construido: a �unica

altera�c~ao em rela�c~ao ao modelo de Fourier est�a na modi�ca�c~ao da equa�c~ao constitutiva

para o 
uxo de calor, sem mencionar a equa�c~ao constitutiva para a energia interna e

a segunda lei da termodinâmica. Al�em disso, a an�alise num�erica realizada em (Chen

e Lin, (1993)) revelou a presen�ca de uma solu�c~ao �sicamente inconsistente, fato este

que pode estar relacionado com a incompatibilidade do modelo com a segunda lei. Estas

considera�c~oes nos levam a seguinte indaga�c~ao: �e poss��vel construir ummodelo de condu�c~ao

hiperb�olica cuja consistência com a segunda lei seja garantida? A resposta �e sim, desde

que usemos, por exemplo, o arcabou�co da Termomecânica do Cont��nuo para construir o

modelo de condu�c~ao.

O arcabou�co da termomecânica do cont��nuo, construido pelos mecanicistas Noll, Cole-

man, Ericksen, Truesdell, entre outros, �e baseado nos três ingredientes principais:

(i) leis de balan�co;

(ii) desigualdade representando a segunda lei;

(iii) equa�c~oes constitutivas.

Neste arcabou�co, (i) e (ii) s~ao considerados como leis b�asicas, que governam um amplo

espectro de materiais, enquanto que (iii) de�ne elementos dentro desse espectro. Este

arcabou�co tem sido usado com sucesso para o desenvolvimento de teorias gerais de ma-

teriais(Fried e Gurtin, 1999). Neste arcabou�co, (ii) �e tratada como restri�c~ao que deve ser

satisfeita pelas equa�c~oes constitutivas.

Neste trabalho consideraremos alguns aspectos de formula�c~ao e simula�c~ao relaciona-

dos com o modelo de condu�c~ao de Cattaneo. Ilustraremos como a T�ecnica da Transfor-

mada Integral(Cotta e Mikhailov, 1997) pode ser empregada para obten�c~ao de solu�c~oes

atrav�es da an�alise do fenômeno da transferência de calor em uma placa �nita. Neste caso,

a solu�c~ao obtida �e anal��tica, sendo determinada com o aux��lio do Mathematica. Como

j�a observado em (Chen e Lin, (1993)), a solu�c~ao obtida �e �sicamente n~ao realista. Uti-

lizando os resultados obtidos em (Coleman et al, (1986))(ver tambem (Shilavy, (1997)),

mostraremos como o arcabou�co da termomecânica do cont��nuo pode ser empregado para

obten�c~ao do modelo de Cattaneo consistente com a segunda lei, cujo principal resultado

nos permite concluir que: as formas das equa�c~oes constitutivas para energia interna no

modelo de Cattaneo e no modelo de Fourier devem ser obrigatoriamente diferentes entre

si.

Esse trabalho ser�a organizado como segue: na Se�c~ao 2 apresentaremos os elementos

b�asicos para a constru�c~ao de modelos de Fourier e de Cattaneo para condu�c~ao de calor.

Na Se�c~ao 3 obteremos a solu�c~ao anal��tica, via transformada integral, para condu�c~ao de

calor em um placa usando o modelo de Cattaneo. Em seguida, na Se�c~ao 4, mostraremos

como o arcabou�co da termomecânica do cont��nuo pode ser utilizado para tornar o modelo

de Cattaneo consistente como a segunda lei da termodinâmica. Finalmente, na Se�c~ao 5

as conclus~oes ser~ao apresentadas.
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2. OS MODELOS DE FOURIER E CATTANEO

De agora em diante denotaremos por 
 um condutor r��gido, estacion�ario e isotr�opico, e

por x um ponto de 
. O objetivo da teoria de condu�c~ao de calor �e construir uma lei de

evolu�c~ao para o campo de temparaturas �(x; t) > 0. Esta lei de evolu�c~ao �e baseada na

primeira lei da termodinâmica, que na forma local �e escrita como

_e = �divq+ r; (1)

juntamente com as equa�c~oes constitutivas para os campos e e q. Aqui, e �e a energia

interna, q o 
uxo de calor, r o calor fornecido ao corpo pelo meio externo e div �e o operador

divergência. O modelo de Fourier �e baseado nas seguintes hip�oteses constitutivas:

e = ê(�); q = �k(�)g; (2)

sendo a segunda equa�c~ao conhecida como Lei de Fourier. Aqui, ê �e a fun�c~ao constitutiva

para energia interna, k(�) > 0 a condutividade t�ermica, e g o gradiente de temperaturas

g = r�: (3)

Na ausência de radia�c~ao, e considerando o calor espec���co 
 e a condutividade k con-

stantes, obtemos, considerando o modelo de Fourier, a equa�c~ao de difus~ao de calor

_� = �4� (4)

onde 4 �e o Laplaciano, e � > 0 �e a difusividade t�ermica do material. Esta equa�c~ao , que

�e parab�olica, tem a seguinte caracter��stica: a velocidade de propaga�c~ao de uma onda de

temperatura �e in�nita.

J�a o modelo de Cattaneo �e baseado nas seguintes equa�c~oes constitutivas:

e = ê(�); q+ � (�) _q = �k(�)g; (5)

onde � �e o tempo de relaxa�c~ao t�ermica. Admitindo a ausência de radia�c~ao , que � , k e 


s~ao constantes, obtemos a seguinte equa�c~ao de evolu�c~ao para �:

@2�

@t2
+

1

�

@�

@t
= c24�; (6)

onde c2 = k

�

. A equa�c~ao acima �e hiperb�olica e transmite ondas de temperatura com uma

velocidade �nita c.

3. SOLUC� ~AO DA EQUAC� ~AO DE CONDUC� ~AO HIPERB�OLICA

Nesta se�c~ao obteremos, usando o modelo de Cattaneo, a solu�c~ao anal��tica para o

problema de condu�c~ao de calor unidimensional e transiente em uma placa �nita com

condi�c~ao de contorno do primeiro tipo em uma das faces, condi�c~ao de contorno do segundo

tipo na face oposta, e com condi�c~oes iniciais homogêneas. Utilizando os mesmos grupos

adimensionais apresentados em (Chen e Lin, 1993), o presente problema consiste em
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resolver

@2�

@�2
+ 2

@�

@�
=

@2�

@�2
; (7)

sujeita as seguintes condi�c~oes iniciais

�(0; �) = 0;
@�

@�
(0; �) = 0; (8)

e as seguintes condi�c~oes de contorno

�(�; 0) = 1;
@�

@�
(�; 1) = 0; (9)

cuja solu�c~ao ser�a obtida com o aux��lio da T�ecnica da Transformada Integral. Para a uti-

lizacao da t�ecnica da transformada integral, introduzimos inicialmente a vari�avel �(�; �),

de�nida pela rela�c~ao

�(�; �) = �(�; �) � 1; (10)

a �m de homegenizar as condi�c~oes de contorno. Em termos desta nova vari�avel, as

equa�c~oes (7-8) passam a ser reescritas, respectivamente como:

@2�

@�2
+ 2

@�

@�
=

@2�

@�2
; (11)

�(0; �) = �1;
@�

@�
(0; �) = 0; (12)

�(�; 0) = 0;
@�

@�
(�; 1) = 0: (13)

Em seguida, torna-se necess�ario a escolha de um problema de autovalor associado ao

termo difusivo do problema original:

@2	i

@�2
+ �2i = 0; 	i = 0;

@	i

@�
(1) = 0: (14)

A solu�c~ao do problema acima �e:

	i(�) = sin(�i�); (15)

onde �i =
�

2
(2i � 1). A partir do problema de autovalor escolhido e da propriedade de

ortogonalidade, obtemos o par transformada-inversa

��(�) =
Z

1

0

�	i(�)�(�; �)d�; �(�; �) =
1X
i=1

�	i(�) ��i(�); (16)

onde

�	i =
	ip
ni

; e ni =
1

2
; (17)
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Aplicando o operador
R
1

0
�	i(�)d� sobre a equa�c~ao diferencial parcial , e com aux��lio da

propriedade de ortogonalidade, obtemos um sistema de equa�c~oes diferenciais ordin�arias

de segunda ordem n~ao linear da seguinte forma:

d2 ��k

d�2
+ 2

d��k

d�
= ��2k�ik ��k; (18)

com as seguintes condi�c~oes iniciais:

��k(0) = �
Z

1

0

�	id�;
_��(0) = 0: (19)

A solu�c~ao do sistema de equa�c~oes diferenciais ordin�arias foi obtida com aux��lio do mani-

pulador simb�olico Mathematica, sendo dado pela express~ao:

��(�) = exp�� ��(0)

2
4cos(�

q
�2k � 1) +

sin(�
q
�2k � 1)q

�2k � 1

3
5 : (20)

Assim, a solu�c~ao do problema original �e dada pela equa�c~ao

�(�; �) = 1 +
1X
i=1

sin(�i�)p
ni

��i(�): (21)

A �gura 1 apresenta a distribui�c~ao de temperaturas adimensional. Podemos notar que

para algumas situa�c~oes a temperatura na placa atinge valores superiores ao valor na face

com temperatura prescrita, ao contr�ario do que se esperaria �sicamente. Tal comporta-

mento j�a havia sido descrito em (Chen e Lin, (1993)), usando para simula�c~ao o m�etodo da

Transformada de Laplace em conjunto com m�etodo de diferen�cas �nitas. Vale ressaltar

que, no presente estudo, a solu�c~ao do problema de condu�c~ao de calor hiperb�olica foi

obtida a partir das t�ecnicas inteiramente anal��ticas, indicando que o modelo proposto

para a represent�c~ao do fenômeno n~ao �e completamente consistente.

Figura 1: Per�l de Temperatura Adimensional para V�arios �.
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4. O MODELO DE CATTANEO CONSISTENTE

No modelo de Cattaneo apresentado anteriormente, nenhuma men�c~ao foi feita com respei-

to a segunda lei da temodinâmica. De fato, o modelo de Cattaneo se mostrou incompat��vel

com a segunda lei. Nesta se�c~ao mostraremos como o modelo de Cattaneo pode ser elab-

orado usando o arcabou�co da termodinâmica do cont��nuo.

As equa�c~oes b�asicas para a constru�c~ao de modelos s~ao a primeira lei e a segunda lei

da termodinâmica

_s � �div
q

�
+

r

�
; (22)

onde s �e a entropia, e as equa�c~oes constitutivas

� _q+ q = �kg; e = �e(�;q): (23)

Note que que neste caso, as vari�aveis de estado s~ao formadas pelo par (�;q). A segunda

lei da termodinâmica pode ser equivalentemente colocada na seguinte forma, que �e uma

forma alternativa da desigualdade de Clausius:

Z d�

0

Z
P
(
_e

�
�

z _q � q+ q � qk�1

�2
)dV dt � 0 (24)

para toda parte P de 
 e todo processo c��clico �, onde d� �e a dura�c~ao do processo e z =
�

k
.

Agora, enunciaremos o seguinte Teorema, cuja demonstra�c~ao pode ser encontrada em

(Coleman et al, (1986), Shilavy, (1997)):

Teorema: O condutor de Cattaneo satisfaz a desigualdade de Clausius para todos proces-

sos c��clicos se e somente se as duas declara�c~oes abaixo forem simultaneamente satisfeitas:

(1) k �e positivo para todo �;

(2) �e �e da forma

�e = ê�
1

2
�2

d

d�
(
z(�)

�2
)q � q: (25)

Do Teorema acima concluimos que o modelo de Cattaneo apresentado na Se�c~ao 2 s�o ser�a

compat��vel com a segunda lei quando for acrescentado um termo adicional a equa�c~ao

constitutiva para a energia interna apresentada na Se�c~ao 2.

5. CONCLUS~OES

A exemplo do que acontece com outros modelos constitutivos em engenharia, modi�ca�c~oes

na Lei de Fourier s~ao motivadas por suas de�ciências em aplica�c~oes avan�cadas. Antes que

um novo modelo seja alvo de intensa simula�c~ao computacional, �e importante que: a) exista

uma certeza de que o novo modelo �e consistente com as leis b�asicas; b) seja desenvolvido

um sentimento sobre o comportamento do modelo. No caso do modelo de Cattaneo para

condu�c~ao de calor concluimos que:

1) o modelo de Cattaneo apresentado na Se�c~ao 2 fornece, no caso de uma placa �nita,

solu�c~ao n~ao realista. Para chegarmos a esta conclus~ao foi fundamental a obten�c~ao

da solu�c~ao na forma anal��tica;
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2) para que o modelo de Cattaneo seja consistente, a equa�c~ao constitutiva para a energia

interna deve ser modi�cada.

Finalmente, vale ressaltar mais a importância:

(i) do arcabou�co de termomecâmica do cont��nuo com ferramenta para formula�c~ao do

modelo;

(i) da t�ecnica da transformada integral, em conjun�c~ao com oMathematica, para obten�c~ao

de solu�c~oes con��aveis, t~ao importantes para an�alise do modelo.
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