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EDITORIAL 

Both the Brazilian Congress of Engineering and Thermal Sciences, ENCIT, and the Latin 
American Congress of Heat and Mass Transfer, LATCYM, are the most important South 
American events in their field . For the first time these congresses are being held jointly, as a 
combined effort of both the Brazilian Society of Mechanical Sciences, ABCM, and the Latin 
American Center for Heat and Mass Transfer, CLATCAMA. The events are being sponsored 
by the Department of Mechanical Engineering of the Federal University of Santa Catarina. 

This edition of the ENCIT is in celebration of the tenth anniversary of the event. The first 
ENCIT was held in Rio de Janeiro in 1986 after the brazilian thermal science community 
decided that the Brazilian Congress of Mechanical Engineering, which was the main forum 
used so far, had become too large to allow a close interaction among the participants and to 
accommodate the large attendance. Following the ENCIT 86, carne ENCIT 88 held in Águas de 
Lindóia, SP, the ENCIT 90 in Itapema, SC, the ENCIT 92 held again in Rio de Janeiro, and the 
ENCIT 94 that took place at São Paulo and was organized by the Universidade de São Paulo, 
USP in conjunction with the Instituto de Pesquisas Tecnológicas do Estado de São Paulo, IPT. 
For ENCIT 96 it was decided that the original name of the Congress , Brazilian Thermal 
Science Meeting, was no longer reflecting the scope and the size of the event, and was altered to 
Brazilian Congress of Engineering and Thermal Sciences, keeping the acronym ENCIT. 

Traditionally, the LATCYM has been organized by the chemical engineering community, 
and the first event was held in La Plata, Argentina, in 1982. The second LATCYM was held in 
São Paulo, Brazil, in 1985. Mexico was the place for the third LATCYM that happened in 1988. 
The fourth and fifth LATCYM's were held in La Serena, Chile, in 1991, and Caracas, 
Venezuela, in 1994, r espectively. For this edition of the LATCYM, for the first time, the 
mechanical engineers were invited to sponsor the event. 

The result of this joint congress is represented by 331 accepted papers out of 408 submitted 
manuscripts. Sixty-six technical sessions were planned to accommodate the oral presentation 
of ali the papers, which covered a very large spectrum of topics concentrated in main areas of 
Chemical and Mechanical Engineering. The proceedings, with 1890 pages divided in three 
volumes , are an indication of the maturity and the levei of technical and scientific excellence 
acquired by the ENCIT and LATCYM series, and by the latin american community active on 
applied and fundamental aspects of heat and mass transfer, fluid mechanics and 
thermodynamics. The large size of this joint congress also indicates that it may be time for 
creating new conferences or workshops with narrowest scope. It is worth mentioning that, in 
addition to the large number of papers from research institutions of Latin America, there are 
several contributions from other countries, mainly Europe and North America. 
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A3Cfi1 TRANSFERENCIA DE CALOR EN EL HOMOGENEIZADO DE LA MIEL 

Carnero, M; Ducrós, E; Ferrari, M; Lema, A; Peiretti, A; Ziletti, M; Pramparo, M. 
Departamento de Tecnologia Química 

Universidad Nacional de Rio Cuarto 

SROO - Río Cuarto - Córdoba - !\rgentina 

RLSUMI:N 

f:·n d prese/lle trabaJO S<' obtil!lll! una correlación para e/ coefictellte de tr:wsferencia de calor en 1!/ 
lfomegl!lleizado di' la mid. h'n primer lugar se realizo 1111 anúlisis dimensional di! las ecuaciones df! 
transferencia di! mO\'Ímiento v energia que confomwn e! modelo de/ s1stema, para obtener las variables de 
las que depende e/ coeficiente peliwlar. En una segunda etapa se adoptá 1111 nu!todo para la determinación 
de/ co(:fic i ente de tramferencw de calor a partir de da tos experimenta/e.~ en 1111 recipiente de lwmegeneizado 
a escala piloto. 

INTR< >D! JC CION 

La mid es un alimento rü.:o en ai.úcares v conticne ademas. 

uu conjunto de oiros compucstos tales como vitaminas. 

ammoácidos. minerales. ohgoclementos. etc. I .a proporc1on de 

cstos componentes varia segun el origen de la miei. sicndo la 

Hora dei lugar de elaboración . uno de los factores mas 
importantes en la dcknninacwn de esta compos1ción 

Las diti.:rentcs compos1c1ones producen 1meles de d1stmto 

color. aroma \ sabor que en una planta de tratmmento industrial 

ocasiona la necesidad de tma homogenei1ación de las mismas. 

Esta homogencvación consiste en un mclclado lento durante el 

cual. para facilitar la operación se debc aportar calor lo que 

pcmute operar la nuel cn tm estado de Ouidez ade<.:uada La 

temperatura de traha.JO no dche ser mm alta (menos de 45"C) 

porque ocurrinan camhios Irrev.:rsJbles en algunos componentes 

dc la mieL produc1endosc un detenoro dc la calidad natural de la 

nus ma 

Ln esta opcra.:ión estan involucrados me<.:anismos de 

transkn:ncia de calor. mov1miento ' masa Fntrc las variahles 

involunadas en e! disei\o dei equipo esta e! cocfi<.:iente de 

transfi.:renúa de <.:alor por conveccion~ éste depende de tm grau 

número de parámetros nv.ón por la <.:na I es necesana su 

determmación específica para este tipo de geometria v para este 

lluido Con este obJdivo se constni\Ó tlll eqmpo 

homogenev .ador de miei de es<.:ala piloto que presenta similitud 

geometn<.:a con e! utili1ado a escala industnal: trabajándose con 

un tipo de miei de comportamiento ne\\1oniano \ en e! estado 

hqmdo. 

ANAL!SIS DIMENSIONAL 

!'ara ohtcncr w álcs son las \ariablcs de las que depende e! 

coeficiente pdicu! . .n de transkrencia de calor se hacc uso de una 

herranuenta matemática. e! análi sis dimensionaL apli<.:ada a las 

ectJacJones dc tr<:msteren<.:ia dc movunicnto ' cncrgia las cuales 

62.1 

confonnan c! modt:lo quc rcprescnta e! comportanucnto dei 

sistema. 

Se parte de la definición dei coeticiente dt: transfercncia de 

calor por wnvecc1ón para el sistema 

Q = lu\ ( r;,. - 1,,) (1) 

sicndo: 
T" ·temperatura de la miei en el seno dei tluido. fuera de la capa 

limite de transli.:renCJa . 

FI calor mtercambiado t:n la superfi<.:ie de la carrusa t:s 

De la igualacion de las ccua<.:ioncs ( I) ' (2 ) ' su 
adimensionaliz.ación queda. 

Nu= hD~l· =-( ~)f_(V*T*)I dA " 
k \ A . A , ,~, 

siendo, Nu Nitmero de Nusselt (se ha elegido wmo longitud 
caractenstim para este mm1ero, c! diametro dei agi tador. D M i ) . 

En la ecuacion anterior se cligen como variables 

adimensionalt:s: 

Para encontrar (V* T * l de la Eq . (1) se plantean las 
ecnaciones de variación: 

(V' v)= O Fc. de contimndad (4 ) 



r~-~ -- Vp+~V 1 \ +rg h: demmmiento t5) Dt 

DT , 
rCp -0t = kV T + ~<I> , b.: de energw ( (>) 

1\ continum.:ion -;e adJmensionalilan estas ccuac!Ones. Para 
!v cual -;c ddínen las sigtnentes vanahlcs adJmcnsionalcs 

\ 

, .• '" v.- \ * cc velocJdad athmens10nal 
V == N D \,, 

p ' 1!_~-J). 
p v · p* "' pres10n admwnsional 

t* ,_, N l t * == t u::mpo adímenswnal 

I n tem unos de estas vanahks las e~.:nacwnes de vanacwn 
-;()11 las sigmenles 

I -..r '-' ~ 1 ":::_ n 

l)y "" - _l___'Ç . ... - V'p 
--i)t-:- - Re 

I g 
t- ·----- ---

1 r g. , 

DI' I _. _ Br . 
--~---- V' r +--- -w 
DI" Rd'r R c l'r · 

'hmde 
p v' /D 

R e "'" numero de R e\ n old;, , . --··----' --~·1!.. 
Jl v I D~ ,, 

P v '/D , .. 
1-t "" 11nme1 o de houde = ------------~ 

P'iL 

_ )I ( \ fT) , .,i' 
!li o .. · numero de llnnkman =- --------,---.-----

[ . .( III -- 1,_ , )/D~. 

Cp . 11 
Pr =• m1mew de Prandtl ---· - --·

k 

(71 

18) 

(lJ) 

P0r resol\ll.:wn de estas e~.:ua~.:Jones se puedc obtener la 
distnhuuon de !'*' Je v*wm0 una tüm.:10n de\.* ,. 1* t*' 
de lo>- 1111111Cros adJmens10nales o parametros que mulllplil:an a 
cada uno de los tennmos de las ecuac10nes de variacwn 
adJmcnsJonaht.adas .'\\ evaluar las cond!C!Ones uucialcs v de 
horde no aparccen mm1eros ad!menslonales nuevos. solamento.: 
factores de túm1a De esta manem las d1stnhuc10nes de I* y v* 
seran 

T* f!Re.l'r.h.Hr.l·a<.:tores de h1rma ) (l ()) 

v* "' I(Rc Pr.fr.BrJ·adoresdetonna ) (11) 

AI realvar la mtegral de la I.q (3) previa diferencmcwn de 
r* apareceran los parametros ya encontrados en la J:·.q. ( J o) v 
los que provengan de los hmttes de integracton. que solo aportan 
factores de fonna. 

l· ste anahsis nos devei a que e! número adimensional Nu está 

correlacionado con: 

Nu= f (Rc.Pr.l·r.Br,Fadores de fonna) 

Para nuestro sistema los témlinos . de las Eqs (R) \ (9), 

( 
I g ) ( Br . ) --;--·-_ · ' _--<1>, _ .. son despreciablcs. FI primero porque no 

h g, . · RePr 

se fom1an vórtices es decir. la superlic1e dei 11uído es plana lo 

que unplica que los etectos de la gravedad son dcsprecJables. ' 
e! segundo porque los efccto5 de la d1sípacíon v1scosa no son 
considerables. 

Dehído a la smlihtud geometríca con los eqmpos ulíluados a 
escala industnal paia esta m1sma operaw1n dichos factores de 
lonna no apareceu en la corrclacion tina! FI eqmpo ulíht.ado es 
de tonna rectangular con eJe hontontal e! que contiene dos 
paletas inclinadas ' fondo semJCt!mdnco IJn esquema dei 
mismo -;e pn::senta en la Fig. I \ hg 2 

Los factores de lonna ' sus valores para c! equipo de pmeha 
fitcron los siguíentes: 

I/I> A(; =(40/ !9) . 11/DA_, =(20/ Jll) !3/D.,,; =(19.5/ 19) 

(;) 
- - ~-------, ·'' r===-:.==r--- L_~· 

i l 

[] i ~-~ ) n 

~'[---- -----t*r-T-::r.~-V:J----L ___ _l_iJ: __ _j 

( .JitntJd,-, , BtHl" bJ. ! l • 'lll tL~•~:I ~ 1/',lt!:l/ 

l1gnra I 

~- - - j _ -- ·- .. -<I f-fc;-·------- -----Íi 
li li 

''-+·, + !I lt ---- --li 
I li i i 

~- --~- --==---rD 

:r·~=~==--1 ~ , I 
I I 

I I 

"Lt~-r) 
~-

Vntalato·u/ ~ ·nta I ronlal 

l·tgura 2 

Respecto a las Glrach!nshcas dei agtladot se disdio de 
modo que efectúe un me1clado um forme v que litmtc la cantidad 
de airc que se mcorpora. Luego la correlación sera 

Nu= k(Rc)'(pr)h ( 12) 

Ln cl desarrollo antcnor se ha supuesto que las propiedades 
tisicas de la mtcl son constante~ con la temperatura . va que sus 
camhtos son despre.:iahles: sín embargo la VJscosídad de la n11el 
presenta una fuerte variac1on durante e! transcurso de la 
homogeneinKíon. la que se tendrá en wenta incluyendo el gmpo 

(fliflw), s1endo ~.tia viscostdad para uu cierto valor medio l de 
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la temperatura global dei fluido Y J..lw la viscosidad a la 

temperatura de la pared interior en contacto con la miei. 
Luego la Eq. ( 12) queda 

( 13) 

Los valores de K, a. h v c fueron determinados a partir de los 
valores de Nu ohtenidos experimentalmente . 

PARTE EXPERIMENTAI. 

Descripción dei Método. Para arribar a una correlación dcl 
coeficiente de transferencia de calor para la miei en fw1ción dei 
número de Re)11oids. e! nÚlllero de Prandtl y J..L/J..lw , tal como se 
propone en la Eq. ( 13 ). se utilizó e! siguiente procedimiento: 
i. Se realizó un balance de energía en el equipo utilizado en las 

expenenc1as. 

ii. Se obtuvo una expresión que involucra e! coeficiente global 
de transferencia de calor U, en tlmción de magnitudes 
conocidas (propiedades fisicas , características geométricas 
dei equipo, etc.) y en función de magnitudes determinadas 
experimentalmente (temperaturas a diferentes tiempos). 

iii. Se determinó e! coeficiente pelicular de transferencia de 
calor para la miei hM. para diferentes números de Re)nolds, 

Prandtl. y J..L/J..lw, asumiendo que el coeficiente pelicular 
para e! agua , ho . responde a alguna correlación conocida. 

h·. Se ajustaron los datos obtenidos de hM en fw1ción de los 

nÚllleros adimensionales , utilizando un sotlware adecuado. 

Balance de Energia. E! equipo utilizado en Ias experiencias 
es un tanque mezclador equipado con una camisa por donde 
circula e! fluido de intercambio. La miei es calentada desde tma 
temperatura inicial ~V! o, mediante agua en la chaqueta . que 

ingresa a la misma a una temperatura TAl aproximadamente 

constante. 
En e! siguiente análisis se supone mezcla perfecta tanto 

dentro dei recipiente como en la camisa, y que la velocidad de 
tlujo dei agua de intercambio es constante. Los balances de 
energía para e! recipiente y la camisa son los siguientes: 

( 14) 

E! ténnino Q incluye la energia cinética transterida ai fluido 
dei recipiente por e! impulsor y las pérdidas~ en este caso 
particular se considera despreciable frente ai termino de 
transferencia globaL 

Estas ecuaciones pueden reescribirse de la siguiente forma: 

dT 
_A =A [1 (t)-T (t)]-<t> [1 (t)-T] 

FA \1 A A A · AI 

dt 

Las condiciones iniciales en t=O son: 

T,(t) = T"" 
T, ( t) = T,

0 

( 16) 

(17) 
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Las Eqs. ( 16) y ( 17) jtmto con las condiciones iniciales son 
resucltas utilizando c! método de los vectores y valores propios 
para la resolución de sistemas de ODEs Como resultado se 
obtiene la siguiente ecuación: 

siendo: 

UA 
J3'~ = C' V 

PM PM M 

Cálculo dei Coeficiente. Para detemlinar el coeficiente U se 
debe resolver la Eq. ( 18); en la que e! área de transferencia de 
calor. e! volumen dei recipiente mezclador y de la chaqueta son 
conocidos. Las temperaturas en la chaqueta y e1 recipiente para 
diferentes tiempos se obtienen a partir de las experíencias. Las 
propiedades fisicas son evaluadas a diferentes temperaturas, 
utilizando las siguientes correlaciones. ( Gekas, 1992) 

• Densidad de la mie! 

rM = I495.086-0,257 T-6.386910 412 

[rM] = Kg./m
3 

[T] =°C 

• ( 'apacidad calorífica de la mie!. 

CPM = 1999+1,06066 T-3.955810 3 T2 

[C PM ] = J /Kg. o C 

[T] =°C 

• Conductividad calorífica de la miei. 

KM= 0.2642 + 1.449 10 3 T 

[KM]= Wjm°C 
[T] =°C 

( 19) 

(20) 

(21) 



• T"iscosidad de la mie!. 
La detenninacion de la misma se realizo experimentalmente 

a partir de tm total de 169 datos de viscosidades que se ajustaron 
mediante la siguiente ecuacion 

J..lM = AeBJT 

[J..lM] = centipoise 

[T)= K 
los valores estimados para los parámetros 1\. y B son: 

A= 5, 7620656 lO 11 centipoise 

B = 9679.12 K 

• l "i.scosidad dei agua. 

J..lA = 2.64832 ](} I e l"'l" «'fT 

[J..lM] = ccntipoisc 

(T]= K 

(22) 

(23) 

Los témünos de la__f;q ( 18) BA. ~1M. Â. 1• 1,2 .c1 y C2 son 

limciones de U, por lo tant~ dicha ecuación debc ser resuelta 
usando un esquema numérico de tipo iterativo. En este caso se 
utilizo e1 método de la biseccion. 1\. continuacion se muestra w1 
diagrama de 11ujo dei procedimiento seguido para e! cálculo 

Datos en archivo de ENTRADA 

Cálculo de propiedades 

CP,K,IJ., p 

Deterrninación de Re, Pr, Nu 

Expcriem;ias. 

a) Características dei cquipamiento utilit.ado. (Fig. I y Fig. 2) 
/\ un equipo de ag1tacion de escala piloto de un volwnen de 
0.0135 m3 st: I e diseno v constmvo un sistema caletàctor 
consistente en una camisa d~ un volumcn de 0.014 m3 

\" Wl área 
Jç transferencia de calor de O,(l26 m2 por donde circula agua 
como t1uido de intercambio 

E1 calor es suministrado a estl! fluido mediante una 
resistenc1a eléctrica d1spuesta en c! recipiente T 1 . que esta 

equipado con un controlador . de manera de asegurar una 
temperatura de ingreso a la camisa aproximadamente constante. 

Se realizó además la selección ~· construcción dei impulsor 
para e! tanque mezclador (T2) el cual consiste en dos paletas 
inclinadas montadas sobre un eJe horizontal , con un 
D Ali = O, 19 m . La velocidad .de agitación se puede variar 

utilizando un sistema de polcas. 
Para la medición de la temperatura dei agua de intercan1bio 

se instalaron tennocuplas en las tuberías de entrada y de salida 
de la camisa , como se muestra en e! diagrama de llujo de la 
Fig. I. En e! recipiente mezclador se dispusieron termocuplas en 
la pared dei mismo v en el seno dei fluido para obtener 
mediciones de Tw y T'-'~ respectivamente. 

b) Datos obtenidos. 
Se realizaron tres corridas identificadas como e:xperiencias 

I. 2 y 3. con velocidad dei impulsor de 50 rp m , 39 rp.m. y 31 
r.p.m. respectivamente. En todos los casos , se comenzó con la 
miei en estado líquido a las temperaturas iniciales. Las l<!cturas 
de las temperaturas se tomaron a intervalos de 3 min. 
aproximadamente; en los gráficos siguicntes se muestran los 
resultados obtenidos: 
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A partir de estos datos, se calculan los valores dei 
coeficiente pelicular para la miei , hM, suponiendo que para cl 

lado de la camisa puede utilizarse la siguiente correlación 
(Rase, 1977) 

h D , (D l 0
''(B+2e \"" 

_A_• =L02Re
04 

Pr
0 'l-') l---j 

K L L 
(24) 

siendo, e: espesor de la camisa 
Para e! tipo de camisa disefiada para e! equipo de prueba e! 

diámetro equivalente viene dado por: 

RESULTADOS. 

Los datos anteriores fueron ajustados linealizando la 
relación: 

• b ( ) ' Nu= kRe Pr '11/'tlw 

es decir se realizó 1ma regn:sión lineal múltiple, utilizando el 
software ORIGIN , sobre: 

Ln Nu= Lnk+aLnRe+ bLnPr+cLn('tl/'tlw) (25) 

Las estimaciont:~ para los parámetros tueron: 

k = 0.00899 
a= 0.85605 
b = 0,58523 
c= 1. 75405 
R2= 0,52015 
SD=OAJ16 

CONCLUSlONES 

De un análisis adimensional de las ecuaciones de 
transferencia de cantidad de movimiento y energia que 
representan al comportamicnto dcl sistema se deduce que el Nu 
para un sistema geométricamente semejante al estudiado viene 
dado por la siguientc cxpresión: 



O 8._ O '\8 ( ) I 
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Nu= 0 ,00899 Re · Pr · ll/llw 

Los valores obtenidos de a y de b se encuentran dentro dei 
rango de los dados por la bibliogratla (Uhl, I 986) para 
mezclados con caletàcción en equipos convencionales. El valor c 
es relativamente mayor , resultado causado probablemente por la 
alta viscosidad dd tluido estudiado. 

NOMENCLA TIJRA 

A[m2
] 

Br 
Cp (J/kg.KJ 
DAo [m) 
F, 
g [rnls2

] 

h [W/m2 K] 
k [W/m.K) 
N[rps] 
Nu 
Po [Pa] 
P [Pa) 
QA [nàs] 
R2 
R e 
SD 
t[s) 
T[KJ 
U [W/m2 K] 
V[m3

] 

v [rnls] 
x, y. z 
p [kg/m3

] 

1J. [kg/m.sj 
ct>A [1/sj 

ct>, 
\1 

Area de transfercncia de calor 
K:'unero de Brikman 
Capacidad calorífica 
Diámctro dei agitador 
Número de Froude 
Gravedad 

Coeficiente pelicular de transferencia de calor 
Conductividad térmica 
Velocidad de rotación dei agitador 
Número de Nusselt 
Presión de referencia 
Presión 
Flujo volumétrico 
Coeficiente de determinación 
Número de Re)nolds 
Desviación estándart 
Tiempo 
Temperatura 
Coeficiente global de transferecia de calor 
Voltunen 
Vclocidad 
Coordenadas espacialcs 
Densidad 
Viscosidad 
Inversa dei tiempo de residencia dei !1uido de la 

chaqueta 
Función de disipasión viscosa 

Operador nabla 

• Subíndices: 

TVI miei 
A agua 
w pared 

mgreso 
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ABSTRACT 

ln this paper a correlation for heat transfer coefficient was 

obtained for the operation of treating honev to be homogeneous. 

Initially, a dimensional analysis of movemcnt and energy 

transfer equations was made. These equations constitute a model 

which allow to get lhe variables on \Vhich heat transfer film 

coetlicient depends. 

Then, an experimental method was designed at a pilot scale 

to mesure involved variables. Therefore experimental data were 

fitted to obtain the correlation searched. 
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SIMULACION DE PERDIDAS DE NUTRIENTES DURANTE EL SECADO 
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Clara O. Rovedo & Pascoal E. Viollaz 
Departamento de Industrias 

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales 
Universidad de Buenos Aires 

1428- Buenos Aires- Argentina 

SUMMARY 

La retención de nutrientes durante el proceso de secado en corriente de aire se analiza 
utilizando un modelo para sólidos que sufren encogimiento. Se integran numéricamente las 
ecuaciones de balance de masa y energía, con condiciones de contorno convectivas, para distintas 
temperaturas de secado. Se presentan los resultados calculando las pérdidas en función de/ tiempo, 
para distintas energías de activación, valores iniciales de la humedad y humedad dei aire, tomando 
los datas termofisicos y termodinámicos.de la papa. 

lNTRODUCClON 

Es un hecho bien conocido que durante el procesado 
de alimentos se producen transtormaciones que alteran la 
calidad dei producto. Un proceso muy utilizado en la industria 
de alimentos es el secado en corriente de aire . el cual tiene 
por objeto disminuir la actividad de agua dei ali.mento a los 
etectos de otorgarle estabilidad ai producto. Durante dicho 
proceso pueden producirse reacciones de deterioro. tales como 
las de browning y de pérdida de nutrientes. Este es un 
problema importante. dado que cada vez se insiste más •·n los 
aspectos nutricionalcs de los alimentos. Es decir. un alimento 
no solo debe ser estable. sino que debe mantener sus 
cualidades nutricionales y organolépticas lo mas parecidas a los 
alimentos rrescos. Además. se pretiere no realizar el agregado 
de vitaminas o nutrientes sintéticos. La pérdida de nutrientes 
durante e l secado de alimentos ha sido estudiada por 
difere~~--- autores. entre ellos. M. Mishkin et ai. ( 1984). B. 
Shakya et ai. (1986). J. Banga and R.P.Singh (1994). Otros 
autores tales como Y .Sakai et ai. ( 1987). han estudiado la 
cinética de degradación de ácido ascórbico en presencia de 
oxigeno. 

En este trabajo se realizará la prcdicción de la pérdida de 
un nutriente. que sigue una cinética de primer orden. con una 
constante de velocidad que no depende dei eontenido de agua. 
Para e llo se utilizarán las ccuaciones diterer.ciales que 
describen el proceso de secado de un sólido que sufre 
encogimiento. Se tendrá en cuenta que la temperatura es 
variable a lo largo dei proceso. y se usarán condiciones de 
contorno convectivas. La resolución se hará en forma 
numérica. 

MODELADO DEL PROCESO 

Las ecuaciones básicas que gobiernan la transterencia de 
calor y masa durante el secado de un só lido que sutre 
cncogimiento. han sido reportadas rccientemente por Rovedo et 
ai. ( 1995). Por razones de claridad se presentan a 
continuación las ecuaciones utilizadas. 

La ecuación de balance de materia para ditusión 
unidireccional y encogimiento tridimensional. es la 
siguiente: 
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àul = [A(t)1
2 
~~ rl + Psu~-

2 

8u _ z d(A(t) I A0 ) à ul 
àt z I A 0 ~Z, Dz Pw i)z A( t) dt àz t 

. . . Ao 

(I) 

donde D es el coeficiente de difusión. ~o es el semiespesor 
seco inicial de la placa, p, es la densidad esqueletal dei 
sólido y A(t) representa la variación dei área lateral 
debido ai encogimiento. Para obtener la ecuación (I). se 
ha utilizado la transtormación de Landau para tijar los 
límites de integración. Ello es necesario dado que ai 
producirse encogimiento durante cl secado. el problema 
original es de trontera móvil (problema de Stet[m) . 

El balance de calor es: 

-
(Cp, + ~Cpw) dT = hA(t) (T, - T) +À~ 

· dt m, dt 
(2) 

En esta expresión. h es el coeficiente de transferencia de 
calor y À es el calor de vaporización. el cual varia con la 
temperatura según una expresión presentada por Treybal 
( 1980) (ver Tabla 1 ). 

Las condiciones iniciales y de contorno de las 
ccuaciones (I) y (2). son: 

t =O U = U0 T =To (3) 

t > O y z=l: 

_ Dp~ au kg( Pv; - P v"' ) 

~ nPs àL Pbml 
(4) 

t >o v z =o: au;az o (5) 

donde ~m es cl semiespesor seco de la placa y ps es la masa 
de sólido por unidad de volumen total de la placa. El 
coeficiente de transferencia de masa. kg . se calculó a partir 
de la re lación que lo vincula con el coeficiente de 
transte rencia de calor (Rovedo. 1994) (ver Tabla I). 

I ,a integración numérica de la~ ccuaciones (I) y (2). 
permite realizar la predicción de la evolución de la 



temperatura y la humedad dei sólido en ti.mción dei tiempo. 
El modelo basado en las ecuaciones recién descriptas. fue 

utilizado para predecir las pérdidas de nutrientes durante el 
secado de placas de papa. Las propiedades tisicas utilizadas 
durante la simulación se présentan en la Tabla I. . 

Tabla I - Propiedades tisicas utilizadas durante la 
simulación de secado de placas de papa. 

ln Pvlrv. = [(405.7)"1- T"1J (551.7- Ui)
11057 

ln (pv• II.Q1325xl05
) = 70.4347- 7362.69/T + 

+ 0.006952 T - 9 ln T 

kg /h= 6.44x I 0-9 

Dlm2/s]= 3.447xl0.7 exp(-20900/RT) 

A(t)/ ~ = 0.62 + (I - 0.62) exp (-0.00024 t) 

(#) 

(::o) 

(*) 

(O) 

(j) 

À(T) [kJ/kg] = 2495.5 + 1881 (Too -273) - 4180 (T-273) (*) 

Cp, = I .254 kJ/kg oc ( •) 

h = 71.5616 W/ m oc (/) 

Ps = 1600 kg/ m3 (/) 

(#) Aguerre et ai. ( 1986) 
("') Prausnitzet a i. (1967) 
( *) Treybal ( 1980) 
(O) Arrhenius equation 
(/) Rovedo ( 1994) 
(•) Wang and Brennan (1993) 

La sim ulación de la pérdida de nutrientes. suponiendo una 
cinética de degradación de primer orden, fue implementada 
utili7.ando la siguiente ecuación : 

dxA /dt = k (I - XA ) (6) 

siendo XA = (NA0
- NA) I NA0

, la conversión dei nutriente. La 
constante de velocidad de reacción. k, varía con la 
temperatura según la expresión de Arrhenius: 

k = ko exp (-E, I RT) (7) 

donde ko es el preexponencial independiente de la temperatura 
y E, es la energia de activación. 

Las ecuaciones (I) - ( 6) lueron resueltas numéricamente. 
integrando la ecuación (I) por diferencias finitas. 
Simultáneamente, la eeuación (2) fue integrada por un 
método de Runge-Kutta de segundo orden y la ecuación ( 6) 
por diferencias finitas usando un método de Runge Kutta de 
primer orden. Dado que se utilizó una isoterma no lineal, fue 
necesario realizar un proceso iterativo ai utilizar la condición 
de contorno ( 4 ). 

RESULTADOS Y DISCUSION 

Los resultados obtenidos para una reacción de primer 
orden independiente de la concentración, se presentan en la 
Figura (I), donde se representa en ordenadas la conversión 
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XA. (o sea. el porcentaje de nutrientes destruido). versus el 
tiempo. para una energia de activación de la reacción de 
degradación de 25 Kcal!mol. Las condiciones dei aire de 
secado tueron: 60°C y 4.5% de humedad relativa. 

0.8 . 
~ ·c 
~ 0.6 .. ., 
o 
o 
·~ 0.4 

> g 
0.2 ! 

10 

20 •o 60 80 100 120 140 160 

tiempo (min) 

Figura I - lntluencia dei preexponencial en la fracción de 
nutrientes destruido. 

Las curvas A. B. y C corresponden a valores crecientes dei 
preexponencial de la reacción de deterioro: ko1 = 0.5 x 
10 14 • koz =I x 10 14 y koJ = 2 x 10 14 (en seg -I ), para el 
mismo sistema en estudio. Como se puede observar en la 
Figura I. se obtuvieron curvas de forma sigmoidea 
características de las reaccioncs de primcr orden. 

Con el objeto de obtener curvas independientes dei 
valor dei preexponencial ko. se reescribió la ecuacion (6) de 
la siguiente fl.)fma: 

dln(y) = - ko .exp ( -Ea I RT) dt (R) 

donde la variable '"y'" representa a la diferencia (1-xA), es 
decir la rracción de nutrientes no destruídos. 

Así. si se comparan las fi-acciones no destrui das "y 1" e 
"yz" de dos expresiones cinéticas con igual energia de 
activación pero con distinto ko . para un dado proceso de 
secado. se pueden plantear dos ecuaciones semejantcs a la 
(8): 

d ln(y1 ) =- ko1 .exp (-E, I RT) dt (9) 

d ln(yz) =- koz .exp (-E, I RT) dt (I O) 

Finalmente. efectuando el cociente de las expresiones (9) y 
(I O) y reordenando. se obtienc: 

(lny1)/ko1 = (lnyz) / koz (li) 

Según la ecuación (li). el logaritmo de la rracción no 
destruída dividido por ko. es independiente dei valor de ko . 
De esta manera. si se gratican las curvas A. B y C en 
términos de - (ln y) I ko en función dei tiempo. se obtiene 
una única curva. tal como se puede observar en la Figura I 
(curva D). 

En la Figura 2, se representan los valores de- (ln y) I ko 
versus tiempo. para el secado de placas a tres temperaturas 
distintas dei aire: 40°. 50° y 60°C. suponiendo una energia 
de activación para la reacción de deterioro de 25 Kcal!mol. 
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Figura 2 - Curvas de - ( log y) I ko y de contenido de 
humedad. durante el secado con aire de 40°. soo and 60°C. 
Energia de activaeión para la reacción de deterioro: 25 
Kcal!mol. 

Durante la símulación dei proceso de secado. se ha 
supuesto tamhién un bajo valor de la humedad relativa dei airc 
(4.S %). Se puede observar en dicha figura un marcado 
aumento de la pérdida de nutrientes a medida que transcurre 
el tiempo. Además. se observa un gran incremento de las 
pérdidas a medida que se aumenta la temperatura dei aire de 
secado. lo cual es de esperar. pucs la energia de activaciÓn 
para el coeficiente de difusión que se encontró para cl 
proceso de secado era de S Kcal lmol. valor muy interior a 
las 2S Kcal!mol supuestas para la reacción de deterioro. Esto 
da como resu ltado un aumento mueho mayor de las reacciones 
de deterioro. en comparación con d aumento de la velocidad de 
secado. 

A los efectos de poder realii'ar las comparaciones para 
iguales valores de la humedad dei só lido. se representaron en 
el mismo grático las curvas de humedad dei sóli do versus 
ti empo. para las tres temperaturas dei aire de secado. Se 
puede observar un incremento en las pérdidas de nutrientes a 
medida que aumenta la temperatura dei ai re de secado, para 
iguales valores de humedad residuaL 
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Figura 3 - Curvas de - ( log y) I ko y de humedad media. 
durante el secado con aire a 40°. S0° y 60°C. Energia de 
activación para la reacción de deterioro: 35 Kcal lmoL 
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El eJecto de la energia de activación de la reacción de 
deterioro se puede observar comparando la Figura (2) con la 
Figura (3). obtenida con una energia de acti vación de 35 
Kcal!mol. En dicha tigura se han representado también las 
curvas de cinética de secado. Se puede observar nuevam~1.,c 

un incremento en las pÚdidas de nutrientes a medida 
que aumenta la temperatura dei aire de secado. para 
iguales valores de la humedad residuaL Comparando ambas 
figuras. se observa que. para una dada temperatura de 
secado. la pérdida de nutri entes es menor ai disminuir la 
energia de activación de la reacción de deterioro. 

En la figura (4) se han representado los valores obtenidos 
de la simulación dei proceso de secado. usando una energia 
de activación para la reacción de deterioro de 2S Kcal!moL 
para tres temperaturas distinta~ dei aire de secado 40°, soo y 
60 °C. pero utilizando en este caso aire de alta humedad 
relativa (30%). 
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Figura 4 - Curvas de - (log y) I ko y contenido de humedad. 
durante cl secado con aire de alta humcdad relativa (30%). 
Energia de activación para la rcacción de deterioro: 2S 
KcallmoL 

Si se comparan los valores de fracción de deterioro 
para un dado tiempo con los que aparecen en la Figura (I) 
se ve que son muy semejantes. Pero, si se hace la 
comparación para iguales valores de la humedad residual en 
cl sólido. se puede ver que las pérdidas usando aire con 
alta humedad relativa son mayorcs. debido a que se 
tiencn menores velocidades de secado. y por consiguiente 
mayores tiempos de secado para llegar a un dado valor de la 
humedad tina! dei sólido. 

Por último se anali zó el etecto de la humedad inicial dei 
só I ido en la fracción de nutrientes retcnidos. En la Figura 
(5) se prescntan los resu ltados obtenidos por simulación 
utilizando placas de papa de dos contenidos iniciales de 
humedad diferentes. pero con un mismo valor dei espcsor 
iniciaL 
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Figura 5 - Curvas de - (log y) I ko y contenido de humedad 
para dos placas de diferente contenido de humedad inicial. 

Nuevamente, se representan los valores de - (log y) I ko junto 
oon las correspondientes curvas de cinética de secado. Se 
puede observar que las pérdidas de nutrientes. para un dado 
valor de humedad linal, son mayores para el caso de una menor 
humedad inicial. La razon de este comportamiento es que las 
placas con un menor contenido de humcdad inicial evolucionan 
más rápidamente hacia la temperatura dei aire de secado. En 
dichas muestras, la velocidad de secado es menor. debido a su 
mayor espesor seco. dado que la comparación se hace entre 
placas de igual espcsor inicial. 

CONCLUSIONES 

Los resultados obtenidos durante la simulación de pérdida 
Jc nutrientes, se pueden representar mediante curvas 
independientes dei valor dei preexponencial utilizado para la 
predicción. Dichos resultados indican un marcado aumento de 
las pérdidas de nutrientes a medida que transcurrc el tiempo, 
debido ai aumento de la temperatura de la mucstra. Adcmás 
para iguales valores de la humedad residual dei sólido. se 
encontró un incremento en la pérdida de nutrientes ai aumentar 
la temperatura dei aire de secado y la humedad relativa dei 
mismo, como asi también ai utilizar placas de menor contcnido 
de humedad inicial. La resolución numérica se realizó para 
cinéticas de primer orden, pero puedc hacerse sin diticultades 
para otros órdenes de reacción. Los resultados pueden ser de 
intcrés además para el estudio de otras reacciones de deterioro, 
tales como las de browning. 

NOMENCLATURA 

A(t) : área lateral de la muestra en funcion dei tiempo, 
mz 

A0 : área lateral inicial de la muestra, m2 

Cp,: calor específico dei sólido seco, J/(kg 0 C) 
Cpw : calor específico dei agua , J/(kg "C) 
D : coeficiente de difusión, m2/s 
E. : Energía de activación de la reacción de deterioro, 

J/mol 
h : coeficiente pelicular de transferencia de calor, 

J/(s.m2 .o C) 
k : constante cinética de la reacción de deterioro, s· 1 

k0 : preexponencial de la reacción de deterioro, s· 1 

k8 : coeficiente pelicular de transferencia de masa, kg de 
agua!(m 2.Pa.s) 
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ms: masa seca de la muestra, kg 
Pvi : presión de vapor de agua de equilíbrio en la 

intertàse dei sólido, Pa 
Pvoo : presión de vapor de agua en el seno dei aire, Pa 
Pbml : presión de inerte media logarítmica, entre el seno 

dei gas y la interfase, Pa 
R : constante de los gases, J/(mol K) 
T :temperatura de la muestra, °C 
To :temperatura inicial de la muestra, oc 
T"' : temperatura dei seno dei a ire, °C 
t: tiempo, s 
u : humedad de la muestra, en base seca, kg/kg 
ü : humedad media de la muestra, en base seca, kg/kg 
ui : humedad de la interfase dei sólido, base seca, kg/kg 
U0 ; humedad inicial de la muestra, base seca. kg/kg 
x, : conversión de la reacción de deterioro 
z : coordenada adimensional medida a partir dei centro 

de la lám i na, z = t,/1;111 

Z : variable definida en ec. (7) 

Letras griegas: 

A : calor latente de vaporización, J/kg 
p8 : concentración de sólido seco por unidad de 

volumen, kglm' 
Ç: semiespesor seco instantáneo de la placa, m 
/;111 : semiespesor seco máximo instantáneo de la placa, 

m 
Ç0 : semiespesor seco inicial de la placa, m 
Ps : densidad esqueletal dei sólido totalmente seco, 

kg/m' 
Pw : densidad dei agua, kg/m 3 
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SUMMARY 

Nutrient loss during the air drying process is analyzed using a 
model for shrinking solids. Mass and energy balance equations 
are integrated numerically, using convective boundary 
conditions, for different drying temperatures. Nutrient loss was 
determined, as a function of time. for different values of 
activation energy, initial moisture content and relative 
humidity of the air, using the thermophysical and 
thermodynamical data for potato drying. 
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EXTRACCION DE ACEITE DE GIRASOL USANDO C02 SUPER CRITICO 
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Oil extraction from sunflower seeds using supercritical carbon dioxide (SC-C02) was tested in a lahoratory 
scale. The influence of difTerent parameters and oilseed pretreatment on mass transfer kinetics was analized. 
Best results were obtained with flaked seeds working at 70 MPa and 80 °C during the extraction. Solubilities 
have bcen calculated from linear portions of extraction curves. Differences on operating paramcters influence 
on extraction kinetics were observed with hulled and undehulled seeds. A model to fit experimental data was 
formulated. It takes into account mass transferresistancc in both, solvent and solid phase. 

INTRODUCCION 

E! uso dei dióxido de carbono como solvente para la 
extracción de sustancias naturales ha sido motivo de numerosos 
estudios durante las últimas dos décadas (King & Bott, 1993; 
Brunner, 1994 ), en particular debido al carácter inocuo dei C02 
y la facilidad con la cual se lo puede separar de los productos 
obtenidos. Se presenta como una alternativa ai hexano, solvente 
orgánico universalmente utilizado en la obtención de aceites 
vegetales, e! cual posee cierta toxicidad y problemas de 
explosividad. Esto ha motivado el desarrollo de frecuentes 
estudios relativos ai comportarniento dei C~ utilizado como 
solvente para la extracción de aceites de origen vegetal (ver 
Brunner, 1994; Stahl et ai., 1984), tratando de valorar las 
ventajas y desventajas de su uso. 

Dentro de las primeras se destaca la facilidad con la que e! 
C02 es separado tanto dei aceite como de la hari.na una vez que 
éste ha sido extraído; las etapas de destilación y 
desolventización dei proceso convencional aplicado actualmente 
en la industria son reemplazados por etapas de descompresión 
permitiendo ai co2 recuperar su estado gaseoso y dejar 
rapidamente ai líquido y sólido. Se han observado además, 
mejoras en la calidad dei aceite extraído, especialmente en lo 
referido a la disrninución en el contenido de fosfátidos, lo cual 
favorece e! posterior reftnarniento (Friederich & List, 1982 ). 
Por el contrario, la extracción de aceites vegetales con C02 
requiere utilizar presiones elevadas para obtener valores 
adecuados de solubilidad. Resultados obtenidos con aceite de 
soja (Quirin, 1982) muestran que a 70 MPa y 80°C, la 
solubilidad alcanza el valor de 0.08. El empleo de altas 
presiones exige el uso de equiparniento de alto costo, los 
requerimientos energéticos son mas altos respecto de la 
extracción convencional (Eggers y Sievers, 1989) y dificulta e! 
procesarniento continuo de semillas. Este último aspecto aún no 
ha podido ser resuelto (Eggers, 1981 ). 

Fava ti et aL ( 1994) han estudiado la extracción de aceite de 
girasol. Sus resultados arrojan valores de solubilidad y cinéticas 
de extracción considerablemente mas altos que los obtenidos 
para e! caso de otras sernillas [Quirin, 1982; Stahl et al. , 1980}). 

Por otro lado, diferentes modelos matemáticos han sido 
propuestos para tratar de representar e! proceso de extracción a 
partir de semillas vegetales [Sovova, 1994; Catchpole et 
ai. , I 994; Goto et ai. , 1994; Brunner, 1994; Lee et aL , 1 986]. 
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Dichos Ínodelos son construídos a partir de las ecuaciones de 
balance de masa para cada una de las fases que participan dei 
proceso y difieren fundamentalmente en la forma de evaluar e! 
flujo de soluto, aceite en este caso, que deja la partícula sólida 
hacia la fase fluída. 

En e! presente trabajo se presentan resultados 
experimentales obtenidos durante la extracción de aceite de 
girasol utilizando C02 en condiciones supercriticas. Se estudia el 
efecto de la presión y temperatura sobre e! proceso de extracción 
en muestras de sernillas sometidas a diferentes pre-tratamientos. 
Se calculan valores de solubilidad dei aceite obtenidos a partir 
de las curvas de extracción. 

Se presenta además, un modelo matemático que permite 
seguir e! proceso de extracción a partir dei planteo y solución de 
las ecuaciones de balance de masa para cada una de las fases 
involucradas. 

TRANSFERENCIA DE MASA 

Materiales y métodos 

Las experiencias tendientes a determinar la influencia de la 
presión, temperatura y pre-tratamiento sobre la cinética de 
transferencia de masa durante la ex1racción se llevaron a cabo en 
las instalaciones existentes en la Technische Universitat 
Harburg-Hamburg. E! equipamiento utilizado en la experiencia 
se indica csquemáticamcnte en la Figma I. 

La metodologia empleada en cada ensayo es la que se 
dcscribe a continuación: 

La muestra sólida a extraer se coloca en una canasta dentro 
dei extractor (E I ). 
El C02 se introduce ai extractor mediante la bomba PI, 
previo paso a través e! intereambiador de calor H! para 
llevar e! solvente a la temperatma de extracción. 
Una vez alcanzada Ia presión de extracción, la válvula V3 se 
abre en forma manual hasta que la presión cn todo e! sistema 
alcanza e! valor de régirnen. Luego e! sistema es controlado 
automáticamente. 
El C~ cone! aceite disuelto, proveniente dei extractor, pasa 
a través de la válvula VA con e! fin de reducir su prcsión a 



la dei separador (S2). Este proceso de descompresión brusca 
requiere de un aporte de energia para mantener la 
temperatura dei fluido en el valor seleccionado para el 
separador S2. Ello se hace mediante el intercambiador de 
calorH2. 
Las condiciones de presión y temperatura establecidas en el 
separador S2 aseguran que la solubilidad del aceite en el 
C02 es despreciable. Por tal motivo, el aceite arrastrado por 
el solvente precipita y se recoge a intervalos regulares de 
tiempo, en el fondo de S2. 
El C02 , libre de aceite, abandona el separador por la parte 
superior y se introduce nuevamente al extractor a través de 
la bomua PI. El flujo de CÜ2 se determina con el medidor de 
flujo másico acumulativo FI. 
AI finalizar la experiencia, la bomba se detiene, la presión 
en el sistema se alivia totalmente y la muestra se extrae dei 
extractor. 

Todas las temperaturas, presiones y flujos se registraron en 
una PC conectada ai sistema. 

EI 

·-tx~r 
VI 

(Ti} 

•.' ') 
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J CO 2 

I 

' FI~) 
• . ...__, 

~~t= 

(.T,) PI 

Y~ - ~ I 
Figura I: Esquema dei equipamiento utilizado 

Las condiciones generales mantenidas durante las 
experiencias son: 

Fujo C02 : 6 - 7 Kg I h 
Presión en el extractor : 50 y 70 MPa 
Temperatura en el extractor: 60 y 80 °C 
Presión en el separador : 6.5 - 7.0 MPa 
Temperatura en e! separador : 60 - 70 o c 
Volumen dei extractor: 1.3 1 
Vol. real de extracción : 0.2 I 

Las muestras a extraer, se obtuvieron a partir de semillas de 
girasol sometidas a distintos pre-tratamientos, los cuales se 
indican a continuación: 

a) Descascarado y laminado (DHF) 
b) Descascarado y molido (DHM) 
c) Con cáscara y molido (UDHM) 
d) Con cáscara, prensado y luego mo lido (UDI lP) 

En la Tabla 1 se indican los valores de humcdad, densidad y 
contenido de grasa inicial para cada material. Este último fue 
determinado según las normas AOCS (Ai 3-75). 

Tabla I - Composición de las muestras extraídas 

material humedad grasa p. Pb 
(%) (%) (K~m3) (K~m3) 

DHF 5.4 54.5 1110,6 361,28 
DHM 5,4 54,5 1095,8 416.06 

UDHM 6,1 37.4 1216,8 368,51 
UDHP 7,5 11 , 15 (*) (*) 

(*)no determinado 

Efecto dei pre-tratamiento 

En la Figura 2 se muestran las curvas de extracción, i.e masa 
de aceite extraído vs. masa de solvente utilizado, para las 
muestras DHF y DHM bajo las mismas condiciones de presión 
y temperatura. Como se observa, en el comienzo de la extracción 
las curvas presentan una porción lineal. Durante este período, la 
cantidad de aceite recuperada es solamente limitada por su 
so\ubilidad en C02 bajo las condiciones de operación (Eggers y 
Sievers, 1989). El comportarniento lineal es mas prolongado en 
el caso dei DHF como consecuencia de una destrucción celular 
mas intensa, dejando una mayor cantidad de aceite tàcilmente 
accesible ai solvente. 
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Figura 2: Exiraccion de las muestras DHF v DHM 
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La Figura 3 muestra las curvas de extracción para el material 
DHF y las muestras con cáscara (UDHM y UDHP). La masa de 
extracto estan referidas a la masa inicial (ffiext,o) para poder 
compararias. Se observa de estos resultados que e! material 
prensado presenta un mejor comportarniento !rente a la 

Peso de las muestras : 58 - 60 g, excepto en UDHP (82 g) 636 extracción que el UDHM, ello como consecuencia de una mayor 
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destrucción celular lo que acelera el proceso difusivo a través de 
la cstructura sólida . 
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Figura 3: Extraccion de muestras DHF, UDHM y UDHM. 

Efectos de la prcsión v la temperatura. 

Las mut:stras lJllF v UlJllM 1ut:ron extraídas a prcsiones de 
50 y 70 MPa y temperaturas de 60 y RO oc 

En la figura 4 se presentan los r~::sultados obtenidos para cl 
caso de la muestra DHF. Las pendientes correspondientes a las 
porciones lineales de las curvas se hallan mas jtmtas a 50 que a 
70 Mpa, lo cual demuestra que el efecto de la temperatura' sobre 
la soluhiiidad dcl aceite en co2 es mayor a medida que la 
presión awnenta. En todos los casos aquí estudiados, la 
solubilidad aumenta con la temperatura. Resultados similares 
tueron informados para aceite de soja (Quirin, 1982) 
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Figura 4: Etecto de la temperatura y presión 
Muestra DHF 
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La figura 5 muestra las curvas de extracción para el material 
UDHM. Se obst:rva un comportamiento dikrente ai explicado 
anteriormente; e! efecto de la presión sobre la soluhilidad dei 
aceite no es tan pronunciado como e! que se muestra en la 
Figura 4. Esta diferencia tiene su origen en las distintas 
composiciones de las muestras ex1raídas, producto de la 
presencia de la cáscara en la tiDHM. Como es conocido, la 
cáscara de la semilla de girasol es rica enceras (Rivarola et ai. , 
1990), las cuales son extraídas junto con el aceite. La 
soluhilidad de dichas ceras en co2 es fucrtemente dependiente 
de la temperatura en el rango de presiones aquí analizado, tal lo 
determinado por Stahl et al. ( 1987) para ceras !5rovenientes <ia 
jojoba. Cuando se extraen semillas con cáscara (UDHM), tanto 
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triglicéridos (aceite) como ceras son extraídas y por lo tanto las 
curvas ret1ejan la extracción de ambos componentes. Se espera 
que resultados similares se obtengan en los casos de DHM y 
UDHP (sin y con cáscara respectivamente), lo cual será 
verificado experimentalmente. 
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Figura 5: Efecto de la Temperatura y presión 
Muestra UDHM 

Solubilidad. 

Una regresión lineal fue realizada para ajustar los valores 
obtcnidos en la parle lincal de la curva corrcspondienle a la 
muestra DHF. No menos de 5 puntos tueron tomados en cuenta, 
provcnit:ntes de n ensavos bajo las mismas condiciones. E! 
coeficiente de correlación en todos los casos fue mayor a 0.99. 
Las pendientes de las rectas correspondientcs a distintas 
condiciones operativas tueron calculadas y tomadas como el 
valor ue solubilidad en cada caso. En la Figura 6 se muestran los 
resultados obtenidos con aquellos informados previamente para 
aceite de soja (Quirin, 1982) 

P.70 MPa T=SOOC P=70 MPa Tz60"C P=50 M,.a T=lll'"C 

Figura 6: Valores de solubilidad 
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MODELADO DEL PROCESO DE EXTRACCION 

Con cl tin de obtener LUla representación dei · proceso de 
extracción, se plantea a continuación la aplicación de un modelo 
uni-dimensional, en estado no estacionaria con dispersión axial, 
basado en e! desarrollo propuesto por Sovová ( 1994 ). 

Durante la extracción se distinguen dos períodos. 
Inicialmente, el aceite liberado por la ruptura de las células es 
disuelto en c! C02 (período 1 ). Este proceso es controlado por la 
dilusión dei soluto cn el solvente y ocurre rapidamente teniendo 
en cuenta los altos valores de ditusividades en fluidos 
supercríticos. Una vez que este aceite. es agotado, se produce un 
extracción muy lenta dei soluto contenido en la estructura 



celular original, controlada por la ditusion dei aceite a través de 
Ia membrana celular (período 2). 

El modelo resulta de plantear las ecuacioes de balance de masa 
para la fase tluida (solvente) y sólida (partículas): 

tàse tluida 

fase sólida 

av ay a2 Y 
ps -+pu

0 
-= pcDz -,- +1 

m ~ ~-

ax 
P

5
(l-E)-= -J 

m 

sujetas a Ias siguientes condiciones de borde e iniciales: 

(I) 

(2) 

X(z,t=O) = Xo ; Y(z,t=O) = Y* ; Y(z=O,t) =O (3) 

En este trabajo se propone la siguiente expresión para evaluar el 
f1ujo de aceite que deja la tàse sólida hacia Ia fase fluida 
(término J en Ias ecuaciones anteriores), teniendo en cuenta la 
existencia de los dos períodos ya mencionados: 

período I : J = k r a p ( Y * - Y) x~ xk (4) 

( X I 
período2: J=k 5 a Ps (Y*-Y)lxkJ ; X<Xk (5) 

Usando las variables adimensionales: 

z t u0 [ y I 
Ç=H ; t=~ ; Y= 1- Y*J 

X 
X= --

Xk 
(6) 

las Eqs (I )-(3), combinadas con Ias Eqs (5)-(6 ), dan lugar a: 

Período 1 (x ~I): 

( I z ( I 
ay + ay =lsDzj a~ _lkraHj Y 
a-r aç u

0 
H aç u

0 

(7) 

ax (kraHI( pt-:Y* I 

8t =-l-ua Jlp,(l- c)X.Jy 
(8) 

Período 2 (x < I): 

( \ " ( i( I 
ay + ay = l~J' a-; -lk 5 a HJl~J y x 
a-r aç u

0 
H aç u

0 
p 

(9) 

ax (k aHI( cY* I 

8t =-l~Jl(l-s)Xkjyx (10) 

con las siguientes condiciones: 

x(Ç,t=O) = x~ y(Ç,t=O) =O : y(Ç=O,t) = 1 (11) 

La cantidad de soluto extraído por unidad de masa de sólido, 
e, durante la extracción se evalúa según la siguientl.! i.!xpresión: 
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e= xo - xk f x(Ç,t ) dÇ 
() 

( 12) 

Las ecuacJOnl.!s (7)-( 11) lueron rl.!sucltas aplicando el método 
de diferencias tinitas (Holinan, 1993). La integración indicada 
cn la Eq. ( 12) se rcalizó 1.!11 forma numérica usando c1 método de 
Simpson. Los ténninos (kr a), (k, a) y Xk son· parámetros dei 
modelo, cuyos valores fucron ajustados con los datos 
experimentales. En la Figura 7 se muestran los resultados 
obtenidos para las muestras DI Il' y DI IM. 

NOMENCLATURA 

a arca interfasial Fspecílica, m-1 

Dz coeliciente de dispersión axial, m1s-1 

H altura de la muestra a extraer, m 
J tlujo de soluto desde la tàse sólida a la lluida, kg m·3s-1 

kr coeficiente de transferencia de masa t.,'Il la tàse t1uida, ms-1 

k, coeficiente de transterencia de masa en la làse sólida, ms-1 

m masa, kg 
P presión, Pa 
t tiempo, s 
T temperatura, oc 
t1o velocidad superficial dei solvente, ms-1 

x concentración en la fase sólida, adimensionaL Eq (6) 
X concentración en la fase sólida (base: sólido libre de soluto) 
Xk concentración de soluto facilmente accesible en la tàse 

sólida (base: sólido libre de soluto) 
y concentración en la fase fluida, adimensional. Eq (6) 
Y concentración en la tàse tluida (base: solvente libre de 

soluto) 
Y* solubilidad 
z coordenada espacial, m 
t tiempo adimensional. Eq ( 6) 

r densidad dei tluido, kg m·3 

Ps densidad dei sólido, kg m·3 

rt> densidad dellecho, kg m-3 

c porosidad dei lecho 
ç coordenada espacial adimensional. Eq (6) 
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SUMARIO 
Utilizando modelos de transporte dzfusivo de materia, se obtuvieron ecuaciones para la predicción de las 

concentraciones de ácido láctico, NaCl y agua durante el salada de quesos. Las concentraciones puntuales 
experimentales y calculadas, a las 12 horas, con un modelo ternario dan una desviación de 2,8% para el ácido 
láctico, 4% para e/ NaCI y 4, 6% para el agua, mientras que con un modelo pseudobinario resultan desviaciones 
de I 19%. 8, 7% y 5, 7% respectivamente. En e/ cálculo de las concentraciones promedio las desviacione~.fueron 
inferiores ai 5% con ambos modelos, debido a que la variación en los gradientes de concentración es pequena. 
E! modelo ternario permitió una mejor evaluación dei proceso y puede ser aplicado a otros sistemas similares. 

JNTRODUCCION 

EI proceso de salada por inmersión en salmuera es una etapa 
de la elaboración dei queso durante la que se producen variaciones 
importantes en las concentraciones de agua y sal (NaCI) y en e! pH 
que han sido vinculados con cambios fisicoquímicos y microbioló
gicos determinantes de la calidad dei producto (Fax, I 987). Durante 
este proceso, además de la reducción de la actividad de agua c 
ingreso de NaCI en e) queso, se modifica la concentración de ácido 
láctico, lo que presenta particular interés por su inc10encia en el 
desarrollo de procesos bioquímicos dei producto. 

El pH de los quesos recién elaborados es considerado un 
indicador de la producción de ácido láctico y las variaciones más 
importantes en su concentración ocurren en las etapas de formación 
dei queso (coagulación y prensado de la cuajada) y en el salada por 
inmersión (Thomas y Pearce, 1981, Lawrence y Gilles, 1982). 

Durante las etapas de fom1ación dei queso Pategras, este ácido 
se produce por reacción homofermentativa de los azucares presente 
en la masa sólida proveniente de la hidrólisis de la lactosa. Estas 
reaccioncs se completan hacia el final de la etapa de prensado 
previa ai salada por lo que se incrementa la concentración de ácido 
láctico en el queso hasta la etapa de inmersión en salmuera (Geria. 
1994). La concentración de ácido láctico en el queso es relativa
mente haja (aproximadamente I% p/p), por lo que no se considera 
normalmente durante el proceso de salada para la determinación de 
la concentración de NaCI que sufre los mayores cambias conjunta
mente con el agua (Geurts et ai., 1980; Luna and Bressan, 1986: 
Turhan and Kaletunç, 1992). Sin embargo. existe evidencia de que 
la concentración de este ácido se modifica durante el sal ado, tanto 
por el decrecimiento de su concentración en cl quesu entre e! inicio 
y el final de este proceso (Lawrence y Gilles, 1982) como por su 
aparición en la salmuera (Yaigin, 1979) y que el transporte de este 
ácido es mayor ai correspondiente a su concentración (Chu et ai. , 
1992; Geria, 1994). 

Nuestro objetivo fue el desarrollo de ecuaciones predictivas 
de las concentraciones de ácido láctico, NaCI y agua en el queso 
Pategras, que representen los cambias simultáneos de la concen
tración de cada soluto en función dei tiempo de salada y otros 
procesos de elaboración de quesos y alimentos que presentan 
variaciones de concentración de más de un soluto. 
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TEORIA 

Modelo ternario. El queso se considera como un sólido 
constitui do por una matriz proteica que ocluye una solución acuosa, 
en la que ocurre el transporte de los solutos (ácido láctico, NaCI) y 
dei solvente (agua) bajo gradientes de concentración entre un sólido 
y la solución de inmersión. La tortuosidad y porosidad de la matriz 
proteica introduce diticultad para la difusión de los solutos en la 
solución ocluida pero que se incluyen en el denominado coeficiente 
de difusión efectivo a tin de considerar un solido homogéneo e 
isotrópico. Se considera la difusión de varias solutos (ácido láctico, 
NaCI y agua), en un sólido (queso), de densidad y volumen 
constante, sumergido en una solución concentrada bien agitada, 
despreciable la resistencia a la transferencia convectiva de materia 
entre el queso y la solución de inmersión (Cussler, 1976) y con 
condiciones de equilíbrio en la interfase queso-salmuera, por lo que 
los tlujos másicos unidireccionales de los solutos en el queso 
(Crank, 1975; Schwartzberg and Chao, 1982) son: 

2 

Ji =- 'E.D /ilx
1 

i=l,2 (I) 
J=l 

La Ec.( l) es la expres10n de los tlujos según la forma 
generalizada de la segunda ley de Fick para un sistema ternario, 
donde 1; es el tlujo dei soluto i, V'x; es el gradiente de concentracio
nes dei mismo soluto y los coeficientes son constantes e indepen
dientes de las concentraciones (x 1, x2) de los solutos presentes en 
el sistema, siendo D;; los coeficientes de difusión efectivos propios 
y D;i los coeficientes efectivos cruzados o de interacción entre 
solutos. La variación de los tlujos utilizando la Ec. (I) para las 
condiciones indicadas es: 

l 

ax i38 = 'E.D .. 32x J3r 2 
I I) J 

J=l 

-L<r<L, 8>0, i,=l,2 (2) 

que es válida para difusión unidireccional según r, en una placa 
plana que ocupa el espacio comprendido entre -L< r <L con las 
condiciones iniciales y de contorno: 

x.=x . 
I 'o 

-L<r<L, 8=0, i=l,2 (3) 

x .=x . 
1 r ... r=±L, 8>0, i =l,2 (4) 

donde X;o y X;~ son las concentraciones dei soluto i en condiciones 



iniciales y de equilibrio respectivamente. La Ec. (2) constituye un 
sistema de ecuaciones diferenciales parciales que pueden ser 
desacoplado por una transformación similar, utilizando el método 
de autovalores y autovectores desarrollado por Too r ( 1964) y 
resuelto en las variables transformadas como un conjunto de dos 
problemas binarios, realizandose luego de obtenidas las soluciones 
su antitransformación para expresarlas en las variables originales 
(Geria, 1994). 

Concentraciones puntuales. La solución de la Ec. (2) con las 
condiciones Ecs. (3) y (4) en las variables originales es: 

- nL - r (n-l)L +r)] x -x ~ ··•c ·•c-- -erfc !fA ~=a,[l-L.,(-1) erJ'2!fB 2yÀ,8 
- l V'";V 

x,,-x,. •- (n - I)L+r 

- nL -r + erfc-'----+(1 -a,)[l-~ ( - I)" -•(erfc 2{Ã!J 2.{f;8 

iJ =I,2 ; i *J (5) 

que resulta simétrica respecto a r=O y donde los parámetros a; y K;; 

están definidos por: 

a,= D" -À! +KJ,D u· 
À, - Àj 

iJ=l,2 ; i'I'J (6) 

x . -x 
lo J .. , 

Kji= X. -x . iJ =I,2 ; i*/ (7) 

'o ' 
y À 1, À2 son las raíces de la ecuación de la matriz de diagonaliza
ción : 

(D
11 

- À,)(D
22 

-À1) - D 1p 22 =O i=l,2 (8) 

La expresión teórica para el cálculo de las concentraciones dei 
solvente (x3) que se obtiene mediante el balance de materia dei 
sistema de volumen y densidad constante y utilizando las concen
traciones de los solutos dadas por la Ec. (5), es: 

x -x 2 x -x 
_3_3_. =L[-'-'··· _I_] 
X

30 
-x3 i =l x;

0 
- x, (1 +K.p) 

iJ =l ,2 ; i*} (9) 

Las Ecs. (5) y (9) constituyen un modelo para el cálculo de las 
concentraciones puntuales de cada soluto y el solvente a cualquier 
tiempo de inmersión y posición en el sólido, sujeto a flujos 
unidireccionales. Sin embargo la determinación de los valores 
experimentales de las concentraciones no resulta posible y las 
mismas deben ser realizadas en elementos dei volumen dei sólido, 
obteniendose valores experimentales promedio de las concentracio
nes en fracciones de espesor 11L dei volumen total, localizadas a 
determinada distancia de la superfície dei sólido según la dirección 
de difusión. Por consiguiente para obtener una ecuación que 
permita calcular valores teóricos que se puedan comparar con los 
valores de la muestras experimentales, se integra en un elemento de 
volumen de espesor 11L situado a una distancia r dei centro dei 
sólido en la dirección de difusión, según: 

x1 -x'-· [ 1 J' x1 -x,. 
--- =- ---dr 
X . -x . •r,r - !1L hl X . -x . 

'., 
1 r - ó.L 1

.. 1 

i=! ,2,3 (I O) 

donde para los solutos (i=l,2) el integrando está dado por la Ec. (5) 
y por la Ec. (9) para el caso dei solvente (i=3), resultando: 
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donde: 

x .- x I !fB -
-' - '-··· =a.[2-V_";;_vL(-I)" -1q> ] 
X . -x . I rr-Ô.L 

1 f1L n =l n,,r 
'o ' · • 

!fA
+(l-a)[2-V_"JVL( - I)" - 1q> ] 

r tlL n = J n1,r . 
iJ=l,2 ;i *} (11) 

2 -
x3-x3 •. 1 =L [[a,L( - 1)" -•q>.,,, 
X -x I r,r - llL i = l n = J 

30 3,,. 

- I 
+(I -a,) L( -1)"-•q>.)--1 

n =l 1 1 +K
1

, 
iJ=I,2;i "~'J (12) 

nL - r nL -(r - M) q> =ierfc(--) -ierfc( ) 
• ··' 2 .p:p 2 .p:p 

. (n-I)L+r . (n-I)L+(r-flL) 
-rerfc( +rerfc(-'--'---'---'-2.p:p 2.p:p i =1,2 (13) 

Las Ec. (li) a ( 13) obtenidas por Zorrilla y Rubi o lo ( 1995) 
son la forma explícita de las ecuaciones predictivas dei valor 
teórico de las concentraciones promedio en cada elemento de 
volumen situado a distintas posiciones relativas a la interfase 
sólido-líquido en función dei tiempo de inmersión. 

Concentraciones promedio. Para calcular las concentraciones 
teóricas promedio de cacia soluto y dei solvente en todo el sólido, 
sujeto a flujos unidireccionales, se integra la Ec. (I 0) en todo el 
semiespesor dei sólido (r-11L=O) con las Ecs. (5) y (9) como 
integrandos para los solutos y el solvente respectivamente, resultan
do las siguientes expresiones para tiempos moderadamente cortas 
(Schwartzberg and Chao, 1982): 

x, -x~.. _ 2 ~,e 2 r;18 ---a,(l-- -)+(1 - a,)(l-- -) 
x

10 
- xt... L 1t L 1t 

x3 - x3.. 2 2 ~,8 --=L [[a ,(I - - -) 
X

30 
-x3__ ~=• L 1t 

2f?e 1 +(1-a,)(l - - -'-)]--] 
L 1t I + K

11 

iJ=l,2 ;i *} (14) 

iJ=l,2 ;i *} (15) 

Para ampliar las soluciones unidimcnsionales de las concen
traciones teóricas promedio Ecs. ( 14) y ( 15) a los casos de sólidos 
sometidos a flujos bi o tridimensionales, el modelo matemático se 
formula bajo idênticas condiciones y supuestos que los establecidos 
en las Ec. (I) a Ec. ( 4). pero considerando que cl sólido es un 
paralelepípedo rectangular, homogéneo c isotrópico, cuya~ 

dimensiones, (2L 1, 2L 2 , 2L1 ), según los Ires ejcs coordenados 
(zl>z2,z3) son dei mismo orden y en el cual la concentración de 
solutos cambia según las Ires direcciones. 

La transformación similar utilizada para lincalizar el problema 
tcrnario unidimensional, es válida independientementc de que el 
proceso difusivo sea uni. bi o tridimensional. Para la geometria 
prismática regular de base cuadrada que tienc el queso estudiado, la 
solución para las concentraciones promedio de los solutos en el 
sólido puede obtenerse como el producto de las tres soluciones 
desacopladas en la variable transformada, para placas planas 
infinitas de semiespesores LI> L 2 =L 3 • tales que su intersección 
define la geometria y dimensiones dei sólido (Carslaw, H. & Jaeger, 
J., 1959; Bressan, J. et ai. 1981; Schwartzberg. H. y Chao. R., 
1982). La ccuación que resulta de realizar estas opcracioncs y 
antitransformar para obtener la expresión cn las variablcs oríginales 
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que son las conccntraciones promedio de cada soluto es: 

- ~ ~2 x; -x;, 2 \8 2 À;8 
--=ap-- -)(! - - -) 
x;, -xi . L 1 1t L 2 1t 

2 f?8 2 t?8 2 

+(I -a )(I-- ·- 1-}(1 - - - 1-) 

' L I 1t L2 1t 
ij = I ,2 ;i 1'j ( 16) 

y para e! solvente resulta de aplicar la sumatoria de esta ccuación 

para los compuestos I y 2 como se indica en la Ec (9). 
Como caso particular, para una sección transversal interior de 

la barra de queso que puede considerarse sometida a ftujos bidimen
sionales, la solución dei problema para esa zona dei queso se reducc 
ai caso de difusión bidimensional en un prisma de base cuadrada 
(L2=L3) y altura infinita, sujeto a las mismas condiciones iniciales 
y de contorno, resultando la Ec. ( 16) eliminando e! termino para L 1• 

Modelo pseudo binario. Cuando se utiliza este modelo para 
la descripción de fenómeno de transporte de los dos solutos y el 
solvente en e! sistema, se considera que cada soluto difunde 
exclusivamente bajo su propio gradiente asociado a un coeficiente 

de difusión efectivo pseudo binario, D;pb• que además dei efeéto de 
la matriz sólida engloba los efectos de las interacciones debida a la 
existencia de flujos de otros solutos presentes en el sistema. En la 
medida çn que estas interacciones scan importantes el coeficiente 
pseudo binario diferirá de aquel que e! soluto tendría en ausencia de 
los otros solutos presentes cn el sistema. Las siguientes ecuacioncs 
representan el flujo y el transporte de materia en el sistema conside
rado como pseudo binario: 

i = ! ,2 ( 17) 

- L<r<L, 8>0, i,= I ,2 (18) 

La Ec. ( 18) cs válida en las mismas condiciones que la Ec. (2) 
y está sujeta a las condiciones dadas por las Ec. (3) y (4). Este 
problema ya ha s ido resuelto dado que resulta formalmente igual a 
las ecuaciones para el modelo ternario en las variables transforma
das. Las soluciones explícitas para el cálculo de las concentraciones 
teóricas puntuales y promedio de solutos y solvente según e! 
modelo pseudo binario pueden obtenerse directamente sustituyendo 
a;= I y À;=D;pb en la Ec. (5) para c! cálculo de las concentracioncs 
teóricas puntuales, en las Ecs. (II) y ( 12) para las concentraciones 
teóricas promedio por elementos de volumcn y en la Ec. ( 16) para 
el cálculo de las concentraciones teóricas promedio en todo e! 
sólido, sujeto a tlujos tri o bi dimensionales de solutos y solvente. 

MATERIALES Y METODOS 

Se utilizá un queso Pategras Argentino que utiliza fermentos 
lácticos formado s por streptococos termófilos y lactobacilus 
bulgaricus. que se retirá de la fábrica en una etapa intermedia de su 
elaboración, inmed iatamente cuando la masa coagulada se colocó 
en moldes cribados de 33 cm x 12 cm x 12 cm. Se dejaron durante 
24 horas en una cámara termostatizada a 20°C y saturada de 
humedad. para reproducir las condiciones industriales de temperatu
ra, humedad y tiempo de la etapa previa ai salado, durante la cual 
se compacta y se uniformiza la humedad en la masa y se completan 
las reacciones de hidrólisis de la lactosa y de fermentación láctica 
(Geria, 1994 ). Los bloques de queso se sumergieron en una 
solución acuosa de NaCI de composición similar a la utilizada 
industrialmente (20% p/p de NaC I, pll 5.3 ajustado con ácido 
clorhídrico), agregando un 0.5% de CaC I2 (p/p) a la salmuera para 
mantcner la rigidez superficial de la estructura prote ica dei queso 
durante la inmersión (Gcurts e/ a/., 1980). La soluc.ión se mantuvo 
ag itada y se utilizá un volumen de solución tal que la variación de 
la concentración de la salmuera fuera despreciable durante el 
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salado. Todo e! s istema se dispuso dentro en una cámara (Tabai 
Chamber-Modelo PR-4GM) termostatizada a 13 o c (temperatura dei 
salado industrial) y con humedad controlada para evitar variaciones 
de concentración por evaporación o condensación. Elmuestreo se 
hizo retirando e! bloque de queso dei bano a tiempos prefijados 
(0.5, I, 3, 6, 12,24 y 48 horas) y cortando de uno de sus extremos 
dos placas transversales de 1.9 cm de espesor (dimensiones de cada 
pi ancha: L1= 1.9 cm, L 2 =L 3= 11 cm) y volviendo a sumergir 
inmediatamente e! resto dei bloque en el bano, según se esquema
tiza cn la figura I a. 

(a) 

(b) 

Figura I - Forma de extracción de las muestras de sólido. 

Sobre la placa se tomaron las muestras para hacer las determi

naciones experimentales. Se cortó una cuarta parte de la placa de 
queso según se indica en figura I b (zona D-1) ya que existe simetria 
respecto a z2=0 y 9 =0. Se molió la muestra y sobre e! producto 
mo! ido se determinaron las concentraciones de NaCI, ácido láctico 
y humedad. Los datos obtenidos de esta experiencia con la forma de 

muestreo indicada, se identifican como "D-I" y corresponden a 
valores de concentraciones promedio en todo la sección transversal 
dei queso, sometido a flujos bidimensionales según z2 y 9, para 
distintos tiempos de inmersión. De la misma placa se cortó otra 
parte, identificada como "D-2" en la figura I b, de 2 cm de ancho 
por 5.5 cm de largo y dei espesor de la placa (1.9 cm), de la que se 
cortaron seis trozos de 0.5 cm. Cada uno de estos trozos se molió y 
analizó separadamente y sobre cada una de las muestra numeradas 
de I a 6 desde la superficie dei queso hacia adentro (Fig. I b) y se 
determinaron las concentraciones promedio de los solutos. Las 
concentraciones determinadas en los distintos elementos (I a 6), 
que representan la variación de concentraciones de solutos y 
solvente debidos a flujos de materia unidimensionales según z3. 

La concentración de NaCI se determin0 por e! método de Fox, 
J. ( 1963), usando un titulador automático METTLER DC 40 RC de 
acuerdo a las especificaciones dei fabricante. El contenido de 
humedad se determinó usando un homo microondas para 
determinación de humedad CEM A VC 80 según especificaciones 
dei equipo. La determinación dei contenido de ácido láctico y la 
posible presencia de lactosa, galactosa y glucosa se determiná por 
cromatografia líquida de alta performance (HPLC) modificando la 

técnica de Marsili (1985), (Geria, 1994). Todas las experiencias y 
determinaciones fueron hechas por duplicado. Dos de las muestras 
se dejaron sumergidas durante 96 horas para determinar las 
concentraciones en condiciones de equilíbrio. Para la caracteriza-



ción dei queso se determiná a tiempo inicial (Tabla I) c! contenido 
de grasas mediante e! método indicado en STANDARD F.T.L.
I.DT. SA: 1961 y e l contenido de proteínas se determiná con un 
equipo BUCHI 430-322 según las especificaciones dei fabricante 
(N x 6,38). 

Los coeficientes de difusión propios y los de interacción dei 
sistema ternario así como los coeficientes pseudobinarios en queso 
Pategras fueron determinados en un trabajo previ o por Geria ( 1994) 
determinando adem ás los coeficientes de partición a =K.(V L/V s) 
donde K es la constante de equilibrio dei soluto entre las fases , V L 

cs c! volumcn de la fase líquida y V 5 es e! volumcn de las muestras 
consideradas. 

Tab la I - Composición inicial dei queso 

Componente %(p/p) Desviación standard 
llumedad 45 .58 0.01 
l,roteinas 27.50 0.36 
Grasas 23 .60 0.15 
NaCI 0.14 0.01 
Acido lâctico U I 0.04 
I nctosa <L.O. 
( ialactosa <L. O. 
(ilucosa <L.O 

L.D.: limite de detección; %(p/p): g/1 OOg de queso 

Los coeficientes de difusión se determinaron correlacionando 
los valores experimentales de las concentraciones promedio de 
solutos en e! cspesor de placas dei sólido, a distintos ticmpos de 
inmersión, con las soluciones de los modelos teóricos dei sistema 
integradas para el volumen de las muestras consideradas. Estas 
presentan como variable dependi ente las concentraciones promedio 
de solutos en el sólido y como única variable independiente cl 
tiempo de inmersión, apareciendo los coeficientes de difusión como 
parámetros. Los datas experimentales, necesarios para la determi
nación de los coeficientes de difusión por este método, pueden 
obtcnerse en tiempos de experimentación relativamente cortas, 
seleccionando adecuadamente la geometria y e! tamaíio de la 
muestra, a la vez que se reduce c! error introducido por la heterogc
ncidacl característica ele! producto ai trabajar con valores promeclio 
de las conccntracioncs de solutos en e! sólido. Los coeficientes de 
difusión determinados con los modelos propuestns se pr.:sentan cn 
Li tabla 2. 

Tabla 2- Coeficientes de difusión en el qucs" 

Modelo ternario 

Mmh:l o pseudo binario 

0 , = -J X JO·'" (m'/s) 

Coeficientes de difusión 
(1010 m2/s) 

0 11= 3.51 
0, =0.99 
0 12~ 0.00 
D,=- 1.26 

0,,,=3.51 
02oh=12.9 

tt tg soluto en solnción de inmersión/g sol uto en el sólido). 
Subíndices: 1 :N~CI; 2:ácido láctico 

Coc flciclll c Lk reparttl 
(III 

13.~ 

13.9 

Cúlculos. Los cálculos se hicieron desarrollando un programa 
computacional en lenguaje para PC-MATLAB con e! que se 
calcularon los valores teóricos de las concentraciones y sus 
porcentajes de desviación de los valores experimentales. Los 
'ai ores teóricos de las concentraciones promedio de cada soluto y 
dd solvente en toda la sección dei queso con los distintos modelos, 
'c calcu laron con la Ec. (16) para L 1 igual a infinito y la Ec. (9) 
lu ..:go de reemplazar los valores de las concentraciones de los 
compuestos I y 2 y los porcentajes de desviaeión con los valores 
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cxperimentalcs (D-I), se calcularon por: 

%d, =l00 
n X . - x 2 I L (( r,calc. r,e.p.\) )--

k = l x/,exp. n - ] 

i =l,2,3 (19) 

donde n es cl número de datos experimentalcs, i son los solutos. 
Para los pcrliks teóricos de concentraciones calculados por valores 
promeclio de conccntración en elementos de volumcn a distancias 
erecientes de la superficie dei queso (Ec. II a 13) los porccntajcs de 
dcsviación con los valores experimentalcs (D-2) para un determina
do tiempo de inmersión (0), %d;,a se calcularon con la E c. ( 19) 
donde cada término elevado ai cuadrado es identificada como lt; .ka• 
k cs la posición cmpleada y n es c! número de posiciones considera
das a un mismo tiempo. El porcentaje de desviación para todas las 
posiciones y tiempos se calculó como: 

m " I I 

%d =100,1 L L ((/t,,k,8)
2
]r.;-:Jl(m-ll 

I Ü= J kccJ 

i = l ,2,3 (20) 

donde m es la cantidad de veces que se determinaron valores 
durante el tiempo de inmcrsión. 

RESULTADOS Y DISCUSION 

En la tabla 3 se presentan los valores teóricos y experimenta
les de las concentraciones promcdio en secciones transvcrsales dei 
queso (D-I), cuya variación en función dei ticmpo de inmersión s.: 
represcntan en la figura 2. En la figura 3 se indican los porcentajes 
de desviación correspondi entes. calculados con la Ec. ( 19). 

Tabla 3 - Conccntracioncs cxperimentalcs y teóricas promedio 
(g/1) .:n secciones transversales de i qucso. 

tiempo 
(h) 

0.50 
1.00 
3.00 
6.00 
12.00 
24.00 
48 .00 

Concentración Concentración teórica 
experimental tcnl:lriJ pseudobinaria 

NaCI ácido ngua 

l<ict. 
4 .24 14 .70 520.6 
5.70 1.1 .87 519.6 
7.76 13.00 507 .0 
10.41 
14.25 
18.47 
25.45 

o // .t: 

~~ ) -1 .S 

' u l :Jl 
m 
u I R .~ l 

'"' '' i:J 

12.44 499.2 
11.04 490.7 
9.65 491.3 
7.88 484.8 

··, 
~~ 1J !J 

' 

~ .·--. // 
c1~ 1 tl ~-

H I 

·-, ., Ir , 
/ I '' 

/ 
/ 

NaCI ácido a!!ua NaCI 
láct. 

4.29 14 .27 517.1 4.28 
5.34 13 .93 515 .0 5.34 
7.97 13.07 509.9 7.97 
10.50 12.26 505 .0 10.50 
14.01 11.14 498 .2 14 .01 
18.8 1 9.61 488 .8 18.81 
25.31 7.57 476 .1 25.31 

"" '-~~~~--~~~-~-------~ 
1:l :.c ~ (l 

:i t·',lp(: de inrnf'r· ;·,: ·l ~t1·;) 

ácido agua 
láct. 

1431 517.0 
13.96 515.0 
13.10 5 10.0 
12.29 505.1 
11.19 498.3 
9 .73 488 .9 
7.86 475.8 

Figura 2- Variación ele las concentraciones experimentales y 
teóricas promedio de NaCI y ác. láctico en secciones transversa

lcs dei queso (D-I). 
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Figura 3 - Porcentajes de desviación de las concentraciones 

promedio teóricas y experimentales en una sección transversal. 

Tahra 4 -Concentraciones experimentales y teóricas promedio 
(g/1) en elementos de volumen dei queso (D-2). 

tiempo fracción Concentración Concentración teórica 
(h) dei experimental 

temaria pseudobinaria 

sólido ~=--:-"'-:-----:N~a-;C~I~á:-c~id:-o-a_g_u_a--:-N:-a-:::C:-1 ~ác..,.id-:-o-a-gu-a NaCI ácido agua 
láct . láct. láct. 

0.50 I 16.41 I 1.51 519.6 16.26 10.36 493.9 16.08 10.38 494 .7 
2 1.98 14 .85 520.6 1.68 15.12 522.0 1.67 15.13 522.0 
3 <L.D. 14.85 513.8 1.68 15 .12 522.0 1.67 15.18 521.9 
4 <L.D. 14.91 518.0 1.68 15 .12 522.0 1.67 15 .18 521.9 
5 <L.D. 14.91 518.0 1.68 15.12 522.0 1.67 15 .1S•521.9 
6 <L.D. 14.91 518.0 1.68 15.12 522.0 1.67 15.18 521.9 

1.00 I 24 .10 8.27 487 .2 22.28 8.39 482 .3 22 .04 8.68 482 .6 
2 1.67 14.75 515 .3 1.70 15.1 I 522.0 1.68 14.82 522.9 
3 <L.D. 14.85 509.2 1.68 15.12 522.0 1.68 15.18 521.9 
4 <L.D. 14.90 505.6 1.68 15.12 522.0 1.68 15.18 521.9 
5 <L.D. 14.90 505.6 1.68 15.12 522.0 1.68 15.18 521.9 
6 <L.D. 14.90 505.6 1.68 15 .12 522.0 1.68 15 .18 521.9 

3.00 I 33.00 4. I I 487.8 35 .80 4.1 I 455.9 35.76 6.03 451.3 
2 3.56 14.34 519.9 3.26 14.46 519.3 2.88 12.78 525.3 
3 1.71 14 .85 5 I 3.9 1.69 15.12 522.0 1.67 14 .86 521.9 
4 <L.D. I 4.85 502.8 1.68 15.12 522 .0 1.67 15.16 521.9 
5 <L.D. l4 .96 505 .2 1.68 15 .12 522.0 1.67 15.18 521.9 
6 <L.D. I 4.88 504.7 1.68 15.12 522.0 1.67 15.18 521.9 

6.00 I 43.80 2.01 482 .5 45 .32 1.47 436.2 45.70 4.6 I 426.9 
2 7.76 12.89 515.2 8.22 12.40 511.0 7.37 10.61 518.7 
3 2.03 14.85 510.8 2.04 14 .98 521.4 1.87 I 3.76 525 .3 
4 <L.D. 14.50 505.4 1.68 15.12 522.0 1.67 14 .88 522.7 
5 <L.D. 14.89 503.9 1.68 15 .12 522.0 1.67 15 .14 522.5 
6 <L.D. 14 .91 503.4 1.68 15.12 522.0 1.67 15.17 521.9 

12.00 I 53.10 1.01 418 .5 53 .98 1.07 416.5 54.76 3.68 404 .2 
2 17.20 8.03 487.5 17.62 8.53 495.2 16.77 8.38 498.4 
3 4.81 13.84 501.7 4.57 13.92 517.2 3.92 I 1.78 525.1 
4 1.92 14.87 503 .6 1.96 15.00 521.5 1.83 13.75 525.4 
5 <L.D. I 4.9 I 502.2 1.69 15.1 I 522.0 1.67 14 .65 523.4 
6 <L.D. 14.82 499.7 1.68 15.12 522.0 1.67 14 .90 522.6 

24 .00 I 57.12 0.99 418 .5 61.19 1.07 397.9 62 .1 I 2.92 385.5 
2 29.45 3.01 487.5 29.44 3.97 474 .5 29.29 6.45 468.4 
3 12.67 10.10 501.7 I 1.93 10.85 504.8 10.89 9.40 512.2 
4 5.08 13.77 503 .6 4.51 13 .94 517.2 3.85 1).57 525 .9 
5 2.09 14 .79 502.2 2.25 14 .88 521.0 2.03 12 .86 527.4 
6 <L.D. 14.82 499.7 1.84 15.05 521.7 1.74 13 .29 527.0 

48 .00 I 61 .50 <L.D. 394.3 66 .85 1.07 381.7 67 .71 2.30 371.5 
2 42 .08 <L.D. 480.2 41.12 1.07 451.3 41.81 4.66 438 .0 
3 24 .30 5.07 fou 
4 18.43 10.20 5 2.4 
5 6.55 13.44 03 .1 

23 .25 6.23 485 .7 22.6 I 6 .74 486.5 
12.13 10.78 504.5 10.99 8.34 514 .8 
6.40 13 .16 514.1 5.39 9.36 527 .8 

6 3.03 14 .67 503.5 4.69 13.87 517.0 3.81 9.7 1 531.3 

L.D.:Iímite de detección 

La comparación experimental y teórica de los valores 
concentración - posición para distintos tiempos de inmersión se 
presentan en la tabla 4 y de los perfiles concentración-posición-
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tiempo, unidimensionales según z3 se muestran e! las figuras 4 y 5. 
Los porcentajes de desviación entre valores teóricos y experimenta
les correspondi entes a cada tiempo de inmersión calculados con la 
Ec. ( 19) se indican en la tabla 5 y los porcentajes de desviación 
totales, Ec. (20), se muestran en la figura 6. 

Figura 4 - Perfil de concentraciones teóricas y experimentales de 
NaCI en función dei tiempo de salado (D-2). 

Figura 5 -Perfil de concentraciones teóricas y experimentales de 
âc. lâctico en función dei tiempo de salado (D-2). 

El anâlisis de los resultados obtenidos indica que, para la 
predicción de las concentraciones promedio tanto el modelo temario 
como el pseudobinario, con los coeficientes efectivos de difusión 
teniendo en cuenta la interacción existente, resultan adecuados para 
la deterrninación de los tres compuestos considerados en el sistema, 
dando porcent~jes de desviación inferiores ai 5% para todo el 
período de inmersión. 

En el caso de los perfiles de concentración, en el periodo de 
salado la penetración y egreso de solutos tuvo lugar hasta una 
distancia de 2.5 cm desde la superficie dei queso, donde se estable
cieron importantes gradientes de concentración que varían con la 
posición y el tiempo. EI cambio de concentración dei âcido lâctico 
con la posición, para los distintos tiempos, pudo ser estimado por 
el modelo temario pero no por el modelo pseudobinario, en cambio 
para el NaCI resultan adecuados cualquiera de los modelos ya que 
su velocidad de difusión depende exclusivamente de su propio 
gradiente de concentración. Las ecuaciones predictivas correspon-



Tabla 5 -Porcentajes de desviación de los perfiles de concentra-
ción teóricos y experimentales a distintos tiempos de inmersión. 

tiempo o/o desviación 
(h) • ·temaria pseudobinaria 

NaCI ácidó :1fii;t; NaCI ácido agua 
láct. láct. 

0.50 6.79 4.75 2.40 7.06 4.83 2.33 

1.00 3.49 1.90 2.85 3.82 2.83 2.84 

3.00 5.35 2.28 4.07 9.35 21.63 4.41 

6.00 3. 13 12. 16 5.18 4.62 60 .55 5.99 

12.00 2.80 4.04 4.58 8.61 118.7 5.67 

24.00 8.54 15 .15 3.81 13.31 102.1 5.59 

41! .00 24 .97 10.86 3.67 15 .84 161.1 6.00 

100 

80 

5 60 ·cr 
-~ 
:: 40 .., 
* 20 

agua 

[•Tomaria • Pseudobinario 

Figura 6 -Porcentajes de desviación total de los perfiles de 
concentración teóricos y experimentales. 

dientes ai modelo ternario reproducen los valores experimentales 
medidos a las 12 horas de salado, que es el tiempo empleado indus
trialmente, con un porcentaje de desviación de 2.8% para el ácido 
láctico, 4.0% para el NaCI y 4.6% para el agua, mi entras que con el 
modelo pseudobinario los porcentajes de desviación resultan 119%, 
8.7% y 5.7% respectivamente. 

Este distinto comportamiento de los modelos predictivos de 
las concentraciones puntuales de ácido láctico, es debido a la 
interacción dei otro soluto en el sistema, siendo el flujo de ácido 
láctico modificado por la presencia de gradientes de NaCI que 
tienen grandes diferencias según la posición y el tiempo. EI modelo 
pseudobinario que asume un valor constante dei coeficiente de 
difusión efectivo, si bien incluye la influencia dei gradientes de 
NaCI ai no poder considerar las grandes variación dei mismo con la 
posición no permite calcular con bajo error la variación dei flujo dei 
ácido láctico y el perfil de concentraciones en las zonas cercanas a 
la superficie. El efecto que a nivel de los valores medios en el 
bloque de queso no es necesario considerar por separado debido a 
que el rango de variación de los gradientes de NaCI es chico, es 
importante individualizarlo cuando se analizan los perfiles de 
concentraciones por elementos de volumen, donde el rango de 
variación dei gradiente de NaCI para elementos situados en distintas 
posiciones es grande. 

CONCLUSIONES 

Los resultados obtenidos muestran la importancia de utilizru: 
modelos ternarios o en general multicomponente para la predicción 
de las concentraciones, consiguiendo disminuir los errores deriva
dos de la variación de la interacción entre solutos particularmente 
para la predicción de concentraciones puntuales de solutos 
minoritarios y la posibilidad de utilizar modelos mas simples, 
pseudobinarios, en cálculos donde aún existiendo interacción entre 
solutos la misma no tiene grandes variaciones. 

El modelo ternario permitió considerar matematicamente 
mejor los fenómenos involucrados. El mismo, verificado para 
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muestras sometidas a difusión uni y bidimensional puede ser 
aplicado con las modificaciones correspondientes a la geometría 
tridimensi.onal de todo el queso. Conociendo los coeficientes de 
difusión correspondientes puede utilizarse para otros sistemas 
similares. 
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ABSTRACT 

Equations for predicting lactic acid, NaCI and water conct:n
trations during salting were obtt;.ined using diffusive mass transfer 
models. After 12 hours, the desviation between experimental local 
concentration and predicted values with a ternary model were 2.8% 
for lactic acid, 4.0% for NaCI and 4.6% for water, while these 
desviations were 119%, 8.7% and 5.7% respectively when a 
pseudo-binary model was used. The average concentrations 
calculated showed desviations less than 5% with both models, due 
to the small variation of concentration gradients.The ternary model 
allowed a better evaluation of the process and could be applied to 
other food systems. 
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INFLUÊNCIA DOS SOLUTOS NA CONSERVAÇÃO DE FATIAS DE 
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CONGELAMENTO. 
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RESUMO 

O efeito crioprotetor da concentração de solutos foi avaliado en1 fatias de manga (1 cm de espessura) 
submetidas a desidratação osmótica com misturas aquosas de sacarose e glicerol e posterior congelamento! 
descongelamento, medindo-se a massa exsudada. Os resultados indicam que 1 hora de tratamento osmótica 
reduz a exsudação em cerca de 70%, evidenciando-se a influência positiva da impregnação com glicerol 

INTRODUÇÃO 

A água é o constituinte predominante em muitos alimentos, 
sendo wn meio para reações quimicas e wn reagente direto em 
processos hidrolíticos. Dessa forma, a remoção da água retarda 
muitas reações e inibe o crescimento de microorganismos, 
awnentando a vida de prateleira de inúmeros alimentos (Belitz e 
Grosch, 1987). Para evitar deteriorações microbiológicas, 
quimicas e/ou fisicas, que afetariam a aceitação do alimePto pelo 
consumidor, a moderna tecnologia utiliza, basicamente, dois 
princípios: a eliminação da água disponível (congelamento, 
desidratação) ou a inativação dos microorganismos pelo calor 
(esterilização, pasteurização) (Bobbio e Bobbio, 1992). 

Scott (1957) propôs que é a atividade da água (aw ), e não o 
conteúdo de água, que determina o crescimento microbiano e a 
textura fisica de alimentos processados. Células microbianas de 
diferentes tipos variam muito quanto à habilidade de crescer e 
metabolizar sob aw reduzidas. Portanto, da mesma forma que o 
pH e a temperatura, a aw tem se constituído em wn determinante 
útil do funcionamento celular. Muitos produtos alimentícios de 
importância nutricional, tais como sucos de frutas, leite, ovos e 
vegetais são desidratados na indústria alimentícia. Durante a 
desidratação o produto está geralmente acima da temperatura 
ambiente, mas bem abaixo da temperatura de esterilização. O 
calor adicionado e o tempo de exposição do produto a elevadas 
temperaturas afetam sua qualidade nutricional. 

O congelamento é wna técnica d'e conservação que visa 
principalmente o retardamento das velocidades de diversas 
transformações de deterioração que ocorrem em alimentos pela 
redução de sua temperatura a níveis compativeis com o tempo de 
estocagem pretendido, e principalmente, com a labilidade do 
próprio produto (Hense, 1990). A apreciação da qualidade de 
produtos congelados implica notadamente no exame das 
características organolépticas tais como: aparência geral, cor, 
odor, sabor e textura. Um fator importante que deve ser 
considerado é a avaliação da fmneza após o descongelamento. 

O amolecimento resultante do tratamento 
congelamento/descongelamento é geralmente acompanhado de 
wna liberação de exsudado (suco celular) e conseqüente arraste 
de sólidos solúveis com sensíveis alterações na textura das 
frutas. No caso de frutas, as alterações de fmneza estão 
associadas com modificações na estrutura celular (resistência 
mecânica no gel da parede, coesão das células, espaços 
intercelulares e composição química ) (Phan e Mimault, 1980). 

647 

Desidratação osmótica é wn processo de remoção de água 
onde o alimento é colocado no interior de wna solução 
hipertônica. Pelo fato da solução apresentar wna alta pressão 
osmótica e wna baixa atividade de água, existe wna força 
impulsora que leva à remoção de água do alimento. As paredes 
das células naturais atuam como membranas semi-permeáveis. A 
membrana celular parece desempenhar wn papel seletivo que 
torna o fluxo de saída de água do produto maior quando 
comparado à entrada de sólidos para o interior do mesmo. Além 
da solução osmótica apresentar wna baixa atividade de água, o 
soluto deve ser inofensivo ao homem e apresentar wn bom 
paladar. Soluções concentradas de sacarose (50-70°Brix) são 
freqüentemente usadas. Entretanto, como a molécula de sacarose 
é grande, ela não consegue atravessar a parede celular; ficando 
aderida à mesma, onde interage com certas substâncias, dando 
rigidez à parede. Assim é possível wn processo com substancial 
remoção de água e com pouca incorporação de açúcar (Finzer e 
Limaverde, 1985). A hipótese mais aceitável é que o espaço 
intercelular e o interior das paredes das células possa ser 
ocupado pela solução de wnectantes (sacarose, glicerol), o que 
promoveria wna proteção estrutural das células durante o 
processo de desidratação. A quantidade de açúcar que difunde 
para o alimento é maior nos materiais submetidos ao 
branqueamento (Kieckbusch, 1992 ). 

A desidratação utilizando temperaturas altas não é adequada 
para materiais sensíveis, como é o caso das frutas, pois pode 
causar enrijecimento do tecido e alterações no sabor, no aroma e 
na aparência do alimento. A desidratação osmótica surge, então, 
como wna alternativa mais suave de remoção da água desses 
alimentos. 

A osmose é wna das formas energeticamente mais eficientes 
de desidratar wn alimento, visto que a água deixa o produto sem 
sofrer mudança de fase (Kieckbusch et al., 1992). 

Neste trabalho procurou-se estudar a influência de dois solutos, 
sacarose e glicerol, durante a desidratação osmótica e o 
congelamento de fatias de mangas. Esses aditivos são 
conhecidos como wnectantes pela alta capacidade de se ligarem 
à água. A elevada concentração de açúcares resulta em wna 
diminuição da atividade de água devido às pontes de hidrogênio 
formadas entre essas substâncias e a água (Bobbio e Bobbio, 
1992 ). O glicerol também é conhecido pelas suas propriedades 
de crioprotetor: substâncias adicionadas aos alimentos com o 
objetivo de protegê-los durante o congelamento. O efeito do 
glicerol é simplesmente reduzir a quantidade de gelo formada 
em qualquer temperatura e, dessa forma, a concentração de sal 



extracelular e a extensão da perda osmótica de água (Kartha, 

1

1985). 
Entre as variedades de manga cultivadas no Brasil, podemos 

destacar as seguintes: Haden, Bourbon, Tommy Atkins, Carlota, 
Itarnaracá, Ubá, Coração-de-boi, Sabina, Taú, Espada e Rosa. 
De origem asiática, da região do sudoeste da Índia e da região 
indobirmanesa, a manga difimdiu-se por todas as regiões 
tropicais e subtropicais, devido à sua capacidade de adaptação. 
Ela é rica em vitamina A (~-caroteno ), C e em açúcares. O 
período de colheita da manga no estado de São Paulo é de 
aproximadamente 2 meses: dezembro e janeiro. Por ser um fruto 
tropical, a manga é muito susceptível à injúrias pelo frio e desta 
forma sua estocagem por longos períodos se torna inviável. O 
congelamento rápido pode preservar a qualidade do flavor e 
estender seu curto período comercial por, no mínimo, 4 meses 
adicionais (Gorgatti Netto et al. , 1971 ). 

O branqueamento é apontado como o responsável pela 
destruição da membrana celular, o que ocasiona mudança no 
comportamento do tecido vegetal (Kieckbusch et al ., 1992). No 
processo de desidratação osmótica o efeito do branqueamento 
pode ser ainda mais acentuado por interferir sobre a perda de 
água e o ganho de sólidos do produto durante o processo de 
transferência de massa que ocorre entre ele e a solução 
desidratante. Os autores estudaram a influência do 
branqueamento nas taxas de transferência de massa durante a 
desidratação osmótica de banana nanica. A perda de água pelo 
produto aumentou com a concentração da solução desidratante e 
~om a ausência do branqueamento. O ganho de sólidos foi 
reduzido drasticamente para as amostras desidratadas 
osmoticamente, não submetidas previamente ao branqueamt;nto. 
Em termos absolutos as amostras não branqueadas também 
apresentaram os conteúdos mais baixos de umidade. 

MATERIAIS E MÉTODOS 

Foram utilizadas mangas da variedade Tommy Atkins, 
produzidas no Sítio lpê, localizado em Indaiatuba, Estado de São 
Paulo. As mangas eram armazenadas em geladeira à 7°C logo 
que adquiridas. O armazenamento foi feito com a fruta verde, de 
modo a aumentar o seu tempo de estocagem. As frutas eram 
lavadas, descascadas e fatiadas na direção longitudinal ao 
sentido do caroço em fatias de 1 cm de espessura utilizando-se 
um fatiador manual. A área superficial das fatias foi mantida 
fixa em cerca de 15,75 cm2 visando a posterior modelagem do 
fenômeno. A etapa de branqueamento das amostras, necessária 
para a inativação das enzimas, não foi realizada. Foram 
utilizadas soluções de sacarose (40 e 50%) e uma mistura de 
sacarose e glicerol ( 40: 1 O e 50:1 O) na desidratação osmótica. Os 
tempos de desidratação osmótica foram de 15, 30 e 60 minutos, 
enquanto a temperatura manteve-se constante em 30°C. A 
proporção massa da amostra: massa da solução foi mantida em 
1:8, garantindo-se, dessa forma, não haver altcr:ação significativa 
da concentração da solução durante a desidratação. Após a 
desidratação as fatias eram drenadas, en.xugadas suavemente, 
pesadas, embaladas com um filme laminado e congeladas em 
freezer à -l8°C. As embalagens foram vedadas por meio de uma 
seladora elétrica (Lorenzetti) para evitar o contato direto com o 
meio refrigerante. O tempo de congelamento foi de 12 horas (o 
suficiente para se atingir o equilíbrio) e o de descongelamento 
de 4 horas (o suficiente para que toda a fatia fosse 
descongelada). A proteção crioscópica do glicerol foi estudada 
avaliando-se a perda de peso e a quantidade de exsudado 
("dripping") após o descongelamento das amostras. Durante o 
descongelamento as amostras eram colocadas no interior de 
fimis plásticos, em uma posição fixa e de forma a permitir o fácil 
escoamento do material exsudado. Este era recolhido para 
posterior pesagem e análise da quantidade dos sólidos solúveis, 
utilizando um refratômetro (Carl Zeiss). Os resultados foram 
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expressos em 0 Brix a 20°C. Para evitar a condensação de vapor 
durante o descongelamento das fatias, optou-se por colocá-las no 
interior de um dessecador fechado, sem carga de dessecante. 
Após o descongelamento as fatias foram secas e pesadas em 
balança analítica. A umidade foi determinada em estufa a 50°C. 
As fatias desidratadas com sacarose permaneceram na estufa por 
4 dias, enquanto as desidratadas com sacarose e glicerol por 8 
dias. Em todas as análises o controle foi feito com a fatia de 
manga in natura. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Segundo Miguel ( 1996) as curvas típicas de desidratação 
osmótica de fatias de manga com tempos de imersão de até 48 
horas possuem três etapas bem defmidas: 

-No início da desidratação (tempos curtos) ocorre acentuada 
perda de água das amostras, que ultrapassa o ganho de sólidos. 

- Com o aumento do tempo de imersão atinge-se o equilíbrio 
termodinâmico, caracterizado por lL"ll platô bem defmido nas 
curvas de desidratação. 

- Após o equilíbrio o ganho de sólidos passa a ser mais 
significativo que a perda de água, e a curva de desidratação 
apresenta uma queda acentuada (tempos longos). 

A Figura 1 mostra as curvas de desidratação osmótica das 
fatias de manga obtidas usando as quatro soluções de sacarose 
e/ou glicerol estudadas. A ordenada (perda de peso) foi obtida 
pelaEq. (I): 

P.P .(%)=[(Mi-Mr)/Mi]-IOO (I ) 

onde: Mi = Massa da fatia antes da desidratação osmótica, g 
Mr = Massa da fatia após a desidratação osmótica, g 

~ r-------------------------------------. 
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Figura 1 -Influência da concentração do soluto durante a 
desidratação osmótica de fatias de manga. 

O formato das curvas confirma tendências esperadas: a perda 
de peso das amostras aumenta com o aumento da concentração 
(ou atividade de água) e com o tempo de imersão. Preferiu-se 
trabalhar com tempos curtos de desidratação, onde o fluxo de 
água do alimento para a solução é L...ais significativo. Isto pode 
ser verificado na Tabela 1, onde e feita uma comparação entre a 
perda de peso e a perda de água das amostras. A perda de água 
foi obtida por um balanço de massa e é dada pela Eq. (2): 

P.A.(%) = [ (Mi•Ubu , i- Mr· ub.u, r) I Mi] x 100 (2) 

onde: Ub.u,i =Umidade (base úmida) da fatia antes da 
desidratação osmótica, % 

Ub.u, r= Umidade (base úmida) da fatia após a 
desidratação osmótica, % 



Tabela 1- Variação da perda de água e da perda de 
peso de fatias de manga desidratadas osmoticamente (em % 

sobre a massa inicial). 

Tempo Solução (concentração) 
(min.) 40% 50% 40:10 50:10 

15 P.P . 8,99 12,72 15,46 16,72 
P.A. 10,52 15,64 15,72 15,86 

30 P.P. 13,50 17,89 20,78 22,08 
P.A. 15,20 18,84 22,34 25,63 

60 P.P. 19,28 23,79 26,63 29,49 
P.A. 21 ,18 24,87 28,74 34,09 

Observa-se na Tabela l que não existe a relação l : l entre a 
perda de peso e a perda de água. Os valores de perda de água 
são maiores que os obtidos para perda de peso, garantindo-se, 
dessa forma , que um tempo de imersão de 1 hora ainda é 
considerado curto para a desidratação de fatias de manga em 
todas as concentrações estudadas. 

Uma vez que durante o descongelamento ocorre exsudação 
("dripping") de suco celular e consequente arraste de sólidos 
solúveis (Tomasicchio e Andreotti, 1990), utilizou-se a 
quantidade de exsudado como critério de avaliação da qualidade 
das fatias congeladas após o pré-tratamento de desidratação 
osmótica. 

A Tabela 2 resume os dados de quantidade de exsudado obtido 
após o descongelamento das amostras. Para facilitar a 
comparação dos resultados foi feita uma adimensionalização 
utilizando-se a quantidade de exsudado no produto não tratado 
osmoticamente como referência. O tempo O de imersão 
corresponde a fatias de manga que não sofreram tratamento 
osmótico, ou seja, as fatias in natura. 

Tabela 2- Razão entre a quantidade de exsudado de fatias de 
manga tratadas osmoticamente e de fatias in natura, após o 

descongelamento. 

Tempo 
(min.) 

o 
IS 
30 
60 

Solução (concentração) 
40% 50% 40:10 

I l 1 
0,736 0,632 0,463 
0,554 0,587 0,265 
0,378 0,482 o, 109 

50:10 
l 

0,480 
0,218 
0,048 

Como já foi visto, durante a etapa de descongelamento das 
amostras ocorrem perdas de peso por "dripping". A Tabela 3 
resume os resultados de perda de peso obtidos durante o 
descongelamento de fatias de manga. A adimensionalização dos 
resultados foi feita como na Tabela 2. Os dados experimentais 
permitem verificar que existe diferença entre os valores de perda 
de peso e os de quantidade de exsudado. Uma possível 
explicação seria o enxugamento das fatias, necessário para a 
determinação da perda de peso das amostras. Durante esta etapa 
costmnam ocorrer perdas de material devido a pouca 
consistência dessas fatias. 
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Tabela 3- Razão entre a perda de peso de fatias de manga 
tratadas osmoticamente e de fatias in natura, após o 

descongelamento. 

Tempo 
(min.) 

o 
15 
30 
60 

Solução (concentração) 
40% 50% 40:10 

l l l 
0,753 0,778 0,356 
0,400 0,673 0,218 
0,274 0,481 0,241 

50:10 
J 

0,469 
0,399 
0,337 

Os resultados experimentais indicam que a desidratação 
osmótica é um pré- tratamento eficiente para a redução da perda 
de peso e da quantidade de exsudado durante o 
descongelamento. Segundo Resende ( 1994) a pré-secagem de 
fatias de manga com. ar quente até niveis de 30% de água 
evaporada (relativo ao peso total) foi suficiente para reduzir 
drasticamente a quantidade de exsudado durante o 
descongelamento das amostras. Bolin e Huxsoll ( 1993) 
acreditam que a remoção da umidade durante um pré-tratamento 
de desidratação, provoca a compactação das células e a 
concentração de conteúdo celular. Estes efeitos poderiam ser 
correlacionados com um aumento de compressão das células, 
tomando-as mais resistentes aos efeitos do rompimento das 
estruturas. Estes fatores poderiam também provocar uma 
redução na tendência da água migrar para fora da célula, 
reduzindo os efeitos danosos de formação dos cristais de gelo 
durante o congelamento. Acredita-se que quando o pré
tratamento é feito através da desidratação osmótica sempre 
haverá presença de material exsudado, não exatamente devido à 
desestruturação da célula, mas em alguns casos pela liberação da 
solução osmótica impregnada na superficie da fatia. 

As soluções estudadas não possuem as mesmas atividades de 
água, o que implica em niveis de desidratação diferentes, que 
poderiam estar mascarando o efeito de crioproteção do glicerol, 
visto que as fatias tratadas com soluções de sacarose e glicerol 
tiveram perdas de água maiores do que as tratadas somente com 
sacarose. Contudo, pela observação da Figura l, nota-se que a 
diferença entre as curvas se mantém praticamente constante. Era 
de !se esperar, portanto, que os valores das Tabelas 2 e 3 
mantivessem o mesmo comportamento, fato que não aconteceu. 
O que se pode concluir desses resultados é a formação de dois 
grupos, que diferem na presença ou não de glicerol nas 
amostras. Embora os dados não sejam conclusivos, eles são um 
indicativo de que a presença de glicerol é um fator a mais de 
proteção para as amostras congeladas. 

Infelizmente o glicerol não conseguiu diminuir o amolecimento 
da matriz celular que ocorre após o descongelamento. A maior 
parte das amostras apresentou alterações na firmeza e perda de 
consistência, dificultando, inclusive, o próprio manuseio das 
mesmas. 

Para os ensaios de congelamento utilizou-se de 5 a 7 fatias 
de manga para cada tempo de imersão. Verificou-se que existe 
grande variação nos valores de perda de peso e de quantidade de 
exsudado após o descongelamento das amostras. A dispersão 
desses valores é bastante acentuada até mesmo entre fatias 
cortadas de uma mesma fruta. Este comportamento também foi 
observado por Resende ( 1994) durante um pré-tratamento de 
secagem de fatias de manga com ar quente e posterior 
congelamento em freezer (-l8°C). Segundo o autor o 
comportamento fisiológico da manga durante a maturação 
mostra que se pode encontrar variações nas condições fisico
químicas da fruta, não havendo um padrão uniforme até mesmo 
em frutas procedentes de uma mesma safra e de mesmo ponto de 
colheita. 

A determinação da quantidade de sólidos solúveis do 
material exsudado das amostras não ofereceu resultados 



satisfatórios, que pudessem ser relacionados à concentração de 
solução osmótica utilizada ou ao tempo de imersão. Sabe-se, 
entretanto, que ela diminui com o pré-tratamento de 
desidratação. Ao contrário do esperado, houve um aumento na 
quantidade de sólidos solúveis das amostras desidratadas 
osmoticamente em relação às amostras frescas (sem tratamento). 
Acredita-se que esse aumento seja devido a concentração de 
material celular e a entrada de solutos no interior das fatias. 
Como já foi dito, uma outra possibilidade seria a liberação, 
durante o descongelamento, da própria solução osmótica que 
ficou impregnada na superficie das fatias. 

CONCLUSOES 

A desidratação osmótica foi um pré-tratamento inicial 
eficiente na diminuição da perda de peso e da quantidade de 
exsudado após o descongelamento. Os dados experimentais 
comprovam que com tempos de imersão de IS minutos já é 
possível notar diferença nos valores de quantidade de exsudado 
e de perda de peso para as fatias in natura e as tratadas 
osmoticamente. A presença de glicerol nas soluções também se 
mostrou eficiente na redução do "dripping" das amostras, mas 
ainda é cedo para atribuir essa melhoria ao efeito crio-protetor 
do glicerol. Isto só poderia ser feito de forma mais segura 
utilizando-se soluções osmótica de mesma atividade de água. O 
amolecimento resultante do processo de 
congelamento/descongelamento não foi evitado pelo uso do 
glicerol, como se esperava. 

} 
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ABSTRACT 

The cryo-protective action of solutes concentration was 
evaluated with mango slices (1 cm thick), submitted to osmotic 
dehydration with aqueous mixtures of sucrose and glicerol, 
followed by freezelthawing and weighting the exsudate mass. 
The results indicate that the osmotic pretreatrnent reduces 
exsudate by about 70%, with markedly intluence of glicerol 
impregnation. 
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RESUMEN 

Se propuso un modelo difusivo para estudiar e[ movimiento dei dióxido de cariJono (C02) en quesos. Se 
consideró la presencia de ojos de geometria esférica uniformemente distribuídos y de concentración de co] 
constante. Se calcularon concentraciones individuales considerando la difusión desde una esfera de 
volumen finito hacia un medio infinito: Para un dado número de Fourier, la concentración fuera de un 
radio mínimo se consideró despreciable por lo que las concentraciones globales y los jlujos totales a través 
de la superficie dei queso se calcularon como la sumatoria de los aportes individuales de los ojos. 

INTRODUCCION 

La formacióo de agujeros u ojos es tmo de los procesos que 
se desarrollan durante la maduración de ciertos quesos. Atmque 
los agujeros no son esenciales en la calidad, 'estos se consideran 
deseables en algtmas variedades. La formación de los ojos de tm 
queso de buena calidad es consecuencia de las sucesivas 
fermentaciones responsables de la producción de dióxido de 
carbono (C{}z). En los quesos tipo suizo ocurre tma 
fermentación ácido-láctica completada casi a las 24 horas, en la 
que e! 90 o/o de la lactosa se convierte en ácido láctico. Este 
ácido láctico es e! sustrato para la fermentación ácido
propióoica en la que se transforma e! lactato a acetato, 
·propionato y C{}z. En este caso, la temperatura debe elevarse a 
18 - 25 °C y la fermentación se Ueva a cabo durante 20 - 30 
días. Cuando se han producido suficientes ojos, la fermentación 
dei ácido propióoico se retarda por tma disminución en la 
temperatura. Los quesos tipo suizo más conocidos son los 
quesos Emmentaler y Gruyere de forma cilíndrica (Fox, 1987). 
En quesos tipo holanda, los fermentos utilizados metabolizan e! 
citrato residual de la leche a compuestos como diacetil y COz 
(Akkerman et ai. , 1989). Los quesos tipo holanda más 
conocidos son los quesos Edam, de forma esférica y los quesos 
Gouda, de forma cilíndrica (Fox, 1987). 

La pérdida difusional de C{}z ai medio impide que se 
desarrolle la presión de gas total necesaria. La haja producción 
de COz y/o las pérdidas no permiten que los ojos persistan con 
las características deseadas. Por lo tanto, es útil contar con tm 
modelo para predecir la cantidad de gas perdida qu~ la 
producción debe superar y en consecuencia determinar las 
posibilidades de formación de ojos. Los trabajos que se han 
realizado hasta e! momento están relacionados con la 
determinación de COz en quesos y con el seguimiento del 
cambio de concentración considerando diversos parámetros 
tecnológicos que pueden influir en su producción (Bosset et ai. , 
1980; Crow y Martley, 1991 ; Robertson, 1957). Asimismo, se 
ha desarrollado tm modelo matemático para predecir e! 
fenómeno difusivo dei COz ai medio considerando la presencia 
de un agujero (Akkerman et ai. 1989). Sin embargo, aún no se 
cuenta con un modelo que considere situaciones tales como tm 
mayor número de agujeros o varias geometrias de quesos. 
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En el presente trabajo se propone tm modelo matemático en 
el que e! movimiento de COz es estudiado por soluciones de la 
segunda ley de Fick. El objetivo dei mismo es predecir e! 
cambio de la concentración de C{}z con la posición en e! queso 
y e! tiempo de maduración y la pérdida de COz al med~o para 
quesos de geometrias cilíndrica y esférica. 

TEORIA 

Predicción de la concentración ptmtual. La velocidad de 
transferencia de materia por difusión en estado no estacionaria 
en alimentos, básicamente se ha modelado utilizando soluciones 
adecuadas de la segunda ley de Fick (Schwartzberg y Chao, 
1982). Para estudiar e! movimiento dei COz en e! queso se 
supone tm medio sólido homogéneo de densidad constante con 
ojos asociados a tma geometria esférica. Cuando se considera un 
coeficiente de difusión dei soluto (D) constante y solamente 
difusión radial, la ecuación de difusión en términos de la 
concentración dei soluto (C) en el sólido en coordenadas polares 
es: 

Utilizando e! siguiente cambio de variable 

u=Cr 

la ecuación ( 1) resulta 

ôu cru 
-= D 
ôt ôr2 

( I) 

(2) 

(3) 

En este caso, se estudia tma región limitada internamente 
por tma esfera de radio r = a. Es decir, se considera la difusión 
desde una esfera de volumen finito bacia un medio infinito. Por 
lo tanto, se resuelve la ecuación (3) en la región r > a con las 
siguientes condiciones inicial y de contorno, 



u=O t=O r>a (4) 

u=aC 1 r=a t>O (5) 

u=O r~oo t>O (6) 

donde C1 eS la concentración de C{h sobre la superficie dei ojo. 
En las ecuaciones (4), (5) y (6) se asume que la concentración 
inicial de C{h en la masa dei queso es cero, que la 
concentración de C{h en el ojo permanece constante y que lejos 
dei ojo la concentración es nula, respectivamente. Según 
Akkerman et ai. (1989), la producción de C{h por los starters 
asegura ur.:~ concentración constante a partir dei segundo día de 
maduración aproximadamente. La solución dei sistema (3) - (6) 
es (Carslaw y Jaeger, 1957), 

(
r-a J aCI -

C = _ erfc 
2
./Dt 

r 
(7) 

La ecuación (7) permite estimar la concentración de C{h en 
la región r > a para el caso de un único ojo. Cuando se considera 
más de un ojo, la condición (6) no se verifica. Sin embargo, 
analizando el comportamiento de la concentración para un único 
ojo, se puede observar en la Figura l que las mayores 

Dt 
variaciones de la concentración para diferentes valores de -

a2 

(número de Fourier) ocurren en un radio mínimo, a partir dei 
cual se puede suponer válida la condición (6). Particularmente, 
teniendo en cuenta los valores de concentración que las técnicas 
experimentales permiten determinar, se puede calcular dicho 

c 
radio con el limite de -:5 O.l. A partir dei radio r_:;úmo, el 

c, 
comportamiento de cada ojo en dicho tiempo no se modificaria 
por la presencia de otros ojos. Para estas condiciones, en e! caso 
de más de un ojo, se propone calcular una concentración global 
(Cg) para una posición y un tiempo determinados como la 
sumatoria de los aportes individualer; de los ojos considerados. 

N 
Cg = LCn {rn, t) 

n=l 
(8) 

donde N es el número de ojos y c. es la concentración 
calculada con la ecuación (7) en la que la distancia r. ai punto 
donde se desea calcular la concentración, varia de acuerdo a la 
posición de cada ojo. En este caso, se consideran los aportes de 
todas las fuentes afectados por un mismo factor de ponderación. 
Si bien es un cálculo por exceso, es e! eriterio más sencillo para 
una estimación preliminar. 

Dado que las geometrias más usuales en quesos con ojos 
son la cilíndrica y la esférica, se han realizado las distribuciones 
de los ojos considerando las respectivas coordenadas. Además, 
se considera una distribución uniforme de ojos en la masa dei 
queso. 

Predicción dei flujo en la superficie. Se propone calcular la 
cantidad de C{h que atravieza la superficie dei queso en un 
tiempo t cuando se considera un ojo, según: 

M = Af ( -D àC 1 dt 
o àr~sup 

(9) 
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donde A es el área de flujo y el integrando se evalúa sobre la 
superficie dei queso. Cuando se considera más de un ojo, 

N t( ac~ Mg =A L J - D-n dt 
n=l o ar sup 

(lO) 

Sustituyendo la ecuación (7) en la (lO) resulta, 

N t{ [ l (ru-a)] Mg=A~1 ~ DaC1 ~2 em 2~ + 

[ 
{ru-a)

2 lll dt exp - 4Dt 

·sup 

( ll) 

rn .J1CDt 

Esta integral se resolvió por el método de aproxirnación que 
utiliza la fórmula recursiva de Newton, el cual es adecuado para 
trabajar funciones con singularidades. 
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Figura l - Variación de la concentración cuando 
se considera un único ojo 

MATERIALES Y MEIODOS 

Distribución de los ojos. Una distancia mínima entre los 
agujeros fue usada en la distribución uniforme de los ojos en la 
masa dei queso. 

Para quesos de geometria esférica se ubicó el sistema de 
coordenadas en el centro dei queso como se muestra en la 
Figura 2. Los pasos para la distribución uniforme de los 
agujeros fueron los siguientes: primero, se determinaron radios 
característibos considerando la distancia mínima entre los ojos: 
luego, para cada radio se realizó una distribución de los ojos 
sobre la longitud de la circunferencia en la dirección e y 
finalmente, para cada e se realizó una distribución de los ojos 
sobre la longitud de la circunferencia en la dirección q>. 

En la Figura 3 se muestra el sistema de coordenadas para 
quesos de geometria cilíndrica. Los pasos para la distribución 
uniforme de los agujeros fueron los siguientes: primero, se 
determinaron alturas características considerando la distancia 
minima entre los ojos; luego, para cada altura se realizó una 
distribución de los ojos sobre el radio y finalmente, para cada 
radio se realizá una distribución de los ojos sobre la longitud de 
la circunferencia en la dirección q>. 
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Figura 2- Sistema de ejes de coordenadas en un queso de 
geometria esférica y coordenadas polares de un punto p · 

z 
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X 

Figura 3 - Sistema de ejes de coordenadas en un queso de 
geometria cilíndrica y coordenadas de un punto P 

La Figura 4 muestra el diagrama de flujo para el cálculo de 
Ias concentraciones puntuales y dei flujo en Ia superficie para 
las geometrias estudiadas. 

Datos de Ia literatura. Los datos utilizados en los cálculos 
computacionales han sido extraídos de la bibliografia 
relacionada con el tema de quesos con ojos. En la Tabla 1 se 
muestran los valores usados y la fuente bibliográfica 
correspondiente. En cada caso se calcularon los números de 
Fourier y se verificaron los respectivos radios mínimos que 
permiten aplicar la Ecuación (8). 

RESULTADOS Y DISCUSION 

Se calcularon Ias concentraciones globales y los flujos 
totales a través de Ia superficie para quesos con ojos usando los 
datos de la Tabla l. 
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Queso Edam. Para la densidad considerada, un queso de 
2 kg tiene aproximadamente un radio de 7.5 cm. Se calcularon 
las concentraciones globales variando con el radio dei queso 
para 8 = O, <p = O y t = 30 días. Para el tiempo de maduración 
seleccionado, el radio medio de los ojos es 0.23 cm (Akkerman 
et ai. , 1989). 

c START ) 
i 

~ 

1-... 
Cálculo dei número máximo de ojos 

en Ia dirección R (geometria esférica) ó en 
la dirección z (geoJlletria cilíndrica), N 1 

1 
I = 1, N1 

~ 
Cálculo dei número máximo de ojos 

en Ia dirección 8 (geometria esférica) ó en 
Ia dirección R (geometria cilíndrica), N2 

... 
J = 1, N2 

r 
Cálculo dei número máximo de ojos 

en Ia dirección <p, N3 

... 
K= 1, N3 

~ 
• Cálculo de la distancia r. dei oj 

I, J, K a la posición de cálculo 

• Cálculo dei aporte dei ojo I, J, K 
usando la Ec. (6) ó Ia Ec. (9) 

• Acumulación de los térmínos 
individuales 

END 

Figura 4- Diagrama de bloques para los cálculos en geometria 
esférica o cilíndrica 

En Ia Figura 5 se muestra la variación de Ia concentración 
global de CÜ2 en el queso con Ia dirección radial. En 8 = O, 
<p = O se inicia Ia distribución de los ojos. Se ubica un ojo en el 
centro dei queso y luego en Ia dirección radial, un agujero cada 



2 cm (distancia de centro a centro de los ojos). En este caso, los 
ojos de 0.23 cm de radio se ubicaron a 2, 4 y 6 cm sobre e! 
radio dei queso esférico. Se observa que la concentración global 
disminuye hacia la superficie dei queso y que aumenta ai 
acercarse a un ojo. 

Tabla 1 - Datas bibliográficos 

Da tos 

D: 2.5- 3 x 10-6 cm2/s 

p: 1.15 g/cm3 

Quesos tipo holanda: 
• C1: 18 mM/kg de queso 
• Distancia mínima entre los 

ojos: 2 cm 
• Variación dei radio dei ojo 

con e! tiempo de maduración 

Quesos tipo suizo: 
Ct: 60 mM/kg queso 

Queso Edam (tipo holanda): 
• Peso: 2 kg 
• Forma esférica 

Queso Gouda (tipo holanda): 
• Peso: 4 - 12 kg 
• Forma cilíndrica 

Queso Emmentaler (tipo suizo ): 
• Peso: 60- 130 kg 
• 1000 - 2000 ojos 
• Diámetro de ojos: 1 - 4 cm 
• Forma cilíndrica 
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Figura 5 - Concentraciones globales en un queso Edam de 2 kg 
para 6 =O, cp =O, t = 30 días, D = 2.5 x 10-6 cm2/s , 

Ct = 18 mM/kg, a= 0.23 cm, N=165 

En la Figura 6 se observan las pérdidas totales de COz en 
función dei tiempo. Para e! cálculo dei volumen se consideró ai 
C{}z como un gas ideal. De manera que a 25 °C y 1 atm de 
presión, 1 moi de C{}z ocupa 24.466 litros (24466 cm~. Se 
informan los flujos para una posición dada en la superficie. 
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En la Tabla 2 se muestran los flujos para diferentes 
posiciones. Debido a la distribución de los ojos, los flujos no 
son constantes a través de la superficie dei queso. Se observa 
una variación de acuerdo a la posición donde los flujos son 
calculados porque no todos los ojos están a la misma distancia 
de cualquier punto sobre la superficie. 

1.6 

1.2 

ON 
u 0.8 

"' o 
~ 0.4 

0.0 

o 10 20 30 40 

tiempo (días) 

Figura 6 - Pérdidas totales de COz en función dei tiempo de 
maduración para un queso Edam de 2 kg para 6 = O, cp = O, 

R= 1.5 cm, D = 2.5 x 10-6 cm2/s, Ct = 18 mM/kg, a = 0.23 cm 

Tabla 2 - Pérdidas totales de COz para un queso Edam 
de 2 kg a 30 días de maduración en diferentes posiciones 

sobre la superficie 

R cp 6 Volumende 
COz (litros) 

1.5 o o 0.77 
1.5 o x/16 0.72 
1.5 o x/8 0.73 
1.5 o 37t/16 0.70 
1.5 o x/4 0.71 
1.5 o 57t/16 0.71 

. 1.5 o 37t/8 0.69 
1.5 o 77tl16 0.72 
1.5 o x/2 0.68 
1.5 1 x/16 0.72 
1.5 1 x/8 0.73 
1.5 1 37t/16 0.70 
1.5 1 x/4 0.70 
1.5 1 5x/16 0.68 
1.5 1 37t/8 0.67 
1.5 1 77t/16 0.71 
1.5 1 x/2 0.67 

Queso Gouda. Para la densidad considerada, un queso de 
4 kg tiene aproximadamente un radio de 15 cm y una altura de 
6 cm. Se calcularon las concentraciones globales variando con 
el radio dei queso para cp = O y t = 30 días. Para el tiempo de 
maduración seleccionado, el radio media de los ojos es 0.23 cm 
(Akkerman et ai., 1989). 

En la Figura 7 se muestra la variación de la concentración 
global de COz en el queso con la dirección radial para dos 
valores dez. En z = 3, cp = O se ubicaron un ojo en el centro dei 



queso y luego en la direcci6n radial, W1 agujero cada 2 cm. En 
este caso, los ójos d~ 0.23 gn, de radio se ubicaron a 2, 4, 6, 8, 
10, 12 y 14 cm sobre !'I radio dei queso cilíndrico. La 
concentración disminuye .. iíacia la superficie dei queso y 
aumenta en las cercanías de los ojos. A la altura z = 2 no hay 
agujeros y por lo tanto no hay variaciones tan acentuadas como 
en el caso de z = 3. En la Figura 8 se observan las pérdidas 
totales de CÜl en fimción dei tiempo. En la Tabla 3 se muestran 
los flujos pa~ diferentes posiciones. 

50 

l40 
!i 30 
...... 
ON 20 
u 

~ 10 

• •• 

o 2 

. . . . •• .. 
~-

.. 
··· z = 3 ' 

z=2 

4 6 8 10 12 14 16 

radio (cm) 

Figura 7- Concentraciones globales en W1 que~o Gouda de 
4 kg para cp =O, t = 30 días, D = 2.5 x 10~ cm2/s, 

Ct = 18 mM/kg, a= 0.23 cm, N=519 
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Figura 8 - Pérdidas totales de CÜl en fimción dei tiempo de 
maduración para W1 queso Gouda de 4 kg para cp = O, z = O, 
R = O, D = 2.5 x 10~ cm2/s, Ct = 18 mM/kg, a= 0.23 cm . 

Queso Emmentaler. Para la densidad considerada, W1 queso 
de 80 kg tiene aproximadamente W1 radio de 38 cm y Wla altura 
de 15 cm. Se asumió a= 0.5 cm y Wla distancia entre agujeros 
de 3.6 cm de manera de obtener alrededor de 1300 agujeros. En 
este caso, a 30 días de maduración se calculó Wla pérdida de 
40.5 litros de CÜl para W1 queso de 1364 ojos. Según Fox 
(1987) W1 queso de 80 kg pierde alrededor de 40 litros de CÜl 
eo el mismo período. 

Generalmente, la determinación experimental de las 
concentraciones de CÜl en quesos es compleja, por lo que no se 
cueotan con muchos datos de la literatura. Más aún, la 
determinación de la concentración de CÜl no se realiza en 
forma p~tual sino en W1 volumen dado. De manera que el 
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modelo propuesto es W1 primer paso para el cálculo ·de las 
concentraciones promediadas en W1 volumen definido. 

Por .otra parte, el cálculo de la pérdida de CÜl ai medio es 
importante desde el pWlto de vista tecnológico. En 
consecuencia, la predicción de las concentraciones pWltuales fue 
usada para el cálculo dei flujo de CÜl indicados en la literatura 
a través de la superficie dei queso. El modelo planteado permite 
estimar los volúmenes perdidos de CÜl con buena 
aproximación. 

En próximos trabajos se podria considerar el tratamiento de 
otros pWltos de interés a fin de mejorar los cálculos, tales como: 
Wla distribución no uniforme de los ojos, ojos de diferentes 
tamaiios, variación dei coeficiente de difusión y/o el efecto de 
otros componentes sobre la difusión. 

Tabla 3 - Pérdidas totales de CÜl para W1 queso Gouda 
de 4 kg a 30 días de maduración en diferentes posiciones 

sobre la superfície 

z cp R Volumen de 
CÜl (litros) 

o o o 4.71 
o o 1 4.24 
o o 2 4.54 
o o 4 4.42 
o o 6 4.42 
o o 8 4.46 
o o 10 4.40 
o o 12 4.17 
o 7t/2 1 4.21 
o 7t/2 2 4.04 
o 7t/2 4 4.39 
o x/2 6 3.92 
o 7t/2 8 4.19 
o 7t/2 10 4.14 
o 7t/2 12 3.91 

CONCLUSIONES 

El movimiento de CÜl en la matriz dei queso fue modelado 
a través de soluciones adecuadas de la segWlda ley de Fick. Las 
simplificaciones realizadas ai modelo como la presencia de ojos 
de geometria esférica uniformemente distribuídos permitieron 
determinar valores aproximados a los dados en la literatura. Se 
calcularon concentraciones en distintos pWltos y flujos a través 
de la superficie dei queso mediante Wla metodologia para 
considerar el aporte individual de cada ojo que permitió estudiar 
las variaciones de las mismas para las geometrias estudiadas. 
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ABSTRACT 

A diffusional model was proposed to study the carbon 
dioxide (CÜ2) movement in the cheese matrix. Eyes uniformly 
distributed were associated to spherical geometry and constant 
CÜ2 concentration in boles was assumed. Diffusion from a 
sphere offinite volume to an infinite medium was considered to 
calculate individual concentrations related to each eye. For a 
given Fourier number, concentrations in a radiuc: larger than ;; 
criticai one were considered negligible. Therefore, glooal 
concentrations and total fluxs through the swface of the cheese 
were calculated considering individlpll contributions for each 
eye position. 
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RESUMO 

O conhecimento das propriedades termnfisicas dos alimentos é de especial importância nos estudos de projeto e 
otimização de processos térmicos. No congelamento de alimentos, a entalpia é uma propriedade fimdmnental por 
indicar a energia que deve ser removido para congelar o produto. Neste trabalho, um calorímetro de mistura foi 
utilizado para a construção de curvas de entalpia-temperatura de dois sistemas (polpa de abacaxi e solução de 
sacarose). A partir dessas curvas foram obtic/ps curvas de calor específico-temperatura. Uma detenru·nação 
experimental de ponto de início de cangelamento também foi realizada. Os resultados obtidos para os dois sistemas, 
em diferentes faixns de cancentração, foram analisados e algumas conclusões foram estabelecidos. 

INTRODUÇÃO 

O comportamento dos alimentos submetidos a processos 
térmicos é determinado, em grande parte, por suas propriedades 
termofisicas. O conhecimento dessas propriedades toma 
possível o projeto de equipamentos e a otimização de operações 
de processamento de alimentos. Entre as propriedades 
termofisicas de maior interesse encontramos a entalpia, o calor 
especifico e o ponto de inicio de congelamento. 

No congelamento de alimentos, a entalpia é a coF::inação do 
calor sensível e do calor latente. A remoção do calor latente 
O<.:orre ao longo de uma faixa de temperaturas, por isso o calor 
especifico do produto congelado inclui uma porção de calor 
latente na entalpia e é considerado calor especifico aparente. No 
presente trabalho, usaremos apenas a expressão calor especifico 
para designar tal situação. Cada contribuição da entalpia total é 
função da temperatura e da fração de água congelada, naquele 
momento. A cntalpia de vários alimentos cm faixas de 
temperaturas de congelamento foi medida por Riedel (1951), 
Ramaswamy & Tung (1981), Kleeberg (1986), Hense (1990), 
Kerr et al .(l993), Lindsay & Lovatt (1994). 

O calor específico e a entalpia têm sido freqüentemente 
medidos através do método de mistura, do calorímetro 
adiabático ou do calorímetro diferencial de varredura (DSC). As 
vezes, a medida é feita utilizando aparatos bem simples, como os 
usados por Hwang & Hayak.awa (1979), Kleeberg (1986) e 
Hense (1990). Outros métodos, conío o da placa condutora 
(Mohsenin, 1980), análise térmica, análise térmica diferencial e 
espectroscopia de ressonância nuclear magnética (Lind, 1991) 
também são citados . 

O método calorimétrico de mistura tem sido utilizado com 
sucesso por muitos pesquisadores, entre eles: Vagenas & 
Marinos-Kouris (1990); López-Ramos et ai . (1993); Rapusas & 
Driscoll (1995). As razões pelas quais esse método se encontra 
amplamente difundido são a sua simplicidade de execução e a 
possibilidade de ser utilizado com quantidades de amostras 
relativamente grandes. Esse último aspecto é importante, uma 
vez que muitos alimentos possuem estrutura heterogênea. 

Estudos teóricos sobre a relação entalpia-temperatura têm 
sido conduzidos por vários pesquisadores, entre eles : Heldman 
(1974), Schwartzberg (1976, 1977, 1981), Chen (1985), Pham 
(1987), Pham et ai. (1994), Lindsay & Lovatt (1994). A maioria 
dos estudos recentes têm seguido Schwartzberg ( 1976, 1977), 
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que desenvolve expressões para predição de calor específico e 
entalpia baseadas em relações termodinâmicas, com correções 
para a água ligada. 

Neste trabalho são determinados a entalpia, o calor 
especifico e o ponto de inicio de congelamento para polpa de 
abacaxi e um sistema modelo. Os sistemas modelos são 
extremamente úteis quando se deseja estudar processos ou 
propriedades termofisicas ou ainda verificar a exatidão de 
modelos de predição (Albin et ai ., 1979; Bak.shi et ai., 1985; 
Larkin & Steffe, 1987; Hegedusic et ai. 1993; Lin, 1994; 
Miyawaki & Pongsawatmanit, 1994). O sistema modelo utilizado 
é constituído por solução aquosa de sacarose. Justifica-se a 
composição desse sistema, por ser o abacaxi constituído, 
aproximadamente, por 85% de água e apresentar 90"/o da massa seca 
composta por açúcares, principalmente sacarose (Bleinroth, 1987). 

ASPECTOS TEÓRICOS 

Schwartzberg (1976), partindo da equação de depressão do 
ponto de congelamento, 

d{lnaw) Mw .Â. 

dT R.T2 
(1) 

considerando a atividade de água, a,., igual à fração molar de 
água, para alimentos com alto teor de umidade, chega à equação 
de predição de calor especifico, cr: 

[ 

R T 2 l 
Cp =cPu +(Xb -Xwo)ócp +E.X 5 _ ·_o_

2 
-0,8.ócpj(2) 

Mw .t 

onde: 
aw Atividade de água 
Â. Calor latente de congelamento (J/kg) 
ócp Diferença entre os calores específicos da água e do 

gelo (J/kg K) 
Cru Calor especifico do alimento não congelado (J/kg K) 
Xb Fração mássica de água ligada 
Xwo Fração mássica de água antes do congelamento 
X, Fração mássica de sólidos solúveis 



M., Peso molecular da água (kglkgmol) 
M. Peso molecular dos sólidos solúveis 
E M,/Mw 
R Constante dos Gases (Jikmol K) 
To Temperatura absoluta do ponto de fusão da água (K) 
t Temperatura eq 
A integração da Eq. (2) conduz a uma equação do tipo: 

B 
H =A+Cpt· .t+

t 
(3) 

Na Eq. (3), ~rr .t é o componente de calor sensível, 8/t o 
componente de calor latente e A uma constante de integração 
dependente da temperatura de referência utilizada. Neste 
trabalho, considera-se para entalpia de referência (entalpia igual 
a zero), a amostra congelada com temperatura igual a -40 °C. O 
valor de 8 é apresentado na Eq. (4): 

B 
E.X •. R.T/ 

Mw 
(4) 

Os coeficientes A, ~" e 8 podem ser obtidos por regressão 
das curvas de entalpia, enquanto o valor de E.X, através da 
aplicação da Eq. (1) na temperatura de início de congelamento 
do alimento, t~c(Schwartzberg, 1977): 

E.x. = Mw .(Xwo- Xb ).Ã.wo .tic 

R.To2 
(5) 

Para temperaturas acima do ponto inicial de congelamento, 
t~c, a entalpia pode ser aproximada por uma relação linear da 
temperatura: 

H=Ho+cPu .t (6) 

O valor de tic pode ser obtido pela intersecção das curvas 
descritas pelas Eq. (3) e Eq. (6), que predizem a entalpia para 
temperaturas abaixo e acima do ponto inicial de congelamento, 
respectivamente. No ponto de início de congelamento as duas 
equações devem ser satisfeitas: 

B 
H 0 +cPu.t=A+cpf .t+

t 
(7) 

As curvas de calor específico podem ser obtidas a partir da 
derivação das curvas de entalpia. 

MATERIAIS E MÉTOOOS 

Na etapa experimental foram utilizados dois sistemas 
básicos para determinação das propriedades termofisicas: um 
sistema real constituído de polpa de abacaxi e um sistema 
modelo constituído por uma solução aquosa de sacarose. 

Os dois sistemas tiveram suas propriedades determinadas a 
duas concentrações: 15 e 25 °Brix. Esses valores representam a 
polpa de abacaxi congelada sem e com adição de açúcar, 
respectivamente. O valor de oBrix da polpa foi ajustado com o 
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auxílio de um xarope de sacarose à 65 °Brix. O abacaxi 
utilizado foi da variedade Smooth Cayenne, adquirido no 
CEASA-Campinas. 

A polpa de abacaxi foi obtida submetenlio-se a matéria
prima à lavagem com água clorada seguida de descascamento 
manual. Na seqüência a fruta passou por um triturador de facas e 
por um despolpador com peneira de 0,5 mm, foi pasteurizada 
(70 °C por 3 minutos) e refrigerada. 

As propriedades termofisicas determinadas experimentalmente 
foram a entalpia e o ponto de início de congelamento. Os 
métodos e materiais necessários serão apresentados a seguir. A 
polpa de abacaxi foi caracterizada através da determinação de 
umidade, concentração de sólidos solúveis \Brix), fibras, 
cinzas, açúcares totais e redutores. As soluções de sacarose 
tiveram apenas umidade, sólidos solúveis e açúcares determinados. 

Ponto de Início de Congelamento. Para esta determinação, as 
amostras foram colocadas em tubos de capacidade de 5 ml, 
contendo um termopar conectado a um indicador de temperatura 
da marca Cole-Parmer, modelo 8536-25. O tubo foi imerso em 
um banho refrigerado (Optherm), com temperatura constante. 

A temperatura do banho para determinação do ponto de 
início de congelamento foi selecionada a partir de ensaios 
preliminares. Após a imersão da amostra, sua temperatura era 
registrada a intervalos regulares de 5 segundos. O ponto de 
início de congelamento é caracterizado por um platô na curva 
temperatura versus tempo. Dessa forma à temperatura do banho 
era ajustada em tomo de 5 a 10 °C abaixo da tic, de maneira que 
o platô ficasse melhor defmido. Todas as medidas foram feitas 
em triplicata. O procedimento utilizado foi semelhante ao 
descrito por Telis (1996). 

Entalpia. A entalpia foi determinada pelo método 
calorimétrico de mistura. O método baseia-se no balanço de 
energia após o equilíbrio térmico, entre uma amostra de massa e 
t~mperatura conhecidas e uma quantidade de água de massa e 
temperatura também conhecidas, colocadas no interior de um 
recipiente isolado termicamente (calorímetro). 

O calorímetro utilizado consistia de uma garrafa térmica 
(frasco · Dewar) com um termopar inserido num orificio na 
tampa e conectado a um indicador de temperatura (Cole-Parmer 
modelo 8536-25). 

As amostras utilizadas no experimento foram embaladas, 
pesadas e congeladas. As embalagens mediam 8x4 cm e eràm 
constituídas por um filme flexível de poliéster, alumínio e 
polietileno (gramatura igual a 66glm2), com as bordas 
termos seladas . 

Antes de iniciar o experimento, as amostras tinham sua 
temperatura estabilizada em banho, durante aproximadamente 
três horas. A temperatura da amostra, ao inicio do experimento, 
era considerada igual à temperatura do banho, t. 

Depois de transcorrido o tempo de estabilização das 
amostras, uma massa conhecida C:e água, m .. , com calor 
especifico também conhecido, ~Pw. era colocada no calorímetro e 
sua temperatura inicial era medida, t .... A seguir, uma amostra 
de massa m. e temperatura inicial t era colocada no calorímetro 
e todo o conteúdo era agitado até que o equilíbrio fosse atingido. 
Este era evidenciado, após algum tempo de agitação, quando a 
temperatura medida no interior do calorímetro não mais variava, 
ou seja, alcançava-se a temperatura de equilíbrio, t.. A variação 
de entalpia total da amostra, MI., foi calculada através da 
Eq. (8), obtida a partir do balanço de energia no equilíbrio. 



mw .CPw .(te- two) +qcal 
ôH • = --'--"-'--'--'---:..:..::..:---=..:::.. 

m. 
(8) 

O valor de qao~ na Eq. (8) refere-se à capacidade térmica do 
calorímetro e da embalagem da amostra, na faixa de 
temperaturas em que foi realizado o experimento. Esse valor foi 
determinado através da calibração do calorímetro (contendo uma 
embalagem de amostra vazia) com água destilada congelada. O 
procedimento utilizado é semelhante àquele empregado para as 
amostras e se encontra descrito em Kleeberg (1986) e 
Hense (1990). 

Para a construção das curvas de entalpia, os valores de L\H. 
foram plotados em um gráfico Entalpia versus Temperatura e 
ajustados. O procedimento para o ajuste e obtenção do ponto de 
início de congelamento segue o sugerido por Pham ( 1987). 

Os pontos acima da temperatura de início Jc congelamento 
foram ajustados para uma reta, Eq. (6), e os pontos situados 
abaixo, foram ajustados para uma curva do tipo da Eq. (3). Os 
coeficientes H., cru, A, crr e B foram obtidos por regressão 
dos dados de entalpia. 

As curvas de entalpia foram ajustadas pelo método dos 
mínimos quadrados e o ponto de início de congelamento foi 
obtido pela intersecção das duas curvas descritas pelas Eq. (3) e 
Eq. (6). Esses cálculos foram conseguidos com o auxilio do 
aplicativo Matlab 4.0. for Windows. 

Calor Específico. As curvas de calor específico foram obtidas 
por derivação numérica das curvas de entalpia. Como auxiliar no 
cálculo foi usado o aplicativo Matlab 4.0. for Windows. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Os dados experimentais de entalpia ( -40 a + 20 °C} foram 
ajustados utilizando o modelo de Schwartzberg (1976), usando o 
método dos mínimos quadrados . 

Tabela 1 - Parâmetros de ajuste da Eq.(3) 

Sistema A 
{kJ!kg) 

crr B 
(kJ!kgK) (kJK/kg) 

Sol. sacarose 15 "Brix 54,5 1,54 -285 0,998 
Sol. sacarose 25 °Brix 109 2,99 -411 0,982 
Polpa de abacaxi 15 °Brix 45,2 1,34 -338 0,995 
Polpa de abacaxi 25 "Brix 85,7 2,43 -456 0,981 

• R 2 rEpresatta o coeficiente de correia <;ii o entre os dados experimentais de 
entalpia e os valores previstos pelo modelo ajustado. 

Tabela 2- Parâmetros de ajuste da Eq. (6) 

Sistema H. C Pu Rl 
(kJikg) (kJ/kgK) 

Sol. sacarose 15 "Brix----· 309 3,22 0,996 
Sol. sacarose 25 °Brix 326 2,88 0,993 
Polpa de abacaxi 15 OSrix 313 3,78 0,988 
Polpa de abacaxi 25 "Brix 311 2,18 0,990 
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Pode-se notar pelas Tabela 1 e 2, que houve um bom ajuste 
das curvas aos dados experimentais. Provavelmente, uma 
correlação ainda melhor poderia ser obtida se um maior número 
de pontos experimentais tivesse sido coletado. 

As Figuras 1 e 2 apresentam as curvas de entalpia para os 
dois sistemas estudados. Há uma semelhança entre os valores de 
entalpia para os dois sistemas à mesma concentração, no entanto 
apenas isso não assegura que a curva ajustada de entalpia para a 
solução de sacarose possa representar os valores de entalpia 
para a polpa de aba'caxi . Para verificar se o modelo de entalpia 
para a solução de sacarose pode representar dados de polpa de 
abacaxi, procedeu-se a uma avaliação visual do gráfico de 
resíduos. Embora essa análise seja um procedimento subjetivo, 
não deve ser menosprezada (Barros Neto et ai ., 1985). Como 
forma de padronizar os resíduos, seus valores foram divididos 
pela média dos valores observados. 
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Figura 1 - Curvas de entalpia ajustadas e dados experimentais 
de sistemas a 15 "Brix 
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Figura 2 - Curvas de entalpia ajustadas e dados experimentais 
de sistemas a 25 °Brix 
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Nas Figuras 3.(b}, 4.(a} e 4.(b) os resíduos tendem a se 
deslocar para cima ou para baixo da linha pontilhada, enquanto 
que na Figura 3.(a}, parece haver uma distribuição aleatória dos 
mesmos, em tomo da linha de resíduo igual a zero. Pode-se 
considerar o modelo satisfatório quando a distribuição dos 
resíduos é aleatória. 

Assim, com base nessa análise, conclui-se que apenas o 
modelo de predição obtido a partir da solução de sacarose, a 
15 °Brix, abaixo do ponto de congelamento, pode ser usado para 
calcular a entalpia da polpa de abacaxi, nessa mesma 
concentração e faixa de temperaturas. A diferença observada 
entre as duas curvas da Figura 2 indica que a entalpia de polpa 
de abacaxi a 25 °Brix não pode ser representada pelo modelo 
obtido a partir de solução de sacarose à mesma concentração. A 
distribuição não aleatória dos resíduos, observada na Figura 4, 
confiima esse fato. Parece haver uma influência maior da 
composição do soluto no comportamento dos sistemas, à medida 
que a concentração aumenta. Soluções mais diluídas 
provavelmente sejam mais semelhantes entre si e portanto 
apresentam comportamento flsicos similares. Talvez isto 
explique o fato de se conseguir, abaixo do ponto de 
congelamento, predizer dados de entalpia de polpa de abacaxi a 
15 °Brix usando um modelo obtido a partir de uma solução de 
sacarose nessa mesma concentração. 

A intersecção das curvas descritas pelas Eq.(3) e Eq.(6) 
define o ponto de inicio de congelamento, t~c, como dito 
anteriormente. Os pontos de inicio de congelamento obtidos por 
este método e aqueles obtidos experimentalmente são 
apresentados na Tabela 3. 

Tabela 3 - Ponto de lnicio de Congelamento 

te experimental te calculado 
Sistema CC) CC) 

Sol. sacarose 15 "Brix -1 ,3 :1: 0,1 -1 ,2 

Sol. sacarose 25 °Brix -2,3 :1: 0,1 -2,0 

Polpa·de abacaxi 15 °Brix -2,1 :1: 0,1 ·1 ,4 
Polpa de abacaxi 25 "Brix -3,3 :1: 0,1 -2,2 

Schwartzberg (1976) considera os sistemas alimentícios de 
alto conteúdo de umidade como soluções ideais e baseado nisso 
desenvolve seu modelo. Pham (1987}, quando propõe o método 
para cálculo do ponto de inicio de congelamento com base nas 
curvas de entalpia, também faz uso dessa aproximação. Soluções 
de sacarose de alto conteúdo de umidade podem ser mais 
facilmente aproximadas a sistemas ideais, do que a polpa · de 
abacaxi. Isso provavelmente explique a boa concordância entre 
os valores experimentais e calculados para o ponto de inicio de 
congelamento obtidos para o sistema modelo. 

O valor encontrado {!ara o ponto de inicio de congelamento 
da polpa de abacaxi a f 5 °Brix é próximo ao apresentado por 
ASHRAE (1967 citado por Polley et ai . 1980) para abacaxi 
maduro com 85% de umida&, que é -1,0 °C. A variedade do 
abacaxi não é citada. Para polpa de abacaxi com adição de 
açúcar (25 °Brix) nenhuma referência foi encontrada. 

Na Tabela 2, também são apresentados os valores de calor 
específico, acima do ponto de congelamento. Como indica o 
coeficiente de correlação, o calor específico (O a 20 °C} pode ser 



considerado constante em relação à temperatw"a. Os valores 
o~tidüi para tPu de soluções de sacarose foram ligeiramente 
menores aos referenciados por Short (1955 citado por Okos, 
1986). ' 

Valores de calor especifico para polpa de abacaxi não foram 
··encontrados na literatura, no entanto podemos comparar o calor 

especifico de polpa de abacaxi sem adição de açúcar (15 "Brix) 
com sucos de frutas. O calor especifico de sucos de fruta 
apresentado por Okos (1986), situa-se entre 3 a 4 kJ/k:g K, para 
temperatw"as acima do ponto de inicio de congelamento, 
bastante próximo ao mostrado na Tabela 2. 

As curvas de calor específico, obtidas a partir da derivação 
das curvas de entalpia, apresentaram um comportamento 
satisfatório, semelhante ao encontrado em bibliografia. Um 
exemplo pode ser observado na Figura 5, referente à polpa de 
abacaxi a 15 "Brix. Abaixo do ponto de inicio de congelamento o 
calor especifico é nitidamente dependente da temperatw"a, 
enquanto que para temperatw"as acima desse ponto, é constante. 
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Figura 5 o Calor especifico de polpa de abacaxi a 15 "Brix 

CONCLUSÕES 

O modelo de Schwartzberg (1976) descreveu bem a relação 
entalpiaotemperatw"a para todos os sistemas testados e forneceu 
curvas de calor especifico coerentes. Na bibliografia pesquisada, 
não foram encontrados valores de entalpia para soluções de 
sacarose e polpa de abacaxi, o que nos leva a concluir que este 
trabalho é uma primeira fonte de dados dessa propriedade para 
esses materiais. 

A tentativa de propor um sistema modelo que representasse 
a polpa de abacaxi apenas produziu resultados satisfatórios 
numa concentração de i 5 °8rix, abaixo do ponto de 
congélamento. Em sistemas um pouco mais concentrados parece 
haver influência da composição do soluto. Outras tentativas 
poderiam ser realizadas com sistemas modelo de composição 
mais próxima à polpa de abacaxi, como por exemplo com 
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adição de ácido cítrico, gomas e outros açúcares, além da 
sacarose. 

As diferenças entre os valores experimentais e os preditos 
para o ponto de inicio de congelamento foram pequenas para o 
caso de soluções de sacarose. Para a polpa de abacaxi, as 
diferenças são um pouco maiores, provavelmente devido ao fato 
do método de predição empregado considerar os sistemas com 
soluções ideais. 
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ABSTRACT 

The know1edge of thermophysical properties of foods is of 
special importance on studying design and optimization of 
thermal processing. ln food freezing, enthalpy is a fundamental 
property to indicate the eoergy that should be removed for 
freezing the product. ln this work, the method of mixture was 
used to constru1.:t enthalpy-temperature curves of two systems 
(pineapp1e pulp and sucrose so1ution). Using these curves, the 
specific heat-temperature curves and the initial freezing point 
were calculated. An experimental determinatioÍl of the initial 
freezing point was also realized. The results acquired for both 
systems, in different concentration ranges, were analised and 
some conclusions were established. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta o estudo experimental das flutuações de temperatura no escoamento de ar em um 
duto de seção circular aquecido, com promotores de turbulência intemos, os quais consistem de helicóides 
de cobre de diferentes diâmetros. Microtermopares são utilizados para as medições de temperatura e de 
suas flutuações. A aquisição e análise estatfstica dos dados é realizada par meio de um Analizador de 
Fourier. Os resultados expen·mentais para tubos com promotores intemos é comparado com os resultados 
obtidos em tubos lisos, sendo feita a análise do comparlamento da variância através da distribuição das 
escalas de turbulência para a flutuação da temperatura. 

INTRODUÇÃO 

Promotores de turbulência são dispositivos utilizados 
em equipamentos de troca de calor com o intuito de produzir, ou 
intensificar, o processo turbulento em um escoamento, 
aumentando a mistura e, consequentemente, melhorando a troca 
térmica nesses equipamentos. O conhecimento dos processos de 
transferência de calor nessas condições é, portanto, necessário 
para o desenvolvimento e aplicação de promotores de 
turbulência em equipamentos de troca de calor. 

A análise termo e tluidodinâmica é feita através da 
solução das equações de conservação da massa, quantidade de 
movimento e energia. Resultados experin1entais são de grande 
valia para a elaboração de modelos visando a solução destas 
equações (Karam e Mõller, 1991 ; Oliveski e Mõller, 1995). A 
descrição do comportamento das flutuações de velocidade e 
temperatura, servem, também, de subsídio para o 
desenvolvimento e avaliação de novos métodos de solução 
destas equações (Grõtzbach, 1987), uma vez que as leis que 
descrevem as caracteristicas médias de velocidade para o 
escoamento, com ou sem transferência de calor, e para a 
temperatura, tanto em tubos como na camada limite, tem sido 
amp13111ente estudadas e comprovadas, devendo-se citar o 
clássico trabalho de Nikuradse (1930) e, mais recentemente, 
Zukauskas e Slanciauskas ( 1987) e Kiril1ov e Levchenko ( 1989). 

A introdução de rugosidades ou promotores de 
turbulência em dutos ou canais, e suas consequências, tem sido 
objeto de estudos de diferentes autores, desde o próprio 
Nikuradse ( 1950) e, mais recentemente, Rehme (1978 ), Chiou 
(1987) e Kim e Webb (1993). Estes trabalhos mostram, em 
linhas gerais, as caracteristicas dos parâmetros envolvidos e 
confmuam o fato de que a inserção de rugosidades ou 
promotores de turbulência, aumenta a taxa de transferência de 
quantidade de movimento, e, nos dutos aquecidos, de calor. 

A análise de escoamentos turbulentos é feita, 
classicamente adotando-se a hipótese de Reynolds, segundo a 
qual, separa-se a média temporal das componentes dos campos 
de velocidade e de pressão da parte flutuante dessas 
quantidades. Nos problemas onde ocorre transferência de calor, 
também a temperatura é dividida em sua parte média temporal e 
sua parte flutuante (Hinze, 1975 ). Devido as caracteristicas 
aleatórias das flutuações, a análise estatística destes parâmetros 
faz-se necessária. 

O objetivo deste trabalho é realizar a análise 
experimental da variância das flutuações de temperatura em 
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escoamento turbulento em um duto circular aquecido e com 
helicóides internos. Com este fim, as funções de densidade 
autoespectral e autocorrelação são utilizadas para se obter 
infonnações sobre as escalas de comprimento e de tempo, bem 
como sobre a natureza do processo de transferência de calor 
neste tipo de geometria, comparando-se com os resultados 
obtidos em dutos circulares lisos (Blanco, 1996). 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

A seção de testes consiste em um tubo de cobre de 40 
mm de diâmetro interno e 5,0 m de comprimento dos quais I ,2 
m são aquecidos elétricamente, correspondendo a região da 
descarga do ar que é 4lsuflado por meio de um ventilador 
centrífugo. Os perfis de velocidade e de temperatura foram 
medidos radialmente a uma seção, aproximadamente 30 mm 
antes da descarga, no interior do tubo. O perfil de velocidade foi 
medido por meio de um tubo de Pitot de diâmetro externo de I ,3 
mm. A temperatura e suas tlutuações foram medidas por 
intermédio de microtermopares, construídos e calibrados para 
esta fmalidade (Blanco e Mõller, 1992 ). A parte flutuante da 
temperatura é amplificada e seu comportamento estudado 
através de um analisador de Fourier, Bruel&Kjaer, modelo 2034. 
Durante os experimentos um termopar é colocado fixo no centro 
do tubo, enquanto que o outro é deslocado radialmente da parede 
para o centro do tubo. O posicionamento do tubo de Pitot, bem 
como o do termopar na posição variável, é feita através de um 
posicionador micrométrico. 

A utilização do analisador de Fourier permite o estudo 
do sinal dos termopares através de funções estatísticas de 
autoespectros e correlações. A observação do registro da 
temperatura no tempo é realizada em uma faixa de frequência de 
O Hz a 200 Hz. Os registros das funções toram feitos para um 
intervalo de 2,0 Hz a 200Hz, eliminando-se assim o sinal DC (O 
Hz), que aparece no início da escala. As funções de autoespectro 
foram obtidas através de amostragens de 500 blocos, cada qual 
com 1024 elementos. 

Para mininlizar-se a influência da frequência da rede 
(60 Hz), fêz-se unta retificação tritàsica da entrada de 
alimentação do aquecimento da bancada, atenuando-se a 
frequência de 60 Hz e dando origem a uma frequência de 360 
Hz, e suas harmônicas, já fora do intervalo de frequências de 
interesse. A tensão resultante desta conversão e aplicada à 
resistência foi de 206 V, sendo o valor da resistênCia de 34 n. 



Os promotores de turbulência foram construidos 
através da introdução de helicóides de fio de cobre com 
diferentes diâmetros e um passo de aproximadamente 30 mm 
cada. Uma vista esquemática da parte aquecida da seção de 
testes bem como dos promotores de turbulência está mostrada na 
Figura I . A Tabela I lista as geometrias de helicóides utilizadas 
bem como as condições do escoamento investigadas. 

Os parâmetros básicos obtidos nos experimentos foram 
determinados a partir de cálculos efetuados com um programa 
computacional desenvolvido para este fun (Brancher et al. 
1993). 

Tabela 1 Características dos escoamentos investigados: 

e/R e aquecimento R e fator de I 

mm atrito- À. ' 

0,0 0,0 não 5,4.104 0,021 
sim 3,81.10' 0,020 

0,09 1,8 não 2,26.104 0,038 
sim 2,39.104 0,063 

0,11 2,2 não 1,99.104 0,068 
sim 2,70.104 0,115 

0,14 2,8 não 1,83.104 0,27 

-- ---
__ _sim __ L_2,60.104 0,204 

RESULTADOS 

A Figura 2 apresenta o perfil de velocidade 
adimensional logarítmico U+, como função da posição 
adimensional y+ em todas as medições descritas na Tabela 1. A 
curva teórica mostrada nesta Figura, para referência dos valores, 
corresponde à clássica "Lei da Parede" para o escoamento 
isotérmico em dutos circulares lisos estabelecida por Nikuradse 
( 1932). Pode-se verificar o efeito produzido pela inserção dos 
helicóides, mantendo, de forma geral, a mesma inclinação que a 
curva obtida por Nikuradse para rugosidades produzidas por 
meio da deposição de grãos de areia no tubo. 

RcNisll..-,ci:LII Eli!Lrk~ t':Om 
Haguetes h;olanws 

Figura 1: Vista esquemática da seção aquecida, mostrando os 
promotores de turbulência. 
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Figura 2. Pertil de velocidade adimeusional logarítmico, 
comparado com a "Lei da Parede" de Nikuradse (1932) para 
tubos lisos. 

Os mesmos resultados, com excessão dos tubos lisos, 
estão mostrados na Figura 3 como flmção da posição y/e. A 
curva teórica corresponde, neste caso à curva sugerida por 
Nikuradse (1 950) para tubos rugosos. 
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Figura 3. Perfil de velocidade adimensional comparado com a lei 
de distribuição de velocidade de Nikuradse ( 1950) para tubos 
rugosos. 



O perfil de temperatura adimensional T +, como fimção 
da posição adimensional Y+t, sendo Y+t dado pelo produto de 
Y+ com o número de Prandtl, Pr, em todas as medições 
descritas na Tabela 1, está apresentado na Figura 4. A curva 
teórica mostrada foi proposta por Kirillov e Levchenko (1989) 
para tubo liso aquecido. Neste caso, constata-se uma 
concordância dentro de uma faixa de diferença máxima de ± 5 
%, mesmo para os dados dos tubos rugosos. 

. A Figura 5 mostra, para várias posições ao longo de 
um rajo, até o centro do duto, a ftmção de autocorrelação do 
sinal flutuante de temperatura, Rrr (t), definida por 

1 tb 

R17 (r)=-J T(t). T(t + r)dt 
tb o 

(I) 

onde tb é um tempo adequado de observação e r o tempo de 
retardo da função. Estes resultados estão normalizados por meio 
do valor médio quadrático da flutuação de temperatura 

(2) 

onde RIJ(O) é o valor médio quadrado da flutuação de 

temperatura para um tempo de deslocamento, T, igual a zero, 
isto é, 

(3) 

Em geral, as curvas de autocorrelação iPr1icam longos 
intervalos de tempo (no eixo horizontal tem-se o tempo total de 
2,0 s) em que as flutuações de temperatura se correlacionam. 
Isto indica a existência de grandes escalas de tempo e, 
consequentemente, de comprimento, para a flutuação da 
temperatura no escoamento turbulento neste tipo de canal 
investigado. Pode-se observar, também, que a medida em que se 
aproxima do centro do tubo, as inclinações das curvas tendem a 
ficar menos acentuadas, com maiores áreas, principalmente no 
caso do helicóide de maior diâmetro. 

24.00 
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~..-
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log Y+t 

Figura 4. Perfil de temperatura adimensional logarítmico de 
todas as medições em dutos aquecidos, comparados com a 
correlação proposta por Kirillov e Levchenko ( 1989). 
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Definindo-se a escala integral de tempo, 3 como a 
integral da função de autocorrelação da flutuação de 
temperatura, 

t 

3 =I CIT (t)dt (4) 

o 

esta pode ser adimensionalizada na forma do número de 
Strouhal, definido por 

D 
S= u 3 

m 

(5) 

sendo Um a velocidade média do escoamento e D o diâmetro do 
tubo. A Figura 6 apresenta 1/S em função da posição 
adimensional Y/R, onde Y é a distância a parede e R é o raio do 
duto. 

Alternativamente, pode-se também, r.alcular o número 
de ~trouhal S+, substituindo-se, na Equação (5), a velocidade 
média Um, pela velocidade local, U1. Na Figura 7 representa-se 
I /S+ em função da posição adimensional Y IR. 

Estes resultados mostram que a inserção de rugosidade 
afeta sigrriflcativamente o comportamento do escoamento 
turbulento nas regiões mais próximas a parede mas que, na 
região central (onde Y IR tende a 1) o número de Strouhal tende 
a não ser afetado. Isto demonstra que a introdução de 
rugosidades aumenta as escalas de turbulência na região 
próxima a parede, sem, no entanto, influenciar de modo 
significativo o núcleo do escoamento turbulento. 

A Figura 8 apresenta a distribuição da variância da 
flutuação da temperatura para duas alturas de helicóide 
investigadas; para comparação, os dados do tubo liso são, 
também, incluídos. Estes resultados estão adimensionalizados 
com a temperatura de fricção, definida por 

r· = ----'--
Pmcpu mAt 

(6) 

onde qr é o calor absorvido pelo fluido, Pm é a densidade fluido e 
cp o calor específico, estes últimos tomados à temperatura média 
do fluido. At é a área transversal interna do duto. 

Analisando-se estes resultados, verifica-se que apesar 
de o número de Reynolds no caso do canal liso ser mais elevado 
que nos casos com helicóides, que as variâncias de flutuações de 
temperatura são mais acentuadas junto à parede no duto liso que 
nos dutos com helicóides. Ao mesmo tempo, comparando os dois 
dutos com helicóides entre si, as variâncias no caso de menor 
valor de e/R são maiores. Este resultado está em acordância com 
as medições da quantidade de calor absorvida pelo fluido em 
cada caso investigado. O helicóide de menor diâmetro é mais 
eficiente, aumenta a quantidade de calor absorvido pelo fluido, 
comparativamente ao tubo liso, e retirando maior quantidade de 
calor do que o helicóide de maior diâmetro. 

Este resultado podem ser melhor interpretados com 
auxílio da Figura 6 onde se pode ver que as escalas de tempo 
para a temperatura, e, consequentemente, de tamanho, são 
comparativamente maiores no helicóide de menor diâmetro que 
no tubo liso ou em presença de un1 helicóide 1naior. 
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Figura 7. Escala integral da flutuação da temperatura na forma 
do inverso do número de Strouhal, definido com a velocidade 
média de escoamento, como função da posição adimensional. 

CONCLUSÕES 

Este trabalho apresenta um estudo da distribuição da 
variância das tlutuações de temperatura em escoamentos 
turbulentos em dutos círculares aquecidos e com promotores de 
turbulência inten1os na forma de helicóides. Foram analisados 
resultados de medições em tubos com helicóides internos e 
comparados os dados obtidos com os de um tubo liso. 

Verifica-se que a introdução de helicóides no interior 
do duto tende a homogeneizar o gradiente de temperatura radial, 
devido ao aumento da escala de turbulência, quando comparado 
com os resultados para o tubo liso. 



O aquecimento em um duto com rugosidades artificiais 
não altera a constJnte mriversal (parâmetro angular) da equação 

· da lei da paredé determinada por Ni.kuradse, coritudo o seu 
parâmetro linear é influenciado. 

A intensidade de flutuação da temperatura é afetada 
pela presença da rugosidade em regiões mais próximas da 
parede, porém na região central do duto esta influência não é tão 
marcante, com os resultados tendendo para valores.semelhantes 
tanto pàra o tubo liso como para os tubos com helicóides. 

~As curvas de autocorrelação apresentam uma forma 
suave de decréscimo o que leva a concluir que os vórtices 
responsáveis pelo transporte de calor apresentam tamanhos 
uniformes, podendo-se fazer uma análise das escalas integrais de 
tempo a partir das mesmas e representando-as 
adimcnsionalmente na forma de números de Strouhal. 

A presença de rugosidades diminui o número de 
Strouhal (aumentando 1/S e 1/S+) em regiões junto a parede. 
Isto indica que, para estas regiões, a escala integral de tempo 
aumenta com relação ao tubo liso e, consequentemente, aumenta 
a escala de comprimento. Esta consideração comprova um 
aumento na escala de turbulência com a presença da rugosiçlade 
e, portanto, a retirada de calor é intensificada. Na região central 
o efeito da rugosidade desaparece e o ninnero de Strouhal tende 
ao mesmo valor encontrado no tubo liso. 
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s Níunero de Strou.hal (D/ Um3). 
S+ Número de Strouhal (D/ Ul3). 
t Tempo-s. 
tb Tempo de observação -s. 
T Temperatura- °C. 
T' Flutuação da temperatura (T'(t))- °C. 
T* Temperatura de fricção- °C. 
UI Velocidade local do fluido- rn!s. 

Um Velocidade média do fluido 
u• Velocidade de fricção (tw/pf 112

- rn/s. 
U+ Velocidade adimensional (U1 /u*). 
y Distância da parede do tubo - m. 
y+ Distância adimensional (yu*/v). 

y+t Distância térmica adimensional (y+.Pr). 

' Tempo de retardo - rns. 

'tw Tensão de cisal.hamento na parede- Pa. 
3 Escala de tempo -s. 

v Viscosidade cinemática- m2/s. 
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ABSTRACT 

This paper presents the experimental study of the 
temperature fluctuations in a heated circular pipe with helical 
type internal turbulence promoters made of copper wires with 
different diameters. Microthermocouples are applied for the 
measurements of temperature and its fluctuations. Data 
acquisition and statistical analysis was made by means of a 
Fourier Analizer. Experimental results from the measurements 
in the pipes with internal turhulence promoters are coinpared 
with the results obtained in a smooth pipe. The ana1ysis of the 
behav10r of temperature variance is made with he1p of 
turbulence scales for the tem~ature fluctuations. 
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SUMMARY 

This work presents a numerical study of the influence of delta winglet pairs of vortex generators on the flow 
structure and heat transfer of a fin-tube channel. The momentum and energy conservation equations were solved 
by finite volume method using a boundary-fitted coordinates system. The influence of vortex generators parameters 
such as position, angle of attack and aspect ratio was investigated. Local and global influences of vortex 
generators in heat transfer and flow tosses were analyzed by comparison with a model using smooth fin. The 
results indicare that heat transfer enhancement andflow tosses reduction can be obtained simultanously by using 
vortex generators. 

INTRODUCfiON 

Development of techniques to improve the performance of 
compact heat exchangers is very important, since these devices 
are widely used in industrial applications. The industry has 
:oncentrated effort to develop techniques for reduction of 
operation costs, construction costs and size. The flow structure in 
these devices is complex and highly dependent of geometrical 
parameters such as distance between tubes, tube arrangement and 
fin geometry. The use of computational fluid dynamics to analyze 
this kind of problem has many advantages over other approaches 
because allow flow visualization and easy variation of 
geometrical parameters with lower costs. 
Fin-tube compact heat exchangers used in industry already bring 
in their conception heat transfer enhancement techniques such as 
louver-fins, corrugated fins, perforated fins, etc. However, there 
is a constant search for new methods that yield performance 
improvement. Many heat transfer enhancement techniques have 
been proposed for use in fin-tube compact heat exchangers. ln 
recent years, application of longitudinal vortex generators to this 
geometry was considered by some authors. 

Fig. I -Longitudinal Vortex Generator. 

/ 

Heat transfer augmentation by longitudinal vortex generators 
consists in the generation of a complex secondary flow by wings 
(vortex generators) positioned with an attack angle to the main 
flow direction (Fig. I). The dominant mechanism of 
enhancement, for laminar flows with a low angle of attack, is the 
downwash flow ofthe streamwise vortices generated (Yanagihara 
& Totii ; 1990, 1991). 
Fiebig et ai ( 1990) conducted an experimental investigation 
(2000,; ReE ,; 5000) about the influence of delta winglet 
longitudinal vortex generators on flow losses and heat transfer in 
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a fin-tube channel. Angle of attack and position of vortex generators 
were investigated. Results indicate p=45 • as the best attack angle in 
terms of heat transfer augmentation. Local heat transfer enhancements 
of I 00% and global heat transfer enhancement of 20% were achieved. 
However, the most important result was the reduction of flow losses 
in a channel with vortex generators. The authors have observed the 
existence of a position, behind the tube, which allows simultaneously 
flow losses reduction and heat transfer enhancement. It was observed 
a reduction of 8% in the flow losses, at ReE=2000 (E = distance 
between fins), with larger reduction for increasing Reynolds number. 
Valencia et ai (1993) carried out experimental studies about the 
influence of delta winglet longitudinal vortex generators on a compact 
fin-tube heat exchanger with three rows of staggered and in-line tubes. 
Vortex generators parameters such as attack angle and position were 
fixed according to the best results of Fiebig et ai (1990). Results show 
that for the chosen geometry the longitudinal vortices increase the heat 
transfer by 55% to 65% for the in-line and by 9% for the staggered 
arrangement. Flow losses increase by 20% to 44% for the in-line and 
by 3% for the staggered arrangement. The in-line arrangement with 
vortex generators, compared to the staggered one, gives the sarne heat 
transfer and lower flow loss at Re<lOOO and higher heat transfer and 
flow losses at Re> I 000. The authors observed a small advantage of in
line o ver the staggered arrangement when using vortex generators in 
a compact fin-tube heat exchanger. 
Biswas et ai (1994) conducted a numerical investigation (R~500 and 
R~IOOO) about the flow structure and heat transfer augmentation in 
a fin-tube channel with delta winglet vortex generators. Vortex 
generators parameters as attack angle and position were fixed 
according to best results of fiebig êt ai (1990). Local heat transfer 
enhancement of about 240% was obtained. The influence of vortex 
generators on flow iosses was not presented by the authors. 
The present study consists of a numerical investigation about the 
influence of delta winglet pairs of vortex generators on a simplified 
model of fin-tube compact heat exchanger. The influence of 
parameters such as position, attack angle and aspect ratio of vortex 
generators was investigated. The local and global influence of vortex 
generators in heat transfer and flow losses are analyzed by comparison 
with a smooth fin. The computational analysis was carried out by 
using the computational fluid dynarnics package PHOENICS (v. 2.0). 

PHYSICAL MODEL AND PARAMETERS 

The choice of the geometrical parameters was made considering the 
basic dimensions of a typical channel of evaporator for domestic air-



conditioning system. However, the physical model has only one 
row of tubes and the fins present some simplifications when 
compared with the original fin model. Heat transfer augmentation 
techniques used in that fin, as corrugations and louvers, were 
elirninate9. The vortex generators influence was evaluated by 
comparison between smooth fins with and without vortex 
generatórs. Fig. 2 presents the physical model. The geometric 
parameters of the fin-tube channel are: 

B = 2.89 D 
L=2.17 D 
E=0.2D (distance between fins) 

VortnGaentec B 
~ / 

'(/ ! 
11- I \ I \ I 

0 ~ 0 
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L 

• • • .__r 
I 

Fig. 2 - Physical Model 

There are many geometrical forms for the vortex generators. 
Although there is a study of the influence of the generators 
geometry on a laminar boundary layer heat transfer by 
Y anagihara and Torii (1992), there is no such a report for a fin
tube channel. Nevertheless, only built-in delta winglet vortex 
generators have been considered in this study. Others effects such 
as the stamping holes of vortex generators were not considered in 
the present study. 

,----------------------------------, 
I 

\ ! 

Flow 

Fig. 3 - Delta Winglet Vortex Generator. 

Table I - Vortex Generators Parameters. 

Height (H) 0.2D 

Chord (b) 0.2D 

Aspect Ratio (A=2Hib) 2.0 

Angle of Attack (~) 45 ° 
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The investigation was divided in two parts. At first, ali vortex 
generators pararneters, except the position, were fixed according to the 
best results encountered in literature (see Table I), and only the 
position was varied. The position of vortex generators wqas changed 
in the following interval (See Fig. 4): 

Flow 

~ 

70° <e <I soo 
0.6D < r< 0.9D 

Vortex Geaerator 

Fig. 4 - Region of Investigation 

Fia 

Secondly, the influences of aspect ratio (A) and angle of attack CP) 
were also investigated. The influence of angle of attack was evaluated 
with the vortex generators position fixed according to the best v alue 
obtained in the first step, and the range used was 15° < ~ < 60°. The 
influence of aspect ratio was investigated for the best positions in 
terms of heat transfer and flow losses in the range 1.0 < A < 2.0. 
The influence of Reynolds number was investigated in two 
configurations. The parameters such as position, aspect ratio and angle 
of attack of the vortex generator were chosen for the smallest pressure 
drop for the first configuration. The selection ofthe parameters for the 
second configuration was based on the highest heat transfer 
enhancement.· 

NUMERICAL MODEL 

Governing eauations. The fluid flow and heat transfer processes 
were modelled by partia] differential equations descJ;ibing the 
conservation of mass, momentum and thermal energy in three 
dimensional boundary-fitted coordinate system, since the geometry of 
the problem is very complex. 

Conservation of mass: 

a ax (p ui) • o 
i • 

(I) 

Conservation of momentum: 

div(p u .u .) • div(pVu 1) - ap • S 
J • ax (2) 

Conservation of energy: 

div(p "/') . div(pVIt) (3) 



The numerical model used a finite-volume formulation. The 
above equations are integrated over each control volume of the 
domain, and solved by the widely used CFD package PHOENICS 
(version 2.0). The package uses a staggered p;rid arrangement for 
discretization of the momentum equations. The hybrid scheme is 
employed for the discretization of the convective transport. 

Boundary conditions. The computational model is presented 
in Fig.5. The symmetry of the problem was considered to reduce 
data storage and computational efforts necessary to obtain the 
solution. The flow was assumed in steady-state with constant 
properties and absence of gravitational effects. 
The boundary conditions used were the following: 

-l!l.let: w = W;, and T .= T ... 
-Outlet : p = Po and null diffusive fluxes in streamwise 

direction. 
-Walls (fins, tube, vortex generators): T=TwaiJ and no-slip 

condition. 
-Symmetry planes : null mass and heat flux across the plane. 

L 1.50 

Flow 

-+ / B/1 

z Fia 

Fig. 5 - Computational Model 

Comparing the physical model with the computational model it 
can be observed a difference in the channel length. Such 
alteration was used to reduce the influence of boundary condition 
applied on the exit of the channel in the region of recirculation 
formed behind the tube, since in this region the diffusive fluxes 
have great importance. 
The numerical model assumed a flow symmetry along the two 
sides of the tube. This hypothesis includes the assumption of a 
stable wak.e behind the tube, which is reasonable due to the wall 
effects caused by the small EID ratio (E is the distance between 
fins). 

::::onvergence criteria. The convergence was assumed when 
the sun. uf the residual errors for each of equations sets took a 
negligible value. The reference residual errors used in this work 
are 10-6 for variables p, U, v, w and 10"5 for variable T. 

Grid Generation. The complex geometry of the channel 
required the use of a boundary-fitted coordinate system. The 
discretization of the delta winglets was difficult, since it have a 
triangular shape and the computational code used (PHOENICS 
2.0) allow only structured discretization of the space. Thus, the 
delta winglets was discretizated by using some rectangles, which 
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approximate the triangular shape of the vortex generators (see Fig.6). 
The three-dimensional grid was generated by copying a bidimensional 
discretization of the longitudinal plane of the channel, and the vortex 
generators position and angle of attack were determinated by fixing 
some nodes in this plane (see Fig. 7). 

Delta WiDcJet Delta WlacJet 
dilcretizated 

Fig. 6 - Discretization of the Vortex Generators. 

Fig. 7 - Generation of the Three-Dimensional Mesh. 

Grid refinement influence. The influence of grid refinement was 
investigated. An arbitrary configuration was simulated with three 
degrees of refinement and the results were compared in terms of flow 
losses and global heat transfer coefficient. It was concluded that a grid 
with 36x20x67 volumes would give reasonable results for these 
calculations at Re=284, and a grid with 42x20x77 volumes at 
Re=lOOO. 

RESULTS 

The results of the calculations performed with PHOENICS are 
presented in terms of Reynolds number (Re) and Nusselt number 
(Nu), defined according to Kays & London (1984), 

w . D, 
Re-~ 

v 

(4) 

(5) 



where w .. .., is the mean velocity on the minimum free-flow area 
and hc is the convection heat transfer coefficient. The hydraulic 
diameter is defined as, 

4 .A, 
D · -L 

• A, 

where A, = total heat transfer area 
Ac = miminum free-flow area 
L = flow length of heat exchanger 

(6) 

The evaluation of Nusselt number was based on the classical 
Logarithmic Mean Temperature Difference (LMTD). Flow losses 
have been evaluated by using the Friction Coefficient (C1), which 
was defined as, 

c, -~ E 1 -
-pWl 2L 
2 .. 

(7) 

where E is the distance between fins and W;n is the mean velocity 
on the inlet of the channel. 

Flow Strucuture and Heat Transfer Enhancement 
Mechanisms. The simulations were performed at Re=284, which 
was obtained from operation condition of a real compact heat 
exchanger. Fig. 8 presents some strearnlines in a fin-tube channel 
with built-in vortex generators (r=0.9D; 8=80°; i\.=2.0;,8=45°), 
where a strong tri-dimensional flow caused by the delta winglets 
can be observed. 
The mechanism of heat transfer enhancement can be understood 
with Fig. 9, where the secondary flow on a transversal section of 
channel, downstream of the winglets, and the local heat transfer 
enhancement on the base and top fins are presented. ln the 
regions of the channel where higher momentum fluid is carried 
toward the wall, an increase in heat transfer occurs, due to the 
thinning of the boundary layer. ln the regions where fluid is 
carried apart from the wall occur a reduction of heat transfer. 
Results in terms of local heat transfer enhancement showed 
promising tendencies. Fig. 10 and 11 present the local heat 
transfer enhancement for r=0.9D and 8=80°, where local 
enhancements of about 350% can be observed. ln these figures it 
is evident that the largest local enhancements occur near the 
vortex generator. 
Fig. I O (base fin) presents two peak.s of heat transfer enhancement. 
The first, positioned just before the delta winglet is a evidence of 
a comer vortex in this region. This type of structure has been 
related by Y anagihara & Torii (1990, 1991 ), and it is formed in 
the comer between the front side of the vortex generator and the 
fin . 
The second peak., positioned near the trailing edge of vortex 
generator is caused by the main vortex. This vortex is generated 
as the result of the flow separating in the tip of the delta winglet 
and rolling up due to the lower pressure in the rear side of the 
generator. The peak. of heat transfer observed in Fig. II (top fin) 
is caused by the strong flow toward the wall at that position. 

lnfluence of Vortex Generator Position. The vortex 
generator position was varied at Re=284. The angle of attack and 
the aspect ratio of delta winglets were fixed (p=45 ° ;i\.=2.0). The 
results indicate that the best position, in terms of flow losses, was 
r=0.9D and 8=80°. ln such position the channel with vortex 
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generators presents flow losses 12% lower than the channel without 
vortex generators. This flow losses reduction is a consequence of the 
reduction of the form drag due to the tube, since the presence of a 
delta winglet pair disturbs the pressure distribution along the tube 
surface. Analysis of the pressure distribution over the tube surface 
indicated a reduction of pressure levei at front side of the tube caused 
by the vortex generators. The global heat transfer enhancement was 
about 3% for the sarne position. 

v 

I-· z 

Fig. 8- Streamlines in a Fin-Tube Channel with Built-ln Vortex 
Generators. 
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Fig. 9 - Heat Transfer Enhancement Mechanism. 
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Fig. I O - Local Heat Transfer Enhancement 
(r=0.9D;8=80°;i\.=2.0;p=45°)- Base Fin. 
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Fig. 11 - Local Heat Transfer Enhancement 
(r=0.90 ;6=80 °;A=2.0; ~=45 °)- Top Fin. 

The best positions, in terms of heat transfer, were r=0.90 and 
6=130°, r-0.70 and 6=130°, and r-0.80 and 6=90°, where a 
global heat transfer enhancement of about 7% was obtained. 
However, the comparison among the three positions shows a 
Jower flow losses for r-0.80 and 6=90°. 

Influence of Vortex Generator Angle of Attack. The 
influenCP. of the attack angle on the flow losses and global heat 
transfer is presented in Fig. 12. These curves indicate that /)=45 o 

is the best angle of attack, which is in accordance with the 
experimental results of Fiebig [2], for ReE=3000. However, this 
result is highly dependent on the vortex generator position 
because of the flow complexity in a fin-tube channel. Therefore 
a generalization of this result is difficult. 
ln Fig. 12 it can be observed that /3=60 ° presents lower global 
heat transfer enhancement than /)=45 o . This result can be 
explained by the fact that the vortex intensity increases with the 
increase of angle of attack until a criticai value is reached. 
Beyond that value, the vortex generator performance decreases. 
Such behaviour was detected by previous works, but the critical 
angle was not identified. It is also important to note that the local 
flow direction varies for different vortex generators position. 
Thus, the real attack angle, based on the local flow direction, can 
be different from the nominal value. 
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Fig. 12- Influence of Angle of Attack. (~ ). 

lnfluence of Vortex generator Asoect Ratio. The influence 
of aspect ratio was investigated for the best position in terms of 
flow losses (r-0.90 and 6=80°), and on the best positions in 
terms of heat transfer (r-0.90;6=130°, r-0.70;6=130°, and 
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r=0.80;6=90°). The vortex generator angle of attack was fixed 
(/3=45 °). Figure 13 presents the influence of aspect ratio in flow 
losses. The results show that the reduction of aspect ratio caused a 
increase of flow losses. This result is the consequence of the increase 
of the vortex generator frontal area with the decrease of aspect ratio. 
However, it can be observed that when the vortex generator was 
positioned behind the tube, the influence of the aspect ratio in flow 
losses is much smaller than in others positions. 

1.20 
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õ 
0.90 ~ 
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A 

Fig. 13 - Influence of Aspect Ratio (A) on Flow Losses. 

The Fig. 14 presents the influence of the aspect ratio on heat 
transfer. The results show that the influence of aspect ratio on heat 
transfer is dependent of vortex generator position. ln all positions 
investigated, except for (r-0.80;6=90°), the heat tnmsfer increases 
with the reduction of aspect ratio, with a influence levei depending on 
the vortex generator position. This fact shows the need for a careful 
investigation involving channel and vortex generators parameters with 
the objective of obtaining the best performace in terms of heat 
transfer. 
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Fig. 14- Influence of Aspect Ratio (A) on Heat Transfer. 

lnfluence of Reynolds Number (R e). The influence of Reynolds 
number (Re) on heat transfer and flow losses was evaluated in the 
range 284~ Re~ 1000. lt was chosen two vortex generator positions for 
this investigation: the best configuration in terms of flow losses 
(r=0.90;6=80 ° ;A=2.0;~=45 ° ) and the best configuration in terms of 
heat transfer (r=0.70;6=130°;A=1.0; ~=45 ° ). The results can be 
observed on Fig. 15 and 16. 
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Fig. 15 - lnfluence of Reynolds Number (Re) on Heat Transfer. 

Fig. 15 shows the influence of Reynolds number (Re) on heat 
transfer. ln the two configurations occur an increase of heat 
transfer enhancement with the Reynolds number. Meanwhile, 
when the vortex generator was positioned downstream ofthe tube 
(best position in terms of heat transfer) occur a much higher 
influence of the Reynolds number (Re) than in the best 
configuration in terms of flow losses (vortex generator positioned 
upstream of the tube). 
Fig. 16 presents the influence of Reynolds number (Re) on flow 
losses. This figure shows that the flow losses reduction of about 
12% obtained at Re=284 can reach 20%, at Re=IOOO, since the 
effect of reduction of pressure levei at the front side or ihe tube 
increases with Re. However, for the best configuration in terms 
of heat transfer the flow losses increases with the Reynolds 
number, since the form drag caused by the tube and the vortex 
generators increase with the Reynolds number. 
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Fig. 16- lnfluence of Reynolds Number (Re) on Flow Losses. 

CONCLUSIONS 

This work presents a numerical investigation about the influence 
of longitudinal vortex generators on heat transfer and flow losses 
in a fin-tube channel. Delta winglet vortex generators were used, 
and the influence of parameters such as position, aspect ratio and 
angle of attack was investigated. A steady-state analysis was 
carried out using PHOENICS 2.0 CFD package for 
284s Res 1000. 
Results indicate that flow losses reduction and heat transfer 
enhancement can be achieved simultaneously. At Re=284 a 
reduction of flow losses of about 12% was obtained with vortex 
generators positioned at r=0.9D and 6=80°. For the sarne 
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configuration, global heat transfer enhancement of about 3% and local 
heat tranfer enhancement of about 350% was achieved. 
The influence of vortex generators parameters such as aspect ratio and 
angle of attack was investigated. Results indicated that /1"'45 o is the 
best angle, in agreement with the experimental results of Fiebig 
( 1990). However, this result is influenced by the vortex generator 
position since the direction of the local velocity vary remarkedly with 
the position in the channel. Therefore a generalization of this result 
can be only after unless a more detailed investigation. 
The influence of aspect ratio was investigated for the range 
l .O<J\<2.0. Results indicate .t\=2.0 as the best aspect ratio in terms of 
flow losses. The influence of the aspect ratio on global heat transfer 
has shown a dependence of vortex generator position, but the general 
behaviour is that the decreasing of aspect ratio increases the flow 
losses and heat transfer. 
The inve6tigation about the influence of the Reynolds number shows 
that the reduction of 12% on flow losses obtained at Re=284 becomes 
larger as the Reynolds number increases. At R e= I 000 it was obtained 
a flow losses reduction of about 20% with a heat transfer enhancement 
of 7%. The heat transfer enhancement was also significantly 
influenced by the Reynolds number. The best configuration in terms 
of heat transfer presents an increase of heat transfer enhancement from 
9%, at Re=284, to 21% at Re= I 000. 
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SUMMARY 

This work presents an experimental study of the injluence of Delta Winglet vortex generators on the heat 
transfer enhancement in an element of a gas-liquid fin-tube crossjlow heat exchanger. The naphthalene 
sublimation technique was used to detemline the global heat transfer coefficient based on the heat-mass 
transfer analogy. The peiformance of Delta Winglet Pair mounted on the jlat surface of the fins was 
investigated. The winglet position, anack angle and aspect ratio were varied. The results indicate that a 
reasonable enhancement of 18% is achieved for some parameters set. 

INTRODUCTION. 

The development of teclmiques to irnpfove the performance 
of compact fm-tube heat exchangers is very irnportant, due to 
their large industrial application. These teclmiques have the 
objective of reducing the dirnensions, construction costs and 
operation costs. 

Many heat transfer augmentation teclmiques have been 
proposed for use in compact fm-tube exchangers (some of these 
can be found in Bergles, 1991 ). The utilization of longitudinal 
vortex generators to this type of heat exchangers has been 
eonsidered by some authors in the recent years. Heat transfer 
enhancement by longitudinal vortex generators consists in the 
formation of a complex secondary flow by wings placed on the 
fm surface with an attack angle in respect to the main flow 
direction. A complex structure of secondary flow has been 
studied by Brockmeier et al. (1989),Yanagihara and Torii 
( 1991 ), Biswas and Chattopadhyay ( 1992 ). 

Y anagihara and Torii ( 1991) found that the structure is 
formed by a composition ofthree types ofvortices (figure 1). 

The main vortex formed at the wing tip, the comer vortex at 
the wing base and an induced vortex formed between them. 

Figure l. Structure of vortices observed by Yanagihara and Torii 
( 199 q for a delta winglet. 

675 

When two longitudinal vortex generators are positioned on 
the fm surface the interaction of the main vortices generated 
produces a secondary flow directed to the surface, downwash 
flow, in the region between the vortex generators. This flow 
cause a thinning in the bmmdary layer, enhancing the heat 
transfer. ln the outer region of the generators pair the existence 
of comer vortices produces a local heat transfer enhancement. 

Fiebig et al.(1990) conducted an experimental study about 
the influence of a pair of delta winglet type vortex generators on 
heat transfer and flow losses in a plate fm-tube geometry. The 
winglet position, the attack angle and the Reynolds number from 
2000 to 5000 were varied. Global heat transfer enhancement of 
20% and reduction in the flow losses of 10% were achieved for 
the best position winglet pair. These results were obtained for 
vortex generators with aspect ratio A=2, with Reynolds number 
Re=SOOO, distance between winglet one diameter apart and 
positioned half diameter behind the tube center line. ln this 
paper the authors indicate the best attack angle of ~=45° , 

although the results for the variation of the attack angle are not 
presented. 

Valencia et al. (1993) investigated the influence of delta 
winglet pairs in a geometry of compact fm-tube heat exchanger 
with three rows of in-line and staggered tubes. The vortex 
generators position with reference to the tube and the attack 
angle were established according to the values recommended by 
Fiebig et al. (1990). 

The results showed 55-65% of heat transfer intensification 
'for the in-line arrangement and 9% for the staggered 
arrangement. Considering the heat transfer enhancement and the 
flow losses, the authors concluded that the in-line arrangement 
has a performance slightly superior to the staggered arrangement 
in the presence of vortex generatÓrs. 

Biswas et al. (1994) carried a numerical investigation in a 
fm-tube channel -with delta winglet vortex generators. The 
objectives were to study the flow structure and the heat transfer 
enhancement for the sarne vortex generators parameters 
recommended by Fiebig et al.(l990) in the range of Reynolds 
munber from 500 to 1000. They observed the interaction 
between the horseshoe vortex (formed in the tube base) and the 
longitudinal vortex, that moves the boundary layer separation 
point over the tube from the tube front to the rear. Consequently, 
the recirculation region is reduced and the heat transfer is 



enhanced. The authors obtained local heat transfer enhancement 
of about 240%. 

The present work consists of an experimental inve1.tigation 
about the influence of delta winglet pair of vortex generators 
when mow1ted in a model of fm-tube compact heat exchanger. 
The influence of the position, attack angle and aspect ratio of 
vortex generators on the global heat transfer was studied. The 
results of heat transfer augmentation were analyzed by 
comparison with the smooth fm. 

EXPERIMENTAL APPARATUS. 

The tests were conducted in an open circuit wiud tunnel, 
shown schematically in figure 2. The tunnel consists of an iulet, 
a test section, a diffuser, a centrifugai fan aud a tube of 
discharge. The inlet was equipped with contraction ratio ( 4:1 ), 
grid and honeycomb flow straightener. The velocity profile was 
measured with a Pitot tube at the test section inlet and was 
found to be flat within 4 percent. 

The test section provided visual access during experirnents 
and easy access to the model for quit installation and remova! of 
specimens. The diffuser has a rectangular inlet section which 
fonns the transition to the circular exit sectiou. The fan was 
located downstream of the test section to avoid heating of the 
free-stream flow. The discharge tube vented the air from the 
wind tunnel to the outside atmosphere, so that naphthalene did 
not contaminate the laboratory air. The air flow rate was 
measured by an orifice mounted in the discharge tube and was 
modulated by varying the power input to a d.c. electric motor 
which drove the fan. 

WINDTUNNEL -
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ORIJI'ICI! 
PLATI! 

Figure 2. Test facility. 
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The experimental configuration consisted of a cell of heat 
exchanger, fonned of a finned tube of 90 mm diameter with 11 
plate fms 18 nun apart. A pair of delta winglet longitudinal 
vortex generators (L VG) were mounted on the surface of each 
fm symmetrical to the tube. The experimental model and the 
geometrical dimensions are shown in figure 3. 

The model was made by displaced fm-units, so that the fms 
could be mounted and removed. The test fm was 1ocated in the 
center of the model. This fm contained the cast naphthalene and 
ali the other fms simply provided the proper flow conditions. 
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-1- .j...!.8 
NAPHfHALENE 

l\· 
-ft2 

RINGS 
,5 

~J 
Figure 3. Experimental model. 

For the parametric study, the fm tube geometry was held 
constant and four parameters were varied: the winglet pair 
position ( x!D, ôy/D ), attack angle (p) and aspect ratio (1\). The 
dimensionless parameters ofthe configuration fin-tube (figure 4) 
are shown in table 1. 
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Figure 4. Characteristic parameters oftest configuration. 

Table l. Dimensionless parameters ofthe geometry fm-tube. 

Parameter V alue 
L/D 2,9 
BID 2,9 
EfD 0,2 

XvfD 1,45 
HfD 0,2 



The characteristic dimensions of the vortex generator are 
defined in figure S. 

The aspect ratio (A) ofthe vortex generator is defined as: 

A= 2H 
b 

where: H 
b 

height of generator 
cord. 

FIN 

Figure S. Characteristic dimensions ofvortex generator. 

The ranges of variable pararneters utilized in 
experiments are shown in table 2 and the delta winglet 
positions are represented in figure 6. 

Table 2. Ranges ofvariation ofthe pararneters. 

strearnwise position 0,9 ~~ ID ~ 0,3 
spanwise position 0,8 ~ xiD ~o 
attack angle 
aspect ratio A=l ; l ,S ; 2 

1,6 

1,4 

X 

D o .. 0 0,4 
0,2 

o .... . . 

FLOW u 
DUU:C110N D 

Figure 6. Test positions of vortex gem:rator. 

the 
test 

The study was conducted for constant Reynolds number 
(Re=lOOO ) and the influence of attack angle and aspect ratio 
was studied only in one position of delta winglet pair, e.g. , in the 
position where the higher intensification was obtained. 

CASTING OF THE TEST FIN. 

The casting mold was machined in one of the fm-units. This 
mold was made of aluminium (figure 7). The high polished 
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surface of naphthalene was obtained using a glass plate as the 
cover surface for the mold. The glass and the mold were always 
cleaned before to the casting process. The solid naphthalene was 
heated above its melting point ( 80,2°C ) and discharged into 
the preheated mold. Two vent holes allowed the air to escape as 
the mold is filled with liquid naphthalene. After the 
solidification, the mold was reheated to a temperature close to 
the naphthalene melting point for easier remotion of the cover 
surface. This procedure allowed the surface to be more polished 
than removing the cover surface at room temperature. 

After casting naphthalene, the test fin was geometrically 
identical to the other fms. To protect the naphthalene from 
sublimation by natural convection, the test fm was placed in a 
closed box for storage. Solid naphthalene particles was put into 
the box to generate a saturation condition within the box. 

1 

+ 

o 

J 
1 

NAPIITHALENE 

1{22lZ 222? t~~~~l~lliM ???? 2227.11 

Figure 7. Naphthalene fm. 

INSTRUMENTATION. 

Temperature measurements were needed since the partia! 
pressure of naphthalene is a function of the temperature, 1 ~C of 
change in temperature cause a I 0% change in the saturation 
pressure of naphthalene. A thermometer with accuracy within 
±0,1 °C was placed in the flow downstrearn ofthe test element. 

Air Jaboratory conditions were inferred from laboratory 
temperature, pressure and humidity. lbe uncertainties in the 
measurements ofthese parameters were ±O, l°C, ±0,1 mm Hg e 
±2,S% respectively. For the measurement of global naphthalene 
sublimation aJlrecision balance ( ±l0-4g ) was used. The test fm 
was weighed before and after a wind tunnel exposurc. The air 
rate flow was measured by an orifice plate with an uncertainty of 
3,S% (9S% of confidence levei). 

EXPERIMENTAL PROCEDURE AND DATA REDUCTION. 

The wind tunnel apparatus was subjected to a warm-up 
period before each test. After measuring the initial weight, the 
tin test was immediately assembled to U1e model and placed in 
the wind tunnel. The room temperature and the time period (to) 
of this operation was recorded for later mass correction due to 
natural convection. 



For the mass correction, the naphthalene fm was exposed to 
room ambient during one minute before put it in the tunnel and 
the rnass difference m this period (runct ) was measured. 
Assuming the natural convection constant during the transport 
and assembling of the fm to the tunnel, which is a good 
assurnption because lab temperature and naphthalene 
concentration fluctuated very little, the rnass correction was 
adopted as &na =runct . to . 

Dui-íng the test run the ambient conditions were recorded 
severa! tilnes. Temperature in the wind tunnel was measured 
every two minutes. After 40 to 45 minutes the fan was turned 
off and the test fm removed. The fm mass ( IIIe ) was measured. 

The procedure for rnass correction to the assembling process 
was also adopted for the mass correction due to remova! and 
transport ofthe fm to the balance:~ =runct.tae . 

The rnass change during wind tunnel exposure was: 

ôm=(mi -ÔID0 i)-(me -ômce) ( 1 ) 

The averaged rnass transfer coefficient h, was determined 
by: 

ri1 ômjô"t 
h= =--

m (Pvw- Pvoo)Af PvwAf 
( 2) 

where Pvoo = O for a naphthalene vapor free rnainstream. Since 

the vapor density ( and saturated vapor pressure ) of naphthalene 
at the surface is constant, the wall boundary condition is 
equivalent to an isothermal boundary condition in the heat 
transfer process. 

The naphthalene vapor dertSity Pvw was determined from 

the ideal gas law using the vapor pressure and the surface 
temperature: 

Pvw 
Pvw = RTw ( 3) 

The vapor pressure of naphthalene was obtained using the 
correlation given by Ambrose et al .( 1975): 

T . logpn = (1/2 ). ao+ :L~ a •. E•<x> 

X= [2T -(Tmin + Tmax)] /(Tmax- Tmin) 

ao =301,6247;al =791,4937 

a2 = -8, 2536;a3 =O, 4043 

Et{x) = X; Ez{x) = 2x2 
- 1 ; E 3{x) = 4x3 

- 3x 

(p
8 

in Pa; T in K) 

( 4) 

The mass transfer Stanton nurnber was used to avoid 'tbe 
tmcertainty of the diffusion coefficient. The mass transfer 
Stanton nurnber, Stm, was determined as: 

h 
Stm=~ 

u 
( 5) 

where u is the averaged velocity in the channel, determined by 
the flow rate in the test section. 

The heat-mass transfer analogy yields: 

St = St ( Pr)2/3 
c mSe 

(6) 
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where St:t. is the heat transfer Stanton nurnber 
The Schmitd nurnber Se was calculated using the Cho' s 

correlation (1989)-as function of surface temperature: 

Se = 2,2i _T_)-o,t326 

\.298,16 
( 7) 

Thc rcsults were expressed in terms of Nussclt nurnber 
through the expression: 

Nu=St:t. .Re.Pr ( 8) 

The Reynolds nurnber for tlow through the element of heat 
exchanger follows the conventional defmition: 

Re= u .Dh 
v 

( 9) 

A hydraulic diameter of Dt. =26 mm was used in the 
experimental heat exchanger using the defrnition of Kays and 
London ( 1 984 ). 

Applying the ASME I ANSI PTC 19.1 methodology, the 
uncertainties in Re were estimated to be 4 percent and 
uncertainties in Sth were estimated to be 6,5 percent, for 95% of 
confidence leveL 

The terrn intensification used in this work was defmed as 
the ratio between the Nusselt nurnber of the fm surface with 
vortex generators (Nu) and the Nusselt nurnber ofthe smooth fm 
surface (NUo). 

RESULTS AND DISCUSSION. 

A parametric study was initiated with the variation of the 
delt?. winglet pair position for a constant aspect ratio (A=2) and 
attack angle f3=45° with Reynolds nurnber Re=lOOO. The results 
are showed in figures 8 to 11 . Each curve corresponds to one 
line in which xiD was constant and the spanwise position (.óy/D) 
of the delta winglet pair was varied. 

The curves showed that the values of intensification varied 
between 3-10 percent as function of the position. The strongest 
effect · on the intensification was seen when the winglets were 
roughly one diameter apart (.óy/D=l,O) and 0,4 diameter behind 
the transversal axis ofthe tube (x/D=0,4). 
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Figure 8. Influence ofthe vortex generator position on the 
heat transfer (for DWP aspect ratio A=2, attack angle 

f3=45° and x/D=O). 
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Figure 9. Influence ofthe vortex generator position on the 
heat transfer (for DWP aspect ratio A=2, attack angle p=45° 

and x!D=0,2). 
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Figure lO. Influence ofthe vortex generator position on the 
heat transfer (for DWP aspect ratio A=2, attack angle P=45° 

and x/D=0,4). 

1.08 

1.07 

1.06 
! 
~ 1.05 = z 

1.04 

1.03 

I v 
__.-/ 

1.02 
0.6 0.8 

/ 

I 

AyfD 

~ 
]'.,_ 

1.2 

'\ 
\ 

1.4 

Figure ll. Influence ofthe vortex generator position on the 
heat transfer (for DWP aspect ratio A=2, attack angle 

P=45° and x/D=0,6). 

The results for the delta winglet pair placed behind the tube 
(x!D=0,4 and 0,6) indicated that the effectiveness of the vortex 
generators decreases when delta winglet pair position !ly/D was 
superior to 1 ,OD. For delta winglet pair positions downstream of 
the tube with x/D~0,8, the values ofintensification are small. 

For the position x!D=0,4 ; !ly!D=l ,0, relatively close to the 
tube, the stronger secondary flow generated by the delta winglet 
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pair acts on the recirculation region, increasing in a large 
amount the otherwise small heat transfer coefficient. 

The results of Fiebig et al. ( 1990) were nearly similar to 
this work, with the point of maximum intensification in 
x!D=0,5; !ly!D=l ,0. The differences are in the absolutes values 
of intensification, 20% in Fiebig' s work, probably caused 
because he used higher Reynolds number (Re=3000) and a 
channel with very large fin length downstream of thé tube ( 7D 
versus I ,45D in this work). 

Influence ofthe attack angle. 

For the best position of delta winglet pair, the attack angle 
was varied on the range of 15° to 60° with intervals of 7,SO for 
aspect ratio A=2. The results oftests are shown in figure 12. 
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Figure 12. Influence ofthe vortex generator attack angle on 
the heat transfer (for DWP position x/D=0,4; !ly/D=l ,O and 

aspect ratio A=2) 

It can be observed that intensification increases with the 
attack angle, attaining a maxirnum value at P"'52,5°. 
Considering only the heat transfer intensification, p"'52,SOis the 
best attack angle. But it is known that the pressure tosses 
increase with vortex generator attack angle, because the 
transversal arca of the generator in respect to the flow direction 
is increased. According to this idea is possible that the best 
attack angle is smaller than P=52,SO, which would be in 
accordance with the results of Fiebig ( 1990). These author 
obtained, by experimental studies of hcat transfer and pressure 
losses, the best attack angle of P=4 5°. 

For p=60°, it was seen a diminution in the intensification 
factor. This result is in agreement with the results obtained by 
Tiggelbeck et al. (1993). This vortex generator performance is 
explained by the tàct that the vortex intensity grows with 
jncreasing of attack angle until a determinated value (criticai 
value). Beyond this value the vortex intensity decreases, leading 
to similar effect on heat transfer. 

lnfluence of aspect ratio of the vortex generator. 

The influence of aspect ratio was studied for the best 
position of the delta winglet pair in terms of heat transfer 
enhancement (x/D=0,4 ; !ly!D=l ,O). The attack angle of the 
winglets was set to P=45°. 

The influence of aspect ratio on the heat transfer is shown 
in the figure 13. The results indicate that the global heat transfer 
increases with the aspect ratio reduction. 
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Figure 13. hrlluence ofthe vortex generator aspect ratio on 
the heat transfer ( for DWP position x/D=0,4 ; ôy/D=l ,O 

a.nd attack angle j)=45°) 

On the range studied (2 2 A 2 1) the maximum heat transfer 
enhancement was obtained for A=l , being the global heat 
tra.nsfer 80% higher than for aspect ratio A=2. However , this 
result must be considerated carefully because this influence can 
be different for other vortex generator positions because of the 
skewing of the local flow. 

CONCLUSIONS. 

The average Nusselt number was determinatêd 
experimentally for a plate fm-tube configuration. 

The results showed that with the application of delta 
winglet pair it is possible to enhance the heat transfer on the air 
side. Heat tra.nsfer augmentation of 10% with aspect ratio A=2 
and 18% with A= I was obtained. 

The best winglet position for the intensification was found 
to be x/D=0,4 and ôy/D=l,O. lt was verificated that the 
maximum intensification is obtained with aspect ratio equal to 1. 

The heat tra.nsfer augmentation is i.nfluenced by the attack 
angle of the vortex generators, with the best results when j) is 
close to 52,5°. 

The results of intensification as fimction of attack angle and 
aspect ratio can vary with the vortex generator position because 
the local velocity in the fin-tube con.figuration has strong 
dependence with the position. Hence, the study about the use of 
vortex generators in fin-tube heat exchanger must be 
complemented by an evaluation of the influence of the attack 
angle for differents winglet positions. 
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RESUMO 
No presente trabalho é estudada a convecção mista sobre um cilindro horizontal aquecido. É utilizado o 

método de discretização dos volumes finitos com malhas co-localizados. Apresenta-se a modelagem do 
turbulência do tipo sub-malha como uma ferramenta para o controle de instabilidades numéricas que 
normalmente se manifestam quando se utiliza um esquema de interpolação de ordem de precisão mais 
elevado tal como o esquema QU/CK. A viscosidade turbulenta é calculada com o modelo sub-malha de 
Smagorinsky. Mostra-se que a técnica de controle proposta permite suprimir as instabilidades numéricas. Os 
resultados obtidos tem boa concordância com outros resultados existentes na literatura. Propõe-se uma 
correlação para o cálculo do coeficiente de transferência de calor por convecção mista em função do número 
de Froude ( u) e o número de Rayleigh ( Ra* ). 

INIRODUCÃO 

O processo de transferência de calor por convecção natural e 
mista sobre um cilindro horizontal aquecido tem sido objeto de 
várias investigações nas ultimas décadas, tanto numérica como 
experimentalmente, devido às diversas aplicações tecnológicas 
em que se apresentam, como por exemplo fornos rotativos e no 
processo de secagem de papel. 

Muitas das investigações sobre a convecção natur-.: em torno 
de um cilindro horizontal foram feitas utilizando-se 
aproximações do tipo camada limite (Churchil e Chu (1975), 
Raithby e Hollands (1976)). Nestas circunstâncias, os efeitos de 
curvatura e diferenças de pressões através da camada limite são 
desprezados, o que torna tais resultados satisfatórios apenas para 
valores maiores do número de Rayleigh (Ra* = 10\ Para 
pequenos e moderados valores do número de Rayleigh, as 
camadas limite são espessas e a validade destas usuais 
aproximações torna-se questionável. Sob certas condições, a 
solução das equações de Navier-Stokes completas torna-se 
necessária. Tal solução foi obtida por Kuehn e Goldstein (1980) 
para cilindro isotérmico e Qureshi e Ahmad (1987) para cilindro 
com fluxo de calor imposto. 

Em contrapartida, pouca atenção tem sido dada ao caso do 
cilindro rotativo aquecido, apesar da ampla gama de aplicações 
associadas. Destes poucos, a maioria, deles foi estudada para 
situações onde as forças de empuxo são desprezíveis com 
respei~ às forças de inércia (rotação) ou seja para número de 
Froude u < 1 (u = Gr*!Rtl) (Etemad (1955), Dropkin e Carmi 
(1957)). No entanto, para o caso onde as forças de empuxo são 
importantes existem ainda poucos trabalhos existentes na 
literatura (Ball (1987), Morales (1996)) . 

N~" ;n-esente trabalho, simula-se numericamente a convecção 
natural e mista sobre um cilindro horizontal aquecido (fluxo de 
calor impnsto) ou seja, as forças de inércia e de empuxo são 

.. ~portantes . O estudo é feito em duas dimensões e em regime 
transiente. No caso da convecção mista, variou-se o número de 
Reynolds, baseado na velocidade de rotação do cilindro (Re = 
2f.li?2/Y) . 

A técnica de volumes finitos desenvolvida por Patankar 
(1980) com malhas co-localizadas proposta por Marchi et ai. 
(1989) é utilizada. O esquema de interpolação QUICK 
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desenvolvido por Hayase et ai. (1992), é implementádo. O 
esquema QUICK é de terceira ordem, pouco difusivo e simples 
de implementar, mas pode promover oscilações numéricas, as 
quais no presente trabalho, são controladas introduzindo-se um 
modelo de turbulência (Morales e Silveira Neto, 1995). A 
Simulação de Grandes Escalas é usada (Silveira Neto et ai., 
1993) com um modelo de turbulência do tipo Sub-Malha. 

EOUACÕES GOVERNANTES E CONDICÕES DE 
CONTORNO 

O estudo da convecção natural num cilindro horizontal 
aquecido é governado pelas equações da continuidade, 
conservação· da quantidade de movimento e conservação da 
energia. O escoamento é considerado incompressível, e utiliza-se 
a hipótese de Boussinesq para se modelar a força de em puxo. 

Em simulação de grandes escalas, cada variável f é 
decomposta em uma parte relativa ao campo de grandes escalas 
e outra relativa ao campo sub-malha: 

J=f+f'. (1) 

O campo de grandes escalas é separado do campo sub-malha 
com a ajuda de um filtro G, definido como segue: 

(2) 

Aplicando-se o filtro às equações governantes (ver Silveira Neto 
et ai. , 1993), obtém-se as seguintes relações: 

a~ -- 1 -
-+ V.(iiii)=--V"p+ ~.6.Tg+ at Po 

V.[vV~- v'v'] 

af -- - ~ -a + V.(VI')= V.(KVT -vT') t ., 

(3) 

(4) 

(5) 



A barra sobre as variáveis indica a operação de filtragem; 

o termo ii'V' é o tensor de Reynolds sub-malha e iiT' é o fluxo 
turbulento de energia térmica. O tensor de Reynolds é modelado 
com a seguinte equação, proposta por Boussinesq: 

- - 2 
-ii'ii'=2v,s ii-3K,f);i (6) 

onde K, é a energia cinética turbulenta sub-malha, Ô;j é o delta 

de Kronecker e S;j é a taxa de ..deformação, dada pela seguinte 

equação: 

1 au· aui> - ( '+-s ij=2 dXj dX; . 
(7) 

O problema estudado é governado por equações de 
conservação definidas em coordenadas r.ilíndricas. 
Transformando-se as equações filtradas, linearizando-se os 
termos que incorpora a viscosidade e a difusão turbulentas e 
adimesionalizando-as de aoc•do com Balparda et ai. (1994), 
obtém-se lis seguinte equações: 

d{rü)+dV =O 
ar ae 

au 1 a(ru u) 1 a( v ii) v2 ãp 
-+ +---- - = - -+ 
dt r ar r ae r ar 

·- • 1 a au 1 a au-Gr Tsin8+(1+v )[--(r-)+--(-) -
1 r ar ar ,2 ae ae 

2 av- ü 
----] 
,2 ae ,2 

av 1 d( rü v) 1 d(v v) (üV) 1 ãp 
-+-----+---+--=- --+ 
dt r dr r ae r r ae 
.- • 1 a av 1 a av 

Gr T cos8+( 1+vt )[--(r-)+--(-)+ 
r dr dr r2 ae ae 

ãf 1 d(ruf) 1 d(iif) 
-+---+---= 
dt r dr r ae 

2 dÜ v 
----] 
r2 ae r2 

1 a,la ãf 1aaf 
(-+-)[--(r-)+--(-)] 

Pr v r ar ar ,2 ae ae 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

onde v;= v, é a viscosidade turbulenta adimensional. A 
v 

viscosidade turbulenta v 1 é calculada com o modelo de 

Smagorinsky (1963): 

2~ 
v,=(Csl) -j2S;iSii ' (12) 

onde C, é uma constante empírica, denominada constante de 

Smagorinsky, a ser ajustada, ao modelo numérico. O 
comprimento característico l é definido pela relação: 

l=./r!J.Bõr. (13) 

A difusividade térmica turbulenta a;. é calculada com um 
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número de Prandtl turbulento ~= 0,6 (ver Silveira Neto et ai., 
a, 

1991). 
As condições de contorno são estabelecidas corno segue, 

sendo na sequência, relativas à superffcie do cilindro, à região 
de entrada de massa e à região de saída de massa: 
- Na superfície do cilindro 

!.( R,B,t)=O; v(R,B,t )= O; 

- Na entrada do domínio: 

- ãf (R,8,t)=1 ; 
ar 

au 
· ar (oo,8,t)=0; v(oo,8,t)=0; T(oo,8,t)=1; 

- Na saída do domínio: 

au ar 
ar (oo,8,t)=O; v(oo,8,t) = O; ar(oo,8,t)=0. 

(14) 

(15) 

(16) 

MfrroDO DE DISCRETIZACÃO E ESQUEMA DE 
INTERPOLACÃO 

O método de Jiscretização utilizado é o método dos volumes 
finitos, desenvolvido por Patankar (1980), com malhas 
deslocadas e recentemente reestruturado com malhas co
localizadas por Marchi et ai. (1989) e utilizado por Balparda et 
ai. (1994). A integração das equações é feita sobre o volume de 
controle esquematizado na figura 1. 

Utiliza-se o esquema QUICK (Hayase et ai., 1992) para 
interpolação das variáveis na superffcie de controle. Quando as 
velocidades transportantes são maiores que zero, tem-se: 

1 
~w=~p+g(-~E-2~p+3~)' 

1 
~e=~E+g(-c~EE-~E+3~p), 

(17) 

(18) 

onde tP representa uma variável generalizada. Da mesma 
maneira são obtidas expressões similares para as interfaces na 
direção "r", ou seja ~. e ~. . Relações parecidas podem ser 
obtidas quando as velocidades transportantes são menores que 
zero. 

Para a integração das equações sobre o volume de controle 
mostrado na figura (1), utiliza-se um esquema explícito para as 
velocidades e temperatura, e um esquema implícito para a 
pressão. Obtém-se, para uma variável generalizada, a seguinte 
expressão: 

onde 

B 
.t.n+l ... n+l 

J'4!'1'p = Ap,+L[p,.] !J.V 

't' .t." !J.V " ' AJ>4!=:""(allb'I'NB)+"&~P+L[S ] , 

ti V 
81'41=& 

(19) 

(20) 

L[P'l e L[S'J são os termos de pressão ,e o tenno fonte na suas · 
formas integfadas; n representa o tempo precedente, n+ 1 
representa o tempo atual, nb e NB representa os valores da 



propriedade tP na interface e centro do volume de controle 
respetivamente. 

O código computacional desenvolvido originalmente por 
Balparda et a/. (1994) é utilizado para implementar as equações 
discretizadas obtidas. A equação (19) quando escrita para a 
pressão dá origem a um sistema linear que é resolvido pelo 
método TOMA linha por linha (Patankar, 1980). 

Figura 1. Volume de controle para integração espacial. 

A seguir são apresentados resultados da simulação do 
escoaJT.I_ento em convecção natural sobre um cilindro horizontal 
aquecido. Os cálculos foram realizados com uma malha de 
112x30 pontos em (r,8) o domínio de cálculo é de seis vezes o 
valor do raio (6R). 

Como já foi citado o esquema convectivo utilizado é o 
QUICK. Este esquema é pouco difusivo e simples de 
implementar, mas promove oscilações numéricas, as quais são 
indesejáveis porque mascaram os resultados e podem, até 
mesmo, provocar divergências numéricas nos cálculos. Estas 
oscilações podem ser combatidas por meio de artifícios 
numéricos (Marchi, 1993). Outra forma de combatê-las é através 
do uso de um modelo de turbulência. Detalhes sobre esta 
metodologia podem ser encontrados em Morales (1996), 
Morales e Silveira Neto (1995) e Silveira Neto et a/. (1993). 

Depois de uma série de simulações, as instabilidades 
numéricas são controladas sem afetar a física do problema, com 
o coeficiente de Smagorinsky C, = 0,32. A seguir são 
apresentados os resultados para a transferência de calor por 
convecção natural e mista. 

Na figura (2) mostra-se o campo de temperatura sobre um 
cilindro aquecido. O fluxo de calor q" é tal que Ra* = 1x107

• O 
fluido se movimenta na vertical, devido ao processo de 
aquecimento gerado pelo cilindro. Na figura (3) mostra-se o 
escoamento em convecção natural sobre o cilindro. O qual é 
visualizado com a ajuda das linhas de corrente. Comparando 
estes resultados com Balparda et a/. (1994) percebe-se que 
realmente houve uma redução significativa da difusão artificial. 

A figura (4) mostra o número de Nusselt médio como função · 
do número de Rayleigh. Como se pode observar, os resultados 
obtidos concordam com os resultados numéricos obtidos por 
Qureshi e Ahmad (1987) e com a solução analítica de Churchill 
e Chu (1975). 

Na figura (5), mostra-se a variação temporal do número de 
Nusselt com o tempo para o cilindro aquecido com Ra* = 1x105

• 

Pode-se observar uma queda do número de Nusselt entre O e 10 
segundos, devida ao fato que, no começo, a troca de calor por 
convecção é fraca, e à medida que esta aumenta provoca-se uma 
circulação no meio adjacente ao cilindro. Isto faz a troca de calor 
fraca e portanto o número de Nusselt baixo. Depois de 10 
segundos o escoamento tende a se estabilizar para depois atingir 
o regime desenvolvido no qual o número de Nusselt tende a um 
valor constante. 
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Figura 2. Campo de temperatura obtido com o esquema 
QUICK e modelo de turbulência, C, = 0,32; Ra*= 1x107

; 

Pr= 0,7; t = 12 seg .. 

Figura 3. Escoamento em convecção natural visualizado 
com a ajuda das linhas de corrente, esquema QUICK e 
moqelo de turbulência com C, = 0,32; Ra*= lx107

; Pr = 
0,7; t = 12 seg .. 

15 
---<Pooti. 1917 
__,_ QudWII, 1975 ---T-

1~ I~ 1~ 1~ 1~ 1~ 1~ I~ 1~ 

R•• 
Figura 4. Número de Nusselt médio para convecção natural 
sobre um cilindro horizontal aquecido; Pr = 0,7. 

"' .. .. 
t(seg) 

Figura 5. Variação do número de Nusselt com o tempo; 
paraRa*= lx105

; Pr= 0,7. 



Na figura (6) pode-se observar que a temperatura decresce 
asintoticamente com o incremento da coordenada tangencial. Os 
perfis da velocidade radial como função das coordenadas 
tangencial e radial é mostrado na figura (7). Estas figuras 
apresentam comportamento similar ao obtido por Qureshi e 
Ahmad (1987). 

Na figura (8), mostra-se a distribuição do número de Nusselt 
local com a posição tangencial , para vários valores de número de 
Rayleigh. Para pequenos valores deste parâmetro (Ra* < 103

), o 
. 3 

número de Nusselt é quase uniforme. Para R a* > 10 , o número 
de Nusselt apresenta um valor mínimo a 8 = 90° e máximo a 8 
= 270°, onde os processos de difusão e convecção predominam 
respectivamente . 
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Figura 6. Distribução da temperatura; Ra* 
=0,7. 
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Figura 7. Perfis de velocidade radial; Ra* = 1x10l; Pr = 
0,7. 
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Figura 8. Distribuição do Número de Nusselt local; Pr = 
0,7; c.= 0,32. 

Os resultados que seguem são relativos a vários valores do 
número de Froude (a= Gr*/Re2

) , que representa a relação das 
forças de empuxo com respeito às forças de inércia. 

Na figura (9) , mostra-se o campo de temperatura para 
diferentes velocidades de rotação. ·Pode-se observar que a baixa 
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velocidade de rotação (figura (9.b)), a região de maior nível de 
aquecimento, onde a difusão predomina, é levemente deslocada à 
esquerda da posição 8 = 90°, isto porque as linhas de corrente 
sofrem consideráveis mudanças (Morales, 1996). Neste caso o 
efeito de empuxo é predominante, como mostra a figura. 

Na figura (9.c), mostra-se o resultado para C1 = 1, nesta 
situação as forças de inércia e as forças de empuxo são da 
mesma magnitude. Devido à alta rotação do cilindro, o campo de 
escoamento próximo ao cilindro é bastante influenciado pêlos 
efeitos rotativos. Entretanto, os efeitos de empuxo predorninrun 
na região distante do cilindro, onde se observa a distorção do 
escoamento. Na figura (9.d) mostra-se o resultado, quando N 

efeitos de inércia predominam sobre os efeitos de empuxo. 

(a) (b) 

(c) (c!) 

Figura 9. Escoamento sobre o cilindro rotativo visualizado com a 
ajuda do campo de temperatura; Ra* = 1x106

; Pr = 0,7; C, = 
0,32; (a) Re = O, o= ""(O rpm); (b) Re = 290, o= 2 (52 rpm) ; (c) 
Re = 410, o= 1 (75 rpm); (d) Re = 557, o= 0,5 (110 rpm) . 

Na figura (10), mostra-se uma ampliação do escoamento 
junto ao cilindro para três rotações distintas, 52 rpm., 110 rpm. e 
360 rpm. O primeiro fato que se nota é que mesmo a 52 rpm 
(figura (10.a)) o ponto de estagnação do escoamento perde o 
contato com o cilindro, nesta figura já se observa linhas de 
corrente que se fecham em circulo, o que mostra o 
aprisionamento de uma camada de fluido. Nas figuras (10.b) e 
(10.c) vê-se que o ponto de estagnação se afasta cada vez mais à 
medida que a rotação aumenta. A camada de fluido aprisionada e 
rotativa se torna cada vez mais espessa e bola cada vez mais o 
cilindro dos efeitos de empuxo (convecção). C01 •. isto verifica-se 
que a medida que a rotação aumenta os efeitos de empuxo sobre 
o número de Nusselt torn~!TI · · cada vez menores, enquanto que 
os efeitos de inércia passam a predominar sobre ele (Hall, 1987) . 

As distribuições da velocidade tangencial a 0° e 180° são 
mostradas nas figuras (11) e (12) respectivamente, para 
diferentes valores de a. A 8 = 0°, os efeitos de inércia e empuxo 
estão no mesmo sentido, o que conduz a uma velocidade 
tangencial mais alta próximo ao cilindro, em função da 
velocidade de rotação. Com o aumento da velócidade de rotação 
do cilindro, também se pode observar que . a velocidade em 
regiões mais afastadas diminui. Isto se deve ao fato que a 
espessura da camada limite diminui com o aumento da rotação, 
como se pode observar na figura (11). A 8 = 180° (figura (12)), 



acontece o inverso do observado a B = 0°. Os efeitos de inércia e 
empuxo estão em sentidos contrários, o que conduz a uma queda 
na velocidade tangencial próximo ao cilindro. Observa-se 
também um aumento na espessura da camada limite com o 
aumento da rotação. 

1•1 

Pol 

Figura 10. Linhas de corrente, onde se visualiza o 
deslocamento do ponto de estagnação; Ra* = 1xl06

; Pr = 
0,7; C, = 0,32; (a) o= 2 (52 rpm) ; (b) o= 0,5 (110 rpm); 
(c) o= 0,15 (360 rpm). 
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Figura 11. Variação da velocidade tangencial com a posição 
radial para diferentes valores de o a 0°; Ra* = 1xl06

; Pr= 
0,7; c . = 0,32. 
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Figura 12. Variação da velocidade tangencial com a posição 
radial para diferentes valores de o a 180°; Ra* = 1x106

; 

Pr= 0,7; C, =0,32., 

Na figura (13) apresenta-se as distribuições do número de 
Nusselt local paraRa* = 1xl06 e para vários CJ. A CJ = oc , como 
se estudou na seção anterior, o escoamento é simétrico 
(convecção natural). Neste caso o número de Nusselt é núnim'" 
90°, situação onde os efeitos difusivos predominam sobre , . 
convectivos. Com a presença da velocidade dê rotação este valor 
mínimo se desloca para a esquerda do cilindro, como jã 
observado com a visualização dos campos de temperatura. À 
medida que CJ diminui (rotação aumenta), o cilindro passa a se 
tornar isotérmico e Nu tende a um valor constante com B, como 
jã explicado anteriormente. 
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Figura 13. Vanação do número de Nusselt local em função 
da coordenada tangencial para diferentes valores de (T, Ra* 
= 1E6; Pr = 0,7; C,= 0,32. 

A seguir, comparações com dados experimentais são 
realizadas. As simulações, como se pode observar, permitem ter 
uma boa aproximação dos resultados experimentais obtidos por 
Ball (1987). Observa-se que o número de Nusselt decresce 
gradualmente com o incremento da velocidade de rotação para 
qualquer número de Rayleigh. Ball (1987) observa 
experimentalmente que o escoamento, quando CJ < I, apresenta 
instabilidades físicas que tornam o problema tridimensional. 
Este fato afasta os resultados das simulações dos resultados 
experimentais, quando a rotação é alta e predomina com respeito 
aos efeitos de empuxo (Morales, 1996). Na figura (14), observa
se uma boa concordância 'para O <= 1/CJ <= 1. Além deste valor, 
ou seja, para maiores rotações, os resultados das simulações 
começam a divergir dos resultados experimentais. 

Com base no que foi proposto, conclui-se que, para a faixa 
de operação de O <= 1/CJ <= 1 o código computacional fornece 
resultados muito representativos. Neste sentido uma série de 
simulações foram efetuadas de tal forma que se gerou 30 pontos 
da função Nu(CJ, Ra*) e uma correlação é apresentada neste 
trabalho: 



Nu= NUCN - 3.35xl0-8xRa*(llul'783 (21) 

onde 1x1ct < Ra* < lx108
• O termo NucN é o número de Nusselt 

para o regime de convecção natural (cilindro estacionário). 
Propõe-se aqui a utilização da correlação proposta por Churchill 
e Chu (1975), que tem a forma seguinte: 

NucN = [0,6 + 0.32l•(Ra*!NucN/'6]
2

• (22) 

A correlação proposta no presente trabalho (equação (21)) 
permite o cálculo da taxa de transferência de calor sobre um 
cilindro rotativo aquecido, na faixa de operação indicada, com 
um erro não superior a 5%. Os autores consideram este resultado 
o mais importante do trabalho e, a nosso conhecimento 
bibliográfico, ele é inédito. 
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Figura 14. Variação do número de Nusselt com u para 
diferentes valores da R a*; Pr = 0,7; C,= 0,32. 

CONCLUSÕES 

O escoamento do tipo convecção natural e mista sobre um 
cilindro horirontal foi simulado numericamente com o método 
dos volumes finitos e com malhas co-localizadas, utilizando-se o 
esquema convectivo QUICK. 

As instabilidades numéricas apresentadas pelo esquema 
QUICK foram controladas com o uso do modelo de turbulência 
de tipo sub malha. Os resultados obtidos tem uma boa 
concordância com os existentes na literatura. 

Considerando os bons resultados para O <= 1/u <= 1, 
propõe-se uma correlação para o cálculo do coeficiente médio de 
troca de calor, para o caso do cilindro rotativo. 
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ABSTRACT 

ln the present work the natural and combined convection 
around a heated and rotating horirontal cylinder is simulated 
numericaly. The finite volume with a non-staggered grid and an 
interpolation scheme QUICK are used. The numerical 
oscilations generated by the QUICK scheme are controled using 
a sub-grid scale turbulence model. The physical oscilations of 
flow were generated. Good agreement with others results was 
obtained. Correlation for heat'transfer rate as funtion of Froude 
number (u) and Rayleigh number (Ra*) is presented. 
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SUMMARY 

Liquid jet and spray impingement cooling were studied experimentally and compared in the non-boiling re
gime. The comparison ofthe two cooling techniques revealed that spray cooling can provide the sarne heat 

transfer coejficient as jets at a substantially lower mass flux. It was proposed that the more e.ffective cooling 

of non-boiling sprays was due primarily to the unsteady boundary layer resulting from droplet impact, and 
secondarily from evaporative cooling. 

NOMENCLATURE 
A area of target heater surfar:e 

d jet diameter 
G mass flux 

h average heat transfer coefficient 
k 
n 
NuL 
q" 

R e 
Re• 

.Ts 
Tuq 
ó.T 

J1. 

thermal conductivity 
number of jets in liquid jet array 
average Nusselt number, h L/ k 
impingement surface heat flux 
liquid jet Reynolds number 
Effective spray Reynolds number, Eq. (4) 
impingement surface temperature 
liquid temperature 

(T5 - Tuq) 
viscosity 

lNTRODUCTIQN 
Impingement heat transfer has been used extensively in in

dustry because of the high rates of cooling it provides. Several 
reviews document the heat and mass transfer characteristics of 
both liquid (Webb and Ma, 1995) and gas (Livingood and Hry
cak, 1973; Martin, 1977; Downs and James, 1987) jets. Boiling 
spray cooling is a logical extension to the concept of impinge
ment cooling, and has been studied rather extensively (e.g., Choi 
and Yao, 1987; Yao and Choi, 1987; Pais et a/., 1989; Yao et a!., 

1989). However, there has been little prior work examining the 
cooling capabilities of non-boiling sprays impacting on a heated 

surface. ln this situation, the impingement surface temperature is 
maintained below the saturation temperature of the spray liquid. 
Sprays show promise in this cooling configuration because of the 
large surface area that is formed when a liquid sheet is atomized 
into many droplets by the spray nozzle. Phenomena that depend 
on hydrodynamic mixing and/or that operate at the interface of 
boundaries, such as heat transfer, are often intensified because of 
this increased interface area. 

A recent review of impinging liquid jets research reveals very 
high heat transfer rates at the stagnation point of the jet (Webb 

687 

and Ma, 1995). However, ata distance of two to three nozzle 
diameters from the stagnation point, the cooling rate is Iess than 

half that of the stagnation value. The high transport is confined 
largely to the stagnation flow, whereas the radial flow region is 
characterized by more moderate heat transfer coefficients. To 
avoid the severe non-uniformity in heat transfer arrays of jets 

have been used. A recent review summarizes the related work 
(Webb and Ma, 1995). Jiji and Dagan (1987) presented a corre
lation for the heater surface-average Nusselt number under an 
array of impinging free-surface liquid jets: 

(1) 

Here, L is the (square) heated surface length, n is the number of 

jets, and d is the diameter of each jet. ln a well-drained array 
such as that studied, crossflow between jets is not important with 
each jet establishing its own flow cell independent of the other 
jets. This is confirmed by the experiments of Pan and Webb 
(1995), whose array module-average Nusselt number was ex
pressed empirically as 

-N O 225R 2 / 3 p 11 3 -{)_09s(s/d) 
Ud = . e r e (2) 

where s is the center-to-center spacing ofthe jets in the array and 
d is the jet diameter. 

White there is a considerable body of literature dealing with 
the heat transfer characteristics of impinging sprays where the 

s11rface temperature exceeds the saturation temperature of the 
Iiquid droplets (e.g., Gu et a!., '1993), only limited study has 

treated sprays in the non-boiling regime. Early work focused on 
two-component ( air/water) forced convective cooling of cylinders 
(Goldstein et a/., 1967; Hodgson et a/. , 1968; Hodgson and Sun
derland, 1968; Mednick and Colver, 1969; and Finlay, 1971). 
The problem has recently been revisited by Siwon and Wis
niewski (1986), Ma and Tian (1990), Pais et a/. (1992), and 
Sehmbey et a/. (1992), lmd Graham and Ramadhyani (1996). 
The high transport capabilities of spray cooling is demonstrated 



in the experimental results of Graham and Ramadhyani (1996), 
which reveal surface heat fluxes as high as 0.6 MW/m1 with sur
face temperatures maintained below 7o·c and 8o·c with metha

nol and water sprays, respectively. 
As suggested previously in the review of past investigations, 

work exists contrasting the heat transfer effectiveness of imping
ing liquid jets and sprays in the boiling regime. However, there 
appears to have been no prior work focusing on the heat transfer 
characteristics of non-boiling sprays and their liquid jet counter
parts under carefully controlled conditions. The work to be re
ported here has as its objective an experimental comparison of 
non-boiling liquid jet array and spray cooling heat transfer at high 
liouid snrav mass tluxes. 

EXPERIMENTAL APPARATUS ANP METHOD 
A schematic of the experimental apparatus is shown in Fig. I. 

The heater surface was oriented horizontally and arranged for 
downward jet or spray impingement. The liquid delivery system 
consisted of a liquid collection container encasing the heater 
module, heat exchanger, pump, filter, flow and pressure meters, 
spray or jet nozzle, and plenum chamber. 

Jet or Spray 
Nozzle 

Water A ir 

Alr and Water 
Flow Regulato 

Liquid Collection 
Containar 

Powar Supply 

~ 

Heat 

Figure I Schematic of flow loop. 

Heater Module. The heater assembly is shown schematically in 
Fig. 2. The heater consisted of a 1.9 cm-diameter aluminum cyl
inder which was 7.62 cm long. A Lexan cover plate was press-fit 
onto the aluminum heater target end anda lO cm diameter PVC 
tube was attached concentric to the heater module, encasing the 
aluminum cylinder. Eight radial grooves were milled in the liq
uid-exposed surface of the Lexan plate to prevent coolant from 
puddling on the heated surface. The annular space between the 
aluminum cylinder and the PVC tube, and the region below the 
heater were filled with Sylox silica insulation (thermal conduc
tivity approximately 0.02 W/m2K) to minimize the heat loss. A 
cylindrical, high-resistance, 500W, cartridge heater was inserted 
into a hole precision-bored in the bnttom of the aluminum cylin
der. Power to the cartridge heater was provided by a PC power 
supply with variable output from O- 1000 W. The power supply 
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output voltage and current were accurate to 0.1 V and 0.01A, re
spectively. The aluminum cylinder dimensions were designed 
with the aid of a numerical model simulating the conduction in 
the heater (aluminum cylinder/Sylox/PVC) assembly. The cylin
der diameter and the distanée between the cartridge heater and the 
impingement surface distance were selected from model simula
tions aimed at maximizing the surface temperature uniformity 
(Oiiphant, 1990). 

Six T -type, 36-gauge, ceramic-encased, thermocouples were 
embedded in the aluminum cylinder to measure the heat transfer 
through the impingement face and determine the surface tem
perature. Three thermocouples were placed at axial locations 
below the surface of 0.25, O. 76, and I . 78 cm along the centerline 
ofthe cylinder, as shown in Fig. 3. The remaining three thermo
couples were placed at the sarne axiallocations (0.25, 0.76, and 
1.78 cm below the surface), but radially outward from the center 
at the midpoint between the centerline and the outer edge at dif
ferent angular positions (see Fig. 3). A digital data acquisition 
system was used to collect the temperature data. Slight unsteadi
ness in the temperature data observed in the spray mist cooling. 

Spray lmpingemant 

~E 
Air/Watar Unes For 
Atomizar 

Targat Diametar - 1.9 c ----
Atomizar 

Lexan 

Sylox 

Cartridga 
Heatar 

Tharmocoupla Wlring 

'" . .T. 
112.7cm 

--~I 

Figure 2 Schematic of aluminum cylinder and cartridge heater 
with Lexan cover plate exposing the target surface. 

study of Graham and Ramadhyani (1996) for water were also 
found here. A number of measurements (typically between 10 
and 50) were take in order to establish statistically sound data 

The three centerline temperatures were used in a parabolic 
curve fit oftemperature versus axial distance in the heated alumi
num cylinder in order to determine the surface temperature and 
the heat transfer from the exposed surface. To check the accu
racy of the heat flux and surface tem perature calcli1ations an en
ergy balance was performed between the input and output power. 
The input power was determined from the voltage and current 
data. The output power was calculated from the sum of the cen
terline heat flux calculations (assuming uniform flux on the 
heater surface) and the heat loss through the heater sides, esti
mated with the three radial temperature measurements. The re
sults for representative tests showed that the input and output 



energy in the system differed by a maximum of 5.3%, suggesting 
that the centerline temperature measurements provided ao accu
rate basis for the calculation of the average heat flux through the 
impingement face. This is consistent with the numerical model 
used to design the heater module, which predicted heat loss in the 
5% range as well. 

A verage heat transfer coefficients for both the liquid jet arrays 
and the spray cooling were determined each experimental condi
tion from the relation 

(3) 

where the average heat flux q" and impingement surface tem
perature T, were determined fiOm the parabolic curve-fit of cen
terline temperature in the aluminum cylinder. The spray liquid 
temperature Tuq was measured with a thermocouple just upstream 
of the nozzle. 

The parabolic curve fit of measured centerline temperatures in 
the heater was also used to estimate the uncertainty in the heat 
flux and surface temperature calculation. The uncertainty for a 
typical heat flux between 0.5 and 1.0 MW/rrt was found to be 
approximately 10%, with the primary sources of erro r being the 

Thermocouple 
Locallons 1 • 6 

Alumlnlum Cyllnder 

Figure 3 Thermocouple placement in heated cylinder. 

cm 

temperature measurement and the uncertainty in placement of the 
thermocouples. The error in temperature difference between the 
spray and heated impingement surface, T, - Tuq, was estimated to 
be less than 7%. 

Jet Arrav Coolin~ Experimental data were collected with severa) 
jet array configurations in this study in order to establish a com
moo frame of reference for comparison with the spray data. ln 
addition, the jet data were compared to previously published liq
uid .jet array heat transfer information to vali date the methods 
used to calculate the heat flux, surface temperature, etc . The liq
uid jet array was produced by connecting severa) different orifice 
plates to a 3.0 cm square cross-section plenum attached to the end 
of the liquid supply tube above the heater module. Three orifice 
plates were made of 6.35 cm thick aluminum plate in which noz-
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zles were drilled to ao accuracy of 0.01 mm. Two different jet 
diameters were investigated, 1.0 and 1.59 mm. Four- and seven
jet nozzle configurations were studied. The holes in the jet array 
were arranged such that each jet impinged at the centroid of an 
area equal to that fraction of the total heater surface area and the 
corresponding number of liquid jets. lt was expected that this 
would give the most uniform cooling from the jet array. Liquid 
flow rate for the jet array supply was made using a rotameter with 
±5% accuracy. Assuming equal distribution of flow through ali 
nozzles in the array, the individual jet Reynolds numbers were in 
the following ranges: 

3150 :5 Re :5 6190 
4960 :5 Re :5 8700 
4040:5 Re :5 11 ,300 

d = 1.59 mm, seven-jet array 
d = 1.0 mm, seven-jet array 
d = 1.0 mm, four-jet array 

The three different jet array configurations were investigated for 
severa) flow rates in the Reynolds number ranges indicated. 

Spray Coolin~ The spray was generated by a commercially 
available, full-cone, air-assist atomizer (Delavan Airo Type B). 
This nozzle uses air introduced into the liquid flow to assist the 
atomization resulting in finely atomized droplets at high veloci
ties. Manufacturer-specified droplet Sauter mean diameter and 
velocity were, respectively, 50 Jlm and approximately 3.0 m/s. 
Three different nominal liquid spray temperatures were investi
gated, 11.6, 30.7, and 49.2"C, respectively. 

Liquid mass flux measurements were performed for the spray 
nozzle studies apparatus using a container constructed from a 
Plexiglass truncated cone fitted to a 100 mi volumetric flask. An 
orifice the exact size of the target surface (1.9 cm diameter) was 
machined in the truncated end such that there was a sharp edge at 
the lip ofthe orifice. The 1.9 cm-diameter orifice was positioned 
under the spray at nozzle-plate spacings used in the experiments. 
Liquid volume was accumulated over a measured time period to 
determine the total liquid mass flow, from which the average 
mass flux was calculated. Three collections were made for each 
mass flux with significant liquid accumulation to assure repeat
ability and m'inimize uncertainty in the measurement. The re
sulting uncertainty in liquid mass flux measured with this orifice 
device was estimated to be less than 4% (Oiiphant, 1990). 

For a commercial spray nozzle the liquid mass flux, velocity, 
and droplet size cannot be changed independently of one another. 
ln order to investigate the dependence of heat transfer on mass 
flux the spray nozzle operating parameters and nozzle-plate 
spacing were. This changed the amount of liquid that impacted 
the heated surface due to the conical spread of the spray and its . 
operating characteristics. However, it should be noted that this 
procedure may have resulted in a change in the spray parameters 
(droplet size, droplet velocity, etc.) at the impingement surface; 
in general, these parameters vary with nozzle operating condi
tions and position within the spray cone. The spray liquid mass 
flux was measured for each experimental condition., ranging from 
1.0 to 30 kg/m 2s. . 

RES!JLTS ANO DISC!JSSION 
Jet Array Impin~ement Experimental data 'were collected with 
multiple jets in this study in order to establish a common frame of 
reference for comparison with the spray data. ln addition, the jet 
data was compared to previous work to validate methods used to 
calculate the heat flux and surface temperature. The resu1ts are 



shown in Fig. 4, which is a plot of average beat transfer coeffi
cient h versus liquid mass flux, G, based on heater area. 
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Figure 4 Variation of average heat transfer coefficient with 
mass flux for the liquid jet array. 

As reported previously for Iiquid jet impingement (Webb and 
Ma, 1995), Fig. 4 shows that jet velocity plays a significant role 

in impingement cooling. For a given liquid mass flux and jet 
array configuration (e .g., the seven-jet configuration), the in
crease in velocity increases the heat transfer rate. However, 
comparing the seven- and four-jet configurations at the sarne jet 
diarneter and liquid mass flux, one notices that the heat transfer 
coefficient is larger for the four-jet configuration. The decrease 
in number of jets would be expected to decrease the average heat 
transfer, since less ofthe surface is exposed to the high transport 
region in a stagnation zone. The decrease in the number of jets at 
a fixed mass flux, however, is offset by an increase in the jet ve
locity due to the reduction in total orifice area. The net effect is 
increased average heat transfer. This indicates that there is a 
trade-off between more jets for more stagnation region area and 
higher velocities for better stagnation point cooling. One possi
bility is to reduce the diarneter of the jets as their number is in
creased so that the velocity remains unchanged. This would pro
vide high stagnation point heat transfer over the entire surface. 
However, there is a point when the jet orifices become so small 
that clogging and pumping powcr considerations Jimit further 
reduction in orifice size. This optimization of liquid jet array 
variables is considered in detail by Maddox and Bar-Cohen 
(1994). 

The empirical correlation of JiF,and Dagan (1987) incorpo
rates ajet configuration factor that takes into account the number 
and size of jets, (Lnld + I). However, this correlation presents a 
heater-average Nusselt number. The module-average Nusselt 
number correlation of Pan and Webb ( 1995) also includes nozzle 
configuration effects through the jet-to-jet spacing pararneter s/d. 
The average heat transfer data obtained in this study were com
pared with the correlations of these previous investigations. The 
Jength scale L used in the Jiji and Dagan correlation was taken to 
be the square root of the surface area. The comparison with pre
vious work is shown in Fig. 5. Excellent agreement is seen be
tween the data and both correlations, lending confidence to the 
work reported here. Further, the excellent agreement confirms 
the validity of the heat flux and surface temperature calculations 
used here. 
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Figure 5 Comparison of liquid jet impingement heat transfer 
data from this study to previous data. 

Spray lmpin~:ement The results presented in this section focus 
on spray impingement heat transfer. Spray data was taken as a 
function of liquid mass flux for three different spray liquid tem
peratures. The dependence of average heat transfer data on mass 
flux at a spray liquid temperature of Tttq = 11.61 C is illustrated in 
Fig. 6 for the three different nozzle-plate spacings investigated. 
The results show that high heat transfer coefficients (on the order 
of those for jets) are obtainable with a spray at comparatively 

Jower liquid mass fluxes. This is speculated to be due primarily 
to the interrupted nature of a boundary Jayer forming on the im
pingement surface, and secondarily to the evaporation at the Iiq
uid film. 
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Figure 6 Variation of average heat transfer coefficient with 

mass flux for spray cooling. 

Figure 6 also shows an approximately exponential increase in 
heat transfer with increasing mass flux as seen in jet imping_:
ment, though there is some indication that the dependence of h 
on mass flux is even stronger. Further, there appears to be a 
slight but noticeable decrease in the average heat transfer coeffi
cient (for the sarne mass flux) at higher nozzle-plate spacings. As 
explained previously, however, there is considerable scatter in the 
data. Even in light of the experimental uncertainty, there is e v i
dence that, in some cases, the average heat transfer coefficient 
may actually increase slightly with decreasing liquid mass flux. 
This variability is thought to be caused by variations in spray 
droplet pararneters. Droplet size and velocity were not measured 
in this study because of the high concentration of droplets, but 



work done at a lower liquid mass fluX shows that the velocity of 
the droplets can vary quite significantly with changes in air and 
water flow rates (Webb et al., 1992). Because the air and 'ratei" 
flow rates were changed in this study in arder to change the mass 
flux~ velocity changes probably also occurred which accounts for 
the sc~tter in the data. The implication is that the heat transfer in 
non-boiling spray impingement is a complex function of spray 
operating characteristics. 

Even though droplet velocity and size could not be taken into 
account, the data of Fig. 6 suggest that the heat transfer may cor
relate loosely with spray liquid mass flux. A rough empírica! 
correlation was developed using the data for ali spray liquid tem
peratures. An effective spray Reynolds number was defined ar
bitrarily based on the target surface diameter and mass flux as 

Re* = Gdjp. (4) 

The length scale for the average Nusselt number Nu L was de
fined as the square root of the heater surface area. The properties 
of water at the temperature of the pre-impingement liquid spray 
were used in the analysis. The data thus normalized are illus
trated in Fig. 7. Ali spray data presented in 'Fig. 7 were correlated 
with an average errar of 12% by the expression 

- 0.51 
Nu L = 32.5(Re *) (5) 

It is ·interesting to note that the average Nusselt number depends 
on the square root of the spray Reynolds number, suggesttve of 
,stagnation flow. This is consistent with previously published 
stagnation-flow, cylinder-in-crossflow experiment and analysis 
(Goldstein et al. , 1967; Hodgson et al. , 1968). 
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Figure 7 Dimensionless spray cooling data. 

It should be underlined that Eq. (5) is incapable of predicting 
observed differences in average heat transfer as a function of the 
spray characteristics for a given liquid mass flux . lndeed, though 
extensive mass flux data were not taken in their study, Graham 
and Ramadhyani ( 1996) observed no clear trend between liquid 
mass flux and impingement surface heat flux . A more accurate 
correlation would need to account for variations in droplet veloc
ity and size distribution. Further study is needed with non
boiling sprays to investigate the influence of droplet parameters 
(size distribution, velocity, mass flux, entrainment air, etc.) on the 
heat transfer, but the results of this work are sufficient to make a 
definitive comparison with jet array impingement. 
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Jet Arra,y and Spray Comparison. The data for the non-boiling jet 
and spray cooling are plotted together in Fig. 8. Faired !ines are 
added through the jet and spray data to facilitate quantitative 
comparison of the average heat transfer coefficient. The jets 
operate at higher leveis of mass flux than the sprays and yet it is 
seen that the heat transfer for both cases is of the sarne arder of 
magnitude. If the data for the spray configuration is extrapolated 
into the jet mass flux region, it is seen that the spray impingement 
is significantly more effective than the liquid jet arrays. It may 
be concluded that non-boiling spray impingement provides heat 
transfer on the arder of jet impingement, but at a liquid mass flux 
nearly an arder of magnitude lower than jets. 
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Figme 8 Comparison of jet and spray transport characteristics. 

The significantly higher average heat transfer coefficient for 
non-boiling sprays suggests a different mechanism for heat trans
fer for single-phase jet and spray impingement. A liquid jet im
pinging on a heated surface creates a continuous flow of liquid 
which allows for the formation of a well defined thermal bound
ary layer in a relatively thick, rapidly n o· ii~g film. Film thick
nesses in the radial flow region (rld > 2) under free-surface liquid 
jets have been measured to be on the arder of 0.1 - 0.5 mm 
(Stevens and Webb, 1992). However, for spray impingement the 
spray forros a much thinner liquid layer on the impingement sur
face. Thicknesses for spray impingement have been measured to 
be 10- 30 p.m in the impingement region, and 50p.m radial out
ward for relatively low liquid mass fluxes (Siwon, 1993), andas 
high as 150 p.m for very high fluxes (Yang et ai. , 1992). The 
discrete and random nature ofthe droplet arrival creates a mixing 
effect that introduces low temperature droplets as discontinuities 
in the thin liquid film on the impingement surface. Hence, a 
steady monotonically decreasing temperature profile (or bound
ary layer effect) from the film surface to the free stream would 
not prevail as iiÍ liquid jet impingement. Further, the anticipated 
unsteady interface between the very thin liquid layer and the 
spray entrainment air provides for effective evaporative cooling. 
The result of the combined randomly interrupted and unsteady 
thermal boundary layer and evaporative cooling phenomenon is 
an increase in average heat transfer for sprays over jets in the 
non-boiling regime. 

CONCLUSIONS 
Single-phase jet and spray impingement cooling were studied 

experimentally and compared. Jet heat transfer was shown to be 



dependent on the number and velocity of the impinging jets. 
Spray cooling demonstrated a strong, though no! definitive de
pendence on mass flux. It was speculated that droplet velocity 
also affects the heat transfer, but further study is required to ver
ify and quantify this effect. The comparison of the two cooling 
techniques showed that sprays can provide the sarne heat transfer 
as jets at a significantly lower liquid mass flux. It was proposed 
that the better cooling of sprays was due to the combined effect of 
evaporative cooling from the film along the impingement surface, 
and the unsteady thermal boundary layer expected in spray im
pingement. 
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SUMMARY 

This paper addressed the general ana/ysis of turbu/ent forced convection in tubes wherein the internal fluid 
stream exchanges heat with an externa/ jluid. Numerica/ solutions of the momentum and energy equations 
were conducted with the finite volume method. Resorting to the concept of a therma/ circuit analogy, global 
Nusse/t numbers were adequate/y correlated in terms of the. control/ing parameters, namely Reynolds 
number, Prandtl number and Biot number. 

INTRODUCTION 

It is widely known that prediction of the thermal 
characteristics of turbulent flow inside circular tubes is of 
paramount interest in industrial applications of thermal 
engineering. 

Turbulent heat transfer in the thermal developing region has 
been predicted primarily for a limiting condition involving 
isothermal wall tubes. Notter and Sleicher ( 1972) presented a 
semi-analytical solution for metallic liquids, air and oils. Chen 
and Chiou ( 1981) carried out a numerical simulation tor metallic 
liquids and a ir. Mo rales et ai. ( 1988) employed a 
differential/difference procedure based on the finite-volume 
method of I ines for metallic liquids, air and oils. 

DISTRIBUTED ANAL YSIS 

Adiabatic Zone 

hu • Too 
Figure I. Problem Description and coordinate system 

The main focus of this investigation is to examine the 
behavior of turbulent forced convection in the thermal 
developing region from a different optic. The imposition of an 
isothermal boundary condition treated in the preceding references 
has been relaxed in order to cover realistic cases occurring in 
industry in which the internal flow exchanges heat with an 
externa! fluid. Conceptually, this situation gives rise to a 
generalized convective boundary condition acting at the tube 
wall in the problem formulation . 

For fully developed turbulent flow in a smooth circular tube, 
the energy equation becomes 

According to Kays and Crawford ( 1980), the velocity pro file 
for in-tube turbulent tube flow tends to be fully developed after 
an axial distance of I O to I 5 diameters. Regardless of the thermal 
boundary condition imposed at the tube wall a fully developed 
temperature profile in a nondimensional sense is usually no more 
than ·40 to 60 diameters. Thereby, the second focus here consists 
in constructing a suitable correlation equation capable of 
predicting the global Nusselt number as a function of the 
Reynolds number, the Prandtl number and the Biot number for a 
particular case of a thermally developed region. Naturally, the 
resulting correlation equation must satisfy the two extn:me 
conditions, namely high and low externa! heat transfer 
coefficients ( high and low Biot numbers). 

A literature review has not reflected any evidence of work on 
the specific topic of global Nusselt numbers for turbulent flows. 
The only exception is the study of Sparrow and Patankar (I 977) 
which focused on laminar regimes. 

The problem description and coordinate system is shown in 
Figure I. 
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õf 1 aí õrl 
u- =- -Lr(a+E )- j ax rar H ar 

(I) 

where the influence of axial conduction and viscous dissipation 
are regarded as negligible. This equation is restricted to 
axisymmetric thermal conditions and constant fluid properties. 

Under the assumption of externa! convective boundary 
condition and uniform fluid temperature at the entrance of the 
exchange region T •. the boundary conditions are given by 

T(O, r) = T, 

õf 
-(x,O) =O ar 

õf 
-k; - (x , R) = h

0
(T - T"") ar 

(2) 

(3) 

(4) 



The turbulent velocity profile appearing in Eq. (I) may be 
obtained by integrating the appropriate equation for conservation 
of momentum. That is 

du 
t=-f.!-+pu'v' 

dy 

where 

du 
u'v'= -EM dy 

Next, adopting the customary dimensionless variables 

+ ii + y . ut 
u =-; y =--

ut v 
R+ = Rut 

v 

Eq. (5) can be written as follows 

du Y+ 
(I +EM / v) dy = 1- R + 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

This equation may be numerically integrated satisfying the 
no-slip condition: 

u(O) =o (9) 

ln this paper, the miXIng length model of turbulent 
momentum transfer proposed by Cebeci (1973) has been 
adopted. This is expressed as 

EM / v= 1+21du+l 
dy + 

where 

I+ = R+[ 0.14- 0.08(r I R)2- 0.006(r I R)4 j x 

[ 1- exp( -y+ I 26)] 

(lO) 

( 11) 

ln light of the foregoing, the energy equation may be 
reformulated in terms of the following set of dimensionless 
variables and parameters 

X 
Z=-; 

D 

Pr=~ 
a 

_ r . e_ T-T"' 
ll-R, -T-T 

Re= umD . 
v , 

e "' 

s; = ho ·R 
k; 

(12) 

(13) 

in addition to those already defined in Eq (7). Thus, the resulting 
equation becomes 
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Re~ 00 = ~~[ll(_!_+ EH /v) 00] 
u: az ll 8l') Pr Pr, 8l') 

(14) 

which is subject to 

9(0, l'J) =I (15) 

ae 
8l') ( z,O) = o (16) 

ae 
8l') (z,1) = -Bie (17) 

The turbulent Prandtl number, Prt , is given by (Dwyer and 
Tu, 1962) as 

1 1.82 

~ = 
1
- Pr(EM !v( 

where 

(EM I v)= 4 + 0.002897 Re0
·
919 

The dimensionless bulk temperature is calculated by 

Juel'Jdl'J 
o 

9b(z) =J I 

iil')dl') 
o 

and the local, global Nusselt number is given by 

-2 ae 
Nu

8

(z) = U D _ 8l') (z,1) 

k; - eb(z) 

where U is the global heat transfer coefficient. 

NUMERICAL PROCEDURE 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Computation of the turbulent velocity profile is rather 
straightforward and it may be readily accomplished utilizing a 
fourth-order Runge-Kutta algorithm. Accordingly, the computed 
velocity is introduced in Eq. (14) in order to determine the 
temperature distribution in the tube. 

The control volume approach (Patankar, 1980) was used to 
discretize the energy equation where the implicit! scheme has 
been adopted to handle the convective term. The system of 
algebraic equations resulting from the discretization scheme was 
solved by the Thomas algorithm. To w~antee enhanced 
accuracy, 2000 grid points were deployed in the radial direction. 

Once the temperature distribution is obtained, Eq. (20) can 
be integrated numerically. · 



LUMPED ANAL YSIS 

a) Low Biot Number 

From the theory of heat conduction ( Arpaci, 1966) it is 
widely known that the transient temperature distribution inside a 
solid cylinder collapses into the mean temperature distribution 

9 ., = exp(- 2 Bi · Fo) (22) 

whenever Bi <0.1 . This situation corresponds to a limiting case 
of negligible conductive resistance. Knowing that the turbulent 
velocity profile resembles a "plug tlow" , the physical analogy 
between transient conduction and steady, turbulent forced 

convection can be adopted here. This implies that Um t = X . 

Solving for t and introducing the ratio in Eq. (22) leads to the 
bulk temperature distribution 

eb = exp(-4Bi · z l RePr) (23) 

which of course is valid for Bi < O. exclusively. The outcome of 
this lumped equation compares satisfactorily with the numerical 
bulk temperature produced by the computer code for any 
combination of Re and Pr. 

b) Relationship between Nusselt numbers 

The concept ofthe global heat transfer coefficient, U, enables 
us to write the Harmonic mean for the global Nusselt number, as 
follows 

I I I 
--=--+--
Nu g Nui.T 2 · Bi 

(24) 

Here, Nui.T =h; D / k denotes the internal Nusselt number 

for an isothermal tube. It is worth mentioning that Eq . (24) is 
associated with the resistance in series depicted in Fig. 2. 

It is interesting to verify that Eq. (24) satisfies the two 
limiting cases, for a low Biot number case (Bi ~ 0), the global 
Nusselt number becomes proportional to the Biot number, while 
in the isothermal walled case, ( Bi ~ oo ), Nu and Nu . T are 

g I , 

identical. 

c) Any Biot numbers 

By virtue of Eq. (24), the generalization of the expression for 
the mean bulk temperature distribution, Eq. (23), leads to 

Nu c x eb = exp(-2 ---) 
RePr R 

(25) 

Derivation of this equation is omitted for brevity, but the 
interested reader may consult reference (Campo and Lacoa, 
1995). 
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Figure 2. Analog -::lectrical circuit. 

DISCUSSION OF RESUL TS 

Owing to space limitations it is impossible to present in this 
section ali possible combinations of the controlling parameters 
Re, Pr and Bi . Hence, pre-selected v alues of these parameters are 
chosen as follows : a fixed, intermediate R e= I 05 

, three Pr 
ranging from 0.007 (metallic liquid), 0.7 (air) and 7 (water) 

whereas Bi, O < Bi ~ 300. 

The numerically-determined global Nusselt numbers, Nu g, 

have been compared in a methodical way with those produced 
by Eq. (24), the latter coming from a physical approach . To 
account for minor discr-.:.pancies, it was decided to "tune" Eq. 
(24) by introducing a subtle correction factor, so that 

(26) 

Tables I , 2 and 3 illustrate the one-to-one comparison 
between the global Nusselt numbers, Nu (num) and Nu 

g g 

(app), obtained by the two different routes. An overall inspection 
of the tables reveals that the agreement is adequate. ln Table I 
the maximum error for Pr=0.007 stays within a 2.99 %. The error 
tends to increase with Pr, for instance in Table 2 for Pr = 0.7 the 
maximum error does not exceed 4.36% and in Table 3 for Pr=7 
the maximum error reaches I 0.92 %. Parallel to this, Figs. 3, 4 
and 5 displaying the variation of Nu with Bi for each of Pr g . 

numbers are the companion figures to Tables I , 2 and 3. 
It can be observed in Fig. 3 that the Nu deviation for 

g 

Pr=0.007 between both methods is imperceptible. Both Nu 
g 

increase rapidly for small Bi and the curves stabilize around 
Bi= I 00. This behavior indicates that the externa! convective 
resistance has vanished completely at this particular Bi . 
Therefore, Bi= I 00 turns out to be a safe borderline for the 
establishment of a criterion for the isothermal wall condition. The 
good quality of both sets of results exh;bited in Fig. 3 persists in 
Fig. 4. However, Nu

8 
raises with a mild slope resulting in a shift 

of the borderline for the ·isothermal wall to a higher Bi, Bi= I 000. 
This shift can be interpreted in terms of a prevalent externa! 
convective resistance whose presence is felt up to Bi= I 000. 
Contrary to the reasonable behavior exhibited in Figs. 3 and 4, 
the results produced by the correlation equation deteriorate 
slightly for Bi > 100. ln this sub-region, both Nu grow slowly 

g 

and Nu
8

(app) underpredicts Nus (num) consistently. ln 



addition, the cut off point for the isothermal wall condition is 
now displaced further to Bi=IOOOO. Once this value is surpassed, 
the externa! convective resistance is null. 

Another interesting facet of the figures will be discussed 
now. The common denominator of the curves shown in Figs. 3-5 
is that each of them can be broken down in two piecewise 
straight !ines. For example, the first linear model seems to be 
adequate up to Bi=IO, 40 and 100 in Figs. 3, 4 and 5, 
respectively. Thereafter, the second linear model is valid. 

The outcome of this computational research can be 
streamlined towards the availability of a too! accessible to 
thermal design engineers. ln this regard, it is widely known that 
the specialized literature contains well-tested correlation 
equations for the turbulent Nusselt number congruous to an 
isothermal wall condition, Nu;,T· These Nui.T equations 

together with the Bi number are the necessary ingredients in Eq. 
(25): 

a) For ai r and oils (Pr~ 0.7), Gnielinski ( 1976) correlation 
equation 

(f / 2)(Re-IOOO)Pr 

Nui.T = 1+12.7.Jf/2(Pr213 -l) 
(27) 

where the friction factor due to Techo et ai. ( 1965) is taken 
from 

-
1
- = 1.7371n(---R_e ___ ) 

Jf 1.964ln Re- 3.822) (28) 

10
4 < Re < 10

7 

b} For liquid meta;s (Pr < 0.1) , Notter-Sleicher (1972) 
correlation equation 

Nui,T = 4.8 + 0.016 Re 0
·
85 Pr 0

·
93 

104 < Re < 106
, 0.004 < Pr < 0.1 

(29) 

10 
Re = 100000 Pr = 0.007 

8 

6 

Nu9 4 -
-------. Nu9.num 

2 
Nu9. app 

o 
o 100 

Bi 
200 300 

Figure 3. Asymptotic global Nusselt number vs. Biot number. 
Re=IOOOOO, Pr-0.007 
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Figure 4. Asymptotic global Nusselt number vs. Biot number. 
Re=IOOOOO, Pr=0.7 
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Figure 5. Asymptotic global Nusselt number vs. Biot number. 
Re=IOOOOO, Pr=7 

Table I - Asymptotic global Nusselt number for different 
Biot numbers. Prandtl number fixed at Pr-0.007 and 

Re= IOOOOO 

Bi Nu
1
(num) Nu,(app) . Error(%) 

0.01 0,02 0,02 0,00 
0 . 1 0,20 0,20 0,00 
0 .5 0,91 0,91 0,00 

I 1,66 1,63 -1.81 
lO 6 ,03 5,85 -2,99 
25 7, 14 7,07 -0,98 
50 7,59 7,60 0,13 

300 7,99 8,10 1,38 

Table 2 - Asymptotic global Nusselt number for different 
Biot numbers. Prandtl number fixed at Pr=O. 7 and Re= I 00000 

Bi Nu
1
(num) Nu

1
(app) . Erro r(%) 

0,01 0,02 0,02 0,00 
0,1 0,20 0,20 0,00 
0,5 0,99 1,01 2,02 

1,98 2,01 1,52 
lO 17,82 18,00 1,01 
50 62, 14 61 , 18 -1 ,55 
100 89,37 87,39 . -2,22 

300 127,90 122,32 -4,36 



Table 3 - Asymptotic global Nusselt number for different 
Biot numbers. Prandtl number fixed at Pr=7 and R e= I 00000. 

Bi Nu
1
(num) Nu,(app) . Error(%) 

0,01 0,02 0,02 o 
0,1 0,20 0,20 o 
0,5 1,00 1,02 2,00 

1,99 2,03 2,01 

lO 19,30 19,51 1,09 

50 84,83 82,99 -2,17 

100 146,82 139,90 -4,71 

300 289,33 257,73 -10,92 

CONCLUDING REMARKS 

A numerical study involving turbulent flow in a pipe 
exposed to an externa! convective boundary condition having 
fully developed velocity has been conducted. The asymptotic 
global Nusselt number obtained numerically was correlated in 
terms of Biot number. It was verified that Biot > 1000 
corresponds to the limit case of isothermal wall, while Bi < 0.1 
corresponds to the limit case of negligible internal resistance. 
Finally , 'àn excellent correlation was found using the equivalent 
thermal circuit technique, given by Eq. (25). For moderate Biot 
number 0.1 < Bi < I 00, the error was lower than 5%. 
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RESUMEN 
En este trabajo se presenta una investigación realizada para determinar la influencia de la inclusión de 
deflectores en e! intercambio térmico entre dos placas y un fluido que circula entre e/las. Se ha trabajado c:on 
métodos numéricos, variándose algunos parámetros geométricos y dinámicos dei problema evaluándose la 
influencia de los mismos en e! intercambio térmico, para lo cual se han establecido cri te rios de comparación. 

INTRODUCCIÓN 

La electrónica y ~us aplicaciones en e! control de procesos, 
comunicaciones, computación, etc. ha registrado en las ultiinas 
décadas un avance sin precedentes. Un aspecto negativo de los 
componentes electrónicos es que desarrollan calor, e! cual atenta 
contra e! correcto funcionamiento de los mismos. 

La tendencia a una gran compacidad en los equipos 
electrónicos a los efectos de ahorrar espacio, causa dificultades a la 
hora de evacuar e! calor generado. A los efectos de lograr un alto 
grado de compacidad, se han dispuesto los componentes 
electrónicos en plaquetas que se disponen "apiladas" en sentido 
vertical u horizontal e interconectadas a través de una plaqueta 
madre. Esta disposición forma canales por los que pasa e! aire que 
circula por medio de convección natural o forzada evacuando e! 
calor generado por los componentes. 

La escasa distancia entre placas provoca flujos laminares en 
los cuales e! intercambio de calor es pobre. Como consecuencia de 
esto se •deben usar potentes ventiladores que traen aparejada la 
producción de ruidos y aun así no terminan de solucionar e! 
problema de la remoción de calor de algunos componentes críticos, 
haciendo peligrar su integridad y correcto funcionarniento. 

Como característica distintiva se reconoce además la 
generación localizada de calor. Es decir, e! calor no es generado en 
forma uniforme en toda la extensión de la placa, sino en los 
lugares en donde se encuentran los componentes electrónicos . 
. Cabe citar aqui, que cada uno de ellos posee distinta capacidad 
como generador de calor, por lo que e! sistema de evacuación dei 
calor óptimo debiera generar zonas de intercambio intensificado a 
los efectos de provocar una remoción a medida dei calor 
producido por cada componente. 

Como es sabido, e! calor cedido por convección a partir de 
una superficie sólida, guarda una relación directa con e! valor de la 
componente de la velocidad dei fluido normal a dicha superficie en 
las cercanias de la rnisma. Dicha componente se puede incrementar 
con la inclusión de deflectores en las inmediaciones de las fuentes 
de calor localizadas a los efectos antes mencionados. 

E! efecto local que producen estos deflectores varia en 
función de 1?. forma, ángulos, tamaõo, posición relativa respecto de 
la fuente de calor, velocidad dei fluido, etc. 

E! objetivo fundamental de este trabajo es la investigación 
de los fenómenos fisicos de flujo laminar de fluidos y transrnisión 
de calor convectivo en un canal con fuentes localizadas de calor en 
sus paredes, y la intensificación dei flujo de calor en esas fuentes, 
por medio de deflectores convenientemente ubicados. La 
investigación comprende contemplar variadas condiciones 
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geométricas, dinámicas y térmicas y se lleva a cabo por medio de 
la aplicación de métodos numéricos. 

FORMULACION DEL PROBLEMA 

GEOMETRÍA. E! domínio a estudiar consiste en un canal 
limitado por placas sólidas que représentan las plaquetas donde se 
encuentran los componentes electrónicos tal como se representan 
en la figura I . Siendo L la longitud dei canal, H la separación entre 
placas, tu y !::..y las posiciones relativas dei deflector, h la altura dei 
mismo y a e! ángulo de inclinación respecto dei eje x. 

En general se considerará un plano de simetria para y = H/2, 
siendo esta una hipótesis aceptable (Sanchez, 1991 ) que permite 
reducir e! volumen de calculo. Las proporciones geométricas y la 
ubicación dei deflector se mantendrán constantes para las distintas 
simulaciones variándose e! ángulo dei deflector. Estas 
proporciones son 

..:f..=lO tu =5 t::..y =0.5 
H H H 

..!:_ = O 25 a = 30° 45° 60° H . , , 

MODELO MATEMÁTICO. Es conveniente aqui trabajar 
en forma adimensional, por lo tanto se definirá un conjunto de 
variables adimensionales a saber: 

donde 

u· u v· 
- v ... 

v p 
p"=--2 

V.., pV.., 

T 
T = 

T.., 
• tV.., 

t =-
H 

v.., = velocidad media a la entrada 
r.., = temperatura media a la entrada 



}
I . , 

' ' 

l ··· · ··r···· :~ t·•··~~·r~············ + 
' ' : 
~ \./ \I t 

L 

i llo X 

Figura I - Representación gráfica de la geometria estudiada 

[j 
[j --~-- --E 

Figura 2 - Líneas de corriente para un canal con y sin defle,ctor. 
Canal completo (arriba) y detalle (abajo) 

Las ecuaciones que gobiernan este fenómeno en forma 
adimensional con las variables antes definidas a las que de aquí en 
adelante se les suprimirá e! asterisco son la ecuación de la 
continuidad 

ôu ôv 
- + - = 0 
ôx ôy 

las ecuaciones dei momento 

ôu +u ôu +V ôu =- ôp +_3_( ô
2

u + ô
2
u) 

ôt ôx ôy ôx Re ôx2 ôy2 

ôv +uôv +Vôv =- ôp +_3_( ô
2v + ô

2v) 
ôt ôx ôy ôy Re ôx2 ôy2 

y la ecuación de la energía 

ôT +u ôT +v ôT =-2-(ô
2

T + ô
2

T) 
ôt ôx ôy RePr ôx2 ôy2 

donde e! número de Reynolds y Prandtl están definidos como 

Re = V., 2H 
õ 

siendo 

Pr = CPJ.L 

À. 

u = componente de velocidad en la dirección x 
v = componente de velocidad en la dirección y 
p = presión 
t = tiempo 
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T = temperatura 
o= viscosidad dinámica dei fluído 
cp = calor especifico a presión constante dei fluido 
f.J = viscosidad cinemática dei fluido 
À. = conductividad térmica dei fluido 

Figura 3a- Campo de presiones sin deflector y Re = 800 

Figura 3b - Campo de presiones con deflector con a. = 45° y Re = -
800 

CONDICIONES DE BORDE. Las condiciones de borde a la 
entrada soo 

u = I v = O T=I 

a la salida 
ôu ôv ô2T 
- =-=-2 =0 
ôx ôx ôx 

en la pared sólida 

U= O v = O T=2 

en el plano de simetria 

ôu ôT 
ôy= ôy= O V=O 

y en el deflector 

u = O v = O 
ôT 
ôn = 0 

siendo 
n = dirccción normal ai deflector 



MÉTODO DE SOLUCIÓN. Para resolver este problema se 
ha usado un modelo de volúmenes fmitos en coordenadas 
cartesianas (Patankar, 1980) recurriéndose a una técnica de 
interpolación para representar las condiciones de borde en el 
deflector y las placas (Sanchez, 1991 ). 

Se ha usado un modelo no estacionaria en cl que la solución 
fmal se obtiene con un avance explícito en el tiempo ( Sanchez, 
1991 ). El esquema de discretizacion utiliza la técnica de ''jlux 
blending " en donde se han mezclado un esquema "upwind" y un 
esquema central por partes iguales (Hirt et ai. , 1975). 

o 2.5 5 7.5 10 
Longitud dei canal 

Figura 4 - Distribución dei flujo de calor en la placa para un canal 
con y sin deflector para Re = 800 
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Figura 5 - Distribución dei flujo de calor en la placa para un canal 
con deflectores con a. = 45 

La solución de la ecuación de Poisson de la presión se 
realizó con un método iterativo con sobrerelajacion. 

El dominio descripto se discretizó con 24 celdas en y y entre 
142 y 418 celdas en x dependiendo este número dei ángulo a. dei 
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deflector. El programa de simulación se ejecuto en un computador 
IBM RS/6000 utilizando entre 20 min. y 2.30 hs de CPU. 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

La presentación de los resultados se .separa en los 
correspondientes ai campo de velocidades, presiones y 
temperaturas. 

8 
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Figura 6- Valor medio de q integrado en la zona de interés 
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Figura 7 - Caída de presión entre Ia entrada y la salida dei canal 

CAMPO DE VELOCIDADES. En la figura 2 se puede 
observar una comparación entre las líneas de corriente para un 
caso con Re = 800 y a. = 45° con y sin deflector. El deflector 
desvía las partículas en dirección de la pared, incrementando la 
velocidad normal a la misma. 



CAMPO DE PRESIONES. En la figura 3 se comparan los 
campos de presión para. un caso con Re = 800, sin deflector y con 
deflector con a = 45°. La caída de presiÓn sin deflector es 
aproximadamente 0.63 para todo el canal, bajando desde 1.63 a la 
entrada hasta I a la salida. En el caso con deflector el descenso de 
la presión es mas pronunciado, siendo éste causado 
fundamentalmente por la presencia dei deflector. Aqui la pre~ión · 
cae desde 2.14 a la entrada hasta 1 a la salida. 

~ 
<l 

~ 

10 

9 

8 

a=60~ 
=45 

a=30 

l 
con deflector 

~sin deflector 
7 +----.---.--.-~~~~--------~ 

2 3 4 5 6 7 8 91000 

Número de Reynolds 
2000 

Figura 8 - Representación bilogaritmica de Re3 !:J.p en función dei 
R e 

TRANSMISIÓN DE CALOR. Para evaluar el calor 
transferido a partir dei campo de temperaturas se definirá un flujo 
de calor adimensional 

ar 
q= am 

siendo el número de Nusselt 

donde 

2H 
Nu=r-:;: 

q = flujo de calor 
m = dirección normal a la placa 
y = coeficiente de película 

~ :endo el calor transferido por convección entre la pared y el fluido 

q.., .. =y(r,.-T.,) 

y el calor transfr.rido por conducción en la interface entre la pared 
y el fluido 

ar 
-Ã.q,.,.d- am 

igualando ambos flujos de calor 
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r(r,.-~) ="' ar 
am 

adimensionalizando esta ultima ecuación 

ar 
yH am 
T=(r .. -~ ) 

se obtiene fmalmente el numero de Nusselt en función dei flujo de 
calor 

donde 

q . 
Nu= (r .. -~) 

Tw =temperatura de pared 
rb = temperatura de bulk 

La figura 4 muestra la distribución dei flujo de calor en la 
placa para un canal sin deflector y para un canal con deflector con 
a= 30°, 45°, 60° respectivamente paraRe= 800. 

El incremento dei calor intercambiado es muy similar para 
los diferentes ángulos en el rango estudiado, siendo mayor para 
ángulos mayores. El incremento máximo está en alrededor de un 
300% en la zona inmediata posterior ai deflector, la cual se 
considerará como la zona de interés, pues será alli donde estará 
ubicado el componente electrónico que se desea enfriar. 

Tabla 1: Aumento relativo dei intercambio térmico en función dei 
número de Reynolds y dei ángulo de ataque a . 

R e a= 30 ° a =45° a= 60° 
200 20.0 21.08 21.62 
400 29.18 31.52 33.46 
600 34.65 37.95 40.26 
800 39.41 43.24 45.88 
1000 43.16 47.72 50.67 
1200 47.63 52.37 55.86 
1400 51.17 56.54 60.28 
1600 54.53 60.26 64.02 

Tabla 2: Aumento relativo de la diferencia de presión en función 
dei número de Reynolds y dei ángulo de ataque. 

R e a= 30° a=45° a= 60° 
200 55,06 60,13 65,19 
400 64,58 72,92 78,13 
600 67,57 77,03 85,14 
800 69,84 80,95 87,3 
1000 74,55 85,45 94,55 
1200 79,59 91 ,84 102,04 
1400 84,44 95,56 106,67 
1600 92,68 104,88 117,07 

La figura 5 muestra la distribución dei flujo de calor en la 
placa para un canal con deflectores con a = 45° y distintos 
números de Reynolds. El calor intercambiado depende mas 
fuertemente dei numero de Reynolds que dei ángulo dei deflector. 
Se observa que el valor máximo para Re = 400 con deflector 



alcanza el valor dei canal sin deflector para Re = 1600. El 
incremento relativo en la zona de los máximos crece en forma muy 
evidente con el número de Reynolds. 

Para determinar el incremento en el intercambio térmico en 
el componente electrónico se ha definido una zona de interés donde 
se supone estará ubicado el mismo. Esta zona de interés se define 
entre la .coordenada x = 3.5 y la coordenada x = 7.0 en dirección 
longitudinal dei canal. 

En la figura 6 se muestra el valor medio dei calor integrado 
en la zona de interés en función de Re y a . Alli se ve que el calor 
aumenta con el número de Reynolds observándose además que la 
sensibi.lidad respecto dei ángulo de ataque se incrementa también 
con dicho número. El incremento relativo respecto dei caso sin 
deflector aparentemente también lo hace. 

Este hecho se pone también de manifiesto en la tabla I , en la 
que se muestra el aumento relativo dei intercambio térmico en 
función dei número de Reynolds y para los distintos ángulos de 
ataque dei deflector. Los incrementos dependen fuertemente dei 
número de Reynolds, pero muestran una dependencia algo mas 
débil respecto dei ángulo de ataque dei deflector. 

En la figura 7 se puede observar la dependencia de la caída 
de presión entre la entrada y la salida dei canal con el número de 
Reynolds y el ángulo dei deflector. Aqui se ve que la caída de 
presión disminuye con el número de Reynolds como es de esperar, 
siendo incrementada notablemente debido a la inclusión dei 
deflector hasta alrededor dei 1 00% para el máximo valor dei 
mismo. La dependencia dei incremento de la caída de presión con 
el número de Reynolds es menos importante que el incremento dei 
intercambio térmico. En la tabla 2 se muestran los incrementos 
relativos de la caída de presión en función dei número de Reynolds 
y dei ángulo dei deflector. Allí se observa que los incrementos 
relativos de la caída de presión son mas importantes ( entre un 
50% y un 100% ) que los incrementos en el calor intercambiado ( 
entre un 20% y un 60% ) 

En la figura 8 se muestra el producto Re3 ..1p, el cual es 
proporcional a la potencia de soplado dei aíre, a los efectos de 
poder comparar dos intercambiadores de calor con igual potencia 
de soplado, comparando la potencia térmica que es proporcional a 
q, o en su defecto, podremos comparar dos intercambiadores con 
igual potencia térmica comparando las potencias de soplado. En la 
escala bilogaritmica se obtiene una regresión lineal sencilla para 
interpolar. 

Trabajando simultáneamente con las figuras 6 y 8 se pueden 
hacer las siguientes comparaciones (en todos los casos con 
deflectores de 60°): 

R e = 1000 , sin def. 
Re = 800 , con def. 

Re3 t:,p = 8.60 ~ q = 3.70 
Re3 ô.p = 8.60 ~ q = 5.00 t 35% 
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Aqui se obtiene un incremento dei 35% en la potencia térmica a 
igualdad de potencia de soplado. 

Re = 1600, sin def. Re3t:,p = 9.20 ~ q = 4.50 
Re = 650, con def. Re3 t:,p = 8.50 ..!. 8% ~ q = 4.50 

Aqui se obtiene una reducción de la potencia de soplado dei 8% a 
igualdad de potencia térmica. 

CONCLUSIONES 

Se ha simulado numéricamente un canal formado entre dos 
placas, entre las cuales circula un fluido en flujo laminar y se ha 
intentado mejorar localmente el intercambio térmico entre el fluido 
y las placas cuya temperatura se ha considerado constante, a través 
dei uso de deflectores. Los resultados para diversos valores dei 
número de Reynolds y dei ángulo de ataque de los deflectores 
muestran un efecto positivo de la inclusión de los deflectores, 
habiéndose tenido en cuenta en la comparación no solo el 
incremento en el intercambio térmico, sino también el incremento 
en la potencia de soplado dei fluído, efecto éste que resulta 
evidentemente negativo. 

Estudios mas amplios son indudablemente necesarios y 
serán llevados a cabo como contínuación dei presente trab!ljo. 
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ABSTRACT 

This paper presents a research work done to determine the : 
influence of deflectors in the heat exchange rate between parallel 
plates anda fluíd círculating between them. Parameters,depending 
on the geometry and on the flow have been varied and some 
comparison criteria have been established. 
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SUMÁRIO 

O presente trabalho trata da análise experimental da convecção forçada entre placas paralelas num 
escoamento com transição laminar-turbulenta. Foi utilizada . a técnica de sublimação de naftaleno 
conjuntamente com a analogia entre transferência de calor e massa para a determinação dos coeficientes 
locais de transferência, que são apresentados na forma do número de Sherwood. A faixa de números de 
Reynolds dos escoamentos estudados foi de 15000 a 55000. 

lNTRODUCÃO 

O propósito deste trabalho é a determinação dos coeficientes 
locais de transferência no escoamento com transição laminar
turbulenta na região de entrada de um canal de placas planas 
paralelas, no qual uma das placas é isotérmica e a outra é 
adiabática, empregando-se analogia de transferência de calor e 
massa conjuntamente com a técnica de sublimação d:.. ;;aftaleno. 

A técnica de sublimação de naftaleno tem sido utilizada com 
sucesso em experimentos com convecção forçada. Diversos 
trabalhos nesta linha foram realizados, podendo-se citar, a titulo 
de exemplo, " ' ;.·abalhos de " boya e Saboya ( 1981) e 
Fernanues ( t977). Pr · . · .,._, .ambém citar artigo de Souza 
Menúc~ (1988) que apresc11ta uma revisão dos trabalhos da 
literatura de transferência de calor nos quais experimentos com a 
técnica de sublimação de naftaleno são utilizados. Entretanto, 
não é do conhecimento dos autores do presente artigo o emprego 
desta técnica à situações nas quais há uma transição laminar
turbulenta. 

Um exame da literatura mostra diversas pesquisas correlatas 
à presente, destacando-se os trabalhos de Boelter et al. (1948), 
que fornece valores de coeficientes locais neste tipo de 
escoamento num duto circular com temperatura uniforme na 
parede, e Mills (1962) que analisa q mesmo problema no caso 
de fluxo de calor uniforme na parede. ·· 

MÉTODOS EXPERIMENTAIS 

O aparato experimental utilizado, que é esquematizado na 
·figura 1, era um canal constituído por duas superficies paralelas. 
Uma das superficies era de acrilico e a outra de naftaleno. O ar 
era forçado através do canal, o que provocava a sublimação do 
naftaleno das placas, desgastando-as. Medindo-se o desgaste 
local do naftaleno obtinham-se os coeficientes locais de 
transferência de massa (número de Sherwood) e pela analogia 
entre transferência de calor e massa podia-se obter os 
correspondentes coeficientes de transferência de calor (número 
de Nusselt). 

Como na superficie de acrilico não h&via desgaste, isto é, 
fluxo de massa, ela simulava uma parede onde não havia fluxo 
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de calor, isto é, adiabática. Como é sabido, a analogia entre 
transferência de calor e massa mostra que as concentrações de 
naftaleno desempenham no problema de transferência de massa 
papel análogo ao das temperaturas no problema de transferência 
de calor. Sobre as superficies de naftaleno as concentrações 
podem ser consideradas constantes. Portanto, estas superficies 
simulam paredes isotérmicas na correspondente situação de 
transferência de calor. 

Aparato Experimental. A figura 1 mostra um esquema do 
aparato experimental usado. O ar era succionado para o canal 
através de uma entrada em forma de boca de sino. Esta boca de 
sino foi projetada e construída cuidadosamente, seguindo-se as 
indicações de Morei (1977). Seu objetivo era tomar o perfil de 
velocidades na entrada o mais uniforme possível e propiciar um 
nivel de turbulência na entrada relativamente baixo. Detalhes do 
projeto e da construção são dados em Santos (1991), e uma 
discussão completa sobre as caracteristicas do escoamento na 
boca de sino pode ser encontrada nos artigos de Morei ( 1977), 
Boelter et al. (1948) e Mills (1962). 

O canal era formado por uma placa de acrilico e quatro 
placas de naftaleno montadas sobre uma base de duralumínio. 
Foram utilizadas quatro placas de naftaleno por causa da maior 
facilidade de fabricação de placas de menor dimensão. As quatro 
placas formavam um canal de 320 mm de comprimento por 116 
mm no sentido perpendicular ao escoamento. A altura do canal 
era de 10 mm. A razão de aspecto era, portanto, de 11 ,6. Esta 
razão pode ser considerada suficientemente grande para simular 
um canal de placas infinitas tendo em vista a comparação dos 
presentes resultados com os de Sparrow e Cur (1982) na região 
desenvolvida (v. tabela 1). Essa afirmação também encontra 
apoio consultando-se o artigo de Sparrow et al. (1966), no qual 
foi utilizada uma razão de aspecto de S. No projeto da seção de 
testes voltou-se a atenção para uma rápida montagem e 
desmontagem, visando-se minimizar os efeitos da convecção 
(sublimação) natural do naftaleno. 

O naftaleno utilizado p~a a fabricação das placas era 
previamente destilado e nunca era reutilizado sem uma nova 
destilação. Maiores detalhes sobre os métodos de destilação e 
fundição das placas podem ser encontrados em Santos ( 1991 ). 
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Figura I -Aparato Experimental 

A figura I mostra os outros componentes do aparato: o 
rotâmetro utilizado para medir as vazões do ar, a câmara 
amortecedora, construída para dar maior estabilidade ao 
escoamento; e o exaustor que lançava o ar para fora do 
laboratório, garantindo-se assim que o ar que entrava no canal 
estivesse sem resíduos de naftaleno. 

Medicões. Para medir-se o desgaste local do naftaleno 
sublimado durante o escoamento usou-se um apalpador. A 
diferença de leitura no apalpador antes e depois do teste fornecia 
a espessura do naftaleno sublimado em cada placa. Obtinha-se a 
localização dos pontos nos quais as leituras eram feitas usando
se uma mesa de coordenadas cujo micrômetro permitia 
deslocamentos de O,OOlmm. 

O cômputo do desgaste provocado pela sublimação natural 
era feito com auxílio de uma quinta placa de naftaleno com as 
mesmas dimensões das outras quatro. A superficie desta quinta 
placa era exposta ao ar, pelo mesmo tempo que era necessário 
para montagem e desmontagem da seção de teste e para a 
medição do desgaste local nas outras placas. A variação de 
massa sofrida pela quinta placa era utilizada para a correção do 
desgaste sofrido por sublimação natural das outras quatro placas 
que constituíam a seção de testes. Esta variação era obtida por 
uma balança de precisão capaz de medir 0,1 mg. As medidas 
locais foram feitas na linha central das placas, eqUidistantes da 
paredes laterais. Um resumo das operações de medição será 
dada a seguir: 

a) pesagem da placa usada para correção da sublimação 
natural; 

b) fixação da placa na mesa de coordenadas e leitura das 
medidas locais utilizando-se o apalpador, 

c) montagem da seção de testes; 
d) partida no exaustor, dando início ao escoamento do ar 

através do canal; 
e) desmontagem do aparato (após o intervalo de tempo da 

corrida) e nova fixação das placas na mesa de 
coordenadas. Isto era feito utilizando-se pontos de 
referência sobre uma superficie metálica acoplada à 
placa de naftaleno. Pontos sobre esta superficie, em 
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razão de não sofrerem desgaste, permitiam um 
posicionamento correto das placas de naftaleno, isto é, o 
mesmo da fase b; 

f) nova leitura das medidas locais. A diferença com os 
valores obtidos em b fornecia o desgaste local; 

g) nova pesagem da placa usada para correção da 
sublimação natural. 

As medições que poderiam provocar maiores erros 
experimentais eram as de tempo, comprimento, massa e vazão. 
No caso do tempo, devido à duração das corridas e a precisão do 
cronômetro usado, os erros eram desprezíveis. Nas medições dos 
desgastes locais nas placas o erro estimado foi de 1 J.1Dl, sendo 
que os desgastes típicos eram da ordem de 50 J..llll, havendo, 
portanto, um erro da ordem de 2%. Nos casos da massa e vazão 
os erros estimados foram de 4% . Uma análise completa dos 
erros experimentais, incluindo a medição de outras grandezas 
além das citadas acima, mostra (Santos, 1991) que a incerteza 
dos resultados não ultrapassa os valores de 4,5% para o número 
de Sherwood local e de 4,2% para o número de Re}'llolds. 

Os detalhes completos dos procedimentos experimentais, 
assim como uma descrição detalhada das operações que visavam 
a maior confiabilidade possível das medidas são encontrados eui 
Santos (1991). 

REDUCÃO DE DADOS EXPERIMENTAIS 

Após a obtenção do desgaste local procedia-se à redução dos 
dados expérimentais que será descrita a seguir. 

O número de Sherwood local - análogo ao número de 
Nusselt é dado por: 

Shx 
kx D,. 

DN 
(l) 

onde Di, é o diâmetro hidráulico, DN é a difusividade do 
naftaleno no ar e Kx é o coeficiente local de transferência de 
massa definido por: 



(2) 

onde fhN é O fluxo de massa local sublimada (análogo ao fluxo 

de calor) e PNw e PNo são as concentrações de naftaleno 
(análogas às temperaturas) na superficie da placa e na entrada 
do canal, respectivamente. O fluxo de massa local de naftaleno 
sublimado pode ser escrito como: 

(3) 

onde PNs é a massa especifica do naftaleno sólido (1,145 x 
1 01cg!m\ d é o desgaste local medido nas placas e t é o tempo 
da experiência. 

A concentração na entrada do canal, PNo , é zero pois o ar ao 
penetrar na seção de testes estava isento da presença de 
naftaleno sublimado. A concentração de naftaleno na parede, 
PNw , era calculada com auxilio da correlação de Sogin (Sogin e 
Providence, 1958): 

3729,4 
logiO PNw = 13,564- T 

w 

(4) 

Sendo PNw a pressão parcial de vapor do naftaleno na su~rficie 
e · T w a temperatura das placas. T w era igual a temperatura 
ambiente, já que as placas eram deixadas no laboratório por um 
tempo suficientemente longo e, portanto, estavam em equillbrio 
térmico com o ambiente. A concentração PNw era calculada 
utilizando-se a lei dos gases ideais: 

(5) 

onde RN é a constante de gás do naftaleno, igual a 64,872 J/kg K 
A difusividade Dr< era calculada por: 

u 
DN =

Se 
(6) 

onde Se era o número de Schmidt (análogo ao número de 
Prandtl) do naftaleno. Seu valor é 2,50. O valor de v 
(viscosidade cinemática do vapor de naftaleno) era tomado igual 
ao da viscosidade cinemática do ar, já que as concentrações de 
naftaleno eram muito pequenas. v era calculáda por: 

U =~ar 
Par 

(7) 

Para a avaliação de J.lc e Par nas temperaturas ambientes 
utilizaram-se as correlações fornecidas por Zografos et al. 
(1987). 

O número de Reynolds foi defmido como: 

Re= 4Q 
varPE 

(8) 
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onde Q é a vazão volumétrica em m% e PE é o perímetro 
molhado do canal nitangular. 

RESULTAOOS E DISCUSSÃO 

As figuras 2, 3, 4 e 5 mostram os valores dos números de 
Sherwood locais em função do comprimento adimensional 
X=xfDt, , onde x é a coordenada na direção do escoamento, para 
os números de Reynolds 54000, 38371, 33424 e 19565. Nas 
figuras 2, 3 e 4 observa-se a transição laminar-turbulenta que 
ocorre no escoamento. O mecanismo dessa transição é explicado 
da seguinte forma: nas proximidades da entrada tem-se altos 
valores do número de Sherwood, sendo que estes valores 
diminuem a medida que o escoamento avança no canal, 
mostrando o desenvolvimento da camada limite. Ocorre então 
um súbito aumento dos coeficientes de transferência, indicando a 
existência da transição. A região do escoamento da entrada até a 
transição é laminar e após essa tem-se turbulência, o que explica 
o súbito aumento de Shx. As figuras mostram que a transição 
ocorreu aproximadamente para os valores de X iguais a 1 ,5 
(figura 2), 5,0 (figura 3) e 8,5 (figura 4). A transição ocorre mais 
próxima da entrada quanto maior o número de Reynolds, como 
era de se esperar. Boelter et al. ( 1948) e Mills ( 1962) notaram 
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o mesmo comportamento do escoamento. Este comportamento é 
o que é mostrado qualitativamente na figura 6. 

A figura 5, correspondente ao menor número de Reynolds, 
não mostra a transição, indicando que o comprimento do canal 
estudado não foi suficiente para que esta ocorresse. 

Finalmente a figura 7 mostra os resultados dos números de 
Sherwood médios (Shmed) em ftmção da coordenada 
adimensional X. Estes resultados forani obtidos através de 
integração das curvas dos valores dos números de Sherwood 
locais. 

Um exame das figuras mostra a tendência assintótica dos 
números de Sherwood para um valor constante correspondente 
ao escoamento totalmente desenvolvido. Os resultados obtidos 
foram comparados com a correlação dada em Sparrow e Cur 
(1982): 

Shn = 0,0464Re0
·
76 

(9) 

A comparação é mostrada na tabela 1. 

Tabela 1- Comparação do valor do número de Sherwood no 
escoamento totalmente desenvolvido- (Sho) 

Presente Sparrowe 
trabalho Cur(l982) Diferença 

R e Sho Sho (%) 

54.000 195,01 183,29 6,39 

38.371 147,26 141,37 4,17 . 

33.424 123,05 127,29 -3,33 

Devido à analogia entre transferência de calor e massa, urna 
relação entre os valores dos números de Nusselt, Reynolds e 
Prandtl é idêntica a urna relação entre Sherwood, Reynolds e 
Schmidt. Conforme salienta Souza Mendes (1988) em muitos 
casos de convecção forçada tem-se para o número de Nusselt 
(local ou médio): 

Nu= C Prn Rem (10) 
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Em conseqüência da analogia vem: 

Sh= C Scn Rem 

Portanto: 

Nu= (~;)n Sh 

No presente caso tem-se Pr,., 0.7 (ar) e Se= 2,5 (naftaleno). 

(11) 

(12) 



O expoente n recomendado (Souza Mendes, 1988) é 0,4 para 
escoamentos turbulentos internos. 
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Figura 7- Valores dos coeficientes médios de transferência 

A figura 8 apresenta uma comparação dos resultados obtidos 
no presente trabalho com a conhecida correlação de Dittus
Boelter (1930) e com a correlação de Petukhov (1970). Nesta 
comparação foi utilizada a Eq. (11) com n=0,4. Ambas as 
correlações foram desenvolvidas para dutos de seção circular, e 
a de Petukhov para a condição de contorno de fluxo de calor 
constante. Entretanto, é comum na literatura utilizar-se a 
equação de Dittus-Boelter em geometrias não circulares, 
·substituindo-se o diâmetro do tubo pelo diâmetro hidráulico. É 
também usual considerar-se que no escoamento turbulento a 
diferença entre as condições de contorno de fluxo de calor 
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constante e de temperatura na parede constante tem influência 
secundária (Sparrow e Cur, 1982). Vê-se, desta forma, que os 
resultados obtidos no presente trabalho, apresentando seus 
valores entre as correlações de Dittus-Boelter e Petukhov, 
(bastante usadas na prática da engenharia) levam a uma 
confiabilidade, no minimo, comparável à destas correlações. 

CONCLUSÕES 

A técnica de sublimação de naftaleno foi satisfatória para o 
estudo o problema envolvendo escoamento larninar-tubulento. 
Os valores dos coeficientes de transferência apresentam 
concordância qualitativa com os apresentados por Boelter ( 1948) 
e Mills (1962) que analisaram dutos de seção circular. Uma boa 
concordância quantitativa com os valores dos coeficientes de 
transferência na região desenvolvida apresentados por Sparrow e 
Cur (1982) foi obtida. 

Para baixo número de Reynolds (19.565) nota-se que a 
transição não é atingida, mostrando que os valores dos 
coeficientes de transferência são os do escoamento laminar. A 
transição possivelmente poderia ocorrer numa posição a jusante 
no canal. 
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ABSTRACT 

This paper presents a experimental analysis of forced 
co,,vection flows with laminar-turbulent transition. The 
naphthalene sublimation technique was employed in conjunction 
with the analogy between heat and mass transfer. Local transfer 
coefficients were determined and presented in a dimensionless 
form (Sherwood numbers). The range of Reynolds number 
covered was 15.000 to 55.000. 
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RESUMEN 

Este trabajo estudia el problema de transferencia de calor por convección forzada interna laminar en 
tuberias mediante la aplicación de un nuevo método a[ cual hemos l/amado método de las columnas. Este 
método se basa en un enfoque distinto para la discretización de las variables que conforman la ecuación 
diferencial parcial con dos variables independientes que gobiema este proceso de transferencia de calor. Se 
presentan los resultados de la aplicación dei ·método para el clásico problema de Graetz, con la variante 
adicional de suponer también un fluido con un perfil de velocidades dei tipo pistón. Los resultados obtenidos 
son comparados con la bibliografia especializada, considerándose altamente satisfactorios. 

1-lNTRODUCCION: 

El problema de transferencia de calor de un fluido a lo 
largo de un conducto circular, con flujo laminar 
hidrodinámicamente desarrollado, mejor conocido como el 
problema de Graetz, ha sido el problema tradicionalmente 
empleado para mo!.trar el fenómeno de couvección forzada eu 
duetos cerrados. Este problema está gobernado por la ecuación 
de la energía, que se presenta como una ecuación diferencial en 
derivadas parciales con dos variables independientes, después de 
las siguientes consideraciones: flujo laminar, fluido newtoniano, 
propiedades termofisicas constantes y efectos de disipación 
,viscosa y conducción axial despreciables. 

Para este problema, la ecuación de la energía en 
coordenadas cilíndricas y en forma dimensional resulta 
simplificada de la siguiente forma: 

Soluciones analíticas (Bennet y Myers, 1974) y numéricas 
han sido dadas a este problema, entre las últimas el método de 
las lineas (MOL) (Liskovets, 1965) presenta la posibilidad de 
resolver éste por medio del empleo de una técnica mixta, que 
discretiza sobre una dirección y resuelve analiticamente sobre la 
otra. El presente método parte de un esquema semejante, 
cambiando el orden de variables con respecto al MOL, y 
solucionando la ecuacion diferencial ordinaria resultante por 
medio de rotinas matemáticas computacionales y un ordenador 
personal. 

2-DESCRJPCION DEL PROBLEMA. 

El problema a tratar será el de transferencia de calor entre 
un fluido y el dueto que lo encierra, de geometria circular. Se 
partirá de las siguientes hipótesis (Welty, Wicks y Wilson, 1982; 
Bennett y Myers, 1974, Shah y London, 1978): 

- El fluido de trabajo es un fluido Newtoniano. 
- Las propiedades terrnofisicas del fluido permaneceu 
invariables en el domínio. 
- Se consideran despreciables los efectos de disipación viscosa y 
de conducción axial en el fluido. 
- La velocidad en el dueto es axial y es función única dei radio. 
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(1) 

Para definir el problema falta proponer el perfil de 
velocidades y las condiciones térmicas del problema: 

2.1 Caso A: Problema de Graetz con temperatura constante 
en la oared: El clásico problema de Graetz propone dos hipótesis 
adicionales: 

- Flujo hidrodinámicamente desarrollado en el dueto circular, de 
estructura parabólica. 
- Temperatura en la pared constante (Ts), diferente a la 
temperatura de entrada del fluido (To). 

Así, la velocidad del fluido corresponde a la ecuación: 

(2) 

Y el problema queda definido por las siguientes 
condiciones de borde: 

a) x = 0 ; T = T0 , O~ r ~ R 

b) r = R ; T :z:: Ts , '<i x > 0 

aT 
c)r=O ; -=0 , '<ix>O ar 

(3) 

(4) 

(5) 



Esta expresión se puede adimensionalizar por medio de 
los siguientes cambios de variable: 

e = _T_-~--=--s 
To -Ts 

Z= X 
2RRePr 

Re = 2UmR 
v 

(6) 

(7) 

(8) 

J.LCp (9) Pr=-
k 

r 
'I'J =R (lO) 

Adimensionalizando, la ecuación se presenta como: 

(1-" ')~=~ ~ "*] 
az YJ aYJ 

Con las siguientes condiciones de borde: 

a)Z=O ; 8=8 0 , O~YJ~l 

b) YJ = 1; 8=8 8 , V.Z>O 

O 
a.e 

C)YJ= ; -= 0 , V.Z > O 
a. r 

(li) 

(12) 

(13) 

(14) 

2.2- Caso B: Problema de Graetz con Flujo Piston: Se 
proponen dos hipótesis extra: 

- Temperatura en la pared constante (Ts), diferente a la 
temperatura de entrada dei fluido (To) 
- Se considerará que e! flujo en la tuberia corresponderá a un 
fluido Bingham en flujo tipo piston. 

Así, la ecuación dei perfil de velocidades será: 

U(r) =Um ( 15) 

sometida a las misrnas condiciones de borde dei caso A. 

Por medi o de la rnisma adimensionalización, obtenemos: 

1 {'l'j*) 
--= 
1 ae 

(16) 
2 az· YJ aYJ 

sometida a las rnismas condiciones de borde dei caso A 
expresadas en sus variables adimensionales (12 ,13,14). 
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2.3- Caso C. Problema de Graetz con flujo de calor 
constante en la pared: Para este problema, las hipótesis extra a 
considerarse son: 

- Flujo de calor por unidad de area constante a través dei tubo 
hacia el iluido. 
- El tlujo es laminar, y está hidrodinárnicamente desarrollado 
(ecuación (2)). 

Bajo estas condiciones, la ecuación diferencial corresponde 
a la rnisma dei caso A, bajo las siguientes condiciones de borde: 

a) x = O; T = T0 , o ~ r ~ R ( 17) 

aTI b) r = R ; q8 = k- , V x > O 
ax r=R 

(18) 

c)r=O · 8 T , --= 0 a r , Vx>O (19) 

Esta expresión se puede adimensionalizar por medio de 
los siguientes cambios de variable: 

T - To 
~ = q 5R 

k 

X 
Z =---

2RRePr 

Re = 2UmR 
v 

Pr= J.L.C P 
k 

r 
Yj =. R 

Adimensionalizando, la ecuación se presenta como: 

(1 - " ' )~L~ ~"*) 
a. z YJ a .'l'j 

Con las siguientes condiciones de borde: 

a)Z = O; ~ =0, O ~ YJ ~ 1 

1 
a.o 

h) YJ = ; - = 1, V.Z > O a. r 

) O 
a.e 

c YJ = ; -a = 0 , V.Z>O 
.r 

(20) 

(2 1) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 



3-DISCRETIZACION Y METOOO DE LAS COLUMNAS. 

El método de las collliUllas propone discretizar las 
ecuaciones diferenciales en Ia dirección Z por medio de 
diferencias finitas, quedando así por resolver un problema de 
una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden sobre la 
dirección radial de la tubería. La solución de este problema 
reportará el perfil de temperaturas dei fluido a la salida de un 
volumen de control en la tubería de longitud dz, resolviendo la 
ecuación en la collliUlla de salida z+dz en base a la infom1ación 
de la collliUlla z. De alli viene eJ nombre de éste método, como 
Metodo de las Colunmas (MOC, segun sus siglas en ingles). 

Partiendo de la ecuacion ( l I) (se pueden presentar 
desarrollos similares para (16) y (25)), y discretizando en Z, se 
tiene: 

w 
az 

ez+dz- e z 
1 1 

!lZ 
(29) 

sustituyendo en ( 11) y considerando que la ecuación diferencial 
ahora es ordinaria en rt tenemos: 

(30) 

Desarrollando la derivada, agrupando y considerando un 
esquema implícito, se obtiene: 

(31) 

Ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, no 
homogenea, con coeficientes variables. Esta ecuación puede ser 
resuelta por medio de una discretización en e por un método 
numérico ya programado. Así, por medio de librerías 
computacionales se resuelve el problema en la collliUlla de 
salida, en base a la infonnación de la collli11lla de entrada. 

4-MOC EN VERSION DE MARCHA Y VERSION DIRECTA. 

Se proponen dos versiones diferentes dei MOC: 

- Por medio de un proceso de marcha, en el que para resolver el 
problema en la estación z+dz se toma la información del paso 
anterior. Esta versión dei método será llamada versión de 
marcha. 

- Se emplea como información inicial la propuesta en Z=O, 
resolviendo solo una vez Ia ecuación diferencitJ en la estación Z 
deseada. Esta versión dei método sera llamada versión directa. 

La segunda vemión es menos precisa que Ia primera, pero 
por el 0tro lado es mucho mas rápida ya que es solo necesario 
resolver una ecuación diferencial. Se obtuvieron soluciones por 
ambas versiones del método, observándose que el error cometido 
por la solución directa era inicialmente pequef!.o, y que 
awnentaba a meJida que aumentaba Ia variable Z. 
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5-METOOOLOGIA: 

Se resolvieron Ias ecuaciones diferenciales 
correspondientes a los tres casos segun el MOC en su versión de 
marcha y en su versión directa empleando 21 ,50 y I 00 nodos de 

distribución variable en la solución en T} . En e! MOC en su 
versión de marcha, Z se inicio en el origen y eJ paso se calculá 
como 1/10 dei intervalo logarítmico por eJ que marcha Z, 
iniciándose e! valor de !lZ como 10"7. En eJ caso dei MOC en 
su versión directa, Z se inicio en el origen y el paso fue el 
necesario para llegar a la colunma o estación deseada. Para cada 
collliUlla se calculá 

a) La temperatura volumétrica media, definida como: 

R J T(r)V(r)27trdr 

TV = ..::0-=-R------

f V(r)21trdr 
o 

, en sus variables originales. 

(32) 

b) E! Nu local y e! Nu promedio hasta la zona de interés, por 
med.io de la ecuación: 

1 z 
Nu =- J 

m Z 
o 

Donde Nux es: 

W (Z,l) 
Nu = 2 _àrt_,___ 

x eb(Z) 

2 
Nu =---

x ~ s -h 

(33) 

Para casos A y B. (34) 

Para caso C. (35) 

Los resultados obtenidos se comparan con las soluciones de 
Shah y London ( 1978) en e! caso dei problema de Graetz clásico 
con temperatura ó calor definido en las paredes, y con las 
soluciones de Jonhston ( 1991) en el caso de un fluido Bingham 
con perfil de velocidades tipo pistón. 

Es de notar que el programa empleado para resolver la 
ecuación diferencial de segundo orden resultante de Ia 
aplicación dei MOC emplea un paso variable, razon por Ia cual 
era probable que e] MOC en su versión de marcha requiriera 
uúormación de la etapa de partida en lugares distintos a los 
lugares donde fué calculada la solución numérica. De esta 
forma, se aproximá el perfil numérico obtenido a un p<>linomio 
de interpolación, también generado por rotinas compútacionales 
preensambladas. 



6-RESULTAOOS. 

Tabla I - Valores de Temperatura Volumétrica media, Nusselt 
local y Nusselt promedio para el problema de Graetz con 
condición de temperatura constante en la pared, 
comparativamente con Shah y London ( 1978). 

e Nux Num 

z Shah, Imp Shah, Imp Shah, Imp 100 Nodos 
1978 100 1978 100 1978 

Nodos Nodos 

0.000001 0.9994 0.9993 106.54 106.69 160.36 159.36 
0.000002 0.9990 0.9990 84.34 84.64 127.05 126.68 
0.000005 0.9981 0.9981 61.88 62.06 93.33 94.35 
0.00001 0.9971 0.9970 48.91 49.00 73.87 74.44 
0.00005 0.9915 0.9915 28.25 28.35 42.81 43 .07 
0.0001 0.9866 0.9866 22.26 22.32 33.82 33.96 
0.0005 0.9618 0.9618 12.82 12.87 19.50 19.59 

0.001 0.9403 0.9403 10.13 10.15 15.38 15.46 
0.005 0.8362 0.8365 6.00 6.03 8.94 8.98 
0.01 0.7511 0.7514 4.92 4.93 7.16 718 

0.05 0.3953 0.3975 3.71 3.72 4.64 4.66 
0.1 0.1897 0.1922 3.66 3.65 4.16 4.16 

Tabla 2 - Valores de Nusselt local y Nusselt promedio para la 
extensión dei problema de Graetz con condición de flujo de 
calor constante en la pared. 

Nux Num 

z Shah, Imp. IOONodos Shah, lmp. IOONodos 
1978 1978 

0.000001 129.203 128.771 194 .. 2 181.426 
0.000005 75.19 75.264 113 .. 2 110.729 
0.00001 59.51 59.543 89.68 89.585 
0.00005 34.511 34,566 52.12 52.176 
0.0001 27.275 27.300 41.26 41.243 

0.0005 15.813 15.840 23.9 23.933 
0.001 12.538 12.550 18.91 18.936 
0.005 7.4937 . 7.508 11 .08 11 .103 
0.01 6.1481 6.155 8.896 8.911 
0.05 4.5139 4.520 5.747 5.761 
0.1 4.3748 4.372 5.082 5.089 

--

Tabla 3 - Valores de Temperatura Volumétrica Media, Nusselt 
Local y Nusselt Promedio para un Fluido Bingham Tipo Pistón 
Hidrodinarnicamente Desarrollado en una tubería circular 
isotérmica. 

e Nux Num 

2Z Johnston Imp 100 Johnston Imp 100 Johnston lmp 100 

' 1991 Nodos • 1991 Nodos • 1991 Nodos 

0.0001 0.96828 0.96830 81.3650 83.278 161.154 160.356 
0.0002 0.95527 0.95633 58.008 62.680 114.415 115.306 
0.0004 0.93697 0.93828 41.502 44.424 81.376 83.827 
0.001 0.90109 0.90214 26.876 27.813 52.074 54.040 
0.002 0.86132 0.86537 19.531 21.253 37.322 38.831 
0.004 0.80629 0.81084 14.372 15.423 26.914 28.393 
0.01 0.70144 0.70501 9.884 10.233 17.731 18.682 
0.02 0.5904 0.60360 7.744 8.401 13.174 13.850 
0.04 0.44708 0.46228 6.437 6.852 10.063 10.684 
0.1 0.21785 0.23145 5.8 17 5 888 7 62 7.989 
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7-DISCUSim~ D~ RESUL TAOOS. 

Dei grupo de corridas que se muestran en las tablas y 
figuras anteriores podemos presentar las siguientes ideas. 

7.1-Solución dei Problema de Graetz CFlujo laminar 
desarrollado en tubería circular) con temperatura y calor 
constantes, y problema de transferencia de calor en tuberías 
circulares con flujo Bingham por el método MOC: Como se 
puede notar en las tablas 1 , 2 y 3 presentadas, el MOC de 
marcha se compara favorablemente con los resultados 
1--~..:sentados por Shah y London (1978) y Johnston (1991 ), 
presentando desviaciones menores del l% sobre las 
temperaturas, y errores levemente mayores en el Nu, errores que 
decrecen a medida que aumenta la posición en la dirección Z. 

7.2 Efecto dei número de nodos: Como se puede ver en la 

gráfica 4, E! aumento dei número de nodos en la dirección TI 
mejora los resultados en el método de marcha. En el calculo de 
la temperatura volumétri~ (fig. 4) y mas marcadamente en el 
cálculo de el Nusselt (figuras 2) la respuesta obtenida por la 
discrefuación en TI de 21 nodos presentan desviaciones, 
mientras que a partir de 50 nodos la solución se sigue el 
comportamiento de la solución teórica. Es de notar que la 
solución se desvia mas en el caso del Nusselt debido a que para 
evaluarlo es necesario evaluar la derivada de la solución en Tl=l , 
mientras que en el cálculo de la temperatura volumétrica la 
integración del perfil compensa los errores cometidos en la 
solución. La precisión numérica de esta derivada depende 
fuertemente del número de puntos de la solución en la 
dirección de la pared, especialmente en las primeras etapas de la 
marcha, donde los gradientes son muy pronunciados. 

7.4 Diferencias entre las versiones directa y de marcha: La 
gráfica l nos permite comparar la solución por el método de 
marcha y el método directo, pudiendose observar que el método 
directo, a pesar de ser mucho mas rápido que el de marcha, 
presenta un error que va creciendo a medida que la solución se 
aleja del origen. No es tan marcado este error en el caso del 
calculo del Nusselt (gráfica 3 ), debido a que los gradientes en el 
fluido en contacto con la superficie de la tubería son función 
principalmente de la dirección TI, y con mucha menor intensidad 
de la dirección Z. 

8-CONCLUSIONES. 

1- El Método de las Colurnnas (MOC) se presenta como una 
opción a la solución de problemas de ecuaciones diferenciales 
bidimensionales de orden uno en una variable y orden n en la 
otra, pennitiendo el empleo de técnicas numéricas mixtas de 
solución al problema, empleando un método numérico más 
preciso en la dirección en la que los gradientes de las funciones 
involucradas son mas pronunciados, y rotinas preprogramadas 
para calcularlo. 

2- En el caso particular dei problema de Graetz, se probó la 
eficiencia dei MOC, mostrándose tma correcta aproximación a 
los resultados empleando una discretización variable en Z y una 
discretización de I 00 puntos en la dirección TI· 

3- La discretización es un parâmetro importante a la hora de 
obtener resultados confiables, y queda a juicio del investigador. 
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4- El método de marcha es más preciso que el método directo, 
mostrando amlx>s las mismas tendencias y presentando el 
método directo la posibilidad de obtener una respuesta acotada 
al problema de manera rápida. 
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ABSTRACT. 

This work presents an altemative method to discretize and 
solve problems in partia/ differential equations, which has been 
called "Method ofColumns". To prove the method, the problem 
of internal convection heat transfer in a cilindrical tube (knew 
as the Graetz problem) is solved for different conditions 
(parabolic jlow with constant initial tempera fure in contact with 
a constant temperature wall, or constant heat jlux at the wall, 
and piston-like jlux in contact with constant temperature wall). 
The results obtained are compared with specialized 
bibliography, showing good agreement. 
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SUMMARY 

A Theoretical study of rmsteady laminar forced convection for a the1mally developing jlow between 
parallel plates, subjected to a general bounda1y condition of the frfth kind tlrat accormts for botlr extenral 
convection and wall heat capacitance e.!Jects, is presented. Tire jlow is subjected to a periodic variation of 
inlet temperature and to provide hyb1id analytical-numerical solution, tire generalized integral transfomr 
teclrnique is used. 

INTRODUCTION 

The study of thermally unsteady forced convection between 
parallel plate channels has received considerable attention. 
Kakaç et ai ( 1990) presented an analysis of the periodic tbrccd 
convection problem using the generalize integral transfonn 
technique, using one auxiliary problem similar to the classical 
Graetz problem. ln this work, the periodic analysis is perfonned 
by using two coupled equations simultaneously. This technique 
allo\vs the solution ofthe problem with two coupled equations in 
the real domain instead of one equation in the complex domain. 
The advantage of this approach is that it can be extended for 
solving non linear problems without a complicated 
computational scheme. ln addition, a filtering teclmique is 
developed to improve the solution and accele- ~te the 
convergence. 

The physical quantities of practical relevance such as 
centerline temperature, bulk temperaturc, wall tempcrature and 
Nusselt numbers are estimated. ln order to validate the method 
of solution, results are compared with other theoretical work and 
also wiU1 experimental findings. 

LITERATURE SURVEY 

A number of research works recently have been reported on 
transient forced convection inside ducts and charmels, especially 
in laminar t1o\v. Sparrow and de Farias ( 1968) presented an 
analysis to lhe periodic forced convection problem in a parallel
plate charme! with sinusoidal variation of inlet temperature and 
slug flow velocity profile, while considering the eH'ects of wall 
cot~ugation . The e!Tects of a spatially '\tariable velocity prot11e 
to fully developed laminar flow were accounted for in the \\·ork 
of Cot!li and Ózisik ( 1986), where the generalized integral 
translbrm teclmique was used in order to provide anal)1ical 
solutions. 

Kakaç et ai. ( 1990) studied an unsteady laminar forced 
convection problem in the thermal entrance re[ion of a 
rectangular duct with fully developed l1ow by the generaliz~d 
integral transtbrm technique. Theoretical studies for the 
varintion of temperature amplitudes at the centerline of a 
rectangular duct , under a boundary condition of the tillh kind 
and sinusoidal variation of the inlet temperature were done. The 
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results w~re compared with experimental findings to verify the 
approach. 

Santos and Cotta ( 1993) made use of the generalized integral 
translonn tcchnique to provide an analytical approach to the 
solution of laminar tbrced convection problem inside extemally 
lirmed circular tubes, subjected . to a lifth kind boundary 
condition and Biot number varying axially. The most complete 
literature survey about the generalized integral transform 
technique (G.I.T.T.) was done by Cotta ( 1993). 

PROBLEM FORMULATION 

Unstcady forced convection with fully developed laminar 
flow inside the lhermal entrance region a parallel-plate charme! 
was considered, which is subjected to periodic variations of the 
lluid inlct tempcrature. Thc themtal response of the system to 
lhe in!ct pcriotlic perlurbations is soughl atler the initial 
transient has tlisappearcd, while at the intemal fluid-solid 
interface, a general boundary condition of the fiftl1 kind, that 
accounls for both extcnwl convection and wall heat capacitance 
el1ects, is imposed. Figure I shows the geometry and coordinale 
system tbr lhe theoretical analysis. 

Flow y 

Unhealed enlry reglon 

X 

Perlodlc hcatlmpul 
(heatcd sectlonJ 

2d 

Figure I - Geometry of the charUJel for theoretical analysis. 

L 

'Ilte dimensionless goveming equations for this problem are 
reprcsented by the energy equation and relatcd boundary 
conditi ::.us as: 

CE>( X, Y, 1) + U y CE>( X, Y, 1) = à
2
El(X, Y, t) ( l.a) 

a, ( ) ax aY2 



_ae--'c'-x_.o..c.... •....:..> = 0 aY 
i'Je(X,I, -r)+ BiE>(X I -c)+ I i'Je(X,I, t) =O 

aY " a • at 
and inlet condition as 

E>(O,Y.t) = 6E>(Y)e;a' 

where the dimensionless groups are given by: 
v xDh 3 2 Y=-'- : X- : U(Y)=-(1-Y) 
d d 2 Re. Pr 2 

t = at . E>(X y t) = T(x,y,t)- T~. óE>(Y) = 6T(y) 
d 1 • • ' T,. - T~ ' ..l T, 

Bi = hed. 
k ' f 

Pr = ~ 
C1 

a• = (pc)rd 
(pc)wL; 

TIIEORETICAL ANAL YSIS 

- d2J3 
n-~· 

C1 

Re = üd 
v 

( l.b) 

(I. c) 

( l .d) 

(2) 

The initial condition is not necessary since we are only 
interested in solutions for large times, afler the initial transients 
have disappeared. Then, only the periodic solution of the 
problem is seek. For such cases, lhe solution can be assumed as: 

E>(X,y.,t)=Ê5(X,Y)e;o, {J) 

But since Ê5(X, Y) represents a complex quantity, it can be 

represented by a combined complementary function consisting of 
real and imaginary parts, as: 

Ê5(X,Y) = E>R(X,Y)+iE>1(X,Y) (4) 

where the subscripts R and I represent the real and imaginary 
parts, respectively, and i is the imaginary number. 

This complementary formulation should be substituting into 
the goveming equations, afler substituting the periodic solution, 
and then the problem can be divided into real and imaginar\' 
problems, as: 
Real Problem: 

U(Y)õeR~.:,Y) = a'e~~~,Y) +OE>I(X,Y) (5 .a) 

_õe_~ ,_R (.c-X...;..,O...;..) = O 
aY 

õe (X,I) . I 
R +BtE>R(X,l)--Oei(X.I) =o ay a• 

and inlet condition as: 
E>R(O,Y) = 6E>(Y) 

Imaginary Problem: 

U y i'Je 1(X.Y) _ a'E>1(X.Y) -ne X y 
< > ax - ay' R< · > 

õe1(X,O) =O 
ôY 

õe,(X,l) + BiE>,(X,l) +_!_OE>R(X.I) =O 
ay a. 

and inlet condition as: 
E>,(O.Y)=O 

(S .b) 

(S .c) 

(5 .d) 

(6 .a) 

(6.b) 

(6 .c) 

(6 .d) 

The use of the preceding analysis leads to the formulation of 
two separate, but complementary problems, real and imaginar\· 
ones, defined by Eqs.(S) and (6), respectively. 

The use of the generalized integral transfonn technique 
allows the selection of two appropriate similar auxiliary 
eigenvalues problems; one for the real part and the other for th.: 
imaginary part, which are delined as lollows: 
Rea!Part : 

d 2'1' ( Y) 
(7.a) n.R +J.12 U(Y)'l' (Y)= Il 

dY2 n.R n.R 

d'I' (O) 
(7.b) n.R =O 

dY 
d'I' (I) 

n.R +Bi'I' (1)=0 
dY n.R (7.c) 

Jmaginary Part: 

d''I' (Y) 
- n.I +~t2 U(Y)'l' (Y)=O 

1 n.l n.l 
dY-

(8 .a) 

d'l' n.l (O) 
=0 (&.b) 

dY 

d'l'n,I(l)+Bi'P 1(1)=0 
dY "· 

(8 .c) 

where 'l'(Y)'s and ~t's are the eigenfimctions and eigenvalues, 

respectively. Also, since the problerns are similar, only one need 
to be solved. 

The solution of the eigenvalue problem involves difficulties 
associated with the calculation of the first eigenvalue, which is 
the most important one, since some numerical methods have a 
risk of missing some of lhe eigenvalues, especial! v the first. ln 
arder to solve this problem, the advanced sign-count method 
(Mikhailov and Vulchanov, 1983) is used, which provides safe, 
guaranteed and automatic computation of as rnany 
eigenfunctions and eigenvalues as desired. 

The auxiliary eigenvalue problem allow lhe definition of the 
integral transfonn pairs lor the funclions 
E>R(X.Y) and E>,(X.Y), respectively, as: 

~ 'l' (Y)-
E>R(X,Y) =L ~~" en.R(X) (9.a) 

n• l n,ll 

- I I 

e •. R (X)= ----m-f U(Y)'I' .. . R (Y)E>R (X, Y)dY (9.b) 
Nn.R o 

~ 'I' (Y)
E>,(X,Y) =L ~e .. _,(X) 

11 "" ' N ... , 
- I I 

e,.,(X) = li2 f U(Y)'l' .. . 1(Y)E>1(X, Y)dY 
N,..l n 

( IO.a) 

( IO.b) 

where Eqs. (9.a) and (IO.a) are lhe inversion fonnulas and Eqs. 
(9 .b) and (IO.b) are the transform formulas . Also, a symmetricnl 
kemel is used and N' s are the normalization integrais. 

By rnaking use of the integral transform pairs and operating 
on the real and irnaginary problems given by Eqs.(S) and (6), the 
integral transformatíon can be formulated, as can be seen in 
Cotta ( 1993 ). The resulting system of ordinary differential 
equations to be solves lor the ternpcrature field is given by: 

dG •. R(X) 2 - ..ç-.[KI..,_,. r _..::;:: __ +1-l,..Ren.R(X) = OL.. --.-+K2"'·" ~m_ 1 {X) (11) 
dX .... , a 

de._,(X) 2 - ..ç-.[ Kl,... r 
dX +~t .. _,e .. .r{X) = -OL.. -;;-+K2..,_,. ~ ... R(X)(l2) 

m• l 

with inlet conditions given by: 
- I I 

e ... R(O) = ----m-f 'l'n.R (Y)U(Y)óE>(Y)dY 
N ... R o 

(D) 

e._,<o> =o ( 14) 

and K I and K1 ar.: given a~_: 

Kl = 'l', •. 1(l)'I' •. R(l) 
111 . 11 NI / 2NI/2 

111 .1 n, R 

( 15) 

I 'I' ' I K2, .... = f ,._,(Y) I ... R(Y) 
" N"'.N'" dY 

111 . 1 n,R 

( 16) 

718 



ln order to solve the original problem, two coupled equations 
are needed to be solved simultaneously. The computational 
impossibility to solve the infinity system compels the truncation 
in any sufficient large order and it is solved for the desired 
accuracy, once the related eigenvalue problem is solved for the 
eigenvalues. 

The above system is solved nwnerically by the subroutine 
DIVPAG ti·om IMSL library ( 1989). This subroutine has 
automatic control of local error, what keeps the system in a 
prescribed tolerante given by the user. 

After getting the temperature distribution along the channel, 
quantities of practical relevante for the design of thennal 
equipment can be calculated. Atler that, we can compare our 
results with other works. For ali the cases, the Prandtl nwnber 
is kept constant equal to 0.7. The other parameters, as Reynolds 
number, fluid-to-wall thermal capacitance ratio, modified Biot 
number, and dirnensionless inlet frequency, vary. 

After solve the problem, we try to improve the convergente 
of the temperature distribution, since our convergente, for 
specific cases, are slow. ln order to do that, a filtering scheme is 
irnplemented. The main idea in the filtering approach is to 
reduce or elirninate the influente of source terms in the energy 
equation and associated boundary conditions. We can do that by 
extracting simpler formulation from the original problem. For 
the present study, the following filtering strategy is proposed: 

E>{ X, Y, t) = E>5 (X, Y; r) + E>p(X, Y, t) ( 17) 

The problem involving one part of the solution for the 
temperature distribution, E>s(X, Y, t) , has analytical solution. 1t 

was solved in Cheroto ( 1995) by the generalized 
transform technique and the solution is in the form: 

integral 

, _ ..ç., 'f'i(Y)- -11jx ;o. 
E>s(X, '!, t)- L, 112 fie e 

i=l Ni 
(18) 

where 
I 

fi = f 'Pj(Y)U(Y)68(Y)dY (19) 
o 

Equation ( 17) should be substituted into the main equation and 
related boundary conditions given by Equations (l.a,b,c,d). 
After that, the solution. procedure is in the sarne way as it is 
\\ithout the filter, and the auxiliary eigenvalue problems are the 
sarne ones. The resulting system of ordinary differential 
equations to be solved for the temperature filed is now more 
complex, since now we have more coefficients, and it is given 
by: 

dE> · R(X) - ""[Kl · ]-~X +~!hE>J,R(X)=O~ 
8

':·J +K2m.J em.a(X) 

(20) 

dej.a(X) 2 - ~[Klm.j ] -
dX + 11 j,le j.1 (X) = -0 L, ---;-;--- + K2 111,J e .... R (X) 

111•1 • 

""[Kl · ] _ 2 -O" __!!!:L+ K2 . f.e - I' i x 
L, • ln,J J 
m= l 8 

(21) 
and inlet conditions as 

SJ,R (O)= SJ,I (0) = O at X = O (22) 

The coefficients Klm.J = Klm,n and K2m.j = K2m,n since the 

eigenfunctions of real and imaginary auxiliary eigenvalue 
problems are the same. 

RESUL TS AND DISCUSSION 

The computer program for solving the differential equations 
systems is developed in FORTRAN 77 based on the use of the 
subroutine DIVPAG from IMSL library, and the tolerance used 
ofthe order of IOE-4 . 

Table I shows the convergente of the values of the 
dimensionless centerline temperature amplitude which is 
computed from diflerent trunca.tion orders of the system. The 
results are shown for various positions along the channel, from 
the inlet to the outlet. The outlet position is selected Iarge 
enough to simulate a thennally developed situation. The values 
shown in this table are for conditions of unifonn variation in the 
periodic inlet temperature across the channel, Reynolds number 
equal to 452 (laminar), Prandtl number equal to 0.7 (this value 
is used in ali calculations) , dimensionless inlet frequency equal 
to 0.06491, modified Biot number equal to 10 and fluid-to-wall 
thennal capacitance ratio equal to 5E-5. From this tab1e it can 
be seen that the values are not completely converged, needing a 
grater truncation order of lhe system, but computational 
lirnitations make this undesirable. The difficulty in achieve 
convergente is due to the fact that the original problem is not 
well represented by the au.xiliary problem. However, the results 
are still in good agreement with other studies (Kakaç et ai. 
1990). The convergente of bulk temperature amplitude has the 
same behnvior. 

Tablc I - Convergcncc of ccntcrlinc tcmperalurc amplitude for 
Re=452, Pr=0.7, n =0.06491 , a*=5E-5, Bi= 10, unifonn variation 

of periodic inlet lemperalure (unifonn pro file). 

Position Nc=5 N c=35 Nc=45 
I 0.9800 o .9984 0.9986 
3 0.8640 o .9188 0.9205 
6 0.6341 o .7272 0.7307 
9 0.4597 o .5658 0.5702 
12 0.3331 o .4396 0.4443 
15 0.2414 o .3415 0.3461 
18 0.1749 o .2653 0.2697 
21 0.1267 o .2061 0.2101 
24 0.0918 o .1601 0.1637 
27 0.0665 o .1244 0.1275 
30 0.0482 o .0966 0.0993 
33 0.0349 o .0751 0.0774 
36 0.0253 o .0583 0.0603 
39 0.0183 o .0453 0.0470 

For the case when the modified Biot number tends to infinity 
nnd ali the remain parameters are lhe same as in Table I, the 
convergente is very làst, since this case reproduces a first kind 
boundary condition. Therefore, the boundary conditions of the 
auxiliary eigenvalue problem reproduce exactly the boundary 
conditions of lhe original prohlcm. This case is shown in Table 
2. A modilied Biol munber tending to inlinity makes the 
original problem homogeneous and is a special case in which the 
results are always excellent and the convergence is very fast. It 
can be seen that the values of lhe dimensionless centerline 
temperalure amplitude are converged for the tnmcation order of 
a system equal to 5 and increasing the truncation or,der only 
increases the compulalional costs without making any 
improvement in the solution. 
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Table 2 - Convergence of centerline temperature amplitude for 
Re=452, Pr=0.7, 0=0.06491, a•=SE-5, Bi=oo, uniforrn variotion 

ofperiodic inlet temperature (unifonn profile). 

Position Nc=S Nc=25 Nc-45 
I 0.9990 0.9990 0.9990 
3 0.9277 0.9277 0.9277 
6 0.7471 0.7471 0.7471 
9 0.5908 0.5908 0.5908 
12 0.4665 0.4665 0.4665 
15 0.3683 0.3683 0.3683 
18 0.2908 0.2908 0.2908 
21 0.2296 0.2296 0.2296 
24 0.1813 0.1813 0.1813 
27 0.1431 0.1431 0.1431 
30 0.1130 0.1130 0.1130 
33 0.0892 0.0892 0.0892 
36 0.0704 0.0704 0.0704 
39 0.0556 0.0556 0.0556 

Figure 2 shows the comparison between the values of lhe 
dimensionless centerline temperature amplitude obtained in the 
present work and the resu1ts obtained by using the work clone by 
Kakaç et ai. (I 990), for different valucs of modilicd Biot 
numbers... As it can be seen, the results betwccn thc two 
approaches are in good agreement with each other. Since in this 
case the dimensionless inlet frequency O is equal to zero, the 
problem represents completely the steady-state case of the 
classical Graetz problem with a boundary condition of the third 
kind, which can still be transforrned into one of the lirs or 
second kind, depending on the limit values of the modified Biot 
number (infinity or zero). 
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Figure 2 - Comparison between two different approaches for the 
dimensionless center1ine temperature amplitude for Re=452, 
Pr=0.7, and a•=5E-5, uniforrn variation in the periodic inlet 

temperature. 

Figure 3 shows the comparison between the results of the 
present and the experimental as well as theoretical results from 
Kakaç et ai. ( 1990) for the dimensionless centerline temperature 
amplitude \Vith non-uniforrn variation in the periodic inlet 
temperature (parabolic inlet) profile across the channcl. ll1e two 
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theoretical results are in agreement. The experimental results 
are close to the theoretica) ones, but not in completely 
agreement. lt seems that in the entrance of the channel, as the 
Reynolds number increases, the discrepancy between tJ1e 
theoretical and experimental results increased as well. 

Centerllne Temperatura Amplitude 
.; Ra=680.7, 81,.10, 0"0.13220 
- 1 .!! 
.... 

t -~~-=---~~~~~ f,. --· ~--1 0.2 "" ·- - ·-- --- · ;·----.. ···--·--- ---- --.. 

0~------~--------~-------+------~ 
o 10 20 30 40 

posHion olong lhe chomol (a/ D,) 

pr--cWOfl(.pertlbolc ...... o lheof~ ..... . ...,..,....., .... 
Figure 3- Comparison oftheorctical and experimental results 
(Kakaç ct ai. 1990) of dimcnsionlcss ccnlcrline tcmperature 

amplitude for Rc=680 .7, Pr=0.7, a*=5E-5, Bi=IO, and 
0=0.13220. 

The phase lag, <1>, shows the delay in the therrnal wave 
inforrnation through the channel at each location. The phase lag 
of centerline temperature is given by the arc-tangent of the 
imaginary part of the centerline temperature divided by the real 
part of the centerline temperature. Figure 4 shows ·the 
compari·son of thc phasc lags of the present work with the phase 
lags by using tl1e work done by Kakaç et ai. ( 1990), for relevant 
parameters and dilferent values of the dimensionless inlet 
frequency as 0=0.06491, 0.12982, 0.19473 and 0.25964 
(equivalent to 10, 2n, 30 and 4n, respectively), for uniforrn 
variation in the periodic inlet temperature profile. The 
agreement between the two approaches is excellent. 

Phase lag of centerllne temperatura 
Ra=500, 81•10, dltfarant O's 
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Figure 4 - Comparison of theoretical values of phase lag of 
dimensionless centcrline tcmperatnre amplitude for Re=SOO, 



Pr=0.7, Bi=IO, a*=!! .SE-3, and for diiTerent values oflhe 
dimensionless inlet frequency O. 

Figure 5 shows the e!lects of the fluid-to-wall lhennal 
capocitance ratio, a•, on the amplitude of the dimensionless wall 
temperoture. The woll amplitudes decoy tàster as lhe v alue of o• 
decreases, but this fact is only noticed for a• less than l. For 
small values of a•, the heat stored inside the walls is greater 
than the heat transferred to the outside by extemal convection 
and therefore the dimensionless wall temperature amplitude 
decays quickly. With greater a•, the information carried by the 
thermol wove is sensed olmost entirely by lhe wall at lhe some 
location. Although the result is not presented here, we 
concluded that the differences bet\veen the dimensionless wall 
temperature amplitude for different a• ·s are smaller for grealcr 
values of modified Biot number (Bi= lO). For a larger value of 
the modified Biot number, the heat carried by extemal 
convection ond the heot stored inside the woll are of the sarne 
arder and the influence of a • is not as strong as for Bi= l. 
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Figure 5- EITects ofthe fluid-to-wall thermal capacitance ratio 
(a*) on the dimensionless wall temperature amplitude for 

Re=452, Pr=0.7, Bi=l, and 0=0.06491. 
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12,------------------------------------, 

&+--------+--------~------~~--------; 
o 10 20 30 40 

Posltlon elong the channet (x/O,) 

1- 1"•1 - 1"•0.05 -- ···lnf 

Figure 6- Nusselt number for ditlerent values ofthe lluid-to
wall thermal capacitance ratio (a*), for Re=452, Pr=0.7, Bi=l 

and 0=0.06491, unifonn variation in lhe periodic inlet 
temperalure prolilc. 
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Figure 6 shows the ellect of the fluid-to-wall thermal 
capacitance ratio, a•, on the variation of lhe Nusselt number 
along the chmmel. The parameter a• varied as a*=O.OS, a•= 1, 
and a• tending lo inlinity. As a• decreases, the value of the 
Nusselt number decrcases, but it is only sensed lor a• equal or 
less lhan 0.05 . Although it is not shown here, we observed that 
lhe inl1uence of a• in lhe Nusselt number i~ lcss stronger for 
greater values ofthe modified Biot number, as Bi=IO. 

Table 3 shows the convergence of the values of the 
dimensionless centerline ternperature amplitude for different 
tnmcation orders of the system. The case here is exactly lhe 
sarne as in Table I, but now the results are obtained by using U1e 
filtering tecllllique. J\lthough the filter schcme reduced the 
computational time, the improvement in thc solution is not what 
was expected. The values are still not converged. One option 
couhl he an integral balance approach and also a comhined 
integral balance wiUt lilteriug teclmique The dimensionless 
bulk temperature amplitude has the same behavior. 

Table 3 - Convergence of centerline temperature amplitude for 
Re=452, Pr=0.7, 0=0.06491, a*=SE-5, Bi=IO, uniform variation 

of periodic inlet temperalure (uniforn1 pro file), with filtering 
aproa eh. 

Position Nc=S Nc=25 Nc=45 
I 0.9758 1.0033 0.9987 
3 0.8783 0.9228 0.9259 
6 0.6581 0.7301 0.7404 
9 0.4824 0.5770 0.5809 
12 0.3539 0.4487 . 0.4549 
IS 0.2643 0.3491 0.3561 
18 0.1955 0.2627 0.2783 
21 0.1431 0.1989 0.2173 
24 0.1051 0.1550 0.1699 
27 0.0742 0.1305 0.1327 
30 0.0588 0.1055 0.1034 
33 0.0434 0.0691 0.0804 
36 0.0333 0.0582 0.0622 
39 0.0235 0.0504 0.0480 

CONCLUDING REMAIU<S 

The dimensionless cen!t:rline tcmpcrature amplitude 
variation along the channel exhibitcd a similar behavior to the 
dimensionless bulk ternperature amplitude. At small values of 
modilied Biot number, both exhibited an almost constant value 
o ver the entire length of lhe charme!. 

The phase lags increase significantly with the dimensionless 
inlet frequency, O. lf the increase in the parameter O is 
inlerpreted as a dccreasing v alue of lhe thermal difli.1sivity of the 
t1uid, lhe fluiu heat capacity can be regarded as a factor 
controlling the fluid tempcrature variation. That is, the thermal 
storage in lhe !luid "delays'' the infonnation sensed at each axial 
location downstream with respect to lhe inlet disturbance carried 
by the thennal wave. 

NOMENCLATURE 

Latin Symbols 
a• thennal caparitancc mtio for nuid to wnll ,., 



A 
Bi 

Cp 

é 
d 
Oh 
h 

h. 

k.-

L 
N 
Nc 
Nu 
Pr 

R e 
T 
Tw 
T(x,y,t) 
T.., 

ôT(y) 

ôT0 

Te o 
t 
u(y) 
IT 
U(Y) 

(r>Cp )rd I (pc)w L 

dimensionless temperature amplitude function 
modilied Biot number = (h.d . kr) 

specilic hçat ofthe fluid, KJI(kg.K) 

wall specific hent, KJI(kg.K) 
half distance between the parallel-plates, m 
hvdraulic diameter = ( 4d ), m 

the heat transfer coellicient outside lhe walls, 

Wl( m2 .K) 
the equivalent heat trnnsfer coefficient between inner 

~ali nnd ambient fluid = ( 1/h +L/ kw ), W/( m 2 .K) 

imaginary number r-T 
lluid thennal conductivity, Wlm.K 

\Vall thickness, m 
nonnalization integral 
truncation order of the system 
Nusse1t number 
Prandtl number = (v I n) 

Reynolds number = ( üd I v ) 
temperature, K 
mean wall temperature along the channel, K 

the temperature distribution along the channel, K 
the ambient temperature, K 

inlet temperature amplitude profile 

centerline inlet temperature amplitu4e 

centerline inlet temperature, K 

time variab1e, s 
velocity protile across the plates, m/s 
mean velocity, m/s 
dimensionless velocity profile = ( u(y) I ü ) 

x axial coordinate, m 
.X dimensionless axial coordinate = 

((Dh ld)2 (a:xlüDh2
)) 

y normal coordinate, m 
Y dimensionless normal coordinate = ( y ' d ) 

Greek Symbols 

n thermal diffusivity ofthe fluid = ( kr I IXp ), m2 Is: 

or dimensionless decay index 
p inlet frequency, Hz 

Pr density of the working tluid, kg! m3 

Pw equi valent density of the wall, kg! m3 

O dimensionless inlet frequency = ( d2p I n) 

~ phaselag 

't dimensionless time = ( nt I d 2 
) 

Jl eigenvalue 

'I' eigenfunction ( corresponding to nth or jth or mth 
eigenvalue) 

V dynamic viscosity of lhe t1uid, m~ s 
El dimensionlcss temperature 
...\0 ( Yl . dimcnsionless temperature amplitude pro file across the 

inlel 

e quasi-steady dimensionless lemperature 

Suh~n·ipt~ 

h bulk \'alue 
c centerlinc value 
r working lluid value 
j ,m,n order of lhe eigenvalue problem 
w wall value 
ao ombienl value 
I imaginary part of lhe complex value 
R reol part ofthc complex vnlue 
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SUMMARY 

The solution of the constant-property thermal boundary-layer equations, in its primitive variables, for 
the flow pasta cylinder is obtained by application of the Generalized Integral Transform Technique (GITT), 
using a diffusion-based eigenvalue problem. The boundary condition at infinity was imposed at a finite but 
far enough distance from the suiface. By choosing different finite distances to impose the boundary 
conditions for the momentum and energy equations, it was possible to achieve accurate results for the 
velocity and temperature profiles, separation points, and local Nusse.lt numbers. 

INTRODUCTION 

The integral transform technique derives its basis from the 
classical method of separation of variables. That is, the integral 
transform pair needed for the solution of a given problem is 
developed by considering the representation of an arbitrary 
function , defined for the problem domain, in terms of the 
eigenfunctions of the homogeneous part of the problem 
(Mikhailov and Ozi~ik, 1984). This functional representation is 
an ·exact infinite series expansion made upon the spectrum of 
orthogonal eigenfunctions. ln this manner the unknown 
functional dependence on ali but one of the independent variables 
becomes analytically deterrnined. This enables one tC' :Jse the 
series truncation errar to track down the accuracy of the solution 
during the integration procedure. Stating in other words, the 
technique offers an hybrid numerical-analytical solution to the 
considered problem. 

Severa! boundary value problems of convective heat transfer, 
parabolic diffusion, and involving the Navier-Stokes equations 
have been solved systematically by applying the integral 
transform technique as described in various references, 
specifically dealing with the internal convection phenomenon, 
such as Cotta and Carvalho (1991 ), Pérez Guerrero and Cotta 
(1992) and Machado and Cotta (1995). The method and its 
mathematical and numerical aspects, concerning a wide range of 
applications, are found in a vast compilation worked out by Cotta 
(Cotta, 1993). More recent work is due to Mikhailov and Cotta 
(1996), who managed to reduce the summations involved in the 
solution of multidimensional problems to single ones, by the 
elimination of redundant equations in l'he truncated system of 
ordinary differential equations through an'. appropriate re-ordering 
of the · multiple series eigenfunction expansions. This is 
accomplished by means of a ker module of rules developed under 
the Mathematica environment. The general idea of constructing 
such set of rules is used here in arder to generate the coefficients 
arising from the integral transformation of the energy equation. 

The first solution to a convective heat transfer problem in a 
infinite domain by using the generalized integral transform 
technique has been carried out by Lage and Rangel (1994). They 
solved __ . the laminar boundary-layer equations for flow past a 
sphete', truncating the domain at a finite distance, H, from the 
sphere surface, where a zero first derivative of the velocity field 
was then imposed. ln our tum, Lage and Rangel's (1994) 
approach is extended to solve the constant-property thermal 
boundary-layer equations, in its primitive variables, for the flow 
pasta cylinder, using a diffusion-based eigenvalue problem. 
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ANALYSIS 

Consider the constant-density thermal boundary-layer 
equations for flow over two-dimensional bodies as given by 
Schlichting (1979). Neglecting curvature effects, they can be 
written in the following dimensionless form 

au + av =O 
as <hl 

(1) 

au au a2u 
u"ãf+ v <hl = g(s)+ <hl2 (2) 

ae ae 1 a 2e 
U-+V-=---

as drl Pr drl2 
(3) 

subject to the following boundary conditions 

Tl = O, U = O, V = O, e = O 

Tl---+ 00 , u = Ue(S)----+ 2 sins or autd!l ----+o and aetd!l ----+o (4) 

S =O, U =O, autas =O, aetas =O (axial symmetry) 

where 

g@ = Ue dUe = 2 sin(21;), 
di; 

(5) 

and s = xf R is the dimensionless tangential coordinate, 

U = ufu_ is the dimensionless tangential velocity, . 
Tl = JRe yf R is the dimensionless normal coordinate, 

V= JRe vfu_ is the dimensionless normal velocity, 

e= (T- T, )/(T_- T, ) is the dimensionless temperature, 

R e= u..Rfv is the Reynolds number, Pr = vja. is the Prandtl 

number, u_ is the free-stream velocity, T, is the temperature at the 

cylinder surface, T_ is the outer-flow temperature, R is the 

cylinder radius, v is the kinematic viscosity, r is the surface-axis 
of symmetry distance and u e.:= u, Ju_ is the dimensionless 

tangential velocity of the outer-flow (ideal flow). 
The integral transform pair consists of the finite integral 

transform and its inversion formula, and can be developed by 



considering the following auxiliary homogeneous problem for the 
space variable function 'l'('rl) defined in a finite region with an 
upper limit H. This is the new position for the application of the 
boundary conditions at "infinity". ln order to alleviate the 
numerical stiffness due to the different thicknesses of the 
momentum and thermal boundary-layers, the boundary 
conditions for the velocity and temperature fields are imposed at 
two different finite distances from the surface, namely Hct and H,, 
respecti vel y 

11 = Hd . au1a-r, =o and 11 = H, • ae1a-r, = o 

Then, the auxiliary homogeneous problems become 

d
2

o/:(~k• 11) + ~~o/:(~k · 11) =o 
d11

2 

d ao/: 
11 =O, o/k =O, 11 = Hct , ~=O 

d
2

o/~ (~k· 11) + IJ.~o/~ (llk • 11) =o 

do/~ =o 11 = O, o/~ = O, 11 = H,. dr] 

(6) 

(7) 

(8) 

These homogeneous problems were built in considering the 
diffusion terms arising in the equations of momentum and energy 
conservation, and are called Sturm-Liouville like probleins (or 
systems). Their solutions are nontrivial only for certain values of 
the parameters lf=l\2 arlJ12 = Jl/(k=1,2, ._,oo), called eigenvalues. 
The corresponding nontrivial solutions ~(~k>11) = 'l'kd(11) and 
'1'1(1J.k,11) = '1'/(11) (k= 1,2, _,oo) 11ecalled eigenfunctions. Therefore 
we have one eigenvalue problem related to the equation of 
momentum and another to the equation of energy, which have the 
sarne form, differing only in the point of application of the 
second boundary condition. 

We now consider the representation of the desired potentials 
U(Ç,11) e 0(1;.11). in terms of the eigenfunctions 'l'kd(11) and '1'/(11). 
respectively, of the auxiliary problems over the region [0, H] in 
the form 

-
U(Ç, 11) = L ~(Ç)o/f ( 11) (9) 

k=J 

e(ç. 11) = L t~(Ç)o/I ( 11) (10) 
k=J 

where 

o/f(~k · 11)=sin(~k 11) . ~k =(2k+l)-1t-, k=l , 2, ... (11) 
2Hct • 

o/I{IJ.k ,11)=sin(llk11). llk =(2k+l)-1t-, k=l, 2, ... (12) 
2H1 

whose norms are Nkd = 0.5Hct and Nk' = 0. 5H~o for every k, and 
the summations are taken over ali discrete spectra of eigenvalues 
~k and llk· 

ln order to determine the expansion coefficients, ~(Ç) and 
1f(Ç), arising in Eqs. (9) and (I 0), we need to use the 
orthogonality property of the eigenfunctions involved, which 
corresponds to the finite integral transform pairs 
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- o/f(11)
u(Ç, 11) =L ---uz-Uk(Ç) 

k=J N~ 

- JHd '1'~(11) 
Uk(Ç) = 0 -m-U(é,. 11) d11 

Nd 
k 

- o/I(11)
e(Ç.11)= L~ek(Ç) 

k=J Nk 

- rH, '~'H1l) 
ek (!;) = 1,0 

~(Ç, 11) dTt 
N' k 

(13a) 

(13b) 

(14a) 

(14b) 

Using Eq. (13a), we can transform the continuity equation, 
Eq. (1), to express the dimensionless normal velocity in the form 

v(Ç,TJ)= - Í, h(11) dUk(Ç) 
k= J dÇ 

(15) 

wheref is defined in the Appendix. 
The integral transformation process, applied to the system 

stated by Eqs. (2) and (3), starts on expressing the non-linear 
terms using Eqs. (13a), (14a) and (15). Then the integral 
transformation of Eqs. (2) and (3) leads to the following infinite 
coupled system of non-linear ordinary differential equations 

~ ~ (Act ct )- dVk ~~ ijk - F;kj Uj--= 
j =Jk= J dÇ 

- d- 2- . 
-Y5 (Ç)LCik Uk+g(Ç)P;-~;U;, t=l. 2, ... (16) 

k=J 

- - l - d0k - t-LL A;jk Uj-" =-Ys(Ç)L C;kek-
j = J k=J d., k=J 

- 2 
"'"' r dUj- ll; -e . ~~Fijk_"_ek -- -;, 1 =L 2 .... 
j = Jk = J d., Pr 

(17) 

where Ad, A', P, P, C, C, and P are also defined in the 
Appendix. 

The solution of the problem through numerical integration 
along the body's surface variable, Ç, is possible only after 
truncating the resulting infinite system of equations to a finite 
one, by choosing some value for the last eigenfunction ' used in 
the expansion, say N. Moreover, it can be seen that Eqs. (16) and 
(17) vanish identically at Ç = O, that is, when U = O, for every i. 
Clearly, the integrationceannot be started at Ç = O. ln order to 
overcome this difficulty, Lage and Rangel (1994) have used the 
solution for the stagnation point tlow to start the integration at 
some arbitrary value of Ç, greater than zero. The sarne procedure -
is used in the preseqt work. Considering the ideal ·velocity 
distribution in potential irrotational flow past a circular cylinder 

u, (x) = 2u_ si{:)= 2u_ sinÇ (18) 

the dimensionless free-stream velocity, the tangential velocity and 
the temperature fields, in the two-dimensional laminar boundary
layer, can be expressed in series expansions by using the 



Blasius' s method (Schlichting, 1979). The solution for the two
dimensional stagnation flow is given by the first term in each one 
of the series expansions, that is 

(19) 

u = 2f,/( (20) 

(21 ) 

Substituting these expressions into Eqs. (2) and (3), we 
obtain the following system of ordinary differential equations 
which determines the solution to the stagnation point flow 

(22) 

(23) 

with the following boundary conditions 

11 = 0: .t; =O, .t;' =O, ho =O 
(24) 

T]-7 oo: .t;'= I, ho =I, 

where f 1 is the dimensionless stream function , h0 is the 
dimensionless temperature field for the stagnation flow and the 
primes denote differentiation relative to 11 · ln the numerical 
solution of Eqs. (22) and (23), the boundary conditions at infinity 
are also imposed at a finite value H, which was chosen as the 
largest value among Hd and H,. 

NUMERICAL PROCEDURE 

For a chosen value for the Prandtl number, Eqs. (22) and 
(23) are solved by a finite-difference scheme, based on a non
uniform adaptive grid which is able tn generate grid point values 
for any prescribed accuracy. This numerical solution , with the aid 
of Eqs. (20) and (21 ), generates the velocity and temperature 
profiles at a point close to Ç = O (Ç = 0.01 was usually adopted). 
A trapezoidal quadrature is then used to carry out the integration 
of Eqs. (13b) and (14b), to determine the transformed velocity 

and temperature components, U; ande; , from their definitions. ln 

order to calculate these components with good accuracy, there 
should be enough points per period of each one of the 
eigenfunctions. This guarantees the achievement of reliable initial 
values for these quantities. ln the cases aiJ.alyzed here, the number 
of grid points varied within the range 3000-15000, for required 
relative .tolerances in the transformed components that vary from 
10·4 (Pr :51) to 10·6 (Pr > I). 

The coupled system of ordinary differential equations given 
by Eqs. (16) and (17), truncated to N terms in the summations, 
were treated as a differential algebraic system of equations and its 
numerical integration was accomplished using DA WRS 
(Differential-Algebraic Wave-Form Relaxation Solver) (Secchi et 

·. al. , 1991 ). The numerical results obtained by using analytical 
(user supplied) and finite-difference approximation for the system 
Jacobian have been compared. Typically, the results for the 
transformed components were equal up to the fifth figure. 

The integration of the system was performed up to the 
separation point, requiring a relative precision of 10·6 for the 
transformed components. Since the boundary-layer equations are 
not valid past the separation point, the integration was stopped 
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somewhere behind it. The value for the separation point was 
obtained by an extrapolation procedure over the values for the 
shear stress calculated in the last few steps of the integration. This 
procedure is different from the work of Lage and Rangel (1994) 
where the separation point was determined only after the solver 
fails to integrated to a chosen value of f,. The introduction of this 
interpolation process was effective in reducing the execution time 
of each simulation, even for large N. Although the system could 
not be integrated past the separation point, it was possible to 
reach very exact values for the separation point. lndeed, the 
results obtained for the normal derivative of the dimensionless 
tangential velocity at the surface and at a point close to the 
separation point, were typically of the order of 10"1 and 10"2• 

The values chosen for Hd and H, have been varied in 
accordance to those used in Lage's work until convergence has 
been achieved. ln fact, from the physical interpretation of Pr, it 
follows that the value of Pr strongly influences the relativt! 
growth of the velocity and thermal boundary-layers. Moreover, 
for laminar boundary-layers, it is reasonable to er.11ect the 
following relation between the vc' •,rity (Õ) and the thermal (Õt) 

boundary-layer thicknesses: õ/õ, "' PI", where n is a positive 
exponent (lncropera and de Witt, 1990). When õ, < õ, the 
exponent is approximately 113 (Schlichting, 1955). Thus, the 
relation (HJH,)"' Pr113 has been used as a guideline to choose the 
values of Hd and H,. 

The global Nusselt numbers based on the cylinder diameter, 

Nu0 (D=2R), were calculated through numerical integration of 

the local values using the trapezoidal quadrature. About 200 
points along f, were necessary to obtain an accuracy of I%. The 
values of Hd and H, that lead to reliable results, as well as the 

values obtained for Nu 0 / Re 0 (Re0 = 2 R e), for severa! Prandtl 

numbers, are shown in Table I . 

RESUL TS AND DISCUSSION 

The numerical solution of the thermal boundary-layer 
equations for the flow past a cylinder have been carried out for 
severa) values of the Prandtl number from 0.5 to 10, and for 
various values of N. Some results for the velocity and temperature 
profiles and for the Nusselt number are given below. 

Figures I and 2 show the convergence behavior of the 
dimensionless velocity profiles, U(11), at Ç = rc/6 and rc/2, 
respectively, with increasing N values. Figures 3 and 4 show the 
convergence behavior of the dimensionless temperature profiles, 
9(11). at Ç = rri6 and rc/2, respectively, for Pr = 0.5, whereas 
Figures 5 and 6 show the corresponding results for Pr = 10. Lage 
and Rangel (1994) observed that the series expansions of the 
dimensionless velocity profile for even and odd values of N 
converge to the exact solution from below and from above, 
respectively. From Figures I to 6, it can be seen that the sarne 
feature is v~d for the velocity profile but is not observed for the 
temperature profile. However, we still continue to detect a 

Table I- Values of Hd, H, and Nu 0 /Re 0 for severa) Prandtl 

numbers 

0.5 8.0 11 .6 0.334 
0.7 8.0 9.0 0.379 
1.0 8.0 8.0 0.434 
5.0 8.0 4.7 0.776 
10.0 8.0 3.7 0.985 
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Figure I . Dimensionless tangential velocity profile at Ç = rt/6 
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Figure 2. Dimensionless tangential velocity profile at Ç = rt/2 
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Figure 3. Dimensionless temperature profile at Ç = rt/6 

726 

0.0 ..... -L-----L-......L.-....L...-..L.....-L-----L--U 

. 0.0 1.5 2.9 4.4 5.8 7.3 8.7 10 .2 11 .6 

TI 

Figure 4. Dimensionless temperature pro file at Ç = rt/2 

slightly better convergence behavior in the even-N series. 
Tables 2 and 3 give the U(TI) and 8(Tl) profiles for Pr = 0.5 

at Ç = rc/2, for severa! values of N, respectively. ln terms of 
accuracy, the convergence pattem can be inferred by direct 
comparison of the U and e values at the outermost boundary 
against the ideal flow solution. This is possible because these 
values have not been imposed by the boundary conditions of the 
integral transform method. lt must be observed that the solutions 
for low N-orders afford quite well representation of the profiles, 
and three correct figures are obtained for both profiles for values 
of N between 30 and 50. 

As in Lage and Rangei (1994), the separation point is taken 
as being the one where the tangential velocity derivative at the 
surface reached a rninimum value. The values predicted for the 
separation point converge to the final value of 104.7° very 
quickly (its value is 104.9° for N=l5 and 104.7° for ~20). 

Moreover, this converged value agrees remarkably well with the 
most accurate value obtained by finite-differences for the flow 
past a circular cylinder in potential flow (Schlichting, 1987), 
which is 104.5°. 

The convergence of the local Nusselt number for Pr = 0.7, 
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Figure 5 Dimensionless temperature profile at Ç = rt/6 
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Table 2 - Dimensionless tangential velocity profiles at 't;=rr./2 
(Pr = 0.5, Hd = H1 = 8.00). 

ll u 
N 

lO 15 20 30 40 50 
0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.40 0.5433 0.5369 0.5336 0.5334 0.5335 0.5334 
0.80 1.0333 1.0304 1.0260 1.0260 1.0261 1.0261 
1.20 1.4245 1.4284 1.4223 1.4227 1.4230 1.4230 
1.60 1.6937 1.7032 1.6959 1.6969 1.6973 1.6974 
2.00 1.8496 1.8670 1.8576 1.8593 1.8599 1.8601 
2.40 1.9244 1.9517 1.9394 1.9419 1.9427 1.9430 
2.80 1.9528 1.9907 1.9743 1.9779 1.9789 1.9794 
3.20 1.9579 2.0081 1.9863 1.9911 1.9925 1.9931 
3.60 1.9515 2.0166 1.9887 1.9948 1.9967 1.9975 
4.00 1.9403 2.0226 1.9876 1.9953 1.9976 1.9986 
4.80 1.9148 2.0335 1.9826 1.9938 1.9972 1.9985 
5.60 1.8855 2.0449 1.9770 1.9919 1.9963 1.9981 
8.00 1.8252 2.0688 1.9658 1.9882 1.9948 1.9973 

Table 3 - Dimensionless temperature profiles at é,=rr./2 
(Pr = 0.5 , Hd = H1 =8.00). 

, e 
N 

10 15 20 30 40 50 
0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.40 0.1436 0.1487 0.1490 0.1489 0.1487 0.1486 
0.80 0.2869 0.2974 0.2980 0.2977 0.29í4 0.2972 
1.20 0.4279 0.4431 0.4445 0.4441 0.4435 0.4433 
1.60 0.5615 0.5799 0 .5825 0.5819 0.5811 0.5808 
2.00 0.6814 0.6999 0.7043 0.7035 0.7026 0.7021 
2.40 0.7822 0.7973 0.8039 0.8029 0.8018 0.8013 
2.80 0.8612 0.8697 0.8793 0.8779 0.8766 0.8761 
3.20 0.9191 0.9191 0.9317 0.9299 0.9285 0.9279 
3.60 0.9595 0.9497 0.9654 0.9631 0.9616 0.9610 
4.00 0.9868 0.9669 0.9854 0.9827 0.9811 0.9804 
4.80 1.0172 0.9788 1.0021 0.9987 0.9970 0.9963 
6.40 1.0415 0.9778 1.0073 1.0029 1.0011 1.0004 
8.00 1.0541 0.9749 1.0079 1.0030 1.0012 1.0004 
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Figure 7. Local Nusselt number for Pr = 0.7. 

based on the cylinder diameter, is shown by the results for N = 15 
and 30 in Fig. 7. This figure also shows the results obtained by 
Merck (1958), using Meksyn ' s wedge method, with u. according 
to the potential theory, as in our work. The results obtained from 
Frõssling formula using the Eckert' s and Hiemenz' s experimental 
profiles for u. (Evans, 1968) are also depicted in Fig. 7 for 
illustration. The agreement between our results and those 
obtained by Merk (1958) is very good. 

The global Nusselt number obtained through numerical 
integration are shown in Table I, which correlate according to 

Nu 0 = aRe~5 
Prb, where a= 0.43 and b = 0.36. This correlation 

is similar to severa) others presented in the literature for the 
laminar thermal boundary-layer. For instance, Zhukauskas (1987) 
gives a correlation based on experimental data with a= 0.52 and 
b = 0.37 for 40 < Re0 < 103

. Our value for a is somewhat smaller 
due to the neglect of the heat transfer in the wake region. 

CONCLUSIONS 

The generalized integral transforrn technique has been 
applied to the solution of the thermal boundary-layer equations 
for flow past a circular cylinder. The condition at infinity was s·::t 
to a finite but far enough distance from the surface. Moreover, by 
choosing different finite distances tn impose the boundary · 
conditions for the momentum and energy equations, it was 
possible to achieve accurate results for the temperature and 
velocity profiles, separation points and local Nusselt numbers. 
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RESUMO 

Efetuou-se um estudo comparativo de modelos utilizados para representar o número de Prandtl turbulento. A 
natureza analítica do método de solução aqui empregado, a técnica da transformada integral, associada a dois 
procedimentos distintos para solução do escoamento turbulento hidrodinamicamente desenvolvido, 
possibilitaram isolar o número de Prandtl turbulento como principal fonte de desvios observados no número de 
Nusselt, avaliado teórica e experimentalmente. O estudo permitiu estabelecer, dentro de um critério de erro 
compatível com o apresentado pelas correlações, os modelos que apresentam um melhor desempenho nas 
simulações para vários fluidos de interesse em engenharia. 

INTRODU CÃO 

O estudo teórico dos mecanismos de transferência de calor, 
com modelo de turbulência baseado no conceito de viscosidade 
turbulenta, está intimamente ligado à disponibilidade de modelos 
realísticos para o número de Prandtl turbulento (Prt). Apesar dos 
recentes avanços na simulação numérica direta de escoamentos 
turbulentos tenderem a tomar o conceito obsoleto num futuro 
não muito distante, nos dias atuais inúmeros problemas de 
interesse em engenharia carecem de soluções de baixo custo 
q~mputacional, que os novos procedimentos ainda não oferecem 
(K:ays, 1994). 

térmica para metais líquidos, gases e óleos; o efeito do número 
de Reynolds e das condições de contorno sobre o número de 
Prandtl turbulento também foi considerado na análise. Com base 
nos resultados provenientes do estudo efetuado, foram detectadas 
as caracteristicas necessárias aos modelos de Pr1 para que possam 
representar adequadamente os mecanismos de transferência de 
calor. 

Na minuciosa revisão de modelos de Prt aplicáveis a fluidos de 
interesse na área de engenharia, Reynolds (1975) apresentou e 
discutiu algumas inconsistências entre os vários modelos até 
então disponíveis na literatura, principalmente para a região 
próxima à parede do duto, onde as medidas expt:rimentais e os 
resultados de simulação numérica direta apresentam grandes 
discrepâncias (Kays, 1994). 

Jischa e Rieke (1979) estabeleceram algumas caracteristicas 
importantes para o número de Prandtl turbulento. Segt.mdo os 
autores, para número de Prandtl molecular (Pr) muito menor que 
a unidade (metais líquidos), o Prt é muito dependente do número 
de Reynolds e do Prandtl molecular e assume valores maiores 
que a unidade. Por outro lado, em Pr> 1, o Pr1 assume valores 
menores que a unidade e parece apresentar grande variação na 
direção normal ao escoamento principal. 

No presente estudo utilizou-se a técníca da transformada 
integral como método de solução da equação de energia para 
convecção forçada interna em dutos de seção circular, na região 
de entrada térmica, associado a dois procedimentos distintos 
utilizados para solução do campo de velocidade (Nogueira, 1993; 
Pimentel e Cotta, 1993). A natureza analítica do método, e o 
sucesso anterior na utilização desses modelos de viscosidade 
·turbulenta, permitiram isolar o número de Prandtl turbulento 
como principal fonte dos desvios observados entre o número de 
Nusselt teórico e o proveniente de correlações empíricas bem 
estabelecidas. Assim, foi possível, em um primeiro momento, 
estabelecer, dentro de um critério de erro compatível com o 
apresentado pelas correlações, os modelos que apresentam uma 
melhor performance em cada faixa do número de Prandtl 
molecvtar. Efetuou-se, portanto, uma análise da região de entrada 

ANÁLISE TEÓRICA 

O problema de convecção forçada interna em dutos de seção 
circular, na região de entrada térmica, é representado na forma 
adimensional pela equação de energia (Nogueira, 1993): 

O~R~1 , Z>O (la) 

com as seguintes condições de entrada e de contorno 

6(R,O) = F(R) , O~R~ 1 (lb) 

, Z>O (lc) 

R=l; Z>O (ld) 

onde 

(2.a) 
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e 

Z = <XZ 
ÜJ.2 , 

D 

r 
R=-, lo =rw, 

rw 
ln= 2rw 

Para temperatura prescrita na parede tem-se que: 

T• =~(z), ~T=f0(0)-T• 

e para fluxo prescrito tem-se que: 

T• = f 0(0), llT= +(z)l. 
k 

(2. b- c) 

(2 . d) 

(2.f- h) 

(3.a- b) 

(3.c-d) 

U(R) ~ 9(R,Z) representam os campos adimensionais de 

velocidade e temperatura, respectivamente. Os parâmetros ex • e 
~· possibilitam a simulação da condição na parede do tubo (para 

ex· = 1 e 13 • = O, tem-se condição de temperatura prescrita, e para 

ex • = O e 13 • = 1, tem-se fluxo prescrito). O raio do tubo 

corresponde a fw , e C=2.0 para todas as condições analisadas 

neste trabalho. 
A solução do problema ( 1) acima depende da solução do 

problema hidrodinâmico, representado através das grandezas U(R) 

e em[R, u(R)]jv, e de um modelo adequado para o número de 

Prandtl turbulento ( Prt ). Se assumirmos que a solução do campo 

I 
de velocidade é conhecida e satisfatória, o único parâmetro 
desconhecido para a solução do problema em questão é o número 
de Prandtl turbulento. Assim, uma escolha adequada para o Prt 
possibilitará a solução do campo térmico. Neste trabalho emprega
se os perfis de velocidade como calculado por Nogueira (1993) e 
Pimentel e Cotta (1993), e determina-se o campo de temperatura 
através da aplicação da técnica da transformada integral (Cotta, 
1993). Vários modelos para o número de Prandtl turbulento foram 
considerados para essa análise comparativa. 

A determinação do campo térmico possibilita a obtenção do 
coeficiente de transferência de calor, ou o seu número 
adimensional equivalente (número de Nusselt) , ou seja (Nogueira, 
1993): 

l(z)l [•nJ ~Z) 
N(Z) = T = 1o ~~).Z)-~Z) (4) 

Foram consideradas, para comparações com o número de 
Nusselt teórico acima, diversas correlações empíricas obtidas da 
literatura. 

RESULTADOS EDISCUSSÕES 

Os diferentes comportamentos do número de Prandtl turbulento 
(Pr1) , como sugerido por Jischa and Rieke (1979), motivou o 
estudo dos modelos de Pr1 para cada faixa do número de Prandtl 
molecular (Pr). 
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Um cuidadoso estudo teórico-experimental foi desenvolvido 
por Lawn (1977) sobre metais líquidos (Pr«l). Reynolds (1975) 
apresentou uma lista de modelos para Prandtl turbulento que 
supostamente são aplicáveis a esta classe de fluidos. 

As figuras (1) e (2) apresentam uma comparação entre o número 
de Nusselt calculado através da utilização de difera1tes modelos 
para Prt e o proveniente da utilização da correlação empírica de 
Notter e Sleicher (1972), para as situações de temperatura e fluxo 
de calor prescritos na parede do tubo, respectivamente. Observa
se, nestes casos, que os modelos de Prt analisados apresentam 
grande discrepância na região próxima a parede. No entanto, o 
número de Nusselt teórico, principalmente para número de 
Reynolds inferiores a lO' (Re.s < lO'), não são afetados 
drasticamente por essas diferenças. De fato, o modelo sugerido por 
Reynolds (1975), para a região próxima ao centro do duto, 
apresentou o melhor desempenho em toda a faixa do número de 
Reynods analisado. O modelo de Reynolds apresentou maiores 
desvios no número de Nusseh para números de Reynolds elevados, 
ou seja, em lO'< R..t <106 (8%- 11%), em relação à faixa 104 < 
R..t < lO' (lo/o - 5%). Constatamos, portanto, que o sucesso do 
modelo de Reynolds (1975) e os bons resultados encontrados 
através da utilização dos modelos de Kays (1994) e Na e Habib 
(1973) em baixos números de Reynolds, sugerem, como observado 
por Kader (1981), que a correta determinação do coeficiente de 
transferência de calor, em metais líquidos, não é afetada pelo 
processo de difusão turbulenta próximo a parede do duto. Nesta 
região o transporte molecular de energia suplanta o transporte 
difusivo turbulento, principalmente em baixos valores para o 
número de Reynolds. De acordo com Kader (1981), somente na 

região definida por y+ >2/Pr o transporte difusivo turbulento 
participa no mecanismo global de transporte de energia. 
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Os resultados apresentados através das figuras (3) e ( 4) 
confirmam a boa performance do modelo de Reynolds (1975), ao 
8a'eDl utilizados procedimentos distintos daquele para a 
determinação do campo hidrodinâmico (Pimentel e Cotta, 1993; 
Nogueira, 1993). Os maiores desvios observados para o número de 
Nusseh teórico local, em relação à correlação proposta por Das et 
al. (1995), ocorre em 7lD = 1, com diferenças percentuais da 
ordem de 7% para a condição de temperatura prescrita na parede e 
lO% para a condição de fluxo de calor prescrito na parede. 
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Como sugerem Youssef et ai. (1992), a influência das condições 
de contorno sobre a parcela do fluxo de calor devido à difusividade 
turbulenta, e consequentemente sobre o Prt, parece ser notório 
próximo à superficie sólida; no entanto, como discutido 
anteriormente, nessa região o transporte molecular de energia 
suplanta o transporte difusivo turbulento. Assim, nessa classe de 
fluidos, uma correção no Pr, devido as condições de contorno não 
levaria a uma apreciável modificação do coeficiente de 
transferência de calor. 

Segundo Kader e Yaglon (1972), a espessura da subcamada 
condutiva para Pr ~ 1 pode ser estabelecida por: 

Yt = 10/P ~~, para Pr ~ 1 (5) 

Para valores mais elevados do número de Prandtl, Kader (1981) 
recomenda a seguinte expressão para a determinação da espessura 
da subcamada condutiva: 

Yt = 12/PrX, para 500 :5: Pr :5: 40 x 103 (6) 

As relações apresentadas acima demonstram que para fluidos 
com número de Prandtl próximo da unidade (Pr :: 1), a 

d~erminação precisa da variação do Pr1 na região logaritmica é 
vttal para determinação correta dos parâmetros relacionados à 
transferência de calor. Para números de Prandtl elevados (Pr> > 1 ), 
quando a subcaqtada condutiva está imersa na subcamada viscosa 
~ det~ação precisa do comportamento do Pr1 na região y+ < 5 
e dec1s1va para a correta determinação do número de Nusselt. 

Os trabalhos de Laufer (1954) e KJebanoff (1965) sobre a 
estrutura do escoamento turbulento, e os bons resultados obtidos 
por Kays (1994) para o número de Nusseh em Pr >> I , sugerem 
que a variação da viscosidade turbulenta na região y+ < 5 deve ser 
estabelecida por: 

(7) 

em oposição à variação y+-
4

, sugerida .pelo fator de amortecimento 
("da~ping") de Van Driest. Assim, na Figura 5, são apresentados 
os numeros de Nusselt teóricos calculados com a Eq. (7) para 
Y'"<5, segundo os modelos de Pr, utilizados nos trabalhos de 



Nogueira et al. (1996) e Na e Habib (1973), em relação aos 
\ números de Nusselt empíricos obtidos através da correlação de 

Gnielinski (1976). Os resultados teóricos obtidos através da 
aplicação dos modelos de Kays (1994) e Nogueira et al. (1996) 
apresentam boa concordância com os resultados empíricos, com 
um erro máximo de 4%. 

O modelo de difusividade turbulenta proposto por Nogueira 
(1996) assume PrFl.O em Y~40, como sugerido pelos resultados 
de simulação numérica direta (Kim e Moin, 1987) para Pr=O. 7, e 
Pr, igual ao sugerido pelo modelo de Wassel e Catton (1973) para 
Y>40. O modelo adotado r:_r Kays (1994) assume Pwl.07 em 
Y<5, e o modelo de Kays e Crawford (1993) em Y''>5. · 

O modelo de difusividade turbulenta proposto por Nogueira 
(1995) assume PrFl.O em Y~40, como sugerido pelos resultados 
de simulação numérica direta (Kim e Moin, 1987) para Pr=O. 7, e 
Pr1 igual ao sugerido pelo modelo de Wassel e Catton (1973) para 
Y>40. O modelo adotado por Kays (1994) assume PrF1.07 em 
Y<5, em conjlDlção com o modelo de Kays e Crawford (1993) em 
Y>5. 

O modelo de Na e Habib (1973) foi usado neste trabalho, para 
análise, além da faixa de valores de Pr sugerida pelos autores, a 
partir de ajustes com resultados experimentais (Pr < 15). Apesar 
disso o modelo apresentou reSultados satisfatórios em Pr < 100, 
sugerindo que o uso da correção na parede (Pr, R$ 1), imposta por 
Nogueira et al. (1996) e Kays (1994), pode estender a faixa de 
validade do modelo de Na e Habib (1973) a valores mais elevados 
ao número de Prandtl (Pr> 15). 
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Figura 5 - Nusselt Infinito x Número de Prandtl 

As Figuras 6 e 7 mostram, respectivamente, os resultados do 
número de Nusselt assimptótico (Nu..,) em 0.7 < Pr < 1000 e uma 
análise da região de entrada térmica para O. 7 < Pr < 50. Para estas 
situações, o modelo proposto por Na e Habib (1973) foi alterado 
para Pr, = 1,07 em y+ < 5. As comparações efetuadas através das 
correlações empíricas para o número de Nusselt local (Al-Arabi, 
1982) e o número de Nusseh assimptótico (Gnielinski, 1976) 
confirmam a validade da correção para Pr, para a região da parede. 
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A comprovação de que o modelo de Na e Habib (1973), com a 
alteração de PrF 1. 07 para y+ <5, representa satisfatoriamente a 
transferência de calor para Pr > 15, é bastante atraente, uma vfk 
que o modelo apresentou bons resultados para metais líquidos, 
gases e líquidos (Figuras 1-5). Entretanto, como já se demonstrou, 
a aheração do modelo próximo à parede não afeta os resUltados 
obtidos para número de Pr <15, uma vez que a difuSividade 
turbulenta próxima à parede {v+ <5) não afeta marcadament'e .o 
mecanismo de transferência de calor para estes fluidos . 

800 
~ 

<>o Q'Ç o o - o o o o o o o N 100 -:I z Modelo de Na. Hablb [11173) para v+>:l -

800 Cotftlacao de AJ..Arabl [11182] O 

"· o 

&~: o 500 
...J 
:!:: <r-e e o o o o o o (;> • UI 400 

~ o o o o o o o o o o cn 
:I 
z ~o 

• 000 , 
o ... • ~Pfw(J.7 E 
:I o o o o o o o z <r-o o o 

o r 

• 15 ,. .. o 10 20 ' 30 40 

Comprimento Adimensional - z/D 

Figura 7- Número Nusselt Local Calculado pela Correlação de 
Na e Habib (1973) Modificada 



CONCLUSÕES 

As evidências apresentadas através do presente trabalho, 
permitem esclarecer a razão pela qual modelos de Prt, com 
diferentes características, ainda apresentarem resultados 
satisfatórios no cálculo do coeficiente de transferência de calor. Na 
faixa de Pr<<1 (metais líquidos), o comportamento da tais 
modelos deve ser similar na região próxima ao centro do duto, 
sendo uma fimção, predominantemente, dos .números de Reynolds 
e Prandtl. Em contrapartida, na faixa Pr>>1 (óleos pesados), a 
adequada modelagem do Pr1 na região da subcamada laminar é 
decisiva para a determinação precisa do coeficiente de 
transferência de calor, e o valor de Prt próximo à unidade parece 
ser o mais indicado. Nessa classe de fluidos, Pr>> 1, é. necessário, 
ainda, aos modelos de turbulência que não representem bem a 
região da parede, o uso da correção da viscosidade turbulenta 
proposta por Kays (1994). Na faixa de Prandtl molecular próximo 
à unidade (gases e líquidos), o comportamento dos modelos de Prt 
deve ser semelhante na região logarítimica, para que as previsões 
sejam aproximadamente as mesmas. 

Os resultados apresentados sugerem que o modelo de Na e 
Habib (1973), modificado na região Y'"<5 pelo valor de Prt=1, 
associado aos procedimentos apresentados por Nogueira et ai. 
(1996) e Pimentel e Cotta (1993), para o cálculo do perfil de 
velocidade, e a modificação da viscosidade turbulenta proposta 
por Kays (1994), possibilita a determinação do coeficiente de 
transferência de calor em toda faixa de valores do número de 
Prandtl molecular, com razoável precisão. 

NOMENCLA1URA 

f0(r) - temperatura de entrada 

F(R) - temperatura de entrada adimensional 

h(z) - coeficiente de transferência de calor 

k - condutividade.térmica 

10 - comprimento de referência 

1
0 

- comprimento de referência 

Pr - número de Prandtl molecular 

Pr1 - número de Prandtl turbulento 

r - coordenada radial 

rw - raio do tubo 

R - coordenada radial adimensional 
T(r, z) - temperatura local 

Tw ( z) - temperatura na parede do tubo 

r· - temperatura de referência 
/),. T - diferença de temperatura de referência 
u(r) - velocidade local 

U(R) = u(r) I Cu - velocidade adimensional 

z - coordenada axial 
Z - coordenada axial adimensional 
a - difusividade térmica 

a • - parâmetro para simulação da condição de contorno 

~ • - parâmetro para simulação da condição de contorno 

8(R,Z) - temperatura adimensional 

+Cz) - fluxo de calor na parede do tubo 
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ABSTRACT 

A comparative study is pelformed on different models currently 
employed for the turbulent Prandtl number. The analytic nature of 
the solution methodology here utilized, the integral transform 
technique, associated to two 4istint solution procedures for fully 
developed turbulent flow, allowed to isolate the turbulent Prandtl 
number as the main source of discrepancies between measured and 
calculated values for the Nusselt numbers. This study permits the 
stablishment , within a compatible error criterium with those 
inherent to experimental correlations, of those models that present 
best performance in simulations of different fluids of interest in 
engineeríng practice. 
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SUMÁRIO 

O presente trabalho consiste na análise numérica da transferência de calor e massa que ocorre na interface 
enlre um filme líquido e uma mistura ar-vapor. escoando em um canal formado por duas placas planas 
l'erricais paralelas. uma aquecida e a outra isolada termicamente, onde, sobre a placa aquecida escoa 
laminarmenre um filme líquido de água. com evaporação, na presença de ar escoando por convecção forçada 
laminar co-correnle. São apresentados resultados para os números de Nussell devido à troca de calor sensível 
e lu/ente e para o número de Shen1'ood observados na inteJface das fases . 

INTF.ODUCÃO 

O processo de transferência conjunta de calor e massa. em um 
filme líquido escoando. aquecendo e evaporando. juntamente com 
um escoamento de uma mistura ar-vapor. representa um 
mecanismo eficiente de remoção de calor. o qual vem sendo 
considerado para a remoção do calor residual do vaso de 
contenção de reatores nucleares. após a ocorrência de um 
acidente. Um grande aumento na transferência de calor ocorre 
devido à presença da força de empuxo de difusão térmica, 
resultante de gradientes de temperatura. e da força de empuxo de 
difusão mássica. devido aos gradientes de concentração de 
espécies que. junto com a evaporação do filme líquido. causam a 
transferência de calor latente. 

Processos noS' quais o escoamento de um único fluido é 
1nduzido apenas pela força de empuxo decorrente de diferenças de 
temperatura tem sido estudados em detalhes (Kettleborough. 1972 
e Sparrow et ai , 1984 ). Os efeitos da difusão mássica foram 
considerados. entre outros. por Gebhart e Pera (1971). que 
investigaram escoamentos laminares em placas planas paralelas. 
Chen e Yuh (1980) analisaram a transferência de calor e massa em 
escoamentos laminares por convecção natural ao longo de um 
cilindro vet1ical. onde. como Gebhart e Pera, as velocidades 
interfaciais surgidas pela difusão de espécies foram desprezadas. 
Nessas análises. considerou-se que a concentração da espécie que 
se difunde na mistura gasosa é constante. No entanto. trata-se de 
uma hipótese muito restritiva no caso de escoamentos internos 
onde a pressão varia ao longo do canal. 

Chang et ai ( 1986) e Lin e Chang ( 1985). considerando a 
variação de pressão ao longo do canal , investigaram o papel da 
transferência de calor latente. associado com a vaporização de um 
filme líquido de água, aquecido e mantido a uma temperatura 
uniforme. escoando na superficie interna de um tubo. em 
escoamentos por convecção natural. Foi considerado filme líquido 
extremamente fino. podendo ser tratado como uma condição de 
contorno. Essa hipótese implica em filme de água estacionário e à 
mesma temperatura Lmiforme da parede do tubo. Lin et ai (1988) 
analisaram escoamentos de ar por convecção forçada, novamente 
impondo a restrição de filme líquido fino. concluindo que a 
transferência de calor é dominada pelo transporte de calor latente 
associado eom a vaporização do filme líquido, implicando 
acréscimo na transferência de calor através da difusão de massa 
associada com a evaporação do filme líquido. 
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A hipótese de filme líquido restringe o cálculo da 
transferência de calor e massa apenas ao ar, limitando sua 
aplicação. Entretanto, o filme líquido, apesar de fino, possui 
espessura finita e os efeitos de transporte de momento e de 
energia, na transferência de calor e massa para o ar, devem ser 
considerados, uma vez que o filme líquido não é estacionário e 
possui uma distribuição de temperatura não uniforme. Tais 
considerações se encontram em Yan e Lin (1991) e em Yan 
(1992). No primeiro estudo, é analisado o resfriamento por 
evaporação de um filme líquido finito escoando laminarmente ao 
longo de um canal vertical de placas planas paralelas, isoladas 
termicamente, com escoamento laminar de ar por convecção 
natural. Novamente. conclui-se que a transferência de calor, no 
lado do ar. é dominada pelo transporte de calor latente. No 
segundo trabalho. é analizada a evaporação de um filme líquido 
finito em um escoamento laminar por convecção mista, onde a 
transferência de calor e massa é determinada num canal vertical de 
placas planas paralelas, sendo uma placa isolada termicamente e a 
outra submetida a um fluxo de calor uniforme, por onde escoa o 
filme líquido. Comparação com os resultados obtidos pelo modelo 
onde se despreza a espessura do filme líquido mostra que tal 
hipótese é válida apenas para vazões de líquido extremamente 
baixas, tomando-se inadequada à medida que a vazão aumenta, 
principalmente nas regiões próximas à entrada do canal. 
Novamente. a vaporização do filme líquido ao longo da interface 
domina a transferência de calor e massa. 

Nas análises citadas, foram adotadas as aproximações de 
camada limite, tanto para o filme líquido quanto para o 
escoamento de gás. No líquido, os termos de inércia, na equacão 
de momento, foram considerados desprezíveis em relação aos 
termos de difusão. Comum aos modelos, também, está a solução 
em separado dos escoamentos do filme líquido e da mistura 
gasosa. então, impondo as chamadas ''matching conditions" na 
interface, que expressam a continuidade da velocidade, da 
temperatura e da tensão cisalhante. 

No presente trabalho, o escoamento de um filme de água 
escoando em paralelo com uma mistura água-vapor, em um canal 
formado por duas placas planas verticais paralelas, sendo uma 
aquecida e a outra isolada, com o filme escoando laminarmente 
sobre a parede aquecida, é analisado numericamente, obtendo-se 
os números de Nusselt e de Sherwood na interface das fases. 



MODELO NUMÉRICO 

Considere um canal vertical , de paredes planas paralelas, de 
altura H e espaçamento b. Sobre a parede aquecida, submetida a 
um fluxo de calor constante q ". escoa um filme líquido, com 
espessura o, co-corrente com um escoamento de uma mistura 
gasosa, conforme mostrado na Fig. 2. 
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Figura 1 - Geometria do Problema 

Considere escoamento bi-dimensional, em regime perm~ente e 
fluidos newtonianos. As equações de conservaçãc para um 
sistema composto por dois fluidos em escoamento monofásico 
separados por uma interface, podem ser escritas na forma: 

Equação de conservação de massa 

à(pu) à(pv) 
--+--=0 

àx ày ' 
(1) 

Equação de conservação de quantidade de movimento na direção x 

J u au +vau)= _ ap +~(l.l àu) +~(l.l àu) +..!..~[I au + av)] C2) 
"\ àx ày àx àx àx ày ày 3 àx fl\.. àx ày 

Equação de conservação de quantidade de movimento na direção y 

( a v a v) 
p u -+v- = ax ay 

ap a ( a,) a ( a v) 1 a [ ( au a v) J - -- pg +- fl - +- fl - + -- fl -+- (3) ay ax ax ay ay 3 ny ax ay 
Equação de conservação de energia:-. ar ar pu-+pv- = 

àx ày 

à ( k ar) à ( k ar) Pg ( ) ar aw v --- +- --+-De - c ~--, (4) 
fJx Cp fJx Oy Cp Oy Cp Pv p., fJx fJx 

Equação de conservação de massa para a fração mássica de vapor 

Ow v Ow v à ( Ow v) à ( Ow v) PgU & +pgvay= àx PgD& + ày PgDay . (5) 

O tratljmento para a interface filme líquido-mistura gasosa é 
feito considerando-se as condições nesta superfície para a 
velocidade, temperatura, tensão cisa1hante e considerando-se o 
vapor gerado na interface por evaporação . Desta forma, as 
condições de contorno do escoamento são: 

- entrada de líquido 
O :<:; x :<:; o 

0 
e y = H ~ u = O, v = v in e T = Tm ; 

I I 
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- entrada da mistura gasosa 
t50 :<;x$ b e y= H ~ u = O, v = vm, T = T;n e wv =wv ; 

g 1l ,, 

- parede aquecida 
iJT " 

x= O, Osys H ~u= v= Oek 1 -=qw ; 
ac 

- parede isolada 
iJT é\.vV 

x = b, 0 $y $H ~ u=v=-=-- = 0 , 

onde vin
1 

B 

PJ Ôo 

1 

ôo=(3l.li s )3 
Pi g 

(6), 

(8) e 

ac ac 
Reg J.lg 

V;ng = Pg 2b 

wv, 

Pg 
(! ----

Par 

p 
1+(1 _g 

Par 

(7) 

(9) 

Consideram-se as variações das propriedades do líquido com a 
temperatura. Para a mistura gasosa ar-vapor, cujas propriedades 
dependem da temperatura e da fração de massa de vapor, foram 
utilizadas as fórmulas de Fujii et ai (1977). 

Para a solução, é utilizado o método de volume de controle de 
Patankar (1980), com as equações de conservação resolvidas 
simultaneamente para o dominio compreendido pelo filme líquido 
e pela mistura gasosa. Na região próxima à interface, devido às 
grandes variações de velocidade, temperatura e fração de massa de 
vapor, a malha é não uniforme na direção transversal ao 
escoamento, com uma densidade de pontos nodais bem maior, 
assim como nas regiões próximas às paredes do canal. O mesmo 
ocorre nas regiões de entrada de fluido , onde é utilizado, também, 
uma densidade maior de pontos nodais axialmente. 

A espessura da película de líquido na entrada do canal é dada 
pela Eq. (8). Ao longo do escoamento, a posição da interface deve 
ser especificada para identificar a região de líquido e de gás no 
domínio, e assim utilizar-se as respectivas propriedades que 
descrevem o coeficiente de difusão para cada variável. Esta 
posição é determinada através de um balanço de massa realizado 
iterativan1ente em cada posição axial , considerando a vazão de 
vapor gerado na interface por evaporação. Com o resultado deste 
balanço, aproxima-se a estrutura do filme líquido por uma série de 
degraus, de dimensão axial menor que a do volume de controle 
daquela posição. Esta situação é mostrada na Fig. 2. 
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Figura 2 - Esquema da malha computacional próximo à interface 
Localização da velocidade axial 



As condições de contorno, especificadas na interface, são: 
velocidade de vapor, tensão cisalhante e vapor gerado por 
evaporação. A fração de massa de vapor gerado por evaporação do 
filme líquido, utilizada como condição de contorno para a Eq. (5), 
é dada pela expressão 

w - MvPt (10) 
I - M.,(P- p,) + MvPI 

Esta condição considera equilíbrio termodinâmico na interface. 
Para a velocidade, a velocidade axial do vapor gerado é 

desprezada na e a interface é considerada como um plano semi
impermeável, com a solubilidade do ar no filme líquido 
desprezível. Portanto, a velocidade na interface na direção 
transversal será: 

u,=-D(awv) (11) 
ax 11-wv 

A condição de continuidade da tensão cisalhante na interface é: 

~~('àv) = ~ (8v) 
ax 1,1 g 8x. g,l 

(12) 

Esta condição é aproximada por: 
vl -v2 v3 -v4 

f.ll xl-x2 = f.lg Xr X 4 (13) 

de acordo com as posições mostradas na Fig. 2. 
O balanço de energia, na interface, é modelado forçando a 

temperatura do ponto nodal mais próximo da interface, na região 
de líquido, a obedecer a equação 

k,( ~) =kg(~) +~l~hfg (14) 
IJ gJ 

com o fluxo de vapor gerado na interface expresso por: 

. .. D (&- ) nlJ = p UJ = p -- __ v , 
g g 1-w, àt 

1 
(15) 

Esta expressão é aproximada por: 
7j - T2 T3 - T4 D Wv3 - Wv4 k,--=k ---+p (16) 

X 1-X2 gx3 -x4 gl-w1 X 3-x4 ' 

de acordo com a Fig. 2. 
Neste mode:o. apenas um ponto nodal simula a interface. Isto 

implica que a veioc;dade transversal, na interface, seja calculada 
no ponto nodal deslocado que se localiza sobre a própria interface. 
A temperatura na interface é a média entre as temperaturas 
calculadas para os pontos nodais nas regiões de líquido e gás mais 
próximos. 

A condição de contorno para a parede aquecida pode ser dada 
pela distribuição de temperatura ou fluxo de calor. Quando a 
condição é o fluxo de calor, com valores desconhecidos para a 
temperatura na parede, toma-se necessária a eliminação de sua 
influência do dominio de cálculo. Isto é feito especificando-se 
coeficiente de difusão igual a zero para a temperatura na parede 
aquecida, ao mesmo tempo em que se leva para o interior do 
dominio o fluxo de calor do contorno, através do termo fonte para 
a tempeFarura no volume de controle próximo ao contorno. 

Após a obtenção da temperatura para todos os pontos 
internos, calcula-se a temperatura na parede aquecida como: 

q" li' 
7i =-T-tT2. (17) 

onde T2 é a temperatura do primeiro ponto nodal interno. 
Para parede isolada, com coeficiente de difusão nulo para a 

temperatura, produz-se, automáticamente, fluxo de calor nulo. 
Tendo em vista que a equação para a correção de pressão, 

obtida através da equação da continuidade, considera que as 
velocidades na fronteira, normais ao contorno, são conhecidas, 
toma-se necessário especificá-las. Esta especificação é feita 
impondo-se que o balanço global de massa seja satisfeito. 
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Através da solução numenca do escoamento 
considerado, podem ser obtidas diversas relações para a 
transferência de calor e massa na interface líquido-vapor, 
conforme definidas a seguir. 

Número de Nusselt na Interface: 

k{~) 2b ,, 
(18) 

Número de Nusselt Sensível na Interface: 

q" 2b (~) 2b 
Nus = s, g, 

' kg(r1 -rb) (r1-rb)' 
(19) 

Número de Nusselt Latente na Interface: 

onde T b é a temperatura de mistura, dada por: 

! PgVgCpg Tdx 

1/, !PgVgCpgdx (21) 

Pelas definições acima e considerando-se o balanço de 
energia na interface, tem-se que Nu1 =Nus, +Nu L, . 

Para o número de Sherwood, que caracteriza a relação entre a 
transferência de massa por convecção e por difusão, tem-se a 
seguinte definição: 

Sh=hM2b=mj· (I~w,)2b=(awv ) 2b , (22) 

D Dp8(w,- wb) àx 1 (w,- wb) 

sendo h M o coeficiente de troca de massa, definido por 

(23) 

e, W b, a fração de massa de vapor de mistura, calculada como: 

! PgVgCpg Wvdx 

wb = ! PgVgCpg dx 

RESULTADOS 

(24) 

Diversos testes preliminares foram realizados com o modelo 
desenvolvido com o objetivo de se estabelecer o efeito da malha 
de discretização, da validade dos resultados obtidos e do efeito de 
se utilizar todas as propriedades variáveis com a temperatura em 
comparação com a usual hipótese de Boussinesq, onde se impõe 
apenas a variação da densidade no termo de empuxo, na equação 
de conservação da quantidade de movimento. 

As condições do escoamento, para o teste da malha, são: 
Dimensões do canal: 

largura: 
altura: 

Película de água: 
temperatura na entrada: 
número de Reynolds: 

Mistura gasosa ar-vapor: 
temperatura na entrada: 
umidade relativa do ar: 
número de Reynolds: 

Fluxo de calor na parede: 
Direção dos escoamentos: 

b = 0,015 m 
H=3,0 m 

20°C 
50% 
2000 
3000 W/m2 

vertical, para baixo 



Quanto à malha, observou-se que 48 pontos nodais na direção 
axial e 66 pontos na direção transversal, sendo 16 pontos na 
película líquida e 50 pontos na mistura gasosa, representa uma 
malha adequada pois seu refinamento não irá resultar em variações 
~ensíveis para qualquer um dos parâmetros do escoamento. 

Devido à ausência de dados experimentais na literatura, com o 
... Jetivo de se validar o procedimento adotado, foram efetuadas 

comparações com os resultados de Yan (1992), o qual despreza a 
transferência de quantidade de movimento e energia axiais e os 
termos de inércia, em relação aos termos viscosos, na equação de 
conservação de quantidade de movimento, na direção axial , além 
de adotar aproximações de camada limite para a mistura gasosa. 
Os resultados observados foram considerados satisfatórios, 
conforme mostrado, por exemplo, na Fig. 3, para a temperatura da 
mistura gasosa, ao longo do canal. 
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• • • • Yan 
Presente trabalho 

YI = O. ll7m 
Y2 = 0.56lm 
Y3 = 2.790 m 

ot ........ ,,.-~~'·········•···················' 
o 0.2 0.4 0,6 0.8 1.0 

Pos1çào transversal (x/b) 

Figura 3 -Perfil de temperatura da mistura gasosa. 

Fig. 4 mostra uma comparação para o perfil de velocidade da 
mistura gasosa para duas posições axiais, considerando-se a 
utilização da hipótese de Boussinesq (linha pontilhada) e o 
modelo atual (linha cheia), para um fluxo de calor na parede de 
5000 W/m2

• Observe que, próximo à interface, a força de empuxo, 
devido à variação de densidade, irá se opor ao escoamento. No 
entanto, no caso da hipótese de Boussinesq, a densidade média da 
mistura, no canal, será maior e, por consequência, menores 
velocidades, uma vez que a vazão é mantida constante, ao 
contrário do que ocorre quando a densidade da mistura é variável, 
causando uma aceleração do escoamento, fato este que irá 
aumentando ao longo da direção axial, assim como com o 
aumento do fluxo de calor na parede. 

Com o modelo desenvolvido, foram realizadas 16 corridas 
com o objetivo de se analisar o efeito do fluxo de calor na parede 
aquecida, do número de Reynolds do filme líquido e da mistura 
gasosa, nos números de Nusselt sensível, Nus, e latente,Nul, dados 
pelas Eqs. 19 e 20, e no número de Sherwood, Sh (Eq. 22), na 
interface. Os parâmetros das corridas são mostrados na Tabela 1. 

Os resultados observados se encontram nas Figuras 5, 6 e 7. 
Observe que, na região de entrada (correspondente a y=3 ,0 m), 

Nus, Nul e Sh tendem para valores infinitos devido aos gradientes 
infinitos de temperatura e de concentração de vapor de água. 
Tanto Nus quanto Sh tendem a valores constantes ao longo da 
direção axial. semelhante ao que ocorre em escoamentos 
monofásicos em canais. Este fato . no entanto, não se verifica com 
Nul , particularmente com elevados fluxos de calor, devido ao 
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aumento da temperatura na interface e devido à redução da 
espessura do filme líquido, acarretando maior evaporação. 

1.8 

1.5 

. 1.2 . 5 
Ôl" 

;;-
0.9 

0.6 
r 'I 

Boussinesq 

0,3 " "' 
I - Presente trabalho 

o 
o 0.2 0.4 0.6 

Pos1çào transversal (x/b) 

Figura 4 - Efeito da hipótese de Boussinesq no perfil de 
velocidade da mistura gasosa, na saída do canal . 

TABELA 1- Casos analisados 

Caso Filme Mistura gasosa Fluxo de calor 
líquido R e (W/m2

) 

R e 
1 80 2000 500 
2 80 2000 1000 
3 80 2000 2000 
4 80 2000 3000 
5 80 2000 4000 
6 80 2000 5000 
7 20 2000 1000 
8 40 2000 1000 
9 60 2000 1000 
10 120 2000 1000 
11 160 2000 1000 
12 80 500 1000 
13 80 750 1000 
14 80 1000 1000 
15 80 1500 1000 
16 80 2300 1000 

O aumento do número de Reynolds do filme líquido provoca 
um acréscimo em sua espessura, aumentando a resistência à 
passagem de calor da parede para o ar. Desta forma, aumento de 
Re, para o líquido, provoca uma redução na taxa de evaporação na 
interface, reduzindo Nul. Para menores valores, ocorrerá maior 
taxa de evaporação na interface que, por sua vez, irá provocar um 
maior empuxo, nas regiões próximas da interface, que se opõe ao 
escoamento. Desta forma, menores valores de Re do líquido 
causam menores valores de Nus e Sh. 

O número de Reynolds da mistura gasosa, tem influência 
apenas na entrada do canal, onde O'aiores valores tendem a 
retardar a ocorrência de desenvolvimento dos perfis de velocidade, 
temperatura e concentração, o que irá se refletir nos números de 
Nusselt e Sherwood. 

Comparando-se os resultados das Figs. 5 e 6, pode-se observar 
que o processo de transferência de calor devido à evaporação na 
interface produz números de Nusselt uma ordem de grandeza 
maiores do que aqueles devido à troca de calor sensível, tomando 
este processo extremamente eficiente comparado com os processos 
convencionais de convecção forçada monofásica. 
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Figura 5 - Distribuição axial do número de Nusselt sensível. 
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Figura 6- Distribuição axial do número de Nusselt latente. 
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CONCLUSÕES 

Dos resultados apresentados, para o modelo desenvolvido, 
pode-se concluir que este tipo de escoamento é extremamente 
eficiente do ponto de vista de troca de calor, com o processo de 
transferência de calor por evaporação predominando sobre aquele 
por calor sensível. Além disto, o número de Nusselt latente 
aumenta consideravelmente com o fluxo de calor na parede a ser 
dissipado, em contraste com o número de Nusselt sensível que 
permanece praticamente constante, após o desenvolvimento dos 
diversos perfis do escoamento. 

Detalhes adicionais deste trabalho podem ser encontrados em 
Galetti (1995). 

REFERÊNCIAS 

Kettleborough, C.F.,1972, "Transient laminar free convection 
between heated vertical plates including entrance effects", lnt. J 
Heat Mass Transfer Vol.l5, No.5, pp. 883-896. 

Sparrow, E.M. et ai, 1984, "Observed flow reversals and 
measured-predicted Nusselt numbers for natural convection in an 
one-sided heated vertical channel", J Heat Transfer, Vol.l06, 
No.2, pp. 325-332. 

Gebhart, B. and Pera, L., 1971, "The nature of vertical 
natural convection flows resulting from the combined buoyancy 
effects of thermal and mass diffusion", Int. J Heat Mass Transfer 
Vol.l4, pp. 2025-2050. 

Chen, T.S. and Yuh, C.F., 1980, "Combined heat and mass 
transfer in natural convection along a vertical cylinder", Int. J 
Heat Mass Transfer Vol.23, No.4, pp. 451-461. 

Chang, C.J. et ai., 1986, "Natural convection flows in a 
vertical , open tube resulting from combined buoyancy effects of 
thermal and mass diffusion", lnt. J Heat Mass Transfer Vol.29, 
No.10, pp. 1543-1552. 

Lin, T.F . and Chang, C.J., 1985, "Combined heat and mass 
transfer in natural convection flows in a vertical tube", 85-HT-26, 
23rd National Heat Transfer Conference, Denver, CO. 

Lin, T.F. et ai, 1988, "Analysis ofcombined buoyancy effects 
of thermal and mass diffusion on laminar forced convection heat 
transfer in a vertical tube", J Heat Transfer Vol.llO, pp. 337-344. 

Yan, W.M. and Lin, T.F., 1991, "Evaporative cooling of 
liquid film through interfacial heat and mass transfer in a vertical 
channel- II. Numerical study", Int. J Heat Mass Transfq Vol.34, 
No.4/5, pp. 1111-1124. 

Yan, W.M., 1992, ''Effects of film evaporation on laminar 
mixed convection heat and mass transfer in a vertical channel", 
Int. J Heat Mass Transfer Vol.35, No.12, pp. 3419-3429. 

Fujii, T. et ai, 1977, "Expressions of transport and 
thermodynamic properties of air, steam and water", Report No.66, 
Kyu Shu University, Kyu Shu, Japan. 

Galetti, M.R.S., 1995, "Transferência de calor e massa no 
resfriamento de uma superficie vertical através de um filme 
líquido com escoamento de ar", Tese de Doutorado, PUC!Rio. 

Patankar, S.V., 1980, "Numerical Heat Transfer and Fluid 
F/ow", Hemisphere Publishing Corporation. 

740 

SUMMARY 

The present work consists in lhe analysis of the heat and mass 
transfer in the interface between a liquid film and a ar-vapor 
mixture, jlowing parai/e/ downward inside two vertical jlat p/ ates, 
where one is submitted to a constant heat jlux and the other is 
isolated. The liquid film jlows laminarly over lhe heated wall. 
Results are presented for the Nusselt numbers due to sensible and 
latent heat exchanges and for the Sherwood number in the 
interface. 
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SUMMARY 

The work describes an investigation on a counter-jlow induced drafl cooling tower. Experiments were 
performed for the measurement of the ai r and water parameters at the inlet and exit of the tower. A simple 
one-dimensional model was built and used, after its experimental validation, for the calculation of the 
product hoA v (mass transfer coefficient times the droplets surface-area-to-tower-volume ratio) of the tower. 
Based in the experimental results, correlations were obtained relating hoA v with the water and air mass jlow 
rates, which may help in the practical design of such equipment. 

INTRODUCTION 

Cooling Towers have been amoog the most commonly used 
equipment in the Process lndustry for a long time. The cooling of 
large volumes of process water through contaçt with air have been 
extensively explored in situations where water resources are 
limited. 

The cooling effect involved in the operation of such 
equipmeot is associated with: (i) the remova! of latent heat due to 
the evaporation of a pareei of water that is consequently 
incorporated into the air, and (ii) the exchange of sensible heat as 
a consequeoce of the teroperature difference between the water and 
the air. It may be estirnated that about 80"/o of the total heat that is 
released is due to mass transfer. 

The capacity of the air in absorbing humidity, and therefore 
its ability for cooliog the water, is translated by the difference 
between its dry bulb and wet bulb temperatures. According to the 
theory, the air wet bulb temperature is the minimum theoretical 
temperature the water may achieve in such cooling devices. 

We may classify the cooling towers into three distinct classes, 
depeoding on the energy source for moving the air through the 
equipmeot: (i) mechanical draft towers, which require an impeUer; 
these can be further divided into induced draft (fan oo top) and 
forced draft towers (fan at the bottom), (ii) natural draft towers, 
taking advantage of the difference between the temperature of the 
air inside and outside the equipment, and fmally (iii) atrnospheric 
towers, in which we benefit from the natural wind velocity crossing 
the structure ofthe tower (Sauer Jr. and HoweU, 1993). 

Induced draft cooling towers are among the most used ali over 
the world. ln this case, the air is aspirated into the tower through 
the bottom and lateral surface ofthe device, crosses the filling (an 
extended surface region for irnproving the contact with the water), 
and after going through a mist elimioator finally reaches the fan at 
the top of the tower. The air then leaves, at a high velocity, 
reducing the possibility of re-aspiration by the tower. The couoter
flow type of arrangement is the most thermodynarnically efficient. 

ln the present work, we set out to investigate a couoter-tlow 
induced draft cooling tower, however, much of the presented 
material could be extended to other tower configurations. A 
sirnple numerical model is proposed for simulating the behavior of 
the tower. After validating the model with experimental data, the 
product between the mass transfer coefficient and the droplets 
surface-area-to-tower-volume ratio (hoAv) is calculated, for a 
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series of operational conditions. Finally, a correlatioo is obtained 
rdating hoAv , the dry air and water mass tlow rates (m., and mw, 
respectively), and the tower cross section area (A,), which may be 
used in the future design of such equipment. 

THEORY 

According to Sirnpsom and Sherwood (1946), the frrst known 
theoretical attempt at describing the operatioo of a cooling tower 
was proposed by Walker et ai. in 1923. However, it was not uotil 
1925 that a sirnplified model was developed by Merkel. It took 
about fifteen years for Merkel's procedure to be generally adopted 
in the US. Among its simptifying assumptions, the analysis did 
not consider the pareei of water that evaporates and is incorporated 
into the air. 

The simple model that was eroployed in this work, an 
evolution of the Merkel's model, is based on the assumption that 
the fluxes of water and air are uniform along the cross section of 
the tower. Therefore, it is a one-dimensiooal model. It is also 
assumed that the water flow rate varies within the tower, due to the 
pareei that evaporates. As presented in Figure 1 below, the global 
energy balance in a volume element dV of the cooling tower, 
considering that the losses to the environment are insignificant and 
neglecting second order terms, yields: 

l W+dW, h+dh, m., 

AIR 

l W, h, l11a 

WATER 

mw, htw 1 
T ower bottom - section I 

Figure I - Global energy balance, in a volume element dV. 



madh = fnwdh fw +h fwdm.,. (I) 

ln tbe above equation m. is the dry air mass flow rate, m,., is 
the water mass Oow rate, b is the enthalpy of the moist air, and hrw 
is the enthalpy of the saturated liquid water evaluated at the water 
temperature t,.,. Considering the pareei of water wbicb evaporates 
and is assimilated by the air, we may write: 

dm.,. * madW (2) 

wbere W is the absolute humidity of the air. Substituting Eq. (2) 
in Eq. ( l ), and assuming that the specific heat of the water Cw is 
constant, we have: 

dtw ma ( dh ) 
dW = m .. c .. dW - hfw 

(3) 

Equation (3) above is the flfSt equation of the model. Now let 
us consider an energy balance on the air side, in a volwne element 
dV ofthe tower, according to the schematic diagram in Figure 2. 

r W +dW, h+dh, m. 

+---- dQc I, AIR 
l1la X dW X ilgw +----

v 

r ' 
W, h., m.. 

Tower bottom - section I 

Figure 2 - Energy balance on the air side, in a volume element dV. 

We may then write: 

madh =dOe+ madWhgw (4) 

ln the above equation Oc is the heat lhat is transferred from 
the water droplets to the air by convection, and ilgw is the enthalpy 
of lhe saturated water vapor evaluated at the water temperature t,.,. 
By definition, we may write: 

d(J; = hcAvdV(tw - ta) (5) 

where h.: is the convection heat transfer coefficient and t. is the air 
dry bulb temperature. Considering the definition of the mass 
transfer coefficient for the tower, bo , we may write: 

dm.,. = hvAvdV( w..,. - w) (6) 

wbere W.,., is the absolute humidity of the saturated air evaluated 
at the water temperature t,.,. Substituting Eqs. (2), (5) and (6) in 
Eq. (4), we have: 

dh 

dW 

hc I - 1 - w a 
hv W..., - w +hgw 

(7) 
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Followmg Threlkeld ( 1970), the empirical correlation below 
may be employed for calculating the enlhalpy of the moist air: 

h = CP a la + 2501.4 W + 17.863 (8) 

where the temperature is in Centigrades, and the enlhalpy is given 
in kJ per kg of dry air, we may rewrite Eq. (7) in the following 
format, in consistent units from now on: 

.!!!2_ = Le ( hsw - h 250 1.4) + hgw (9) 
dW W..., - W 

ln the above equation Le is lhe Lewis number, defined as: 

Le = -.!!s._ = ( D)-3j 
ho cpa· a 

(lO) 

where D and a are the molecular and lhermal diffusivities, 
respectively. Equation (9) is the second equation of the model. 
From the defuútion of the mass transfer coefficient, Eq. (6), 
together with Eq. (2), we may write: 

a ---m !w2 dW 
hvAv = - w. w - W V I SW 

(li ) 

Therefore, by knowing how the difference Wsw-W (equivalent 
to the driving potential for the mass transfer) varies inside the 
tower, for a given tower volwne and dry air mass flow rate, we 
rnay calculate the product hoAv by integrating Eq. (II). The 
reason for calculating the product of ho and Av together, comes 
from the difficulty in obtaining the droplets surface-area-to-tower
volwne ratio, independently. 

ln this work, the model equations (3) and (9) were used for 
the calculation of the properties of the air and water inside the 
tower, in conformity with experirnentally determined conditions at 
the '?ottom and top. Starting wilh the experimental data at the 
bottàm of the tower, the equations were integrated from W1 to 
W2, where the indexes I and 2 refer to the conditions at the 
bottom and the top, respectively. The modeled values at the top of 
the tower were then compared with the rneasured ones. lf they were 
in agreement, it was assumed that the calculated values for the 
properties inside the tower were also true. This would then allow 
us to obtain the product hoAv. 

EXPERIMENTAL APPARA TUS 

Once a theoretical approach was developed for sirnulating the 
behavior of the tower, we then set out to design and build an 
experimental apparatus that would allow us to validate it, and 
consequently provide the necessary means for calculating the 
product hoA v. 

Figure 3 below represents a schematic diagram of the 
experimental system. Ali the parts, but the fan, were assembled 
inside a room to provide for stable environmental conditions 
during the experirnents. ln the description that follows, the 
apparatus was divided into three parts: the air and water circuits, 
and the instrumentation. 

Air Circuit. The air entered at the bottom of the tower 
(item l ofthe schematic diagram in figure 3, 0.4 m wide, 0.9 m in 
length, and .1 .5 m tall, 0.32 m3 of effective tower volume, cross 
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Figure 3- Schematic diagram ofthe experimental system. 

section area of0.3275 m2
, cooling power of 17.45 kW) and moved 

upward through an extended surface filling, exchanging heat and 
rnass with the water which was flowing downwards. Af.-! crossing 
a mist eliminator (2), it exited at the top of the tower, where its dry 
bulb temperature was recorded. The air was moved through the 
system by a centrifugai fan (item 3, 36 m3/min @ 700 mm H20 , 
powered by an electric motor with I O CV) and, after leaving the 
tower, it flowed through a 0.121 m internal diarneter duct and was 
conducted to the outside of the roem. The air flow rate was 
controUed by a butterfly valve (4) and was measured by ernploying 
a pitot tube (5). Part of the air was allowed to flow in a by-pass 
(6), where the absolute hurnidity was determined by employing a 
wet bulb and a dry bulb thermometers. This value together with 
the dry bulb temperature above the mist eLiminator established the 
condition of the air at the exit of the tower. A heating system 
controlled the temperature of the duct wall, so it was maintained 
above the dew point temperature of the exiting air. This 
guaranteed that no condensation occurred, so the absolute 
humidity that was detected in (6) was t!]e sarne as in (2). The air 
condition at the inlet of the tower· was determined by a 
psychr~eter (7), in which the wet bulb and dry bulb temperatures 
were recorded. Both measurements (6) and (7) were obtained for 
the air flowing at about 5 rnfs, for minimizing radiation effects 
(Threlkeld, 1970). The atmospheric pressure inside the room was 
measured by a Mercury Barometer (item 8, smaller division of 
0.1 mmHg). 

Water Circuit. The water was collected at the bottom of the 
tower (9), and it was circulated by a centrifugai pump (item I O, 
powered by a 2 HP electric motor) going through a flow regulating 
valve (II). lt then flowed into an electric heater (item 12- heating 
power of 17.5 kW), and passed through an orifice plate ( 13) where 
the flow rates were determined. lt was then feed into the top of the 
tower where it was distributed, falling down and exchanging heat 
and mass with the air, concluding the closed circuit. The water 
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temperature at the inlet and exit of the tower were measured at 
Iocations (14) and (9), respectively. 

lnstrumentation. The following equipment were used during 
the experimental investigation: 

With respect to the pressure measurements: (i) in the 
determination of the air flow rate, a capacitive pressure transducer 
and arnplificàtion unit ( operational range O-I O mmHg, connected 
to a multimeter, providing a smaller readable division of 
0.01 mmHg) were used for detecting the difference between the 
stagnation and the static pressures in the pitot tube, while a U-tube 
was used for the measurement of the static pressure (smaller 
division of I mm of H20), (ii) in the determination of the water 
flow rate, a U-tube was used in the measurement of the differential 
pressure through the orifice plate (smaller division of I mmHg), 
(iii) in the determination of the by-pass pressure, used in the 
calculation of the absolute hurnidity at the exit of the tower, thc 
sarne U-tube ofitem (ii), above, was employed. 

The temperature was recorded in fifteen points. For the 
determination of the air condition at lhe inlet of the tower, two 
mercury-in-glass thermometers (partia! immersion type, -10°/+50° 
C range, s~aller di\lision of 0.1° C) were used in the psychrometer, 
for the measurement of the wet bulb and dry bulb temperatures. 
Ali the other temperature measurements were performed by using 
thermocouples (type T CuCt, 0.2 mm wire diameter, fiberglass 
insulation). The thermocouples were arranged in a zone box 
format, by using two RS232 connectors inside individual 
polyurethane blocks. A 16 channel selector key was used together 
with a micro-voltmeter in obtaining the different readings. After 
the calibration of the thermocouples, a third degree polynomial 
was used for converting the voltage readings into temperature with 
an uncertainty of ±0.05° C. 



DATA REDUCTION AND UNCERT AINTY ANAL YSIS 

The criteria that was adopted for the uncertainty analysis was 
the one described tzy Klyne and McClintock (1953).· The partia! 
derivatives of the dependent variables, necessary in tbe calculation 
ofthe uncertainties, were obtained, in most ofthe cases, by using a 
method of perturbatioo directly in tbe data reductioo procedure 
(Moffat, 1982 and 1985). , 

The uncertainty io the measuremeots were either defined by 
the limit of the resolutioo of tbe device (half of lhe smallest 
divisioo) or by the range of the oscillatioos duriog the readiogs. 
Typically,these values were: (i) ±0.05° C for the mercury-io-glass 
thermometers, (ii) ±2 mmHg for the pressure difference in the 
orifice plate, (iii) ±I mm H20 for the static pressure io tbe by
pass, (iv) ±0.05 mroHg for tbe atmospheric pressure, (v) 
±0.03 mmHg for tbe pressure difference, and ±I mm H20 for the 
static pressure io the pitot tube, and finally (vi), for tbe 
thermocouple readiogs, it was about ±I !J.V. It is important to 
meotioo that, due to the thermocouples arrangemeots, each 
temperature measuremeot was obtaioed as a combioatioo of two 
readiogs (ooe for the voltage difference betweeo the point of 
interest and the zooe box coooector, and the other between the box 
coooector and the ice bath). 

A FORTRAN program was developed for the treatment of ali 
the data, which simultaneously performed the uncertainty analysis. 
Starting with the input of tbe pressure, temperature and voltage 
readiogs duriog the experimeots, and their respective uncertainties, 
the program maoipulated the data for calculating the mass flow 
rates, absolute humidities and temperatures at the bottoro and top 
of the tower, and the resulting uncertainty in each ooe of them. 

After that, the program performed a global energy balance for 
checking the quality of the experimental measuremeots. The 
followiog expressioo had to be satisfied: 

ma~ +m,.2 h1w2 =ma(~ -(Jfií -JJí)h.fwJ)+m,.2 hfwl (12) 

lo the above equatioo, the terms on the left and right side 
correspood to tbe energy that eoters and leaves tbe tower, 
respectively. The final uncertainty in each of the terms was taken 
ioto accouot wheo compariog both sides of the expressioo. 

lo a secood stage, by starting with the experimental data at tbe 
bottom ofthe tower, and knowing the absolute humidity ofthe air 
at the exit, the model equatioos (3) and (9) were integrated from 
Wt to W2 . For this purpose, a numerical procedure was developed 
based in tbe fourth order Runge-Kutta Method (Bajpai and Calus, 
1978). The water mass flow rate in the interior of tbe tower, 
including the exit section (as part of the ioitial cooditioo of the 
problem), was calculated by using the following expression: 

mw = mw2 -ma (w2- w) (13) 

During the calculations, for the range of temperatures that 
were investigated, the specific heat of the water was set equal to 
4.19 kJ/kgt' C (Holman, 1983). The Lewis oumber was set equal 
to 0.895, correspooding to the average value for the range of 
temperatures between 10° and 43° C (Threllr~ld, 1970). Foi.k- ~ _ 
the sarne reference, the specific heat <.f L.:. moist air, in 
kJ/kg dry airf' C, was calculated by: 

CP a = 1.0048 + 1.884 · (14) 

Due to the insignificant variations io cp. , for the range of 
cooditions that were iovestigated, we chose to work with the 
following average v alue for the absolute humidity:-
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w = (JJí + Rií + wswl + wsw2) (15) 

After calculating the properties of the air and water within the 
tower, a cornparison was made between the predicted and the 
measured values at the top. This step corresponded to the 
validation of the model. lf the values agreed within the 
experimental uncertainty, the program theo proceeded with the 
numerical integratioo of equation (II), by usiog the rule of the 
trapezoids, and calculated the value of hoAv. The program also 
determined the final uncertaioty in hoAv , resulÜng from the 
uneertainties in ali the input parameters. 

EXPE~ENTALPROCEDURE 

The six parameters used io the calculatioo of the water and air 
properties inside the tower, and consequently tbe value of hoAv, 
were: the dry air mass flow rate (m.), the dry bulb temperature and 
tbe absolute humidity of the air at the iolet (t.t and Wt), the 
absolute humidity of the air at the exit (W2), tbe water mass flow 
rate at the iolet (m .. 2), and the water temperature at the exit (lwt). 
By usiog the data reduction and uncertainty analysis program that 
was developed, it was found that the ones which carried the largest 
contribution to the final uncertainty in hoAv were, in order of 
importaoce, W 2 followed by T wt. Therefore, special attention was 
giveo to tbe measuremeot of these parameters. 

While investigating different operational conditions of the 
tower, it was concluded that the best approach for obtaioing a 
steady state regime and more stable measurements, was to change 
the water flow rate while keeping a fixed air flow rate. lo general 
terms, the experimental procedure was: (i) to select the air flow 
rate via the butterfly valve and the by-pass control, keeping in the 
last an average velocity of 5 m/s (this was accomplished by_ a 
calibrated orifice in the by-pass, lhrough which a pressure drop of 
29 mmH20 correspooded to an average velocity of 5 m/s), (ii) to 
select the water flow rate, (iii) to control the water heating system, 
verifying the water temperatures at the iolet and exit of the tower, 
(iv) to adjust the wall heating system, so the wall temperature was 
kept above the dew point temperature of the exiting air, (v) to 
observe the system response and, after fine turting the settings, to 
wait untila steady state regime was reached (this would take about 
I hour), (vi) then we finally recorded ali the experimental 
measurements. After that, we could return to step (ü), for 
investigating a differeot water flow rate or, after haviog covered ali 
the range of water flow rates, to step (i), for moviog to a different 
air flow coodition. 

RESULTS 

As we have already mentioned, the frrst step of this 
investigation was to measure the water and air parameters at the 
inlet and exit of the tower, for a certain operational condition. 
Following that, the second step was to simulatc the air and water 
properties inside the equipment. This was accomplished by 
starting with an ioitial conditioo at the bottom of tbe tower, which 
has beeo experimeotally deterrnined. We then checked the 
simulated results at the top ofthe tower, and calculated the product 
boA v. 

Duriog the expenments, thirty four runs were selected 
coveriog a wide range of conditions (air mass flow rate between 
0.219 and 0.323 kg of dry air per second, with an uncertainty of 
about ±0.007; water mass flow rate between 0.29 and 2.91 kg per 
second, with an uncertainty of 2%). The rnodel performance was 
verified by compariog measured and predicted values for the dry 



bulb temperature of the air exiting the tower, and the inlet water 
temperature. Figures 4 and 5 below illustrate the similarity 
between the results. 
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Figure 4 - Comparison between measured and predicted values for 
the temperature ofthe water at the inlet (top) ofthe tower. 

As we rnay observe in Figure 4, there is a good agreement 
between the measured and modeled values for the temperature of 
the water at the top of the tower. The standard deviation of the 
plotted values with respect to a perfect match (line with forty five 
degrees slope) is 0.15° C. 
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Figure 5 - Comparison between níeasured and predicted values for 
the dry bulb temperature ofthe air at the exit (top) ofthe tower. 
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ln figure 5 above, showing the results the for the dry bulb 
temperature of the air at the top of the tower, we detect d.ifferences 
that may reach 1.5° C (maximum). ln this case, if we consider ali 
the data runs, the standard deviation with respect to a perfect 
match is 0.65° C. While exploring possible causes for this effect, it 
was found that a common element was inherent to ali of them: the 
low water flow rate. It was also found that the d.ifference increased 
with decreasing water flow rate. This fact could lead to a non
uniform distribution of water along the tower cross section (low 
pressure in the inlet manifold), a situation that our one
dimensional model could not hand1e adequately . 

The next step was to calculate the product hoAv. Figure 6 
below shows the results for ali the thirty four runs, as a function of 
the ratio between the air and water mass flow rates. 

2.50--.--------------------, 

0.00 0.20 

I 
I 

J: J: 

0.40 0.60 0.80 
ma/mw2 

1.00 1.20 

Figure 6- Product hoAv (mass transfer coefficient times the 
droplets surface-area-to-tower-volume ratio) as a function ofthe 

ratio between the air and water mass flow rates. 

The uncertainty in the va1ues of hoAv are in the range of 
a~ut 5%. Another way of presenting the sarne data, is by using a 
correlatioo with the following format: 

(16) 

where K, b1 and b2 are regression coeflicients originated from a 
least squares best fit interpo1ation of the experimental data. Figure 
7 shows a plot of the best fit correlation for ali the thirty four 
experimental points. ln this case, the best fit interpolation provided 
the coefficients shown below, in Eq. ( 17). The following units 
were used: hoAv in kg water Is I m3 I (kg water I kg dry air), the 
water and mass flow rates in kg I s, and the tower cross section 
area in m2

. The correlation portrayed as equation ( 17) span over 
the range 0. 1 ~ m.lmw ~ 1.1 , and 0.67 ~ maiA, ~ 0.99. 

( )
1.094( )-{).3192 

hDAv = 1.012 ma ma 
A1 m,.2 

(17) 

As we may observe in Figure 7, the advantage of presenting 
the data in this format is the possibility of concentrating ali th.e 
information in one single curve, contrary to what we detect by 
looking at Figure 6. 
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Figure 7 - Correlation for the product hoAv , considering ali the 
thirty four experimental data runs ( units in the International 

Systern). 

When we dropped some of the data runs, which presented a 
larger difference between ihe predicted and measured values for 
the dry bulb ternperature of the air at the exit of the tower, we 
ended l!P with twenty nine sets of data. By going through the sarne 
interpolation procedure, the coefficients shown in Eq. ( 18) were 
obtained. 

This second correlation covered the values between 
O.l :5 m./m,. :5 0.55, and about the sarne range as before for m./A,. 
It was also obtained for the sarne units as in lhe correlation 
presented in Eq. (17). 

h ( )

0.9861 

vAv = 1.097 ~: (;a )-02678 

w2 
(18) 

The combined uncertainty in obtaining the product hoAv by 
using lhe above correlations, Eq. (17) and Eq. (18), resulting from 
the uncertainty in the calculation of hoAv together with the 
uncertainty in the regression curve ( considering two standard 
deviations), is about 8%. 

CONCLUSION 

ln our investigation of an induced draft counter-current 
cooling tower, the experimental procedure was complemented by a 
simple nurnerical model for the evaluation of lhe properties of the 
air and water within the equipment. This was necessary for the 
calculation of the product hoAv for lhe tower (between the mass 
transfer coefficient and the droplets surface-area-to-tower-volume 
ratio). Before its use, the model was experimentally validated. Two . 
correlations were presented, for the product hoAv, covering 
different conditions of water and air mass tlow rates. 

Although the main task of the model in this work was to 
calculate the properties for the air and water inside lhe tower, wben 
ali the conditions at the inlet and ex.it are known, it could be easily 
adapted and used for the prediction of the tower behavior in other 
situations of practical interest. 
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SUMÁRIO 

Foi constroído e testado um destilador atmosférico do tipo regenerativo. Duas configurações internas do 
destilador foram estudadas: evaporador com superficie de 1,18 m2 (uma tela de algodão) e com 5,9 m2 

(cinco telas de algodão). Verifica-se um aumento substancial da produção de água destilada e da relação de 
economia com o aumento da superficie de evaporação. A primeira aumenta de 87% e a segunda de 122% 
quando a configuração interna do destilador muda de uma para cinco telas. O desempenho observado 
pemzite prever a obtenção de relações de economia compreendidas entre 4 e 6, utilizando grandes 
superficies de evaporação. Esse fator, aliado à possibilidade de contar com superficies de baixo custo 
tomam estes destiladores uma opção interessante para produção de água dessalinizada nas regiões rurais. 

INTRODUÇÃO 

O custo da água produzida nos processos de dessalinização 
que utilizam combustíveis convencionais, depende fortemente do 
rendimento energético do equipamento. 

No caso da destilação solar simples, o rendimento 
energético e a produtividade são bastantes baixos, requerem da 
ordem de 1200 Kcal para produzir 1 Kg de água destilada e 
produzem, em média, 3,5 Um2/dia. A baixa produtividade 
constitui, sem dúvida, wna de suas maiores limitações. Nesse1: 
destiladores o custo provém necessariamente do custo do 
equipamento. 

Trabalhos sobre outros tipos de destiladores, de melhor 
rendimento energético e grande simplicidade do ponto de vista 
construtivo, têm sido publicados na literatura. Podem-se 
mencionar, por exemplo, os destiladores multi- efeito e do tipo 
regenerativo. Ambos operam com energia na sua forma térmica, 
à pressão atmosférica e não apresentam limitações no que se 
refere ao teor de sais dissolvidos na água. Processos de 
recuperação de calor utilizados em ambos destiladores visam 
reduzir o elevado conswno de energia térmica necessário para 
vaporizar a água, awnentando, ponanto, sua relação de 
economia. [ denomina-se relação de economia (RE) o número 

pelo qual se di vide o calor de evaporação (I À. ) para estimar a 
energia necessária para produzir wn litro de água]. 

Na destilação por multi-efeito, . .Parte do calor de 
condensação do primeiro estágio é recuperado para evaporar 
uma quantidade equivalente de água na etapa seguinte, processo 
que se repete através de vários estágios sucessivos. O conswno 
de energia para produzir I kg de vapor pode chegar a ser I ,5 a 2 
vezes menor que o calor de vaporização da água, (Franco e 
Saravia, 1993) (Franco e Saravia, 1994) (Fraidenraich et al. , 
1993) e (Barbosa et ai. , 1995 ). 

No destilador atmosférico do tipo regenerativo o o:alor de 
condensação é utilizado para pre aquecer a água a ser destilada, 
(Bawngartner, 1991 ). Esse tipo de destilador é particulamtente 

, atrativo pela sua simplicid..1de, temperaturas de operação (na 
faixa de 70 - 90 ° C) e, particularmente, pela elevada relação de 
economia (RE), quando comparado com a destilador solar 
convencional e o destilador tipo multiefeito. Podemos 
mencionar, como exemplo, valores de RE igual a 6 obtidos por 
Baumgartner et ai. (I 991 ). No entanto, ainda são poucos os 
trabalhos com resultados experimentais publicados na literatura 
sobre esse tipo de destilador. 

747 

Este trabalho tem como objetivo estudar o desempenho 
experimental de wn destilador atmosférico do tipo regenerativo. 
Com tal fmalidade foi projetado wn protótipo de destilador 
atmosférico do tipo regenerativo de construção bastante simples 
e de baixo custo. Apresentam-se suas características físicas e de 
funcionamento assim como o procedimento adotado e os 
resultados obtidos. Os resultado experimentais são comparados 
com previsões teóricas. 

DESCRIÇÃO DO DESTJLADOR 

O protótipo de destilador atmosférico do tipo regenerativo 
(DESREG-FAE) tem geometria retangular, é construído em 
madeira e revestido internamente por wna camada aderente de 
plástico alurninizado. Externamente é isolado com poliuretano 
rígido (5,0 cm). As dimensões da base são de 1 ,Oxl ,O m2 e 1,5 m 
de altura. 

Os componentes mais importantes do destilador são as 
placas condensadoras e o evaporador. As duas placas 
condensadoras são constituídas por tubos de cobre verticais 
soldados em chapas do mesmo material, com wna área de 
condensação de 1,4 m2 por chapa. O evaporador é formado por 
telas de algodão e sua disposição física permite a inserção de wn 
número variável de telas dispostas verticalmente. Cada tela tem 
I , 18 m2 de área de evaporação (Fig.l ). 

A alimentação da água salobra é feita através de wn 
dosador localizado na parte superior das telas, servindo também 
de suporte para as mesmas. A potência necessária para o 
aquecimento da água é fornecida eletricamente através de duas 
resistências de nominal de 1500W cada wna e 220V, inseridas 
num tanque localizado imediatamente acima do conjunto 
evaporador-condensador. A simulação da fonte energética 
realizada com as resistências elétricas permite um adequado 
controle da potência entregue ao fluído salino. 

Duas configurações do conjunto evaporador-condensador 
foram estudadas. No primeira o conjunto contém wna única tela 
de evaporação com 1,18 m2 e na segunda, o evaporador é 
formado por cinco telas com wna total de evaporação de 5,9 
m2 Na Fig. 1 pode-se observar uma vista do equipamento em 
testes e wn esquema da configuração evaporador com cinco telas 
de algodão. 



O processo se inicia quando a água aquecida a uma 
temperatura (T 1 ) escorre ao longo das telas, vaporiza-se e ao 
condensar pré-aquece o fluxo principal da água a ser destilada, a 
qual ingressa no destilador pela região inferior com (T3 ) e 
circular em contracorrente ao longo dos tubos refrigerando as 
placas condensadoras. O fluído pré-aquecido (T 4) segue em 
direção ao tanque de aquecimento onde recebe a energia 
necessária para atingir uma determinada temperatura de 
evaporação (T1 ). 

O destilado produzido assim como o rejeito são recollúdos 
em canaletas separadas localizadas na parte inferior do 
equipamento. 

(a) 

RE = t:!v N 
h u 

t 
(2) 

onde hev e ht são os valores médios, ao longo do evaporador, 

dos coeficientes evaporativo e total de transferência de calor 
entre evaporador e condensador. Nu é o número de unidades de 
transferência de calor, dado por 

htA 
Nu= GCP 

~2~ 
(b) 

(3) 

AQUECEDOR 

CONDENSADOR 

Figural -Vista do destilador atmosférico regenerativo em testes (a) e esquema da configuração do evaporador com cinco telas (b) 

ANÁLISE TEÓRICA 00 DESEMPENHO 00 DESTILAOOR 

Nesta seção será feita uma revisão de resultados analíticos 
relativos ao desempenho do destilador obtidos por Fraidenraich 
et ai., (1995) 

Relação de Economia. A relação de custo-beneficio 
energético de um destilador pode ser medida pela relação de 
economia, RE. Este parâmetro mede a potência térmica na 
forma de água destilada ( mÀ. ) por unidade de potência térmica 

fornecida ao fluxo de água salina ( Ptf ); rh , representa a taxa 

de produção de água destilada e À o calor latente de 
evaporação. 

RE = mÀ. 
Pu 

(I) 

Fraidenraich, et ai. , (1995), analisam um destilador ideal 
(sem perdas) e mostram queRE pode ser escrito como: 
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O simbolo A expressa a área de transferência de calor do 

evaporador, Ó o fluxo de água salina que circula pelo 
destilador e Cp o calor específico da água. 

A partir das Eqs. (2) e (3) podem ser feitas algumas 
considerações de interesse sobre o custo da água destilada. Este 
parâmetro depende fortemente do custo operacional do 
destilador que por sua vez, guarda relação inversa com a relação 
de economia, RE. Elevadas relações de economia requerem 
números Nu elevados (Eq.(2)), ou, pa:-a uma dada área de 
transferência de calor A, valores reduzidos do fluxo de água, 
ó . Por outro lado, a redução do fluxo de água está limitada pelo 
processo de transferência de calor entre evaporador e 
condensador que tende a ser menos efetiva na medida que o 
fluxo diminui. Isto sugeri, portanto, a necessidade de se 
estabelecer um valor de compromisso para o parâmetro ó . 

Parâmetros Característicos do Destilador. As temperaturas 
que determinam o funcionamento do destilador, assim como as 
temperaturas das fontes quente e fria do ciclo termodinâmico do 
equipamento estão mostradas na Fig. 2_. 



Tz 

Figura 2- Temperaturas representativas do ciclo tennodinâmico 
do destilador. 

As grandezas físicas que caracterizam o comportamento do 
destilador como a relação de economia, a densidade de tax.a de 
produção de destilado, a densidade de potência térmica ' e a 
densidade de vazão mássica de água salina são detemlinadas 
pela diferença de temperatura entre evaporador e condensador 
( ô T 1-4 ) e a diferença de temperatura ao longo do evaporador 
(t.T1_2 ) , de acordo com as expressões que seguem 
(Fraidenraich, 1995). (o termo densidade indica que a grandeza 
tisica é calculada por unidade de área do evaporador): 

Densidade da taxa de produção de água destilada 

Relação de economia 

Densidade de potência témlica 

Q 

A 

Densidade de vazão mássica de água salina 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Cabe notar que os coeficientes 

função das diferenças ôTJ-4 e ôT1-2 · 

hev e ht também são 

Valores teóricos da densidade da taxa de produção de água 
destilada e da relação de economia em função da densidade de 
vazão mássica de água salina estão representadas na Fig.3, para 
o caso em que T1 = 90°C. 
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Figura 3- Variação dem/A (a) e variação de RE (b), com a 
densidade de vazão de água salina, Tt = 90°C. 

PROCEDThJENTOEXPE~NTAL 

O procedimento experimental adotado envolveu dois 
conjuntos de testes relativos as duas configurações de 
evaporador: com uma e com cinco telas. A relação entre a 
superfície de evaporação e a de condensação é igual a 0,84, no 
primeiro caso, e igual a 4,21 no segundo. 

Objetivando-se estudar o desempenho do destilador, 
expresso pelos dois parâmetros fundamentais: quantidade de 
destilado produzido (m) e relação de economia (RE), em função 
da relação entre as áreas de evaporação e condensação e da 
vazão do fluxo de entrada da água salobra, os testes foram 
efetuados em dois intervalos de temperatura de evaporação (T4 
=70 a 80°C) e ( T4 =80 a 90°C). 

A variação das temperaturas foi acompanhada através de 
tennopares de cobre-constantan distribuídos ao longo do 
evaporador, do condensador, nas entradas e saídas do:;; fluxos de 
água salobra e doce e no tanque de aquecimento. · 

O destilado produzido foi recolhido e medido em 
intervalos de 30 minutos, conjuntamente com a vazão do fluxo 
de alimentação. Finalmente, a monitoração da potência elétrica 
permite determinar a eficiência de aquecimento do fluxo de água 
salobra. 



RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Nas Figs. 4 e 5 estão mostrados os resultados de 
experiências realizadas com uma única tela e com cinco telas de 
algodão. 

Verifica-se um aumento importante da relação de ' 
economia (RE), assim como da produção de água destilada por 
m2 de evaporador, com o aumento da temperatura T, e do 
número de ~las. 
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Figura 4- (a) Densidade da taxa de produção de água destilada e 
(b) Relação de economia. O destila dor opera com uma ou com 
cinco telas. T, = 80-90 ° C. 

Quando o destilador opera com cinco telas e a temperatura 
T1 se encontra no intervalo de 80 a 90 o C, observam-se valores 
máximos de REentre 2 e 2,5, para valores de G/A da ordem de 
2,5 kg/h/m2 (Fig. 4 (a)). O comportamento de RE em fw1ção de 
G/A é similar as previsões da análise teórica, particularmente no 
que se refere ao aumento desta relação quando a densidade da 
vazão diminui (G/A). No entanto, os valores experimentais de 
RE são menores que os previstos teoricantente. 

A densidade da taxa de produção de água destilada 
aumenta com a densi~de da vazão, atingindo valores da ordem 
de 0,60 kg/h/m2 para G/A igual a 10 kg/h/m2 (Fig. 4 (a)). Nesta 
região de trabalho (Ó/A variando no intervalo de 3 a 11 
kg/h/m2

) 1 verifica-se que a relação entre densidade da taxa de 
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produção de água destilada e densidade da vazão de água salina 
varia entre 5,7 e 7,4%. As previsões teóricas apresentam 
resultados entre 8,5 e I O o/o (Fraidenraich, 1995). 

No desti1ador com uma tela, operando no mesmo intervalo 
-de temperaturas, o parâmetro RE é pratican1ente independente 
dos valores de G/A (Fig. I, (b)). A densidade da taxa de 
produção de água destilaóa tem comportamento similar ao 
observado para o desti1ador com cinco telas (Fig. 4 (à)). 
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Figura 5- (a) Densidade da taxa de produção de água destilada e 
(b) Relação de economia. O desti1ador opera com uma ou com 
cinco telas. Tt = 70-80 ° C. 

Considerações análogas às m11ncionadas para o intervalo 
de temperaturas de 80 a 90 ° C podem ser feitas para o 
comportamento do desti1ador operando no intervalo de 
temperaturas de 70 a 80 °C (Figs. 5 (a) e 5 (b)). 

O tipo de representação adotada, decorrente da análise 
teórica do desti1ador, permite urna comparação de desti1adores 
regenerativos de dimensões diferentes. No entanto, é de 
interesse comparar grandezas tisicas reais como taxa de 
produção do destilador com uma e cinco telas, em função da 
vazão. Na Tab. I são mostrados valores típicos dessas grandezas. 
Mostram-se também valores típicos das relações de economia. 



Tabela 1 - Comparação da taxa de produção de água destilada e 
relação de economia para o destilador operando com uma e cinco 
telas. 

TI= 80-90 o c 

ó (kg/h) ri1 (kg/h RE 
) 

Uma 20 0,77 0,82 
tela 

Cinco 20 1,44 1,87 
telas 

Os resultados da Tab. I ilustram claramente os benefícios 
decorrentes do aumento da superfície de evaporação. Para a 
mesma vazão de água salina, a taxa de produção de ·água 
destilada aumenta 87% e a relação de economia 128%. 

Comparação com resultados de outros autores. Pesquisas 
pioneiras foram desenvolvidas por Sizmann e Baumgartner 
(Heschl e Sizmann, 1987) e (Batm1gartncr et ai., 1991 ). Estes 
autores desenvolveram um destilador regenerativo (denominado 
multi-efeito) de dois estágios com 30 m2 de superfície de 
evaporação cada estágio (Baumgartner et ai., 1991 ). Os 
resultados obtidos foram representados de acordo com o que se 
descreve na Seção denominada "Parâmetros Característicos do 
Destilador" e comparados, na Figs. 6 e 7, com os resultados 
deste trabalho. 

Observa-se um comportamento similar entre os resultados 
de Baumgartner e os resultados deste trabalho, para a densidade 
da taxa de produção. Os primeiros se localizam numa região de 
menores valores da densidade da vazão, porém acompanham a 
tendência dos resultados experimentais obtidos com a 
configuração de cinco telas. 
A relação de economia obtida por Bamngartner apresenta um 
crescimento acentuado com a redução da densidade de vazão e 
tm1 comportamento análogo, mas que sugere valores numéricos 
superiores extrapolado para as densidades de vazão utilizadas 
neste trabalho (Fig 7). 
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Figura 6. Comparação do resultados correspondentes à taxa de 

produção ( rh I A ) obtidos por Baumgartner ( 1991 ) e os 
autores deste trabalho. 
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Figura 7. Comparação do resultados correspondentes à relação 
de economia (RE) obtidos por Baumgartner ( 1991) e os autores 
deste trabalho. 

CONCLUSÕES 

A representação das grandezas físicas relevantes ao 
desempenho do destilador: taxa de produção c vazão de água 
salina, por unidade de superfície de evaporação (densidade 
superficial) permite a comparação de destiladores de 
características físicas significativamente diferentes, como por 
exem~lo destiladores com superfícies de evaporação de I, 18 m2

, 

5,9 m e 60m2
. . 

Os resultados apresentados mostram a importância de 
contar com elevadas superficies de evaporação, sendo esta 
dimensão um dos parâmetros de desenho mais importantes dos 
destiladores regenerativos. A passagem de uma para cinco telas 
permite elevar substancialmente a relação de economia (128%). 

Confirmam-se as previsões teóricas do aumento da relação 
de economia com a redução da densidade de vazão. Este 
resultado pode ser obtido mediante o aumento da superfície de 
evaporação ou redução da vazão. Este último recurso tem limites 
bastante claros, no que se refere ao processo de troca de calor, 
que tende a ser menos eficiente na medida que a vazão diminui. 

Com relação ao aumento da superfície de evaporação, 
cobram importância as pesquisas sobre materiais de propriedade 
superficiais adequadas, boa resistência à passagem de água 
salina e baixo custo. 

O destilador estudado permite prever, utilizando maiores 
superficies de evaporação, a obtenção de relações de economia 
da ordem de 5 ou 6, desempenho este que viabilizaria sua 
utilização para produção de água potável a preços comparáveis 
aos de outros desalinizadores que requerem energia elétrica para 
sua operação. Sendo mn equipamento que requer de energia 
térmica, pode ser operado a partir de energia solar, resíduos de 
biomassa como bagaço, madeira ou eventualmente biogás. 

As previsões teóricas da relação de economia (RE) 
são, de maneira geral, superiores aos valores obtidos 
experimentalmente. 
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ABSTRACT A water distiller, of the regenerative type, has 
been built and tested. Two geometric configurations has been 
studied: the frrst one, with an evaporator surface of I . 18 m2 

( one 
cotton sheet) anda second one with a surface of 5.9 m2 (5 cotton 
sheets). The increase of Lhe production rate of distilled water 
and the performance rate of the distiller. The production rate 
increases by 87% and the performance rate by 122%, when the 
internal configuration changes from one to tive cotton sheets. By 
using even large evaporator surfàces, performance rates between 
4 and 6 can be predicted. Due to the low investment cost of the 
distiller and possibility of obtaining high performance rates, Lhe 
cost of the water produced can then be competitive with other 
means of clean water production in rural areas. 
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ENERGY BALANCES AND PHASE EQUILIBRIA lN BRINE 

CRYST ALLIZATION 
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Departamento de lngenie1 h. Química. 
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C as i lia 170. Antofagasta. Chile. 

SU.MMARY 

ln an earlier article, Taboada and Graber (1994) presented a practical problem that could be solved with mass 
balances and phase equilibria criteria. ln this work the energy balances are added to that particular problem 
and it is solved by using enthalpy versus concentration diagrams and steam tables along with the HSC 
software, (Outocumpu, .I 993). 

PROBLEM: 
A chemical plant produces anhydrous crystals of 

sodium sulphate starting from a satured aqueous solution at 25°C. 
For process design purposes, we have available the solubility 
(Hougen and Watson, 1982), (Figure I) and the enthalpy versus 
concentration (Foust et ai , 1990), (Figure 3) diagrams for the 
Na2S04-H20 binary system. Also, we have available a ternary 
solubility diagram (Sei deli , 1965) for Na2S04-NaCI-H20 at 25°C 
(Figure 4) and the dilution heat data (Perry et ai, 1993). From the 
available information, compare different process alternatives, from 
the energy requirements point of view, based on I 000 kg of feed 
solution. Compare the results obtained using the HSC soft·.ware for 
the three process alternatives. 
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SOLUTIDN: 

· Alternative I. Cooling and drying crystals: 

ln this alternative it is suggested cooling the solution 
from 25 to 5°C, obtaining sodium sulphate crystals decahydrated 
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and then water evaporation by holding the temperature until 
anhydrous crystals of sodium sulphate are obtained. ln figure I, 
point F denotes the feed solution at 25°C. Point P represents the 
solution in the crystallizer. Points S and C represent the solution 
and crystal (Na2S04•1 OH20) respectively. 
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Figure 2. Flowsheet alternative I 

O c 

The mass balances gives a crystal efficiency production of 
421 kg in Na2S04•1 OH20 , which after being dried yield 185 kg of 

Na2S04 and 579 kg of residual solution that contains the 
impurities present in the mother liquor. The dryer must eliminate 
236 kg of water. The overall prOCt<SS, proposed in this alternative. 
is shown in Figure 2. 

To perform energy balances on the equipment, it is 
recommended to begin with the cooling system. 

(I) 

Where F and P are the sarne and correspond to the feed 
mass and the crystallizer product: 1000 kg. Oc is the cooling heat. 

From the enthalpy versus concentration diagram (Figure 3) 
values for hF and hp (feed and product enthalpies), as a function of 



temperature (25°C and 5°C) and fractions in mass (xp and xF = 

0.22}, are obtained: 
hF = 70 kJ/kg 
hp = -80 kJ/Kg 

By replacing these v alue~ in equation (I) the cooling 
heat is obtained: 

Q. = 150 000 kJ 
ln the separation step, it is recovered the 421 kg of 

Na2S04•1 OH20 without using heat. After that, this crystal mass is 
introduced into the dryer where 236 kg ofwater are evaporated. 
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Figure 3. Concentration-enthalpy diagram 

The energy balances for the dryer. 

I 
100 

Chc + Oc = VHv + ThT (2) 

Oc is the necessary heat to produce the evaporation, 
hc, Hv and hT correspond to the hydrate salt enthalpies, steam and 
anhydrous salt respectively. As evaporation occurs at 5°C with 
xc=0,44 and xT= I, from the enthalpy diagram and steam table it is 
obtained: 

hc = -225 kJ/kg 
H v = 25107 kJ/kg 
hT = 0 kJ/kg 

by replacing these values in equation (2), the drying 
heat is obtained: 

Oc = 630 070 kJ 
Performing a global energy balance, the total process 

heat is obtained: 
QNI = 592 56J 

ln order to compare the Oc and QN, obtained values 
with others alternatives, the HSC software is used. This software 
allows performing mass and energy balances by indicating the 
proccss input and output, its phase, temperature in •c and molar 
flow in kmol. The results ofthe energy balance for the crystallizer 
by cooling are shown in Figure 4, this is for the first proposed 
process alternative. The value is: 

Qc = 158 765 kJ 
For the complete system, evaporated at 5°C, the net 

total heat reqUtred by software calculation is: 
QNI = 526 22J kJ 

When comparing the values obtained using the 
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enthalpy diagram with those obtained via software, it is clear the 
similarity between them. The differences are only a matter 
inaccuracy in graph reading and the method of generating mixture 
enthalpies. 

Alternative 2. Heating and vacuum evaporation : 

ln this alternative it is suggested heating the solution to 
40°C, and then evaporation of 90% of the original water. 

ln figure I , point F represents the feed solution that 
moves to the P' point because ofthe heat added. After evaporation, 
the P' point becomes P", a mixture of residual solution S' and 
sodium sulphate crystals, C'. 

ln figure 5, it is shown the flowsheet for this alternative. 
The mass balance gives a product yield of 181 ,5 kg of anhydrous 
salt (C' flow). 

Performing energy balance on the heater: 

Fh• ~ Php' + Qc (3) 

Where hF and h0 are the heater input and output solution 
enthalpies. The values for these were obtained from figure 3, with 
xF = xP. = 0.22, then: 

hF = 70 kJ/kg 
hp' = 130 kJ/kg 

the heat of heating is then: 
Oc = 60 000 kJ 

Performing an energy balance on the evaporator: 

Ov + P'hp· = P"hp" + VHv 

INPUT: -= Tolo! H 
III 

+1t~o4i;J_:_~ 
3 I ; "-+- . 

! -1 
I 
t··-·-· 

-~i- · . ~ " I. . 

1\ 

"' 

< .. 

o:llf .... -LMok t ·-··-: l no,;) BALANCE: =--·-
Figure 4. HSC program screen 

(4) 

... 

Where Ov is the necessary heat to be added to evaporate 
the 90% of the original water. 

ln the evaporator, the enthalpies that correspond to the feed 
slurry, the output solution and the steam are hp'• hP and Hv 
respectively, with xp.= 0.22 and Xp· = 0.738, and they are obtained 
from figure 3 (enthalpy versus concentration diagram) and steam 
table. This is: 

hp' = 130 kJ/kg 
hp- = 90 kJ/kg 
Hv = 2 574.4 kJ/kg 

Resulting the evaporation heat as followed : 
Ov = I 685 024 kJ 



ln the separating step there are not heat requirements, then the net 
total process heat is: 

QN2 = I 738 600 kJ 

The HSC software gives as a resulta heating heat of 
Q = 46950 kJ, an evaporation heat of Qv = 1670 654 kJ and a total 
heat of QN2 = 1745255 kJ, ali of them similar to those obtained 
before. 

25"C 

SATURATED 

50LUTION 

40"C 

P' 

SATURATED 

50LUTION 

jv 

~ EVAPORATION f 

J S"C 

p• 

5
• [ 5EPA~TION I 

fc. 
i 

Na
2
5o

4 

Figure 5. Flowsheet alternative 2 

A1ternative 3. Salting out with NaCI : 

This last alternative considers the process called 
salting-out: the feed solution, F, is mixed with sodium chloride 
resulting precipitation of sodium sulphate, this is shown in the 
temary diagrarn figure 6. Where F is the feed solution and P is the 
mixture that results from mixing the feed with sodium chloride. ln 
figure 7, it is shown the flowsheet for the "Salting-out" process. The 
mass balances give a product efficiency of C= 128 kg of anhydrous 
salt, when N=234 kg of sodium chloride are added. 

Since this process alternative is carried out holding the 
temperature and without evaporation, the only heats to be 
considered are the dissolutions, 6 Hdis and the crystallization of 
Na2S04, 6Hcris.•· Both can be obtained from literature<6l. The energy 
balance results: 

(5) 

6Hdis 83 .38 kJ/kg 
6 Hcris = 8,25 kJ/kg 

Then, performing the energy balance, the net total process heat is 
obtained for the present proposed alternative. This is : 

QNJ = -18454,6kJ 
The negative sign indicates that it is necessary to recover heat in 
order to hold the temperature at 25 °C. 

Using the software, the total heat to recover is 
QNJ = 16917 kJ . 

Again, the obtained values are in agreement, but they 
are not equal. This could be caused by calculation problems. For 
example, the values of dissolution and crystallization heats that 
were obtained from literature (6) consider infinite dilution in water 
as solvent and it is not considered the ternary mixture effect. 

CONCUIDJ.N.QREMARKS: 
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The student can compare, from the energy requirement 
point of view, which alternative is the less expensive. ln this 
particular case the less expensive is the third alternative, then 
Altemative I anel finally altemative 2. Alternative 3 has more heat 
requirements because ofthe heating and evaporation steps. 

An other contribution is that being the first altemative the 
less energy demanding, because it has heat to rec;over from the 
cooling step and heat to add to the drying step, the student is 
introduced to the so called energetic integration. 

NaCI 
a = Na 50 ·10H O + Solutlon 

2 4 2 
~ • Na 50 + Na 50 ·H O + Solutlon a 

2 4 2 4 2 
y • Na 50 + Solutlon 

2 4 
l5 = N.CI + Solutlon 

Figure 6. Phase equilibrium NaCI-Na2S04-H20 

Finally, this problem allows the student to analyse practical 
and industrial aspects of chemical engineering and to apply the 
concepts of sensible heat using mixture enthalpy and latent heat of 
dissolution, crystallization and evaporation. 

F 
~---

2s•c 

SATURATED 
SOLUTION 

I 

~ 

REEEREN..CES: 

SOLUTION 
Na CI + 

NaCI + Na2SO 
4 

1N 's 
2s•c 

MIXING SEPARATION 

c 

' Na2so4 

Figure 7. Flowsheet alternative 3 
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RESUMO 

Neste trabalho é descrita uma modelagem desenvolvida para a simulação de evaporadores por cantata 
direto, dividida em duas etapas: modelo difitsivo-convectivo, para a transferência simultânea de calor e 
massa no interior das bolhas; e modelo baseado em balanços globais para o comporlamento dinâmico da 
fase contínua. É efetuado um estudo de sensibilidade paramétrica em relação à retenção gasosa, 
difitsividade mássica e a fomla de descrever o equilíbrio inteifacial. Os resultados simulados são também 
confrontados com dados experimentais, utilizándo como fase contínua água e solução de NaCI. 

INTRODUCÃO 

Evaporadores por Contato Direto são uma classe dos 
trocadores de calor por contato direto em que objetiva-se, 
principalmente, a concentração de soluções. ,A evaporação do 
solvente da fase contínua ocorre em função do borbulhamento de 
gases quentes (fase dispersa) em um volume de solução (fase 
contínua). Estes equipamentos podem ser utilizados, com 
vantagens sobre o processo convencional, na concentração de 
solução corrosivas e/ou muito íncrustantes. 

No Laboratório de Tennofluidodinâmica do PEQ/COPPE há 
uma línha de pesquisa que tem por objetivo o estudo do processo 
·de Evaporação por Contato Direto, desenvolvendo uma 
Il,letodologia de projeto de Evaporadores por Contato Direto, 
baseada na realização de simulações sucessivas. 

O modelo proposto possibilita a simulação dinâmica do 
processo em tela, podendo ser dividido em duas etapas: modelo 
difusivo-convectivo, por parâmetros distribuídos, para a 
transferência simultânea de calor e de massa no interior da fase 
dispersa; e modelo baseado em balanços globais (parâmetros 
agrupados) para o comportamento dinâmico da fase contínua. 

Esta modelagem permite avaliar a influência de diversos 
parâmetros na previsão do comportamento termo-mássico global 
destas unidades. Trabalhos anteriores realizam comparações 
entre os resultados das simulações e dados obtidos em unidade 
piloto para a temperatura média da fase contínua e altura de 
borbulhamento (Queiroz e Hackenberg, 1992b ), utilizando como 
fase contínua água, onde a concordância é razoável, e solução 
aquosa de NaCl (Hackenberg e Queiroz, 1993), caracterizada 
por uma diferença marcante. São também realizadas avaliações 
da influência da concentração do solvente da fase contínua nos 
gases quentes antes do seu borbulhamento (Queiroz e 
Hackenberg, 1992a), que mostram não haver a necessidade de 
pré-secagem do ar comburente em unidades que utilizam como 
fase dispersa gases de combustão. 

Os trabalhos anteriores envolvendo confrontos teóricos
experimentais, mostram a necessidade de modificações na 
modelagem desenvolvida, principalmente no que se refere à 
previsão do desempenho de unidades concentrando soluções 
salinas. 

O presente trabalho apresenta um estudo paramétrico da 
influência de parâmetros utilizados na descrição dos processos 
de transporte ( difusividade mássica), tisico-químicos (equilíbrio 
líquido-vapor) e hidrodinâmicas (retenção gasosa) presentes na 

757 

modelagem proposta, com objetivo de direcionar e priorizar os 
futLlfos estudos para aprimorá-la. 

MODELO TERMO-MÁSSICO PARA A FASE DISPERSA 

Os can1pos de temperatura(T') e concentração do solvente 
evaporado(C') no interior da fase dispersa são descritos por 
modelos difusivos, não acoplados. A geometria adotada é a 
esférica com raio a constante: 

T'(r,O) =To 
T'(O,t) < oo 
T'(a,t) = Ts(t) 

e ac· = o·(ê?C' +~ ac·J 
àt ar2 r ar 

C '(r ,O) =Co 
c '(0, t) < OCJ 

C '(a, t) = Cs(t) 

'</r e[O,a] ; 
'<lt~ o 
Vt ~O 

(I) 

Estas equações são resolvidas utilizando-se um método 
funcional que permite a determinação dos campos T' e C' e 
também do comportamento dinâmico na interface(Ts(t) e Cs(t)). 
Para tal são utilizadas mais duas condições de fluxo na interface: 

- =--(Ts(t)-Tc)--- e õf'l h w(t).L ~· 
ar r=a k' k' ar r=a 

w(t) 

D' 
(2) 

sendo h o coeficiente médio de transferência de calor no e:-..ierior 
das bolhas, k' a condutividade térmica da fase dispersa, L o calor 
latente de vaporização do solvente, Te a temperatura da fase 
contínua e w(t) o fluxo instantâneo médio evaporado na interface 
fase dispersa - fase contínua. 

Utilizando o método funcional, tie forma independente nos 
problemas térmico e mássico, tem-se: 

T'(r, t) - To= l {-.!: dw(t) _ B ')... Fau:\:(w,t)} • 
To To(l+'J...) h dt 

*Ft(r,t)+ I [-(To - Tc)-.!:w(O)J.Ft(r ,t) (3) 
To(l+'J...) h 

e 



, l a dw(t) x
2 

} C(r t)-Co= -----w(t) • F (r t) + 
' 2 D' dt 2 a m ' 

+ (Cs(O)-Co) . Fm(r ,t) (4) 

ondt: • representa o produto de convolução e 

2 a ( 1t r) -P· t Fi(r ,t) = I - - sen - e •· 
1t r a 

na qual i pode representar t ou m; 

Faux(w,t)=(To-Tc)e-B.t + !::w(t)- LB w(t)•e-B.t 
h h 

À.= 3.!:. 
h a 

R _a' 1t2 
1-'t- -

a2 
B= Pt 

I+ À. 

R D' 2 1-'m = __ Jt 
a2 

Os campos T'(r,t) e C'(r,t) (equações (3) e (4)) são escritos 
em função do comportamento interfacial, que é obtido através da 
resolução das seguintes equações integro-diferenciais: 

dTs •e-B.t + Ts(t)- Te= -(Ts(t) _ Tc).e-8.t-; ~· w(t) (5) 
dt }, 

e 

dCs •e-Pm.t = -(Cs(O)-Co).e-Pm.t + _a_ w(t) . (6) 
ili 20 

As equações (5) e (6) formam um sistema de equações, onde 
há o acoplamento dos campos témuco e mássico através do 
parâmetro comum w(t). Outro fato importante é a ner--~sidade 
de mais um vinculo, pois são três funções a serem determinadas: 
temperatura superficial (Ts); concentração do solvente na fase 
vapor na interface (Cs) e fluxo evaporado (w). Como terceira 
relação utiliza-se a condição de equilíbrio termodinâmico 
interfacial. Considerando água pura e comportamento ideal na 
fase vapor, a partir da equação de Antoine, pode-se escrever 
(Queiroz, 1990): 

Cs{Ts] = 0,28857 exp[l 8,344 _ 3841,147] 
Ts Ts-45 

(7) 

Através da linearização da expressão (7), representada por: 

Cs{Ts] = (Ts- Tr) .Ati + Cs{Tr] (8) 

onde Ali é a constante de linearização: ~.Ati = dC~rJTr e 

Tr a temperatura de referência para a linearização, é possível 
chegar-se a uma solução analítica para o sistema formado pelas 
equações (5), (6) e (8). No caso específico do fluxo evaporado 
tem-se: 

w(t) w(O) [<p"-Il)e-p'.t - (p'-Il)e-p".t] + 
p"-p' 

+ Ts(O)-Tc B [e-p".t _ e-p'.t] 
p"-p' r 

onde: Ts(O) 
Te + À. To 

1 +À. 
L_ w(O) 

(9) 
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Cs{Tr] 
w(O) 

- Co + (Te +À. .To 
I + Ã. 

a Ati. L - + ---'-'---
2D' h(l + Ã.) 

Il = (x2 h + 2Ati .a .L .B)D' (J+}, ) 

(2 Ati .L .D' + h.a (I+ Ã.))a 

r h. a (I+ À) + 2 Ati .L .D' 

2 Ati .h .D' (I+ À) 

- Tr) 

p' e p" são os módulos das raízes da equação característica do 
sistema. 

Maiores detalhes do desenvolvimento desta modelagem e 
solução das equações são apresentados em Queiroz, 1990. 

Cabe aqui ressaltar que o domínio do tempo no qual este 
formalismo é aplicado está limitado ao tempo de residência (t ) 
de cada bolha no processo, tipicamente da ordem de grandeza de 
segundos. Este fato, comparado às características do 
comportamento dinâmico global das unidades de evaporação por 
contato direto, permite considerar, neste modelo para a fase 
dispersa, que a temperatura da fase contínua (Te) é constante. 

MODELO DINÂMICO GLOBAL PARA O EVAPORADOR 

O comportamento dinâmico da unidade é obtido através de 
balanços globais de massa e energia em seu interior, onde se 
considera a fase dispersa (gases quentes) inllscível na fase 
contínua (solução), despreza-se o arraste e as perdas térmicas 
para o ambiente, e a operação realizada em serni-batelada 
(alimentação contínua somente da fase dispersa): 

Balanço global de massa: 

d 
-(p.Vc) = -ma 
dt 

Balanço de massa do soluto: 

d 
-(p .Vc . xs) = O 
dt 

Balanço de energia na fase contínua: 

d - -
-(p .Vc . cp . Te) = mg . cpg .(Tgb - T' (t)) -
dt 

(10) 

(II) 

- ma.(cp.ÇTs- Te) +L + cpa.(P(t)- Ts)) + Qd (12) 

onde p e cp são a densidade e o calor específico da fase 
contínua, Vc é o volume de fase contínua no interior do 
evaporador, mg e cpg são a vazão mássica e o calor específico 
dos gases borbulhados e cpa é o calor específico médio da fase 
dispersa. As temper~turas médias da interface ao longo da 
a~censão das bolhas (Ts) e da bolha ao aflorar da fase contínua 
(T'(t)) são determinadas a partir do conhecimento do 
comportamento interfacial, deteml.Ínado na primeira etapa da 
modelagem: 

~ 

Ts J Ts(t) dt 
t o 

(13) 



T' ("r) 

V c 

J T'(r ;r) dVc 
Vc 

0 

(14) 

A fração mássica de soluto na fase contínua é representada por 
xs e Qd é a ' taxa de transferência de calor através do sistema 
de distribuição dos gases, antes do seu borbulhamento. Esta taxa 
é importante em unidades que utilizam gases de combustão 
como fa~ dispersa e o seu equacionamento é apresentado em 
Queiroz e Hackenberg (1992a). A previsão da temperatura 
média dos gases borbulhados (Tgb) também é determinada a 
partir desta modelagem do comportamento térmico no sistema 
de distribuição dos gases. 

A modelagem enfocando as bolhas individualmente, adotada 
na primeira etapa, é adaptada ao comportamento global da 
unidade, nesta segunda etapa da modelagem, através da vazão 
mássica evaporada (ma): 

ma = Ab . ; . t (mg I (Pg . V)) (15) 

onde Ab e V são a área superficial e o volume de cada bolha, Pg 
- -

é a densidade do gás borbulhado, determinada a Tgb , e w é o 
valor médio, em relação ao tempo de residência das bolhas no 
processo (t), do fluxo evaporado na interface: 

I -,: 
; = - J w(t) dt 

t o 
(16) 

O conjunto das equações representativas dos balanços 
globais ((10), (11) e (12)) forma um sistema de equações 
diferenciais ordinárias não-lineares, integrado numericamente 
através do método de Runge-Kutta explícito de 6° ordem, após a 
substituição dos parâmetros médios (equações (13), (14) e (16)) 
originados no modelo para a fase dispersa. 

O volwúe das bolhas (V) é calculado pela expressão de 
Davidson & Schüler, segundo recomendação de Andrade e 
Hackenberg ( 1986): 

( 
2 )615 

V -= I, 138 mg I (Pg . n . g ) (17) 

onde n é o número de orificios no sistema de distribuição dos 
gases e g é a aceleração da gravidade. 

A relação entre o volume de fase continua (Vc) no interior 
do evaporador, parâmetro de dificil monitoramento 
experimental, e a altura de borbulhamento (H), de fácil medição 
e diretamente relacionada ao tempo de residência das bolhas no 
processo, é: 

V c = 1t . ~2 . ( H (1- E) + Hsd) I 4 (18) 

onde ~ é o diâmetro do corpo do evaporador, Hsd é a altura do 
sistema de distribuição dos gases (considera-se que não há 
bolhas no espaço entre o fundo do corpo do evaporador e o plano 
onde estão os orificios do sistema de distribuição) e E é a 
retenção gasosa. 

ESTIJOO DE SENSIBll.JDADE PARAMÉTRICA 

O estudo de sensibilidade paramétrica será realizado através 
de comparações de simulações prevendo o comportamento 
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dinâmico rui temperatura da fase contínua (Te) e da altura de 
borbulhamento (H), onde são alimentados valores distintos para 
os parâmetros analisados. 

Este estudo é efetuado, utilizando-se simulações de 
experimentos realizados em mna unidade existente no 
Laboratório de Termofluidodinâmica do PEQ/COPPE, que 

utiliza como fase dispersa uma vazão de 5,4 x 10-3 kg Is de 
gases provenientes da queima de GLP (composição volumétrica: 
Ni 74%; COi 9%; Oi 5%; H20: 12%) e tem o sistema de 
distribuição dos gases alimentado pela tampa superior do seu 
corpo e formado por um conjtmto interligado de tubos de 314", 
onde existem 288 orificios de I ,3 mm de diâmetro. O corpo 
central do evaporador possui 0,57 m de diâmetro(~) e a altura 
do sistema de distribuição dos gases (Hsd), em relação a base do 
corpo da unidade, é de 6,8 cm. 

Com objetivo de facilitar a análise dos resultados do teste de 
sensibilidade paramétrica e trazer um pouco de realidade, são 
também apresentados resultados experimentais obtidos em 
corridas realizadas com as condições operacionais utilizadas nas 
simulações. Estes experimentos são descritos por Queiroz e 
Hackenberg ( 1992b) e Hackenberg e Queiroz ( 1993 ). 

Retenção Gasosa. O fato que motiva uma análise da influência 
do valor da retenção gasosa nos resultados globais da simulação 
é a dificuldade de sua previsão, pois são vários os parâmetros 
que influenciam o seu valor, indo desde as propriedades tisicas 
da fase continua até a geometria do sistema de distribuição dos 
gases. Guy et al. ( 1986) citam que apesar do intenso estudo para 
a previsão da retenção gasosa não há consenso em relação ao 
critério de projeto que deva ser adotado. 

A retenção gasosa é um parâmetro importante na previsão do 
tempo de residência das bolhas no processo, pois ela está 
diretamente relacionada à velocidade média de ascensão das 
bolhas (u) através da expressão: 

u = vg /E (19) 

onde vg é a velocidade superficial da fase dispersa. Esta relação 
reP{esenta um balanço de massa para a fase dispersa ao longo da 
coluna em sistemas isotérmicas, sendo também adotada na 
modelagem desenvolvida para evaporadores por contato direto, 
apesar de sua natereza notadamente não-isotérmica. Para 
transformar a vazão mássica de gás borbulhado em vazão 
volumétrica, diretamente relacionada à velocidade superficial, 
utiliza-se a densidade determinada na temperatura média dos 
gases borbulhados ( T gb ) . 

Há na literatura diversas equações para a previsão da 
retenção gasosa. Adotando condições operacionais médias 
utilizadas no equipamento piloto do Laboratório de 
Termofluidodinârnica do PEQICOPPE, a equação proposta por 
Akita e Yoshida (1973): 

_E_ = 0 2 g ~ p !.Le.__ _:L 
( 

2 Jl/8( 3 2 Jl/12( 2 Jl/2 
(l-E)4 ' cr Jl2 g ~ 

(20) 

onde cr representa a tensão superficial e Jl a viscosidade da fase 
continua, apresenta previsões na ordem de grandeza de 12%, 
enquanto a de Grover et al. (I 986 ): 

E= l+a' Pv gJ.L (p-p') vgJ.L ' _e_ ~ 
( 

4 l-{),27( )o 76( , )o,o9( ,)0,35 
a" Pv p2 cr3 cr p Jl 

. (21) 



onde a'=l,lxi0-4 Pa- 1, a"=5xl0-4 Pa-1, Pv é a pressão de 
vapor da fase líquida (expressa em Pascal), e p' e 11' a densidade e 

' a viscosidade da fase dispersa, apresenta resultados na ordem de 
20%. Estes números representam valores extremos em um 
conjunto de algumas, relações disponíveis ria literatura. Por outro 
lado, os resuftados experimentai,~ obtidos na unidade piloto 
ficaram no entorno de 5%. O método de medida da retenção 
gasosa, relacionando a diferença de nível com e sem o 
borbulhamento, não oferece uma boa precisão e somente pope sér 
efetuado ao final do experimento, devido às características 
operacionais da unidade. 

Estes fatos orientaram a realização de três simulações, duas 
com as retenções gasosas previstas pelas equações (20) e (21) e 
uma com o valor experimental de 5%. Na Tabela I são mostrados 
os parâmetros operacionais utilizados nas simulações, cujos 
resultados, juntamente com os dados experimentais, encontram
se nas Figuras I e 2, para a temperatura da fase contínua (Te) e 
altura de borbulhamento (H), respectivamente. Como condições 
iniciais foram adotados valores do experimento utilizado como 
referência: t = 5 min (300 s); H = 29,6 cm; Te= 302,4 K. 

Tabela I - Dados utilizados nas simulações do estudo da 
influência da retenção gasosa - Figuras I e 2 

Parâmetro Sim. I Sim. 2 Sim. 3 

Tgb (K) 757 757 757 

a (m) 0,0072 0,0072 0,0072 
E 0,115 0,208 0,05 
vg (m/s) 0,0468 0,0468 0,0468 
u (m/s) 0,407 0,'225 0,936 
Fonte para E eq. (l9) eq. (20) exp. 

Como pode ser verificado nas Figuras I e 2, o valor da 
retenção gasosa contribui de forma distinta para os resultados 
globais da simulação, pois um aumento causa um afastamento 
das previsões para a altura de borbulhamento e uma aproximação 
para a temperatura da fase contínua, ambos relativos aos 
resultados experimentais. Observa-se também na Figura I uma 
certa imprecisão na previsão da temperatura de operação da fase 
contínua, com todas as simulações estimando-a para cima. 
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Difusivjdade Mássjca. As transferência de calor e massa na fase 
dispersa são modeladas por mecanismos difusivos acoplados 
somente através das condições de contorno (Eqs. (I) e (2}), onde 
diversos processos não são considerados. 

:§: 
:r 

0,35 .----------------, 

0,2 

0,15 +-. ---.....-----+----1-----4 

o 50 100 150 
tempo (min) 

I O Exp -Siml l 
---*- Sim2 - Sim3 

200 

Figura 2 - Comportamento dinâmico da altura de borbulhamento 
-Variação da retenção gasosa 

No caso específico da transferência de massa, além de não ser 
levado em conta o efeito Soret, que segundo Slattery (1972) 
apresenta contribuição relevante somente em processos com 
grandes gradientes de temperatura, é desprezado o termo do 
arraste de massa pela velocidade molar média da mistura, típico 
de processos onde ocorre a transferência de massa através de 
meius estagnados à pressão constante. Em resumo, por 
simplificação, utiliza-se a chamada segunda lei de Fick para 
modelar a transferência de massa no processo. 

A adoção da segunda lei de Fick é também adotada na 
modelagem de outros processos, sendo em algumas situações a 
difusividade mássica tratada como um parâmetro do modelo a ser 
determinado, onde então ela é chamada de difusividade efetiva. 

· Como na modelagem proposta utiliza-se o valor da 
difusividade molecular do par ar-água, determinada a 298 K, com 
uma relação para a correção deste valor em função da 
temperatura, que segundo recomendação de Reid et ai. ( 1987) 
pode ser representada por: 

D' = FD X 0,256 X 10-4 (f'/298)1·5 (22) 

onde [D'] = m2 Is , (f'] = K e FD é um fator adicionado 
para permitir variações no valor original da difusividade 
molecular, resolveu-se realizar uma avaliação das consequências, 
na simulação global, de variações no valor da difusividade 
mássica, pois este é um parâmetro importante para a retirada de 
evaporado da interface, ou seja, pala o processo de evaporação. 

Este segundo estudo paramétrico, que pode ser observado nas 
Figuras 3 e 4, foi realizado de forma análoga ao anterior, 
tomando como referência as condições definidas para a 
simulação I, na Tabela I (FD = I). As simulações 2 e 3, nas 
Figuras 3 e 4, têm como característica distinta em relação à 
simulação I somente o valor da difusividade màssica, pois 
utiliza-se FD = 2 na simulação 2 e FD = 4 na simulação 3, numa 
tentativa de compensar os efeitos desprezados. 
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Figura 4 - Comportamento dinâmico da altura de borbulhamento 
-Variação da difusividade mássica 

Conforme pode ser observado nas Figuras 3 e 4, a variação 
proposta na difusividade mássica não implica em mudanças 
significativas nos resultados da simulação. 

Cabe aqui comentar que uma diminuição deste parâmetro, nas 
mesmas proporções que os aumentos testados, gera mudanças 
bem mais marcantes nos resultados da simulação, com um 
aumento do valor previsto para a temperatura da fase contínua, 
contribuindo para um maior afastamento relativo aos dados 
experimentais. 

Equilíbrio lnterfacjal. A expressão utilizada na modelagem para 
descrever o equilíbrio interfacial (Eq. (7)) é válida para água. É 
sabido que a presença de sais diminue a pressão de vapor das 

761 

soluções aquosas, gerando o chamado levantamento do ponto de 
ebulição. 

Hackenberg e Queiroz ( 1993) mostram que a temperatura da 
fase contínua na operação em regime estacionário do evaporador 
por contato direto do Laboratório de Termofluidodinâmica do 
PEQ/COPPE, com soluções aquosas de NaCI como fase 
contínua, apresenta um comportamento análogo ao do 
levantamento do ponto de ebulição destas soluções. 

Com objetivo de simular parcialmente esta redução da 
pressão de vapor, sem um acréscimo considerável no esforço de 
cálculo, utiliza-se um redutor constante (RPV) no lado direito da 
equação (7), que estende-se automaticamente para a equação (8). 

Nas Figuras 5 e 6 são novamente comparados resultados de 
simulações, para a temperatura da fase contínua e altura de 
borbulhamento, com dados obtidos em um experimento que 
utilizou como fase contínua uma solução aquosa de NaCI a 
15o/o{p/p). Como condições iniciais são adotados os pontos t = 5 
min (300 s); H = 30,0 -cm; Te = 301,6 K. As condições 
operacionais do combustor são um pouco diferentes das 
utilizadas anteriormente: vazão de fase dispersa 

5, I x 10- 3 kg Is , com composição volumétrica de 76% de N2 , 
10% de C02, 4% de 02 e 10% de H20 . A temperatura média 
do gás borbulhado foi de 751 K, o raio das bolhas formadas 
estimado em 0,007 m (Eq. ( 17)). Nas simulações foi utilizado o 
valor experimental da retenção gasosa de 5%, com vg = 0,044 
m/s e velocidade média de ascensão u = 0,88 m/s. 

Nas referidas figuras são apresentados resultados de três 
simulações: Sim!- com RPV =I , o que significa simulação para 
água pura; Sim2- com RPV = 0,95 ; e Sim3- com RPV = 0,85 . 

Nas figuras 5 e 6 pode-se verificar a importância da descrição 
do equilíbrio interfacial no modelo desenvolvido. A diminuição 
da pressão de vapor contribui para aproximar as previsões dos 
dois parâmetros simulados com os resultados experimentais. Os 
dados experimentais encontram-se entre as Sim2 e Sim3. Já a 
Sim!, que considera água pura. é a que mais se afasta dos 
experimentos. 
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CONCLUSÕES 

Modificações na retenção gasosa são importantes, mas 
influenciam nos resultados das simulações de forma distinta 
quando comparados com os resultados experimentais. Uma 
melhora da representação da temperatura da fase contínua é 
acompanhada da piora da previsão da altura de borbulhamento. 

A análise envolvendo a simulação da operação dos 
evaporadores, utilizando solução aquosa de NaCl, mostra que 
modificações na forma de representar o equilíbrio interfacial têm 
um bom potencial para melhorar os resultados da modelagem 
proposta. Estas mudanças implicam em uma aproximação dos 
valores simulados dos dois parâmetros utilizados para representar 
o comportamento dinâmico da unidade. Este potencial de 
melhora também é observado para a previsão da operação em 
regime estacionário. 
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ABSTRACT 

This work describes a model developed to simulate direct 
contact evaporators, which can be splited into two parts: 
convective-diffusive model to the heat and mass transfer inside 
the bubbles; and a,model besed on global balances to the dinamic 
behaviour of the continuous phase. lt is made a parametric study 
about the intluence of changes in the gas hold-up, mass 
diffusivity and the representation ofthe interfacial equilibrium on 
the simulated results. These results are also compared with 
experimental data, using as continuous phase water and aqueous 
solutions ofNaCl. 
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RESUMEN 

E/ objetivo de este trabajo fue estudiar la cinética de cristalización de Cloruro de potasio por 
enfriamiento para soluciones con diferentes grados de pureza y su escalamiento, en cristalizadores batch 
agitados de 2 y 12 litros de capacidad, geométricamente semejantes. 

Las velocidades de crecimientoy nuckación, G y B, fueron determinadas por e/ método mejorado 
de cristalización batch propuesto por J. Nyvlt (1989). Mediante un método iterativo se desarrollan los cálculos 
a través de/ programa de cristalización, desarrollado por los autores para éste estudio. Se generaron resultados 
a diferentes tiempas en una misma experiencia, logrando de esta forma ampliar la información en lo que 
se refiere a/ comportamiento de los cristalizadores. Para la velocidad de crecimiento de los cristales, e/ exponente 
de lafoerza impulsora de la cristalización, el grado de sobresaturación, es cercano a la unidad indicando control 
difusivo. 

INIRODUCCIÓN. 

Para el disei'l.o y operación de cristalizadores industriales es 
necesario un conocimiento acabado dei comportarniento de los 
sistemas y de sus propiedades. De la misma manera, tiene especial 
importancia la cinética de cristalización, la cual está ligada a la 
distribución de tamailo de cristales. Esto puede ser predecido en 
experimentos basados en escalamiento de laboratorio. 

La cristalización batch es utilizada en la Industria Química, para 
opc:raciones de haja velocidad de producción para obtener una amplia 
variedad de productos cristalinos de alto valor agregado. Se utiliza 
también para sistemas químicos que originan dificultades en el 
proceso, por ejemplo, la exi.stencia de compuestos de alta densidad o 
de JXOductos tóxicos. A nivel de laboratmo los cristalizadores batch 
9011 usados para determinar cinéticas de cristalización, distribución de 
tamailos de cristal y para estudiar la influencia de las condiciones de 
pocesos en la cinética, solxesaturación y en la distribución de tamailos 
de cristales, DIC ( Iavare N . 1995). 

En la última década y debido a la introducción de nuevas 
metodologías de cálculo, experimentación y análisis de datos; la 
cristalización batch ha tomado importancia. La principal ventaja de 
c:stos cristalizadores sobre los contínuos es que se pueden estudiar un 
gran número de variabl.es operacionales en tiempo relativamente corto, 
haciendo la experimentación mucho más simple. Sin embargo, el 
procesamiento de la información experim~tal resulta mucho más 
canp.eja por la vaM:ión en el tiempo tanto de la población de cristales 
como de la sobresaturación. 

Generalmente el análisis de la información requiere considerar la 
dcpendencia con el tiempo, las ecuaciones de conservacion de masa, 
energia y de población junto con ecuaciones apropiadas para las 
\'docidades de nucleación B y de crecimiento cristalino G . Resultando 
con ello ecuaciones diferenciales no lineales entre derivadas parciales 
cuya resolución es relativamente compleja. Bajo ciertas condiciones 
estas ecuaciones pueden ser resueltas analiticamente o bien por 
métodos numéricos. 

En el presente estudio se utiliza un método mejorado para la 
determinación de la cinética de cristalización en un cristalizador batch 
desarrollado por Nyvlt (1989). 

La característica dei método es que entrega la velocidad de 
nuclc:aci6n y de crecimiento en cada instante del proceso, además una 
variada información de la cristalización. Consiste en lograr la 
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sobresaturación a través de un perfil de enfriamiento de la solución 
saturada. Si en la sol.ución inicial se siembran cristales para controlar 
la zona metaestable, el perfil es de la forma: 

( I sot - I ) I ( T sot - I r ) = (ti td ( 1 ) 

En la ecuación anterior I , I 511 , I r representan las temperaturas 
ai tiempo t, la temperatura de saturación y la temperatura final ai 
tiempo final tr . 

La solución es en1Dada de acuerdo a la temperatura programada, 
I en el tiempo t. Durante la experiencia se mide la temperatura y la 
concentración de la solución. La suspensión se mantiene con agitación 
constante. Luegb de alcanzar la temperatura final I r , los cristales son 
recolectados y se determina la distribución de tamailo. Así, desde un 
experimento batch se tienen los siguientes resultados: tiempo ( t ), 
temperatura ( I ), concentración ( C ), y la distribución final dei 
tamailo del cristal DIC, calculada como fracción acumulada y 
llamada M(L ). 

M( L ), puede ser descrita por: 

M(L) 
con 
z 

(2) 

(3) 

donde 3/ ( ~) es la pendiente de las lineas en un diagrama Z v/s 
L de la correspondiente distribución de tamailo dei cristal. La masa 
total del producto está dada por el balance de masa: 

(4) 

donde mo es la masa total de agua en el cristalizador y C0 , Cr son 
las correspondientes concentraciones inicial y final, respectivamente. 
Conociendo la masa de los cristales y su tamailo, es posible calcular el 
número total de cristales Nc: 

( 5) 

El producto puede ser dividido eri' un alto número de fracciones, 
k , acorde ai tamailo dei cristal. Denotando la anchura de cada 
fracción como âL, se obtiene el número de cristales en cada fracción 
ysumasa: 



Nc = Nc; I <· zt l · (· Z2H . (6) 

donde: 

Z1 = 3 ( L; -~ ) I 0tr ( 7 ) 

Z, = ( L;-~ + âL ) I 0tr ( 8 )' 

Por cada tamafl.o dei cristal el balance de masa debe ser: . 
Dlc; = KvpcNc, ; L;3 (9) 

La masa total de cristales es: 

Dlc. totat = LikDlc.i ( 10) 

Así en el próximo paso comenzando desde el término de1 
experimento, un lado disminuye ( L; . 1. 1 - L; . 1 ), iterando asi en cada 
instante se obtiene la masa total de cristales, que corresponde al 
balance de masa. 

Dlc .1 = ~ ( Co- Cl ) - Dlc . tota~ , l ( 11 ) 

La concentración en un instante es calculada por interpolación; 
los intervalos deben ser suficientemente _pequenos )JIIf!l gue 
correspondan a los números calculados de las tiacciones dê cristares. 

Interpolación en intervalos de un minuto es razonaqlemente suficiente 
en este caso. La velocidad de crecimiento es: 

G = (L;,1• 1 - L; ,1 )/ At ( 12) 

y la velocidad de nucleación: 

B = (Nc,l -1 - Nc, l )/~At ( 13) 

donde la diferencia en el número de cristales es dado por el 
desaparecimiento de fracciones cuando L;. 1• 1 s O. 

La sobresaturación en el tiempo t se determina por: 

Ac = c.-ceq.• ( 14) 

Se obtiene asi., para diferentes tipos de cristalización, las 
velocidades de nucleación y crecimiento en cada momento. 

MODELOS CINETICOS 
La velocidad de nucleación B puede representarse en función de 

las variables de operación AC (grado de sobresaturación) y Mr 
( densidad de suspensión) por la expresión empírica: 

B = l<t.Mti ( AC )b ( 15) 

La constante de nucleación 1<t, puede depender de: temperatura, 
hidrodinámica, impurezas y propiedades dei cristal. Los efectos de 
estas últimas se pueden incorporar en la ecuación cinética usando 
formas convenientes fimcionales. Por otra parte la densidad dei magna 
Mr se incluye habitualmente en la expresión cinética para considerar 
efectos de nucleación secundaria El exponente j es independiente de 
la temperatura y dependiente de la hidrodinámica y densidad del 
rpagna. El orden de nucleación b es independiente de la temperatura 

La velocidad de crecimiento lineal se expresa como: 

G = l<g(AC )8 ( 16) 

El coeficiente de velocidad Kg , depende de la temperatura, 
tamaílo dei cristal, hidrodinámica, y de la presencia de impurezas al 
interior dei sistema La fuerza impulsora AC, puede ser eliminada 
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reagrupando las eçuaciones (15) y (16) para dar: 

B = l<a M;CJi (17) 

donde Ka es el coeficiente cinético global, dependiente de: 
. temperatura, hidrodinámica, impurezas, y en algunos casos dei tamafl.o 

del cristal El exponente i es el orden cinético relativo, dependiente de 
la temperatura. 

Una ecuación cinética más general que permite estUdiar el efecto 
individual de la velocidad de agitación N en revoluciones por segundo 
y el escalamiento dei cristalizador a través del diámetro dei impulsor d, 
es: 

B = KCJiM; WdK (18) 

El objetivo de un escalamiento es producir las mismas 
condiciones de operación en el modelo y en el equipo a gran escala. 
Sin embargo, no hay regias generales para el escalamiento de 
diferentes procesos como por ejemplo, la mezcla y la suspensión. 

En tanques agitados, como la entrada de energía especifica del 
agitador se mantiene normalmente, constante, se sanciona con 
tiempos de cristalización, t, más largos al reactor grande (Plob et al, 
1986). 

tt~ « [ dt~ P'l (19) 

El subíndice M indica el modelo. El parámetro d representa un 
largo característico por ejemplo, el diámetro del agitador. El factor de 
escalamiento es (d/~. 

PRQCEDIMIENIO EXPERJMENTAL 

En el presente trabajo se estudia la Cinética de Cristalización de 
Cloruro de Potasio y su escalamiento en cristalizadores batch agitados 
de 2 y 12 litros de capacidad, geométricamente semejantes. 

Las ex:periencias fueron diseíladas, utilizando como criterio de 
escalamiento la velocidad de agitación constante, y se estudiaron tres 
sisteruas que son determinados por el grado de pureza de la sal. Estos 
son: 

- Cloruro de Potasio/Agua, pureza de la sal99.98 •;. (sal p.a.) 
-Cloruro de Potasio/Agua, pureza de la sal97.4% (sal técnica). 
- Silvinita Sintética(KCl NaCl)/Agua, contenido de Cloruro de 

Potasio 56 %. 
El JXOCCdimiento empleado consistió en preparar tres soluciones 

de Cloruro de Potasio ( KCI ) en agua destilada para cada sistema, a 
tma temperatura levemente mayor a la de saturación, con el propósito 
de disolver bi.en la sal. Con una concentración de 42,6 y 40 gr. sal/ 
100 gr. agua, para los volumenes de 2 y 12litros respectivamente. 
Luego se carga la solución al cristalizador calentándose suavemente 
sobre la temperatura de saturación. La solución es alimentada con 
unos pocos cristales de KCl puro de 0.425 mm, en una relación de 1 
gramo de sal por litro de solución, con el fin de controlar la zona 
metaestable. AI mismo tiempo por medio del bailo termostático, la 
soluci6n es enfriada con una velocidad de agitación constante de 800 
r.p.m., siguiendo un perfil cúbico de temperatura con e1 tiempo, hasta 
la temperatura de cristalización requerida, controlada por un 

·termómetro digital con una sensibi.lidad de 0.1 °C. En la figura 1 se 
muestra el equipo utilizado. 

Mientras 1Ianscune el proceso de cristalización mediante el perfil 
de enfriamiento preestablecido, se mide a intervalos de tiempos la 
temperatura y se toman muestras de la solución para determinar su 
concentración. Esta última por secado a 11 O"C para KCl puro y por 
análisis químico para KCI técnico y Silvinita. Una vez alcanzada la 
temperatura de cristalización, para recibi.r los cristales obtenidos la 
solución es filtrada mediante vacío. Posteriormente los cristales son 
lavados con acetona y secados cuidadosamente con aire caliente . Las 
muestras de cristales secos son pesados y luego tamizados durante 30 



niinutos en l.Ul tamizador vibratorio, utilizando tamices Tyler entre 12 
y 120 mallas. Obteniéndose así la DTC del producto. 

Fig. I Diagrama Experimental 

RESULTADOS 

A continuación se detallan los efectos de las diferentes variables 
estudiadas. 

EFECTO DE LA TEMPERATURA 
La cinética de cristalizacián de los tres sistemas en estudio, es 

afectada por Ia temperatura de la siguiente manera: Ia velocidad de 
nucleacián aumenta, mientras que Ia velocidad de crecimiento 
disminuye a medida que transcurre e! enfriamiento de la solucián. Las 
temperaturas de cristalizacián cercanas a Ia temperatura de saturación 
favorecen e! crecimiento cristalino, mientras que las temperaturas de 
cristalizacián alejadas de la temperatura de saturación favorecen Ia 
nucleaci6n. Al.Ulque los mecanismos dei efecto de la temperatura sobre 
la cinética de cristalizacián no son claros, es posible que e! 
agrupamiento de partículas fluidizadas en la superficie dei cris~ es 
más activo, y así el índice de integración de superficie es más ráptdo a 
temperaturas más altas, por lo cual la velocidad de crecimiento debería 
ser más rápida a temperaturas más altas. 

AI descender la temperatura y contar con una mayor cantidad de 
núcleos en Ia solución, los cuales han sido originados por el choque 
entre cristales, rotura de cristales en crecimiento, desgaste, etc.; el 
soluto dispomllle en el solvente contribuye menormente ai crecimiento 
de los cristales. Por lo tanto la velocidad de nucleación aumenta 
cuml<lo la temperatura disminuye. 

El comportarniento que presentan las distintas salmueras es 
similar a lo encontrado por J. Nyvh ( 1989 ), para Cloruro de Potasio 
utilizando el método mejorado de cristalización batch. Trabajos 
realizados por Quian Ru-Ying y col. (1987), en cristalizadores 
M.S.M.P.R. para Cloruro de Potasio siguen las mismas tendencias. 

FACTOR DE FORMA. 
El factor de forma obtenido experimentalmente para e! Cloruro 

de Potasio a partir de KCI Puro fue de 0 .9, KCI Técnico de 0 .86 y 
Silvinita de 0.56. Esta variedad de resultados es consecuencia de: 

a) El hábito de los cristales en crecimiento se ve afectado por Ias 
fracturas, desgastes y rompimientos ocasionados por choques entre 
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ellos y con Ias paredes dei equipo, debido a Ia alta velocidad de 
agitacián empleada para mantener los cristales en suspensián. 

b) En el momento de nacer los núcleos cristalinos e ir creciendo, 
lo cual lo hacen en pequeílas capas de sóluto que se van 
superponiendo una tras otra en forma ordenada en Ia superficie del 
cristal, se llega a un punto en que las impurezas presentes alteran este 
orden, uhcandose las capas de tal manera que producen aglomeración 
en la superficie dei cristal a medida que este crece, por lo que el cristal 
tiende a perder su forma original cúbica (hábito), adquiriendo cierta 
tendencia elipsoidal. 

E! factor de forma determinado para el cristalizador de 2 litros y 
para e! cristalizador de 12 litros, utilizando idénticas condiciones de 
operación resulto muy similar, lo que indica que éste es independiente 
dei tamaiío dei cristalizador y de la temperatura y dependiente de la 
cantidad de impurezas. 

EFECTO DE LAS IMPUREZAS. 
Para los dos volúmenes se determiná que Ias tasas de crecirniento 

no presentan rnayor diferencia entre los tres sistemas. Estrictamente 
se encontrá que el crecirniento fue rnayor para e! KCI Puro, seguido 
porelKCl Técnico y finalmente por Ia Silvinita. E! rango de variacián 
delcrecimiento tromedio de lastres salmueras está entre 5.1 % y 14.3 
% para el cristalizador de 2 litros, y entre 3.2 o/o y 25 % para el 
cristalizador de 12 litros. 

En cuanto a Ia velocidad de nucleacián existe una diferencia más 
notoria, siendo Ia nucleacián mayor para Ia Silvinita, seguida por e! 
KCI Técnico y luego para el KCI Puro. El rango de variación de la 
nucleación tromedio de las tres salmueras está entre 21 % y 73 % para 
ambos cristalizadores. 

Por lo descrito anteriormente se puede decir que cada sistema 
estudiado presenta una relacián inversa entre el crecirniento y Ia 
nucleacián. Esto se explica debido ai grado de impurezas de cada 
salmuera. Las impurezas generalmente son solubles y hacen 
incrementar o decrecer el grado de crecimiento de los cristales y el 
grado de nucleación, alterando también hábito dei cristal y Ia D.T.C. 
por e! cambio de Ia densidad de poblacián de los núcleos. Si Ia 
velocidad de forrnacián de núcleos varia en presencia de impurezas se 
produce un cambio proporcional ai área superficial de los cristales, 
alterando de esta manera la sobresaturación dei sistema y forzando a 
Ia v.elocidad de nucleacián y crecimiento a variar en sentido opuesto. 

·. Con respecto ai porcentaje de pureza de los cristales de KCI 
obtenidos en el proceso de cristalizacián para Ias tres sales fue de 
99 .9 %, 99.8 % y 99.0 % a partir de KCI Puro, KCI Técnico y 
Silvinita respectivamente. De acuerdo a estos valores se aprecia que 
las impurezas no alteran fuertemente Ia pureza del producto. 
Idealmente se deberian obtener cristales 1 00 % puros, pero Ia 
diferencia correspondeu a residuos de solucián madre impregnada en 
los intersticios y poros de los cristales. 

CORRELACIONES. 
Determinando órdenes cinéticos "b" y "g" para cada sistema 

utilizando el método de regresián no lineal de Marquard, se obtiene Ias 
siguientes ecuaciones para cada sistema: 

V= 2 Lts. 
KCI ·PURO 
B = 9892 EXP(2045 I T) âC2 43 

error = 3.5 %, ds = 5.8 
G = 2.3 * 106 EXP(-5950 I T) âC1 07 

error = 1.4 %, ds = 2.4 
KCI TECNICO 
B = 4.1 • J0·3 EXP(4708 I T) âC 1 74 

error = 3.3 %, ds = 1.74 
G = 6261 EXP(4844 I T) âC092 

error = 1.3 %, ds = 1.74 
SILVINITA 
B = 22.7 EXP(2500 I T) âC238 

error = 4.1 %, ds = 6 .2 
G = 5 .9 • 106 EXP(-6%0 I T) âC 110 

error = 1.6 %, ds = 2.5 



V= 12 Lts. 
KClPURO 
B = 1.7 * 10'3 EXP(4959 I T) âC 196 

error = 3.3 %, ds = 5.8 
G = 2.1*107 EXP(-6670/T) âC096 

error = 1.9 %, ds = 3.1 
KClTÉCNICO 
B = 4.3 • 10·2 EXP(2852 I T) âC 171 

error = 3.0 %, ds = 5.2 .. 
G=3.3 *1QlEXP(-42301T)âC112 

error = 3.0 %, ds = 2.9 
SlLVINITA 
B = 726 EXP(l448 I T) âC252 

error = 3.7 %, ds = 6.5 
G = 4.4 • 107 EXP(-7032 I T) âCu4 

error = 1.2 %, ds = 1.5 

La similitud que presentan los ordenes en ambos cristalizadores 
es la esperada, ya que los ordenes cinéticos solamente dependen del 
sistema cristalizante y son independientes de la temperatura. Los 
valores encontndJs se asemejan a los propuestos por J. Nyvlt (1989), 
para su trabajo con KCl Puro (99.9 %pureza), donde b = 2.76 y 
g=1.19. 

~constantes cinéticas JRSC11tan una mayor diferencia entre sus 
valores, debido a que son sensibles a las dimensiones y estructura dei 
cristalizador. Además son dependientes de la temperatura, 
hidrodinámica y concentración de impurezas. 

EFECTO DE LA ESCALA DEL CRISTALIZADOR. 
Un criterio de agitación fue considerado para escalar 

cristalizadores. La velocidad de agitación constante ( disminuyendo el 
oonsmno de energia especifica), mientras se mantiene una suspensión 
bien mezclada. 

Dos scries de experimentos fueron diseftadas para confrontar este 
aiterio. La primera en un cristalizador de 2 litros de capacidad a una 
velocidad de 800 r.p.m. y la segunda en un cristalizador de 12 litros de 
capacidad a la misma velocidad. Las temperaturas de cristalizaci6n 
fueron las mismas para ambos cristalizadores. El escalamiento se 
aplicó para los tres sistemas en estudio. 

En forma tradicional la ecuación cinética es ( ecuación 18): 

B = K <JI Mi N" d' 

Que el criterio para escalar sea la velocidad de agitación 
cons1aote implica que "h" y "k" son idénticos y como la velocidad de 
agitación N es constante, la ecuación (18 ) queda:, entonces la 
ecuación anterior se simplifica a: 

B = K <JI MT' f1-

Para los dos cristalizadores, se cumple que para idénticos tiempos 
batch (tiempo de operación): 

KCL PURO: 
B = 2.36 • 1013 02·30 MT uo d -4.l 2 

KCL TECNICO: 
B = 7.94. 109 Gl.7l MT11' d .J.7l 

SILVINITA: 
B = 3.10. 1 Q16 02·24 MTL49 d ·2.06 

AI obllc:rvar las com:laciones para cada sistema, se encuentra que 
los exponentes •i" de la velocidad de crecimiento y "j" de la densidad 
de suspe:osion, son muy similares a los encontrados para cada volumen 
cn forma indepcndicnte. Por lo tanto el criterio de agitación constante 
para escalar es corroborado. 

Estos valores se apoximan a los encontrados por Janeke y Larson 
(1972) en cristalización continua de KCl, donde i= 2.55 y j = 0.91 . 
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Un estudio de cristalización y escalamiento de Cloruro de Potasio con 
un significativo grado de impurezas, publicado por Quian Ru-Yin y 
co1. (1987), propone valores de i= 2.78 y j = 0.70 a 1.2, pararangos 
bajos y altos de MT respectivamente. 

La varialie "d", diámetro del agitador presenta un valor negativo 
para su exponente "h" en los tres sistemas. El valor de "h" pareciera 
reflejar una regularización de la correlación, es decir, para un mayor 
diámetro del agitador se tiene una menor nucleación, lo cual coincide 
con lo obtenido experimentalmente. Por lo tanto existe una relación 
inversa entre la velocidad de nucleación y el diámetro del agitador. 

Con respecto a la constante cinética "K", la diferencia entre sus 

valores está sujeta al grado de impurezas de la sal de cada sistema 
Con objeto de apreciar la representatividad de las ecuaciones 

anteriores, se muestra en las figuras 2, 3 y 4 los modelos y los datos 
experimentales para los tres tipos de sales estudiados, en gráfico de 
Ln(BI<Ji) vis Ln(M/ I cf'). 
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Figura 2: Representación de la cinética de cristalización de KCl 
puro 

CONCWS!ONES 

1.-Las temperaturas más altas de cristalización favorecen el 
crecimiento cristalino y desfavorecen la nucleación de cloruro de 
potasio. 

2.-La ~de impurezas en el KCl incrementa la nucleación 
y disminuye el crecimiento cristalino. 

3.- El factor de forma obtenido experimentalmente en los dos 
cristalizadores JH8Cioruro de Potasio a partir de KCl Puro fue de 0.9, 
para KCl Técnico de 0.86 y para Silvinita de 0.56. Estos valores 
difieren dei factor de forma original que es 1. Estos resultados 
indican que éste es independiente del tamafi.o dei cristali7..ador y 
temperatura de cristalización y dependiente de la cantidad de 
impurezas y de la de agitación. 

4.-Para los dos cristalizadores se cumple que para idénticos 
tiempos batch: 

KCL PURO: 
KCL TECNICO: 
SILVINITA: 

B = 2.36 • 1013 02·30 MT 1.5() d -4.)2 

B = 7.94. 109 01.71 MTI.19 d ·l .7l 

B = 3.10. 1016 02·24 MT1.49 d ·2.06 
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Figura 3 : Representación de la cinética de cristalización de KCI 
técnico 
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RESUMO 

O processo de secagem envolvendo a transferência simultânea de calor e massa em solos nas vizinhanças 
de cabos elétricos de potência aterrados é investigado numericamente no presente trabalho. A análise é feita 
para dois tipos de solos, um natural e outro artificial, variando-se a profundidade de aterramento do cabo. 
São utilizadas coordenadas bicilíndricas e os resultados são apresentados na forma de perfis de temperatu
ra e conteúdo de umidade em função do tempo. · 

INTRODUCÃO 

O processo da transferência simultânea de calor e massa em 
meios porosos insaturados está presente em diversas áreas da 
engenharia Exemplos incluem processos quimij:os de secagem e 
umidificação, na engenharia petroquímica, na produção e explo
ração de petróleo e gás natural, em edificações, no estudo do 
conforto térmico, na utilização do solo como isolante ou dissipa
dor de energia em linhas de vapor ou cabos elétricos de potência 
aterrados, entre outros. Este último exemplo é a aplicação da 
análise desenvolvida no presente trabalho. Fundamentalmente, a 
passagem de corrente elétrica no interior dos cabos de potência 
gera calor que necessita ser dissipado pelo meio que o envolve 
sob,pena de danificá-lo por superaquecimento. Este calor gerado 
irt~uz temperaturas altas na superficie dos cabos criando um 
gradiente térmico entre esta e o meio ambiente externo. Devido 
ao aquecimento junto ao cabo a umidade presente nos espaços 
vazios do solo começa a migrar diminuindo gradativamente o 
conteúdo de umidade no solo nesta região; como conseqüência, a 
resistividade térmica do solo próximo ao cabo aumenta conside
ravelmente e o mesmo passa a atuar como um isolante térmico. 
A temperatura superficial do cabo atinge, assim, valores eleva
dos que eventualmente podem ocasionar o rompimento do isola
mento do cabo. Usualmente, a temperatura máxima permitida na 
superficie de um cabo é em torno de 90 °C. 

Até o inicio da década de setenta, as empresas fàbricantes de 
cabos elétricos utilizavam no aterramento de seus cabos o mes
mo solo que originalmente era retirado para a formação da vala e 
diversos problemas de rompimento de cabos devido a problemas 
de superaqueci.inento foram verificados. A partir de então a aná
lise dos processos de secagem devido à migração de umidade, 
que efetivamente ocorrem nas vizinhanças de cabos de potência 
aterrados, passou a influir consideravelmente no projeto destes 
cabos. 

Alterações nas especificações do cabo, tais como a troca do 
material de isolamento ou aumento de sua espessura, são solu
ções teoricamente possíveis para o problema, embora economi
camente inviáveis. A solução para o problema recai então na 
escolha de um material, natural ou artificial, que, mesmo com 
baixo conteúdo de umidade, seja capaz de dissipar uma quanti
dade razoável de calor; estes materiais são usualmente denomi
nados de bacldill. O objetivo deste trabalho é investigar o pro
cesso de dissipação de calor junto a um cabo utilizando dois 
materiais de reaterramento, um natural e outro artificial, e vari
ando-se a profundidade de aterramento do cabo. 
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A correta análise dos fenômenos de transferência que ocor
rem nos materiais de reaterramento é uma tarefa extremamente 
dificil em decorrência de diversos fatores. O primeiro deles rela
ciona-se à própria estrutura do meio, composto por uma com
plexa matriz sólida e uma distribuição aleatória de espaços va
zios. Nestes espaços vazios, denominados poros, coexistem ar, 
vapor d'água e água na forma líquida Outro fator dificultante 
está associado à grande dependência das propriedades difusivas 
e termofisicas do meio com a temperatura e o conteúdo de umi
dade. Finalmente existe o fato de que todos os processos de 
transferência, tanto de calor quanto de umidade (na forma lí
quida ou na forma vapor) são decorrentes de ambos os gradien
tes, térmico e mássico. 

O modelo continuo, discutido por Whitaker (1977) e Bories 
(1991), associado principalmente a Philip e de Vries (1957) para 
a análise do transporte simultâneo de calor e massa em meios 
porosos insaturados, é utilizado no presente trabalho. Neste mo
delo as equações da conservação da massa e da energia são obti
das utilizando-se as leis fenomenológicas da difusão de massa 
(Lei de Darcy para a fase líquida e Lei de Fick para a fase vapor) 
e calor (Lei dé Fourier). As equações assim obtidas trazem ex
plicitamente as influências combinadas dos gradientes de tempe
ratura e conteúdo de umidade nos processos de transporte de 
calor e massa, através de difusividades associadas a estes gradi
entes. 

Para a análise dos resultados apresentados, dois materiais de 
reaterramento foram utilizados; um solo natural, denominado de 
aluvião arenoso e outro solo artificial, doravante chamado ape
nas de bacldill. Estes doh solos são efetivamente utilizados no 
reaterramento de cabos de potência No modelo utilizado neste 
trabalho todas as propriedades difusivas e termofisicas dos ma
teriais soo consideradas variáveis com a temperatura e a umida
de. Para o aluvião arenoso, as expressões analíticas das proprie
dades foram obtidas experimentalmente por Hartley et ai (1982), 
.Hartley e Couvillion (1986) e Hartle&" (1987); para o bacldill as 
expressões analfticas das propriedades foram obtidas por Olivei
ra Jr. (1993) e Damasceno Ferreira (1993). As equações dife
renciais governantes são resolvidas numericamente e de forma 
iterativa utilizando o método dos volumes finitos. A geometria 
do cabo aterrado é simulada utilizando coordenadas bici
lfndricas. A análise do problema transiente de transporte de ca
lor e umidade é feita apresentando perfis de temperatura e umi
dade para vários tempos bem como seus valores junto à superfi
cie do cabo para diferentes profundidades de aterramento do 
cabo. 



EOUACÕES DE TRANSPORTE E FORMULAÇÃO DO 
PROBLEMA 

O mecanismo tisico de transporte de calor e umidade em um 
meio poroso insaturado será discutido sucintamente a seguir. 
Tanto calor quanto umidade (na forma líquida ou na forma va
por) são transportados simultaneamente em decorrência da in
fluência combinada de gradientes de temperatura e de conteúdo 
de umidade. Calor migra essencialmente por condução através 
das partes sólidas (grãos) e também. através dos poros preenchi
dos com líquido. Nos poros preenchidos com ar, a migração de 
calor é predominantemente devido ao transporte de calor latente 
pelo vapor. Os mecanismos responsáveis pelo transporte de lí
quido e vapor por sua vez dependem essencialmente da quanti
dade de água presente no meio. Para um solo relativamente seco 
onde não existe continuidade na fase líquida a água presente 
encontra-se somente absorvida nas paredes dos grãos; este é o· 
chamado estado pendular de um meio poroso. A transferência de 
umidade dá-se através da migração de vapor, que ocorre por 
difusão no ar, de regiões onde a sua pressão parcial é mais alta 
para regiões onde sua pressão parcial é mais baixa. Quando se 
aumenta a quantidade de água nos poros começa a existir pe
quenas pontes ou ilhas de líquido e quando estas pontes unem-se 
umas às outras passa a existir continuidade na fase liquida, ain
da que exista presença de vapor. Neste caso o liquido é trans
portado devido ao gradiente do potencial capilar, ou seja, por 
capilaridade e diz-se que o meio poroso está em estado funicu
lar. Para um aumento adicional do conteúdo de umidade todos os 
poros estilo preenchidos com água, levando à condição de meio 
poroso saturado. Nilo existe mais vapor e, neste caso, Hquido 
somente pode ser transportado devido à diferença de pressão 
hidrostática ou por efeitos de convecçilo natural. 

Os mecanismos de transporte descritos acima são dependen
tes basicamente de três propriedades que necessitam ser obtidas 
experimentalmente a fim de caracterizar um material poroso. 
Estas propriedades são a condutividade térmica efetiva, o po
tencial de sucção e a permeabilidade relativa. A condutividade 
térmica efetiva leva em conta no processo de conduçilo de calor a 
existência de diferentes fases. O potencial de sucção está relaci
onado à energia potencial da água presente nos interstícios da 
matriz sólida, sendo que o seu gradiente é o responsável pela 
tendência da água escoar no interior de um material poroso. A 
permeabilidade relativa está associada ao efeito da presença de 
mais de um fluido nos intersticios da matriz, fazendo com que o 
escoamento de um fluido seja intimamente influenciado pela 
presença do outro fluido. 

A seguir será apresentada a obtençilo das equações diferen
ciais governantes do fenômeno, onde as seguintes hipóteses 
simplificativas são assumidas: 

I. A massa de vapor d'água presente nos poros é negligenci
ável comparada à massa de liquido. 

2. O vapor e o ar contidos nos poros comportam-se como 
gases ideais. 

3. Não há influência do efeito de hist.rese. 
4. O efeito da presença de solutos na água é desprezado. 
5. O meio poroso é isotrópico. 
6. A fase sólida é uma matriz rígida e fixa. 
A equaçilo para o transporte de umidade é obtida partindo-se 

da expressão da conservaçilo da massa que estabelece que: 

: =-V-( jv; jl) (I) 

ondefv é o fluxo de vapor,j1 é o fluxo de líquido, pé a massa 
especifica do liquido e 9 é o conteúdo volumétrico de umidade, 
definido como a razão entre o volume de líquido e o volume 
total, que inclui o volume de vazios e o volume de grilos do meio 
poroso. Vale notar que, conforme estabelecido anteriormente 
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(hipótese I), a massa de vapor foi ignorada em presença da mas
sa de líquido. 

O lado esquerdo da equação (1) representa o acúmulo de 
umidade em um volume infinitesimal de meio poroso. O fluxo 
de vapor iv é obtido a partir da Lei de Fick para a difusão de 
vapor d'água no ar, modificando-a para incluir os efeitos da de
pendência da taxa de difusão com a porosidade, conforme é dis
cutido por Philip e de Vries (1957). São incluídos assim variá
veis relacionadas à tortuosidade do meio poroso e à reduçilo da 
seção de passagem do vapor devido à presença do líquido. A 
expressão final obtida tem a seguinte forma: 

jv = -(DTv VT + Dev V9) 
p 

(2) 

onde DTv e Dav são as difusividades do vapor associadas aos 
gradientes de temperatura e conteúdo de umidade, respectiva
mente. Vale notar que o fluxo de vapor i v está escrito como uma 
soma de duas componentes, uma devido ao gradiente térmico e 
outra devido ao gradiente de umidade. 

O fluxo de líquido }1 pode ser obtido utilizando-se a lei de 
Darcy modificada para ser aplicável a fluxos viscosos em siste
mas porosos não saturados, conforme discutido por Childs e 
Collins-George (1950); a expressão obtida é: 

j 1 =-(Dr,VT+D91V9-KHVz) 
p 

(3) 

onde Dn e D91 silo as difusividades do liquido associadas aos 
gradientes de temperatura e umidade, respectivamente e KH é a 
condutividade hidráulica do meio poroso. O último termo do 
lado direito da equação (3) corresponde à contribuiçilo da açilo 
da gravidade sobre o escoamento de líquido. Neste caso, também 
o fluxo de liquido é escrito como uma soma de duas componen
tes, uma devido ao gradiente de temperatura e outra decorrente 
do gradiente de umidade; a incorporaçilo explícita destes efeitos 
individuais nos fluxos de liquido e vapor constitue a grande 
contribuiçilo do modelo fenomenológico de Philip e de Vries. 

A equação de oonservaçilo de energia em um meio poroso 
não saturado, incluindo o transporte de calor por difusão térmica 
e o calor transportado pelo líquido e vapor, pode ser escrito da 
seguinte forma: 

· ê(Cl) =V.[k.VT+(h 1+hlv)jv+hdd at (4) 

onde T é a temperatura, C é a capacidade calorifica do solo, que 
contém uma contribuiçilo ponderada da capacidade calorifica das 
diversas fases (de Vries 1975); k- é a condutividade térmica 
para o caso hipotético de não existir fluxo de líquido ou vapor; h1 
é a entalpia do líquido e hlv é a entalpia de vaporizaçilo. 

O lado esquerdo da equação (4) representa o acúmulo de 
energia em um volume infinitesimal do meio poroso. O primeiro 
termo do lado direito representa o calor transportado por condu
ção térmica. O segundo termo indica a energia transportada pelo 
vapor na forma de calor sensível e latente enquanto que a ener
gia transportada pelo líquido na forma de calor sensível está 
representada pelo terceiro termo. A equaçilo (4) pode ser sim
plificada considerando que a entalpia de vaporizaçilo hlv é muito 
maior que a entalpia do líquido e que os fluxos de líquido e va
por têm sentidos opostos; o resultado obtido é soma dos efeitos 
de transporte de calor difusivo e transporte de calor latente pelo 
vapor: 

ê(ClJ =V ·(k.VT+hlvjv) at (5) 



As equações da conservação da massa e da energia para o 
problema são obtidas substituindo-se as equações para os fluxos 
de vapor e liquido, equações (2) e (3), respectivamente, nas 
equações (1) e (5). Maiores detalhes sobre a obtenção das equa
ções governantes e das difusividades podem ser encontradas em 
Damasceno Ferreira (1993). As expressões finais serão apresen
tadas considerando o sistema de coordenadas utilizado no pre
sente trabalho e serão mostradas logo a seguir. 

A geometria do problema está esquematizada na Fig. 1 onde 
o sistema de coordenadas bicilíndrico utilizado na simulação do 
cabo aterrado está representado pelas linhas coordenadas 11 e ljl. 
A área hachurada corresponde ao domínio de solução do pro
blema, simplificado devido à simetria do mesmo. 

p 

Cabo Ímpermeável / 

Domlnio de soluçlo 

Fig. 1 - Geometria do problema. 

Considerando os eixos coordenados utilizados, a equação da 
conservação da massa é escrita finalmente como sendo: 

onde DT é a difusividade térmica total (DT• + Dn) e D9 é difusi
vidade isotérmica total (De.+ Det)· As variáveis~ e &v (sendo 
que g =~·&v) são os coeficientes métricos do mapeamento que 
transforma o sistema de coordenadas bicilíndrico no sistema 
cartesiano, conforme discutido com maiores detalhes por Da
masceno Ferreira (1993). 

A equação da conservação da energia tem finalmente a se-, 
guinte forma: 

As condições iniciais e de contorno que devem ser satisfeitas 
pelas equações (6) e (7) podem ser visualizadas na Fig. 1. No 
inicio do processo todo o meio está a uma temperatura e um 
conteúdo de umidade constante e igual a Ti e ai,' respectivamen-
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te. Na superficie externa, tem-se troca de calor por convecção c 
assume-se tal superficie impermeável ao fluxo de massa. Na 
superficie do cabo, também impermeável ao fluxo de massa, há 
um fluxo de calor prescrito. 

METOOOLOOIA DE SOLUCÃO 

As equações diferenciais governantes do problema, equações 
(6) e (7), foram resolvidas numericamente utilizando o método 
dos volumes finitos (Patankar, 1980), com a integração temporal 
utilizando um esquema implfcito. Na discretização do domínio 
de solução, mostrado na Fig. 1, foram utilizados 100 volumes de 
controle na direção ,, com refino de malha na região próxima ao 
cabo, e 30 volumes de controle na direção 'I'· O intervalo de 
tempo escolhido era igual a 1 O s no inicio do processo, sendo 
que o seu valor era aumentado a cada iteração, até um máximo 
de 1 hora, aproxim~amente. A escolha tanto do número de vo
lumes de controle quanto do intervalo de tempo levaram em 
conta o compromisso entre a precisão da solução numérica e o 
tempo computacional. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

A análise do processo de secagem de solos que envolvem 
cabos de potência aterrados é feita considerando como material 
de reaterramento dois solos, um natural e outro artificial. O 
conteúdo inicial de umidade do solo foi mantido em O, 15 para o 
aluvião arenoso e 0,06 para o bacldill. Estes valores foram esco
lhidos por estarem um pouco acima do ponto correspondente à 
transição entre os estados funicular e pendular destes materiais 
(0, 13 e 0,04 para o aluvião arenoso e para o bacldill, respecti
vamente). Como será discutido mais adiante é exatamente nas 
proximidades deste valor de conteúdo de umidade que o meio 
passa a sofrer um processo mais intenso de secagem. 

A temperatura inicial do solo e a temperatura ambiente são 
mantidas constantes e iguais a 20 °C; o coeficiente de transfe
rência de calor convectivo na superficie ambiente é mantido em 
15 W/m2.s, simulando a existência de uma corrente de ar nesta 
snperficie. Os resultados apresentados foram obtidos conside
rando o raio cabo é igual a 0,05 m e a potência dissipada pelo 
mesmo de 40 W/m. A fim de se avaliar a influência da profundi
dade de aterramento do cabo nos processos de secagem foram 
feitas simulações considerando que o cabo está aterrado a I, 2 e 
1 00 m da superficie. 

A Fig. 2 apresentam os valores da temperatura junto à su
perficie do cabo como função do tempo. O parâmetro de curva é 
a profundidade de aterramento do cabo; as linhas mais finas 
correspondem ao aluvião arenoso, as linhas mais grossas ao 
bacldill, e as linhas tracejadas à situação inicial. 

A análise desta figura revela o intenso aquecimento que 
ocorre para o solo natural (aluvião arenoso) em comparação com 
o solo artificial (bacldill). Para a as três profundidades de ater
ramento mostradas, a temperatura na superficie do cabo ultra
passa a de 70 oç mostrando que, sob o ponto de vista térmico, o 
solo aluvião arenoso não é efetivamente recomendado para uso 
no aterramento de cabos de potência. Para as curvas correspon
dentes ao bacldill e para as profundidhdes de aterramento de 1 e 
2 m, observa-se a existência de patamares indicando que o esta
do estacionário foi atingido. Estes patamares não se formam para 
o solo aluvião arenoso, indicando um processo continuo de 
aquecimento, mesmo para tempos muito altos. Vale salientar 
que a simulação mostrada corresponde a um tempo real de mais 
de três anos. 

Com relação à profundidade de aterramento, observa-se que 
para tempos pequenos não há influência da profundidade no 
processo de aquecimento; à medida que o tempo passa, contudo, 
tem-se um aumento na temperatura do cabo que é tanto maior 



· quanto maior a profundidade. Com efeito, no inicio do processo 
de aquecimento, a presença da fronteira relativa à superficie do 
meio ambiente não é "sentida" pela região mais próxima ao 
cabo. Para tempos maiores, a frente de aquecimento avança wa 
longe do cabo e passa a sofrer a influência do contorno externo. 
Para o caso da profundidade igual a 100 m, pode-se considerar 
que não há fronteira externa e a temperatura no cabo aumenta 
indefinidamente. Para a profundidade igual a 2 m, entretanto, 
observa-se a existência de um patamar indicando que o regime 
estacionário foi atingido; além disto, a temperatura no cabo é 
maior do que aquela correspondente à profundidade de 1 m. 
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Fig.2 - Temperatura no cabo 

A Fig. 3 apresenta os valores do conteúdo de umidade, adi
mensionalizado em relação ao conteúdo inicial de umidade, 
junto à superficie adjacente ao cabo. Tais conteúdos de umidade 
estão em função do tempo para os dois materiais e para as três 
profundidades. 
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Fig. 3 - Conteúdo de umidade adimensional no cabo 

As curvas correspondentes ao solo aluvião arenoso mostram 
um processo intenso de secagem, atingindo inclusive a situação 
de secagem total; para o backfill, tem-se curvas que mostram a 
secagem relativamente intensa do solo, e também a tendência de 
que o estado estacionário seja atingido sem que o solo seque 
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completamente. Para as curvas do solo aluvião arenoso, observa
se que ocorre uma pequena diferença entre elas, para tempos 
maiores, fàzendo com que o solo que envolve o cabo que tem 
maior profundidade atinja a secagem total com menor tempo. 
Isto ocorre pelas mesmas razões discutidas anteriormente. Para 
as curvas do backfill, observa-se um decaimento que é tanto 
mais acentuado quanto maior a profundidades de aterramento 
indicando que o solo atinge um ponto onde a variação das pro
priedades pode ocasionar um processo mais efetivo de secagem. 

As Figs. 4 e 5 apresentam as distribuições de temperatura e 
conteúdo de umidade adimensional, respectivamente, ao longo 
de uma linha hori:mntal traçada na altura da profundidade. 
Neste caso, o parâmetro de curva é o tempo que varia deste valo
res próximos ao inicio do processo até tempos onde assume-se 
estado estacionário. A profundidade de aterramento foi mantida 
no valor intermediário de 2 m; a fim de se evitar um acúmulo de 
curvas, optou-se por mostrar a distribuição para o backfill ape
nas na situação de estado estacionário. 

) 
~ 

1 
::J 

-8 

100-.-------------------------------------. 

80 

ô 
-80 

L 
20 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 
ln(xlralo) 

Aluvllo Arer1oeo 

Backftll 

2.5 3.0 

Fig. 4 - Distribuições de temperatura 

1.30 
AluviAo Arenoeo 

1.20 
BackftU 

1.10 
-1 t-37.2 h 

1.00 

0.90 

I 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

Ln( x/raio) 

Fig. 5 - Distribuições de umidade adimensional 

As distribuições de temperatura e de umidade mostram os 
avanços das frentes de aquecimento e de secagem à medida que 
o tempo evolui. Observa-se ainda que ocorre uma variação na 
inclinação das curvas de temperatura e um decaimento brusco 



nas curvas de umidade para uma determinada posição (note que 
esta posição é a mesma nos dois gráficos). Quando a umidade 
atinge o ponto de transição entre os estados funicular e pendular, 
6 aproximadamente igual a 0,13 para o aluvião arenoso e apro
ximadamente igual a 0,04 para o bacldill, ocorre uma secagem 
intensa do solo. O processo de secagem, que antes era governado 
pelo coeficiente Dn• uma vez que existia continuidade da fase 
líquida, passa a ser governado pelo coeficiente Drv• devido à 
presença de vapor nos poros, cujo valor, nesta região de conteú
do de umidade, é relativamente maior propiciando, assim, uma 
secagem mais intensa. A grande variação das propriedades nesta 
região de transição é a responsável pela ocorrência das variações 
nas inclinações das curvas de distribuição de temperatura. 

Outra característica que pode ser observada nas curvas de 
umidade é o aumento dos conteúdos de umidade além- do conte
údo inicial. No inicio do processo a água presente nos poros da 
região próxima ao cabo evapora e começa a migrar para longe do 
cabo; encontra regiões mais frias e condensa-se, aumentando o 
conteúdo de umidade. Nestes casos, longe do cabo tem-se ainda 
o conteúdo de umidade igual ao inicial, conforme pode ser ob
servado nas curvas correspondentes aos tempos de 37,2 horas, 
12,5 dias e 169 dias. À medida que o processo evolui, o conteú
do de umidade nas regiões mais afastadas do cabo aumenta além 
do conteúdo inicial devido ao acúmu1o de umidade proveniente 
da condensação do vapor nas regiões frias. 

Com relação à comparação entre os dois materiais de reater
ramento, observa-se que a distribuição de temperatura, no estado 
estacionário, para o bacldill tem valores inferiores aqueles en
contrados para o aluvião arenoso, corroborando o que já havia 
sido observado anteriormente. Na curva de distribuição de umi
dade, para estado estacionário, para o solo aluvião arenoso pode
se obse.rvar a secagem completa do solo próximo ao cabo, o que 
não ocorre para o bacldill 

As Figs. 5 e 6 apresentam as distribuições de temperatura e 
conteúdo de umidade adimensional, para o estado estacionário, 
para os dois materiais tendo a profundidade de aterramento 
como parâmetro de curva 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
Ln(xlraio) 

Fig. 5 - Distribuições de temperatura para estado estacionário 

As mesmas características comentadas anteriormente a res
peito da passagem pelo ponto de transição dos estados pendular 
e funicular podem ser observadas nestas figuras, especialmente 
nas curvas do bacldill; ocorre uma variação nas inclinações das 
curvas de temperatura e um decaimento brusco nas curvas de 
umidade. Com relação à comparação entre os dois materiais 
observa-se novamente que os valores de temperatura atingidos 
pelo bacldill são muito inferiores aos valores correspondentes ao 
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aluvião arenoso e que a secagem total do solo somente ocorre 
para este último, indicando, mais uma vez, que o solo artificial 
(bacldill) é um material efetivamente mais eficiente sob o ponto 
de vista de dissipação térmica. 

A comparação entre as curvas para as diferentes profundida
des de aterramento mostra que, conforme o esperado, quanto 
maior a profundidade de aterramento mais intenso é o processo 
de aquecimento e de secagem do solo. Com efeito, a presença da 
fronteira externa relativa ao meio ambiente mais próxima ao 
cabo tende a minimizar o processo de aquecimento pois possi
bilita uma maior troca térmica entre o solo e o meio externo. À 
medida que a profundidade de aterramento aumenta esta frontei
ra se distancia do cabo fazendo com que a temperatura no solo 
aumente propiciando também uma maior secagem do solo. 
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Fig. 6 - Distribuições de umidade adimensional para estado es
tacionário 

CQNCLUSÕES 

O presente trabalho analisou o fenômeno da transferência 
simultânea de calor e massa em solos que envolvem cabos de 
potência aterrados. A análise deste fenômeno é de fundamental 
importância para o projeto destes cabos, pois é através dela que 
se prevê os processos de secagem evitando assim o eventual 
rompimento do isolamento do cabo, caso a temperatura do solo 
atinja um determinado valor limite. 

Este processo envolve fundamentalmente o transporte de 
calor e umidade (na forma líquida e na forma vapor) em meios 
porosos insaturados e foi descrito matematicamente utilizando o 
modelo continuo primeiramente apresentado por Philip de De 
Vries (1957). Neste modelo as leis fenomenológicas de Fick, 
Darcy e ·Fourier são utilizadas nas equações de conservação de 
massa e energia e as equações resultantes trazem explicitamente 
as influências combinadas dos gradientes de temperatura e con
teúdo de umidade em ambos os processos de transferência de 
calor e de massa. O objetivo deste trabalho foi investigar o pro
cesso de secagem que ocorre em dois materiais de reaterramento 
distintos, um natural e outro artificial, variando-se a profundida
de de reaterramento do cabo. Todas as propriedades de transpor-
te utilizadas no modelo matemático foram consideradas variáveis 
com a temperatura e o conteúdo de umidade. As equações dife
renciais governantes do problema, equações da conservação da 
energia e da massa, foram resolvidas numericamente utilizando 
a técnica dos volumes finitos. A simulação da situação real de 
aterramento de um cabo de potência foi feita utilizando coorde- ' 
nadas bicilíndricas. 



Os resultados obtidos da comparação entre os dois materiais 
de reaterramento revelou que o material artificial (bacldill) é 
mais eficiente sob o ponto de vista de dissipação térmica quando 
comparado ao material natural (aluvillo arenoso). Em todas os 
casos vistos a temperatura na regillo próxima ao cabo para o 
bacldill é muito inferior do que a temperatura para o solo aluvi
llo arenoso. Nas curvas de umidade, este efeito é verificado atra
vés do atenuamento do processo de secagem. Nas curvas corres
pondentes às distribuições de temperatura e de conteúdo de 
umidade adimensional observa-se claramente o avanço das 
frentes de aquecimento e de secagem; também pode-se notar a 
passagem pelo ponto de conteúdo de umidade onde deixa de 
existir continuidade na fase liquida, ou seja. quando o meio pas
sa do estado fimicular para o estado pendular. Com relaçllo ao 
efeito da profundidade de aterramento, os resultados mostraram 
que para tempos pequenos não há influência da profundidade 
nos processos de aquecimento e secagem do solo; para tempos 
maiores observou-se que quanto maior a profundidade de ater
ramento menor a troca de calor pela superficie externa e, portan
to, maior é o aquecimento e a secagem do solo na regillo próxi
ma ao cabo. 
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ABSTRACT 

The present work deals with the drying process that involves 
simultaneous heat and mass transfer in soils surrounding under
ground electric power cables. A numerical analysis is performed 
using a control volume method in conjunction with a bicylindri
cal coordinate system to simalate the buried cable. Two different 
soils are investigated as burying material, one natural and other 
artificial. The results are presented in the form of temperature 
and nondimensional moisture content profiles as a function of 
time, for different burying depths of the cable. 
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SUMÁRIO 

Neste trabalho se utiliza a técnica da ref/ectometria no domínio do tempo (RDT) na medição do conteúdo 
de umidade de solos com umidade distribuída desuniformemente. Inicialmente estuda-se o caso de duas 
camadas de solo sobrepostas. Cada camada possui umidade uniformemente distribuída. A seguir, realizam-se 
experimentos de infiltração, que permitem verificar como a técnica RDT detecta o movimento da umidade no 
solo. Verificou-se que a técnica RDT pode ser usada com sucesso na determinação da posição onde ocorre a 
maior variação de umidade bem como na mediçiio do conteúdo de umidade de cada camada. 

INTRODUÇÃO 

A técnica da reflectometria no domlnio do tempo (Fellner
Feldegg, 1969) vem demonstrando, nos últimos anos, ser um 
método confiável para a determinação do conteúdo de umidade 
de solos onde a umidade está distribulda uniformemente. Topp et 
ai. (1980) mostraram que o conteúdo de umidade de solos pode 
ser determinado com uma incerteza de medição de ·1,3 %. Larrosa 
(1996), estudando um tipo de solo artificial, também constatou 
que as incertezas de medição do conteúdo de umidade são muito 
pequenas. 

Embora casos onde a umidade esteja homogeneamente 
distribulda sejam muito importantes, em muitas situações, a 
umidade não se distribui uniformemente. Um caso tlpico é o da 
infiltração de água em solos em decorrência de chuvas ou de 
irrigação. Nessas situações, em geral, se deseja conhecer duas 
variáveis, o conteúdo de umidade médio num dado volume, e a 
quantidade de água infiltrada no solo. Uma outra situação prática, 
que foi a motivadora para o presente trabalho, é a secagem do 
solo próximo a cabos elétricos subterrâneos de alta tensão devida 
ao aquecimento da superficie do cabo. Nesses casos se deseja 
conhecer qual é a posição da frente de secagem e qual é o 
conteúdo de umidade do solo próximo ao cabo (Freitas et ai. , 
1996). No presente trabalho pretendc:-se utilizar a técnica RDT 
com três objetivos principais: monitorar o processo de 
transferência de umidade através de frentes de umidificação, 
determinar o conteúdo de umidade da porção de solo a montante 
da frente de umidificação e medir o conteúdo de umidade· médio 
no volume ocupado pela sonda (sensor de umidade). Para a 
execução do presente trabalho foram construídas duas bancadas 
experimentais. As bancadas são compostas de uma ou mais 
sondas, um testador de cabo tipo RDT, um micro-computador e 
um tubo de Mariotte (bancada de infiltração). A primeira bancada 
foi elaborada para a execução de experimentos estáticos. Nesse 
tipo de ensaio a sonda atravessa duas camadas com tamanhos e 
umidades conhecidas. Foram testados os casos de camada úmida 
sobrepondo camada seca e vice-versa. Os experimentos 
dinâmicos foram realizados em seguida. Realizaram-se 
experimentos de infiltração horizontal em colunas de solo 
homogêneas e unidimensionais. 

Os resultados experimentais comprovaram a capacidade do 
RDT em determinar o conteúdo de umidade médio do solo. Além 
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disso, utilizando a metodologia proposta por Topp et ai. (1982), 
verificou-se a viabilidade do RDT em detectar e monitorar 
frentes de umidificação e medir, com relativa precisão, o 
conteúdo de umidade a montante da frente, conhecido o conteúdo 
de umidade inicial da coluna de solo. 

TEORIA 

O reflectômetro no domlnio do tempo é um equipamento que 
gera um pequeno pulso de tensão que se propaga através de uma 
linha de transmissão ou sonda. Toda vez que existir uma 
descontinuidade, ou seja, mudanças na constante dielétrica do 
meio que circunda a sonda, parte desse pulso é refletido de volta 
e parte atravessa essa descontinuidade. Os tempos relativos, a 
cada reflexão, são todos medidos pelo equipamento. 

Para uma sonda de comprimento L, a velocidade média que o 
pulso leva para ir do início até o final da sonda e retornar é: 

V= 2L 
t 

onde t é o tempo total de viagem do pulso. 

(1) 

Por outro lado, a velocidade da onda eletromagnética numa 
linha de transmissão é apenas função do meio no qual se propaga. 
No caso de solos, ver Topp et ai . (1980) ou Davis and Chudobiak 
(1975), têm-se que: 

V=-c-
.JK: 

(2) 

onde c é a velocidade da onda eletromagnética no vácuo (3x108 
m/s) e Ka é a constante dielétrica aparente do solo. 

Igualando a Eq. (1) à Eq. (2), e rearranjando, têm-se: 

K =(~)2 
• 2L 

(3) 

Portanto, a partir da Eq. (3), é possível determinar a constante 
dielétrica do solo e com base na curva de calibração determinar o 



conteúdo de umidade desse solo. 
Se uma sonda é introduzida de forma a atravessar duas ou 

mais camadas de solo com umidades diferentes, o RDT 
apresentará os pulsos relativos a cada mudança da umidade do 
meio, pois nesse caso cada camada de solo apresenta uma 
constante dielétrica diferente (a constante dielétrica é uma função 
forte do conteúdo de umidade). Um aspecto do traço obtido pelo 
equipamento quando a camada seca antecede a camada úmida é 
apresentado na Figura 1. 

superffcie de 
separaçlo 

' 
sonda 

camada camada 

---~ ~~ 

2 4 6 8 10 

Tempo de propagação do pulso (ns) 

Figura I - Camada seca antecedendo a camada úmida. 

A determinação da posição da superficie de separação entre 
duas camadas com umidades diferentes, bem como a obtenção da 
umidade média de cada camada, é possível, desde que uma 
condição de contorno seja conhecida. Se a umidade (8v) da 
camada seca é conhecida, então através da curva de calibração do 
solo determina-se a constante dielétrica aparente (Ka) dessa 
camada. Portanto, se cada trecho da curva obtida possa ser 
considerado como uma curva independente, então, através da Eq. 
(3), o comprimento da camada seca (camada S) pode ser obtido 
através da seguinte equação: 

cts 
Ls = 2~K•s (4) 

Como o comprimento da sonda (L) é conhecido, a espessura 
da camada úmida (camada U) pode ser obtida de: Lu= L - Ls . 
Dessa maneira, a constante dielétrica da camada úmida será: 

c tu 
K•u = CLu )

2 

(5) 

e, através da curva de calibração, obtêm-se o conteúdo de 
umidade da camada úmida. Um procedimento semelhante seria 
utilizado se fosse conhecido o conteúdo de umidade da camada 
úmida, ou a posição da superficie de separação. É importante 
ressaltar que nessa análise considerou-se ts + tu = t, ou seja, o 
tempo para que o pulso atravesse a camada seca mais o tempo 
que o pulso leva para cruzar a camada úmida é igual ao tempo 
total. Portanto, são desprezadas as múltiplas reflexões que 
ocorrem na interface (Topp et ai., 1982). 

MATERIAIS E MÉTODOS 

Calibração. Os ensaios foram realizados com um solo 
artificial, denominado backfill, que é utilizado no aterramento de 
cabos elétricos subterrâneos de alta tensão. Esse tipo de solo 
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possui características dielétricas diferentes de solos naturais, e 
essa foi a razão para a realização de uma calibração específica. 

Na Figura 2 é apresentado um desenho esquemático da 
bancada de calibração. Utilizaram-se sondas com três hastes 
conforme a configuração proposta por Zegelin et ai. (1989). 

sonda • 3 hastes + base 

~ 
cabo coaxial 

Figura 2 - Bancada utilizada para calibração. 

Realizaram-se mais de 50 experimentos onde se variou o 
comprimento das hastes (L), e a distância entre hastes (S). O 
diânletro das hastes ( d) não foi alterado durante os experimentos. 

Nos ensaios de infiltração utilizaram-se sondas pequenas e de 
base retangular. Como a resposta desse tipo de sonda é diferente 
da sonda utilizada para a calibração do backfill, optou-se por 
realizar uma calibração especifica. Na Figura 3 são apresentados 
os resultados da calibração efetuada para o backfill, tanto para as 
sondas de base circular quanto para as sondas de base retangular. 
Nesta figura também é apresentada a curva de Topp et ai. (1980), 
que estudou quatro tipos de solos naturais. Os detalhes relativos à 
calibração do solo bem como a avaliação da geometria da sonda 
na resposta do equipamento podem ser vistos no trabalho de 
Larrosa et ai. (1995). No trabalho de Larrosa (1996) são 
discutidas as diferenças encontradas entre as curvas de calibraÇão 
das sondas de base circular quando comparadas às sondas de base 
retangular. 
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Figura 3 - Curva de calibração do solo artificial utilizado. 

A curva de calibração das sondas de base circular é: 

e v = -0,195 + 0,0637K. - 0,00373K: + 8,39 X 10-5 K! (6) 

Para as sondas de base retangular, têm-se: 

e v= -0/186+ 0,0681K. -0,00391K! + 7,46 X 10-5 K! (7) 



Experimentos Estáticos. A bancada usada nos ensaios 
estáticos foi a mesma utilizada para a calibração dos solos 
(Figura 2). Entretanto, neste caso, colocou-se uma chapa de PVC 
(2 mm de espessura) para separar a camada úmida da camada 
seca. Verificou-se que a chapa de PVC não alterou o sinal 
produzido pelo equipamento, uma vez que a sua espessura é 
muito pequena. 

Foram realizados 8 ensaios com o backfill. Utilizou-se uma 
sonda com L= 250 ± 0,1 mm, S = 17,3 ± 0,5 mm e d = 2,5 ± 
0,05 mm. Em 5 ensaios a camada seca antecedia a camada úmida, 
enquanto nos três ensaios seguintes, colocou-se a camada úmida 
antes da camada seca. Portanto, tratavam-se de ensaios com 
degraus de umidade bem definidos. Nos experimentos realizados 
variou-se o conteúdo de umidade e a espessura de cada camada. 
Ambos, os parâmetros, eram conhecidos. 

A principal vantagem desse tipo de ensaio é permitir o 
conhecimento mais preciso do traço obtido pelo RDT. Como 
todas as variáveis são conhecidas é possível se determinar com 
precisão o ponto referente à fronteira entre as camadas. 

Experimentos Dinâmicos. A bancada utilizada nos 
experimentos de infiltração é mostrada na Figura 4. Nessa 
bancada a coluna de solo é colocada horizontalmente e o 
processq.de infiltração é realizado a uma pressão negativa (ljl). 

1 sonda transversal 1 sonda 
longitudinal 

\ 

Figura 4 - Bancada utilizada nos ensaios de infiltração horizontal. 

Foram executados dois ensaios de infiltração horizontal em 
coluna unidimensional semi-infinita. No primeiro ensaio foi 
instalada somente uma sonda circular longitudinal (L = 248,0 ± 
0,1 mm, S = 25 ± 0,5 mm e d = 2 ± 0,05 mm), enquanto no 
segundo ensaio instalou-se uma sonda transversal (L = 80,7 ± O, I 
mm, S = 12 ± 0,5 mm e d = 2 ± 0,05 mm) além da sonda 
longitudinal. Essas duas sondas foram colocadas de forma a não 
haver cruzamento dos campos elétricos e magnéticos. Nesses 
arranjos a sonda transversal é utilizada para medir a umidade 
média numa seção da coluna de solo, e compará-la com os 
resultados obtidos pela sonda circular longitudinal. 

A posição da frente de molhamento e o tempo de infiltração 
foram anotados diversas vezes. Dessa maneira foi possível 
comparar o valor da posição da frente determinada com o RDT, 
com aquele determinado visualmente. No segundo ensaio, com as 
duas sondas, além da posição da frente, era possível comparar o 
valor do conteúdo de umidade medido com a sonda longitudinal 
com aquele medido com a sonda transversal. Nesse caso, o valor 
de 9v obtido com a sonda longitudinal deve ser ligeiramente 
inferior ao valor de 9v obtido com a sonda transversal, já que a 
sonda longitudinal mede o conteúdo de umidade médio desde a 
frente de molhamento até o final das hastes. 

RESULTADOS OBTIDOS 

Experimentos Estáticos. Na Figura 5 são apresentados dois 
traços obtidos durante os experimentos estáticos. Em um dos 
traços mostra-se a configuração típica do sinal obtido pelo RDT 
para camada seca antecedendo a camada úmida. -'o outro traço 
indica a configuração oposta. 

............. 

úmido-seco 

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 

Tempo de propagação do pulso (ns) 

Figura 5 - Ensaios estáticos. Camadas seca-úmida e úmida-seca. 

Na Tabela 1 e nas Figuras 6 e 7 são apresentados os 
resultados obtidos nos experimentos estáticos. Nesses casos, o 
subíndice 1 ou 2 indica a camada a que se refere a variável. A 
camada 1 é a camada mais próxima da base da sonda e a camada 
2 a mais distante. Para utilizar a metodologia apresentada, o 
conteúdo de umidade da camada 1 é suposto conhecido. 

Tabela I - Resultados obtidos nos experimentos estáticos. 

Exp Conf. 9vt Lt real Lt 9v2 re~l 9v2 
(m3Jm3) (m) RDT (m3fm ) 

(mRJ?~3) (m) 

S/U 0,0303 0,120 0,130 0,141 0,138 
± 0,0010 ± 0,002 ± 0,002 ±0,005 ± 0,005 

2 S/U 0,0221 0,120 0,126 0,099 0,099 
± 0,0007 ± 0,002 ± 0,002 ± 0,003 ± 0,006 

3 S/U 0,0490 0,060 O ,o? O 0,082 0,105 
± 0,0016 ± 0,002 ± 0,002 ± 0,003 ± 0,002 

4 S/U 0,0529 0,060 0,068 0,110 0,103 
± 0,0018 ± 0,002 ±0,001 ± 0,004 ± 0,002 

5 S/U 0,0702 0,060 0,062 0,153 0,181 
± 0,0024 ± 0,002 ± 0,002 ± 0,005 ± 0,003 

6 U/S 0,137 0,185 0,174 0,055 0,063 
± 0,005 ± 0,002 ± 0,004 ± 0,002 ± O,Q20 

7 U/S 0,136 0,150 0,132 0,088 0,094 
± 0,005 ± 0,002 ± 0,003 ± 0,003 ± 0,010 

8 U/S O, 111 0,180 0,178 0,059 0,092 
± 0,004 ± 0,002 ± 0,003 ±0,002 ± 0,017 
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os resultados. 

Uma característica interessante de ser observada é que o RDT 
mede o conteúdo de umidade médio do solo. No caso de vãrias 
camadas, o valor de 9v obtido é a média ponderada por volume 
dos conteúdos de umidade de cada camada. Na Figura 8 são 

mostrados os resultados de (ev )RDT x(ev ),caJ· 
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Figura 8 - Conteúdo de umidade médio medido com o RDT 
versus valor determinado gravimetricamente. 

Experimentos Dinâmicos. Antes de realizar a infiltração se 
determinou a constante dielétrica da camada I. O valor 
encontrado foi Kal = 4,016 ± 0,006, referente ao conteúdo de 
umidade 9vl = 0,0060 ± 0,0002 cm Esses valores foram 
utilizados como condição de contorno para o cãlcúlo da posição 
da frente de molhamento (em relação à base da sonda) e do 
conteúdo de umidade médio do volume de solo a montante da 
frente. Na Tabela 2 e na Figura 9 são apresentados os resultados 
obtidos no primeiro ensaio de infiltração. A frente de 
umidificação avança da extremidade da sonda (camada 2) à base 
desta (camada I). 

Tabela 2 - Resultados obtidos no primeiro ensaio de infiltração. 

Tempo L1 real Lt RDT Ka2 RDT 9v2 RDT 
(s) (m) (m) (cm3/cm3) 

o 0,241 ± 0,005 0,228 ± 0,004 13,8 ± 5,9 0,19 ± 0,05 
4800 0,221 ± 0,005 0,221 ± 0,004 12,1 ±3,8 0,18±0,04 
6000 0,215 ± 0,005 0,218 ± 0,004 12,1 ± 3,5 0,18 ± 0,04 
10200 o, 198 ± 0,005 0,204 ± 0,004 11,4 ± 2,2 0,17 ± 0,02 
21000 O, 168 ± 0,005 O, 169 ± 0,003 10,0 ± 1,1 O, 15 ± 0,02 
25800 O, I 55 ± 0,005 O, 157 ± 0,003 10,5± 1,0 0,16±0,01 
28500 0, 148 ± 0,005 0,151 ± 0,003 10,2 ± 0,9 O, 16 ± 0,01 

Nota-se, da Tabela 2, que as incertezas de medição da 
constante dielétrica e, conseqüentemente, do conteúdo de 
umidade da camada 2 são bastante grandes. Para a primeira 
situação, quando a frente de umidificação se situa bem na 
extremidade da sonda, a incerteza de Ka chega;· a 43 %. 
Entretanto, a incerteza vai diminuindo conforme o comprimento 
da camada úmida (2) vai aumentando. 

No segundo experimento de infiltração foram introduzidas 
duas sondas. Manteve-se a sonda longitudinal (long.) e colocou
se uma sonda transversal (transv.) ao escoamento. Na Tabela 3 e 
nas Figuras 9 e I O são mostrados os resultados obtidos neste 
segundo experimento. A constante dielétrica da camada I é 3,857 
± 0,006, referente a um conteúdo de umidade zero. 



Tabela 3 - Resultados obtidos no segundo ensaio de infiltração. 

L 1 real LlRDT Ka2 9v2 RDT Ka2 9v2 RDT 
(m) (m) RDT (transv .) RDT (long.) 

(transv.) (cm3/cm3 ( long.) (cm3/cm3 
) ) 

o, 155 0,148 8,12 0,149 10,3 0, 157 
± 0,005 ± 0,003 ± 0,12 ± 0,002 ± 0,7 ± 0,008 

O, 152 0,147 8, 14 0,149 11 ,1 0, 167 
± 0,005 ± 0,003 ± 0,12 ± 0,002 ±0,7 ± 0,008 

0,143 0,139 8,24 0,151 10,8 0,162 
± 0,005 ± 0,003 ± 0,12 ± 0,002 ±0,7 ± 0,008 

0,134 0,131 8,24 0,151 10,6 0,162 
± 0,005 ± 0,002 ± 0,12 ± 0,002 ±0,6 ± 0,007 

0,128 0,126 8,38 0,154 10,8 0,164 
± 0,005 ± 0,002 ± 0,12 ± 0,002 ± 0,6 ± 0,007 
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Figura 9 - Resultados do primeiro e segundo experimentos. 
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A Figura 11 foi colocada com o objetivo de ilustrar como o 
RDT detecta o avanço de uma frente de umidificação. Nesta 
ilustração são mostrados 3 traços obtidos em tempos distintos, 
:; ade fica claro que a frente avança da direita para a esquerda (da 
extremidade para a base da sonda). 

L..!_dJ.L..!._WlJJ ~~IJ.I I j ,j,j,! I I I),),! I L..Ll.ililJ.....LJd.J..L..Lld.L!..J..Jllti..t.L.! d.!.L..Lit 
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Tempo de propagação do pulso (ns) 

Figura 11 - Monitoramento do avanço da frente de umidificação 
com o uso do RDT. 

DISCUSSÃO E CONCLUSÕES 

Antes de passar à discussão dos experimentos estáticos e 
dinâmicos, é conveniente ressaltar alguns detalhes de âmbito 
geraL 

Apesar do traço do RDT apresentar todas as variações de 
impedância, relativas às mudanças na constante dielétrica do 
meio, é necessário conhecer uma condição de contorno para 
determinar a posição da superfície de separação entre duas 
camadas e o conteúdo de umidade médio de cada camada. Essa 
restrição se verifica pois o número de equações obtidas é sempre 
inferior ao número de variáveis. Uma forma alternativa de 
resolver este problema é se colocar duas sondas. Uma das sondas 
forneceria a condição de contorno necessária, enquanto a outra 
sonda determinaria os valores desejados. 

A despeito das limitações da técnica, felizmente, em 
problemas práticos sempre existe a possibilidade de conhecer 
uma condição de contorno. Por exemplo, no caso de cabos 
elétricos subterrâneos de alta tensão, o conteúdo de umidade do 
solo distante do cabo é uma variável que pode ser determinada. 
Dessa forma, é possível monitorar o processo de secagem do solo 
próximo ao cabo. 

Experimentos Estáticos. Estes experimentos foram divididos 
em dois tipos. No primeiro tipo, a camada seca antecedia a 
camada úmida e no segundo tipo a camada úmida vinha antes da 
camada seca, tomando a base da sonda como referenciaL 
Verifica-se a partir da Tabela I e da Figura 6 que no caso de 
camada seca antecedendo a camada úmida existe uma super
estimativa da posição da superficie de separação, enquanto no 
caso de camada úmida antecedendo a camada seca, ocorre o 
oposto. Estes desvios são conseqüência das dificuldades de se 
interpretar o traço obtido pelo RDT, em especial quando a 
camada úmida antecede a camada seca. Neste caso, verificou-se 
que o ponto de separação entre camadas se situa um pouco a 
frente do ponto de intersecção entre as retas tangentes (Figura 5). 
Como não existe um critério definido para se estabelecer com 
segurança o ponto exato da superficie de separação, 

:i 
... , 
\· 

ii 

; 
!, 
n 
ii 
i! 
'• .:f 
!l 
l 
li 
·ii 
ti 
., 



convencionou-se o ponto de intersecção das retas tangentes como 
a posição dessa superfície. Dasberg and Hopm'ans (1992) e 
Nadler et ai. (1991') também tiveram dificuldades em interpretar o 
sinal quando a camada úmida antecede a camada seca. 

Outro aspecto interessante de ser observado é a ordem de 
grandeza das incertezas de medição. Verifica-se que quanto 
menor for o tamanho da segunda camada, maiores serão 'as 
incertezas de medição da constante dielétrica e do conteúdo de 
umidade desta camada. 

Ape~ de existir uma certa dificuldade na interpretação do 
sinal produzido pelo RDT, verifica-se, a partir dos resultados 
obtidos uma boa concordância entre os resultados experimentais 
e os valores de 9v2 e L 1 reais. É importante salientar que os 
dados reais também apresentam incertezas de medição 
significativas. No caso da medição do conteúdo de umidade 
utilizou-se o método da gravimetria em amostras de solo 
coletadas ao longo da coluna. Portanto, além das incertezas 
associadas à medição gravimétrica, existem incertezas devidas à 
retirada aleatória de amostras. O ideal seria a medição do 
conteúdo de umidade de toda a camada de solo, o que é inviável 
devido a pequena capacidade das balanças e estufas utilizadas. 

Um aspecto interessante de ser observado é a comparação 
entre o conteúdo de umidade médio obtido com o RDT com os 
valores do conteúdo de umidade médio ponderados pelo volume, 
obtidos gravimetricamente. Nota-se que existe uma boa 
concordância entre esses valores. Portanto, a hipótese de Topp et 
ai. (1982), que considera que a soma dos tempos que o pulso leva 
para atravessar cada camada é igual ao tempo total, funciona 
satisfatoriamente para este caso. 

Experimentos Dinâmicos. Nos experimentos de infiltração, 
em condição de sucção, não existe um degrau de conteúdo de 
umidade bem definido. Em vez disso existe uma região de 
transição seca-úmida. Essa região é formada uma vez que os 
pequenos poros são preenchidos antes dos grandes poros. Dessa 
forma, o RDT detecta a posição em que o gradiente de umidade é 
máximo (Figura 11). Essa posição é definida como a posição da 
frente de umidificação, que, para quem observa da janela de 
acrílico, corresponde ao ponto cuja variação de coloração do solo 
é máxima. 

Com base nas Tabelas 2 e 3 e na Figura 9, nota .. se que o RDT 
determina a posição da frente de umidificação com bastante 
confiabilidade. Exceção somente no caso em que a frente se situa 
próxima das extremidades da sonda. Nessas situações, a 
determinação da frente é menos precisa, uma vez que existem 
efeitos de borda no campo eletromagnético. Nota-se também, que 
em ambos os casos as incertezas de medição do comprimento da 
camada seca com o RDT são da mesma ordem de grandeza das 
incertezas obtidas através do exame visual. 

Através da Figura 10 é possível verificar que o RDT 
superestima o conteúdo de umidade da porção de solo a montante 
da frente. Além dessa característica, é interessante notar que a 
incerteza de medição da umidade média a montante da frente, 
com o uso da sonda longitudinal, é 3 a 4 vezes maior que a 
incerteza obtida com a sonda transversal. Esse fato já havia sido 
observado em experimentos estáticos, onde se verificou que 
quanto menor for o comprimento da camada úmida, maiores 
serão as incertezas de medição do conteúdo de umidade dessa 
camada. 
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RESUMO 

Ensaios dinâmicos de adsorção do pentaclorofenol (PCP). foram elaborados em colunas de areia 
sob condições de saturação e de saturação parcial em água. Evidências mostram que a adsorção em colunas 
saturadas seguem o modelo não linear de Freundlich com consumo parcial do soluto. Sob condição de 
saturação parcial em água, obse1vou-se que as curvas de resposta do pesticida são irifluenciadas pelo perfil 
do teor de umidade no solo. 

INTRODUÇÃO 

O emprego de produtos químicos contra pragas remonta à 
antiguidade, porém somente em torno de 1920, quando houve 
wn desenvolvimento significativo dos materiais e métodos de 
análise, percebeu-se que frutas e legumes tratados quimicamente 
possuíam doses mortais destes xenobióticos. A expansão e 
intensificação das atividades humanas estão na origem da 
dispersão de poluentes no meio naturaL As fontes de poluição 
constituem uma ameaça para o meio ambiente, e em particular 
para os lençóis freáticos, os quais representam uma grande parte 
da reserva de água do planeta. 

No que diz respeito aos pesticidas, a agricultura absorve 
somente uma pequena parte de sua produção. A maior parte é 
utilizada por indústrias (tecidos e madeira), ou ainda sobre o 
território rural, na construção de estradas e vias férreas. 

O período entre a segunda Guerra Mundial e os anos 60, 
marca a época do desenvolvimento de pesticitia.s orgânicos de 
sintese, tais como os organoclorados e tiofosforados, a aldrina, o 
paration, os carbamatos, etc. O conhecimento dos inconvenientes 
desta forma de luta contra pestes, orientou as pesquisas em uma 
direção diversa, sendo que hoje muitos destes compostos são de 
utilização proibida (Munoz, 1992). 

O pentaclorofenol (PCP), um organoclorado, foi inicialmente 
utilizado como preservativo para madeira, sendo seu emprego 
ampliado a várias outras utilizações com fungicida, bactericida, 
herbicida, algicida, inseticida, etc. Embora hoje seu emprego 
seja estritamente limitado, seu uso cm grande quantidade no 
passado justifica o estudo do seu comportamento no solo, pois 
pode ser uma fonte de contaminação da água de reserva. 

lRANSPORTE DE SOLUTOS EM SOLOS 

O solo é um meio poroso, constituído fisicamente por uma 
matriz sólida, ar e água. A água contida no solo é o vetor 
principal do transporte da maior parte dos compostos solúveis. 
Quando uma solução se desloca em um meio poroso, ocorrem 
simultaneamente, diferentes fenômenos. Nos poros onde o 
escoamento pode ser observado, o transporte se processa por 
convecção, difusão molecular e dispersão hidrodinâmica, 
ocorrendo trocas entre esta fração móvel c o filme de líquido em 
contato com a fase sólida. Em locais onde a água se apresenta 
estagnada, tais como poros intraagregados, água retida entre 
bolhas de ar, os solutos são transferidos apenas por difusão 
molecular através dos filmes em contato com a fase sólida. Uma 
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vez em contato com a fase sólida, os solutos, se interativos 
podem ser adsorvidos ou fixados irreversivelmente, podendo 
ainda sofrer uma degradação tanto na fase sólida como líquida. 

Numerosos são os parâmetros que influenciam estes meca
nismos de transporte. Dentre eles podemos citar a porosidade, o 
regime lúdrico, o teor de água e as propriedades fisico-químicas 
dos constituintes do solo. 

O modelo matemático utilizado para decrever o transporte de 
solutos em um meio poroso (Novy Quadri, 1993) baseia-se na 
concepção de duas frações de água (Coats e Smith, 1964 ), sendo 
uma extensão do modelo de adsorção linear de Van Genuchten e 
Wierenga ( 1976). Ele considera os fenômenos de convecção
dispersão na fração de água móvel, uma cinética de primeira 
ordem de transferência de massa entre as frações móvel-imóvel, 
uma adsorção, segundo o modelo de Freundlich, do soluto sobre 
a fase sólida, e consumo que segue urna cinética de primeira 
ordem na fase líquida. A representação matemática para o 
escoamento de água em regime permanente é dada por: 

[em +pdtKNc~-i)~ +[eim +pd(l- f}KNC~n-i)~im + 

J.lElmCm +J.leimCim -y(em +Elim) = (2) 

e a2cm e acm 
mDm--2-- mvm--

àz. àl. 

A cinética que representa a passagem do soluto da fração 
móvel em direção à fração imóvel é modelizada por: 

onde as condições inicial e de corttomo são: 

vC -D acm = {vCo 
rn màz. O 

onde 

t =O, '</z 

z =O, O:;; t:;; ti 

z =O, t ;:: ti 

z =L~ oo, '</t 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 



Cm, é a concentração da fração de água móvel (kg m-3
) 

Cim é a concentração da fração de água imóvel (kg m-3
) 

Dm é o coeficiente de dispersão da fração móvel (m2 s·') 
Dim é o coeficiente de dispersão da fração imóvel (m2 s·') 
fé a fração de sítios de adsorção em contato com a água móvel 
K o coeficiente de adsorção segundo a isoterma de Freundlich 
L o comprimento da coluna (m) 
N o expoente da isoterma de Freundlich 
to tempo (s) 
v a velocidade média do escoamento (m s·') 
z a coordenada espacial ( m) 
a é a constante de velocidade de adsorção reversível segundo 

uma cinética de primeira ordem (s-1
) 

y é uma constante da taxa de velocidade de consumo de ordem 
zero (kg m·V') 

J.1 a constante de velocidade de consumo de ordem 1 (s-1
) 

e teor de água volumétrico (m3 m"3
) 

Pd densidade aparente do meio seco (kg m-3
). 

Em sistemas onde o soluto não interage com a matrix sólida, 
os parâmetros fisico-químicos (K, J.1 e y) são nulos. Este sistema 
de equações foi resolvido por diferenças finitas, e detalhes do 
método de resolução são apresentados em Novy Quadri c Quadri 
(1996).· 

MATERIAIS E MÉTODOS 

O estudo da adsorção de um soluto interativo com uma ma
triz sólida, sob condições de escoamento em regime 
estacionário, consiste na partição do problema em duas partes. 
Na primeira, deve-se conhecer a resposta do meio poroso a um 
pulso de um traçador do escoamento (KCl), o qual nos fornece 
informações sobre as características dispersivas do meio, 
existência de regiões de água estagnada contrastando com as 
regiões de escoamento preferencial, c ainda possíveis trocas de 
massa entre estas regiões hídricas devido à diferença de 
concentrações existentes entre estas regiões. A segunda parte do 
problema consiste em comparar as curvas de eluição do soluto 
interativo (PCP) com aquelas do traçador. Supõe-se que as 
características hidrodinâmicas do sistema são independentes da 
adsorção do soluto. A obtenção do valor destes parâmetros é 
feita ajustando-se os parâmetros adequados através de um 
modelo matemático (Novy Quadri e Quadri, 1996), 
considerando-se para o traçador a ausência de interações fisico
químicas. 

Dispositivos Experimentais. Um esquema do dispositivo ex
perimental utilizado para o estudo da transferência de solutos é 
apresentado na figura I . Ele é composto de uma coluna 
cromatográfica, de diâmetro e altura variáveis segundo a série de 
experimentos. Este sistema possui uma bomba peristáltica cuja 
fmalidade é impor vazões constantes e controladas de líquido. 
As soluções utilizadas foram aquelas de um traçador (KCl a 
1 kg/m·\ um xenobiótico (PCP a diferentes concentrações) e 
um solvente (água destilada ou de percolação). A condição de 
escoamento permanente é garantida pela associação a uma 
válvula de 4 vias, que permite a troca entre a vazão de solvente 
por aquela de solução (KCl ou PCP), com perturbação do 
escoamento praticamente desprezível. Na saída da coluna, uma 
célula condutivímétrica é associada a um condutivímetro ligado 
a um registrador. Este equipamento permite a visualização 
qualitativa de um pico devido à variação do sinal elétrico 
provocado pela mudança de concentração no escoamento, 
podendo-se assim limitar consideravelmente o número de 
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análises químicas que fornecem os resultados quantitativos. Um 
desaerador colocado entre a saída da coluna c a célula 
condutivimétri.ca limita as variações súbitas de condutividade 
observadas quando uma bolha de ar atravessa a célula. Um 
coletor de frações instalado à saída do sistema pode ser 
programado para coletar amostras, seja em volume por tubo, seja 
em tempo de escoamento por tubo. Este sistema assim concebido 
é aplicado à condição de saturação hídrica. 

Na condição de saturação parcial em água, aplica-se ao siste
ma acima descrito uma sucção na parte inferior da coluna e um 
fluxo constante de água no limite superior (Gaudet, 1978). A 
determinação do teor volumétrico médio de água é feita através 
da utilização de um banco de emissão de raios gama, por uma 
fonte de Amerício 241 e um detector, cuja descrição detalhada 
de seus componentes (detectores, fotomultiplicadores, etc.) 
podem ser encontradas em Angulo-Jaramillo ( 1989). A fonte e o 
detector são monntados em uma plataforma rígida que pode se 
deslocar no sentido vertical, cuja resolução de deslocamento é de 
200 passos/mm, podendo ser comandado manual ou 
mecanicamente. O feixe de fótons gama atravessa a amostra 
diametralmente, sendo o valor medido, por consequência, o valor 
médio naquele diâmetro. As medidas são efetuadas ao longo de 
toda a coluna, e os tempos de contagem foram de 2 minutos para 
cada cota medida. 

Figura I - Esquema geral do dispositivo de transferência do 
solutos. I) c 2) Recipientes com solução c água para pcrcolação; 3) bomba 
peristáltica; 4) válvula de 4 vias; 5) colWla de solo; 6) desacrador; 7) célula 
de dttecção; 8) coláor de frações; 9) condutivímáro; lO) registrador. 

Procedimento para Obtenção das Curvas de Eluíção. Areia 
(Sable de Fontainebleau) seca a 105°C por 24 h c resfriada à 
temperatura ambiente é inserida na coluna de modo que a 
distribuição dos grãos seja tão uniforn1e quanto possível. Para 
isto, a areia é despejada de uma altura de aproximadamente 60 
cm, caindo sobre duas telas, distanciadas entre si de I O cm, 
sendo que a tela inferior é posicionada a cerca de 5 cm da 
superficie da areia, durante todo o empacotamento. Em seguida, 
água é infiltrada por capilaridade, através da base da coluna 
cheia, com a ajuda de um frasco de Mariotte. Para os ensaios no 
estado saturado, um escoamento pem1anente a vazão conhecida é 
estabelecido após a saturação, fazendo circular água por 1 a 2 
volumes de poro. Um pulso da solução de estudo é então 
injetado na coluna, sendo que o volume necessário à lixiviação 
do pulso depende das interações existentes entre o meio poroso 
e o soluto. Para experiências à saturação parcial, a coluna é 
drenada após a saturação. Em seguida, um escoamento de água 
no sentido descendente é estabelecido de tal modo que a 
combinação vazão-sucção aplicada à saída da coluna produza um 
perfil de teor médio desejado, o qual é medido com a ajuda do 
banco gama. Uma vez atingido o escoamento permanente, o 
procedimento é idêntico ao descrito para ensaios à saturação. 



As análises das concentrações do traçador (Cr) foram 
obtidas por titulação com nitrato de prata (AgN03)0,0l M usando 
solução de cromato de potássio (K2Cr04) 2% como indicador. O 
PCP ionizado (PCP-) foi detenninado por espectrometria UV, a 
comprimentos de onda de 320 nm. 

RESULTADOS 

Estudo Hidrodinâmico. Curvas de restituição foram obtidas a 
partir de pulsos lançados com uma solução de KCI à 
concentração de I kg/m-3 e diferentes vazões. A Fig. 2 mostra as 
curvas de restituição obtidas nas velocidades intersticiais 
correspondentes às vazões impostas, para o regime de saturação 
em água. Pode-se observar que as curvas passam pelo ponto 
(0,5;1) de concentraçãoxtempo adimensional, uma característica 
de um traçador cm meio saturado. Também, à medida que a 
velocidade média do escoamento aumenta, a curva se torna mais 
inclinada, o que pode ser compreendido como uma gradual 
preponderância da convecção em relação à dispersão . . As 
variações de altura e largura do pico foram identificadas como 
sendo apenas a variação do tamanho do pulso de um ensaio a 
outro. Estas curvas mostram-se simétricas o suficiente para que 
possa concluir que um processo cinético de transferência de 
soluto, se existente, não influi sobre as curvas de eluição. 
Efetivamente, o ajuste de parâmetros do modelo proposto 
mostram que o teor de água que participa do escoamento ( fração 
móvel) é da ordem de 96 a 99%, sendo o mesmo indep<;ndente 
da velocidade. O coeficiente de troca de soluto entre as frações 
móvel e imóvel encontrado, foi suficientemente grande para que 
a cinética possa ser considerada instantânea, nas condições dos 
experimentos. Para a faixa de velocidades estudada, o 
coeficiente de dispersão encontrado segue a correlação: 

Dm = D* + Â.V (7) 

onde Dm é o coeficiente de dispersão aparente (m2s-\ D* é o 
cocficit:nte de difusão efetivo (I ,8-J0-9 m2s·1 )~ 'A. é um coeficiente 
de proporcionalidade que depende das características do meio 
poroso (2,9·10·4 m); v a velocidade intersticial do escoamento 
(m s·\ A Eq. (7) segue o modelo básico de correlações 
fornecidas por De Wiest ( 1969) para diferentes regimes de 
escoamento. Os valores encontrados para os diferentes 
parâmetros são mostrados na Tabela I. 

------ - ---l 
---o-- L5xl0- 6rnls 

~ --. <> -- 5,1x10-6rnls 

A l\5x l0 -6mls 

·[ - · O · -3 J,Rx l0-6nvs 

!I 

l~o 
0.5 VIVo 1.5 

Figura 2 - Curvas de eluição do KCI para diferentes valores da 
velocidade média de escoamento. 

Para o regime de saturação parcial em água, observa-se na 
Fig. 3 uma saída precoce das curvas de saída em relação ao 
ponto (0,5; I) de concentração adimensional em função do 
número de volumes de poro (C/Co x VNo). Este estado de 
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saturação parcial provoca também um aumento da 
dispersividade, observado por curvas montantes menos 
inclinadas que aquelas do estado saturado. A descrição destas 
curvas através do modelo anteriormente citado forneceu bons 
resultados apenas para o coeficiente de dispersão. 

Tabela l -Ajuste de parâmetros relativos às curvas de eluição do 
c r ,a diferentes velocidades, em estado saturado. 

Velocidade ~106 ms·12 1,5 5,1 15,5 31,8 

Dm (109 m2s-1) 1,53 3.44 8,61 10,31 

8rn18 0,986 0,986 0,985 0,986 

a ~s-12 1,2·10"5 8,0-10'5 3,6· 104 5,3· IO"' 

Foi possível ainda constatar que o processo hídrico ao qual o 
meio é submetido influi sobre as curvas de resposta do traçador. 
A Fig. 3 ilustra dois exemplos destas curvas, a um teor de água 
volumétrico médio de 0,23 m3m'3, correspondentes aos perfis de 
umidade mostrados na Fig. 4. Para melhor visualização, foram 
traçadas linhas retas que representam diferentes teores em água 
médios nas diterentes regiões da coluna. Após o ensaio 2D5, a 
coluna sofreu uma desaturação, c o reajustamento da coluna ao 
mesmo teor de umidade, produziu uma distribuição hídrica 
espacialmente diferente, medida por gamametria. Esta influência 
é passível de ser observada apenas na frente descendente da 
curva de restituição, a qual tem influência sobre a cinética de 
troca de massa. As frentes montantes são muito próximas, o que 
é devido a um mesmo teor em água médio, como observado por 
Gaudet ( 1978). A utilização do modelo anteriormente citado 
para descrição destas curvas mostrou resultados satisfatórios 
apenas para as frentes montantes, o que pode ser explicado pelo 
fato de que o mesmo considera um perfil de umidade uniforme 
na coluna. 
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.Figura 3 -Curvas de restituição do KCl em regime de saturação 
parcial, comparado ao estado saturado. 
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Figura 4 - Perfis do teor de água para as curvas de restituição do 
KCl, ao teor de umidade médio de 0,23 m3m·3 



III. 

Estudo das interacões fisico-guímicas. 

Estado saturado: A figura 5 apresenta o efeito das intera
ções fisico-químicas do PCP (à concentração de lO ppm) quando 
suas curvas de restituição são comparadas àquelas do traçador. 
Pode-se observar que a curva do PCP mostra um atraso do 
tempo de saída em relação ao ponto (0,5; I), e uma deformação, 
denotada pela presença de uma cauda. Ademais, parece existir 
um consumo parcial do soluto, sendo a massa restituída inferior 
àquela injetada na coluna. 

-
0 .9 

o 8 

o .7 

o .6 

o 0.5 

~ 04 

o 0.3 

o 2 

o .1 

0 .5 1 VNo 1.5 

Figura 5 - Curvas de restituição do PCP e do KCl, em regime de 
saturação em água, à velocidade média de escoamento 

de 1,6·10-6 ms·l 

No que diz respeito à isoterma de adsorçãv, um estudo das 
curvas de eluição dimensionais do PCP às concentrações de 
I Q.J0-6 kg kg-\ 50·10'6 kg kg· 1 e 100· 10·6 kg kg' 1 evidenciam que 
a isoterma não é linear. Segundo Schweich e Sardin ( 1986) esta 
não linearidade é denotada pela existência de uma SP~:erposição 
das caudas das curvas de restituição dimensionais, como pode 
ser visto na figura 6. 

100 11''' ,..,.."1 
90 

tJ. 01l rrg/kg 80 tJ. ()50 rllllkg 70 
6. tJ.1lO rrg/kg 60 

~ ã 50 r Ôb 40 6 E 
tJ.() <> ~ 30 

u 
20 

lO 

o I ~ I ~ 
o 1l 20 t (h) 30 40 

Figura 6 -Curvas de eluição dimê:nsionais do PCP às 
concentrações de 10· 10'6 kg kg' \ 50· 10'6 kg kg·1 c 

100·10-{jkg kg'1. 

50 

Uma fixação irreversível pode ser observada para ensaios de 
soluções de PCP a I O ppm, sob velocidades de escoamento de 
1,69·10-{j m s·1, 4,90·10-{j m s-1 e 15,5·10.6 m s· 1 A taxa de 
consumo TC mostrou uma relação linear com o tempo de 
r<>sidência médio tR das moléculas para estes três ensaios, os 
qtiais são indicativos de uma cinética, podendo ser descrito por: 

TC = 9,8344 +O, 1384-tR r= 0,9996 (2) 

onde a inclinação da reta representa a velocidade de 
desaparecimento do PCP (% h'\ Embora esta velocidade esteja 
ligada ao coeficiente da taxa de desaparecimento, a previsão do 
mesmo não foi passível de ser obtida devido à variação contínua 
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da concentração dentro da coluna em função do tempo e do 
espaço. Este consumo pode estar ligado a uma cristalização do 
PCP, devido à passagem da sua forma ionizada àquela neutra. 
Esta possibilidade passou a ser considerada quando, em um 
espectro sob luz ultravioleta, obteve-se a superposição dos picos 
do PCP neutro (300 nm) e do PCP ionizado (320nm). Outra 
possibilidade levantada é a existência de uma fixação do 
pesticida sobre a matriz sólida, cuja análise química detectou a 
presença de ferro, em uma concentração de 70-10'6 kg de Fe kg-1 

de areia, e que .ornece uma quantidade possível de sítios de 
adsorção maior do que a quantidade de PCP não recuperado. A 
primeira hipótese estaria ligada a um consumo do soluto na tàse 
líquida, enquanto a segunda, a um consumo na fase sólida. 

A figura 7 apresenta as curvas de eluição do PCP a 
diferentes velocidades, cuja descrição foi feita com sucesso 
através do ajuste de parâmetros de adsorção instantânea segundo 
o modelo de Freundlich e C011:>umo na fase líquida (tabela 2), 
mantendo-se os parâmetros hidrodinâmicas ajustados para o 
traçador, às velocidades correspondentes. 

--- - - -- ---
0 .9 

- -~ · ·- l,7x10-6m's 
0 .8 
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--<>- -4 ,Qx10-6nVs 

o 0 .6 - -A---l5.5xl0-6m's 
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0 .4 
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0. 2 

0 .1 

o 
0 .5 VIVo L5 

Figura 7 Efeito da velocidade de escoamento sobre as curvas de 
eluição do PCP. 

Tabela 2 - Ajuste de parâmetros relativos às curvas de eluição do 
PCP, .a diferentes velocidades, em estado saturado. 

Velocidade (106 ms-1
) 1,7 4,9 15,5 

K (cm3g·1t 0,02 0,028 0,02 

N 0,5 0,65 1,00 

~ 0,002'' 0,002 0,001 

Estado de saturação parcial em água: Do mesmo modo que 
para o traçador, a diminuição do teor em água, produz um ponto 
de saída avançada para a curva de restituição quando comparado 
ao estado saturado, sendo que a curva se apresenta mais aberta e 

1 ·--·--
0 .9 

0 .8 

0.7 - · -A--- 202 

o 0 .6 -o - .. 208 

\,) 0 .5 

u 0.4 

0.3 
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0 .1 

o 
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Figura 7- Curvas de restituição do PCP à saturação parcial, em 
diferentes atapas do processo hídrico e fisico-químico 

ao qual a coluna foi submetida. 



mais baixa à medida que o teor de água diminui. O PCP 
apresenta um pico mais baixo e deformado por um achatamento, 
e uma cauda, quando comparado ao KCl na saturação parcial. As 
curvas também são afetadas pela alteração da distribuição da 
água presente no meio, sendo que as curvas apresentadas na 
figura 7 corresponde a diferentes perfis de umidade (2D2 
corresponde ao perfil2D5, e 2D8, ao perfil2D6). 

CONCLUSÕES 

A compreensão dos fenômenos de transferência de massa em 
solos é um problema complexo. Com a finalidade de isolar os 
problemas hídrico e tisico-químico, foram conduzidos ensaios 
com um traçador, o qual está associado aos parâmetros 
hidrodispersivos (Dm, 8m/8 e a) do modelo apresentado. Os 
parâmetros tisico-químicos (K, N e !l) foram obtidos por ajuste, 
mantendo-se constantes aqueles hidrodinâmicos. Tal prática 
mostrou-se eficiente em meio saturado, porém os resultados à 
insaturação são satisfatórios apenas parcialmente. 

Os resultados experimentais apresentados evidenciam a e
xistência de uma isoterma' de adsorção não linear do PCP sobre 
a areia, e um constmto que pode ser devido a diferentes causas, 
tais cowo a passagem do PCP em seu estado neutro a um outro 
ionizado (PCP-), e/ou à fixação sobre a matriz sólida, devido à 
presença de cátions na mesma.Observou-se ainda, no estado 
parcialmente saturado, a inf1uência do perfil de umidade sobre 
as partes descendentes das curvas de restituição de ambos os 
solutos. 
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SUMMARY 

Dynamic adsorption experiences of pentachlorophenol were 
developed in sand colums under saturated and partially saturated 
conditions. Evidenées shown that the adsorption in saturated 
colunms are consistent with non linear Freundlich model, with a 
partia! consumption of the solute. Under partia! saturation 
conditions, it was observed that the response curves of the 
pesticide were influenced by the humidity profile in soil. 
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RESUMO 

Realizoo-se análise dinâmica d! sistema gás-s&ilh, aplicando-se o método das manentm para a quantifica;iio das processa> de 
tramférêrr::ia d! massa do metano em meio d! nitrogénio, no inferiu da estruJura p<ra>a das s&idos Cu (20 % em peso) s.upa1lldo 
sobre y-<!umina e malernita-H. Os- ca?ficiente d! ~rr::ia d! massa IWS macrr:pora; (Kr) e dijú.são IWS mkrCJJorys (D..,.) estão 
evú:lerriaths com valores de kr (C!vA/

1 
O) = 6,%10 mls, kr (mod-H) = 5, 75 1rr mls, D..,. (CufA/

1 
O) = 1,97 J(J m Is e D..,. (mod-

H)= 1,80 /([11 
m

1/s. E.slimações d! tetnpas d! tramférêrriai para ar duas 6llp1S revelaram um contrde do p-ocesso global pela etcpa 

á! difosão IWS micrrpa'~ 

INTRODUÇÃO 

Processos fluido-sólido continuas em que gases escoam em 
leitos fixos de sólidos porosos estabelecendo interações, são 
regidos por cinéticas globais controladas por etapas de 
transferência de massa intraparticulares. Grãos sólidos com 
estruturas porosas complexas, onde as dimensões dos poros são 
comparáveis aos diâmetros das moléculas do gás que se 
transportam no seu interior, dão origem a processos difusivos 
ditos configuracionais. Considerando a possibilidade de 
repartição dos níveis internos dos sólidos sob difen:ntes escalas 
de porosidade, toma-se relevante a quantificação dos parâmetros 
de transporte nestas respectivas escalas. 

Materiais utilizados em processos industriais para contato gás
sólido podem ser incluídos na classe de sólidos porosos com 
estruturas complexas (Rodrigues et ai., 1991 ). Aluminas, zeólitas, 
carvões ativados, etc., possuem estruturas porosas com 
distribuição de tamanho de poros, salientando-se micro, meso e 
macroporos. 

A análise do processo contínuo de contato gás-sólido, levando 
em conta o escoamento e as interações fluido-sólido, deve 
considerar os efeitos de transferência de massa nos níveis da 
estrutura porosa interna. Modelos estruturados (Authelin et ai., 
1988; Ruthven and Shah, 1977) com base nestes níveis podem 
ser capazes de quantificar os parâmetros representativos dos 
fenômenos de transporte internos. 

Aplica-se, no presente traba}.ho, técnicas dinâmicas 
experimentais de estímulo-resposta, nUm escoamento gasoso em 
leito poroso, visando a quantificação de parâmetros de 
transferência de massa intraparticular para estruturas porosas de 
y-alumina e zeólita do tipo modemita. 

ANÁLISE DINÂMICA E APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS 
MOMENTOS AOS PROCESSOS DE TRANSFERÊNCIA DE 
MASSA FLUIDO-SÓLIDO 

A análise do comportamento dinâmico de um sistema 
constituído de um gás que percola um leito fixo de partículas 
esféricas porosas, pode relacionar perturbações de concentração 
de um segundo componente na fase gasosa (Dogu and Smith, 
1975; Arnost and Schneider, 1994; Scheidcr and Valus, 1985; 
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Van Deemter ct ai, 1956), estabelecidas na entrada do leito, com 
resposta na salda deste. A. modelagem deste procedimento 
transiente considera as etapas seguintes representativas do 
processo: 
- escoamento da fase gasosa intersticial ao leito fixo; 
- transferência de massa fluido-sólido; 
- equilíbrio termodinâmico de ads:>rçào gás-sólido na superficie 

interna da partícula. 
Estruturando-se o sólido em dois níveis de porosidade, propõe

se que um componente gasoso transporte-se e interaja nos níveis 
macro (m) e microporoso (!l). Os fenômenos de transferência de 
massa nestes níveis podem ser caracterizados como de primeira 
ordem (Villermaux, 1972), cujos parâmetros tempo de 
transferência (tT) e tempo de difusão (t0 ) são identificados por: 

(1) 

(2) 

com a , kT e D respectivamente os coeficientes de partição fluido 
sólido, transferência de massa e difusão; L é uma dimensão 
característica das partículas (L= d/6. para esferas) e y o fator de 
forma. 

No nível das estruturas macroporosas parcela-se o tempo de 
transferência, tendo-se: 

(3) 

enquanto nos microporos: 

(4) 

No processo global, com etapas em série identifica-se o tempo 
total de transferência (tm) repartido em duas contribuições: 

(5) 

sendo p a porosidade interna do sólido. 
O leito fixo, com fração de vazios, E, constituído de partículas 

porosas, é percolado pela fase móvel gasosa, a qual transfere-se 
para o interior do sólido e interáge por adsorção com a superficie 
interna dos poros. Tomando-se o fluido no leito representado por 



li.. 

uma associação de misturadores em série, os balanços de massa 
fernecem: 
- para a fase gasosa, escoando com vazão q, no n-ésimo 
misturador, 

q Cn-1 = q C
0 

+ V d [E Cn + (I - E) C~5 ] (6) 
J dt 

com c.,', c •. 1 e c. as concentrações de um componente gasóso, 
respectivamente nos poros do sólido, na entrada e salda do 
misturador de volume V/J, onde J é o número total de 
misturadores; 
- na fase gasosa intraparticular, 

, d C~s 
kTQ(C0 - Cns) =v~ 

(7) 

n e v são a área externa da partícula e o seu volume; C~8 é a 
concentração do componente no poro próximo à superflcie 
interna. 

Desenvolvendo a equação (6) para o conjunto de J 
misturadores associados e combinando-a com a equação (7), 
resulta, no domínio de Laplace, de variavel s: 

G(,). {· + :· ,[. + (':' t:Jr (8) 

Cs (s) , . . 
com G (s) = --- a função de transferenc1a do Sistema, sendo 

CE (s) 
Cs (s) e CE (s) as concentrações do componente gasoso na saída e 
entrada do leito, no domínio de Laplace. 

A aplicação da técnica dinâmica fazendo uso de um traçador 
introduzido no seio da corrente gasosa, alimentada no leito 
poroso, fornece os momentos (J.lk) das curvas de retenção que 
podem ser confrontadas às expressões destes momentos, obtidos 
a partir da função de transferência, através da relação: 

llk = (-l)k I" dkG Im --
s-+0 dsk 

(9) 

Conhecendo-se E(t), a distribuição de tempos de retenção 
(DTR) do gás no leito, tem-se que: 

J"' k J.lk = 0 t E (t) dt (lO) 

O tempo de retenção do gás (tR) e a variancia (cr2
) da 

distribuição de tempos de retenção são quantificados por: 

tR = f;tE (t) dt (ll) 

2 J"' 2 cr = 0 (t- tR) E(t)dt (12) 

Obtendo-se as DTRs tomadas na entrada e saída do leito poroso 
expressa-se a partir da distribuição de tempos de residência do 
leito: 

tR = J.lJS - ll1 E (13) 

~ = ~ -~ (14) 
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sabendo-se que: 

~ = llz - llt (15) 

onde ~ e ~ são as variancias das DTR na entrada e saída do 
leito, respectivamente. 

Confrontando-se os momentos de G(s) com aqueles obtidos a 
partir de E(t), chega-se às relações: 

tR (l·E) -=1 + -a 
t 0 E 

(16) 

G
2 

I [ I ] tm 
ti =1 + (Eil-E) +a t;" 

(17) 

METODOLOGIA EXPERIMENTAL 

Experimentos conduzindo à distribuição de tempos de retenção 
do metano em Jeitos de partículas esféricas de y-alumina (GC0-
70, Rhone Poulenc) e cilindros alongados de modernita-H 
(Zeolon), foram realizados introduzindo-se uma perturbação do 
tipo degrau negativo na alimentação de gás N2 no leito. Massas 
ele 1,49-1,51 g dos recheios de y-alumina (dp=1,00 mm) e 
modernita-H (dp=1 ,65 mm, 1=6-8 mm) preencheram colunas 
cilíndricas de dimensões 40 mm x 6 mm. Respostas à perturbação 
devido a eliminação do metano na alimentação foram detectadas 
na entrada e saída do leito. A mistura gasosa foi aspirada através 
de um detector a condutividade térmica, com 1-2% da vazão total 
da fase gasosa. Os sinais foram transmitidos a um 
microcomputador através de uma interface AD/DA. Experiências 
foram feitas a três temperaturas para dois materiais. a 45°C, 65°C 
e 1 00°C para a y-alumina e 60°C, li 0°C e 150°C para a 
modernita-H. Teores de 3-4% em volume do metano foram 
alimentados diluídos em nitrogênio, cujas vazões eram de 0,70 
cm3/s e 1,60 cm3/s. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

As experiências com leito fixos de Cu (20% em peso )/y
alumina e modernita-H, em presença das misturas gasosas N2 -

CH4, nas condições especificadas entre 45°C e 150°C a I atm, 
representaram o comportamento dinâmico do traçador CH4, 

introduzido no escoamento de N2 sobre o leito poroso, mostrando 
os valores de concentração nas etapas de alimentação no leito, 
regime permanente e supressão com degrau negativo. 

Das curvas discretizadas e normalizadas foi possível calcular os 
momentos das DTRs na entrada e saída dos leitos. As equações 
(13) e (14) permitiram a estimação dos tempos de retenção da 
DTR do leito e variancias, para tempos espaciais entre 0,46 s e 
0,97 s para Cu (20%)/y-alumina e 0,35 se 2,5 s para a modernita
H. 

Confrontando os dados experimentais aos momentos da função 
de transferência dos sistemas, recorre-se às equações ( 16) e ( 17), 
as quais, de forma linearizada (figuras I, 2, 3 e 4) conduzem à 
estimação de parâmetros J, a , e tm. Os valores obtidos são 
considerados valores de inicialização da otimização no domínio 
real, processada através da inversão de G(s). 



Ordens de grandeza próximas para as difusividades no interior 
das estruturas microporosas do sistema suportado e da 
modermita-H são indicativos de ocorrência dos processos 
difusivos em poros de dimensões características dos aglomerados 
formados, ao nível dos cristalitos da fase metálica. Nos 
aluminosilicatos (modemita-H) existem macro e microporos 
geometricamente dispostos, estes últimos interconectados 
ortogonalmente aos poros maiores. A transferência de massa nos 
macroporos é quantificada na ordem de 103

, mais elevada no 
sistema suportado em relação aos valores encontrados para a 
modemita-H. Nos dois casos confirma-se que a etapa 
controladora é a difusão nos microporos, representada em média 
de ordem de grandeza de 10-4 s para os respectivos tempos de 
transferência, e nitidamente inferiores aos valores 10-1 s para o 
tempo global de transferência de massa. 

CONCLUSÃO 

Modelagens dinâmicas dos processos de transferência de massa 
e interação fluido-sólido entre o metano e o sistema porosos Cu 
(20% em peso) suportado em y-alumina modemita-H, associada à 
técnica de distribuição de tempo de retenção permitem a 
quantificação dos efeitos de transferência de massa 
intraparticular. Valores dos coeficientes de transferência de 
massa e coeficiente de difusão, foram obtidos, identificados nas 
estruturas macro e microporosas. Abrangendo temperaturas de 
45°C a 150°C estimou-se coeficiente de transferência de massa na 
ordem de I o-3 m/s a 1 o-6 rn/s nos macroporos e coeficiente de 
difusão de 10- 11 m2/s a 10-12 m2/s nos microporos dos sóli'ctos. 
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SUMMARY 

Gas-solid systems were analysed dynamically using the 
moments method to quantify the methane mass transfer processes 
in nitrogen, in porous catalysts of Cu!y-Al20 3 and modemita-H. 
Mass transfer coefficients in macropores and diffusion in 
micropores were calculed, being kr(Cu/Aip

3
)= 6,96 10-

3 
rnls, 

kr(mod-H)= 5,75 10-
3 

rn/s and D~(Cu/Alp3)= 1,97 10-
11 

m
2
/s 

and D~(mod-H)= 1,80 10-
12 

m2/s. The analysis of the transfer 

time for both steps showed that the global process was controlled 
by the diffusion in micropores. 
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SUMMARY 

Shape memory alloys present a strong temperature dependence on the mechanical behavior. Since it is 
experimentally verified that thermal boundary conditions may cause different responses, the coupling 
between thermal and mechanical problems must be considered. ln this paper, an internal variab/es 
constitutive theory, developed within the framework of the Thermodynamic of lrreversib/e Processes, is 
proposed to study the thermomechanical coupling in shape memory alloys. The behavior of a bar submitted 
to thermomechanicalloadings is simulated numerically and the results are presented and analyzed. 

INTRODUCTION 

Shape memory alloys (SMAs) undergo thermoelastic 
phase transformations which may be induced either by 
temperature or stress. Shape memory and pseudoelasticity are 
effects associated with phase transformations experienced by 
these alloys. 

Shape memory effect is a phenomenon where 
plastically deformed objects made of SMA may recover their 
original form after going through a proper heat treatment. Forces 
may be generated by introducing a constraint to thc restoring 
movement. Because of such remarkable propertics, SN!As have 
found a number of applications in cngincering. lt could mention 
sclf-actuating fastener, self-erectable structures for aerospacc 
hardware, thermally actuators switches, a number of 
biocngineering devices, and actuators for vibration control of 
flexible structures. (Schetky, 1979; Borden, 1991; Busch et a/. , 
1992, Rogers et a/. , 1991 ). 

Microstructural aspccts of SMAs shown that these 
alloys may present two possiblc phases: Austcnite and 
Martensite. ln martensitic phase, plates which may bc internally 
twin-related cxist. Hence, different deformation orientations of 
crystallographic plates constitute what is known by martensitic 
variants (Zhang et a/., 1991 ). 

Figure I shows the shape memory effcct. A body on 
austenitic phase CD is coolcd and the twinned martensite 
becomes stable <1> . Then a stress field is applied and the body 
experiments a dcformation causing the appearance of other 
martensitic variants ®. At this instan~ by increasing body 
temperature, phase transformation from martensitc to austenite 
takes place (@~@) which causes the climination of residual 
strains. 

Temperature 

;;yywpiii! 

TA+----+----------------~-------

~+-~------------+-----

1$SSSSSSS! 

® 
_..,..., ~ 

® 

Figure I - Shape Memory effcct. 

791 

Shape memory and pscudoelastic effects may be 
modeled eithcr by microscopic ·or macroscopic point of vicw. 
The phenomenological aspects of SMA behavior is considered 
by constitutive models which is formulated to describe these 
phcnomena. 

Pacheco et a/. ( 1995) present a heat transfer analysis 
on SMA bars. A constitutive model for anisothermal processes 
is developed to study the thermomechanical coupling. The 
behavior of a bar submitted to thermomechanical loadings is 
simulated numerically and the results are presented and 
analyzed. Conclusions had shown that a non-homogeneous 
temperature distribution may cause a non-homogeneous phase 
transformation which can produce spurious strains or reduce the 
force needed to do a specific task. 

This work revisits the anisothermal analysis of SMA 
bars considering other thermomechanical loadings. 

CONSTITUTIVE MODEL 

Fremond ( 1987) h as proposed a three-diménsional 
constitutive model considering an austenitic phase and two 
variants of m;:;rtensite. Internal constraints are imposed for the 
coexistcnce ofthese phases. Savi & Braga (1993a, 1994) discuss 
some limitations ofthis three-dimensional description. 

An one-dimensional version of Fremond's model is 
considered here. The thermodynamic state is completely defined 
by a finite number of state variables: uniaxial deformation (E), 
temperatur' (T), the volumetric fractions of martensitic variants 
(p, and P2) and austenite (p3). SMA behavior can be 
characterized by two thermodynamic potentials: the Helmholtz 
free energy ('V) and the potential of dissipation ($). Helmholtz 
free energy can be written as (Savi, 1994): 

3 

P'V(E,T,pj) p L pi íjíj(E,T) + J(pj). (I) 

i=l 

where p is the density and íjí 1 , íjí 2 and íjí 3 are the free energy 

associated with two martensitic variants and one austenitic 
phase (Pacheco et ai. , 1995). The volumetric fractions of each 
phase, Pi , must satisfY the following constraints, which 

establish the coexistence of the phases: 



.. 

Pi :::.: o (i=l,2,3) 

p, + Bz _, p3 = I . (2) 

J is the indicator function of the convex C associated with the 
constraints (2)'.(Rockafellar, 1970). By using the constraints (2), 
p3 can be eliminated and the free energy can be written in terms 
oftwo volumetric fractions p1 and p2 : 

P'JI(E, T,pl ,p2) = pijí(E, T,pl'p2) + J(p"p') , (3) 

where 

- r:t _ [ CL l P'JI(E,T,..,"p, )-P1 -aE+-(T-TM) + 
TM J 

r:t [ CL ] I 2 CL +.., aE+-(T-T ) +-EE --(T-T). 
2 TM M 2 TM M 

(4) 

a and cL are characteristic material parameters that describe the 
martensitic transformation, E represents the elastic modulus and 
T M is a lower temperature limit for a stable existence of the 
austenitic phase. J represents the indicator function of the 
triangle J, 

J = { <P, , p2 ) I o~ Pi ~I (i= 1,2) ; p, + p2 ~I } . (5) 

State equations can be obtained from the Helmholtz 
free energy as follows (Pacheco, 1994; Savi, 1994): 

o=péhjf = EE+ a(p2 -p,) 
êle 

B =-p êlíji -(-À +À )=ae-~(T-T )+À - À 
1 apl 1 3 TM M 1 , 

B =-p êlíj/ -(-À +À )=-aE-~(T-T )+À -À (6) , a~, , , TM M , 3 

with (-ÀI + À3) E d1 J ; (-~ + À3) E êJ2J . 

o represents the uniaxial stress, B; are thermodynamic forces, 

êli are sub-differentia/s with respect to l3i (Rockafellar, 1970) 

and À.; are the Lagrange multipliers related to the restriction (5). 
Lagrange multipliers offers a good alternative to represent sub
differentials ofthe indicator function (Savi & Braga, 1993b). 

Considering a quadratic pseudo-potential of 
dissipation, cp, it is possible to write the following 
complementary equations (Savi & Braga, 1993b): 

acp . 
Bi =-. =TJPi 

a pi 
(i= 1,2) , (7) 

where 11 is a parameter associated with material internal 
dissipation. 

The set of equations (6) and (7) forma complete set of 
constitutive equations. Using Fourrier law to represent the heat 
conduction process in SMA, the one-dimensional energy 
equation may be written as (Pacheco, 1994): 
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êlêlT hP ... 
ax<Aax)- A(T-T~) -per=-~~ -BzPz + 

( (b.êl~· êlBz·) 
+T -êlTE+a=f~ +aTPz , (8) 

where A and c are material parameters, h is the convection 

coefficient, P the perimeter, A the cross-section area and T _ the 
medi um temperature where the bar is immersed. 

Equation (8) presents the balance of energy. Terms on 
the right side represent the coupling between thermal and 
mechanical processes. The first two terms are associated with 
mechanical dissipation and are referred as internal coupling. The 
last term is referred as thermal coupling and represents the 
coupling due to temperature dependence of material parameters. 

NUMERICAI. SOLUTION 

Numerical solution considers the operator split 
technique (Marchuck, 1975). The original coupled problem is 
decomposed in two uncoupled problems: an evolution, 
represented by a set of ordinary differential equations (6-7) and 
a heat conduction problem, represented by a parabolic partia! 
differential equation (8). After split, the two problems can be 
treated separately by traditional methods considering that the 
temperature is a known parameter on the evolution problem. 

The solution of evolution problem considers a new 
split. An elastic predictor step, where no transformations take 
place and the temperature is assumed to be known, is used as a 
trial state. Projection algorithm proposed by Savi & Braga 
(1993b) is used to evaluate the feasibility ofthe trial state. Heat 
conduction problem is considered to evaluate the actual 
temperature. Crank-Nicolson algorithm is used to discretize the 
thermal problem (Pacheco, 1994). An iterative procedure is used 
to obtain the actual solution. This procedure converges when 
trial and actual state are the same. 

BAROFSMA 

To study heat conduction effects on SMAs, a bar with 
diameter d=5mm and length L=25mm submitted to a 
thermomechanicalloading is considered. A spatial discretization 
of II points is used in the simulations. Material parameters are 
supposed to be temperature-insensitive and are presented in 
Table I (Sato et a/., 1985; Savi, 1994). 

For loading rates and ranges of temperature observed 
in this paper internal and thermal coupling terms are of minor 
importance and can be neglected. Therefore the energy equation 
can be reduced to the heat equation currently used in the study 
of rigid bodies without any loss. 

. A non-homogenous strain distribution can be obtained 
if an incomplete transformation occurs at some regions of the 
bar. ln the foregoing analysis the effects of heat transfer are 
considered. 

Table I - Material Parameters 

E (GPa) 70 

a (MPa) 7 

cL (MPa) 0.3813 
TM(IÚ 246 

11 (kPa) 20 

A (W/m K) lO 

c (J/kg K) 460.2 

p (kg/m3
) _ 6 .5xiO' 

-



A bar fixed at the left-end (x = O) and submitted to a 
stress loading at the right-end (x=L) and a temperature loading 
at the left-end (x=O) is considered. The bar is initially with a 
temperature T=240K then it is immersed in a medium with the 
sarne temperature. A constant convection coefficient 
h=IOW/m2K is assumed. Thermomechanical loading is 
presented in Figure 2. After the whole bar reaches a constant 
stress of 15MPa (point 8), a thermal loading is applied on the 
left-end of the bar (x=O). A cyclic heat process is imposed 
varying the temperature from 240K. to 280K as a trapezoidal 
wave with a period of I OOs and a loading rate of 1.33 K/s (point 
B to E). 

Figure 3 shows the stress-strain relation for the left
end of the bar (x=O). The mechanical loading causes a 
martensitic transformation and a deformation nearly 0.3% is 
observed (point B). Thermal loading causes a partia( relief of 
deformation. By heating the bar to a temperature superior to T M 

ali the martensitic phase, which is generated by the mechanical 
loading process, will be transformed to austenite causing the 
strain decreases (B-+C). Then, by decreasing the body 
temperature, the mechanical loading causes, again, the increase 
of strain (C-+D). 
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Figure 2- (a) Mechanicalloading; (b) Thermalloading. 
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Figure 3 - Stress-strain curve for the left-end of the bar (x=O). 

Temperature time history for some regions of the bar 
is shown in Figure 4. Figure 5 presents the temperature 
distribution across the bar for some time instants. 
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Figure 4- Temperature time history. 
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Figure 5 - Tempcrature distribution for different time instants. 

Figures 6 and 7 show strain and material phase 
evolution, respectively, for three different positions of the bar. 
At the left-end (x=O), the martensitic transformation follows the 
thermal loading varying as the sarne way as temperature, while 
at other positions, a time lag is observed. At the right-end, the 
temperature evolution does not promote the phase 
transformation and strains do not change. 
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Figure 6- Strain time history. 

The strain distribution across the bar, for severa! time 
instants, is shown in Figure 8. As shown in Figures 6 and 7, the 
mechanical process presents a time lag promoted by the thermal 
process anda non-homogeneous strain distribution is observed. 
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Material phase distribution presents the sarne behavior 
ofthe strain distribution and is shown, for severa! time instants, 
in Figure 9. 
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Figure 9- P1 distribution. (a) 350s, 380s and 400s; 
(b) 420s, 430s and 450s. 

0.025 

0.025 

. lt must be noted that, during the thermal loading, 
stram and phase transformation advances across the bar as a 
wave. Some parts never experience strain or phase changes. 
These results show that heat transfer on SMAs is important to 
define phase transformation and the corresponding strain 
distribution. These informations are fundamental to simulate the 
SMA behavior. 

The dissipative nature of shape memory effect can be 
observed on the strain-temperature hysteresis loop which is 
presented in Figure 10. 
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Figure I O - Strain-temperature hysteresis loop. 

CONCLUSIONS 

Heat transfer analysis on SMAs is considered. An one
dimensional constitutive model with internal variables is 
extended for anisothermal processes to study the 
thermomechanical coupling. The coupling terms of energy 
equations can be neglected for loading rates and temperature 
range studied. Temperature dependence indicates, however, that 
energy equations must be considered on SMAs analysis. The 
behavior of a bar submitted to thermomechanical loadings is 
simulated numerically. Results show that thermal conduction is 
an important feature to describe the mechanical behavior of 
SMAs . 
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SUMMARY 

The knowledge of the overa/1 thecmal conductance of bolted joints is critica/ for the thermal design of 
satellites. A model to predict the overa/1 thermal resistance ofboltedjoints is available and experimental data were 
necessary to valida/e this model. ln this paper. an experimental setup for the med;urement of overa/1 thermal 
resistance of bolted joints is described. It basically consists of a heater anda coo/e r which forces the heat to jlow 
through a boltedjoint mounting. The heat de/ivered and collectedfrom the mountíng, is exchanged by radiation. 
differently from the apparatus found in the literature, which uses conduction. The present setup is designed to 
opera te at cryogenic temperatures. The comparison between the experimental and theoretical results is very good. 

INTRODUCTION 

With the continued improvements in the performance levei 
of electronic devices, which lead to higher component and 
package densities, thermal engineers are constantly faced with 
problems of heat dissipation. Conduction is the most important 
heat transfer means for many applications, specially satellites, 
whtch operates in a vacuum. ln space, the electronic equipment 
is usually installed in plates, which are connected to the satellite 
structural paneis by bolted joints. The heat generated by 
electronic devices has to flow through these junctions, and, 
therefore, the knowledge of the overall thermal conductance of 
these bolted joints is criticai for the thermal design of satellites. 

Mantelli and Yovanovich (I 995) developed a model for the 
prediction of the overall thermal resistance of bolted joints, which 
includes the constriction, material and contact resistances 
connected in series and parallel, according to the heat flux paths. 
This model needed validation and experimentai data were 
generated to compare with the theoretical results. ln this paper, 
the experimental setup developed for the measurement of overall 
thermal resistance of bolted joints is described. 

LITERATURE REVIEW 

The main motivation ofthis research is to study the bolted 
joints designed for the SCDI (First Data Collection Brazilian 
Satellite). The characteristic that makes this joint ditferent from 
the ones analyzed in the literature is the presence of washers 
between plates. Mantelli (I 996) showed that, for many 
applications, the constriction resistance of the heat flux may be 
the largest thermal resistance among ali observed in a bolted 
joint, including the resistance between contacting surfaces. As the 

Q Q 
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Figure I. Bolted joint configuration and boundary conditions. 
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boundary conditions determines the constriction resistance in 
plates, the experimental apparatus must be designed to reproduce 
them, as much as possible. Fig. I shows the bolted joint 
configuration studied anda schematic ofthe boundary conditions 
(heat delivered and absorbed by the cooler). 

Aron and Colombo ( 1963) were among the first researchers 
to conduct an experimental study in thermal resistance of bolted 
joints in vacuum environment. The bolted joint tested was 
obtained based on a configuration adopted for a particular 
spacecraft. This configuration is ditferent from the SCD I 
mountings. Eliot ( 1965) developed experimental work very 
similar to the Aron and Colombo's (1963). Even ifthe data from 
these ! .. u papers are still being extensively used, their data could 
not be compared to the theoretical results ofMantelli ( 1996). 

The boundary conditions considered in Mittlebach et al. 
(1992) experimental work, were similar to the ones adopted in 
Mantelli's (1996) model. They measured the contact resistance 
between plates connected by a bolt, not the overall thermal 
resistance of bolted joints. They did not considered washers 
between plates and they made their measurements in temperature 
leveis different from the ones achieved in the present work. 

Song et ai. ( 1993) obtained the overall thermal resistance 
of bolted joints subjected to heat fluxes similar to the ones 
considered by Aron and Colombo ( 1963 ). Their experimental 
points are not suitable for comparison with the Mantelli's ( 1996) 
theoretical model. 

DESIGN OF THE EXPERIMENTAL SETUP 

The experimental setup basically consisted of the heater, 
the bolted joint mounting and the cold plate. Heat, under steady
state conditions, was radiated from the heater to the mounting 
upper plate, then conducted through the bolted joint and finally 
radiated to the cold plate. The setup was developed to fit inside 
a cylindrical vacuum chamber and it was designed to operate at 
cryogenic temperatures. Figure 2 presents a schematic yiew ofthe 
experimental setup, which parts are described in the following 
sections. 

Bolted Joint Mounting. Figure 3 presents the mounting 
used in the tests. It consisted oftwo Aluminum 6061 T6 circular 
plates with a diameter of 17.78 cm. The thickness ofthe upper 
plate was 0.76 cm and of the lower plate was 0.64 cm. Two 
identical Stainless Steel washers were used, one between the 
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Figure 2. General view of the experimental setup. 

plates and other between the lower plate and nut. The dimensions 
of the washer were: 1.65 cm (externa! diameter) by 0.74 cm 
(internal diameter) and 0.32 cm (thickness). A Stainless Steel 304 
bolt and nut (specification: 1/4" shaft diameter, 1.5" length, 20 
threads/ inch, hexagonal head) was used to fasten the mounting 
components and the load cell (see next section). Tne flatness 
deviations ofthe plate and washer surfaces were found less than 0.3 
J.lm. They were checked using a Krypton 86 monochromatic light 
source and an optical flat. Three thermocouples were installed in the 
upper plate, three in the lower plate, one in the nut, two in the bolt 
and one in each washer (see Figs. 2 and 3). The surfaces of lhe 
plates that faced each other were coated with low emissivity 
aluminum tape, to insulate them from the radiative heat exchange. 
On the other hand, the opposite surfaces, which faced the cold plate 
and heater respectively, were coated with high emissivity tape, 
thereforei ncreasing their emissivities and aiding the radiation heat 
transfer. 

The upper plate was thicker than the lower pi ate to fit the load 
cell, since the externa! diameter of the load cell is larger than the 
externa! diameter of the washer. According to Motosh (1975), the 
material in a plate, which is stressed by tightening can be 
enveloped by a cone with an angle of 45°. The angle ofthe cone, 
with a top area equal to the load cell area, a bottom area equal to thc 
washer area and height equal to the upper plate thickness, is 59.4°. 
Therefore, the uniform stress applied to the upper face ofthe upper 

798 

plate by the load cell is assumed to be uniformly transferred to lhe 
lower face. 

Load Cell. The initial stress is an input parameter for the 
theoretical model. A washer shaped load cell was used to monitor 
the initial stress applied to lhe mounting. The stress was applied 
over a load button placed in the center ofthe load cell, which had 
the identical internal and externa! diameters as the bolt head. An 
excitation voltage of 12 YDC was applied to the load cell and lhe 
resulting sensitivity was 0.0397 mY/N. 

The load cell presented two main problems during the tests: 
a large sensitivity to the variation of temperature and a large zero 
load shift over a long period oftest time. As the "thermal inertia" of 
the system was large and more than three hours were required to 
achieve steady-state conditions, it was not possible to find out 
whether the load cell readings were affected by i) a real stress 
variation, ii) the load cell zero shift or iii) its sensitivity to the 
temperature variation. Fortunately, in most practical applicat ions, 
the stress variation is not an important factor for the overall thermal 
resistance. 

A simple calibration procedure was adopted. Calibrated 
weights were put over the load cell and the voltage readings were 
compared with the known applied loads. This calibration was 
restricted to low loads due to the limited number of available 
weights. The estimate of the actual initial stress in each mounting 
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Figure 3. Bolted joint experimental mounting 
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was made based on this calibration. lt should also be noted that 
during the calibration, the weights were placed perpendicular to the 
load cell. Thi s is not the actual mounting condition. A boltedjoint 
is tightened by a torque wrench and there is some shearing stress 
between the mounting components. Therefore, it is expected that 
there is a difference between the actual and the calibration load 
measurements, which is difficult to estimate. During the calibration, 
severa! measurements were made (around 5) for the sarne load 
conditions anda 95% confidence interval was found (according to 
Young , 1992). Figure 4 shows the plot of lhe actual load against 
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Figure 4. Load cellcalibration curves. 
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lhe mean value of the measured load (square symbols). For each 
calibrated load, lhe upper and lower confidence interval limits were 
plotted (inverse triangle and circles for the upper and lower 95% 
uncertainty limits, respectively). Linear curve fits were obtained to 
help in the estimate of the actual initial stress and its limits. The 
effect of ali these uncertainties, on the overall thermal resistance, is 
negligible. 

Heater. The heater consisted of a circular Aluminum 6061 
plate to which a high emissivity Thermofoil Heater, with aluminum 
foil s backing, was attached though a pressure-sensitive adhesive. 
The heater, of diameter 17.8 cm, had a total electrical resistance of 
31.90 and its operating temperature was from -54 to I 50°C. A base 
plate, made of a polymeric material (insulating), supported the 
heater (see Fig. 2). The heater was positioned very close to the 
upper plate so that the view factor between the upper plate and 
heater was close to one ( "0.97). Radiation was used as the means 
of heat transfer between the heater and the upper plate. 

Cold Plate. The cold plate consisted of a hollow copper 
cylinder (5.08 cm, high and 17.78 cm, diameter) in which LN2 was 
stored. A feed-through connection to stainless steel flexible bellows 
was used to supply LN2 to the cold plate, according to Fig. 2. The 
cold plate volume was designed to keep nitrogen in its liquid phase 
for at least two hours between fillings. An LN2 dewar, which was 
pressurized with compressed air, provided the LN2. A filled dewar 
supplied LN2 to the experiment for two days oftests. The cold plate 
was supported by a polymeric material ba~e installed in a stainless 
steel support (see Fig. 2). A cylinder made of the sarne material, 
whose internal surface was coated with an aluminum tape, was 
positioned between the cold plate and the lower plate to redirect the 
radiation from the lower plate to the cold plate. The supports were 
made of polymeric material and stainless steel (low thermal 
conductivity materiais), to avoid heat conduction among the setup 
elements. 

ASSEMBL Y AND TEST PROCEDURE 

The parts of the experimental mounting were assembled as 
shown in Fig. 2. The Iorque was applied to the nut by a torque 
wrench. The zero load reading (zero shift) was taken before 
assembly. Based on a procedure used in satellite assembly, the 
torque was applied and released tive to ten times before the 
mounting was finally assembled. The overall thermal resistance 
measurements were made under steady-state conditions, which were 
considered achieved when ali the temperatures had a variation less 
than 0.05 K in three minutes (approximately l .SK/hour). At this 
condition, the variation of thermal resistance is negligible. The 
temperatures were measured using Type T (copper-constantan) 
thermocouples installed as shown in Figs. 2 and 3. The heater power 
was controlled by a system which also acquired the temperature 
readings and sent the data to a computer. 

Compared to the complete system, which included the 
stainless steel bell jar, stainless steel base plate, etc. , the cold plate 
can be considered a small heat sink. The lowest temperature levei 
that the lower plate could reach is around 230K. Four different 
initial stresses were applied to the sarne junction (9 .5 MPa, 3.6 
MPa, 2.3 MPa and 18.2 MPa) and the resulting mountings are 
denoted as A, B, C and D, respectively. 

OVERALL THERMAL RESISTANCE DETERMINATION 

The overall thermal resistance of bolted joints, is defined as 
the ratio between the upper and lower plate temperature difference 
and the heat transferred through the joint, as given by the following 
equation: 



R - r,I - r,, 
(I) 

Q 

where TP 1 and TP2 are estimated from the average of the three 
temperature readmgs in each plate. Q is estimated based on the 
average of the two radiation heat transfer rates: Qpl• which is the 
heat transfer rate to the upper plate (pi, see Fig. 3) and Q!!2 ' which 
is the heat transfer rate from the lower plate (p2, see Fig. 3). These 
rates are calculated based on the network method for radiation 
exchange in an enclosure, as given by Ozisik (1989), where 
cyl indrical three zone enclosures are considered for both cases. 
Figure 5 presents the enclosure and respective radiation network for 
the heat exchange between the heater and upper plate and between 
the lower plate and cooler. The heat generated in the heater can 
irradiate directly to the upper plate or be absorbed by the 
environment (vertical cylinder wall in Fig 5, which is considered a 
black body). The upper plate can receive or Jose heat from/to the 
environment, depending on whether the upper plate temperature 
levei is higher or lower than the environment temperature. The 
sarne can be observed for the enclosure formed between the lower 
plate and cooler, with the difference that in this case the vertical 
wall is a reflecting surface. According to Ozisik ( 1989), in Fig. 5, 
E represents the black body emissive power, J is the radiosity 
(radiation energy leaving the surface, which is composed by the 
radiation emitted plus the radiation reflected by the surface), F is 
the view factor between two surfaces, A is the radiation arca and Q 
is the net heat flow in the surface. The surface resistance to 
radiation is: (Ri = (1 '- c)! A i c) and the resistance to radiation 
between the radiosities Ji and J is: (Ri -i = 1/(AiFi_J). The 
subscripts i and j are substituted by ht (heater), p 1 ( upper p\ate ), p2 
(lower plate), bb (black-body), cp (cold plate) and cy (aluminum 
cylinder). As an example, Fcy-cp is the view factor between the 
aluminum cylinder surtace and the cold plate. Thc total nd heat 
flow leaving the surface is: 

Q;. E, - J, 

R; 
(2) 

The net radiation heat exchange between surfaces i andj is: 

E
1 

- E
1 

Q, _i • R, • R,.
1 

• Ri (3) 

As the emissivity ofthe black body is 1, Ebb = Jbh (see Fig 5) 
and the radiation resistances Rht -bb (given by 1/(Aht Fh1_6t)), and 
Rhh - 1 (given by: I/(A 66 Fhb -pJJ) can be combined in series and in 
paraÍiel with Rht-pl (given by: II(Ah1 Fp2-c,)). The resulting Qpl 
expression, for the heat received by the upper plate is: 

' . . ) 
o r., . r,, 

Q,,- ( I ) -' ' 1-e 
A.f., .... --- --'-' 

AbbFbb-pl A,,•,I 

1- ••• (4) 

A,.,e", 

On the other hand, the heat lost rrom the lower plate is given 
by: 

º·' . 
E,, . J,, 
(' . •,,) (5) 

A,, Ep1 

The value of JP2 is obtained from the solution of the 
following system of equations (Eqs. 6 through 8), which are 
obtained from the heat balance in the three nodes: 
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(6) 

(7) 

(8) 

The heat Q (see Eq. I) transferred through the mounting is 
given by the average of Qpl and QP2. 

RESULTS 

The overall thermal resistances for mountings A, B, C and O 
are shown in Tables I to 4, which also presents the theoretical 
resistances, calculated by Mantelli ( 1996) model, the experimental 
uncertainties (see next section) and the ditference between the 
theoretical and experimental ~esults. The non dimensional resistance 
is defined as R*=R•K,•L,, where Tm is the mean temperatur.e 
between the upper and lower plates, K, and L, are the harmonic 
means ofthe conductivities and thicknesses ofthe upper and lower 
plates, respectively. 

Uncertainty Analysis. The mountings investigated are similar 
to those presented by Mantelli and Yovanovich ( 1994 ). The 
uncertainty analysis developed in our previous paper is valid for 
the present work and, therefore, the reader should refer to this paper 
for details, especially for the bias errors description. Tablc 5 
presents the bias errors found. 

The experimental overall thermal resistance is determined 
through Eq. I and its uncertainty is obtained from (see Moffat, 
1988): 

(t>.Rf . ( ~) 2 {ll. r,f . ( ~) 2 {ll. r2f . ( aR) 2 (!J. Q)2 (9) 
a~ a~ aQ 

where .d is the variation expected for each parameter. 
The heat Q transferred by radiation from the heater to the upper 

plate and from the lower plate to the cold plate are calculated 
through Eq. 2 through 8. Making I the cylinder upper face, 2 the 

cylinder lower face and 3 the vertical cylindrical wall, the 
uncertainty obtained in the calculation of the heat flux is given 

by: 

(!J. Q I J ( a~;,')'(!J.T,f. ( a~;2')'(!J.T2f• ( a~;J2 r(!J.T,f. f a~ll 2 r 
( 12 (aº•2)

2
( 12 (aQ, 2)

2
( 12 (aQ, 2)

2
( 12 (aQ, 2)

2
( 12 !J.e 11 . ~· !J.e2/" ~ !J.e,

1
. ~· !J.A

11
. ~· !J.A

21 ae2 ae, aA 1 aA 2 

. ( aQ,_2)2(!J.A,f. ( aQ,_2)2(1l.F,,f- ( aQ,_2)2(1l.F,} 
aA, aF, .2 aF,' ( 10) 
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Figure 5. Radiation resistances for the heat exchange between 
heater and upper plate and between lower plate and cold plate. 

Table I - Mounting A experimental resistances, uncertainties and 
comparison with theoretical results. 

EXPER. RES. 

R 
I KIWI 

2.17 

2.22 

2.20 

2.90 

2.66 

2.15 

2.13 

2.08 

R* t 

0.26 

0.26 

0.26 

0.34 

0.31 

0.25 

0.25 

0.25 

EXPER. THEORETICAL DIFFERENCE 
UNC.ERTAINTY RES. ('/o) 

±Q (W) ±R T m (K) R, 

0.01 

0.02 

0.02 

0.03 

0.03 

0.04 

0.04 

0.05 

I KIWI I KIWI 
0.31 8.00 2.05 

0.27 6.00 2 04 

0.24 4.00 2.03 

0.19 -2.00 2.02 

0.13 2.00 1.99 

0 .09 2.00 1.96 

0.07 2.00 1.95 

0.05 1.00 1.93 

R• 
t 

R• t 

0.24 5.44 5.42 

0 .24 8.11 7.93 

0.24 7.54 7.47 

0.24 30.48 30.53 

0.24 25.31 25.30 

0 .23 9.06 9.14 

0.23 8.73 8.65 

0.23 7.12 6.91 

Table 2 - Mounting B experimental resistances, uncertaintics and 
comparison with theoretical results. 

EXPER.RES. EXPER. 
UNCERTAINTY 

~ Rt ±Q ±R Tm (K) 
I KIWI !Wl !KIWI 
2.62 0.31 0.01 0.33 -1 .5 

2.89 0.34 0.01 0.32 2.0 

3.30 0.39 0 .0 I 0.33 4.0 

3.27 0.39 0.02 0.28 4_0 

2.96 0.35 0.03 O. 12 -2 .0 

2 80 0.33 0.04 0.07 5.0 

THEOR. RES. DIFFERENCE 
('/,) 

~ 
IK/Wl 
2.75 

2.72 

2.77 

2.66 

2.35 

2.21 

R* t 

0.33 

0.32 

0.33 

0.31 

0.28 

0.26 

-4 .92 

5.91 

16.09 

18.74 

20 .87 

21.04 

-4.95 

5.71 

16.00 

18.81 

20.92 

20.87 
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where F is the view factor between surtàces. Equation I O was 
applied to Eqs. 4 through 8. 

Table 3 - Mounting C experimental resistances, uncertainties and 
comparison with theoretical results. 

EXPER.RES. EXPER. THEORETICAL DIFFERENCE 
UNCERTAINTY RES. (%) 

R* t ±Q 
IWl 

±R 
IK/Wl 

R* t R* t 

4 .17 0.49 0.02 0.38 -8.0 3.25 0.38 22.02 22.01 
4 .04 0.48 0.01 0.33 -0.5 3.14 0.37 22.27 22.26 
3.98 0.47 0.02 0.27 4.0 3.02 0.36 24.20 24.11 

3.71 0.44 0.02 0.24 4.0 2.96 0.35 20.18 20.28 

3.57 0.42 0.02 0.16 3.0 2.77 0.33 22.31 22.13 

3.43 0.40 0.03 0.1 o 4.0 2.59 0.31 24.36 24.41 

Table 4 - Mounting D experimental resistances, unccrtainties and 
comparison with theoretical results. 

EXPER. RES. EXPER. THEORETICAL DIFFERENCE 
UNCERTAINTY RES. (%) 

2.21 

R* t 

0.26 

±Q 
IWl 

0.02 

±R 
I KIWI 

0.25 8.0 1.87 

R* t 

0.22 15.15 

R* t 

15.30 

2.14 0.25 0.03 0.09 6.0 

4.0 

1.86 0.22 1308 13.18 

2.07 0.24 0.05 0.06 1.85 0.22 10.62 10.80 

Table 5 -Bias erros 

..krurth ± 10-6m 

emissivity of aluminum~ates ±0.032 

emissivity of aluminum tape ±0.005 

emis. of kapton over aluminum ±0.007 

measurement errors 
emissivity of heater (kapton) ±0.014 

-· 
emissivity of stainless steel ±0. 120 

emissivity of k~on over copper ±0.013 

temperature (ali range) t i "C 

conceptual errors no heat was considered to be 
- 0.77 w 

excha11_ged by_ the nut 

disturbance errors tet~rature < 10·5 "C 

data acquisition I 
temperature ±0.5 "C 

/computation errors 

Comparison Between Experimental and Theoretical Rcsults. 
figures 6, 7, 8 and 9 presents the comparison between the data 
obtained and the theoretical results. The non-dimensional 
temperature, uscd in the x axis ofthe plots, is defined as: T

111 
*= (7'

111 

•K,.• LJ!q•b2, where K, and L, are detined as before. The solid 
curve rcpresents the theory, the symbols represcnt the experimental 
points while the vertical bars represent the experimental 
uncertaintics. One should observe that the comparison bctwcen data 
and theory is very good. This paper is not intended to analyze this 
difference. This study is available in Mantelli ( 1996). 



CONCLUSIONS 

The aim ofthis paper was to describe the experimental setup 
developed to produce data to be compared with the theoretical 
results for the overall thermal resistances of bolted joints. For the 
first time in the literature, bolted joint with washers between plates 
was studied. The overall thermal resistance of bolted joints, 
subjected to temperature leveis varying from 230 to 350 K were 
obtained. One should observe that data for temperature leveis under 
room témperature are not common, in the literature. This 
temperature range covers most of the temperatures of the satellite 
components in orbit. 

The comparison between experimental and theoretical results 
was very good, specially if one considers the large number of 
physical parameters, which includes the determination of this 
overall resistance. This fact, together with the low values of 
uncertainty observed (see Tables I to 4) shows that the 
experimental setup was well designed. Actually, the setup described 
in this paper is mounted in the vacuum facilities of the 
Microelectronic Heat Transfer Laboratory of the University of 
Waterloo. lt was developed as a part ofthe Ph. D. thesis ofthe main 
author. This sarne apparatus is currently being mounted in the 
Satellite Thermal Control Laboratory (NCTS) of the Federal 
University of Santa Catarina, where experimental and theoretical 
studies in bolted joints will continue. 
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Figure 6. Comparison between experimental data and theoretical 
results for mounting A. 

MOUNTING B 
~ 0.5 

~ 
I-
~ 0.4 0.5 P1=3.6MPa 

0.4 
(/) 
w 
cr ;;i 0.3 

ô 
üi 0.2 
z 
w 
:::;; o 0.1 

2: 

0.2 

MEAN DIFFERENCE: 12.9% io.1 

STANDARD DEVIATION: 10.4 

~ 0
·Pooo 2000 3000 4000 sooo 6000 10&!

0 

NON-DIMENSIONAL TEMPERATURE 

Figure 7. Comparison between experimental data and theoretical 
results for mounting B. 
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Figure 8. Comparison between experimental data and theoretical 
results for mounting C. 
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Figure 9. Comparison between experimental data and theoretical 
results for mounting D. 
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SUMÁRIO 

Este trabalho apresenta um método numérico simplificado para calcular a temperatura do núcleo de cabos 
de alumínio com alma de aço (CM). São consideradas situações detenninísticas para as condições 
ambientais , ou seja , intensidade e direção do vento , temperatura e insolação. Os efeitos pelicular e de 
proximidade da passagem da corrente elétrica são tratados à semelhança de uma metodologia aplicada em 
aquecimento por indução eletromagnética. Não é considerada a geração interna de calor pelo efeito da 
histerese magnética. Para o cálculo da condução radial de calor. é assumido uma condutividade radial 
efetiva , da ordem de cem vezes inferior à do próprio metal condutor. Este trabalho trata apenas do regime 
pemwnente. Finalmente é apresentado um exemplo de aplicação. 

INTRODUÇÃO 

As empresas de energia elétrica no Brasil tipicamente 
utilizam redes aéreas com cabos nus de alumínio (CA) para o 
fornecimento aos seus clientes em baixa e média tensão , fora 
das áreas de grande concentração urbana. A distribuição 
primária geralmente é realizada num nível de 13,8 KV. Para as 
chamadas "travessias" , ou seja , rios , auto-estradas , estradas 
de ferro ou outros obstáculos , é costume usar cabos de alnmínio 
com alma de aço (CAA) , posto que os vãos são maiores , e 
maiores são as solicitações mecânicas. Estas "travessias" muitas 
vezes constituem o gargalo do sistema de distribuição numa 
dada região. Ocorrendo um evento qualquer que impossibilite a 
condução de corrente elétrica por uma delas , as outras serão 
sobrecarregadas. 

Cada empresa distribuidora tem a sua própria Nornm 
Técnica de distribuição de energia elétrica , onde é estabelecida 
a capacidade de condução de corrente de todos os tipos de cabos 
condutores por elas utilizados ( Cavaretti,I987 ). Em regra , a 
capacidade de condução é determinada para situações de regime 
permanente , a partir dos trabalhos clássicos de House e 
Tuttle ( 1959), Morgan ( 1967) e da Nonna IEEE 738( 19&J) 
Para fins de projeto aplica-se um coeficiente de segurança sobre 
o valor calculado , tipicamente de 70%. 

A detenninação da capacidade de condução de corrente é 
essencialmente um problema de transmissão de calor , ou seja , o 
calor gerado por efeito Joule dentro do cabo deve ser dissipado 
para o ambiente. As condições de contorno são consideradas 
constantes , levando-se em conta a pior situação possível para 
efeito de refrigeração dos cabos ( método detenninístico ). 
Admite-se uma temperatura ambiente de 40°C , vento de 2,2 Km/h 
perpendiculam1ente ao cabo e insolação total de 1000 W ln{ Para 
estas condições ambientais a temperatura média dos cabos não deve 
ultrapassar os 70°C para cabos CA e 85°C para cabos CAA. 

Para todos os efeitos , as empresas distribuidoras 
consideram para os cabos de alumínio com alma de aço (CM) a 
mesma capacidade de corrente dos cabos de alumínio sem alma 
de aço ( CA ) com a mesma bitola . A temperatura média de 
trabalho dos cabos é limitada para evitar a perda de resistência 
mecânica devido a fluência ( creep ) e recozimento , além do 
possível engaoilamento dos tios do cabo. Não há pretensão de 
discutir sobre os aspectos mecânicos e de materiais envolvidos 
nesta questão. 
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O objetivo deste trabalho é desenvolver um método de 
cálculo da capacidade de condução de corrente para cabos 
condutores de alumínio com alma de aço (CAA), em regime 
permanente e sob condições climáticas determinísticas. Este 
método deve levar em conta os efeitos pelicular e de 
proximidade da condução de corrente. 

Os resultados obtidos num exemplo de aplicação são 
confrontados com os resultados do método tradicional de cálculo. 
Sua aplicação é sugerida nas situações onde o efeito pelicular é 
acentuado devido à componentes harmônicas ou à utilização de 
materiais magnéticos. 

CÁLCULO CLÁSSICO DA CAPACIDADE DE CORRENTE 

O propósito deste ítem é fazer uma breve revisão da 
metodologia tradicionalmente utilizada para a determinação da 
capacidade de corrente de cabos condutores e apontar suas mais 
significativas limitações. 

A partir do balanço térmico em regime pern1aneme, Morgan 
( 1967) estabelece a capacidade de corrente de um cabo condutor: 

I= 
Qr+Qc-Qs 

R{I + a(Tm- 20)} 

onde: 
I= corrente total do cabo (A) 
Qr =calor dissipado por radiação (W/m2

) 

Qc =calor dis!;ipado por convecção (W/m2
) 

Qs =calor recebido por insolação (W/m2
) 

(I) 

R =resistência AC por unidade de comprimento (0/m) 
a= coeficiente de variação da resistencia com a temperatura (°C1

) 

Tm = temperatura média do condutor (°C) 
Como já mencionado , dentro da metodologia determinística o 

calor de insolação usualmente é considerado igual a 1000 W/m2 de 
área projetada do cabo ( House e Tuttle , 1959 e Morgan , I %7 ). O 
leitor poderá encontrar um rigoroso tratamento desta 4uestão no 
trabalho de Davis ( 1978 ). Cabe lembrar que a insolação 
considera tanto a radiação solar direta quanto a difusa. 

Para o cálculo do calor dissipadO por convecção , considera
se a temperatura ambiente igual a 40 oc e o vento atingindo-o 
perpendicularmente a 0,61 mls. Inúmeros trabalhos relatam 



expressões para a determinação do coeficiente de película , entre 
eles House e Tuttle ( I 959 ) , Morgan ( 1967 ) , Davis ( 1977b ) 
e Lin ( 1992 ). 

O calor dissipado por radiação é calculado considerando 
que toda superfície ,extema do cabo irradia para o ambiente a 
40°C. Os valores assumidos para a emissividade e absorvidade 
são os propostos por Black e Rehberg ( 1985 ). 

Quando se trata de determinar a capacidade de corrente 
para cabos de linhas elétricas de alta e extra alta tensão , muitas 
vezes o modelo determinístico é substituído por outros , visando ' 
a maximização da transmissão de energia elétrica. Entre eles 
destacam-se : monitoração da temperatura do cabo em tempo 
real ( Davi!! , 1977a ; Foss et ai 1983a e 1983b ; Seppa et ai , 
1993 ) , monitoração da tensão mecânica do cabo em tempo real 
( Seppa, 1994), modelos determinísticos horo-sazonais 
( E I e t r obra s , I 9 8 4 ) e modelos estatísticos ( Bianchi , 
1992 ). A razão destes modelos deve-se às condições altamente 
aleatórias do ambiente. As variações da intensidade e direção do 
vento , aliadas as variações da temperatura ambiente implicam 
em significativas alterações da capacidade de dissipação de calor 
por convecção. O mesmo ocorre com a insolação , cuja carga 
térnüca varia ao longo do dia , depende das condições das 
nuvens , do tipo de terreno e assim por diante. 

Em linhas de distribuição primária , por razões económicas , 
não é cabível qualquer tipo de monitoração em tempo real. Dada 
a grande quantidade de circuitos e a dispersão geográfica , os 
modelos estatísticos não são aceitos. Resta portanto , a 
simplificação do método determinístico. 

Não se deve perder de perspectiva que na prática nunca 
haverá um regime permanente , ainda que a corrente seja 
constante , posto que as as condições climáticas· estão variando a 
todo instante , particularmente o vento ( Morgan , I 992 ; Seppa 
e Witlatch , I 992 ; Seppa et ai , 1993 e Seppa , I 994 ). 

Dentro deste modelo simplificado , a temperatura é 
considerada a mesma em todo o interior do cabo. Através de 
medidas experimentais sabe-se que a diferença de temperatura 
entre a superfície e o núcleo pode ser superior a 15 oc (Lin , 
1992 e Black et ai , I 988 ). A condução de calor radial é um 
fenômeno complexo , dado que o cabo é constituído por camadas 
de fios torcidos helicoidalmente. Em primeira análise considera
se uma geometria cilíndrica para a representação do cabo. Ainda 
assim existe o problema da resistência térmica entre as camadas, 
que consiste do conta to entre os próprios fios das camadas , além 
da transmissão de calor pelas folgas entre os fios e as camadas. 
A fignra I ilustra a seção real de um cabo. 

8 
Figura I : Seção de um cabo CAA 

Um dos mais amplos estudos sobre a condição radial de 
calor foi realizado por Morgan ( 1990 ). Suas conclusões 
indicam que o calor radial é transferido principalmente pelos 
"air-gaps" dos fios de camadas adjacentes em contato e pelos 
vãos de ar entre fios das próprias camadas. Todo processo de 
convecção e radiação no interior do cabo é despresível. Por outro 
lado , a área de contato entre metal-metal é dependente da tração 
sobre o cabo e tende a aumentar com o tempo devido à fluência . 
Ocorrendo engaiolamento do cabo , aumentam os "air-gaps" e os 
vãos de ar , dificultando a transmissão de calor. 

Como mostrado por Morgan e Geddey ( 1992 ) a 
distribuição angular da temperatura superficial é variável , 
dependendo da insolação e do ângulo de ataque do vento . Além 
disso , devido à torção dos fios do cabo , num intervalo de meio 
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passo de hélice , um mesmo tio estará numa posição alterada de 
I 80° , ou seja , inverte-se a posição tàcial na superfície , 
podendo haver condução de calor por ele próprio , complicando 
enonnemente o cálculo ténnico. Para todos os efeitos, considera
se a mesma temperatura em todas as posições da superficie. 

Deixando de lado as complexidades mencionadas acima , 
por meio de medidas das temperaturas do núcleo e da superficie 
do cabo em túneis de vento, obtém-se uma condutividade radial 
efetiva para cabos CAA (Morgan , 1967 ): 

k - p ( 
r - 2 7t (T, - T2) X 1/2 

R~ xlnRz) 
, 2 Ri- R1 R1 

(2) 

onde: 
P = potência gerada por efeito Joule por unidade de 
comprimento (w/m) 
T, =temperatura na alma de aço ( 0 C) 
T2 = temperatura na superfície do cabo (0 C) 
R, =raio externo da alma de aço (m) 
R2 =raio externo do cabo (m) 

Este valor pode variar de 0,5 a 6 W /m. oc ( Morgan , 1990 e 
Morgru1 e Geddey , 1992 ). Esta condutividade é da ordem de cem 
vezes menor que a condutividade do alumínio ( 220 W /rn. oc ). 

A distribuição da temperatura no interior do cabo é dada 
por Black e Collins, ( 1988 ) e Morgan ( I 990 ): 

_!__~(r dT) + I
2
p0 (1 +aT) = 0 

r dr dr AbA 
(3) 

onde: 
r= raio (m) 
T =temperatura (°C) 
p0 = resistividade do alumínio a O °C (O.m) 
a= coeficiente da variação da resistividade com a temperatura (°C1

) 

A= área da seção espacial do cabo (m2
) 

Ab =área da seção do material condutor (m2
) 

A equação acima pressupõe que a corrente elétrica 
distribui-se unifonnemente por todos os tios do cabo , não 
levando em conta os efeitos pelicular e de proximidade. Estes 
efeitos fazem com que a densidade de corrente elétrica nos fios 
das fUmadas externas do cabo seja maior que nas camadas 
internas , promovendo uma maior geração de calor por efeito 
Joule na superficie. Propõe-se a seguir mn método numérico que 
leve em conta estes fatores. 

MÉTOOO NUMÉRJCO SIMPLIFICADO 

A distribuição da temperatura num cilindro de raio r e 
comprimento infinito com geração interna de calor por efeito 
Joule é dada por: 

d
2
T +_!_ dT + pJ

2
(r) =O 

dr2 r dr k 
(4) 

Para calcular a distribuição radial da geração de calor 
considerando o efeito pelicular, aplica-se o método proposto por 
Lavers ( 1978 ) , o qual é largamente aceito para cálculos de 
sistemas de aquecimento por indução e condução direta. O 
aquecimento por histerese magnética é considerado despresível. 

Para urna geometria cilíndrica uni-dimensional , as 
equações de Maxwell em regime estacionário senoidal reduzem
se a: 

~(p.J) = j.w.~-t.l-1 
dr 
I d --(r.I-I) = J 
r dr 

(5) 

(6) 



onde: 
J =densidade de corrente (A/m2

) 

H= intensidade de campo magnético (Aim) 
p = resistividade do material (O.m) 
Jl = penneabilidade magnética (T/A.m) 
w =frequência angular (rad/s) 

Para aplicação do método numérico simplificado, o cabo é 
modelado como sendo constituído por camadas maciças de metal 
condutor , formando anéis concêntricos, como mostrado na 
figura 2a , exagerando as folgas entre elas. O raio médio de cada 
uma coincide com o raio médio da respectiva camada verdadeira 
do cabo, e sua espessura é tal que sua seção transversal é igual a 
área total das seções dos fios que fonnam a camada do cabo. 

Por outro lado, cada camada (j) é dividida em anéis (i) com 
espessura 6. r, confonne figura 2b, para que se possa executar o 
cálculo numérico da difusão do campo eletromagnético, e assim 
determinar a distribuição do calor gerado intemamente. A grade 
para a solução das equações (4) e (5) , seguindo o método de 
Lavers , é dada na figura abaixo: 

j-1 j+1 

--
( u camadas 

;---

rmUJ 

LC i-1 i+1 

r(i. j) 

LC 

Fig 2: a= Grade para solução do problema 
b = Detalhe da grade 

J;.i é constante na região: 

r; ,J - ru s r s r; .J 

H.i é constante na região 
ór ó r 

r --<r<r +-
I,J 2 - - I,J 2 

[2a) 

anéis 

[2b) 

Inicialmente é arbitrado um valor para J1,1 , e calcula-se a 

corrente no primeiro anel da primeira camada: 

( ru) 2 ru2 
l11=7t.Jil . - =7t.JII .-. ' 2 . 4 

(7) 
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Pela Lei de Ampere, a intensidade do campo magnéticv cm r1 é: 

I 
H - 1,1 ,,---

' 2. 7t. r1,1 
(8) 

Considera-se que o campo magnético é constante no intervalo 
Os r s ru . Conhecendo-se H, ,, pode-se calcular o valor de h.1 a 
partir da equação (5): 

· W · Jl1 I 
J21 = J,, + J.--· .ru.H11 

. . P1 ,1 , 

Os anéis seguintes são calculados por: 

I I 

H I=--.""'! I 
I , 27t.r; I L... I . 

' 1= 1 

A corrente no último anel da camadit será : 

e a corrente total da primeira camada será: 

N + l 

IT.I = :2: I;,] 
i=! 

(9) 

(lO) 

(II) 

( 12) 

Para a camada seguinte, admite-se que a densidade de 
corrente do primeiro anel seja igual a densidade de corrente do 
último anel da camada anterior, ou seja: JN+ I , I = J1 .2 

(13) 

( 14) 

onde a é o raio intemo da camada. 
A partir daí procedem-se os cálculos segundo as equações 

(9), (I 0), (II) e ( 12). Repete-se o procedimento, incluindo as 
equações ( 13) e ( 14 ), para as demais camadas. 

A solução final da corrente total para o cabo é comparada 
com a corrente especificada. Caso não haja convergência adota
se outro valor para J,,,. Repete-se este procedimento até que seja 
obtida a convergência. 

O calor gerado por efeito Joule em cada camada .é dado pelo 
somatório do calor gerado em cada anel. Os efeitos da variação 
da resisti vida de com a temperatura são considerados, bem como 
a natureza magnética do núcleo de aço. 

12 
p . = Pj I,J 

1,) 2 A 
7t . r; .J" o r 

(IS) 



e 
P="'P -J ,;_, l ,J ( 16) 

O leitor poderá encontrar detalhada explicação deste 
método nos trabalhos de Lavers (I 978) e Burke e Lavers (I 978). 

Para o cálculo do gradiente da temperatura aplica-se uma 
formulação numérica em termos de elementos de resistência, 
apresentada em qualquer livro de cálculo numérico ou de 
transferência de calor. Embora não seja um método que 
apresente grande precisão, a mesma não é exigida, dada as 
imprecisões das condições de contorno, e, especialmente da 
condutividade radial efetiva. 

Cada camada é considerada um elemento nodal, e portanto 
são isoténnicas. Admitindo um cabo com quatro camadas, as 
equações seriam: 

T4 

T P
1 
+ ___ 2 

TI=~ 
I 

R+ 
I 

[ TI T3J p2 + -::- +----:;:-
R2 R2 

T2 = 1 I 
- +-R; R2 

P3 +(~~ + T~) 
T

3 
= 3 R3 

I I 
-+
R3 R+ 3 

T T T (P +Q .2.R)+(-3-+ amb + amb ) 
4 s R- + + 

4 R4 >RAD R4 . >CONV 

I I I 
- +--- +- - - -
R4 R~ >RAD R~ >CONV 

onde as resistências térmicas são dadas por: 

R+ 
I 

ru. 
21t.(rml + &-. 12).kr 

R+ - L'úb 
2 -

21t.(rm2 + L'úb 12).kr 

ru. 
R2 = ( _ &-•).kr 

2n:. rm2 2 

L'úc 

Rj = ( L'úc).kr 
2n:. rm3 + 2 

L'úb 

R]= ( _ L'úb).kr 
2n: rm3 2 

(17) 
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L'úc 

R4 = ( L'úc) kr 
2n: rm4-z · 

I 
R+ = 2 ' )) 4,RAD [crc.27t.R.(T4 +T;mbXT+Tamb 

I 
R; >CONV = ( h.2 71:. R) (18) 

As equações ( 17) e ( 18) são não-lineares e devem ser 
resolvidas por iteração. As temperaturas são em graus Kelvin. 

Foi desenvolvido um programa em FORTRAN para a 
soluçãc do sistema ternw-elétrico. 

EXEMPLO DE APLICAÇÃO 

Um dos cabos de alumínio com alma de aço mais utilizados 
pelas concessionárias de energia elétrica para travessias será 
analisado como exemplo. Trata-se do cabo #336,4 mcm , cujas 
características :;ão apresentadas a seguir. 
Condutor LINNET: 336,4 mcm 

Sa1 = I 70,45 mm2 

STOTAL = 198, I 7 mm2 

<!laço= 6,47 nun 
<Dtotal = 18,29 nun 
Na~= 26 x 2,888 mm 
Naço= 7 X 2,245 mm 

I' camada: Naço = I 
2' camada: Naço = 6 
3" camada: Na1 = I O 
4" car.·,..,Ja: Na1 = 16 

Saço= 3,958mm2 

Saço= 23 ,750nun2 

sal= 65,506mm2 

Sa~= 104,810Imn2 

Considerando kr = 1,20~, 
111°C 

as resistências 

serão: 

R+ 
I 

1,684 

7,54(0,561+ 1,~84) =0,1592 

R;== 2~67 
7,54( 2,245 + 2,~67) = 0,0965 

R2 = 1,684 
7 ,54(2,245-1 ,~84) =0,1592 

Rj = 2,888 
7~4(4,812+ 2 ,~88) =0,0612 

R}= 2,567 
7 ~4( 4,812- 2 ,~67) = 0,0965 

térmicas 



R4 = 2,888 = 0,0612 

7 54(7 700-
2

'
888

) , , 2 

Os resultados gerados pelo programa computacional 
indicam: 

Corrente Temperatura do 
Nominal (A) Núcleo (0 C) 

440 71 
510 79 
530 82 
550 85 

Para este tipo de cabo , as companhias de distribuição 
costumam utilizar a capacidade de corrente igual a 440 A 
quando ele é parte integrante de um circuito com cabos CA , e 
51 O A quando se trata de um circuito inteiramente constituído de 
cabos CAA. Para as condições ambientais consideradas , em 
nenhum dos casos acima a diferença de temperatura eritre a 
superficie e o núcleo ultrapassa 3 °C. 

CONCLUSÃO 

A aplicação do método de Lavers para o cálculo da 
distribuição radial do calor gerado intemamente por efeito Joule 
em cabos condutores CAA e sua utilização na determinação da 
capacidade de corrente mostrou-se plenamente satisfatória. No 
caso do exemplo apresentado observa-se que para uma corrente 
de 51 O A, a temperatura do núcleo atinge 79 oc para as 
condições ambientais consideradas. O modelo clássico 
estabelece 80 oc para a temperatura média do cabo a 51 O A 

Tanto em cabos condutores CA como CAA, o efeito 
pelicular não é significativo em condições normais. Assim, o 
método numérico simplificado ora proposto não se justificaria. 
Entretanto, ele toma-se uma ferramenta muito poderosa na 
determinação da capacidade de corrente em cabos condutores 
sujeitos a condições especiais, onde o efeito pelicular é 
apreciável. Entre estas situações destacam-se os cabos 
condutores de aço utilizados na distribuição de energia elétrica a 
baixo custo na zona rural, onde o efeito pelicular se pronuncia 
devido à natureza magnética do material. Outra aplicação que 
merece destaque é a determinação da capacidade de corrente 
para cabos CA ou CAA que alimentam cargas especiais com 
significativas componentes ham1ônicas, nas quais o efeito 
pelicular das harmônicas superiores toma-se importante. Em 
ambos os casos, o método clássico falha na determinação da 
capacidade de corrente. 
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SUMMARY 

This paper presents a simplified numerical method in order 
to determine the terpperature in the nucleous of aluminium 
conductor steel'reintorced ( ACSR ). Envirorunental conditions 
like temperature , velocity and direction of the wind and solar 
radiation are supposed to be constants. The skin and proximity 
effects of electrical current have the same numerical treatment of 
a methodology applicable to induction heating. The int6111al 
heating generated by hysteresis is not appreciate. The radial 
temperature gradient is calculated by an efTective radial thermal 
condu~tivity , generally one hundred times smaller than the 
conductivity of conductor itself. This work deals with steady
state only. Finally it presents an application. 
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SUMMARY 

When an inverse problem involves function estimation, we have an infinite dimensional optimization 
problem in which we searchfor the solution in a space offunctions. Recently lhe conjuga/e gradient method 
with an adjoint equation has been applied with success to severa/ function estimation problems in heat 
conduction with no prior information on lhe quantity to be estimated. ln this paper we presentthe steps 
involved on the application ofthe method. Some results are also presented 

INTRQDUCTION 

lnverse heat conduction problems have numerous important 
applications in various branches of cngincering and science. For 
example. the determination of thermal properties (Silva Neto and 
Ózisik. 1993a. 1995. Dantas and Orlande. 1995, Macêdo and 
Orlandc. 1995). initial conditions (Hsieh and Un. 1986. Silva 
Neto and Ózisik. 1994a). and hcat source strengths with space 
and time dependence (Silva Neto and Ózisik. 1993b. 1994b) 
have applications in mechanical. chemical and aerospace 
engineering. 

For the inversc heat conduction problcms involving function 
estimations. thc conjugate gradient method with an adjoint 
equation (Aiifanov. 1979. Jarny ct ai.. 1991) has proved to be 
very efficient because of the built in regularization and small 
number of iterations to achieve convergence. 

ln the following sections we describe the basic steps involved 
on the application of the method to linear inverse heat 
conduction problems as well as the results for the estimation of 
timewise varying strengths of heat sources. 

FORMULATION OF THE PROBLEM 

Consider a one-dimensional platc initially at a uniform 
temperature \\ith insulated boundaries. that contains a heat 
source of unknown strcngth. The dimcnsionless formulation of 
this transient heat conduction prohlem is given by 

a z e( x. t ) + G( x 
1 

= a e( x. t ) 

a X2 
• > a t 

inO < X < l.t > O (la) 

a e 
~ =O at X= O and X= 1. for t >O (I h) ax 

e(X,t)=O for1=0.intheregion (lc) 

Sü9 

where the dimensionless quanttttes include e( X, 1) the 

temperature, X the spatial variable, G(X, 1) the source 

strength and 1 the time. 

THE INVERSE ANAL YSIS 

fhe strength of the heat source G(X, 1) is not known, but 

transient temperature measurements taken in the medium are 
available. The objective is to estimate the strength of the heat 
source using the temperature measurements that are available. 

The application of the conjugate gradient method with an 
adjoint equation involves the steps brietly described below. 

The Direct Problem. The direct problem consists on the 
solution of system (I) considering the strength of the heat source 
known. 

The Sensitivity Prohlem. To obtain the sensitivity problem 
we consider a small perturbation on the strength of the heat 

source !J.G , causing a small perturbation on the temperatures 

tJ.e . We subtract then the original problem (I), from the one 
considering the perturbations, resulting : 

a z tJ.e(x, 1) + tJ.G(X 
1

) = a tJ.e(x, 1) 

a xz ' a 1 
(2a) 

a tJ.e 
--=O at X= O and X= 1. for 1 > O (2b) ax 
tJ.e(X, 1) =O for 1 =O . in the region (2c) 

The Adjoint Problem and the Gradient Equation. The inverse 
problem is solved as an optimization problem by requiring that 

the unknown function G( X, 1) minimize the functional 

J defined by 

··; 

! 

i 
'. ~ 



M 2 

1[ G(X;t)] = I~f ,L[E>m('t)- Zm('"c)] dt (3) 
m=l 

where 't f is the final time, M is the number of sensors, and 

em and zm are the dimensionless computed and measured 

temperatures, respectively, at each sensor location as a function 
oftime. 

The adjoint problem is developed by multiplying Eq.(la) by 

the adjoint function À.(X, 't) , integrating the resulting 

expression over time and space domain and then adding the 
result to the functional given by Eq.(3). After a perturbation on 

the strength of the heat source 11G, that causes a small 

perturbation on the temperature 118 as we have seen before for 
the sensitivity problem, we obtain 

1 M 

M =I;' Io ,L2[E>m('t)- Zm(•)] 
m= l 

X 118 8 (X- Xm) dX dt 

I'f II [8 2
118 + o o À.(X,t) 8 xz +11G(X,t) 

_ 8 118] dX dt 
àt 

(4) 

Using integration by parts and the boundary and initial 
conditions of the sensitivity problem, and requiring the 

coefficients of 118 to vanish, we obtain the adjvint probl 'll 

0 
2

/.(X,t) + 'Í,2 [E>m('t)- Zm(t)] 
m=l 

X 8(X- Xm) = 

81. 
- = O at X = O and X = 1 
ôX 

À.=O for 't = 't f 

and the following integral term is left 

8 /.(X,t) 

01 

M =I~' I~ À.(X,t) 11G(X,t) dX dt 

(5a) 

(5b) 

(Se) 

(6) 
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Note that system (5) is different from the standard initial 

value problems. Here the final time condition at 't = 't f is 

specified instead ofthe customary initial condition at 't =O. 
By the definition of gradient, the following relation holds 

(Aiifanov, 1979) 

M = I~' I~ J~(X,t) 11G(X,t) dX dt (7) 

By comparison we conclude that ti>:: gradier.t of the 
functional is given by 

J~(X,t) = I.(X,t) (8) 

The Conju~ate Gradient Method of Minimization. We 
consider the following iterative procedure for the estimation of 
the unknown strength of the heat source (Polak, 1971) 

G(X,t)k•t = G(X,t)k -13k P(X,tl, 

k =O, 1, 2, 

where the u· "L ,tion of descent is given by 

P(X,'t)k = J~(X,t)k +yk P(X,t)k-t 

r nd the conjugate coefficient is given by 

k y = 
I~' I~ [l~<Gk>r dX d• 

I~' I~ [l~<Gk-l)r dX d• 

with y 0 =O 

(9) 

(lO' 

(li) 

The step size l3k is determined by minimizing the functional 

with respect to l3 k • resulting 

i. I~' [em(Gk)- zm] 11E>(Pk) dt 
13k=="'=~l~M-------------

L I~' [11E>(P)f dt 
m=l 

(12) 

The Stopping Criterion. The criterion of stopping the 

iterations when there is a small variation on 11G from one 
iteration to the next does not work because the errors of the input 
data may cause unwanted oscilations on the solution. Therefore 
the discrepancy principie is used instead (Aiifanov. 1974, 
Alifanov and Mikhailov. 1978). 



(13) 

where 

M 

E2 = J~t Icr 2 d• - ( 13a) 
m= l 

The Solution Al~orithm. The direct problem, the sensitivity 
problem, the adjoint function, the gradient equation and the 
conjugate gradient algorithm are used as foltows : 

• choose ao initi al guess G(X, 't )0 

• solve the direct problem ( 1) to obtain 8(X, 't) 

• solve the adjoint problem (5) to obtain À(X, 't) 

• compute the gradient function J~( X, 't) , Eq.(8) 

• compute the conjugate coefficient y k, Eq.(ll) 

• compute the direction ofdescent P(X,'t)k , Eq.( IO) 

• using LlG(X,'tl == P(X,'t)k (Jarnyetal. , 199 1)solve 

the sensitivity problem (2) to obtain Ll8(X, 't) 

• compute the step size l3 k, Eq.( 12) 

• compute G(X, 't )*+I, Eq.(9) 

• go back to the second step if the stopping criterion ( 13) is not 
satisfied 
• stop the iterative procedure. 

RESULTS 

The function s exhibiting an abrupt change are generally the 
most difficult cases to recover with an inverse analysis. ln order 
to show the good performance of the conjugate gradient method 
with an adjoint equation under such strict conditions, we present 
the results for the source estimation problem involving triangular 
and rectangular forms of variation with time. 

As real measured data was not available, we generated 
simulated measured data containing measurement errors by 
adding random errors to the computed exact temperatures as 

Zm,; ==em,; +cr em.i i== 1, 2, . . . , N, 

m==l,2, ... ,M (14) 

where M is the number of sensors and N is the number of 
measurements taken with each sensor at regular time intervals 

Ll't , from time 't == O till 't == 't 1 . For the resu lts presented 

in Figs. I and 2 only two sensors are used, i.e. M == 2 , one on 

each boundary surface of the region, X == O and X == 1 , in 
order to avoid the use of sensors within the medium. 

ln Eq. ( 14) cr is the standard deviation of measurement 
errors which is assumed to be the sarne for alt measurements, and 
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em,; is the computer generated random error with a normal 

distribution. 
For the test case shown in Fig. I we considera pianar surface 

heat source located at X == 0,90 . The exact timewise 
dependence of the strength of the heat source is shown by the 

solid line. The estimated values of G('t) were obtained with the 

conj ugate gradient method considering measured data 

containing measurement errors of standard deviation cr == 0,01 
and cr == 0,05 that correspond to measurement errors of 2,6% 

and 13 % respectively. 
The conjugate gradient method presents a difficulty in 

estimating G( 't ) for the final time 't == 't 1 . The reason for this 

is that À vanishes for 't == 't 1 as is apparent from Eq.(Sc). 

Then, from Eqs.(8), (lO) and (9) it can be concluded that Gk+I 

will always be equal to the initial guess G 0 
for 't == 't 1 . This 

implies that the solution obtained for G('t) at the final time 
may not be correct because it will be equal to the initial guess. 
However, such a difficulty at the final time can be alleviated by 
repeati ng the calculations with ao initial guess chosen from the 

estimated value of G('t) taken few time steps before the final 

time 't 1 and repeating lhe calculations until sufficient 

convergence is reached (Silva Neto and Ózisik, 1992). 
ln Fig. I we note that the agreement between the exact and 

estimated results is very good everywhere in the time domain 
except close to the final time. 
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Figure I - The estimation of the strength of a plane surface heat 
source vary ing with time as a triangular function. 
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Figure 2 - The estimation of the strength of a plane surface heat 
source varying with time as a rectangular function. 
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For the test case shown in Fig. 2 we considera planar surface 

heat source located at X= 0,70 . The exact timewise 

dependence of the strength of the heat source is shown by the 

solid line. The estimated values of G('t) were obtained with the 

conjugate gradient method considering measured data 

containing measurement errors of standard deviation cr = 0,0 l 
and cr = 0,05 that correspond also to measurement errors of 

2,6 % and 13 % respectively. 
From the results presented in Figs. I and 2 we conclude that 

good estimations are obtained with the conjugate gradient 
method with an adjoint equation even with poor initial data. 

For both cases here presented, less than 60 iterations were 

required for the estimations of G('t) . Each function estimation 

took and average of lO minutes of CPU time on a RISC 6000 
station. 
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SUMMARY 

An space-time fonnulationfor the finite element method has been developedfor bidimensional transient heat conduction 
11011linear problems with liquid-solid phase changes and applied to a process of freezing of cylindrical and plate shapedfoods. 
Experiments on freezing trou meat molded into cyli11ders a11d parallelepiped were perfonned to measure time history of 
temperature in the mass center and to validate the numerical method. 

INTRODUCTION 

Over the past years, numerical simulation has become an 
important too! that has been applied to solve problems in almost 
every engineering discipline. Numerical methods such as finite: 
differences; volumes and elements have been developed a11d 
tcstcd against analytical solutions and experimental data. 

Most of the finite element formulations developed for 
diffcrent thermal problems make use of a space domain 
discretization leaving the time variation to the discrcte nodal 
quant1t1es. The idea of time discretization te solve a 
thennoelasticity problem was presented by Nickell and Sackman 
(1968) and since the11, Yu and Hsu (1985) have used this 
formulation to solve a one dimensional linear problem of 
unsteady heat conduction and Bonnerot and Jamet (1977) have 
reported numerical solution for the Stefan problem. More 
recently, French (1993) developed a space-time formulation for 
solving the wave equation that is also useful for second-order 
hyperbolic problems. Aliabadi and Tezduyar (1993) shown that 
space-time finite element solutions can be applicd to study 
compressib!e flows involving moving boundaries and interfaces 
a11d Pironneau et al. (1992) have used this approach to solve the 
advection-diffusio11 equatio11 includi11g time-dcpendent domai11s. 

MATHEMATICAL MODEL ANO SOLUTION 

Liquid-solid phase change bidimensional heat co11duction 
problems can be formulated in terms of the apparent specific heat 
as suggested by Hsiao (1985), in terms of the 11011 linear heat 
diffusion equatio11 

C ( T) ar = ___!__ __§_ (r n k ( r) ar)+__§_ (k ( T) ar) • ac rn ar ar az az (1) 

with a11 i11itial co11ditio11 of u11ifonn temperature, a11d bou11dary 
conditio11s of symmetry i11 both axis and externa! convection with 
a time-dependem fluid tcmperature. 
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r(t=O)=O ar(r=O)=o 
ar at (z=O)=O a c 

-k(r) ~;(r=a)=h.(t)[r(r=a)-rt(t)] 

-k(r) ~; (z=l) =h( t)[r(z=l) -rt( t)j 

(2) 

(3) 

(4) 

Space-time finite element method for a bi-dimensional transient 
problem is based in a discretization process that makes use of 
non-physical eight nodes finite volumes that include time as the 
third coordinate and hence: 

fl. V= 27tr fl.r fl. z fl. t . The Galerkin formulation yields to the 

general equation 

-J J fk ~; ~:f 21tr drdtdz -JJ fk ~~a;:, 27tr drdtdz (5) 

-Jffpc 0
0TN1 2Ttrdrdt•J kN1 °0rcts,•J kN1 °0Tds,=o 

t s1 r s~ z 

where s, and S2 are radial and axial conduction areas. Linear 
interpolation functions for the eight node element allows the 
definition of the interpolation matrix 

N = l 
v 

(r5 -r) (z4 -z) ( t
2
-t) 

(r6 -r) (z3 -z) ( c-t1 ) 

(r,-r) (z-z2 ) ( t-t4 ) 

(r,-r) (z-z1 ) ( t,-t) 

(r-r
1

) (z
8
-z) ( t

6
-t) 

(r-r2 ) (z,-z) (t-t
5

) 

(r-r,) (z-z,J (t-t0 ) 

(r-r,) (z-z5 ) ( t 7 -t) 

(6) 

Integrating by parts allows for the calculation of each one of 



the integrais in thc last equation for the eigh nodes elemcnt. 
Hcncc, the radial hcat conduction I1 for each elemcnt is 

[+s 
1 1 l 1 1 1 1 r, 

36 72 36 -la -36 -72 -36 
1 1 1 1 1 1 1 T, 

la3672 36-la 36 -72 

1 1 1 1 1 1 
la 36 -72 -36 -la -36 T, 

1 1 1 1 1 T,, 
r,-cJ 

Ti_36_72_36_1a 
(7) 

1 l 1 l 
la 36 72 36 T, 

SYM 
1 1 1 

la 36 72 T, 

1 1 
la 36 T, 

1 
Tã T, 

where C1 =·2T<k(r!·dl (<li. z ) ' (<li. t) 'I V' 

The axial heat conduction I2 can be computed from 

IR1 IR1 _ IR1 IR1 IR, IR, IR, IR, r, 
) 6 6 ) ) 6 -6 -) 

IR, TR1 _ IR 1 IR, IR1 IR3 _ IR'l 
T, 

) 3 6 6 ) 3 6 

IR, IR, IR3 IR 3 IR, IR, 
T, ) 6 -6 -) ) 6 

IR, IR, IR) IR, IR, 
T, 

) -) -6 6 ) 
r,·C.,I 

IR, IR, • IR, _ IR, 
) 6 6 3 

r, 

SY!{ 
IR, _ TR, _ IR, 

T, ) 3 6 

IR, IR, 
T, ) 6 

IR, T,j ) 

where c,=-2T<k<li.z (A t ) '/V' and thc IR, 

evaluated from the integrais 

J ~ J ~ 2 IR1 = (r7 -r) 2 r dr ; IR2 = (r-r,) 
~ ~ 

J
r 1 

IR3 = (r7 -r) (r-rJ r dr 
r, 

(8) 

1,2,3 are 

r dr 
(9) 

The unsteady term. describing the rate of change for lhe 
mternat energy in the element that include time a third "spatial" 
coordinate is 

f IR 1 IR 1 IR 1 IR 1 IR, IR1 IR1 IR, r,1 
~ -6 6 12 12 6 612 12 

I 
IR1 IR1 IR1 _ I~ IR1 IR3 IR, _ IR1 r, 
6 6 12 12 6 6 12 12 

_ IR1 I~ IR1 _ I~ _ IR 3 IR3 IR1 _ IR, 
T, 

1 2 12 6 6 1 2 12 6 • 
_ IR, IR, IR., _ IR., _ IR, IR, IR, _ IR, r, 

r,-cJ 
1 2 12 6 6 12 12 6 6 

_ !R1 IR., IR, • IR, _ IR, IR, IR, _ IR, 
6 6 12 12 6 6 12 1 2 

r, 
(10) 

IR, IR1 IR, _ IR1 _ IR'l IR2 IR3 IR, 
T, 

6 6 12 12 6 6 12 12 
_ IR1 IR) IR1 _ IR1 _ IR-a I~ IR1 _ I~ r, 

12 12 6 6 12 12 6 6 

_ IR 1 IR 1 IR1 _ IR, _ I~ IR~ IR2 _ I~ r,j 
1 2 12 6 6 12 12 6 6 

where c,=-2pC71 <t.t l ' <t.zl' /V' 

An energy balance between internal heat conduction and 
externa! convective heat transfer performed in the 5 1 externa! 
radial surface is 

f KN,~dS1 ·f h,(r-T_)N1dS1 •f h,N,N1T1ds1 -jh,r_,N,dS, (J J) 
., ar s, s, J:, 

that can be evaluated in two terms. the first one in terms of the 
unknown surface temperature 
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o o o o o o o o 
T, 

o o o o o o o T, 

o o o o o o T, 

J h,N1N1 r 1 ds, =c,l o o o o o T,, (12) .. 4 2 1 2 T, 

SYM 4 2 1 T, 
2 

T1 
4 

T, 

with c , =2T<Rh,<tu>'<<l!.zl'<Atl'/36V' anda second tenn that 

includes the t1uid tempcrature 

o 
o 
o 

fs,hrT.,N1 dS1 =C,~~~ (13) 

1 

1 

1 

where c,=2 T< Rh,T.Ar <Azl' <A tl ' / 4 v 

A similar approach in the axial direction yields to the 
following equation for the encrgy balance at the externa! axial 
surface 

f KN1 aaT dS2 = J h.,.N1N1 T1 dS1 - J h.,. T.NN1 dS2 ., r .9,. s~ 
(14) 

where the first integral include the unknown surface temperature 

[o o 

I o 

J,, h""N,N1 T1ds, • C,

1 

l 

2IR1 

SYM 

o o 
o o 

IR1 O O 21R1 

2IRl O O TR3 
o o 

2 IR.~ 

IR, 

2 IR) 

o 

IR, 

2 IR~ 

T, i 
r,, 
'I' I 

'I r. ! 
r, \ 

(IS) 

r,( 
r, I 
r.; 

where c,=2T<h,u<Az>'<t.tl'/GV' . Thesecondintegraltakesinto 

account the externa! t1uid temperature 

o 
o 

IFS1 

J h,uT• N,dS = 2"h,"T •• t.z ( A t) 'IIFS 
Sa ... ~ " 1 2V O 

o 
IFS2 

IFS2 

in tenns of the following two radial integrais 

(16) 



f
z, 

IFS1 = (r7 -r) r dr 
' ·· 

(17) 

EXPERIMENTS ANO RESUL TS 

The tran.{ient space finite element formulation was tested by 
predicting and measuring lhe evolutions of lhe temperature at 
different positions, in a cylindrical and a pate shaped food that 
underwent freezing processes in a chamber. wilh a ir ambient 
temperature variable in time. 

The experimental procedure used trout (oncorhynchus mikiis) 
meat, without bones molded in two shapes : (1) a cylinder, 55mm 
in diameter, 100 mm in lenglh and 257 g weight and (b) a 
parallelepiped of 12 by 90 x 240 mm and 257 g weight. 
Temperature inside lhe meat and of lhe ambient air inside a 0.8 
m3 chamber was measured wilh T types lhermocouples, 0.3 mm 
in diameter wilh an accuracy of ± 1 °C, at intervals of 5 s. A 
Cole Parmer scan.ner was used together with a MAC 14 compute r 
program in order to capture lhe temperature signal wilh a 
personal computer (386DX, 40 Mhz. 8Mb RAM memory). The 
food was placed inside the chamber, initially both at ambient 
temperature, and two fans were used to move coo! air at a 
measured speed of 1 m/s. Air temperature changes were 
accurately registred at 5 seconds intervals during 9000 s and lhey 
are shown in figure 1. As it can be noticed, after 1270 s an 
oscilatory change of the a ir temperature was caused by lhe action 
of a thermostat. The overall trend of air temperature wilh time 
was included in the malhematical model by using a logaritlunic 
term for lhe initial period (t < 1270 s) and then by a sinusoidad 
wave with bolh amplitude and periods lhat change wilh time. 
Both transient real changes of a ir temperature and lhe approached 
ones are shown in figure I. 
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Fig . I. 
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TIME !•l 

Time variation of air ambient temperature inside the 
freezing chamber. 

The properties of the trout meat were calculated by using a 
thermodynamics model based on a binary mixture of water and 
solids, Morales et ai. (1994). This was built into a subroutine 
that was incorporated in the tinite-element program. The initial 
data needed and its values at l5°C were the following: 
density=llOO kg/m3

: thermal conductivity=0.497 W/m2 °C; 
specific heat = 3.153 kJ!kg°C; enlhalpy =280055 J/kg; while thc 
crioscopic temperature was equal to 1.8 °C and lhe water content 
was equal to 64 %. 
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Thc pllysical domanin was discretized by using I O nodes in 
radial direction, 12 nodes in lhe axia l direclion for a quarter of 
lhe cilinder, assumed to be symmetric in both spatial direction. 
Time steps rangings from 0.1 to 1 s were used in ali calculations 
with the smaller values for the time intervals when the cooling 
speed of air was greater. The overall heat transfer coefficient 
was calculaled to be equal to 38 W/m2 °C. 

Figure 2 shows a comparison between lhe measured 
temperature in lhe mass center of lhe pia te shaped trout food and 
two numerical simulations performed by using lhe time space 
finite element method and a numerical model based on finite 
differences with a similar discretization, Jacob (1995). The 
predicted values for the time history are seen to compare well 
with the measured data. During the first 5000 seconds the finite 
element results are closer than the transient temperature 
calculated with lhe finite difference method, and the opposite is 
true for the final stage of the cooling process . 
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Figure 3 shows a comparison between the measured 
temperature in lhe mass center of lhe cylindrical shaped food. 
made of trout rneat, and the predicted value calculated by using 
lhe time-space formulation of lhe finite e lement method. Overall 
agreemcnt is noticed to be good, wilh some minor differences 
obscrved aftcr thc phasc changc of lhe watcr contcnt has takcn 
place . 

Fig.3. 
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CONCLUSIONS 

An space-time fonnulation for the fmite element has been 
developed to solve ' bidimerisional unsteady non linear heat 
conduction problems with liquid-solid phase changes and the 
details of the matrices development has been presented. 

Meat of trouts has been molded into plates and cylindrical 
shapes and the solidification of the water content of the food in 
a chamber has been studied under time varying air ambient 
temperature~ Experiments have been performed to measure the 
temperature variation in time in the food during freezing. The 
prediction obtained making use of the time-space finite element 
model for the unsteady temperature variation of the center of 
mass has been shown to agree well with lhe measunid v alues and 
with numerical data obtained by using a finite difference explicit 
method. 
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SUMÁRIO 

Neste trabalho é apresentada uma metodologia semi-analltica para o cálculo do fluxo de calor não
estacionário em meios multi-compostos. O método baseia-se na aplicação da transformada de Laplace e in
versão numérica por quadratura de Gauss. O método é aplicado à paredes externas de edificações sujeitas à 
radiação solar e convecção para o ar. As paredes são compostas pÓr vários meios com propriedades témti
cas diferentes. Faz-se uma ampla revisão bibliográfica e análise de erro para o método. 

INTRODUÇÃO 

A motivação que levou ao desenvolvimento deste assun
to foi basicamente o fato de que a envoltória das edificações 
apresenta um comportamento térmico não-estacionário, princi
palmente pelo fato das condições externas jamais estacionarem 
como conjunto. Este comportamento reflete-se diretamente no 
comportamento térmico dos ambientes internos da edificação, 
interferindo em aspectos importantes como conforto térmico e 
dimensionamento dos sistemas de climatização, e con~ cqOente 
consumo de energia. 

Procura-se então uma metodologia capaz de realizar de 
forma semi-analítica o cálculo dos fluxos de calor existentes na 
envoltória da edificação. Neste trabalho é dada especial atenção 
à paredes externas multicompostas. 

A metodologia analítica procurada apresenta como prin
cipal vantagem em relação aos métodos numéricos tradicionais o 
fato de não necessitar incrementos seqoenciais no tempo e/ou 
espaço. Esta metodologia poderá futuramente ser incorporada à 
programas computacionais de dimensionamento ou simulação de 
sistemas de climatização. 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Foram procurados trabalhos versando sobre a difusão de 
calor e migração de umidade não-estaci~pários em meios multi
compostos. Os trabalhos encontrados foram divididos em quatro 
grupos: Métodos numéricos, funções de transferência, métodos 
analíticos e transformada de Lapl~ce. 

Métodos Numéricos. Os trabalhos encontrados foram 
subdivididos em difusão de calor e migração de umidade, análi
se de pontes térmicas e medições experimentaís. 

Difusão de calor e migração de umidade. Spolek et ai 
(1985) preocupam-se com o fato de que o isolamento de paredes 
para conservação de energia aumenta a possibilidade de conden
sação de umidade no interior destas. Ojanen e Kohonen ( 1989) 
analisam a influência higrotérmica da convecção do ar na estru
tura de paredes. Burch e Thomas (1992) apresentam uma análise 
da acumulação de umidade em uma parede multicamada de ma
deira sujeita ao clima de inverno, através de um modelo transi
ente, unidimensional, em diferenças finitas, que prediz a transfe
rência acoplada de calor e massa. Karagiozis e Kumaran (1993) 
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verificam o desempenho de barreiras contra vapor em paredes 
através de análises numéricas. 

Pontes térmicas. Standaert (I 985) analisa pontes térmi
cas transientes bi e tridimensionais por métodos numéricos, ba
seados em técnicas de balanço energético. Burch (1992) faz uma 
avaliação de pontes térmicas utilizando um modelo em diferen
ças finitas para predizer o desempenho térmico estacionário e 
transiente. 

Metodologias experimentais. Chorneyko e Besant (1989) 
apresentam um modelamento térmico da base de uma edificação 
com e sem piso isolado, através da instrumentação do porão de 
uma casa para medir os fluxos de calor e distribuição de tempe
raturas nas paredes isoladas e piso não isolado durante um ano. 

Funcões de Transferência e Funcões Z. Foram divididas 
em funções de transferência e transformada Z. 

Funções de transferência. Ackerman e Da! e ( 1987) com
param medições experimentais e previsões computacionais das 
perdas de calor em paredes de concreto isoladas e não-isoladas 
de porões em climas frios. Burch et ai ( 1990) mostram uma 
comparação de dois métodos de teste para determinar os coefici
entes da função de transferência para uma parede usando um 
calorímetro de câmara quente calibrada, onde verifica experi
mentalmente e compara dois métodos de teste dinâmico para 
caracterizar o desempenho térmico transiente de paredes com
postas. Seem et ai (1990) apresentam um modelo para reduzir as 
funções de transferência, colocando que os métodos da função de 
transferência são mais eficientes para resolver problemas de 
transferência de calor transientes de tempos longos que Euler, 
Crank-Nicol~n ou outras técnicas clássicas. Mais recentemente, 
Spitler e McQuiston (1993) desenvolvem um manual para cálcu
lo de cargas de aquecimento e resfriamento, na forma do novo 
ASHRAE Cooling and Heating Load Calculation Manual, com 
ênfase em novas técnicas e dados. 

Transformada Z. Eunilkim (1988) discute as bases e 
formalismo dos fatores de peso ambiental em termos de funções 
de transferência discretas de um modelo de zona simples, utili
zando técnicas de transformada-Z, para analisar os fenômenos de 
transferência energética transiente em edificações. Haghighat e 
Liang ( 1992) apresentam uma reyisão das alternativas de de
terminação da condução de calor transiente através da envoltória 
de edificações. Krarti et al ( 1994) descrevem um algoritmo que 
calcula a transferência detalhada de calor entre o solo e edifici
os, com análise do efeito do isolamento. Uma forma semelhante 
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às funções Z são os fatores de resposta. Irving ( 1992) coloca que 
os fatores de resposta térmica oferecem uma forma acurada do 
desempenho dos componentes da edificação. 

Métodos Analíticos Gerais. Nesta seção serão vistos 
métodos analíticos que não utilizam a transformada de Laplace. 
Apresentam a subdivisão: Separação de variáveis e séries de 
potência, métodos integrais e outros métodos analíticos. 

Separação de variáveis e séries de potência. Burow e 
Weigand (1990) analisam a condução de calor unidimensional 
em um sólido serni-infinito onde a temperatura superficial é uma 
função harmônica ~riódica. Chang e Pa)11e ( 1991) procuram 
uma solução analítica exata para a condução de calor em uma 
placa com duas camadas de materiais diferentes com condutivi
dade linearmente dependente da temperatura. Tsai e Crane 
(1992) preocupam-se com a transferência de calor entre superfi
cies com contato imperfeito. Choudhury e Jaluria ( 1994) obtém 
uma solução analítica para a distribuição de temperatura transi
ente em uma placa plana e em uma barra cilíndrica de compri
mento finito movendo-se a velocidade constante com transfe
rência de calor convectivo na superfície. 

Métodos integrais. Haji-Sheikh e Beck (1990) apresen
tam um procedimento para obter soluções precisas para muitos 
problemas de condução transiente em geometrias complexas 
usando um método integral baseado em Galerkin (IBG ). Vuja
novic e Jones ( 1990) consideram três métodos analíticos para 
procurar as soluções aproximadas de problemas de condução de 
calor unidimensional, transiente e não linear baseando-se nas 
equações canônicas de transferência de calor. Bouzidi (1991) 
propõe um modelo analítico para o tratamento da difusão térmi
ca não-estacionária e unidirecional em uma parede multicamada 
plana, cilíndrica ou esférica. 

Outros métodos analíticos. Shapiro e Motakef (1990) 
investigam experimental e analiticamente a transferência de ca
lor e massa unidimensional transiente com troca de fase em mna 
placa porosa. Caulk (1990) desenvolve um método especial para 
calcular as temperaturas da solução estacionária periódica em 
corpos sólidos com condições de contorno em alta-freqüencia, 
com coeficientes variáveis temporais determinados por um mé
todo Galerkin. Grandjean e Thibault ( 1991) apresentam um 
novo critério para assumir resistência térmica interna negligen
ciável em problemas de condução de calor transientes. Claridge 
(1992) apresenta o TC 4.7 Procedimento para Análises Energéti
cas Simplificadas (PAES), que não incorpora massa térmica 
como um fator na estimativa das necessidades energéticas de 
aquecimento e resfriamento de um prédio. Hou et al (1993) 
apresentam um método de elementos discretos para meios com
postos e condução de calor unidimensional, utilizando a função 
de Green. Wei e Shian (1993) apresentam uma solução analítica 
para o campo tridimensional de temperaturas no líquido e zonas 
termicamente afetadas ao redor de uma cavidade de solda pro
duzida por uma radiação móvel distribuída de densidade ener
gética baixa ou alta. Xin e Tao (1994) investigam uma solução 
analítica para a condução de calor transiente em dois meios 
semi-infinitos em contato com diversos materiais. 

Transformada de Laplace. Neste item serão apresentados 
métodos que utilizam a transformada de Laplace, divididos em 
métodos híbridos e inversão por séries ou tabelas. 

Métodos híbridos. Estes métodos em geral utilizam a 
TransfolllJ8da de Laplace associada com alguma metodologia 
numérica. Chen e Chang ( 1990) desenvolvem uma aplicação do 
método híbrido em problemas inversos de condução de calor 
combinando transformada de Laplace e elementos finitos. Kolev 
e Van der Linden ( 1993) apresentam uma aplicação da trans
formada de Laplace na solução de problemas de transferência de 
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calor e massa transientes em sistemas de escoamento. Chen e 
Lin (1993) investigam uma simulação numérica da condução de 
calor hiperbólico. 

Inversão por séries ou tabelas. Kolev e Pungor ( 1987) 
discutem o problema de resolver numericamente modelos hi
dráulicos baseados no fluxo tan1ponado disperso axialmente pela 
transformada de Laplace, que é aplicável para o modelamento 
matemático de diferentes fluxos através de sistemas. Ku e Chan 
( 1990) propõe uma técnica para estender o método da transfor
mada de Laplace de forma a obter uma solução de forma fechada 
para problemas não lineares de troca de fase, utilizando trans
formadas inversas conhecidas. Blackwell ( 1990) obtém uma so
lução analítica para o perfil de temperatura em um sólido semi
infinito com uma fonte com decaimento exponencial e condição 
de contorno convectiva usando transformadas de Laplace e solu
ções tabeladas da transformada inversa. Zedan e Mujahid (1993) 
desenvolvem um método preciso e eficiente para calcular a res
posta transiente de uma parede composta sujeita à fluidos com 
temperatura variável periodicamente em um lado e constante no 
outro. 

DESENVOLVIMENTO 00 PROBLEMA 

Seja um elemento multicomposto por diversos meios i, 
sendo que i varia de I ate M. O problema tem no lado esquerdo 
uma temperatura Ta(t), função horária cíclica, que será posteri
ormente analisada, e um coeficiente de convecção conhecido. No 
lado direito existe uma temperatura e um coeficiente de convec
ção, ambos constantes. Os meios i são compostos por materiais 
diferentes, sendo que entre eles pode ou não existir contato 
térmico perfeito. 

A equação básica do problema é: 

2 
ô "I; {x,t) 1 ô"f; (x,t) 

2 
ôx a.i Ôt 

xi < x< xi+l 

i =1.2 ..... M 

t>O 

(I) 

sujeita às condições de contorno, interface e inicial acima defi
nidas, que podem ser vistas em Beyer ( 1995 ). 

O problema resolvido considera contato térmico perfeito 
entre os meios. A condição inicial é uma função que deve ser 
ajustada conforme a distribuição de temperaturas nos diversos 
meios ao fim de cada período de cálculo, no caso· de condição 
externa cíclica. 

SOLUÇÃO ANALÍTICA 

Aplicando a Transformada de Laplace à equação básica 
do problema I vem: 

2-
d TJx,s) s - T0 Jx) 

2 --7j{x,s)=---
dx O, a.i 

(2) 

Nesta equação 7j{x,s)=L{7j(x.t) ;t-H}, onde L é o 

operador transformada de Laplace. Deve-se também aplicar a 
Transformada de Laplace às condições de contorno e após pro
por uma solução para a equação 2, qual seja: 

7j ( x,s) = AJ s)exp( -R;x) + BJ s)exp( R;x) 

exp(-R;x) Jx 2 
+ _exp( R;x)(ai +bix+cix )d..: 

2R;a.i X! 

exp(Rix) Jx 2 
exp(-R;x)(ai +bix+cix )d..: 

2R;a.i X! 

(3) 



Nesta equação Ri vale Js I a; e a distribuição inicial de 

temperaturas-Toi(x), para melhor ajuste ao campo ~cial real de 
temperaturas, é tomada como polinômios quadráticos ai + b; x 
+Cj x2• As exPonenciais constantes da equação formam uma base 
para uma solução apropriada. A equação 3 deve ser integrada e 
após deve ser colocada junto com suas deriv~das nas .condições 
de contorno. Com isto pode-se montar um SIStema lmear para 
obtençãO dos coeficientes A e Bi. Este sistema linear tem a vari
ável s complexa participando do cálculo dos coeficientes. Estes 
coeficientes devem ser colocados nas equações da função Ti(x,t), 
solução do problema la, que é encontrada pela fórmula de inver
são da transformada de Laplace. Neste trabalho utiliza-se o cál
culo desta integrâl de inversão por Quadratura Gaussiana, 
substitilindo-se a variável complexa s pelos valores dos pontos 
da Quadratura. 

QUADRATIJRA GAUSSIANA 

A quadratura de Gauss é um método de in~egr~ção -~~
mérica que utiliza intervalos com espaçamentos des1gua1s. Utili
za polinômios ortogonais para aproxinlação das funções. a serem 
integradas. Como estes polinômios efetivamente aproXImam as 
fimções, pode-se utilizar esquemas de integração numérica base
adas em polinômios ortogonais. A derivação das fórmulas de 
quadratura, em termos gerais, inclui a normalização d~ intervalo 
de integração, a amostragem da função a ser aproxrrnada nas 
raizes desigualmente espaçadas do polinômio ortogonal e a ge
ração do polinômio de interpolação. As fórmulas de quadratura 
são então desenvolvidas pela integração de polinômios de inter
polação. A escolha do polinômio depende do tipo de função e 
dos limites de integração. 

A aproxinlação numérica da integral é (Hombeck 1975): 

(4) 

onde os Xi são os n pontos com espaçamento variável determina
dos pelo tipo e grau do polinômio ortogonal utilizado, e os Ai são 
os fatores de peso encontrados no curso da derivação. O termo C 
é uma constante determinada pelos limites da integral. 

Para utilização da quadratura de Gauss, deve-se colocar 
que a solução do problema 3 é feita pelo retomo do domínio s 
para o domínio t, através da integral de inversão: 

1 J c+j«> -
Tj ( x,t)=-. . exp(st )Tj (x ,s)ds 

21tj .r= c- ] «> 
(5) 

Fazendo st = .p para obter uma integral defmida sem o 
parâmetro t no termo exponencial, introduzindo o termo c'=c/t, 
escolhendo a fórmula de Quadratura Gaussiana apropriada, se
gundo Heydarian e Mullincaux ( 1981) e relacionando a função 
F{pt) com a função T;rx,pk I t) , que deve ser invertida, tem-se: 

1 J c+f «> T;(x,pk I t) 
I(x,t)=-. . exp(p) dp= 

I 27g c- ] «> t 

= """ A.(pk !t)T;(x,pk l t) .t....k=JF>k 

(6) 

Pode-se então calcular Ti(x,t) substitilindo-se s por Pklt. 
Os termos Ak e Pk podem ser enéontrados para até n = 24 com 30 
casas decimais em Stroud e Secrest (1966). A substitilição s--. 
PtJt é utilizada para encontrar as constantes de integração A e Bi 
do problema e junto com os valores de Ak para encontrar Ti(x,t). 
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É necessário pois inverter a matriz n vezes para qualquer x ou t 
procurado diretamente, independente de incremento nestas vari
áveis. 

APLICACÃO 00 MÉTOOO 

O desempenho térmico da envoltória de edificações tem 
participação importante no conforto térmico ~t~mo e no con~u
mo de energia no caso de utilização de cond1c10namento artifi
cial. A envoltória das edificações está normalmente em processo 
transiente de transferência de calor, seja em resfriamento ou 
aquecimento. Este cálculo transiente tem como principal forma 
de realização atualmente o uso do Método da Função de Trans
ferência (ASHRAE 1993, Mitalas 1972) que apresenta algumas 
limitações em termos de flexibilidade, incremento temporal e 
campo de temperaturas. Outra metodologia possível é o uso do 
Método dos Volumes Finitos, que por ser numérico apresenta as 
necessidades tlpicas de incrementos espaciais e temporais, sendo 
porém mais flexível às paredes. 

TEMPERATURA SOL-AR 

A condição de contorno externa é de 3• espécie, com tro
ca de calor por convecção. Nesta troca, no caso de paredes ex
temas de edificações, deve estar incluído o efeito da radiação 
solar, o que é feito com a introdução de uma temperatura fictícia 
chamada temperatura Sol-Ar (ASHRAE 1993 ). 

O método analítico exige uma função excitação continua, 
e a temperatura Sol-Ar apresenta como desvantagem o fato da 
radiação solar ser descontinua ao longo do dia. 

A solução do problema está baseada na função externa, e 
a precisão da resposta está diretamente d~~ndente da prec~~o 
desta função, que pode ser obtida pela utilização de um polino
mio em dupla precisão. 

A utilização de um único polinômio para as 24 h traz 
polinômios de graus elevados, com oscilações importantes em 
tomo do valor original. Para contornar este problema, o período 
de 24 h foi dividido em períodos menores, e ajustado um poli
nômio, de menor grau, para cada um destes períodos, obtendo-se 
a precisão observada na figura 1. No final de cada período, deve
se conhecer o campo de temperaturas dentro da parede, que traz 
a condição inicial do problema para o ciclo seguinte. 

Temperatura Sol-Ar 

o 
~ Polinômio fracionário 

e ~ 
! 

~~~~~~~~--~~--~~~~ o 6 12 18 24 
Hora 

Figura 1. Resultado do polinômio para temperatura Sol-Ar 
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A parede, estando em processo transiente de fluxo de 
calor, apresenta distribuições não lineares de temperatura. Neste 
trabalho, são considerados ajustes do campo de temperatura por 
polinômios quadrá ti cós do tipo ai + ~ x + Ci x2

. 

A distribuição de temperaturas e polinômios considera
dos como condição inicial para as 19 h do quarto dia (regime 
cíclico) para o estuque e concreto do problema resolvido podem 
ser vistas na figura 2. 
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Temperaturas às 19h dia 4: 

isolartte 

Polinõmios sobre pontos 

concreto pesado 

~+-~~~~~~~~~~~~-r~~ 
o 50 100 

PosiçAo,mm 
150 

Figura 2. Distribuição de Temperaturas e Polinômios 

PROBLEMA RESOLVIDO 
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Para avaliar o comportamento do método foi resolvido o 
problema constante em ASHRAE ( 1993 ), pg. 26.17 (Beyer 
1994, 1995), e passou-se a avaliação de erros do método. 

ANÁLISE DE ERROS 

Os erros do sistema aqui analisados foram calculados 
pela seguinte equação geral: 

fi Va,i - Vr.i I 
. v. . 

E= •=I r.r x100 (7) 
n 

onde E é o erro médio percentual, Va,i o valor em análise de 
erro na condição i, Vr,i o valor referencial para cálculo do erro 
na condição i e n o número de resultados em análise. 

O primeiro erro a ser analisado será o do polinômio 
ajustado para a temperatura Sol-Ar. Para tanto foram co!npara
dos os valores calculados pelos cinco polinômios fracic trios 
que perfazem um dia de cálculo com os dados originais. C. erro 
médio percentual encontrado para 24 h foi de 3,94E-02%, ou 
0,0394%. 

O segundo erro analisado foi o introduzido pelos ajus,es 
dos campos de temperaturas das condições iniciais dos proble
mas seqUenciais, considerados como polinômios quadráticos. 
Lembramos que cada dia foi dividido em cinco problemas se
qUenciais para melhor ajuste dos polinômios da temperatura Sol
Ar. Para tanto foram calculadas as temperaturas em cada meio 
no final de cada intervalo de tempo, em espaçamento de 5 mm 
(cinco milímetros), e calculadas as correspondentes temperaturas 
com os polinômios quadráticos ajustados para cada condição 
inicial e para cada unt dos quatro meios constituintes da parede, 
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num total de 5 periodos x 4 meios= 20 cálculos de erro confor
me equação 7. Foi então feito a média dos 20 cálculos de erro, 
chegando-se ao valor de 4,405E-03%, ou 0,0044% de erro para 
as condições iniciais. · 

As próximas análises de erro feitas são ligadas ao méto
do da quadratura Gaussiana propriamente dito, sendo interessan
te colocar primeiramente uma visão conceituai do erro nas qua
draturas. 

O melhor método para avaliar a precisão de uma integral 
calculada por quadratura de Gauss é comparar os resultados para 
vários valores de n, ou seja, para diversas quantidades de pontos 
de quadratura. O grau de precisão pode então ser considerado 
proporcional ao número de casas decimais corretas nas respos
tas. Pode-se às vezes encontrar grande variação entre as respos
tas, devido à presença de singularidades ou oscilações em f(x) . 
Para grandes valores do número de pontos de quadratura pode-se 
ter deteriorações nas respostas causadas por erro de arredonda
mento ou truncagem nos cálculos. 

Pode-se ter uma idéia da potência da quadratura de 
Gauss pelo conhecimento de que o método opera essencialmente 
com um polinômio de interpolação de grau 2n-1. Portanto, se 
n=JO, o polinômio de interpolação é de grau 19. Como o poli
nômio de interpolação é de grau 2n-1, o método é exato para 
integração de polinômios de graus 2n-1 ou menos. 

Esta última consideração não pode ser aplicada direta
mente ao problema em análise, pois a função em integração é 
composta por exponenciais, conforme equação 3. Pode-se porém 
dizer que os polinômios das condições iniciais são de grau 2 e o 
polinômio da temperatura Sol-Ar não passa de grau 10. Convém 
salientar que os dois participam da solução do problema. 

O problema em análise foi então resolvido para diversos 
valores de pontos de quadratura, especificamente para n = 

2,4,6,8,10,12,14 e 16, e os resultados horários do quarto dia fo
ram seqUencialmente comparados. Chamou-se aqui, entretanto, 
de variação em vez de erro. Os resultados obtidos foram: 

Variação de 02 para 04 pontos de quadratura: 10,4% 
Variação de 04 para 06 pontos de quadratura: 0,0177% 
Variação de 06 para 08 pontos de quadratura: 0,0015% 
Variação de 08 para lO pontos de quadratura: 0,00018% 
Variação de lO para 12 pontos de quadratura: 0,000094% 
Variação de 12 para 14 pontos de quadratura: 0,00046% 
Variação de 14 para 16 pontos de quadratura: 0,0046% 

Observa-se claramente que o sistema vai convergindo até 
n = 12 quando passa a divergir, provavelmente por erros de ar
redondamento ou truncagem, já que a matriz dos coeficientes Ai 
e Bi tem que ser invertida n vezes para se encontrar os coeficien
tes de integração. Escolhe-se portanto, como valor ideal para o 
problema em análise o valor de n =12. 

Para testar a estabilidade do método foram introduzidas 
modificações nos valores de entrada do problema e observadas 
as variações nas respostas. Neste sentido, num primeiro cálculo, 
a temperatura Sol-Ar foi variada em mais e menos dez graus 
hora a hora e foi observada a variação na temperatura da face 
interna da parede, também hora a ho~a. Num segundo cálculo, a 
condutividade térmica dos meios constituintes (e por conse
qüência a difusividade térmica) foi variada em mais e menos dez 
por cento, e observada ·a variação obtida no fluxo interno de ca
lor hora a hora. 

No primeiro caso, a variação de mais e menos I O "C hora 
a hora na temperatura Sol-Ar causou exatas variações de mais e 
menos 1 ,37 "C hora a hora na temperatura da face interna da pa
rede, mostrando grande estabilidade do sistema, pois a perturba
ção foi simétrica em relação à excitação inicial, e a resposta da 



parede foi exatamente simétrica. Salienta-se aqui que quando da 
variação menos dez graus, algumas vezes a temperatura da face 
interna da parede ficou menor que a temperatura interna do am
biente, resultando em carga térmica negativa (entrada de calor 
na parede), e mesmo assim o sistema apresentou-se estável. 

No segundo caso, com variação das propriedades térmi
cas dos materiais, um acréscimo de 10 % na condutividade e 
difusividade térmica causou um aumento de 6,7 % no fluxo de 
calor interno, e uma diminuição de I O % causou uma diminuição 
de 7 % no fluxo de calor. As variações não foram idênticas pois 
não variou-se as demais condições do problema como coeficien
tes de convecção, excitação, espessuras, densidades e calor es
pecífico. 

A última análise de precisão e estabilidade feita sobre o 
sistema traz junto um retomo à um procedimento já utilizado, 
que foi a de ajuste da temperatura Sol-Ar utilizando um poli
nômio único para as 24 h, com oscilações inerentes em tomo do 
valor correto da temperatura. Este procedimento foi abandonado 
procurando-se melhorar a precisão do método. Como atualmente 
já se conhecem respostas precisas, é possível comparar as res
postas obtidas com polinômios fracionários, que divide o dia em 
cinco problemas, com as respostas obtidas com polinômio único 
para todo o dia. Perde-se em precisão, mas ganha-se em esforço 
computacional, pois pode-se ter incrementos temporais de 24 h, 
em vez de 5 h. 

A diferença média entre os fluxos de calor calculados 
pelos dois métodos, hora a hora para o quarto dia foi de 1,24%, 
podendo-se resolver cinco problemas seqüenciais no lugar de 
aproximadamente dezoito, dependendo da hora a ser calculada. 
Considera-se resultados razoáveis do ponto de vista de estabili
dade e precisão, principalmente em Engenharia, para uma boa 
economia computacional. Este aspecto ganha muito em relevân
cia se for comparado com os métodos numéricos, que teriam que 
discretizar o domínio espacial e temporal, para os quatro dias. 
Os dois procedimentos, em tem1os de excitação e resposta apa
recem na figura 3. Notas-se que, devido ao amortecimento da 
parede, não fazerem muita diferença as oscilações da excitação, 
sendo muito difícil distinguir diferenças nas respostas do pro
blema. Para uma parede mais leve ( 150mm tijolo) a diferença 
fica em 2,14%. 

o 6 12 
Hora 
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Figura 3. Resposta com polinômios fracionário e diário 

CONCLUSÕES 
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O Método Laplace/Gaussiana apresenta facilidades de 
uso, permitindo flexibilidade em relação à possibilidade de cal
cular-se qualquer tipo de parede, inclusive com alterações nos 
coeficientes de película. 

Em relação aos métodos numéricos tradicionais, o Méto
do Laplace/Gaussiana apresenta como grande vantagem o fato de 
não depender de incremento seqüencial seja na variável espacial 
ou na temporal. Com isto consegue uma rapidez de cálculo bem 
maior, pois pode-se chegar diretamente ao quarto dia de cálculo 
somente calculando-se a distribuição de temperatura ao fim de 
cada periodo fracionário ou dia de cálculo, já que o método 
analítico tem inerente em sua formulação o efeito temporal total 
da função excitação do problema. Também o método analítico 
permite o cálculo das temperaturas somente nas interfaces, por 
eliminar a necessidade de discretização do domínio espacial. 
Consegue-se com isto uma diminuição significativa no tempo 
computacional para solução do fluxo em superficies opacas mul
ticompostas. 

Existe também a possibilidade do método ser estendido 
ao cálculo de migração de massa (vapor d'água) nas paredes, 
pois o método Laplace-Gaussiana permite o conhecimento do 
campo interno de temperaturas. 

Em termos de erro conclui-se que o método é estável e 
preciso o suficiente para a grande maioria das aplicações de En
genharia, com ganhos no esforço computacional. 
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ABSTRACT 

ln this work, the Laplace transform technique with nu
merical inversion is used to develop solutions for the problem of 
one-dimensional heat conduction in multilayered walls. ln this 
method, the partia) derivatives with respect to time variable are 
removed from differential equation by the application of the La
place transform, the resulting system of ordinary differential 
equations are solved and the temperature transform is inverted 
by numerical method. This meiliod is based on Gaussian Qua
drature, a meiliod for the approximation of integrais. The advan
tage of the Laplace/Gaussian method is iliat iliere is no need to 
·step in time or position. The solution for any value of t or x can 
be found immediately. To evalueted ilie meiliod, an error ana
lisys was made. 
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RESUMO 

Neste trabalho é apresentado um estudo comparativo entre dois métodos heurísticos de síntese de redes de 
trocadores de calor, Rudd et ai (1973) e Ponton & Donaldson (1974). Algoritmos computacionais que 
realizam simultaneamente a síntese com ou sem o projeto das unidades foram elaborados. É proposta uma 
modificação no procedimento de síntese sem projeto: dejiniçãQ de um valor máximo para a interseção de 
temperaturas nos equipamentos. A comparação é realizada nos resultados obtidos em um exemplo com dez 
correntes de processo. 

INTRODUÇÃO 

A recuperação de calor em unidades de processamento 
químico vem sendo estudada há muito tempo, com o propósito de 
reduzir o consumo de utilidades. Este objetivo é viabilizado 
através de um conjunto de trocadores de calor especialmente 
localizados na planta de processamento (rede de trocadores de 
calor). A definição desta rede é um problema de síntese. que tem 
como objetivo a rede ótima. detinida cm termos de um custo 
global mínimo. 

Uma das formas propostas para resolver o problema da 
síntese foi a utilização de métodos heurísticos, que aplicam regras 
práticas na montagem da rede. Este procedimento não passa pela 
dificuldade de uma análise envolvendo um grande número de 
redes potenciais. porém não garantem que a solução seja a rede 
ótima. 

Utilizando argumentos termodinâmicos. um método semi
heurístico (evolutivo) foi desenvolvido. denominado Tecnologia 
do Ponto de Estrangulamento Energético ("'Pinch Technology"), 
que monta redes tomando como referencial a definição de metas 
a serem atingidas (número mínimo de unidades e consumo 
mínimo de utilidades). Paralelamente, várias trabalhos foram 
desenvolvidos utilizando formulação matemática (método 
algorítmico), ou seja, técnicas de programação linear e não linear 
inteiras mistas que. apesar da complexidade computacional 
envolvida. é a única que garante a obtenção da rede ótima. 

Nos procedimentos tradicionais de síntese. o coeficiente 
global de transferência de calor nos trocadores é usualmente 
considerado constante. quando da determinação de suas áreas. 
Este fato é responsável pela incerteza das áreas utilizadas nos 
cálculos de otimização e. posteriormente, na etapa de projeto 
detalhado dos trocadores de calor. pela obtenção de unidades 
com áreas marcantemente diferentes das estimadas na sínteese. 
Com o objetivo de evitar estas grandes discrepâncias .. kgcdc & 
Polley ( 1992) utilizam um algoritmo que realiza o projeto dos 
equipamentos baseado no prévio conhecimento do diferencial de 
pressão cm cada corrente através de correlações 
termotluidodinâmicas. que relacionam a queda de pressão com o 
coeficiente de transferência de calor. Obtém-se, assim, uma maior 
precisão no cálculo das áreas de troca térmica ao longo da 
síntese, ainda durante o processo de otimização. 

Nesta mesma linha, trabalhos mais recentes (Robert, 1993, 
Ravagnani. 1994 c Oliveira. 1995) incluem na síntese de redes de 
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trocadores de calor o projeto dos mesmos que, considerado ainda 
nesta fase, evita a proposta de sofuções envolvendo trocadores de 
calor com características de construção inviáveis. 

Uma forma alternativa à realização simultânea do projeto é 
efetuar a síntese, incorporando como restrição adicional, uma 
prevenção da interseção de temperaturas (Mendonça et ai, 1994 ). 
Esta restrição pode ser relaxada através da adoção de uma 
interseção de temperaturas pré-estabelecida. Este procedimento 
tem como característica a redução do esforço computacional, em 
relação ao procedimento com projeto, proposto anteriormente. 

O objetivo deste trabalho é comparar dois métodos 
heurísticos de síntese, Rudd et ai (1973) e Ponton & Donaldson 
(1974), com e sem a realização simultânea do projeto das 
unidades. Além disso, incorpora uma restrição para a interseção 
de temperaturas, no procedimento sem projeto (síntese 
tradicional), com a intenção de aproximar esses resultados 
daqueles obtidos pelo procedimento com projeto. O exemplo 
I OSP I, proposto na literatura por Pho & Lapidus ( 1973), é 
utilizado como suporte para esta comparação. 

MÉTODOS HEURÍSTICOS 

Têm por objetivo a geração de uma rede de trocadores de 
calor que viabilize as trocas térmicas especificadas pelo processo, 
estando este resultado balizado por um ponto ótimo relacionado 
ao custo mínimo de equipamentos e utilidades requeridas. A 
troca térmica especificada pelo processo é sintetizada em uma 
tabela oQ.de são listadas todas as correntes com as respectivas 
temperaturas de entrada e saída. 

Heurística de Rudd et ai (1973). Esta heurística seleciona as 
possíveis trocas de calor, elegendo prioritariamente as correntes 
quentes e frias que possuam as maiores temperaturas de entrada. 
Após a seleçào das correntes, supondo-se a configuração de 
escoamento contra-corrente. determina-se a carga térmica da 
troca, balizada pela menor carga para atingir a meta entre os 
11uidos quente e frio e por um valor mínimo do diferencial de 
temperatura (I'J.T"',) nas extremidades do equipamento. O valor 
do I'J.Tmin é arbitrado no início do procedimento de síntese, que 
possui o seu resultado a ele relacionado. 

Heurística de Ponton & Donaldson (1974). Este método 
escolhe as correntes que serão acopladas de acordo com a 
seguinte regra: corrente quente de maior temperatura de entrada 
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com a corrente fria de maior temperatura de saída. Após a 
identificação do par, verifica-se o !!:..Tmin nas extremidades do 
trocador e calcula-se a carga térmica do equipamento, através de 
um procedimento análogo ao utilizado no método anterior. 

A síntese tradicional tem como característica considerar os 
coeficientes de transferência de calor especificados constantes e 
utilizar somente trocadores de calor contra-corrente, para o 
cálculo da área total da rede. 

PROJETO DOS TROCADORES DE CALOR 

O projeto de trocadores de calor tem como ponto de partida o 
conhecimento das condições especificadas pelo processo c das 
propriedades tisicas dos fluidos envolvidos. A partir destes 
dados, há várias formas de abordagem, todas ditadas pela 
natureza das relações termofluidodinâmicas que descrevem os 
escoamentos no interior do equipamento. Neste trabalho, foi 
escolhida uma abordagem que tem por base o compromisso que 
existe entre os valores do coeticiente de transferência de calor (h) 
e a perda de carga (!!:..p) em escoamentos através de dutos ou 
regiões de seção reta fechada (escoamentos internos). Este 
procedimento permite, a partir da especiticação do !!:..p em cada 
fluido, a estimativa das principais características geométricas do 
trocador de calor e garante, ainda, uma utilização da energia 
disponível para o escoamento na promoção de condições 
favoráveis à transferência de calor. 

Esta filosofia de projeto foi utilizada por .legede & 'Polley 
( 1992) na definição da meta de área mínima de troca térmica na 
síntese de redes de trocadores de calor pela abordagem proposta 
pela Tecnologia do Ponto de Estrangulamento Energético. 

Oliveira ( 1995), utilizando este procedimento de projeto, 
analisa os resultados da síntese através dos dois métodos 
heurísticos citados, executando simultaneamente o proj eto das 
unidades. Isto elimina a possibilidade de que trocadores de calor 
inviáveis venham a ser gerados. Neste mesmo trabalho é também 
proposta uma adaptação desta metodologia de projeto para 
equipamentos que envolvam a mudança de fase de um dos 
fluidos, considerado puro, objetivando principalmente o projeto 
dos aquecedores. 

Projeto dos Equipamentos sem Mudança de Fase. A primeira 
configuração testada é sempre a de um trocador multitubular com 
única passagem no casco e tubos (CT 1-1 ), em contra-corrente, 
independentemente de haver interseção de temperaturas. Após a 
definição do posicionamento dos fluidos, que tem como critério a 
passagem do fluido com maior resistência de depósito (R/) pelo 
lado dos tubos, a partir dos !!:..p das correntes, calcula-se os 
coeficientes de transferência de calor (h) para 'O lado dos tubos e 
para o lado do casco. 

O desenvolvimento das relações entre !!:..p e h nos dois lados 
dos trocadores de calor é apresentado a seguir. Maiores detalhes 
estão disponíveis em Jegede & Polley (1992). 

Desprezando a perda de carga nos cabeçotes, a queda de 
pressão no escoamento por dentro dos tubos pode ser estimada 
por: 

!!:..pt = 2 · f ·(lI Di) · u2 
· p · nP1 (I) 

onde u é a velocidade média do escoamento nos tubos, p é a 
densidade do fluido, nP, o número de passagens nos tubos, I o 
comprimento dos tubos, Di o diâmetro interno dos tubos e f o 
fator de atrito de fanning, que para escoamento turbulento 

( Re ~ 2 x I O') em tubos lisos é determindo por: 
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f = 0,046 · R e -o.z (2) 

Mantendo a hipótese de escoamento turbulento na mesma 
faixa de Re, utiliza-se a equação de Dittus-Boelter para calcular o 
coeficiente de transferência de calor: 

ht = 0,023 · (k I Di)· Pr 113 Re 0
·
8 (3) 

onde k é a condutividade térmica do fluido, Pr e Re os números 
de Prandtl e Reynolds. 

Através de uma manipulação algébrica envolvendo (I), (2) e 
(3), chega-se a relação entre !!:..p e h : 

!!:..pt = Kpt · A· ht 3
·
5 (4) 

onde A é a área de troca térmica e Kpt é uma constante, que 
envolve propriedades fisicas do fluido e parâmetros geométricos 
do equipamento: 

Kpt = 12464,66. Di 1.5 . 11 J.o 

(Vi·Do) ·k3,5 ·p2 ·Prl ,l7 
(5) 

sendo 11 a viscosidade do fluido, Do o diâmetro externo dos tubos 
e Vi a vazão volumétrica do fluido que escoa pelos tubos. 

O equacionamento do escoamento através do casco está 
baseado nas correlações de queda de pressão e coeficiente de 
transferência de calor propostas por Kern ( 1950). As chi canas são 
segmentadas simples, com corte de 25% (valor padrão), e a 
hipótese de regime turbulento ( Re > 100) é adotada também para 
o escoamento através do casco. Para a queda de pressão tem-se: 

!!:..pc = f · Ds·(Nb +I) ·(Re·11) 2 I (2· p · De 3
) (6) 

onde Nb é o número de chicanas, De o diâmetro equivalente, e 
Os o di âmetro do casco. 

O fator de atrito f e o diâmetro equivalente considerado para 
o cálculo com arranjo triangular são definidos como (Kern 
( 1950)): 

f = 1,79 · Re-0
·
19 

,-:; 2 2 De =(2 .. ·JJ·Pt -rr·Do )lrr·Do 

sendo Pt o espaçamento entre os tubos. 

(7) 

(8) 

O coeficiente de transferência de calor para o lado do casco é 
estimado por(Kern ( 1950)): 

h, = 0,36·(k I De)· Pr 1n (p· Del11) 0
·
55 ·v055 (9) 

onde v é a velocidade média do escoamento no casco. 
Combinando as equações (6), (7), (8) e (9), chega-se a 

relação entre !!:..p e h : 

!!:..pc = Kpc · A· hc5
•
1 (lO) 

onde a constante Kpc reúne as propriedades tisicas do fluido e 
parâmetros geométricos: 

563 7 · Pt · ( Pt - Do) · De I. 11 

Kpc = ' (li) 
(rr2 . Do· Vo). Pr1,7 p2 ·112,62 . k5.1 

onde V o é a vazão volumétrica de fluido através do casco. 
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As equações ( 4) c (I 0), são complementadas pela equação da 
carga térmica do trocador: 

(12) 

sendo U o coeficiente global e ó.T"r o diferencial de temperatura 
efetivo entre os fluidos quente e frio. 

Definidas as relações, a partir do conhecimento das 
propriedade tisicas dos fluidos e da especificação de parâmetros 
geométricos básicos: diâmetro interno e externo dos tubos, 
espaçamento entre tubos, determina-se de forma sequencial o 
coeficiente global U, a área de troca térmica A c os diversos 
parâmetros que a caracterizam: o número de tubos, o 
comprimento dos tubos e o diâmetro do casco do equipamento, 
através de expressões específicas. Pode-se, então, estimar a 
relação entre o comprimento do trocador e o diâmetro do casco 
(1/Ds), que deverá possuir valores entre 4 e 15. Caso isto não 
ocorra. o algoritmo passa a testar, de forma progressiva, a 
possibilidade de múltiplas passagens, em números pares, através 
dos tubos. Maiores detalhes sobre este algoritmo podem ser 
encontrados em Oliveira (1995). 

Projeto dos Aquecedores. No caso dos aquecedores o fluido 
de serviço mais comum para o aquecimento dos tluidos de 
processo é o vapor d'água saturado, e o procedimento 
apresentado anteriormente se restringe a fluidos que não mudam 
de fase . Logo uma adaptação deste procedimento para fluidos 
que mudam de fase foi necessária. 

Como hipótese foi considerado que o fluido de serviço, que 
muda de fase, escoará sempre pelo lado do casco, portanto as 
relações desenvolvidas para o lado dos tubos se mantém as 
mesmas. No lado do casco considera-se a ocorrência de 
condensação de tluido puro sobre matriz tubular na posição 
horizontal, com velocidade de escoamento desprezível. Desta 
forma (lncropera & DeWitt ( 1990)): 

( 'J 1/4 p 1 ·(p 1 -p,)·g·A·ki 
hc = 0,725 · 

fl! · .JN · Do · ( T,. - T w ) 

(13) 

onde hc é o coeficiente de transferência de calor, g é a aceleração 
da gravidade assumida 9,81 m/s2

, À calor latente de condensação, 
T,, temperatura do vapor e Tw temperatura da parede. 

Combinando a equação (13) com as relações para o lado dos 
tubos, e para a carga térmica do equipamento, constroi-se um 
algoritmo para o projeto dos aquecedores de acordo com as 
condições do processo. Neste caso, há a necessidade de dois 
processos iterativos, um relacionado a N c outro para a 
determinação de Tw- Obtida a convergência, ficam determinadas 
as características geométricas básicas do equipamento (detalhes 
em Oliveira, 1995). 

SÍNTESE INCORPORANDO A PREVENCÃO DA INTER
SECÃO DE TEMPERATURAS 

A interseção de temperaturas (temperature crossing - ó.T;11 ) 

em um trocador existe quando a temperatura de saída da corrente, 
fria é maior do que a temperatura de saída da corrente quente. A 
tolerância à existência de interseção de temperaturas durante os 
procedimentos de síntese tradicionais é função da hipótese de 
escoamento contra-corrente puro. Com objetivo de evitar este 
fato que, em última análise, pode gerar na síntese tradicional 
trocas cujos equipamentos apresentem projeto inviável ou área 
muito superior a prevista, e ao mesmo tempo criar um 
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procedimento alternativo à realização simultânea do projeto das 
unidades, propõe-se a incorporação aos métodos heurísticos de 
síntese de mais uma restrição: as trocas recomendadas não devem 
apresentar urna interseção superior a um determinado limite 
(ó.Tm)· 

Esta nova restrição implica na necessidade de se limitar, ao 
longo da síntese, a temperatura de saída da corrente fria a um 
valor máximo de Tsq + ó.T;11 • 

O procedimento para incorporar esta restrição, desenvolvido 
por Robert ( 1993) e Mendonça et ai ( 1994 ), se caracteriza po~ 
definir uma chamada carga térmica no ponto de interseção (Q;,) , 
que é determinada supondo-se que os fluidos quente e frio 
tenham suas temperaturas de saída implicando na presença da 
intcrseção máxima estabelecida (ó.T;,) . 

Como as heurísticas utilizadas seguem parâmetros de escolha 
distintos, o procedimento para se adicionar esta nova restrição 
deve ser adaptado a cada regra. 

Procedimento para regra de Rudd et ai. A carga térmica de 
intcrseção é calculada conforme sua definição : 

mq · Cpq · (Teq- Tef + ó.T;,) 

Q;" = I (' C I (' C )) + mq · Pq mf · Pr 

que implica nas seguintes temperaturas de saída: 

Ts/;11 = Tsq;, - ó.T;, 

(14) 

e (15) 

(16) 

Com a carga térmica de interseção e as respectivas 
temperaturas de saída há três possibilidades: 

Caso I : A temperatura de saída do fluido frio é menor do que 
Ts/;11 e a temperatura de saída do fluido quente é maior do que 
Tsq;, quando a carga térmica do equipamento e a temperatura de 
saída do fluido quente são determindas por: 

Q= mf ·Cpf ·(Tsf- Tef) e . (17) 

Tsq = Teq-Q I (mf ·Cpf) (18) 

Caso 2: A temperatura de saída do fluido quente é maior do 
que Tsq;, e a temperatura de saída do fluido frio é menor do que 
Ts/;, neste caso calcula-se Q e Tsfpor : 

Q = m,
1 

· Cpq · (Teq- Tsq) e (19) 

(20) 

Caso 3: As temperaturas de saída das correntes quente e fria 
de interseção são respectivamente maior e menor do que as 
temperaturas de saída das correntes. Logo, as temperaturas do 
trocador assumem as temperaturas de interseção, o mesmo 
acontecendo para a carga térmica. 

Procedimento de Ponton & Donaldson. Quando a diferença 
entre as temperaturas de saída (metas) da corrente quente e da 
corrente fria for maior do que a ó.T;, a temperatura de saída 
quente deve ser alterada pela expressão: 

Tsq = Tsf + ó.7;11 
(21) 



"-

Em seguida determina-se a carga térmica do equipamento: 

Q= mq · Cp" · (Teq- Tsq) (22) 

e Tsf sai do balanço térmico. Caso esta última temperatura seja 
superior a temperatura meta da corrente fria, redefine-se a carga 
térmica do equipamento, agora com a certeza de não haver 
violação do I'J.T;,: 

Q= fi:1 ·Cp1 · (Tsf- Tef) (23) 

sendo também necessário um novo cálculo para a temperatura de 
saída do tluido quente, feito através do balanço térmico. 

ESTUDO DE CASO 

Para demonstrar os resultados dos procedimentos propostos 
anteriormente, foi utilizado um exemplo muito estudado na 
literatura, IOSPI, que possui 10 correntes de processo, uma 
utilidade quente e uma utilidade fria. As utilidades usadas foram 
vapor d'água saturado e água de resfriamento. 

A tabela I mostra as temperaturas de entrada e saída (metas) 
das correntes de processo e das utilidades, vazões e calores 
específicos, que definem o chamado problema I OSP I. 

Tabela I - Dados Originais do Problema I OSP I 

Te Ts 
.. 

Cp (J/Kg.K) 
Fluido 

m 
(OC) (OC) (Kg/s) t...' (l/Kg) 

FI 60 160 3,25 2250 
F2 115, 16 221,7 2,36 2471 
F3 37,8 221 3,47 2337 
F4 82,2 176,7 7,10 2337 
F5 93,3 204,4 5,50 2427 
H! 160 93,3 3,61 2337 
H2 249 138 4,10 2471 
H3 227 65,6 5,84 2427 
H4 271 149 4,88 2471 
H5 199 65 ,6 7, 15 2381 

UQI 252,2 252.2 
. 

--- 1730000 
UFI 30 45 --- 4186 .. 

estimada a partir do mCp original, com Cp arbitrado 

Para aplicar os procedimentos que foram apresentados 
anteriormente, se faz necessário o conhecimento das seguintes 
propriedades termo-físicas: densidade, condutividade térmica e 
viscosidade, além da resistência de depósito dos fluidos 
envolvidos na rede de trocadores de calor. Os valores utilizados 
são listadas por Oliveira ( 1995), tendo' sido estimadas supondo-se 
que as correntes de processo fossem óleo de motor. 

A análise de custos foi efetuada com base em custos 
anualizados, considerando-se: 5,9 US$/ton de vapor; 0,01 
US$/ton de água de resfriamento e taxa de retorno de 15% em 
um período de 13 anos. A equação para o custo dos 
equipamentos (CF, em US$) tem a forma tradicional (ver 
detalhes em Oliveira ( 1995): 

CF=952,22·A"''1 , com[A]=m2 (24) 

Com objetivo de não incluir mais uma variável para análise, 
todos os resultados apresentados a seguir foram obtidos 
arbitrando-se I'J. T"';" igual a I ooc. 
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Re~yltªdos do procedim~nto com prQjetQ dQS eQyipªmentQS. 
Nas tabelas 2 e 3 são apresentados os resultados mais relevantes 
da síntese com projeto das unidades, utilizando-se as heurísticas 
de Rudd et ai. e de Ponton & Donaldson, respectivamente. Cabe 
aqui citar, que quando há a indicação de mais de um casco para 
uma determinada troca, estes cascos são tratados como trocadores 
independentes e o procedimento de determinação do seu número 
tem como critério a obtenção de áreas iguais (Oliveira, 1995). 

Tabela 2 - Síntese com projeto - Regra de Rudd et ai. 

par de 
N 

A I 
troca 

fluidos 
cascos npt (m2) (m) 

F2-Q4 I 8 216 57,35 4,42 
2 F5-Q2 2 8 198 61,08 5,16 
3 F5-Q3 2 6 163 40,55 4, 16 
4 F4-Q4 I 8 232 69,22 5,00 
5 F4-Q3 3 8 263 69,69 4,42 
6 Fl-Q5 I 8 343 98,29 4,79 
7 F3-Ql 2 8 152 33,19 3,65 
8 F3-Q5 2 6 208 54,07 4,35 
9 UF I-Q3 I 8 263 69,46 4,41 
lO UFI-Q5 I 6 240 81,25 5,65 
11 UQI-F3 I 8 156 38,16 4,09 

Tabela 3 - Síntese com projeto - Regra de Ponton & Donaldson 

par de 
N 

A I 
troca 

fluidos 
cascos npt (m2) (m) 

I F2-Q4 I 8 2"16 57,35 4,43 
2 F3-Q2 3 lO 258 68,36 4,43 
3 F5-Q3 4 8 310 109,72 5,92 
4 F4-Q4 2 8 255 90,31 5,93 
5 FI-Q5 I 8 343 98,29 4,79 
6 F4-QI 2 lO 268 86,90 5,42 
7 F4-Q5 I 6 159 25,38 2,67 
8 f'3-Q5 I 6 165 28,27 2,86 
9 UF I-Q3 I 6 178 52,33 4,91 
lO UF I-Q5 I 6 221 64,36 4,86 
II UFI-QI I 6 63 6,30 1,67 

A rede gerada através da heurística de Rudd et ai. leva a um 
custo total anualizado de US$152875,78, com ~m custo 
anualizado de utilidades de US$77368,00. A área total de troca 
térmica é dt' I 00 I, 71m

2 
, envolvendo 17 unidades. Por outro 

lado. a regra de Ponton & Donaldson leva a uma rede com o 
número de unidades igual a 18 e área total de 1335,37m2 Seu 
custo total anualizado é de US$99814,23, com um custo 
anualizado de utilidades de US$8553,00. Cabe aqui ressaltar que 
a grande diferença de custo total ocorre principalmente em 
função da não necessidade de consumo de utilidade quente (mais 
cara) na ·heurística de Ponton & Donaldson. Note que se a 
comparação fosse efetuada com base na área total de troca 
térmica, o pior resultado seria de Ponton & Donaldson. Este fato 
mostra a importância de se utilizar como critério de avaliação o 
custo total. 

Resultados com procedimento de interseção de temperaturas. 
Neste item são apresentados resultados obtidos pelo 
procedimento proposto de ad ição da restrição de interseção de 
temperatura às regras heurísticas tradicionais. 

Nas tabelas 4 e 5 são mostrados os resultados mantendo o 
I'J.T;, livre. ou seja, a síntese tradicional. Uma análise das 



interseções nos diversos equipamento propostos nestas redes 
mostra que na tabela 4, onde se utilizou a regra de Rudd ct ai., o 
seu valor máximo é de 40°C, enquanto que na tabela 5, síntese 
com a regra de Ponton & Oonaldson, este valor é de 83°C. 

Na tabela 4 a área total dos equipamentos é de 912,21 m2 

(to'tal de li unidades) c o custo anualizado com utilidades 
representa US$77367,57, implicando em um custo total 
anualizado de US$137607,40. Para a rede da tabela 5, a área total 
dos II equipamentos é de I 055,42m

2
, o custo total anualizado é 

de US$70839,91, com as utilidades representadas por uma 
parcela de US$8553.00. 

Comparando o desempenho das duas regras heurísticas, com 
e sem a realização do projeto simultâneo, elas mostram a mesma 
tendência de maiores valores totais para o custo e a área de troca 
térmica. Este fato é explicado pelo aparecimento de múltiplas 
passagens nos tubos c no casco. que contribuem para a 
diminuição do diferencial efctivo de troca térmica. Os valores do 
procedimento que realiza simultâneamente a síntese são bem 
mais realistas. pois estão baseados em unidades viáveis de serem 
construídas. 

Cabe aqui ressaltar que a prox irnidadc obtida entre· os 
resultados dos dois procedimentos pode não ser urna norma geraL 
pois aqui, os coeficientes globais de transferência de calor 
utilizados na síntese sem projeto foram determinados com base 
em resultados médios para os coeficientes obtidos no projeto. 

Tabela 4 · Síntese tradicional -Regra de Rudd et ai 

trocador par de fluidos área (rn2
) custo (US$/ano) 

F2-04 46,41 3844,95 
2 F5-02· 104,49 6516,00 
3 F5-Q3 85,15 5704,17 
4 F4-Q4 61,57 4620,31 
5 F4-Q3 195,86 9802.56 
6 FI-05 92,22 6007,71 
7 F3-QI 61,97 4639,81 
8 F3-Q5 102.20 6422,69 
9 UFI-03 60.45 10236.06 
lO UFI-Q5 63,01 10412,81 
II U01-F3 38.86 69400,34 

Tabela 5 · Síntese tradicional - Regra de Ponton & Donaldson 

trocador par de fluidos área (nl) custo (US$/ano) 

F2-Q4 46,41 3844,95 
2 F3-Q2 163,22 8707,05 
3 F5-03 320.40 13498.03 
4 F4-Q4 144.63 8048.96 
5 Fl-05 92,22 6007,71 
6 F4-01 120,48 714 7.85 
7 F4-Q5 29.12 2839,90 
8 F3-Q5 31.78 3005.87 
9 UF 1-03 48.12 7695.92 
lO UFI-05 52.33 8299,47 
II UFI-QI 6.71 1744,19 

As tabelas 6 c 7 mostram os resultados com a nova restrição, 
utilizando-se como t'J.7~, o valor de I O"C. Na tabela 6 a soma total 
das áreas dos trocadores é de 909, 73nl ( 17 unidades). o custo 
total anualizado associado é de US$148991,50. enquanto o custo 
anualizado com utilidades é de lJS$82153, 18 . Na tabela 7 a área 
total é de 999. 95m

2 
( 17 trocadores), o custo total anualizado da 
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rede é de US$8130 I ,69 e o custo anualizado com utilidade de 
lJS$8553,00. 

Uma comparação com as respectivas tabelas 4 e 5, resultantes 
da síntese tradicional, mostra as modificações geradas. Apesar de 
haver uma área menor, são mais unidades, pois a restrição não 
permite a complementação de algumas trocas propostas na 
síntese tradicional, implicando porém em diferencias efetivos de 
temperaturas maiores nas diversas unidades. Em termos do custo 
total, estas novas redes apresentam valores intermediários entre 
os da síntese tradicional e os da síntese com projeto. 

Tabela 6 · Resultados da síntese com interseção 
de temperatura máxima de I ooc · Regra de Rudd et ai 

trocador par de fluidos área (rn2
) custo (US$/ano) 

F2-04 46,41 3844,95 
2 F5-02 70,00 5022,11 
3 F5-03 105,64 6562,31 
4 FS-04 11,22 1527,53 
5 F4-04 59,50 4518,81 
6 F4-05 127,57 7418,23 
7 F4-03 38,24 3389,86 
8 Fl-03 96,83 6201,05 
9 FI-05 9,46 1367,76 
lO F3-05 81,96 5564,27 
li F3-QI 92,99 6040,31 
12 UFI-02 4,63 1655,12 
13 UFI-01 15,35 3679,16 
14 UFI-03 55,71 9197,82 
15 UFI-05 52,17 8268,96 

16 UOI·Fl 4,14 8092,97 

17 UOI-F3 37,93 66640,32 

Tabela 7 · Resultados da síntese com interseção 
de temperatura máxima de I ooc - Regra de Ponton & Donaldson 

trocador par de fluidos área (m2
) custo (US$/ano) 

F2-04 46,41 3844,95 
2 F3-02 69,21 4985,17 
3 F5-03 108,73 6686,64 
4 F4-04 99,56 6314,43 

5 F5-02 79,30 5446,17 

6 F3-05 85,49 5718,84 

7 Fl-03 97,49 6228,70 

8 F5-04 32,18 3030,62 
9 F4-05 131.26 7557,29 

lO F5-01 40,69 3529,85 

II F4-02 22,80 2422,51 

12 F3-03 47,96 3927,66 

13 FI-05 14,00 1763,96 
14 F4-01 17,76 2059,26 

15 UFI-05 54,98 8795,41 
16 UFI-03 44,26 6996,69 

17 UFI-01 7,86 1993,53 

As tabelas 8 e 9 mostram os resultados com t'l.T;11 arbitrado 
igual a 50°C. Conforme esperado, em função da interseção 
máxima na síntese tradicional ter sido menor do que o valor 
agora arbitrado, os valores na tabela 8 são idêl)ticos aos da tabela 
4. O mesmo não ocorre para o método de Ponton & Donaldson, 
onde. para a rede da tabela 9, a soma total das áreas dos 
trocadores é de I 069.02rn2 

( 13 unidades), o custo total 



anualizado associado é de US$77065,46, enquanto o custo 
anualizado com utilidades é de US$8553,00. 

Tabela 8 - Resultados da síntese com interseção máxima 
de temperaturas igual a 50°C - Regra de Rudd et ai. 

trocador par de fluidos área (m2
) custo (US$/ano) 

F2-Q4 46,41 3844,95 
2 F5-Q2 104,49 6516,00 
3 F5-Q3 85,15 5704,17 
4 f4-Q4 61,57 4620,3 1 
5 F4-Q3 195,86 9802,56 
6 FI-Q5 92,22 6007,71 
7 f3-Ql 61,97 4639,81 
8 f3-Q5 102,20 6422,69 
9 UFI-Q3 60,45 10236,06 
lO UFI-Q5 63 ,01 10412,81 
li UQI-F3 38,86 69400,34 

Tabela 9 - Resultados da síntese com interscção máxima 
de temperaturas igual a 50°C - Regra de Ponton & Donaldson 

trocador par de fluidos área (m2
) custo (US$/ano) 

F2-Q4 46,41 3844,95 
2 F3-Q2 125,24 7330,15 
3 F5-Q3 230,59 10889,70 
4 f4-Q4 144,63 8048,96 
5 FI-Q5 92,22 6007,71 
6 F5-Q2 44,77 3755,81 
7 F4-Ql 120,48 7147,85 
8 F3-Q5 79,91 5473,38 
9 F4-Q3 31 ,81 3007,78 
lO UFI-Q3 53 ,44 8729,94 
li F5-Q5 46,58 3853,86 
12 UFI-Ql 6,71 1744,19 
13 UFI-Q5 46,23 7221,17 

CONCLUSÕES 

Uma comparação entre os resultados gerados por uma 
determinda regra heurística básica mostram uma característica 
uniforme: o procedimento tradicional prevê custos totais 
menores, enquanto os cálculos com o projeto simultâneo das 
unidades apresentam os maiores custos. Note que esta observação 
é válida para situações onde a síntese sem projeto é efetuada com 
valores realísticos para os coeficientes de transferência de calor, 
como foi o caso do presente trabalho. Caso contrário, seus 
resultados são ainda menos confiáveis e desv inculados da 
realidade, principalmente em redes onde os custos fixos são 
parcela predominante do custo total. 

A proposta de se adicionar uma nova restrição às regras 
heurísticas gera resultados intermediários, desde que o valor 
máximo arbitrado para a interseção seja menor do que a maior 
interseção existente nas unidades propostas no procedimento 
original, mantidos os cuidados relativos aos valores utilizados 
para os coeficientes de transferência de calor. 

Uma comparação entre os pares indicados para troca mostra 
que há comcidência nos resultados para a síntese tradicional , com 
e sem projeto simultâneo, fato que não ocorre em relação às 
propostas geradas com a restrição da interseção de temperaturas. 
Isto ocorre em função do critério adotado no procedimento com 
projeto de resolver os problemas causados pela interseção através 
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da utilização de cascos em série. Tal procedimento tem limites, 
pois, conforme pode ser visto na tabela 3, uma proposta de 4 
cascos para uma determinada troca pode não ser a mais adequada. 
Caso se adotasse uma restrição em relação ao número de cascos, 
haveria uma proximidade maior entre as redes propostas pela 
síntese com projeto e a síntese com a nova regra. 

Com relação ao procedimento a ser utilizado, sempre que 
possível deve-se realizar a síntese acoplada ao projeto das 
unidades. Caso haja limitações quanto ao tempo ou 
procedimentos de projeto, a incorporação da nova restrição 
relativa à interseção de temperatura mostra resultados mais 
próximos aos da síntese com projeto, desde que seja escolhido de 
forma conveniente o valor da interseção máxima. 

No que diz respeito a uma definição quanto a melhor regra 
heurística, o desempenho superior da regra de Ponton & 
Donaldson, mostrado no problema utilizado como exemplo no 
presente trabalho, não pode ser generalizado . A experiência 
acumulada indica que o desempenho da regra é função do 
problema em análise, ou seja, é prudente realizar a síntese com os 
dois métodos e escolher o melhor com base nos resultados 
obtidos. 
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ABSTRACT 

This work shows a comparative study between the utilization 
of two Heuristics Methods to synthesize Heat Exchangers 
Networks: Rudd et ai (1973) and Ponton & Donaldson (1974). 
This study uses results obtained from a developed computational 
algorithm, which can periorm the synthesis and equipment 
design simu,taneously or not (the so-called traditional synthesis). 
Also, a modific;:,ion in the traditional synthesis procedure is 
lested, which proposes a crossing temperature control in the 
equipments. One problem involving ten process streams is used 
to perform this comparison. 
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SUMMARY 

An optimization modei for synthesis of nonconservative heat exchanger networks with minimum utility 
usage is deveioped. A generaiized transportation probiem is formuiated to evaiuate heat transfer at all 
temperature intervais of the process streams. An exampie, soived step by step, is utiiized to discuss the 
model. 

INTRODUCfiON 

An important industrial design problem has been the energy 
recovery in heat exchanger networks. For industrial processes 
with streams to be cooled and streams to be heated, the 
objective is to attain specified temperatures at the minimum 
cost. They could be obtained by heat transfer from hot to cold 
streams. However, the available thermal energy in the process 
streams is usually insufficient to supply the heat and cold needs, 
or the heat transfer may be thermodynamically impossible. 
Thcn, externa! energy sources, as heaters or coolers, must be 
used; they are usually called utilities. 

The usage of utilities adds cost, and severa! researchers 
have studied their minimization for conservative processes. The 
contributions of Hohmann (1971), Linnhoff and Hindmarsh 
(1983), and Cerda and Westerberg (1983) can be mentioned. 
They establish the thermodynamic limits for the minimum 
required utilities . However, these methods are not applicable if 
the formulation includes losses. 

ln practice, industrial processes are nonconservative. 
Thermal energy is transported between different points, and its 
dissipation can be significam enough to be considered. The 
energy losses are caused mainly by insufficient thermal 
insulation, pressure drop, and process fluid leakage . 

This work presents an alternative solution to the problem of 
maximum energy recovery on nonconservative heat exchanger 
network. lts formulation considers the losses in the heat 
transfer. The problem is soived utilizing a generalized graph 
approach (Ahuja et ai., 1993). lt extends the previous work of 
Cerda et ai. ( 1983) that allows the determination of temperature 
intervals for partitioning the process streams into substreams. 

GENERALIZED GRAPH FLOW PROBLEM FORMULATION 

A graph consists of a set N of nodes connected by a set A of 
ares, generally oriented. The optimization problem consists of 
the adequate distribution of the flows on ares so that the global 
cost is a minimum. ln conservative graph there is no variation 
of the tlow through lhe are (i, }), from node i to node j. 
However, in a generaiized graph, the flow sent from node i 
arrives to node j multiplied by the factor ll ;J (are multiplier), as 

shown in the Figure I. 
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(a) (b) 

Figure I - Transport of flow on are (i, j): 
(a) conservative graph (b) generalized graph. 

The generalized graph flow problem is formulated as 
follows: 

Minimize L c;1x;1 
(i.j)eA 

Subject to : 

ll;j >o. 

for (i,j) E A 

for (i,j)eA 

(la) 

(I c) 

(1d) 

where: c;1 is tne unit cost; P; is the demand or supply on node i; 

Iii and u;1 are the flow limits; lliJ is the are multiplier, a gain 

ifll;J > 1 ora lost if ll;J < 1. 

GENERALIZED GRAPH MODEL FOR HEAT EXCHANGER 
NETWORKS 

The generalized graph model formulation requires a 
reorganizing of some variables and the introduction of new 
indices, since each process stream is divided into substreams 
conform the temperature range. And a minimum temperature 



The are multipliers represent thennal efficiency factors 
corresponding to the ratio between actual heat transferred and its 
maximum if there are no heat dissipation to the environment. 

Process Characterization. An industrial process with four 
process streams (2 cold and 2 hot) is considered. Temperatures 
must attain the leveis shown in Table I, using heat transfer 
amrng process streams or utilities. However, the utilities 
(heater/cooler) must be used at the minimum levei. 

The temperatures are divided in intervals attributing a 
minimum temperature difference between hot and cold streams 
(substreams) to assure the heat transfer. ln this example, 11Tmin = 

l5°C is the minimum temperature difference. 

Table I - Thermal data of process 

Range of Cpmiddle 
Streams Temperature ['C] [kJ/kg'C] m 

[kg/s] 
cold stream I 80-+ 140 2.0 10.0 

c, 140-+ 280 2.5 10.0 

cold stream 2 50-+ 130 1.3 3.0 
c, 

hot stream I 200-+ 130 1.2 8.0 

h, 130-+ 40 1.0 8.0 

hot stream 2 300-+ 150 1.8 5.0 
h, 

Temperature lntervals. To establish the temperature intervals, 
the procedure proposed by Linnhoff and Flower ( 1978) and 
modified by Cerda et al. (1983) is used, and the comer points of 
the temperature intervals are identified. 

ln the cold streams,j is a comer point candidate if 

ie~./ ( mCp} > ie~ 1 ( ~Cp} (2) 

ln the hot streams,j is a comer point candidate if 

1e~/ ( mCp} < 1 e~, ( mCp} (3) 

where sets ~~-i and ~~-i are the cold streams contributing to the 

merged heating curve just above and below comer point j, 

respectively. The sets ~~-i and l'H.i are similarly defined for the 

merged cooling curve (hot streams) at comer pointj. 
Table 2 presents the results of this procedure. 

Table 2 - Comer point candidates 

Streams T ["C] I<mCp)+ I<mcpr Posilion 
[kWt'C] [kWt'C] 

300 00 9.0 OK 
200 9.0 18.6 OK 

Hot 150 18.6 9.6 re1ecl 
130 9.6 8.0 reject 
40 ~.0 00 fCJCC( 

50 3.9 00 OK 
80 239 3.9 OK 

Cold 130 20.0 23.9 reject 
140 25.0 20.0 OK 
280 00 25.0 rCJCCt 

830 

Now, the prohlem can be partitioned into temperature 
intervals. The hot comer points (Table 2) are first projected onto 
the cold streams and then the cold onto the hot streams. To 
maintain the 11Tmm on the projection, the hot comer project down 

11Tmin onto the cold stream and the cold comer project up 11Tmin 

onto the hot stream, excluding the repeated temperature intervals. 
Figure 2 shows the disposition of the process streams of the 

example, in relationship the temperature range, as well as the 
projection of the comer points (Table 2) on the respective process 
streams. For example, the projection of the hot comer point )= 
300°C on the cold stream (for 11Tmin = I5°C) results in )=285°C. 

Table 3 lists the intervals created by this partitioning. 

T I"CI CuiJ Strcam T [ .. C] Hnl Strcam 
lntervills (k) . lntervals (I) 

2X5 .............................. ...... ~"~'Jú~;~· ............................... .. 

(5} (5} 

IX5 1 ......... ~ ................. .. . .. 2o_oJ.i1-~.~- . . 
(4} 

/40 ....... ::: ....... 
1 
_ ., *"-- ,, .. 

Y5 ;·Úmm (2} 
......... ,...... .... . ...... . .. .. ~~ ........ .. .......... . 

(2} +li Tmm ....... (~/- .................. -- -.......... . 

xo 

50 

"' 1/J (I} 

'" 

Figure 2 - Temperature range of process streams 

As heat will always be transferred from a greater to a lower 
temperature levei, a temperature interval (i) of hot streams can 
transfer heat to a temperature interval (k) of cold streams if k :o; i. 

Table-3 - Temperature intervals for partitioning 
the process streams (11Tm;n=l5"C) 

lntervals ( k) - Cold stream (I) - Hot stream 
intervals ['C] intervals ['C] 

I -~ -+50 -~ -+ 65 

2 50-+ 80 65 ..... 95 

3 80-+ 140 95-+ 155 

4 140-+ 185 155-+ 200 

5 185-+ 285 200-+ 300 

To facilitate the quantification of the thermal transfer 
capacity, the process stream pareei for each temperature intervals 
will be called a substream. Each substream is represented by two 
índices: the lower identify the original stream and the upper for 

the temperature interval analyzed. Therefore, a;' denotes the flow 

necessary to the heating of cold stream i in temperature interval k 
(that is: cold process stream i at temperature levei k. substream 

ct; or cold utility stream i at temperature levei k, substream cf ). 
I f no phase change of the process tluid occurs, then 

at =( ~CP~T r (4) 



Similarly, b/ is the thermal energy tlow available in hot stream i 

in temperature interval I (that is: hot process stream i at 

temperature levei /, substream h/; or hot utility stream i at 

temperature levei/, substream H/) and can be obtained by 

(5) 

Thermal Efficiency Factor. ln heat exchanger networks the 
energy losses are mainly caused by inadequate thermal insulation 
on the ubing and heat exchangers. pressure drop in the tubing 
and heat exchangers, and process tluid leakage. Nevertheless. for 
convenience. in this work only the losses in heat exchangers are 
considered. They represent the ratio between amount of heat 
transferred to cold stream (Q,) and amount of heat from hot 
stream (Qh), J.l;i=QJQh. ln a heat exchanger where there is no 

phase change of process fluid (Figure 3), Q,= m ;Cp(Tc2 -Tc 1) for 

cold stream and Qh= m 1Cp(Th 1 -Td for hot stream. 

Figure 3 - Heat exchanger representation 

Optimization Problem Formulation. The sub~· ·~ams are 
represented by the following node sets: 

• cold process substreams set. Se; 

• hot process substreams set, Sh; 

• cold utility substreams set, Uc; 

• hot utility substreams set. 14, . 
The heat transfer between two substreams are represented by 

the are r = (s. t), s E Sh\../14, and t E Seu U<. The following are 
scts are considered: 

• heat transfers from the hot process streams to the cold 
utility streams. coolers e; 

• heat transfers from the hot process st reams to the cold 
process streams. exchangers &; 

• heat transfers from the hot utility streams to the cold 
process streams. heaters -;ti; 

Ali the network ares belong to lhe set (Jv&u';ti. The thermal 
energy tlow demand of the cold substream t is represented by a, . 
and the thermal energy flow supply of the hot substream s is 
represented by b,. 

The minimization of utility usage problem is formulated as 
follows : 

Minimize 

'L.f.l,. q, + I_q, 
ree re~· 

Subject to: 

Lf.lr. qr =ai' fortE Se 
re-;JiuE 

(6) 

(7a) 
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I q r = b,. ' for s E sh 

reeuE 

q, ~ O , for r E (Jv&u';ti 

O< f.l, ~I , for r E (Jv&u-;ti 

(7b) 

(7c) 

(7d) 

The objective function (6) charges the utilities usage. The 
constraint (7 a) assures lhe needs of the cold process streams, 
supplied from hot process streams and utilities. The constraint 
(7b) assures the needs of the hot process streams, supplied from 
cold process streams and utilities. 

The example data. including the thermal efficiency factor /1, , 

are shown in Table 4. The numbers in the parentheses are the 
thermal energy llow (kW) required by the cold stream i in 

interval k (a: ), and the thermal energy llow available (kW) from 

hot stream j in interval I ( bf ). The numbers outside of Table 4 

are the temperature intervals. The letter I represents the are where 
heat transfer is thcrmodynamic impossible. To simplify the 
representation, the utilities are shown by sets of nodes Uc and 14,. 

Table 4 - Thermal efficiency factors. 

300" 200" 155" 95" 65" -~ 

Hol hj h4 h4 h) h) h2 h' 14. 2 I 2 I 2 I I 

Cold (900) (432) (405) (520) (45) (240) (200) 

285" c' 0.94 I I I I I I 0.94 
I 

(2375) 
185" c4 0.95 0.96 0.95 I I I I 0.94 

I 
( 1125) 

140" c.l 0.96 0.97 0.95 0.96 0.97 I I 0.95 
I 

(1200) 

c~ 0.97 0.9H 0.96 0.97 0.98 I I 0.96 

(195) 

HO" c; O.Y? 0.98 0.98 0.98 0.99 0.98 I 0.98 

(117) 

50" u., 0.98 1.00 0.99 1.00 1.00 0.98 1.00 

Figure 4 shows the example representation in generalized 
graph formulation. On the right hand side. the heat that must be 
removed from hot stream on the temperature intervals is shown 
and. on lhe left hand side, the heat that must be supplied to cold 
stream on the temperature intervals. ln the center, the heat llow 
that can tie carried on each are along with its respective thermal 
efficiency factor is gi ven. 
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Figure 4- The generalized graph problem representation. 

Optimal Solution. The optimal solution of the generalized 
graph problem is obtained using a software developed by Correia 
(1989). The results are shown in Figure 5. The objective function 
minimum is 3176.4 kW, it is the sum of the thermal energy tlow 
on the utility ares. Such that, 318.2 kW is the minimum thermal 
energy flow to be removed by cold utilities and 2858.2 kW is the 
minimum thermal energy flow to be supplied by hot utilities. 

@ .,.__ 2110 

)r ..... 7th,' 1 - 2•11 

II 'J.4 

II .'JI 

~ ''"·" / 1":7\ 
;: n .'Jfl / \.!:..!...; .,._ !li 20 

I 12~ 
- 4)2 

237~ 

117 
- 411~ 

I y~ ,.._ ~()() 

..,._Ou 

Figure 5 - The optimal solution. 
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DISCUSSION 

The heat exchanger network optimization shown in this work 
is obtained considering the minimum thermal energy flow from 
utilities. The model considers a minimum temperature difference 
between process streams and the thermal efficiency factor for heat 
transfer. The optimal solution obtained shows that the minimum 
thermal energy flow to be removed by cold utilities is 318.2 kW, 
and the minimum thermal energy flow to be supplied by hot 
utilities is 2858.2 kW. 

lf the present example was solved by the transportation 
formulation applying the northwest corner rule (Cerda et ai., 
1983; Luemberger, 1984), the solution would demand a heating 
of 2593.0 kW (supplied by hot utilities) and cooling of 323.0 kW 
(removed by cold utilities), as shown Figure 6. This solution has 
a lower sum of utility usage (2916.0 kW), since tosses is not 
considered, but it is impossible. Nevertheless, if the northwest 
corner rule is applied considering nonconservative ares, then its 
solution generally is not optimal. ln this example, the solution 
requires 2867.7 kW from hot utilities and 318.2 kW to cold 
utilities, as shown in Figure 7. 

The industrial process representations in conservative graphs 
are utilized when the tlow variation on ares are not significant. 
Nevertheless, if the tosses are significant, they may be considered 
in the calculations. Therefore, heat exchanger network 
optimizations considering heat tosses in the formulations present 
solutions better approximating actual results than those not 
considering heat tosses. 

The method shown in the present work allows the user to 
include ali constraints that are judged necessary (which may be 
physical or economic in character). The temperature intervals 
presented in this work may be modified to suit the application. 
Another noteworthy fact is that this optimization model for heat 
exchanger networks provides the better solution from the energy 
recovery point of view, although this one may not be the better 
solution from economic point of view. The cost of equipment 
used in heat transfer and operational costs are also factors in the 
choice of the best design. 
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Figure 6- The northwest corner rule conservative solution. 
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Figure 7 - The northwest comer rule nonconservative solution: 
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SUMARIO 

E/ presente trabajo consiste en la simulación numérica de un intercambiador de calor de concha y tubo 
dei tipo estrella. E/ análisis se /levo a cabo mediante e/ método de volúmenes finitos de contrai con la 
ayuda dei programa Excel 5 .. 0, que en realidad es una hoja de cálculo eficiente. Los resultados 
termohidráulicos se compararon con los de! caso standard,. es decir e/ intercambiador de tubos 
concéntricos. Se elaboraron gráficos para la éfectividad vs. NTU, los cuales demuestran de manera 
convincente la superioridad de la geometría estrellada sobre la concéntrica . 

INTRODUCCION 

E! diseiio y construcción de intercambiadores de calor de tipo 
compacto representa una gran reto en el área de la transferencia 
de calor aplicada. la gran mayoría de los trabajos que existen 
sobre este tema se encuentra referenciado en la literatura 
especializada (Shah y London . 1978; Kakac et ai., 1987) .. 

Este trabajo tiene como objetivo e! estudio de un tipo 
especial de intercambiador de calor cn forma de estrella. La 
estrt:lla esta constituída por varios conductos en forma de sector 
..:ircular que transportan en forma alternada una corriente caliente 
y otra corriente fria . !.os autores no tiencn conocimiento acerca 
de invcstigaciones previas vinculadas a esta configuración dentro 
dei ambito de intc::rcambiadores de calor. Sin embargo. existen 
artículos aislados en donde se ventilan los problemas de 
convección forzada en canales en forma de sector circular cuyas 
supcrlicies estan expuestas a una temperatura uniforme o a un 
llujo de calor uniforme. Las publicaciones representativas son las 
de Manglik y Bergks. 1988: Lei y Trupp. 1990; Chung y Hsia, 
1994. 

La simulación por computadora jueg~ un papel muy 
importante cn la rcsol ución de los problemas de transferencia de 
calor: puesto que permite. a través de la discretización de las 
ecuacioncs difcrenciales involucradas. obtent•r soluciones 
numéricas conliables de problemas cuya solución analítica no 
existe o. en caso contrario. es excesivamente compleja . 

Dicha simulación implica el manejo de programas 
cornputacionales. bien sean versiones comerciales. en las que 
generalrnente se establecc una relación de tipo "'caja negra"' con 
el usuario pues éste desconoce el método de rcsolución que 
empka el programa. o sirnulaciones desarrolladas por cl rnisrno 
usuario .. que exige un conocimicnto bastante amplio en el área de 
computación y la consecuente inversión de rnuchas horas de 
trabajo en la puesta a punto dei programa. 

Por otro lado. existe evidencia acerca dei potencial de 
emplear hojas de cálculo a través de los programas de cstudio en 
ingeniería (Rosen. 1987: Rosen. 1990). Este es el caso de Excel 
5 .. 0. el cual es una hoja de cálculo que se adapta muy bien corno 
herramienta para la reso lución de problemas físicos mediante la 
técnica de los volúrnenes finitos de control. pues dadas sus 
características permite establecer con facilidad la irnplernentacion 
de la rnalla y la presentación de resultados 
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Por tal razón, se escogió a Excel 5.0 corno herrarnienta para 
realizar la sirnulación de un intercarnbiador de calor en forma de 
estrella .. 

DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

El intercarnbiador de calor en forma de estrella es mostrado 
en la Figura I, La Carcaza, de diámetro, O. está dividida por 
igual , en ocho sectores circulares. En cada uno de e! los circula de 
forma intercalada, un fluido frío (F) y oiro caliente (C). ambos 
en completo desarrollo hidrodinárnico y en cocorriente.. Las 
propiedades de los dos fluidos se suponen constantes. La 
superfície externa dei intercarnbiador está perfectarnente ais! ada y 
el espesor de las paredes que dividen los sectores contíguos se 
considera despreciable. 

Figura I .. Intercambiador de calor en forma de estrella .. 

ANALISIS 

La ecuación de la energia, en coordenadas cilíndricas viene 
dada por 

1a ar 1 a aT ar 
--(kr - )+--(k-)= pcW
r ar ar r2 ae ae az 

(I) 

""·---, 



en donde se ha despreciado el efecto de la conducción axial y la 

disipación viscosa. 

/7 n/4 
c 

~ n/4 
F 

· //e 
Figura 2a. Dominio Computacional 

Con referencia a la Figura 2a, las condiciones de borde 

térmicas son: 

õ.rr.c =O en r= O y r = R 
àr 

õrr ae =o ene= o 

õr. ae = O en e = rr 1 2 

(2a) 

(2b) 

(2c) 

La ccuación de Navier-Stokes en la región de completo 
desarrollo corresponde a: 

1 a aw 1 32 w 1 dp 
- - (r-)+--, )=- 
r ar âr r 2 ae- ~ dz 

con las siguientes condiciones de borde: 

W = O en r = O y r = R 
1( 

W =O ene=-
4 

aw = o en e = o y e = 1( 

ae 

(3) 

(4a) 

(4b) 

(4c) 

El conjunto de ecs. (I )-(2) y (3)-(4) se resolvió mediante el 
método de los volúmenes finitos de contrai (Patankar. 1980). Para 
c i lo se utilizá la célula computacional mostrada en la Figura 2b. 
Em picando una variable genérica V, las ecuaciones. (I) y (2) se 

discretizaron dando lugar a la siguiente ecuación canónica 
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Figuras 2b. Célula computacional en coordenadas cilíndricas. 

apVP+aNVN+a 5 V5 +aEVE+awVw+a;V;=B (5) 

donde 

a = rn · L'le . a = r, ·L'le . a = re ·L'le . a = rw ·L'le (6a) 
n lir , s lir , c Cir , w Cir 

ar = - (aN +a 5 +a E +a w) 

ai= 

8 

pc e{ 2 2) - ·- v li r -r, k p n 

Ciz 

dp Cie[rn 2
- r/ ] 

dz _ _ 

2~ 

(6b) 

(6c) 

(6d) 

En la parte hidrodinámica las ecuaciones anteriores 

corresponden, V=W y ai = O. Entretanto, la parte térmica 

necesita que V=T y 8 =0. 
Conviene destacar que el término convectivo en la ec. (I) fuc 

discretizado a través dei método implícito (Patankar, 1980) 

METODOLOGIA DE SOLUCION 

Para simular y analizar el intercambiador de calor en forma 
de estrella se diseiio y reali zá un programa en Microsoft Exccl 
5.0 que resuelve las ecuaciones discretizadas. Estas fueron 
obtenidas a partir de la técnica de los volúmenes finitos de 
contrai, para una mail a que consta de I Ox I O celdas en la sección 
transversal y cuatro celdas en la dirección axial. 

En relación a la selección dei programa base para el diseiio y 
la rea lizacíón dei simulador dei intercambiador en forma de 
estrella, es importante seiialar que se escogió Microsoft Excel 5.0 
debido a las múltiples ventajas que presenta para tal fin. 
Actualmente. Excel es mucho más qt•;; una hoja de cálculo, pues 
además de realizar las opcraciones bás icas de un programa de 
este tipo presenta una gran cantidad de funciones 
complementarias que lo convierten en una herramienta muy útil 
para la resolución de problemas mediante la técnica de 
volúmenes finitos de control. 

Así se tiene que dentro de las opciones que presenta e! 
programa se encuentra la función iteración (en el menú 
herramientas. dentro de la subcategoria opciones (véase la 



figura 3), la cual le otorga a la matriz de Excel la versatilidad de 
actuar como una malla derivada de la técnica de volúmenes 
finitos de control. Una vez formuladas las ecuaciones 
correspondientes a cada celda (incluyendo las condiciones 
iniciales y de borde) el programa las resuelve mediante métodos 

iterativos asociados a dicha función. 

Figura 3. Vista dei menú opciones y función iteración. 

Estas características le dan a Excel una gran sencillez y facilidad 
de uso, Ya que una vez discretizadas las ecuaciones sólo hay que 
determinar la malla a utilizar y transcribir en él las ecuaciones 
correspondientes a cada una de sus celdas. Además, esto hace 
que cl programa pueda ser utilizado por gran cantidad de 
usuarios, ai no ser necesario tener conocimientos profundos en 

programación. 
De hecho, la experiencia confirma estas ventajas: durante el 

último afio, en la Universidad Simón Bolívar se ha implementado 
exitosamentc cn los cursos de Transfercncia de Calor cl uso de 
Exccl como herramicnta de trabajo en la resolución numérica de 
los problemas planteados. 

Por otra parte, pese a que ai discfiar el esquema de resolución 
hay que definir un número determinado de celdas, cl mallado 
conserva cicrto grado de flexibilidad en el ajuste de la exactitud 
dei programa gracias ai uso de otros comandos de Excel. De esta 
forma mediante operaciones de copiado y pegado de celdas se 
puede afinar la malla dei programa sin mayores contratiempos y 
mediante los parámctros de la función iteración (n° de iteraciones 
y tolerancia) se puede ajustar la exactitud de la corrida. Así por 
ejemplo se tiene que en este problema en particular se trabajó con 
un mail ado de I Ox I O para el área transversal seleccionada y 
cuatro pasos en la dirccción axial. A partir de esta malla se 
elaboraron cem facilidad otras versiones, llegando a tencr incluso 
12 posiciones axialcs. 

Además, otras ventajas que proporciona el trabajar en una 
hoja de cálculo vienen dadas por el uso de otras propiedades de 
Excel que hacen dei programa una herramienta muy versátil y 
amigable en este campo de trabajo. Así se tienc que ai definir los 
datos de entrada como variables de libro su inscrción, manejo y 
cambio son de gran facilidad. Tocante a los resultados, el 
programa ofrece una gran cantidad de valores referentes a las 
características y a la operación dei intercambiador, tanto 
numérica como gráficamente (tanto en dos como en tres 
dimensiones), lo que permite una mejor comprcsión y análisis dei 
problema. 

El programa necesita como datos de entrada la longitud y el 
radio dei intercambiador, las temperaturas de entrada de los 
fluidos, sus propiedades y la caída de presión por unidad de 
longitud dei intercambiador. Y en cuanto a los resultados que se 
obtienen, el programa muestra las características hidrodinámicas 
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de los fluidos: vclocidad cn cada punto de la malla, 
representación gráfica tridimensional de la distribución de 
velocidades, diámetro hidráulico, número de Reynolds, caudales 
másico y volumétrico, factor de fricción. Además el programa 
proporciona los parámetros que determinan el comportamicnto 
térmico dei intercambiador, como lo son: la temperatura en cada 
punto de la malla y la gráfica tridimensional de la distribución de 
temperaturas para cada posición axial, los valores numéricos de 
la temperatura volumétrica media (Tb) para cada .posición axial, 
la gráfica de la Tb vs. la longitud dei intercambiador, el calor 
total transferido, el número de Peclet, la relación entre las 
capacidades caloríficas, y los valores de NTU y cfectividad 
correspondientes ai caso analizado. 

Por otra parte, como las propiedades de ambos fluidos se 
consideran constantes a lo largo dei intercambiador es 
importante, para poder obtener una buena aproximación de la 
realidad, evaluarlas a una temperatura representativa de las 
condiciones a las que se encucntra cada uno de ellos. Dado que 
la evolución de la Tb, a lo largo dei intercambiador presenta un 
comportamiento de tipo exponencial, evaluar las propiedades de 
cada fluido a una temperatura igual a la media aritmética de sus 
temperaturas de entrada y salida no sería el modelo más 
adecuado, por lo que se propone evaluarlas a una temperatura 
cuyo valor represente un promedio ponderado de la Tb, el cual se 
define como una integral discreta de la variación axial de Tb. 

Sin embargo, como se desconocen los valores que tcndrá la 
Tb para cada posición axial en un problema dado, el programa 
ofrece entre los resultados de la simulación el valor de esta 
temperatura promedio ponderada, llamada temperatura de 
refinamiento de los datos, para cada fluido. Esto permite que se 
reintroduzcan en el programa las propicdades de los mismos a su 

correspondiente temperatura de refinamicnto y se realice 
nuevamente la simulación dei proceso, para así obtener 
resultados más confiables. 

PRESENTACION DE RESULTADOS 

Con la finalidad de analizar el comportamiento dei 
intercambiador de calor en forma de estrella y la influencia que 
sobre él titnen los distintos parámetros de estudio, se realizarem 
diversas corridas manejando fluidos reales, tales como: aceite
agua, agua-agua y agua-aire. 

Para ilustrar las bondades que ofrece el programa, la Tabla I 
muestra los resultados obtenidos para tres de las corridas 
realizadas, para las cuales se fijó una longitud y un radio dei 
intercambiador de 60 m y 7,5 cm, respectivamente. 

A partir de los resultados obtenidos para las distintas corridas 
que se realizaron en este trabajo se elaboraron las gráficas de la 
efectividad vs. NTU correspondientes. Posteriormente se 
calcularon valores representativos de la relación Cmín/Cmáx, tal 
como se muestra en la Figura 4. 

Tabla 1- Resultados de las corridas experimcntalcs. 

Caso Fluido Corrida Te(K) T5(K) T,(Kl m (Kg/s) NTU 

Aceite c 420,00 337,13 36'1,29 0,0051 1.01 0.57 

Agua F 300.00 303.46 302,21 0.0404 

Aceite c 420.00 353,03 380,34 0.0068 0.74 0.46 

Agua F 300.00 309,52 305.92 0,0166 

Aceite c 420,00 363.72 387.41 0,0089 0.57 0,39 

Agua F 300,00 310,3 7 306,34 0,0175 

Agua c 360,00 343,59 350.69 0.0273 0.31 0.23 
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Figura 4- Efectividad vs. NTLT en función de Cr=Cmin/Cmáx .. 

La família de curvas exhibe un comportamiento de parábola 
generalizada. A medida que Cr disminuye las curvas descienden 
de forma sistemática. En particular, para Cr= I, la efectividad se 
estabiliza en 0.5 cuando el valor de NTU sobrepasa 2.5 unidades. 

Además, utilizando los datos experimentales dei trabajo de 
Ko ( 1994), se realizaron varias simulaciones para comparar el 
intercambiador de forma de estrella con uno de tubos 
concéntricos en ciertos casos representativos. Esto es igualdad 
de: la longitud, el tlujo másico, el radio externo, el área de 
transferencia de calor y el número de Reynolds. 

Los resultados experimcntales reportados por Ko ( 1994) 
corresponden a un intercambiador de tubos concéntricos con un 
radio interno de 3,18 mm. , un radio externo de 5,08 mm. y una 
longitud de 0,871m. Se realizaron dos corridas diferentes: en la 
Corrida I se simuló un intercambiador en forma de estrella con el 
mismo caudal másico, la misma longitud y un radio igual ai radio 
interno de la carcaza; mientras que en la Corri.da II se trabajó con 
un intercambiador en forma de estrella que presenta igual caudal 
másico, longitud y área de transferencia de calor. 

Tabla 2. Comparación de las simulaciones numéricas con los 
resultados experimentales de Ko ( 1994). 

Parámetro Fluido Experimental Corrida I Corrida 11 

R e F 571 69.,46 141,61 

c 1728 189,16 386,95 

111 (kg/s) r 9,427E-4 9,427E-4 9,427E-4 

c I ,867E-3 1,867E-3 1,867E-3 

Te(K) F 291 ,92 291 ,92 291,92 

c 3 12,32 312,32 312,32 
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Ts(K) F 

c 
295 ,37 

306,48 

0,2966 

297,65 

308.15 

0,3420 

297,62 

308.13 

0,3428 

De la Tabla I se desprende que cuando el intercambiador en 
forma de estrella trabaja con aceite como fluido caliente y agua 
como fluido frio se observa un muy buen comportamiento como 
enfriador dei fluido caliente, pues la temperatura dei aceite 
desciende desde los 420K a la entrada a 363,72K a la salida, esto 
equivale a una efectividad dei 39%. 

Ahora bien , ai emplear agua como fluido único de trabajo la 
variación de temperatura entre la entrada y la salida es muy 
similar para el agua fría y el agua caliente, debido a que sus 
calores específicos son muy similares en el rango de temperaturas 
en que se operó. Paralelamente, esta tendencia también se refleja 
en la distribución de temperatura que presentan dichos fluidos 
para cada posición axial , tal como se muestra en la Figura 5. 
Además, se observa que para este caso el intercambiador muestra 
también un buen comportamiento pues su efectividad es de 32%. 
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Figura 5. Distribución de temperaturas para la posición de 45m 
cn el caso agua-agua. 

Veamos a continuación la actuación dei intercambiador de 
calor como calentador. utilizando aire como fluido caliente y 
agua como fluido f'río. Para esta combinación la temperatura dei 
agua subió en 42,28K y la efectividad dei intercambiador fue dei 
56%, poniendo de manifiesto que el intercambiador cumplió 
exitosamente su objetivo como calentador. 

Por otra parte, el proceso de refinación de los datos arrojó 
variaciones significativas en los parámetros representativos dei 
comportamiento dei intercambiador, como las temperaturas de 
salida de los fluidos, la relación entre sus capacidades caloríficas. 
cl número de unidades de transferencia y la efectividad . 

Como consecuencia dei refinamiento de datos, se procede a 
examinar varias combinaciones de fluidos . Para la simulación dei 
caso aceite-agua se afinaron sus respectivas temperaturas de 
salida en 26,6K y 6,9K; y la relación entre las capacidades 
caloríficas, el número de unidades de transferencia y la 
efectividad en 76,51 %; 75,77% y 45,21% respectivamente, en 
relación a los valores obtenidos después dei refinamiento de 
datos. 

De igual forma en el caso agua-agua las temperaturas de 
salida variaron en 5,4K y 4.6K respectivamente para el agua 
caliente y el agua fria , y la relación entre las ·capacidades 
caloríficas se redujo en un I 02,84%, mientras que el NTU y la 
cfectividad aumentaron en un 27,14% y 27,88% respectivamente. 
en relación a los resultados obtenidos en la última corrida. 

Tocante a la simulación dei caso aire-agua sus variaciones 
correspondientes en las temperaturas de salida fueron de 4,7K y 
4, I K; y en la relación de las capacidades calorificas, e i NTU y la 



efectividad fueron de 9,39%; 2,04% y I ,52% respectivamente, 
con base en los valores finales obtenidos. 

Es importante sefialar que todos estos cambios se deben 
únicamente a la variación de la temperatura a la cual se evaluaron 
las propiedades de los fluidos. 

Conviene subrayar que cada curva coincide con la solución 
analítica basada en e! método de efectividad-NTU. 

Por otra parte, las gráficas obtenidas con el programa para la 
evolución de la temperatura volumétrica media en función de la 
longitud dei intercambiador son de tipo exponencial, tal como lo 
establece el criterio de la diferencia de temperatura logarítmica 
media (ver figura 6). 
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Figura 6. Yariación de la temperatura volumétrica media de 
ambos fluidos para el caso aire-agua. 

Además, según indica la literatura para un sector circular de 
45° en cual el fluido se encuentre en la región de completo 
desarrollo hidrodinámico el valor dei coeficiente de fricción 
Cf R e es 13,68, mi entras que el programa reporta un valor de 
13, 12; lo que representa una variación dei 4,09% con respecto al 
valor tabulado (Shah y London, 1978). Y en relación ai perfil de 
velocidades, éste presenta la forma característica dei flujo 
laminar, es decir cs simétrico y con su máximo en la mitad 
superior dei sector circular, decreciendo gradualmente hasta 
hacerse cero en las paredes de la sección, tal como se muestra en 
la Figura 7. 
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Figura 7. Perfil de velocidades en una sección circular dei 
intercambiador para el caso agua-agua. 

Finalmente, en relación a la comparación realizada entre los 
resultados cxpcrimentales obtcnidos para un intercambiador de 
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tubos concéntricos por Ko ( 1994) y la simulación dei 
intercambiador en forma de estrella hecha en el programa 
computacional se presentaron algunas diferencias en los 
parámetros representativos dei comportamiento térmico de los 
mismos. En el caso de las temperaturas de salida se observa que 
éstas aumentaron en ambas corridas para los dos fluidos de 
trabajo, siendo la diferencias obtenidas en los dos casos de 2,3K 
para el fluido frio y de 1,7K para el fluido caliente. Sin embargo, 
el hecho de que para ambas corridas los parámetros térmicos 
hayan sido similares se debe aparentemente a que la longitud 
establecida en este análisis es tan pequena que no es suficiente 
para que se alcancen diferencias notables entre las corridas. No 
obstante, ya para esta longitud se observa que en ambas corridas 
el intercambiador en forma de estrella presenta una mayor 
efectividad que el de tubos concéntricos, lo que se debe a las 
ventajas operacionales que le ofrece la geometria en forma de 
estrella. 

CONCLUSIONES 

Se ha desarrollado una herramienta para el análisis 
termohidráulico de un intercambiador de calor en forma de 
estrella empleando la hoja de cálculo Excel 5.0. De los resultados 
obtenidos se puede concluir que la malla propuesta, conformada 
por diez intervalos en la dirección radial y angular, y cuatro en la 
dirección axial, ofrece una gran exactitud en los resultados e 
independencia en cuanto al número de volúmenes finitos de 
control. Además, si bien emplear un mayor número de volúmenes 
ofrecería una solución más exacta, ello implicaria un aumento en 
el tiempo de cálculo dei programa. 

En cuanto a los valores que se introduzcan para tas 
propiedades de los fluidos, es muy importante el criterio que se 
emplee para la evaluación de las mismas para poder obtener una 
mejor aproximación de la realidad. Por ello, las propiedades de 
los fluidos se pueden evaluar a una temperatura promedio 
ponderada que permite simular con buena exactitud el 
comportamiento real dei intercambiador de calor . 

Por otro lado, et programa te brinda ai usuario la oportunidad 
de obtener una mejor aproximación dei sistema físico, pues ai 
realizar la refinación de los datos con ta temperatura 
recomendada se evita la sobreestimación o ta subestimación dei 
comportamiento dei intercambiador. 

Estas características unidas a las virtudes, descritas en este 
trabajo, que ofrece el uso de Excel como herramienta básica cn la 
programación de métodos numéricos de solución de problemas 
termohidráulicos mediante ta técnica de los volúmenes finitos de 
control. Asimismo, el programa posee una gran versatilidad y 
confiabilidad para la simulación . 

Por último, dei análisis realizado se desprende que el 
intercambiador en forma de estrella presenta un mejor 
comportamiento térmico que el intercambiador de tubos 
concéntricos, debido a su mayor área de transferencia de calor, su 
compactación y su geometria. 
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ABSTRACT 

This work involved a numeric:tl simulation of a star-type heat 
exchanger as shown in figure I. The cylindrical tube, which is 
perfectly insulated to the ~urrounding is divided into eight 
circular sectors. The numerical simulation was carried out using a 
spreadsheet developed under Microsoft Excel 5.0 environment. 
The spreadsheet provides some appealing features for the analyst. 
because he/she does not need to use a "black box" program that 
may hide the solution method . The finite control volume 
approach was adopted to solve the momentum and energy 
equations, numerical examples are produced using a reduced 
number of control volumes. Numerical experiments were can ied 
out with water-oil , water-air and water-water as working fluids. 
Curves of effectiveness vs. NTU are presented for different heat 
capacity ratios. 
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SUMMARY 

We study the effect of heat trn.ns/er between the tubes of a heat exchanger by conduction through the 
fins. Conduction in the fins not only enhances convectitJe heat transfer to the ot1er-tube fiuid, but also 
increases tube-to-tube conduction. The former Í$ desirable while the latter is not. ln this work we develop 
a mathematical model to evaluate this conduction and to determine conditions tmder which it may or may 
not be neglected. The effect of parametric variation on the performance of a single-row plate-fin and tube 
heat exchanger is considered in some detail. 

INTRODUCTION 

A commonly used heat exchanger is the plate-fin and 
tube type in which the fins form a series of channels 
that create narrow passages for the externa! ftow and 
act as extended surfaces to increase externa! heat trans
fer from the tubes. ln this and other similar heat ex
changers, thermal conduction through the tube wall 
and through the fins plays a crucial role in the over
all heat transfer rate. The thermal resistance of t.he 
wall is usually negligible. Conduction in the fins, how
ever, is a more complicated matter: on the one hand 
the fins are extended surfaces which enhance convective 
heat transfer to the over-tube ftuid, and on the other 
they increase tube-to-tube conduction. The former is 
desirable while the latter, as we will show, is not. 

ln heat exchanger analysis it is usual to include t.he 
fins when calculating heat transfer enhancemcnt to the 
over-tube ftuid, but to neglect the tube-to-tube heat 
conduction that they also cause. This simplification 
Jeads to the problem of heat conduction in a rectan
gular fin with adiabatic conditions at its tip which can 
be easily resolved . The assumvtion can be justified for 
small temperature differences between arljacent tubes . 
At present it is not clear just how much error is in
curred by this approximation. Severa! authors have 
recognized the possibility of longitudinal fin conduction 
and its effects on heat exchanger performance. Kroeger 
(1967), Mondt (1980), Chiou (1978; 1980), and Heun 
and Crawford (1994) reported on the effects of longi
tudinal fin conduction for different types of heat ex
changers. None of them, however, studied the effect 
of tube-to-tube conduction for single-row plate-fin and 
tube heat exchangers that we do here. 

ln this work we consider the problem of tube-to-tube 

heat transfer through the fins. We develop a mathe
matical model to evaluate the effect of heat conduction 
between adjacent tubes , and determine conditions un
der which it may or may not be neglected. 

GOVERNING EQUATIONS 

We consider the specific geometry of a single-row 
heat exchanger, shown in Fig. 1, formed by a num
ber of straight sections and corresponding U-shaped re
turn tubes that are insulated. If the fin density is high 
enough we can take the effect of the fins to be contin
uously and uniformly distributed along the length of 
ea.ch tube. With this continuum approach we will de
velop a system of ordinary differential equations for the 
steady-state in-tube ftuid and tube-wall temperatures. 

There are N sections of straight t.ube in the heat ex
changer, each of lengt.h L. The tubes are 'tmmbered 
from top to bottom, starting from the top tube con
nected to the inlet and ending with the bottom tube 
leading to the outlet. The spat.ial coordinate in each 
tube is the distance x measured from the left end, as 
indicated in Fig. 1. 

For tube j, where 1 ::; j :<::; N, we consider the heat 
balance on an element of length dx. For heat trans
ferred from the fluirl to the tube wall, we have 

where rit is the mass flow rate of the in-tube ftuid, C 
is the specific heat of that ftuid , Tj(x) is its tempera
ture, Tt(x) is the tube-wall temperature, d; is the inner 
diameter of the t.ube, and h; is the inner heat transfer 
coefficient. The coefficient ( -1 )j t.akes into account the 
fact that the in-tube flow. is in the positive x-direction 
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Figure 1: Single-row, plate-fin and tube heat exchanger. 

for the odd numbered tubes, and in the negative x
direction for the even ones. 

ln the steady state ali the heat acquired by the tube 
wall is transferred to the 11urrounding fluid, to the neigh
boring tubes, or is conducted along the tube. The cor
responding heat balance for an element of length dx can 
be expressed as 

rrd·h ·(T· - T!») dx = I I 3 3 

(1- n8t)7rd0 h0 (Tt- T00 ) dx 

- + rr ( 2 2) ~Tt +n(Qi +Qi)dx-kw'4 d0 -d; dx2 dx(2) 

where n is the number of fins per unit length, 81 is the 
thickness of a fin assumed the sarne for ali fins, d0 is the 
ou ter diameter of the tube, h0 is the ou ter heat transfer 
coefficient, T 00 is the over-tube fluid temperature, and 
kw is the thermal conductivity of the tube material. Qj 
and Qj are the rates of heat transport through the fins 
in the direction of the neighboring tubes, j- 1 and j + 1 
respectively. Part of this heat is ceded to the over-tube 
fluid, and part to the neighboring tubes. 

Heat transfer through fins can be modeled by means 
of a one-dimensional analysis in which fin tip temper
atures are the corresponding tube wall temperatures. 
For 2 ~ j ~ N- 1, we get 

__ J2hoktL}8t [(Tt-Too)cosh/3-T)':.,-Too] 
Qi - sinh(J (3) 

and 

V2hoktL}8t [(T!»-Too)coshfJ-T]4-t-Too] 
Qj~ "'-'" ' (4) 

where 

{2h: 
fJ = Py kf6/ 

L 1 is the fin widt.h (perpendicular to t.lw papcr in Fig. 
1}, kt is the t.hennal conductivity of the fin material, 
and P is the <iistance between the cent.ers of adjacent 
tubes. The first. and last tubes are special cases, how
ever, for which we use adiabatic tip conditions to get 

Q} = .j2h0 ktL}8t(Tt- T00 )tanh·~ 
and 

Qjy = J2h 0 ktL}8t(T}:j- Too) tanh ~ 

Nondjmensjonalization. Th" governing equations are 
nondimensionalized using 

X 
{ = -

L 
T·- Too ) 1/Jj ( €) = 
T;n -1'ao 
Tw- Too 

3 Oj(O = 
T;n- Too 

where T;n is the in-tube Auid entrance temperature. 
Equations (1) and (2) become 

d1/Jj 
d{ 

(-l)ia(ljJi- Oi) (5) 

1/Jt = [o: + 1( coth /3 + tanh ~) + 1] (} 1 

1/Jj = 

1/JN = 

where 

I d2 0t 
-sinh/302 +JdÇ2 (6) 

I 
- sinh/3Bi+t +(o:+ 21coth/3 + 1)Bj 

I ~(Ji 
- sinh.B 9

i-l + 8 dÇZ 

for 2 ~ j ~ N- 1 (7) 

[o:+ 1(coth/3 + tanh ~) + 1] BN 

- _I_ d2 
sinh(J 0N-t + 8~ dÇZ 

rrd;h;L 
O' = rhC 

o = 
(I - n81 )doho 

d;h; 

I = 
njih:ktL}8t 

rrh;d; 

8 = 
kw (d~- d?) 

4Uh;d; 

(8) 

For typical heat exchangers 8 is very small compared 
to the other parameters, meaning that axial conduction 

842 



along the tube wall is negligible. Neglecting t.he terms 
with ó, equations (6)- (8) can be rewritten as 

tbt = K
10t- E82 (9) 

1/lj -EOj-1 + K0j - E0j+l (10) 
for 2 :5 j :5 N - 1 

t/JN = -d}N-1 + K1
(}N (11) 

"' E = sinh {3 

K' = o + "!( coth {3 + tanh ~) + 1 

K = o + 2"( coth .B + 1 

We now have a coupled set of N differential equationA 
(5) and N algebraic equations (9)-(11) in the 2N un
knowns: t/Ji andO i (j = 1, ... , N), which represent the 
in-tube fluid temperatures respectively. 

A set of boundary condlt.ions is required for the differ
ential equations. The only known temperature is that 
of the in-tube fluid at the entrance, so that 

1/Jt (O) = 1 (12) 

Additionally, because the return U-tubes are considered 
insulated, we have a series of conditions 

t/Ji(1) = t/Ji+l (1) if j is odd 

1/lj(O) = 1/Ji+t (O) if j is even 

(13) 
(14) 

which link the in-tube fluid and tube-wall temperatures 
of adjacent tubes. Conditions on O; can bc derivcd from 
these using the algebraic equations (9)- (11). 

ANALYTICAL SOLUTION 

The dependent variables can be expressed in matrix 
formas 

w(~) = 

E>({) = 

'1/JN-t(~) 
'1/JN(~) 

Ot(O 
(}2(~) 

ln terms of these variables, equations (5) and (9)
(11) become 

w' = crS('I' - 8) 

w = Ae 
(15) 

(16) 

where 

and 

K.' -f o o o o 
-f' K. -( o o 
o -( K. -( o o 

A= 

o o o -E 0 
o o o -f' K. -E 

o o o o -( K.' 

Eliminating e between equations (15) and {16), we 
get 

w' =crS(I-A- 1 )'1' 

the solution t.o which is 

(17) 

'1'(0 = exp [crS(I- A -t )~] '1'(0) (18) 

Ali of t.he clcmcnts in '11 (O) are unknown except for 
t/J 1 (O). To find the remaining elements, we must use the 
linking conditions (13)-(14). First. we evaluate equation 
(18) at ~ = 1 to give 

'1'(1) = C'I'(O) (19} 

where 
C= exp [crS(I- A -t )] 

To complete t.he solution, t.he unknown elements 
in '11(0) must. be obt.ained using condit.ions (13)-(14). 
The procedure will be slightly different depending on 
whether t.he numher of tubes N is even or odd and is 
described below. 

Once '1'(0) is known the temperature at any location 
in any tube is given by equation {18). The tube-wall 
temperatures 8(Ç) can be found from equations (9)
{11). 
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Even number of tubes. We use the following steps: 

• Using condition (13), we simplify equation (19) . 
Since 1/Jt (1) = t/J2 (1), we can t.ake the difference of 
the first two rows of equation (19) to cancel both 
t/J(1) and t/J2 (1) to leave zero in the left side. Simi
larly, we t.ake t.he diffcrcncc between the t.hird and 
fourth rows, anel so on. Thus we get. 

N 

L D;,jt/Jj (O) = l) 
j=l 

where 
D;,1 = C2i - l ,j - C2i ,j 

for i = 1, . . . , !f. 

(20) 



• Next we introdu~~ condition (14). Sincc t/12 (0) = 
t/13 (0), we can add the second and third columns 
of D in equation (20) to eliminate the unknown 
t/13 (0). Similarly, the fourth and fifth columns can 
be added, and so on. At the end of this process; 
equation (20) becomes 

N/2 

E (Di.2j-2 + Dí,2j-1) tP2j-2(0) 
j=2 

+D;,NtPN(O) = - D;,1 t/Jt (O) (21) 

for i = 1, ... , .q. . 
• Finally, since from condition {12) we know the 

right side of equation (21), we can solve it to give 
t/12;(0), j = 1, ... , .q. . Using condition (14) we get 
the rest of the elements in '11(0). 

Odd number of tubes. The procedure now is the fol
lowing: 

• We rewrite equation (19) in the alternative form 

w(o) = c- 1 w(l) (22) 

• By introducing condition (14), we can simplify 
equation (22). For example, t/12(0) = .,P3(0), so that 
the difference between the second and third rows 
will give zero in the left side. Similarly, we take the 
difference between the fourth and fifth rows, and 
so on. ln the end ali elements in the left side will 
be zero, except for the first . We will have 

N 

F; =L E;,;1/1;(1) {23) 
j=l 

where 

F; = { 
tPt (O) for i = 1 
O for i = 2, 3, ... , N{1 

l,j 

E;,; = 
{ 

0 -1 

-1 - -1 o- ~ c2i-2,j c2i-l,j for t - 2, 3, o o o ' 2 

t/11 (O) is known from condition (12). 

• Now we introduce the condition (13) to simplify 
equation (23). Since t/11 (1) = t/12(1), the first two 
columns of E can be added to eliminate t/12 ( 1). 
Similarly, the third and fottrth columns can be 
added and t/14(1) removed, and so on. The last col
umn will be left intact. At the end of this process, 
we will have 

(N-1)/2 

L (Ei,2j-1 + Ei,2j) tP2j-t(1) 
i=l 

+E;,N tPN(1) = F; (24) 

h ·-1 ~ w ere t - , ... , 2 • 

~ Equation (24) can be solved to get t/12;-t (1), j = 
1, ... , N{ 1 . Using condition (13), ali elcments of 
'11(1) can be determined; equation (22) then gives 
w(o) 

HEAT TRANSFER RATES 

Of interest to us are t.he heat rates with and without 
tube-to-tube conduction and their ratio R . 

For the case of no tube-to-tube comluction an adia
batic condition in the line of syrnmetry between adja
cent tubes is enforced. The in-tube ftuid temperature 
for each tube becornes independent of t.hose in adjacent. 
tubes. The ftuid exit. temperature is that in a single 
straight tube of length N L. This tem per ature can be 
written as 

~out = exp [ -a(1- K~ )N] 

where 
{3 

Ke = Q + 21 tanh 2 + 1 

On thc other hand, if wc havc tubc-to-tubc conduc
tion, the exit. tcmpcrature is 

{ 
tPN(O) 

tPout = t/JN(1) 
for N even 
for N odd 

This can be found frorn the ternperatures calculated in 
the previous section. 

The ratio of the two heat transfer rates, R, can be 
exprc;,;sed as 

R= 1 - tPout 
1 ' - tPout 

RESULTS AND DISCUSSION 

(25) 

To obt.ain nurnerical result.s from t.he analytical solu
tion, some matrix manipulation is required. The sym
bolic rnathematics package Maple was used for this pur
pose. The effect of tube-to-tube conduction R was de
termined as a function of each one of the dimensionless 
parameters a, a, {3, 1 and N in turn, while keeping 
the others constant. For ali cases pararneter R was 
less than unity indicating that. tube-t.o-tube conduction 
always decrcases thc hcat. transfer from in-tube t.o over
tube fluid in the heat exchanger. 

Fig. 2 shows the dependence of R on a which controla 
the heat transfer between the in-tube ftuid and the tube 
wall. For small a, the tem per ature difference between 
adjacent tubes is small and tube-to-tube conduction is 
also small. As a grows, the tempcrature difference be
tween adjacent tubes increases, and witi; it the tube
to-tube conduction effect. There is a turning point at 
which this trend changes. For very large values of a the 
solutions for even and odd number of tube rows become 
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different. When parameter f7 becomes large, the fluid 
reduces considerably its temperature before leaving the 
first tube, and conduction along the fins is important 
only for fins near the entrance and negligible anywhere 
else. Since the fluid is heated or cooled easily it ap
proaches the temperature of the fins which is almost 
that of the surrounding air at ~ = 1 and considerably 
different along loca~:on Ç = O. As a consequcnce the 
temperature variation becomes periodic and the exit 
temperature depends on whether the number of tubes 
is even or odd. For odd number of tubes the fluid tem
perature at the exit of the heat exchanger approaches 
that of the surrounding over-tube fluid and tube-to
tube conduction effect is small. lf the number of tubes 
is even the effect of tube-to-tube conduction is impor
tant. 

0.95 

~ 0.9 

0.85 

0.8 l__~~--~---~-~--~-.....J 
-1 -1 U I 

10 10 10 10 

Figure 2: R vs. fi, with a = 0.02654, (3 = 0.007, r = 
40.0. o = 12 tubes, x = 13 tubes. 

Fig. 3 illustrates the dependence of R on a which 
is related to the part of the heat that is transferred 
directly from the unfinned portions of the tubes to the 
surrounding over-tube fluid. A very small a means that 
the amount of heat transferred directly is negligible; ali 
the heat from the in-tube fluid goes through the fins. 
Thus R tends to a constant as a becomes small. A very 
large o, on the other hand, is equivalent to considering 
the heat exchanger almost without fins; tube-to-tube 
conduction is small and R tends to unity . . 

Fig. 4 shows how R depends on (3 which is derived 
from the fin characteristics. For small (3, the tubes can 
be considered to be dose together . The heat transfer to 
the over-tube fluid is small; the temperature difference 
between adjacent tubes is also small, as is the tube
to-tube conduction. For large values of (3 the fins are 
sufficiently long so that their temperature approaches 
that of the surrounding over-tube fluid at some small 
distance away from the tubes. Thus tube-to-tube con
duction is small and R tends to unity as (3 becomes 
large. 

0.95 

~ 0.9 I 
0.85 

0.8 '-----'-----'---~--~~-...........J 
IÕ

2 
IÕ

1 
1d' 1rl Hf lrJ 

a 

Figure 3: R vs. a, with f7 = 0.5, (3 = 0.007, 'Y = 40.0, 
N = 12 tubes. 

0.95 

~ 0.9 

0.85 

Figure 4: R vs. (3, with f7 = 0.84, a = 0.02654, r = 
40.0, N = 12 tubes. 

Fig. 5 shows the change of R for varying values of 'Y 
which is proportional to the thermal resistance of the 
fins. For very small values of 'Y tube-to-tube conduc
tion through the fins is negligible. As 'Y grows tube
to-tube conduction becomes increasingly important be
cause more heat is being conducted through the fins. 
When 'Y is very large the over-tube side resistance be
comes negligible; the in-t.nbe fluid approaches the ambi
ent temperature before leaving the heat exchanger and 
tube-to-tube conduction is again not important .. 

Another factor affecting tube-t.o-tube conduction is 
the number of tubes. Fig. 6 shows the variation of 
R with N . We observe that tube-to-tube conduction 
tends to be unimportant as the number of tubes is in
creased. As N is increased so does the heat transfer 
area; the temperature at which the ·in-tube flui~ leaves 
the heat exchanger approaches the temperature of the 
surrounding over-tube ftuid. For a vHy small number 
of tubes a)so the importance of tube vO-tube conclue-
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Figure 5: R vs. "(, with a = 0.02654, u = 0.5, {3 = 
0.007, N = 12 tubes. 

tion is sharply reduced. The heat exchanger more and 
more resembles a single tube with fins for which there 
is no tube-to-tube conduction. 

o 

0.95 

.. 

·. / 
o 

•o ./ 
•o~ 

Q:: 0.9 

0.85 

0.8 ~--'---'-~~-'---~-~-~-----' 
I 10 20 30 40 50 tiO 70 80 

N 

Figure 6: R vs. N, with a = 0.02654, {3 = 0.007, 
"( = 40.0, u = 0.5. + for even number of tubes, o for 
odd number of tubes. 

CONCLUSIONS 

The effect of tube-to-tube conduction in a heat ex
changer is modeled here using a distributed effcct of 
the fins. lt is found that there may be a significant 
decrease in the heat transferred to the over-tube fluid 
compared to the case in which there is no tube-to-tube 
conduction. The graphical results shown here have up 
to a 15% decrease; we have found decreases of 20% for 
other parameteric values. 

As an example we apply the analysis to a specific 
heat exchanger. For a device with copper tubes and 
fins, with water inside the tubes and air outside, the 
following are reasonable quantities: m = 0.04 kg/s, 

L= 0.6 m, P = 3 cm, Lt = 5 cm, n = 360 m- 1
, Óf = 

0.3 mm, d0 = 1.2 cm, d; = 1.1 cm, h 0 = 10 W /m2 K, 
h; = 3500 W /m2 K, N = 24. With t.hese values we get. 
a = o.oo278, f3 = o.387, "( = o.230, ó = 1.66 x w- 4

, 

f = 0.5806, K = 2.252, K
1 = 1.672, and a = 0.4341. We 

see that ó is small compared to K, K
1 and f, confirm

ing that terms corresponding to axial heat. conduction 
along the tube in equa.tions (6)- (8) are indeed negligi
ble. Calculations show that R = 0.995, indicating that. 
t.he effect of tube-t.o-t.ube conrlur.tion rcduces t.he heat. 
transfer rate less t.han 1%. Bowcver, if in t.his example 
we take L= 3.6 m and N = 4, we find t.hat. R= 0.916. 
Though the heat transfer area. is t.he sarne, t.here is one
sixth the number of t.uhes anrl each one of them is six 
times as long. The difference in ternperature between 
adjacent tubes is larger and tube-to-tube conduction 
becomes' significant. ln fact, the rate of heat transfer 
to the air is reduced by more than 8% due to this effect.. 

The present analysis shows that. t.ube-t.o-t.ube heat. 
conduction can rcclun~ t.hc heat t.ransfcrrcd from the 
in-t.ube to thc ovcr-t.uhc fluid .. Thus t.he propcr design 
of heat. exchangers must. not only indude determination 
of heat transfer areas, but also the rnanner in which it. 
is distributed. 
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SUMARIO 

En este trabajo se determinó e/ eJecto que se produce ai considerar e/ valor local de las propiedades 
termo flsicas de los fluidos, sobre los coeficieNtes convectivos en intercambiadores de calor de/ tipo carcasa 
y haz de tubos. Para obtener la distribución de temperatura, se discretizó en elementos e/ intercambiador, lo 
que permitió calcularias propiedades termo fisicas y los coeficientes convectivos locale.J, tanto dei lado de 
la carcasa como dei lado de los tubos. Con estos resultados se evaluó coeficiente convectivo promedio y se 
comparó con e/ obtenido por e/ método de diferencia de temperatura media logarltmica, . obteniéndose una 
diferencia menor dei dos por ciento lo cual no Qjecta el resultado final dei intercambiador. · 

INIRODUCCIÓN H.aciendo un balance térmico en estado pennanente en el 
volumen de control, tenemos: 

En el diseílo térmico de equipos de intercambio de calor, 
las propiedades tenno físicas de los fluidos que fonnan parte dei 
proceso, son calculadas a la temperatura promedio, entre la 
entrada y la salida, sin tomar en cuenta la distribución de 
temperatura de las comentes de los fluidos. 

Por esta razón los autores dei presente trabajo se 
plantearon el propósito de estudiar el efecto de la variación de 
las ' propiedades tenno físicas de los fluidos sobres los 
coeficientes convectivos en intercambiadores de calor de carcasa 
y haz de tubos, considerando el promedio de las propiedades 
evaluadas a temperaturas locales y la incidencia de este efecto 
sobre el diseílo definitivo de equipo. 

DISTRIBUCIÓN DE TEMPERATURA 

La distribución de temperatura de los fluidos se obtuvo 
mediante un programa de computación, que utiliza el método de 
elementos finitos aplicado a intercambiadores de calor de 
carcasa y haz de tubos, con la condición de que no ocurra cambio 
de fase en ninguno de los fluidos (Segura and Sánchez, 1992 ). 

El volumen de control elemental se presenta en la figura 1 
y en la figura 2. 

Figura I - Volumen de control elemental 

r, 1: wz r. 
- -•0- -o-

~"---. 

~ l 

Figura 2 - Elementos finitos elementales 
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Q = wlc p 1 (T3- TI) 

Q=w2cp2(T4 -T2) 

Q= U
0

A(T4 - T3) 

donde: 
Q: Tasa de flujo de calor transferida. 
w1: T asa de flujo másico de la corriente de fluido 1. 
wz: Tasa de flujo másico de la corriente de fluido 2. 
cp1: Calor específico a presión constante de la corri ente 1. 
cp2: Calor específico a presión constante de la comente 2. 
h Temperatura de entrada de la corriente de fluido l. 
T3 Temperatura de salida de la comente de fluido 1. 
Tz: Temperatura de entrada de la comente de tluido 2. 
h Temperatura de salida de la comente de fluido 2. 

(1) 

(2) 

(3) 

Suponiendo la tasa de flujo de calor entregada por la comente 
de fluido 1 igual a la recibida por la comente de fluido 2, es 
decir, se establece el siguiente balance térmico. 

COEFICIENTE CONVECTIVO O DE PELÍCULA 

La formulación empleadas para calcular los coeficientes 
convectivos o de película, fonnan parte de un procedimiento de 
cálculo para diseílo térmico y/o evaluación térmica de 
intercambiadores de calor dei tipo carcasa y haz de tubos 
( García, 1992 }, el cual fue implementado a través de un 
programa de computación denominado "I_ CALOR" por Segura y 
García ( 1994 ). 

El coeficiente convectivo o de película interno basado en el 
área de la superfície externa de los tubos, se defme como: 

Si Rt210000 

(5) 

1 



Si ReS2000 

Hfk [ ( )0.14] ~o =--;i; 2.5+4.:.V(Re+y)Àf31 Pr0.17 :: (j 

(6) 

Si 2000~Re~l 0000 

hw = rflio(Re,2000) + (l-1])hio(Re;,IOOOO) (7) 

El coeficiente convectivo o de película externo, se defme 
como: 

( ) 
2/3 o 147 

h
0 

= 7.5 CP GX!! (ji)n-k- (f..lm) . fJ (8) 
Cpf..lm f..lw 

donde: 
h;0 : Coeficiente de película interno basado en el área de la 

superfície externa de los tubos. 
ho: Coeficiente convectivo o de película externo. 
Re: Número de Reynolds. 
Pr. Número de Prandtl. 

, f.lm: Viscosidad a temperatura media. 
f.Jw: Viscosidad a temperatura de pared. 
k: Conductividad térmica del material. 
cp: Calor específico a presión constarJte. 
do: Diámetro interno de los tubos. 
GXH: Velocidad efectiva del t1ujo másico para la transferencia de 

calor. 
(JOn: Número de StarJton corregido. 
{3: Factor de corrección de transferencia de calor en el corte de 

los deflectores. 
r Factor de corrección de transferencia de calor por la fila de 

tubos. 
À: Factor geométrico de la longitud de los tubos. 
a: Factor de corrección para t1uidos de baja viscosidad. 

PROCEDIMIENTO DE CÁLCULO 

El procedimiento de cálculo para determinar el efecto de la 
variación de las propiedades termo físicas de los fluidos sobre 
los coeficientes convectivos en intercambiadores de calor de 
carcasa y haz de tubos, es el siguiente: 
• Realizar el diseil.o térmico del equipo, según procedimiento 

de cálculo implementado mediante el programa de 
computación I_ CALOR (Segura y García, 1994 ), según los 
requerimientos del proceso. 

• Obtener la distribución de temperatura de los fluidos que 
intervienen en el proceso, mediante la utilización de un 
programa de computación, que utiliza el método de 
elementos fmitos aplicados a intercambiadores de calor de 
carcasa y haz de tubos (Segura and Sánchez, 1992). 

• Discretizar en elementos el intercambiador, con la 
distribución de temperatura. 

• Calcular las propiedades termo físicas locales de los fluidos, 
en los distintos elementos. 

• Calcular el coeficiente convectivo local, tarJto dellado de la 
carcasa como del lado de los tubos, a partir de las 
propiedades locales. 

• Calcular el promedio de los coeficientes convectivos locales, 
tarJto del lado de la carcasa como dellado de los tubos. 

848 

• Comparar el coeficiente convectivo calculado en el punto 
anterior, con el coeficiente convectivo calculado a partir del 
procedimiento de cálculo para diseil.o térmico de 
intercambiadores de calor de carcasa y haz de tubos 
(I_CALOR) y determinar el porcentaje de variación. 

RESULTADOS 

A continuación se presenta el efecto de la variación de las 
propiedades termo físicas de los fluidos sobre los coeficientes 
convectivos en dos intercambiadores de calor de carcasa y haz de 
tubos de dimensiones 30-94 tipo AES y 31-192 tipo AES 
respectivamente. Los resultados obtenidos, son representativos 
de este tipo de intercambiadores, ya que el efecto en la 
variación, fue de igual magnitud en el resto de las experiencias 
realizadas. 

Intercambiador N° 1: En la Tabla 1, se presentar! los 
parámetros mas relevantes del diseil.o térmico del 
intercambiador de dimensiones 30-94 tipo AES. 

Tabla 1- Datos del Intercambiador Número Uno 
(30-94 tipo AES) 

Fluido 
Temperatura de entrada [0 C]: 
Temperatura de salida [0 C]: 
Velocidad fluido en tubos [m/s]: 
Calor intercambiado [KW]: 
Área superficial total [m"2]: 
Coeficiente global de calor, U [W/m2 oq 
Diámetro externo de los tubos [mm] 
Espesor de los tubos [mm] 
Longitud de los tubos [m] 
DistarJcia entre centros (Pt) [mm] 
Disposición de los tubos 
Número de tubos 
Numero de pasos por tubo 
Diámetro interno de la carcasa [mm] 
Numero de det1ectores 

Carcasa Tubos 
Agua Agua 
70,00 20,00 
50,00 40,00 

0,44 
1253,70 
69,20 

671,00 
25,40 
2,11 
2,40 
31,75 
30° 
392 
4 

751,00 
4 

En la figura 3 se muestra la malla de elementos finitos y la 
distribución de temperatura en el intercambiador número uno. 
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Figura 3 - Malla de elementos finitos y distribución de 

temperatura en el intercambiador 



De la figura 4 a la 6, se presentan las variaciones de las 
propiedades termo fisicas dei fluido dei lado de los tubos con la 
temperatura. 
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Figura 4 - Variación de la viscosidad con la temperatura 
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Figura 5 - Variación dei número de Reynolds con la temperatura 
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Figura 6 - Variación dei número de Prandtl con la temperatura 

En la figura 7, se muestra la vanacton dei coeficiente 
convectivo dei lado de los tubos con la temperatura. 
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Figura 7- Variación dei coeficiente convectivo dei lado de los 
tubos con la distribución de temperatura 

En la figura 8 y 9, se presentan las variaciones de las 
propiedades termo fisicas de! fluido dei lado de la carcasa con la 
temperatura. 
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Figura 8 - Variación de la viscosidad con la temperatura 
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Figura 9- Variación dei número de Reynolds con la temperatura 

En la figura 10, se muestra la variacíón dei coeficiente 
convectivo dei lado de la carcasa con la temperatura. 
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Figura lO- Variación dei coeficiente convectivo dei lado de la 
carcasa con la temperatura 

Intercambiador N° 2: En la Tabla 2, se presentan los 
parámetros mas relevantes del disefto ténnico del 
intercambiador de dimensiones 31-192 tipo AES. 

Tabla 2- Datos dei Intercambiador Número Dos 
(31-192 tipo AES) 

Fluido 
Temperatura de entrada [0 C]: 
Temperatura de salida (0 C]: 
Velocidad fluido en tubos [rnls]: 
Calor intercambiado [KW]: 
Área superficial total [m"2]: 
Coeficiente global de calor, U [W/m2 oq 
Diámetro externo de los tubos [mm] 
Espesor de los tubos [mm) 
Longitud de los tubos [m) 
Distancia entre centros (Pt) [mm] 
Disposición de los tubos 
Número de tubos 
Numero de pasos por tubo 
Diámetro interno de la Carcasa [mm] 
Numero de deflectores 

Carcasa Tubos 
Agua Agua 
76,00 25,00 
53,00 48,00 

0,37 
2885,58 
173 ."! 
689,00 
25,40 
2,11 
4 ,88 
31 ,75 
30° 
460 

2 
790,00 

6 

En la figura II se muestra la malla de elementos finitos y la 
distribución de temperatura en e! intercambiador número dos. 
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Figura II - Malla de elementos finitos y distribución de 

temperatura en ei intercambiador 
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De la figura 12 a la 14 se presentan las variaciones de las 
propiedades termo fisicas dei fluido dei lado de los tubos con la 
temperatura 
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Figura 12- Variación de la viscosidad con la temperatura 
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Figura 13 - Variación dei número de Re}nolds con la 
temperatura 
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Figura 14- Variación dei número de Prandtl con la temperatura 

En la figura 15, se muestra la variación dei coeficiente 
convectivo dei lado de los tubos con la temperatura. 
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Figura 15- Variación dei coeficiente convectivo dei lado de los 
tubos con la temperatura 

En la figura 16 y 17, se presentan las variaciones de las 
propiedades termo tisicas dei fluido dei lado de la carcasa con la 
temperatura. 

550 ,------------------, 
-+- Viscosidad 
--promedio de la Viscosidad local 
-6-Viscosidad [Te,Ts] 

75 73 70 68 67 65 63 61 60 59 57 56 55 54 

Temperatura ["C] 

Figura 16- Variación de la viscosidad con la temperatura 
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Figura 17- Variación dei número de Reynolds con la 
temperatura 

En la figura 18, se muestra la variación dei coeficiente 
convectivo dei lado de la carcasa con la temperatura. 
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Figura 18- Variación dei coeficiente convectivo dei lado de la 
carcasa con la temperatura 

En La tabla 3, se presenta un cuadro comparativo de los 
coeficientes convectivos para los intercarnbiadores uno y dos 
tanto dei lado de la carcasa como dei lado de los tubos. 

Tabla 3- Resumen de resultados 

Coeficiente convectivo Intercarnbiador Intercarnbiador 
[W/m2 oc] número uno número dos 

• Promedio dei coeficiente con- 1%9 1853 
vectivo local lado tubos th;op) 

• Sin considerar la distribución 1959 1820 
de temperatura lado tubos (h;o) 

• ( 1-h;op/h.io)*l 00 -0,51% -1,81% 
• Promedio dei coeficiente con- 2045 2441 
vectivo local lado carcasa (hop) 
• Sin considerar la distribución 2062 2435 
de temperatura lado carcasa(ho) 

• {1-hoJhol*lOO 0,82 -0,25 

CONCLUSIONES 

De los resultados obtenidos se puede concluir que e! efecto 
de la variación de las propiedades termo tisicas de los fluidos, 
sobre el cálculo de los coeficientes convectivos en 
intercarnbiadores de calor de carcasa y tubos, está en e! orden 
dei mas/menos dos por ciento. 

E! efecto de esta diferencia seria de consideración si el 
error involucrado en las correlaciones empíricas para el cálculo 
de dichos coeficientes fuera dei mismo orden. De lo contrario 
puede despreciarse sin perder precisión en el cálculo, evaluando 
las propiedades a la temperatura promedio entre la entrada y la 
salida. 

Con miras a lograr una mayor precisión en e! cálculo de los 
coeficientes convectivos, seria deseable e! desarrollo de 
correlaciones empíricas que se ajusten mejor a los valores 
experimentales. 
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ABSTRACT 

ln this work t.fte effect that it produces upon considering the local 
value of the thermo-physical properties of the fluids, on. the 
convective coeficients in shell-and-tube heat exchangers, \vas 
determined. ln order to get the temperature distribution, the 
exchangers was discretted in elements, which allowed to 
compute the thermo-physical properties and the local convective 
coeficients, so much of the shell side like of the tubes side. 
With these outputs mean convective coeficients were evaluated 
and were compared with the gotten by the method of 
logarithmic-mean-temperature-difference, getting a difference 
least that two percent which doesn't affect the fmal result of the 
exchanger. 
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RESUMEN 

E/ artículo describe e/ estudio realizado sobre e/ comportamiento térmico de un intercambiador de calor 
de doble wbo en horquilla múltiple con el ohjetivo de conocer la influencia de los distintos parámetros de 
diseiio en su prestación térmica y eficiencia, así como su régimen transitorio, f;:uando se utiliza como 
recuperador de calor entre las di soluciones Juerte y débil de un sistema de refrigeración por ahsorción con 
amoníaco-agua. 

INTRODUCCION 

En las últimas décadas ha resurgido el interés en el estudio de 
los sistemas de absorción, causado principalmente por la 
necesidad de un mejor aprovechamiento de la energía y por el 
efecto que su consumo desorbitado está ejerciendo sobre el medi o 
ambiente. Los sistemas de refr igeración por absorción con 
amoníaco-agua constituyen una alternativa de futuro a los 
sistemas de compresión cuando aqucllos puedcn accionarse 
mediante calores residualcs o energía solar y cuando ías 
temperaturas de producción de frío no son excesivamente bajas. 
Además, la utilización dei amoníaco como refrigerante ofrece las 
ventajas de una dilatada experiencia en su uso y su etccto inocuo 
sobre el deterioro de la capa de ozono y el efecto invernadero. 
Los estudios para la mejora de la eficiencia de los sistemas de 
absorción se dirigen hacia la utilización de nuevos ciclos, el uso 
de nuevos pares absorbente-refrigerante y la optimización en el 
disefio de los componentes dei sistema. En esta última dirección 
se encuadra e! trabajo que se expone en este artículo. 

La utilización de un intercambiador como recuperador de 
calor entre la disolución débil a elevada temperatura, procedente 
de la torre de destil ación hacia· el absorbedor y la disolución 
fuerte a baja temperatura, que circula en sentido contrario a la 
anterior (ver Fig. I) , es junto con el rectificador, un componente 
muy importante para la mejora de la eficiencia de los sistema de 
absorción con amoníaco-agua (Stoecker y Reed, I 971 ). 

Torre de 
Destilación 

INTERCAMBIADOR 
-RECUPERADOR r

I 

Expansión 
I 

Evapora dor Absorbedor 

Figura I - Situación dei intercambiador cn un sistema de 
absorción con amoníaco-agua y ciclo simple 
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Los intercambiadores de doble tubo son los comúnmente 
utilizados en esta aplicación , debido a su sencillo proceso de 
construcción con los materiales requeridos para evitar su 
corrosión por las disoluciones de amoníaco, si bien en la 
actualidad existen intentos de introducir los intercambidores 
compactos de placas. como puede verse en los trabajos de Becker 
( 1989), Masaharu ( 1991) o en la instalación descrita por Bassols 
et ai. ( 1993), aunque su proceso de fabricación resulta, todavía, 
complicado y costoso. Por ello y dentro dei objetivo de optimizar 
todos los componentes dei sistema de absorción para mejorar su 
rendimiento, se ha elaborado un modelo matemático que permite 
conocer la influencia de los distintos parámetros de disefio y el 
estudio dei régimen transitorio en los intercambiadores de doble 
tubo y horquilla múltiple, de forma semejante a la utilizada por 
Infante Ferreira et ai. (1994 ). 

En la Fig. 2 se muestra e! esquema dei tipo de intercambiador 
considerado, en el que los tluidos circulan en contracorriente, uno 
por e! tubo interior y el otro por la región anular. 

Conexión transversal "T" 

I I :J 
PJ!-

Entrada fluido anular 

D Salida 
fluido 

t interior 

Figura 2- lntercambiador de doble tubo y horquill a múltiple 

Es de destacar que, aunque en este trabajo se utiliza dicho 
modelo para e! análisis dei intercambiador como un componente 
de un sistema de absorción, e! modelo es general y podría usarse 
para el estudio de estas intecambiadores en cualquier otra 
aplicación, sin más que considerar, en cada caso, las propiedades 
de los tluidos entre los que se intercambia calor. 



FORMULACION DEL MODELO 

Para la elaboración dei modelo matemático se considera el 
sistema intercambiador dividido en los siguientes subsistemas: 
fluido interior, tubo interior, fluido anular y tubo exterior, 
además dei ambiente. El estudio se realiza de forma 
independiente para los tramas rectos de intercambiador (doble 
tubo), los codos dei tubo interior y las conexiones en "T" entre 
los tubos exteriores, teniendo en cuenta, en cada caso, los 
subsistemas que interaccionan y utilizando las ecuaciones 
generales de conservación de la masa y energía (Welty, 1984). 
Las hipótesis generales consideradas para los fluidos han sido: 
que son incompresibles, flujo unidirecional, que su temperatura 
en una sección transversal es independiente de las coordenadas 
radial y angular y que el flujo de calor axial es despreciable 
frente ai radial. En los tubos se considera como temperatura 
característica la de su sección media. 

En las siguientes ecuaciones, que constituyen el modelo 
matemático, se ha considerado como sentido positivo el de 
circulación dei fluido interior y en ellas T designa la temperatura 
[

0 C) ,t el tiempo [s] , z Ia coordenada axial [m). u la velocidad 
de Circulación de los fluidos [m/s], M la masa [kg], A la sección 
transversal [m2

]. p la densidad [kg/m3
). Cp el calor específico 

[kJ/kg 0 C), À la conductividad térmica [kW/m oç] y q> la 
densidad de flujo de calor [kW/m2

]. Los subíndices hacen 
referencia a: fi fluido interior, ti tubo interior, fa fluido anular, 
te tubo exterior, am ambiente, X conexión en "T'entre los tubos 
exteriores, e entrada y s sal ida. Las magnitudes geométricas se 
representan en las figuras correspondientes. 

Tramos Rectos CDoble Tubo). Se considera un elemento 
diferencial de longitud dz, tal como se muestra en la Fig.3. 

e dz s 
I 

lz1@?2ee" i<I/)?ZI@w" " 

! I . . f'>i %\\§<, «N\§1<»»»§§§\§1 z 
[)e[ de Dil di _ , . _. 

f%<5\<<<··''''''"'''''§%§««1<§1 

N u U n / u )))).,),.,, ) <c?) 

Figura 3 - Elemento diferencial de doble tubo 

En él se analiza cada uno de los subsistemas: fluido interior, 
tubo interior, fluido anular y tubo exterior. De la aplicación de 
las ecuaciones generales de conservación de la masa y energía y 
teniendo en cuenta las hipótesis citadas anteriormente, se 
obtienen en cada uno de ellos las siguientes ecuaciones: 

Fluido interior 

ar,; + 
pfi Cpfi at 

Tubo interior 

ar,; 
Mti Cpli at 

ar fi c u -Pp Pp fi az 

ar 
À A [-11 ) 

li li az ' 

4 
q>ji - 11 d. 

arli>J + 
az .\ 

I 

(I) 
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+ CJl1;-p 1t d; dz + CJl
1
; _1, 1t D; dz 

Fluido Anular 

a"0 arfi 
P Cp-"-pCpu-" 

fa .fa ar fa ja Ja az 

4D 4d 
q> . ---'- + q> . --' 

Ja - 11 'd 2_D2 ja - 1< d 2_02 
f' I t' I 

Tubo Exterior 

ar,. 
M,. Cpl, ar À A 

lt' tt' 

ar 
[-") 

az ' 
ar ,.> 1 + 

az .I 

+ lll,. .1a 1t d, dz + Cjl te -am 1t D, dz 

(2) 

(3) 

(4) 

Codos de unión de los tubos interiores. Estos se consideran 
divididos en elementos diferenciales, tal como se indica en la 
Fig. 4. En ellos se analizan el fluido interior y el tubo interior, 
las ecuaciones que se obtienen son: 

di 
da 

Figura 4 - Codo dei tubo interior 

Fluido Interior 

ar 
pfi Cp, . ........!!.. 

I ar 

Tubo Interior 

a:·,; 
MI; Cpli at 

+ pfi C'p1; ua arfi 
Rc aa. 

A . ar . 
À . .'~ [-11) 

11 Rc aa. ' 

Di 

4 
q>ji - li d. 

I 

ar,;> 1 + 

aa. ·' 

+ q>li -ft 1t di Rc da. + q>li-am 1t Di Rc da. 

(5) 

(6) 



Conexiones en "T" entre los tubos exteriores. En ellas se 
considera e! fluido anular y e! tubo, si bien las dimensiones de 
éste no coinciden normalmente con las de los Iramos rectos. Los 
elementos diferenciales para la obtención de las ecuaciones se 
consideran tal como se indica en la Fig. 5. 

~ :dJ 
e 

!dz 

s 

t 

De X 

Figura 5 - Elemento diferencial de una conexión en "T' 

Las ecuaciones que se obtienen son: 

Fluido Anular 

Tubo Exterior 

aT 
À A [ tX ) 

tX tX ---a; < 

4 
q>Ja - tX -d 

i X 

aTtX 
-)] + az ·' 

(7) 

(8) 

Densidades de Flujo de Calor y Coeficientes de 
Transmisión. Las densidades de flujo de calor entre los 
subsistemas que interaccionan en cada caso responden a la 
fórmula genérica de: 

(9) 

siendo: U 12 el coeficiente global de transmisión de calor 
[kW/m20C] y T, 1 y T,2 las temperaturas de cada uno de los 
subsistema [0 C]. 

Los coeticientes globales de transmisión de calor se obtienen 
como la inversa de la suma de la resistencia térmica por 
convección entre cada fluido y la superficie correspondiente y la 
resistencia por conducción de la pared dei tubo hasta su sección 
central. 

Los coeficientes de convección se obtienen de forma local 
a lo largo de todo el intercambiador, evaluando puntualmente las 
propiedades de los fluidos. Cuando éstos fluyen por la sección 
interior completa de un tubo (fluido interior-tubo interior y 
fluido exterior-"T' de conexión) se calculan según Hausen 
(1943) para régimen laminar y según Gnielinsky (1976) para 
régimen turbulento. En la región anular se calculan según las 
fórmulas propuestas en VDI-Warmeatlas (1984). Los 
coeficientes de convección entre las superficies de tubo en 
contacto con el ambiente exterior se obtienen según Baehr 
(1954) y Jakob (1949). 

855 

IMPLEMENTACION DEL MODELO 

Para la implementación dei modelo descrito anteriormente 
se han discretizado las ecuaci.ones diferenciales utilizando para 
ello el Método Implícito de Diferencias Finitas, se han definido 
las condiciones iniciales dei problema y se ha establecido un 
proceso de cálculo en el cual iterando con la temperatura de 
salida de uno de los fluidos, se puede resolver el sistema de 
ecuaciones en uno de los elementos de entrada y sucesivamente 
en los elementos contiguos. 

Djscretjzación de las Ecuaciones. Para la discretización de 
las ecuaciones diferenciales que constituyen el modelo, se ha 
considerado como temperatura característica dei fluido interior 
la de salida de cada elemento y para el fluido anular la de 
entrada en el mismo. Para ambos tubos se considera la 
temperatura en e! centro dei elemento y en su sección media, tal 
como se indica en la Fig. 6. 

Figura 6. Elemento discreto de tubo de longitud az 

z .... 

Los codos dei tubo interior y las conexiones en ''T' de los 
tubos exteriores, se han discretizado como elementos únicos de 
longitudes nRc y 2Rc-De, respectivamente. Con e! fin de evitar 
plantear y resolver un sistema global de todo el intercambidador, 
se ha considerado la hipótesis adicional de despreciar el calor 
intercambiado por conducción entre los elementos de tubo. De 
esta forma es posible resolver el sistema de ecuaciones de cada 
elemento de forma separada, obteniendo en cada caso las Tr.'. 
T,.,;, T,/ y T"' como función de las temperaturas características dei 
elemento i-1 y las dei elemento i en el instante de tiempo 
anterior. 

Condiciones Iniciales. Para comenzar el proceso de 
resolución es necesario establecer las distribuciones de 
temperatura en cada subsistema en el instante inicial. Estas se 
han definido tomando, t=O, cuando ambos fluidos se cruzan en 
el interior dei intercambiador. Así, se determina el instante en 
que ambos fluidos se cruzan teniendo en cuenta la velocidad de 
circulación de cada uno de ellos y se obtienen las distribuciones 
de temperatura en cada uno de los fluidos y de los tubos que I e 
rodean, considerando que en la región de paso adyacente existe 
aire a temperatura ambiente. Dichas distribuciones de 
temperatura se toman como condiciones iniciales para el proceso 
general de resolución. 

Proceso de Cálculo. El proceso general de cálculo se muestra 
de forma esquemática en la Fig. 7. En é!, se parte de las 
condiciones de entrada y caudales de cada uno de los fluidos, de 
las condiciones que definen e! ambiente (temperatura y 
humedad) y de las características físicas y geométricas dei 
intercambiador. Se definen los parámetros de análisis: tiempo 
total de operación, número de intervalos de tiempo y el número 
de elementos a considerar por tubo. 



Programación. El proceso de cálculo descrito anteriormente 
se ha implementado mediante un programa en Fortran 77. En las 
aplicaciones en las que se ha utilizado el programa con 
intervalos de tiempo superiores a 60 s y longitudes de elementos 
de O. I m no se ha encontrado ningún tipo de problemas de 
estabilidad en el método. E! tiempo de ejecución para los casos 
que se describen en el apartado de resultados es, 
aproximadamente, de unos 300 s en un Pentium a I 00 MH. 

I DA!OS I 

Suponer T de salida dei fluido anular i 

_I_ Cálculo dei elemento 

-~ 

NO 

NO -- - ----T obtenida = ;:::> 
=T supuesta __....-----

~~ 
SI 

NO ---;~:-;:;:tal 
~-

SI 

FIN 

E=E+l , 

~=~+I ! 
Cálculo Codo ' 

Figura 7 - Esquema general dei proceso de cálculo 

Resultados. Los resultados que se obtienen directamente dei 
proceso de cálculo descrito son: las distribuciones de 
temperatura dei fluido interior, fluido anular, tubo interior y tubo 
exterior en cada intervalo de tiempo y ai tina! dei tiempo de 
análisis, e! flujo de calor intercambiado en cada elemento entre 
los fluidos y e! disipado ai ambiente, el flujo de calor total, 
intercambiado y disipado, en cada intervalo de tiempo y durante 
el período completo en e! que se realiza e! análisis. Así puede 
conocerse la evolución temporal de las magnitudes antes 
seiíaladas y estudiar la influencia de los distintos parámetros de 
diseiío y condiciones de funcionamiento en su comportamiento. 
También se calculan las pérdidas de carga de ambos fluidos 
mediante la correlaciones propuestas en V DI-Warmeatlas 
(1984). 

APLICACION Y RESULTADOS 

Los resultados que se incluyen corresponden ai estudio dei 
intercambiador utilizado como recuperador de calor en un 
sistema de refrigeración por absorción con amoníaco-agua, 
según la Fig. I. Los fluidos de trabajo son disoluciones con 
distintas concentraciones de amoníaco en agua y a diferentes 
presiones. Se considera que la concentración y fase de dichas 
disoluciones permanece constante en todo e! intercambiador. 
Por ello, en el modelo, para el cálculo de las propiedades físicas 
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de estas disoluciones, se han uti!iz:ido las ecuaciones obtenidas 
por Ziegler y Trepp ( 1984). Para d cálculo de las propiedades 
dei aire se han usado las subrutinas programadas por Wang 
( 1991 ). Es de destacar que el proceso de cálculo es general y 
podría utilizarse en cualquier otra aplicación introduciendo las 
propiedades de los fluidos entre los que se produce el 
intercambio de calor. 

Régimen transitorio. A modo de ejemplo se considera la 
siguiente aplicación para el estudio dei régimen transitorio: 
caudal másico de disolución débil 0.1 kg/s , concentración 20%, 
temperatura de entrada de 135 oc y a una presión de 0.2 MPa, 
caudal de la disolución fuerte 0.2 kg/s, concentración 30%, 
temperatura de entrada 27 oc y presión 1.5 MPa. Las 
características de los tubos dei intercambiador son: longitud por 
tubo, L= I m, d ;=14.9 mm, D; =17.2 mm, pu =0.85 kg/m3

, 

d,=22.4 mm, O ,=26.9 mm, p Lc=2.48 kg/m3
, d x=21 mm, O x 

=25 mm, p LX=2.07 kg/m3
, Cp= 0.465 kJ/kg °C, À.=0.05 kW/m oc 

y rugosidad 0.004 mm. El intercambiador se compone de 14 
tubos y e! radio de los codos es de 40 mm. En el ambiente 
exterior se considera una temperatura de 15 oc y una humedad 
relativa dei 80%. La disolución débil circula por la región 
interior y la fuerte por la anular. 

Dei análisis de los resultados obtenidos destaca la corta 
duración dei período transitorio, que es en torno a los I O 
minutos, como puede verse en las Fig. 8 y Fig. 9, en las que se 
representa el flujo de calor intercambiado y disipado ai 
ambiente, en cada intervalo de tiempo , considerando para el 
análisis , 6 elementos por tubo, intervalos de 60 s y un tiempo 
total de análisis de 1800 s. 

40,5 .-------------~ 

40 

~ 39,5 
~ 
tT 39 

38,5 
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Intervalos de tiempo. 

Figura 8 - Flujo de calor intercambiado entre los fluidos en cada 
intervalo (t-t=60 s) 
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Figura 9 - Flujo de calor disipado ai ambiente por intervalo de 
ticmpo (t-t=60 s) 

Se observa, en las Figs. 8 y 9, la rápida estabilización dei 
llujo entre los fluidos, que tiende a estabilizarse entorno a lt>s 
38.5 kW y dei calor disipado ai ambiente que lo hace entorno a 



los 0.77 kW. 
En la Fig. 10, se representa la evolución de las distribuciones 

de temperaturas de ambos fluidos a los 2, 4 y 14 minutos de 
funcionamiento. Puede observarse que las distribuciones no son 
unifonnes si no que existen unos pequenos dientes de sierra que 
delatan la existencia de los codos. Para los tubos se obtienen 
distribuciones de temperatura semejantes. 
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Figura I 0- Evolución de las distribuciones de temperatura en los 
fluidos ai cabo de 120, 240 y 840 s de funcionamiento dei 
intercambiador 

Análisis de los Parámetros de Diseiio. El estudio de la 
influencia de los diversos parámetros de diseiio en la prestación 
térmica y eficiencia dei intercambiador, se realiza una vez 
establecido e! régimen permanente. En la Fig. II se muestra e! 
flujo de calor intercambiado y las pérdidas de carga dei fluido 
anular como función de la variación dei diámetro interior y 
exterior, considerando que éste último varía en función dei 
primem de tal forma que las secciones de pasos de ambos 
fluidos se mantienen iguales y ambos tubos tienen el mismo 
espesor. Los datos son los utilizados en el estudio dei régimen 
transitorio a excepción de los caudales que se consideran de 0.03 
kg/s y las temperaturas de entrada de 120 y 40 "C, 
respectivamente para la disolución débil y fuerte, además se 
considera la circulación de la disolución fuerte por el interior. 
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Figura II - Variación de la prestación térmica y las pérdidas de 
carga como función de los diámetros, manteniendo iguales 
ambas secciones de paso y los espesores de los tubos 

En el dimensionamiento dei intercambiador e! parámetro 
fundamental, una vez seleccionados los diámetros de los tubos, 
es la longitud (superfície) total de intercambio. En las Figs. 12 
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y 13, se muestra la influencia de la longitud total en la prestación 
térmica y en la eficiencia dei intercambiador, considerando los 
mismos datos que en la Fig. 11. Además, se consideran las dos 
posibilidades de circu1ación relativa entre los fluidos. Se observa 
que se produce un mayor intercambio de calor cu ando circula el 
fluido caliente por e! tubo interior debido a que se producen 
menores pérdidas ai ambiente, ya que no se considera 
aislamiento, mientras que la eficiencia es mayor en e! caso 
inverso por la razón opuesta. 
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Figura 12 - Influencia de la longitud (superfície) total de 
intercambio en la prestación térmica dei intercambiador 
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Figura 13 - Variación de la eficiencia dei intercambiador como 
función de la longitud (suP,erficie) de intercambio 

Como puede verse en Keizer (1982) y también lo seiiala 
Kahn et ai. ( 1993), el proceso de transmisión de calor que se 
produce en este intercambiador, junto con los procesos de 
rectificación, son los que introducen mayores irreversibilidades 
en los ciclos de absorción. El objetivo a conseguires la mayor 
eficiencia posible por lo que resulta importante conocer su 
variación con las condiciones de funcionamiento. De la Fig. 13 
puede deducirse la circulación relativa más conveniente en las 
condiciones consideradas en este estudio. 

La eficiencia en los sistemas de refrigeración por absorción 
depende de fonna importante de las temperaturas de generación 
y absorción, que son las de entrada de las disoluciones débil y 
fuerte en el intercambiador-recuperador. En las Figs. 14 y IS, 
se representa la variación de la eficiencia y prestación térmica 
como función de las temperaturas de entrada de ambos fluidos , 
manteniendo constantes los demás parámetros e iguales a los • 
considerados en las gráficas a.nteriores. Resulta conveniente 
conocer la variación de la eficiencia dei intercambiador en 
función de dichas temperaturas ya que se utiliza como dato en 
muchos de los modelos de simulación de estos sistemas, para 
definir el comportamiento dei intercambiador (Rose et ai., 1993, 
Grossman y Wilk, 1994). 
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Figura 14 - Eficiencia y prestación térmica en función de la 
temperatura de entrada de la disolución débil 
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Figura 15 - Eficiencia y prestación térmica en función de la 
temperatura de entrada de la disolución fuerte 

En la tabla 2 se muestra el disefio seleccionado, 
considerando como función objetivo el cociente entre la 
efici;:ncia y precio, para su utilización en un sistema de 
refrigeración por absorción funcionando mediante un ciclo 
simple con aprovechamiento dei calor de rectiticación y en las 
condiciones indicadas en la tabla I. Se ha considerado la 
circulación dei fluido caliente por la región anular teniendo en 
cuenta los resultados de la Fig. 13. 

Tabla I. Condiciones de funcionamiento dei sistema de 
absorción. 

Temperatura de generación 
Temperatura de condensación 
Temperatura de absorción 
Temperatura de evaporación 
Producción fri_g_orífica 

140 oc 
40°C 
36 oc 

- 15 oc 
5kW 

Tabla 2. Resumen de las características dei intercambiador 
seleccionado para su uso en la aplicación descrita anteriormente. 

No de Tubos (L= I m) 14 
Tubo interior (Di/elpL) I 0.2 mm I 1.6 mm I 0.344 kglm1 

Tubo exterior (DelelpL) 17.2 mm I I .8 mm I 0.668 kglm1 

Conexiones T (DeTie/pL) 2 I .3 mm I 2 mm I 0.962 kg/m1 

Perd. de carga fluido interior 7000 Pa 
Perd. de carga fluido anular li 000 Pa 
Eficiencia 83.25 % 
Coste (aproximado) 370000 Ptas 
Relación Eficiencia!Coste (*I 0000) 2.24 
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ABSTRACT 

The paper describes the analysis of the thermal behavior of 
a two-pipe heat exchanger used as a heat recoverer between the 
weak and strong solutions in an ammoniam-water absorption 
refrigeration system. A mathematical model based on the 
general energy equation is set and implemented by using the 
Finite Difference Method. The numerical results show the 
shortness of the transient period and let know the influence of 
the design relevant parameters on the heat transfer rate and the 
heat exchanger effectiveness. 
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SUMMARY 

This work describes an experimental study about the inlluence of longitudinal vortex generators when applied 

to a single row platc finotube heat exchanger modeL A set of configurations of delta winglet pair over the fins 

surfacc was studied. For each vortex generators position lhe Reynolds number was varied from 1000 to 2000. 

The results indicate that it is possible to achieve a:bout 15% of intensification when comparing with a flat plate 

finotube heat exchanger. 

1NTRODUCTION 

Several cnhancement tcchniques have been studied and 

applied in compact heat exchangers to improve its performance. 

Some of them can be found in Bergles ( 1991 ). Among the 

techniques the use of vortex generators has received attention in 

the recent years because its application in finotube heat exchangers 

apparently leads to a simultaneous heat transfer enhancement and 

pressure loss reduction. 

Thc tlow structurc through a plate finotube heat cxchanger is 

characterized by the boundary layer growth between the p1ates 

until the region where the tube is placed. At this point the 

interaction of the tlow with the fin and the tubc produces the 

horseshoe vortex as showed in Figure I. 

A recirculation region behind the tube, caused by the llow 

separation from the tube surface, can be noticed. The heat transfer 

coefficient is low in this region and it is possible to augment it 

usíng the delta winglet pair near this region. This is 

SIMMETRY PLANE 

GAS 

DEVELOPING 
CHANNEL-FLDW 

~ HORSESHOE 
/VORTEX 

...;>.)'.._..,_.,./ RECIRCULA TION 

Figure I o Flow structure through the platc finotube 

(Fiebig et aL, 1990) 
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possible because the winglets promote a secondary tlow called 

longitudinal vortex which carries the high momentum lluid from 

the outer regions to the recirculation zone improving the heat 

transport from the fin to the fluid. The secondary flow has a 

complex structure and a series of studies were conducted to 

understand the phenomena. Brockmeier et aL (1989), Yanagihara 

and Torii ( 1991 ), Fiebig et aL ( 1991 ), Biswas and Chattopadhyay 

( 1992) are examples of works in the area. 

The longitudinal vortex generated by a delta winglet was 

described with more details by Yanagihara and Torii (1991) as 

showed in Figure 2. 

Figure 2 o Longitudinal vortex system generated by a delta wing1et 

(Yanagihara and Torii , 1991) 

The structure is formed by a main vortex generated at the 

winglet tip, a corner vortex which is a kind of horseshoe vortex at 

the winglet base and an induced vortex between them. The mam 

vortex directs the tlow to the fin causing a thinning of the 

boundary layer, enhancíng the heat transfer. At the opposite side 

the movement is reverted and the tlow departs from the fins 

causing a thickening of the boundary layer and tending to decrease 
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the heat transfer. However, at this sarne region the existence of the 

comer vortex produces a local heat transfer enhancement. 

Fiebig et ai. (1990) carried out a study varying the winglet 

position around the tube and the Reynolds number .from 2000 to 

5000. Their best re:;ult was 20% gain in heat transfer conjugated 

with I 0% reduction in flow losses. This result was obtained 

positioning a winglet pair, with aspect ratio (A) equal to 2, one 

diameter apart and half diameter behind the tube center line, with 

Re = 5000. The authors also observed that the angle of attack (j3'), 
which consists of the winglet deviation relatively to the main tlow 

direction, must be 45° and that the configurations using the 

winglets i~ front of the tube are worse than those using the wings 

behind it. 

Valência et ai. (1993) studied the use of winglet pairs in a 

three row plate fin-tube heat exchanger. The winglets parameters 

and position used were as recommended by Fiebig et ai. (1990) 

and the tubes were arranged in line and staggered. For in line tubes 

it was observed a heat transfer enhancement of 65 % and for 

staggered tubes the intensification was about 9%, both results 

obtai ned at Re=2600. 

Biswas et ai. ( 1994) studied numerically the sarne 

configuration of Valência et ai. (1993). By plotting the velocity 

field around the tube it was showed that the interaction between 

the longitudinal vortex and the horseshoe vortex induces a 

displacement of the boundary layer separation point over the tube. 

Thc separation which was occurring at the cylinder's front part , 

moves to the rear with the presence of the longitudinal vortex. This 

fact yields a reduction in the recirculation zone behind the cylinder 

which enhances the heat transfer and reduces the tube form drag of 

an amount that compensates the form drag induced by the 

winglets, reducing consequently the global tlow losses. 

This work presents a study of thc intluence of a delta winglet 

pair when positioned in different locations along the fin surface of 

a single row platc fin -tube heat exchanger. Since the Fiebig et ai 
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( 1990) article is very similar to this study it is possible to compare 

the resulls , remembering though that there are differences in the 

geometric dimensions and the Reynolds number range. 

EXPERIMENTAL APPARATUS ANO PROCEDURES 

The low speed wind tunnel used to determine the global 

convective heat transfer coefficient is showed in Figure 3. The 

mass tlow rate can be controlled varying the fan angular velocity 

using a frequency inverter. The instrumentation consists of a type J 

thermocouple set, a wattimeter and two parallel orifice plates. 

The plate fin-tube heat exchanger model was electrically 

heated by inserting an hellicoidal resistance inside the tube, thus 

the air was heated while passing through the fins. The heat transfer 

coefficient was determined applying the Newton's Cooling Law : 

Q 
hc = Ati".TJog 

(I) 

The heat transferred to the air is determined by measuring the 

electrical power consumed and correcting it for heat losses, which 

amounts to 3.3 % for natural convection and 2.2% for radiation. 

The heat transfer area was calculated from the geometrical fin-tube 

parameters and the logarithmic mean temperature difference was 

based on the air bulk temperature at the test section inlet and outlet 
and the tube surface temperature : 

(Tw -Tj)-(Tw -To) 

1'-.TJog J Tw -Ti J 
'\ Tw -To 

(2) 
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Figure 3 - Test facility 
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Thc air temperature at the inle t was measu red in one point 

at the ccntcr of a section located upstream the model. The air 

bulk tcmperatt· ·~ at the outlet was determined using the 

expression deri ved from the energy conservation, assuming that 

the a ir cnthalpy is a function only of the temperature: 

Q 
h0 ( T0 ) = --:- + h i Cfj ) 

m 
(3) 

Measuring the heat transferrcd , the mass tlow rate and the 

inlet tcmperature. thc outlet temperaturc can be calculated by 

Eq . (3 ). Thc rclation between enthalpy and temperature used to 

carry out this procedure, were extracted from Simões Moreira 

( 1995): 

(4) 

-5 2 
h 3 = 1.598.10 T + 1.006T (5) 

- 63 -42 
h v = -8.0.10 T - 2.0. 10 T + 1.851T+ 250 1.2 (6) 

The dry air cnthalpy (h3 ) was corrccted for thc air humidity 

w and the vapor cnthalpy. in ordcr to givc the moist air enthalpy 

(hu l· 

Thc tubc wall temperature is thc arithmetic mean of four 

tempcratures measured in differcnt angular positi ons over lhe 

tube surface. 

Thc fin-tubc model and the delta winglet pair paramcters 

were defined as showed in Figure 4. 

L 

f t t 
Figure 4 - Fin-tube model and vortcx gcnerators paramcters 

The defined parameters can be expressed in a non 

dimensional form dividing ali linear dimensions by the tube 

diameter. Thi s set of non dimensional parameters is useful for 

comparison with ot her similar works. 

Extracting the data from Ficbig et ai. (1990) , Valência et ai. 

(1 993) and Biswas et ai. (1994) works. and rearranging them in 

the non dimensional forrn , it is possible to compare the 

conditions used to producc thc available data. 
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Table I - Model and vortex generators parameters 

Fiebig Valência Biswas Present 
(1990) (1993) (1994) work 

L/D lO 2.25 3.0 2.2 

B/D 3 2.0 2.0 2.9 

EID 0.4 0.22 0 .2 0.2 

Xv/D 3 1.33 1.5 1.1 

HID 0.4 0.22 0.2 0.2 

A 2 1.0 0 .75 2 

ReR 2000-5000 600-2600 soo- 1000 750- 1750 

~XID -1.6- 1.1 0.5 0.5 o- 0.6 

~Y/D 0.6- 1.2 1.0 1.0 0.6- 1.4 

f3 25° - 55° 45° 45° 45° 

It is noteworthy that the Reynolds number range based on 
the fins distance (750 < ReE < 1750) is equivalent to the 
Reynolds number range based on the hydraulic diameter 
(I 000 < R e< 2000). 

The most expressive results obtained by these works are 
prescnted in Table 2. 

Table 2- Available results for plate fin-tube 
with delta winglet pair heat exchanger 

Author Enhanc. Coefficient Arrangement 
Fiebig 20% Global I row 

Valência 65% Global 3 rows in line 

Valência 9% Global 3 rows staggered 

Biswas 240% Local 3 rows staggered 

FACILITY CERTIFICATION 

ln order to assure that the results obtained with the 

experimental apparatus were reliable, it was carried out a 

preliminary test using a single row plate fin-tube . The results 

were compared with data previously published by Rich (1973) 

and McQuinston (1977) for a similar geometry . 
The geometrical parameters referred to each work are 

described in Table 3. 
Rich (1 973) proposed the correlation given in Eq.(7) and 

McQuinston (1977) the one given in Eq. (8) : 

j = 0.0797 Re --0 
35 

j = 0.0014+0.2618JP 

JP = Rc -0.4[(~)(__!_:_)(!_){j]-0.15 
D 1t Dh D 

(7) 

(8) 



Table 3 - Comparative fin-tube dimensions studied by 

the different authors 

Ri c h McQuinston Present 
(1973) (1977) work 

UD 2,1 2,2 2,2 

B/D 2,4 2,9 2,9 

E/D 0,1 0,2 0,2 

Rows 4 4 I 

e/D 0,011 0,017 0,017 

Dh 2,3 2,5 2,5 

R e 500-2000 1000-2000 1000-2000 

The correlations were corrected to one row heat exchanger 

by the expression proposed by McQuinston (1977): 

. -12 
1.!!_ = I - 1280. n. R e S L 
jJ 

(9) 

ln the above equation n is the number of tube rows and j is 
the Colburn factor. 

Rearranging equations (7), (8) and (9) and referring ali 

Reynolds number involved to the hydraulic diameter: 

0,0797 Re -0,35 
j· = 1 

1-238,1502Re-1'2 

h 
0,0014 + 0,1002 Re -0,4 

1-414,4593Re -!,2 

(10) 

(li) 

Eq. (10) is referred to Rich's (1973) initial correlation and 

Eq. (11) to McQuinston's (1977). For the latter, the geometric 
parameters required to calculate the term JP in Eq. (8) were taken 
from the dimensions of the mode1 studied in this work. 

Varying the Reynolds number for equations (I O) and (li) it 

was determined the Colburn factor for one row plate fin-tube heat 
exchanger. 

12 ' • • 10t • • • • j • • 
8' I * 
6 

Nu 
4+ I•Rich 

• McQuinston 

2t I• Present work 

o 
1000 1200 1400 1600 1800 2000 

R e 

Figure 5 - Nu variation as a function of R e 

862 

Converting the values calculated as described above to 
Nusselt number, using the expression: 

. 1/3 
Nu= J.Pr .Re (12) 

and plotting it in a graphic as showed in Figure 5, it is possible to 
verify the reliability of the procedure adopted in this work. 

The results have smaller deviations with Reynolds number 

about I 000 and as ali data present na uncertainty of I O %, they 

can be accepted as suitable. 

RESUL TS AND DISCUSSION 

Fixing the angle of attack (~) in 45° and the aspect ratio 
(A) in 2, the study of the influence of the Reynolds number and 
vortex generator's position on the heat transfer was carried as 

defined in Figure 6. 

~ ~ GVL 
0.2D~ v_ 

: 3 · 5 _! _ _9 I 2 
f- -:-- -6' 10 ' 

1 · 
4 r-_ ... rct-.. -- 7~-- i· 

. ·n+-Fl.DW 
8 13~-·-~-~ 

--~ 

Q ~ 0-1 
o ..... ..... ..... 

Figure 6- Vortex generators positions studied 

The Nusselt numbers were evaluated in every position for 
Reynolds number varying from I 000 to 2000 with a step of 200. 
For ali values calculated the corresponding uncertainty was about 
10% ( 95% of confidence levei) .. 

Table 4 - Nusselt numbers for plate fin-tube heat exchangers with 
vortex generators located in different positions over the fins 

Reynolds Number 

Pos 1000 1200 1400 1600 1800 2000 
I 7.2 7.8 7.9 8.8 9.1 9.4 

2 7.8 8.0 8.6 8.9 9.3 9.6 

3 7.3 7.8 8.3 8.6 9.1 9.6 

4 7.6 8.2 8.6 9.1 9.5 9.8 

5 7.7 8.2 8.8 8.9 9.5 9.7 

6 7.8 8.3 8.7 9.3 10.0 10.1 

7 8.4 9.0 9.5 10.1 10.5 10.8 

8 7.8 8.2 8.7 9.2 9.5 10.0 

9 7.6 8.1 8.4 8.9 9.1 9.3 

10 7.9 8.5 8.8 9.1 9.5 10.2 

II 7.8 8.2 8.7 9.1 9.5 9.8 

12 7.7 8.0 8.5 8.7 9.3 9.4 

13 7.2 7.8 8.2 8.5 8.7 9.2 



The reference Nusselt numbers determined in the certification 
test and used for calculating the intensification factor are : 

. 
· • Table 5 - Reference Nusselt numb,ers 

• The heat transfer coefficient for ali configurations were 
compared with the values showed in Table 5. The intensification 
factor was defined as : 

Nu 
I= (-- - 1).100 (13) 

Nu 0 

Table 6 shows the intensification factors for ali positions 
studied. As can be seen the intensification factor varied from 
-2.7 to 7% for the major positions, and the most significative 
values were obtained for positions 6, 7, 8, 9 and 10. 

Figure 7 presents the Nusselt number variation as a function 
of Reynolds number for the better positions in a graphic form : 
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Figure 7 - Nusselt number versus Reynolds number 

Figure 8 presents the correspondent intensification factors : 
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Figure 8 - Intensification factors for different vortex generator's 
positions 

The indicated area on Figure 9 represents the region where 
the better results were found . Particularly, an intensification 
factor of I 7% was found at position number 7. The best position 
for Fiebig et aL (1990) was located at LO D apart. as in this case, 
and 0.5 D behind the tube center line; this is very close to the 0.4 
D referred to position 7. The most significative difference 
between these two works is the fin length that is larger for the 
work of Fiebig (1990). This fact would induce a slightly higher 
intensification factor than the one found in this work, but this was 

not confirmed by the results. It could be intluenced by other 
geometrical differences or by the uncertainties of both 
experiments. 
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Figure 9 - Better delta winglet positions over the fin 

Table 6 - Intensification factors for the positions studied 

R e I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 fi 12 13 

1000 -2.7 5.4 -1.4 2.7 4.1 5.4 13.5 5.4 2.7 6.8 5.4 4.1 -2.7 

1200 0.0 2.6 0.0 5.I 5.1 6.4 15.4 5.1 3.8 9.0 5. I 2.6 0.0 

1400 -2.5 6.2 2.5 6.2 8.6 7.4 17.3 7.4 3.7 8.6 7.4 4.9 1.2 

1600 2.3 3.5 0.0 5.8 3.5 8.1 17.4 7.0 3.5 5.8 5.8 1.2 -1.2 

1800 2.2 4.5 2.2 6.7 6.7 12.4 18.0 6.7 2.2 6.7 6.7 4.5 -2.2 

2000 2.2 4.3 4.3 6.5 5.4 9.8 17.4 8.7 1.1 10.9 6.5 2.2 0.0 
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CONCLUSIONS 

The global convective heat transfer coefficient was 

cxperimentally determined for severa! locations of vortex 

generators on a plate fin-tube heat exchanger model. The results 

showed that it is possible to enhance the heat transfer from the fin 

to the ai r. An intensification factor of 17% was found posi tioning 

the winglets 1.0 D apart and 0.4 D behind the center linc of the 

tubc. Comparing this result with those of Fiebig et ai. ( 1990) it 

could be verificd that they are quite similar. 

The heat transfer cocfficient increases as the Reynolds 

number passes from 1000 to 2000, reproducing the already 

published results. 

Pressure drop measurements are needed in arder to 

complement the work and another apparatus to carry these 

cxpcriments is currently in construction. 
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RESUMO 

Neste artigo, são apresentados resultados de medições do campo de pressões flutuantes sobre as paredes de 
bancos de tubos submetidos a escoamento turbulento transversal. Os bancos de tubos possuem arranjos 
quadrangulares e triangulares, sendo que são analisadas quatro razões de aspecto diferentes para cada 
tipo de arranjo investigados. As flutuações de pressão estão apresentadas na forma de suas funções de 
densidade autoespectral e de variâncias. Os resultados mostram freqUências definidas de geração de 
vórtices apenas para a maior razão de espaçamento. A diminuição da razão de espaçamento tende a 
uniformizar o campo de pressões flutuantes sobre os tubos. 

INTRODUÇÃO 

O processo de transferência de calor em trocadores 
convencionais como os de casco e tubo foi bastante estudado nos 
últimos 50 anos, mas a tentativa de elevar as taxas de 
transferência de calor com aumento de velocidades do 
escoamento e redução de espaçamentos entre os tubos requer, 
constantemente, novas informações para projetos. A 
generalização do grande volume de resultados experimentais 
existentes, através de estudos de semelhança e o 
desenvolvimento dos equipamentos de medição de grandezas 
nos escoamentos turbulentos permitiram uma melhor 
compreensão dos fenômenos térmicos e hidrodinâmicos 
envolvidos. Como as características do escoamento em torno dos 
tubos influem consideravelmente na transferência de calor 
esperada dos trocadores, torna-se necessário o conhecimento do 
escoamento resultante através de experimentos. 

Em torno de um tubo em um banco, o escoamento é 
fortemente influenciado pelos tubos vizinhos. Em uma fenda 
estreita entre dois tubos de uma linha transversal ao escoamento 
de aproximação, por exemplo, o gradiente de pressão varia de tal 
forma a causar correspondente variação na distribuição de 
velocidades e no aspecto geral do escoamento adiante desta 
posição. Zukauskas ( 1972) compara o escoamento verificado nos 
arranjos triangulares ao de um canal curvo com seções 
transversais periodicamente convergentes e divergentes, o que 
torna a distribuição de velocidades semelhante em diferentes 
linhas de tubos. Nos arranjos quadrangulares a comparação é 
feita com canais retilíneos e a distribuição de velocidades nas 
fendas estreitas é deternlinada, principalmente, pela razão de 
espaçamento entre os tubos. O posicionamento dos tubos das 
linhas posteriores nas esteiras das linhas que os precedem, torna 
a distribuição de velocidades notadamente não unifonne. 
Zukauskas (1972) também mostra que, com relação ao 
coeficiente de transferência de calor local, verifica-se uma 
distribuição com o mesmo padrão de variação da velocidade, 
reduzindo-se estas variações na medida em que a razão de 
espaçamento é reduzida. Este parâmetro torna-se quase uniforme 
para arranjos com razão de espaçamento menores (Mõller, 
1982). 

Na camada de escoantento com características laminares, 
jlUlto à superfície sólida dos tubos, não há movimento normal ao 
escoamento principal e, portanto, não há uma mistura eficiente 
do fluido lá existente, que se processa apenas por condução. Por 
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outro lado, os vórtices da região turbulenta, eventualmente, 
penetram no limite da região laminar induzindo uma rápida 
mistura entre os fluidos destas· camadas. Sendo assim, uma 
forma eficiente para elevar a taxa de transferência de calor é a 
redução na resistência da camada em que predomina o efeito 
viscoso combinada com um aumento na intensidade da 
turbulência do escoamento. 

No entanto, Knudsen e Katz (1958) já chamavam a 
atenção para a presença de vórtices no escoamento turbulento 
como associados a grandes perdas de energia do movimento. 
Qualquer promoção de turbulência requer maior consumo de 
energia para manter o fluido em escoamento e, como um dos 
pontos críticos do equipamento de transferência de calor é o 
investimento a ser feito durante a operação, não se pode deixar 
de comparar os custos de bombeamento extra com a econonlia 
obtida na transferência de calor. Assim, na busca do equilíbrio 
entre aumento da turbulência e redução na perda de energia do 
movimento, fica claro que todo o esforço incapaz de afetar a sub
camada viscosa próxima à superfície sólida apenas contribui 
para a perda de energia e desperdício de recursos, entre outras 
conseqüências indesejáveis relativas à integridade do 
equipamento. Por esses motivos, o conhecimento em detalhe da 
estrutura hidrodinâmica no interior do banco de tubos aparece 
como um importante item neste tipo de operação. 

A preocupação quanto à integridade de equipamentos de 
transferência de calor e periféricos é decorrente da íntima 
relação existente entre o escoamento de fluidos em torno de 
estruturas sólidas e as vibrações por ele induzidas. A força do 
fluido sobre a estrutura provoca sua deformação que, enquanto 
ocorre, provoca mudanças na orientação do movimento com o 
mesmo caráter aleatório das flutuações das grandezas 
turbulentas do escoamento. 

Diferentemente de bancos de tubos com grandes razões de 
aspecto, onde as cargas hidrodinâmicas estão principalmente 
associadas com o processo de formação e fuga de vórtices, o 
escoamento turbulento em bancos de tubos com pequenas razões 
de aspecto é caracterizado por um amplo espectro de energia, 
sem uma freqüência definida (Bievins, 1990). 

As flutuações de pressão resultam de flutuações de 
velocidade em diferentes pontos do campo de escoamento. O 
campo de pressões resultante é descrito pela equação de Poisson 
obtida da divergência da equação de Navier-Stokes, na forma da 
Eq. (1) em notação indiciai (Willmarth, 1975): 

'I 
' 

•i 



a2(uiuj) 
V

2
p=-p àxiàxi 

onde 

p =pressão; 
p = massa específica do fluido; 
u =; velocidade do escoamento; e 
x ,;; coordenada espacial. 

(I) 

Se introduzirmos a hipótese de Reynolds (segundo a qual 
wna grandeza qualquer Z pode ser representada pela soma de 
seu valor médio no tempo z com a flutuação z em tomo desta 
média na forma z = z + z') na expressão anterior e isolarmos o 
termo representativo do campo de pressões flutuantes obtém-se a 
Eq. (2) (Rotta, 1972) que tem como solução geral uma relação 
onde o campo de pressões é dependente de integração sobre todo 
o campo de velocidades e não uma grandeza localizada. 

-au' 82
( ' ') a2

-· -, au . u u . u . u. 
2 1 i ) I ) I ) v p=-2p-----p +p--

axj axi axiaxí axiaxí (2) 

No entanto, conforme Townsend, (1976), a amplitude das 
flutuações de pressão deve ser influenciada apenas por 
flutuações de velocidade a uma distância comparável ao 
comprimento de onda destas flutuações. Sendo assim, wna busca 
da forma e magnitude da correlação entre estas duas grandezas 
pode auxiliar na compreensão do complexo fenômeno aqui 
descrito. Esta investigação já está iniciada e será apresentada 
oportunamente. 

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados de 
medições do campo de pressões flutuantes sobre o contorno dos 
tubos de bancos com arranjos quadrangulares e triangulares, com 
pequena razão de aspecto, e investigar seu comportamento como 
uma fimção ·da posição no interior do banco. 

SECÃO DE TESTES 

As medições foram realizadas em um canal retangular com 
146 mm de altura e 765 mm de comprimento, onde os bancos de 
tubos foram colocados. O fluido de trabalho foi o ar que, 
impelido por um ventilador centrífugo, passava por uma câmara 
de tranqüilização e um conjunto de colméias e telas, antes de 
atingir o banco de tubos. O ângulo de incidência do escoamento 
com os tubos era de 90°. A vazão de ar na seção de testes, e 
então o número de Reynolds, era controlada com a utilização de 
uma válvula de gaveta. Antes do banco de tubos, um tubo de 
Pitot foi colocado, em uma posição fixa, para medir a velocidade 
de referência dos experim~:ntos, uma vez que o perfil de 
velocidade incidente ao banco de tubos era uniforme. A figura I 
representa o canal esquematicamente. 

Os bancos de tubos investigados possuíam arranjos 
quadrangulares ou triangulares, com 5 linhas e 4 ou 5 colunas 
para as medições de pressões flutuantes, conforme representado 
na figura 2. Os resultados apresentados neste artigo referem-se 

T • J-1 146 mm! tubOS 111111 t'ltot IBI ' : ----

Figura I - Representação esquemática do canal 
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Arranjo Quadrangular p Arranjo Triangular 

ooooo C?o~ 
ooooo1p C?o~ootp ooeoo esc~amento ~o•oo esc~ento ooooo} o0~} ooooo __;o~~~-

Figura 2 -Representação esquemática dos arranjos de tubos (o 
tubo instrumentado aparece hachurado ). 

às razões entre espaçamento e diâmetro (PlD) iguais a I ,60 ; 
I,26; I,I6 e I,05 , sendo o diâmetro dos tubos 32,I mm e os 
números de Rer.olds correspondentes, respectivamente iguais a 
I7·103 ; I2·10 ; 10·103 e 5,8·103 , calculados com base na 
velocidade de referência e diâmetro dos tubos (R~)-

Nas medições de pressões flutuantes, devido à redução do 
espaçamento entre os tubos do banco, uma maior perda de carga 
acarretou variações no valor do número de Reynolds. Utilizando 
valores de velocidade nas fendas estreitas, calculados a partir da 
velocidade de referência e com base na área efetiva de passagem 
do escoamento na primeira linha de tubos, os valores de número 
de Rerolds (RCf) passam a ser 5 1·103 ; 71·103 ; 85·103 e 
82·10 . Os sub-índices R e F referem-se, respectivamente, ao 
emprego das velocidades do escoamento "de referência" e "nas 
fendas estreitas entre os tubos", como parâmetro de 
adimensionalização. Existem variações nos valores dos números 
de Reynolds obtidos para os arranjos quadrangulares e 
triangulares de até II %, sendo aqui mostrados o maior dos dois. 

As medições de pressão nos contornos foram realizadas 
através de uma tomada de pressão no tubo central da terceira 
linha, que aparece hachurado na figura 2, conectada por 
pequenos tubos plásticos a wn transdutor de pressão piezo
resistivo ENDEVCO, montado no interior do tubo, na forma 
mostrada na figura 3. 

Medições prévias em duto circular mostraram que esta 
técnica de montagem era adequada às medições a serem 
realizadas (Endres, Mõller 1994 ). O tubo assim instrumentado 
girava em tomo de seu eixo permitindo medidas a cada 10°. 
Estes ângulos são medidos entre a direção do escoamento 
incidente antes do banco de tubos e a posição da tomada de 
pressão. Zero graus (0°) corresponde à localização onde a 
tomada de pressão faceia o escoamento principal. 

A aquisição de dados das flutuações de pressão foi 
realizada por um conversor analógico-digital controlado por 
micro computador compatível com IBM/PC, empregado, 
também, para a avaliação dos resultados (Endres 1990). 

Para a caracterização das medições realizadas foram 
determinados: 

(i) a média temporal das flutuações de pressão p , definida como 

. I rr 
p = lim -T lp(t)dt 

T->oo O 

onde 

p(t) =valores da pressão ao longo do tempo; e 
T = intervalo de tempo da medição; e 

(3) 

(ii) a função de densidade autoespectral (ou espectro de 
potência) <I>pp(t) das flutuações de pressão que representa a taxa 



Tubo 
Instrumentado 

Figura 3 - Montagem do transdutor de pressão no tubo 

de variação ~o valor quadrático médio destas pressões flutuantes 
no escoamento com relação à freqUência f e é definida, conforme 
Bendat e Piersol (1986) como 

I fr <f>pp(f)=- p2(f,B,t)dt 
BT o 

(4) 

onde B representa a largura da banda de resolução do espectro. 
A área abaixo desta curva fornece a variância da flutuação de 
pressão e a raiz quadrada deste valor é a raiz média quadrática 
(desvio padrão) ou, neste caso em que se trabalha apenas com as 
flutuações das grandezas, o valor RMS da pressão. 

Para a determinação das funções de densidade 
autoespectral, a freqUência de amostragem foi de 16,1 kHz sendo 
os sinais dos instrumentos filtrados para passarem acima de I 
Hz e abaixo de 8,05 kHz. Por outro lado na determinação de 
valores RMS, a freqUência de amostragem utilizada foi de 3 kHz 
e a filtragem entre 1 Hz e I kHz. 

A avaliação da incerteza das medições neste trabalho 
permite concluir que os equipamentos utilizados, multímetros, 
manômetros de líquido e eletrônicos, transdutor de ;;ressão 
(incluindo o condicionamento do sinal elétrico) e conversor 
analógico-digital, são responsáveis por uma parcela de I ,4 % das 
incertezas e o emprego de conexões plásticas entre as tomadas e 
o transdutor de pressão em outra parcela de 5,0 %. Sendo assim, 
o valor total esteve abaixo de 6,5 % para os valores RMS e para 
as determinações dos espectros das flutuações de pressão, até 
freqUências da ordem de 1000 Hz. Este intervalo de freqUências 
foi tomado como referência, por esperar-se que o mesmo 
contenha as maiores estruturas do escoamento no interior dos 
bancos de tubos. 

RESULTAOOS 

Antes de iniciar os experimentos a distribuição do 
escoamento na seção de testes foi medida com anemômetro de 
fio quente (empregando técnica descri tá em Vosáhlo 1984 e 
MOller 1988), mostrando um perfil de velocidades uniforme com 
2% de intensidade da turbulência da corrente livre, na mesma 
ordem de grandeza do trabalho de Zdravkovich e Stonebanks 
(1988). Medições das vibrações da seção de testes (incluindo os 
tubos nos bancos) foram, tan1bém, realizadas com o emprego de 
wn acelerômetro METRA, para identificar possíveis influências 
provocadas pelo ventilador ou motor elétrico de acionamento. 
Duas importantes freqUências de ressonância da seção de testes 
foram detectadas, a primeira em tomo de 2 kHz e a segunda em 
torno de 8 kHz. 

As figuras 4 e 5 mostram os valores RMS das flutuações 
de pressão adimensionalizados, tomando-se as velocidades na 
fenda como parânletro de adimensionalização, em função da 
posição angular para o tubo instrumentado dos arranjos 
quadrangulares e triangulares, respectivamente. 
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Figura 4 - Valores RMS das flutuações de pressão, 
adimensio.nais, para arranjos quadrangulares (linhas apenas para 
visualização) 

Na figura 4 percebem-se duas regiões com picos dos 
valores deste parânletro para os arranjos quadrangulares . A 
primeira na faixa entre O e 60 graus e, a segunda, entre 70 e 130 
graus. Nas duas regiões os pontos de máximo ocorrem para 
ângulos menores na medida em que o espaçamento relativo é 
reduzido. Devido à redução na razão de espaçamento de I ,60 
para 1 ,26 verifica-se uma significativa elevação nos picos deste 
valor. No entanto, entre P/D=i,26 e P/D=l,l6 uma redução 
brusca é verificada na primeira região enquanto valores da 
mesma ordem foram obtidos na segunda região. Neste 
espaçamento rela ti v o de I , 16 o pico da primeira região está 
achatado, salientando-se apenas o da segunda região. Entre 
P/D=1,16 e P/D=l,05 têm-se uma redução significativa nos 
valores RMS da flutuação de pressão deste arranjo menos 
espaçado, inclusive na região do segundo pico onde afasta-se das 
demais. Sua curva apresenta-se praticamente plana quando 
comparada às dos outros arranjos, mostrando uma acentuada 
uniformização na distribuição da flutuação de pressão nesta 
geometria. 

Na figura 5, por outro lado, existe um padrão na forma das 
curvas representativas do valor RMS da flutuação de pressão dos 
arranjos triangulares com espaçamentos relativos 1,26; 1,1_6 e 

0,15 

P/D=1,60 

0,10 

0,05 

0,00 

o 30 60 90 120 150 180 
posição (graus) 

Figura 5 - Valores RMS das flutuações de pressão, 
adimensionais, para arranjos triangulares (linhas apenas para 
visualização) 



1,05 , embora com redução dos valores obtidos, na medida em 
que PlD é reduzido, sem superposições. 

A partir de 90 graus ocorrem repetições de valores apenas 
na comparação entre os espaçamentos 1,60 e 1,26.0 arranjo com 
espaçamento relativo de 1,60 possui valores crescentes até a 
posição de 60 graus de forma oposta aos demais, que 
inicialmente decrescem. O aspecto relativamente plano dos 
arranjos com espaçamento relativo I, 16 e I ,05, com valores 
mais baixos deste parâmetro, assemelha-se ao da figura 4 com 
espaçamento relativo 1,05. 

As figura 6, 7 e 8 mostram as densidades autoespectrais 
das flutuações de pressão na parede do tubo instrumentado (ver 
figura 2), nas fendas estreitas entre os tubos, respectivamente 
para a tomada de pressão posicionada em 45, 90 e 135 graus, 
tomando-se as velocidades na fenda como parâmetro de 
adimensionalização. 

As curvas possuem, em geral, magnitudes com a mesma 
ordem de grandeza, quando comparados os arranjos 
quadrangulares com os triangulares de cada figura. Uma exceção 
notável está na figura 6, para o ângulo de 45 °, em que os 
espaçamentos relativos de 1,26 e 1,16 apresentam valores 
menores nos arranjos triangulares. 

É regra geral, também, uma redução das magnitudes, para 
toda a faixa de variação dos números de Strouhal, na medida em 
que é reduzido o espaçamento relativo, considerada uma posição 
angular fixa. 
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Figura 6 - Densidades autoespectrais adimensionalizadas, das 
flutuações de pressão nos arranjos quadrangulares e 
triangulares, para as diferentes razões de espaçamento: tomada 
de pressão a 45°. 
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Figura 7 - Densidades autoespectrais adimensionalizadas, das 
flutuações de pressão nos arranjos quadrangulares e 
triangulares, para as diferentes razões de espaçamento: tomada 
de pressão a 90°. 

No arranjo triangular com espaçamento relativo igual a 
1,60 , marcadamente na figura 6 referente a 45° e, com menor 
intensidade, nas figuras 7 e 8, percebe-se um pico do espectro na 
posição de Strouhal igual a 0,57; relativo à freqüência de 440 
Hz, provavelmente devido ao processo de formação e fuga de 
vórtices na esteira dos cilindros anteriores ao instrumentado. 

Este resultado está de acordo com os obtidos em situações 
semelhantes relatadas na literatura consultada. Com alguma 
surpresa não foi possível constatar ocorrência análoga no arranjo 
quadrangular de mesmo espaçruPento. Para as demais razões de 
espaçamento, as curvas possuem um decaimento uniforme no 
sentido do crescimento de Strouhal, com a presença de picos nos 
números de Strouhal correspondentes às freqüências 
mencionadas anteriormente, referentes à ressonância da seção de 
teste. 

Resultados de decaimento uniforme nos valores das 
ftmções de densidade espectral, sem o surgimento de 
periodicidades devidas exclusivamente ao processo 
hidrodinâmico são, em parte, confirmados por medições prévias 
efetuaJas com anemom.:tria de fio quente em arranjos 
quadrangulares e triangulares para razões de espaçamento iguais 
a 1,26 e I, 16 (Endres, Silva e Mõller, 1995 I e ll). 
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Figura 8 - Densidades autoespectrais adimensionalizadas, das 
flutt1ações de pressão nos arranjos quadrangulares e 
triangulares, para as diferentes razões de espaçamento: tomada 
de pressão a 13 5° 

CONCLUSÕES 

Este artigo apresenta resultados de medições de campos de 
pressão flutuante em bancos de tubos com arranjos 
quadrangulares e triangulares, com pequena razão de aspecto, 
tendo como objetivo investigar características das flutuações de 
pressão em função da posição no interior do banco. 

As medições dos valores RMS das flutuações de pressão, 
adimensionalizados com emprego da velocidade calculada para 
as fendas estreitas entre os tubos, têm aproximadamente a 
mesma magnitude nas duas geometrias de arranjos estudados, 
sendo influenciados, de maneira distinta, pela razão de 
espaçamento. Enquanto nos arranjos triangulares as baixas 
razões de espaçamento têm comportamento semelhante, 
distinguindo-se o elevado valor máximo local para PlD = 1,60 na 
posição angular de 60°, as duas maiores razões de espaçamento 
com arranjo quadrangular apresentam máximos locais 
destacados a ângulos entre 30 e 45 graus. Em ambas geometrias 
a redução da razão de espaçamento tende a homogeneizar a 
distribuição das flutuações de pressão em tomo dos tubos, 
levando a cargas dinâmicas sobre os mesmos e à expectativa de 
coeficientes de transferência de calor uniformes, como mostrado 
em Môller, ( 1982 ). 

As funções de densidade autoespectral apresentadas nas 
figuras 6, 7 e 8, nas baixas razões de espaçamento, não 
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permitem visualizar quaisquer freqUências características 
devidas exclusivamente a processos de causa hidrodinâmica, nos 
dois casos de geometrias investigadas. No entanto, no arranjo 
triangular mais espaçado um pronunciado pico aparece para a 
freqUência de 440 Hz, correspondendo a um número de Strouhal 
SR = 1,68 (SF = 0,57), o que está de acordo com resultados 
obtidos por Polak e Weaver (1994), com diferença dentro da 
faixa de incerteza dos próprios autores, embora tenham 
empregado técnicas diferentes nesta determinação. Este 
resultado demonstra a adequação da técnica de medição adotada 
e confmna os resultados para as razões de espaçamento 
menores. A redução na razão de espaçamento tende a 
uniformizar, portanto, a distribuição das flutuações de pressão 
sobre as paredes, resultando funções de densidade autoespectral 
com decaimento uniforme. 

Com base no exposto e observando-se a equação para 
flutuação de pressão (Eq. 2) pode-se concluir pela uniformidade 
na transferência de quantidade de movimento nas baixas razões 
de aspecto, indicando cargas dinâmicas uniformes sobre as 
barras dos arranjos e sugerindo uniformidade, também, de 
coeficientes de transferência de calor (Môller, 1982). 
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ABSTRACT 

This paper presents results of measurements of fluctuating wall 
pressure in tube banks subjected to turbulent cross flow. 
Experiments were performed in tube banks with triangular and 
square arrangements having four different aspect ratios. Pressure 
fluctuations are presented in form of autospectral density 
functions and variances. Results of measurements show 
characteristics vortex shedding frequencies only in the tube bank 
with the Jargest aspect ratio. Pressure fluctuation field on tube 
walls becomes uniform as the aspect ratio is reduced. 
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RESUMO 

De uma maneira geral, as mudanças nas condições de operação de um processo quzmzco refletem 
diretamente na rede de trocadores de calor. No entanto, poucos trabalhos na literatura estudam a 
flexibilidade de redes. O presente trabalho tem por propósito apresentar uma metodologia de síntese de 
redes flexíveis, baseada na aplicação da análise "pinch" e na ÇTValiação sistemática da rede, considerando 
análise de topologia da rede e avaliação de área e energia envolvida nos trocadores de calor. 

INTRODUÇÃO 

Uma planta qmm1ca dificilmente mantém fixas suas 
condições de operação, devido a fatores como: variações nas 
condições ambientais, desativação catalítica, variações das 
vazões de alimentação e de C!>lJCCificação de um produto, 
incrustações en1 tubulações e equipamentos, etc. A rede de 
trocadores de calor do processo também é afetada por tais 
vdfi.ações, pois estas certamente provocam mudanças na 
temperatura e vazão das correntes do processo. 

Nos últimos anos, muita atenção tem sido dada ao estudo de 
processos integrados energeticamente, devido ao alto custo da 
energia. Estes estudos concentram-se basicamente na síntese de 
redes de trocadores de calor. No entanto, poucos são os trabalhos 
na literatura a estudar a flexibilidade em redes de trocadores de 
calor, sendo esta muito importante quando as condições 
operacionais do processo mudam por algmn motivo. 

As redes flexíveis de trocadGres de calor são redes que 
suportam variações nas condições de operação do processo, 
situação normalmente encontrada na indústria. As metodologias 
para a síntese de redes flexíveis estão divididas em dois ramos 
distintos: os estudos baseados nos métodos Inatemáticos, através 
da otimização por programação linear e não linear; e os estudos 
baseados nas primeira c scgUllda leis da termodinâmica, sendo a 
análise "pinch" a metologia mais consistente para síntese da 
rede. 

Marscllc ct al. (1982) foi um dos pioneiros a estudar a 
síntese de redes flexíveis, através da composição de várias 
redes, geradas para as situações lim~es do processo, em uma 
única rede. Porém, os métodos de síntese existentes na época 
não proporcionavam bons resultados. 

A aplicação do modelo de transbordo a redes multiperíodo, 
as quais são redes que operam em condições predefmidas, foi 
desenvolvida por Floudas e Grossmam1 ( 1986 ), com uma 
formulação de programação linear inteira mista, "mixed integer 
linear programming" (MILP), garantindo o mínimo consumo de 
utilidades para cada período de operação. 

Linnhoff e Kotjabasak.is ( 1986) estudaram, de maneira 
qualitativa, os efeitos provocados por perturbações das correntes 
na rede de trocadores e os caminhos que estas perturbações 
podiam percorrer, o "do\\-nstream path", a partir de uma rede 
gerada pela análise "pinch", propondo estratégias de controle 
para a rede. Kotjabasak.is e Linnhoff ( 1986 ), também a partir de 
uma rede gerada pela análise "pinch", quantificaram as 
perturbações e seus efeitos, através da "sensitivity table". Outro 
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trabalho de relevância na área foi desenvolvido por Kotjabasak.is 
(1988) em sua tese de doutorado, onde reUlliu os conceitos de 
"do\\-llstream path" e "sensitivity table" para auxiliar na síntese 
e análise de redes flexíveis. 

Um caso particular das redes flexíveis são as redes multi
períü!io, onde a rede opera em determinadas condições 
preestabelecidas. No presente traball1o desenvolveu-se uma nova 
metodologia de síntese de redes multiperíodo. 

DEFlNIÇÃO DO PROBLEMA CLÁSSICO 

O problema de síntese de redes flexíveis multi-período é 
apresentado na literatura da seguinte forma: projetar urna rede 
multi período que suporte I períodos de operação, e que tenha um 
custo anual próximo do mínimo, onde m correntes quentes 
precisam ser resfriadas e n correntes frias precisam ser 
aquecidas. 

Os problemas tratados na literatura apresentam os seguintes 
dados para realizar a síntese: 

• temperatura de entrada das correntes quentes e frias para 
cada período, T ent; 

• temperatura de saída das correntes quentes e frias para 
cada período, T,ai; 

• capacidade térmicas das correntes quentes e frias para cada 
período, Wcp; 

• coeficiente convectivo de transferência de calor de cada 
corrente, considerando que estes não mudam de um período para 
outro, ou coeficiente global de transferência de calor para a rede, 
também considerado constante de um período para outro. 

Além • disto, geralmente não são considerados limites de 
utilidades e o tipo do trocador deve ser especificado, bem como 
o sentido de escoamento. 

METODOLOGIA BASEADA NA ANÁLISE "PINCH" 

A metologia de síntese de rede multiperíodo baseada na 
análise "pinch" foi proposta por Kotjabasak.is e Linnhoff ( 1987), 
onde uma rede base era gerada pela análise "pinch" para Uina 

da,; condições de operação, Através da aplicação do 
"Oo\\-llstream path" e "serÍsitivity table" foram feitas 
modificações na rede para que ela operasse nos outros períodos. 

O "do\\-llstream path" determina o caminho que Uina 

perturbação pode percorrer, e com isto é possível defmir quais 
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correntes serão afetadas pela perturbação, indicando quais 
trocadores precisam sofrer alterações, ou cn1 sua área ou em sua 
vazão. Já a "scnsitivity table" quantifica os efeitos das 
perturbações ocorridas no processo, através da construção de 
tabelas provindas de equações de balanço de energia dos 
trocadores. 

METODOLOOIA PROPOSTA 

A metodologia apresentada no tópico anterior auxilia o 
engenheiro de projeto a fazer modificações em uma rede base, 
de forma que esta suporte variações uas condições operacionais 
do processo químico. No entanto, esta metologia apresenta 
algumas desvantagens que dificultam a sua aplicação. Se a rede 
tiver um número elevado de correntes c de trocadores, a 
quantidade de caminhos para a análise de "downstream path" 
será muito grande, sendo muito dificil analisar o efeito que uma 
pertubação causa nas correntes do processo. Outra dificuldade 
que a metodologia apresenta é o número de tabelas geradas pelo 
"sensitivity table" quando a rede tem um número elevado de 
trocadores. 

O presente trabalhQ apresenta uma nova metodologia 
baseada em: 

• síntese da rede para cada período de operação utilizando a 
análise "pinch"; 

• análise de topologia das diversas redes geradas, c 
proposição de uma topologia para a rede multiperíodo; 

• avaliação de área e energia dos trocadores da topologia 
escollúda, através de simulação da rede. 

A síntese da rede é realizada através da alocação dos 
trocadores entre as correntes, sendo a área de troca térmica 
calculada pela equação básica de projeto dada por: 

A 
Q 

U.DTML 
(I) 

onde, Q é a quantidade calor trocado entre as correntes quente e 
fria , ll o coeficiente global de transferência de calor, A a área de 
troca térmica e DTML deferença de temperatura média 
logarítmica. 

A primeira etapa é realizada por um programa desenvolvido 
para a síntese de redes de trocadores de calor, baseado no 
trabalho de Linnhofi e Hindmarsh ( 1983 ), utilizando o método 
"pinch". Este programa faz a síntese automática de uma rede de 
trocadores de calor a partir dos dados de temperatura de entrada 
e saída, capacidade térmica e coeficientes convectivos das 
correntes do processos, e para uma mínima diferença de 
temperatura permitida nos terminais dos trocadores, ~Tmin . 

O método "pinch" é uma técnica na qual realiza-se um 
balanço entálpico nas correntes do processo, através do 
algoritmo da tabela do problema. Este balanço possibilita a 
determinação do mínimo consumo de utilidades e a localização 
do ponto "pinch", o qual uma vez localizado, divide o problema · 
em duas partes que são tratadas independentemente acima e 
abaixo do "pinch". 

Em decorrência do balanço entálpico, acima do "pinch" só 
há a necessidade do fornecimento de utilidade quente para as 
correntes, enquanto abaixo necessita-se fornecer utilidades frias. 
Os critérios utilizados para a alocação dos trocadores entre as 
correntes visam evitar que o balanço energético seja violado 
nesta etapa. Estes critérios são: 

• a qlUilltidade de correntes que deixa o "pinch" sempre deve 
ser maior ou igual a quantidade de correntes que chega ao 
"pinch", por exemplo, acima do "pinch" o número de correntes 
quentes não pode ser maior que o número de correntes frias, 
caso contrário deve-se dividir uma corrente fria; 

• Wcp das correntes, isto é, se duas correntes vão trocar 
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calor, a capacidade térmica da corrente que deixa o "pinch" deve 
ser maior ou igual a capacidade térmica da corrente que chega ao 
"pinch", por exemplo, acima do "pinch" a capacidade ténnica da 
corrente fria :em que ser maior ou igual a capacidade térmica da 
corrente quente, caso contrário deve-se dividir a corrente quente. 

Para a alocação dos trocadores utilit.a-se também a 
heurística "tick-otf', a qual indica que se duru; correntes, uma 
quente e uma fria , são escolhidas para a alocar um trocador, 
estas devem trocar o máximo de calor possível, geralmente 
satisfazendo uma das correntes. 

O programa de síntese de redes de trocadores de calor 
baseado na metodologia de Linnhoff e Hindmarsh (1983) é 
composto de quatro etapas: 

• entrada dos dados das correntes do processo; 
• deteffilinação do mínimo consumo de utilidades e 

localização do ponto "pinch", região onde as trocas de calor são 
restritas, através dr. algoritmo da tabela do problema; 

• alocação dos trocadores utilizando os critérios do método 
"pinch" e a heurística " tick-otf'; 

• saida dos resultados de temperatura intermediária entre os 
trocadores, carga térmica dos trocadores, área de troca térmica 
de cada trocador e topologia da rede gerada. 

O fluxograma resumido representando o algoritmo 
implementado é mostrado na figura I . O programa de síntese de 
rede de trocadores de calor foi usado para gerar uma rede para 
cada período de operação. 

Dados de eturada das correntes: 

Temperatura de entrada 

Temperatura de saída 
Wcp 

Coeficiente convectivo de transferéncia de calor 

ou c~>eticiente gh>hal de transferência de calor da rede 

11. Tmin adotad•>l 

,~ ~ 
Algoritmo da tabela do prohkma: 

Determinação do mínimo consumo de. utilidades (quente e fria) ' 

Locali7ação do ponto "pinch'' I 

l ~ 
A locação dos trocadores Alocação dos trocadores 

ahaix,, do "rinch": acima Jn "rinch": 

Critérios do método "rinch": Ctitéri,>s do método 'rinch": 
• Número de correntes • Número de correntes 
• Wcp das correntes • Wcp das correntes 

Heurística "tick-<>11" Heurística "tick-off" 

I I • Saída dos resultados: 

• Acoplamento das redes geradas 
acima c abaixo do "pinch" 

• Temperatw·a intermediária das correntes 

• Área d~ trot.:a térmica dos trocadores 

• Carga térmica dos trocadores 
-----

Figura 1 - Fluxograma de síntese de redes utilizando a análise 
"pinch" 



Uma vez geradas as redes para cada período, estas são 
comparadas e id<"'llificada as semelhanças. As heurísticas 
utilizadas para a determinação da rede flexível são baseadas no 
número de trocadores em cada rede, na área de ·cada trocador e 
na carga térmica. Eseolhe-se a rede com o maior número de 
trocadores, como sendo a rede base. Esta rede poderá sofrer 
alterações, como adição ou exclusão de trocadores e divisão de 
correntes, sendo estas alterações fnnção da topologia das redes 
geradas para os outros períodos. Na análise de topologia, a lrrea 
e a quantidade de calor trocado pelo trocador são fatores 
importantes na escolha dos trocadores que comporão a rede 
multiperíodo. Geralmente escolhe-se os trocadores que tem a 
maior ârea de troca térmica para compor a rede. 

A avaliação de área e energia é feita por meio de simulação 
da rede, para cada período de operação, com a topologia já 
defmida. Nesta simulação a área dos trocadores poderão ser 
modificadas em função das condições mais críticas do sistema, 
sendo feita uma otimização de área, pois as áreas adotadas são 
sempre as maiores. 

ESTUDO DE CASO 

O caso estudado no presente trabalho foi apresentado por 
Kotjabasakis e Linnhoff (1987), e é mostrado na tabela 1 , 
consistindo de quatro correntes que devem trocar calor, sendo 
duas quentes (Ql e Q2) e duas frias (FI e F2), com um L'l.Tmin de 
1 O °C para a rede e um coeficiente global de transferência de 
calor de 1 kW!m2 °C. O problema proposto por Kotjabasakis e 
Linnhoff foi gerar uma rede multiperíodo 'qUe suportasse três 
períodos de operação, detenninados antes da síntese da rede. 
Kotjabasakis c Linnhoff resolveram este caso através do método 
"pinch", para gerar uma única rede, e em seguida aplicaram os 
conceitos de "downstream path" e "sensitivity table" para alterar 
a rede, para que suportasse as outras condições de operação. 
Koljabasakis e Linnhoff propuseram três soluções possíveis para 
o caso. 

A representação na forma de diagrama de grade foi utilizada 
de acordo com a seguinte simbologia: 

~ - Corrente quente 

~ -Corrente fria 

C? • - Trocador de calor k 

CD -Utilidade j 

L -Divisão de correntes 

n -Desvio "by-pass" 

Análise de topologia das redes geradas.Foi gerada uma rede 
para cada período de operação, utilizando o programa de síntese 
desenvolvido neste trabalho. Estas redes serviram de base para a 
proposição de uma rede flexível. As figuras 2 a 4 mostram as 
redes obtidas pelo programa de síntese de rede. Nestas figuras 
Al é a utilidade quente, Rl e R2 as utilidades frias. Os 
trocadores foram numerados de modo a facilitar a localização de 
trocadores alocados na mesma posição, nas diferentes condições 
de operação. 

873 

Tabela 1 -Dados do caso Kotjabasakis e Limlhoff ~ 1987~ 
Corrente Wep(kWf'C] Tent (oC) TsatCJ 

Perío.-v I 
Ql 10,55 249 100 
Q2 12,66 259 128 
FI 9,144 96 170 
F2 15,00 106 210 

Período 2 
Ql 7,032 229 120 
Q2 8,44 239 148 
FI 9,144 96 170 
F2 15,00 106 270 

Período 3 
Ql 10,55 249 100 
Q2 12,66 259 128 
FI 6,096 116 150 
F2 10,00 126 250 

Figura 2- Rede para o caso Kotjabasakis e Linnhoff (Período 1) 

Uma análise mais detalhada mostra algnns pontos em 
comum entre as redes. O trocador 1 da rede gerada para o 
período 1, é o mesmo trocador para os outros dois períodos. Já o 
trocador 2 da rede gerada para o período 2 equivale ao trocador 
4 da rede gerada para o período 1 e não tem equivalente para a 
rede gerada para o período 3. Esta diferença de configurações 
ocorre devido a mudança da localização do ponto "pinch", de 
período para período, resultando na mudança completa dos 
critérios de alocação dos trocadores. 

Figura 3- Rede para o caso Kotbasakis e Linnhoff (Período 2) 

01~----------------------; 

Figura 4- Rede para o caso Kotbasakis e Linnhoff (Período 3) 
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O objetivo é propor wna rede que satisfaça aos três periodos. 
A rede gerada para o periodo 1 pode satisfazer estas condições, 
com wna alteração que é o acoplamento do trocador 1 ao 
trocacior "'. Pelas heuristicas adotadas neste trabalho esta rede é 
a mais adequada. Portanto a rede proposta, apresentada na figura 
5, seria a rede mais indicada segundo análise de topologia das 
redes geradas para cada periodo. Nesta figura , dependendo da 
condição de operação os trocadores 1 e 3 podem sotre alteração 
na vazão através do "by-pass". 

Figura 5 -Rede flexível proposta para o caso Kotjabasakis e 
Linnholf 

A figura 6 mostra a rede obtida por Kotjabasak:is e Linnholf 
( 1987), onde eles propocm a retirada do trocador I. Çom esta 
modificação a rede mostrada na figura 6 torna-se muito parecida 
com a rede proposta no presente trabalho. 

Qll------"--i 

~~--~--r---4 

«0--
Figura 6- Rede flexível proposta para o caso Kotjabasak:is e 

Linnholf 

Avaliação de área e energia por simulação. A tabela 2 
apresenta os resultados obtidos para os três periodos de 
operação. Estes resultados mostram que se houvesse wn 
acoplamento entre as três redes haveria oito trocadores na rede 
flexível proposta e a área global de troca térmica entre as 
correntes seria de aproximadamente 248 m2

, sendo esta área 
menor que a proposta por Koljabasakis e Linnhofr ( 1987), para a 
solução 1, a primeira das três soluções propostas no trablho. 

Há a necessidade de definir uma nova configuração para a 
rede 11exível, pois a rede proposta no estudo de topologia não 
satisfaz as condições de troca téimica das correntes nos diversos 
períodos de operação, segundo resultados de simulação. 
Entretanto, considerando a topologia proposta, pode-se fazer 
uma pequena alteração, de forma a satisfazer as condições de 
troca téimica, com a adição de urna utilidade fria na corrente 2, 
pois apenas esta corrente não satisfez as condições de troca 
térmica. 
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Tabela 2 -Resultados obtidos para o caso Kotjabasak:is e 
Linnholf ~ 1987~ 

Trocador Corrente Período I Período 2 Período 3 
Taxa de Area Taxa de Area tua de Area 

calor fm'l calor [m'] calor [m'] 
[kWl [kWl [kWl 

I Q2xF2 126,60. 11,75 768,04 12,86 1230,00 60,8 
2 Q2xF2 1531,86 88,48 - -
3 QlxF2 463,14 46,31 89,83 1,44 
4 Q1xF1 676,66 10,02 676,66 19,96 
5 Q2xFI ~--- - --- - 201,26 10,75 

AI VxF2 338,40 10,51 1603,50 28,46 10 0,25 
RI AGRxQI 432,24 13,50 - - 1~71,95 31,83 
R2 AGRx.Q2 --- -- --- - 224,08 7,71 

Q2r-----....J 

f---®-• - I , I 

Figura 7- Rede tlexível modificada proposta para o caso 
Ko~jabasak:is e Linnholf 

Com o auxílio do simulador pode-se otimizar as áreas dos 
trocadores da rede modificada, mostrada na figura 7, tendo 
ocorrido uma redução de área da ordem de 20% em relação ao 
caso anterior. Estes resultados são mostrados na tabela 3. 

Tabela 3- Resultados obtidos para o caso Kotjabasak:is e 
Linnhoff ~ 1987~ 

Trocador Corrente Período I Período 2 Período 3 

Taxa de Area Taxa de Area Taxa de Area 
calor (m'] calor [m' J calor [m') 
(KWJ [!:S;WJ [KWJ 

I QlxFI 676,57 20,27 676.57 17,39 207.27 5,34 
2 Q2xF2 1658,46 99,07 768,04 27,92 1230.00 60,8 
3 QlxF2 452,20 1~.34 90,69 1,92 ---- --

AI VxF2 349.5 10,78 1602,00 28,45 lO 0,25 
RI AGRxQI 379,8 11,34 -- ---- 1364,10 29,34 
R2 AGRx.Q.2 ----- ----- --- ----- 427,91 13,68 

A rede flexível proposta é, portanto, a apresentada na figura 7 e 
as superfícies de troca térmica são dadas na tabela 4, onde estas 
áreas suportam os periodos de operação impostos no problema. 

Tabela 4- Resultados da rede 11exível proposta para o caso 
Kotjabasak:is e Linnhoff ( 1987) 

Trooador Com:ute Arca [m'] Taxa de Calor [KWJ 

Período I Periodo 2 Periodo 3 
I QlxFI 20,27 676,57 676,57 207,27 
2 Q2xF2 99,07 1658,46 768,04 1230,00 
3 QlxF2 15,34 452.20 90,69: --

AI VxF2 28.45 349,5 1602,00 lO 
RI AGRxQI 29,34 379,8 ----- 1364,10 
R2 AGRx,2,2 13,68 ---- ---- 427,91 

Análise econômica. A avaliação econômica deste caso 
utilizou a equação de custo apresentada no trabalho de Floudas e 
Grossmann ( 1987): 



Custo= 4333.A0 6 (2) 

onde o Cnsto é' Q custo global da área de troca témJ.ica /1, 
para cada trocador de calor. 

O resultado de custo de área instalada é US 202,971.6, 
sendo este resultado comparável ao obtido por Kotjabasakis e 
Linnhoff para a solução 2 e pouco maiores que a solução 3, Já os 
custos operacionais, ou custos de utilidades, foram calculados 
com base nos seguintes dados, apresentados' no trabalho de 
Kot.i,abasak.is e LinnhoiT: 

• Custo do vapor (300 °C) = 171.428xl0·4 U$/kWh; 

• Custo da água de refrigeração (30 a 50 °C) = 60.576x10-4 

U$/kWh 

A tabela 5 mostra os resultados do custo de utilidades utili7.ando 
estes dados. Os resultados são comparáveis aos resultados 
obtidos por Kotjabasakis e Linnhoff, indicando a consistência do 
método utilizado. 

Tabela 5 -Custo de utilidades nos períodos de operação 
Trocador Custo de utilidade• (U$/h 1 

Al(oquecedor) 
RI (resfriador) 
R2 (reofriador) 

Total 

CONCLUSÕES 

Período I Período 2 Período 3 
5,99 27,46 0,17 
2,30 8,26 

8,29 27,46 
2,59 
11,02 

A aplicação da análise "pinch" garantiu o mínimo consumo 
de utilidades para as redes geradas para cada período, partindo 
portanto de condições ótimas de recuperação energética. Os 
estudos de análise de topologia, baseados nas heurísticas 
propostas no presente trabalho, mostraram-se satisfatórios, 
sendo criada uma rede com poucos trocadores, a qual sofreu 
pequenas modificações nas etapas posteriores. Na análise de 
área, feita com o simulador, foi possível otimizar as áreas de 
troca témJ.ica através de várias execuções do programa de 
simulação, desenvolvido no presente trabalho. Esta metodologia 
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apresentou resultados satisfatórios, quando comparados ao 
apresentados na literatura, mostrando que a avaliação 
sistemática quando utilizada em conjunto com a simulação de 
redes de trocares de calor produz redes flexíveis eficientes. 
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ABSTRACT 

ln many situations, changes on the operational conditions of 
chernical process affects directly the heat exchange nertwork 
(HEN). However, few studies have been conducted on f1exible 
networks. ln this work, a synthesis methodology of f1exible 
network is presented, based on pinch analysis and on the 
systematic rate of the net, considering the topology analysis and 
the calculation of the area and energy of the heat exchangers. 
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SUMMARY 

The friction factor for t.u.r·bulent fu.lly developed fiow of air at steady state conditions throu.gh an 
arm ular condu.it with tu.bu.lar fins h as been dei,rrrnined experirn entally. The tu.bu.lar fins consisted of 
l.vbes inser'led in lhe annu.lar gap to incrernent heat lransfer. The finned annu.lar section was built 
t.o súmllatr t.he heat cxchangcrs (coo ler and heater) of a St irling engine. The te.st.s were made in an 
annular section with a radius ratio of 1.08.'3, covering R eynolds numbers betwecn 4000 and 20000. 
Th e results have shown lha/. th e utilization of annular fins increased the loss by friction by a factor 
of 7 to 12, within thr rang P. stu.died. 

INTRODl.TCTION 

Finned annular sections has been studied previously by 
other authors. Flat fins placed along the internal pipe di
ameter of the annular conduit, longitudinal to the flow di
rection, are well investigated (Patankar et al., 1979, Braga, 
1987). However , a work considering annular conduit with 
tubular fins has not been found in the literature. Thbular 
fins consist. of circular pipes placed along the perimeter of 
the annular sect.ion , which externa! diameter coincide wit.h 
the annular gap (Fig. 1). This t.ype of fin : .. ·s been used 
in the cooler and hcater of thc Stirling cnginc described by 
Bartolini and Naso (1984), to incremcnt heat exchange. 

Figme 1- Annular section with tubular fins. 

ln this work. the friction factor has been studied for tur
bulent fully developed flow of air in an annular conduit wit h 
tubular fins. Experiments have been carried ont in a te.st 
section built to simulate the heat exchangers of a Stirling 
engine (heater and cooler), to determine the pressure loss 
along the finned region. The results are, thus, expected to 
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be of direct application to the mentioned engine, and to fur
nish infonnation for future analysis on the performance of 
this type of fin. 

EXPERIMENTS 

The tcst section used in the experiments, built to sim
u.lat.e the heat excha.ngers (cooler aud heater) and the re
generator of a Stirling engine, was connccted to an air cir
cuit, shown schematically in Fig. 2. The air circuit com
prised an air filter, a silencer, a compressor, two valves for 
flow control, an orifice plate, plenum chamhers, dampen
i•.lg chamber and straightenen;. Air was blown by a Roots 
compressor, driven by an electric motor. The flow amount 
was controlled by two butterfly valves, one of them restrict
ing the flow to by-pass, and the other , to the test section. 
The flow amount to the test section wa.s measured by an 
orifice plate , installed according to specifications of ASME 
(1971). The pressure drop in the orifi<'e plate was read by a 
Dwyer well-type indined manometer or by a Dwyer U-tuhe 
water colunm manomet.er, with resolutions of tl.5m.m and 
2mm , respedively. The indined manometer was u<>ed for 
low flows. The tube used i11 the air circuit had a diame
ter of 106.7.5mm ± 0.05mm. I D. A si.lencer was in<>talled 
between the filter and the compressor , to reduce noise. A 
plenum chamber and a dampening chamber were located 
after lhe compressor, to eliminat.e pulsation effect.s. A flow 
straightener was u<;ed after the flow control valve, before the 
developing length to the orifice plate. Another straightener 
was used hetween a second plenum chamher and the test 
section. 

Copper-constantan ATP /H-TEK T t.ype thermocouples 
were used to measme t.he temperature of the air flowing 
in lhe orifice plate and in the test section. The readings 
from the thermocouples were registered by a voltmeter, with 
resolution of 0.01mV. Amhient air temperature was read 
by a rnercury-in-glass Incotherm therrnometer, with res
olution of 0.1°C. Atmospheric pressure was taken by a 
Fisher Scientific mercury column harometer, with resolu
tion of O.lm.m.H g. Room air humidity was measured by a 
Henni-René Graf thermohygrometer , with resolution of 2%. 

The test section had a single internal pipe and externa! 
pipes with different diameters for the cooler. regenerator 



BP 

PL2 

V2 PL1 

AF air filter 
SL silencer 
BL blower 
PLl plenum chamber 1 BL 
DP dampening d:Íamber 
VI buttedly valve 1 SL 
BP by-pass 
V2 butterfiy va]ve 2 
ST1 straightener 1 
OP orifice plate AF 
PL2 plenum chamber 2 
ST2 straightener 2 
TS test section 

Figure 2- Schematic of the air circuit. 

and heater locations (Fig. 3). That was done to reproduce 
the radius ratios of the heat exchangers and regenerator of 
the Stiding engine, as quoted by Bartolini and Naso (1984). 
The cooler and the heater were located in the extremes of 
the test section, with the regenerator in the middle. That 
was in accordance with the project of the Stirling engine. 
The internal pipe of the test section had a diameter of 
71.21mm ± 0.01 mm O D , the diameter of the externa) pipe 
of the heater was 76.63mm ± 0.03mm I D, and the externa! 
pipe diameter of the cooler was 77.56mm ± 0.02mm I D. 
With these pipes, radius ratios of 1.076 and 1.089 were olr
tained for the heater and cooler, respectively, reproducing 
the Stiding engine described by Bartolini and Naso (1984). 
The section of the heater had a total length of 180mm, 
and seven locations of pressure reading were spaced in in
tervals of 30mm ± 0.3mm. The length of the cooler was 
210mm, with eight pressure reading locations spaced as in 
the heater. To obtain an averaged pressure , each location 
of reading had four taps, distant 90° from each other along 
the perimeter (Fig. 4) . The pressure taps were built with 
holes of 0 .8mm. A multi-point valve was used to select the 
location of reading. 

The pressure drop along the test section was measured 
with one Dwyer well-type inclined manometer, one Dwyer 
U-tube water column manometer, and one Dwyer U-tube 
mercury column manometer. The instruments had res<r 
lutions of 0.2mm, lmm, and 1mm, respectively. For the 
tests without fins , the readings from the first tap in the en
trance of the cooler and the heater were neglected in the 
evaluation of the pressure drop , to assure that t he readings 
considered were not affected by the changes in the fiowing 
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area. The changes in the fiowing area are characterized by 
the tiny annular area of the cooler and the heater, to the 
larger cross-sectional area in the regenerator, and the curved 
regions in the extremes of the section (see Fig. 3). The fully 
developed condition was quickly reached, as demonstrated 
by the uniform pressure distribution in Figs. !) and 6. 

For the tests with finned region, pressure readings were 
made in three locations at the inlet and in two locations in 
the outlet, as shown in Fig. 7. It can be seen the intensity 
of drop in pressure after the fiow enters the finned region, 
and the rise in pressure at the exit of the region, due to 
an abrupt expansion. The pressure drop was determined 
from the readings of the second tap before and the second 
tap after the finned region. The taps located right at the 
entrance and at the exit of the finned regions were under 
effects of flow contraction and expansion, respectively. 

The fins were plastic tubes (nylon) of externa! diame
ter 3.00mm ±0.05mm, and internal diameter 2.00mm ± 
0 .05mm .. The fins were fitted in the cooler only, as the gap 
of the heater were too small (2.71mm). The original gap in 
the cooler was 3.175mm, and had b be reduced to the diam
eter of the fins (3.00mm). To solve it, the externa! diameter 
of the internal pipe ef the annular section was augmented, 
by sticking two layers of adhesive tape on it, which thickness 
was 0.1mm. It was verified that the inclusion of the tape 
did not alter the friction factor of the bare section. Seventy 
eight tubular fins were fitted in the section. 

The apparatus was constructed in the laboratories of 
PUC-Rio, where ali the experiments were performed. For 
the tests without fins , the estimated uncertainties associated 
to the determination of the mass fiow rate and Reynolds 
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Figure 3- Longitudinal view of the test section. 

numher were ±1.4% and ±1.9%, for the cooler and heater, 
respectively. The uncertainty associated to the friction fac
tor for the cooler was ±.5.0%, and for the heater, ±4.5%. 
The total uncertainty related to the determination of the 
friction factor from Eq. (1) was estimated in ±9.3% and 
±7.6%, for the cooler and heater, respectively. The uncer
tainties for the mass flow rate, Reynolds number and friction 
factor for the finned section were ±1.4%, ±.5.2% and ±7.3%. 
The total uncertainty associated to the determination of the 
friction factor through Eq. (10) was estimated in ±11.3%. 
The uncertainties were calculated according to the niethod 
proposed by Kline and McC!intock (1953). 

The procedure adopted in the execution of thc experi
ments involved a regular check of the ambient air condition 
for each test run. Atmospheric pressure, room air tempera
ture and hurnidity were always registered. Soon after a new 
flow was set though the butterfly valves, the steady state 
condition was obtained. The readings from the instruments 
were taken manually, and each test run took approximately 
5min. Both flow .directions, cooler-regenerator-heater and 
heater-regenerator-cooler, were tested. 

The measured quantities during the experiments were: 
atmospheric pressure, ambient air temperature, room air 
humidity, air temperature at the orifice plate inlet, air tem
perature at the test section entrance, pressure difference 
across the orifice plate, pressure difference between the test 
section exit and the atmosphere, pressure difference through 
the test section, pressure difference between the orifice plate 
inlet and the test section entrance, and pressure difference 
between the compressor outlet and the test section entrance. 
The preliminary data were converted by .a data reduction 
computer prograrn, written in BASIC language. The out
put frorn the prograrn included the corresponding rnass flow 
rate, Reynolds number and friction factor. 

DATA REDUCTION 

ln the analysis applied for data reduction. the fluid is con
sidered to be at a steady state flow regime, and the bound
ary layer is fully developed. Spatial dependences of fluid 
properties in the radial direction are not taken into account. 
All fluid properties are written as an average value in time 
and space, except when indicated. 

Bare Section. The pressure drop due to friction of the 
flowing fluid with t.he walls of t.he annular conduit along 
a length L, D.Pb, is given by the expression from Darcy
Weissbach, 
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Figure 4- Pressure taps distribution in a section of reading. 

L v2 

D.Pb = !b-p-, 
D" 2 

(1) 

where p is the fluid density. The hydraulic diameter of the 
annular section, Dh, is so described, 

(2) 

where De and Di are the externa! and internal diameters 
of the annular section, respectively. The average velocity of 
approach, io, isso given, 

m 
v= pAb' (3) 

where m is the total mass flow rate, and Ab is the cross
sectional area of the annular conduit. The friction factor 
for the bare section, fb, can be written from Eq. (1), 

( 4) 

and can be represented in terms of Reynolds number, 
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!o= a1 Re~ , (5) 

where a1 and b1 are constant coeffkients detennined exper
imentally. The Reynolds number, Re, isso writt.en, 

Re = pvDh, 
JL 

where fi is the viscosity of the fluid. 

(6) 

There are additional pressure losses which arise from the 
flow and test section characteristics. According to Kays 
and London (1964), alterations in the fluid density due to 
variations of pressure and temperature along the sed.ion 
generate a pressure drop, IJ.Pd , which is thtL'> calcu.lated , 

(ri1) 2(1 1) IJ.Pd = - - - - , 
A& Po Pi 

(7) 

where Pi and p0 are the respective fluid densities calculated 
at the entrance and at the exit of the length considered. 

lf the flow is upwards on the vertical, there is a pressure 
drop due to the elevation, IJ.Ph (Kays and London , 1964) , 

IJ.Ph = pgL, (H) 

where g is t.he free-fall acceleration. 

So, for the bare sectio11, the total pressure drop, IJ.Pr , is 
so given, 

IJ.Pr = IJ.Pb + IJ.Pd + IJ.Ph. (9) 

Re-writing Eq. (9), lhe pressure drop due to friction in 
the bare annular section is expressed, 

IJ.Pb = IJ.Pr- (IJ.Pd + IJ.Ph). (10) 

IJ.Pr is the measured pressure; IJ.Pd and IJ.Ph are evalu
ated from Eqs. (7) and (8). \Vith the valul" of IJ.Pb from 
Eq. (10), /& is obtained in Eq. ( 4} anel is plotted against 
Reynolds nurnber, detl"rmining the values of coefficients a1 

and b1 [Eq. (5)]. The density and the viscosity of the fluid 
are calculated as fw1ction of pressure, temperature and hu
midity. 

Finned Section. The presence of fiTL'> generates an addi
tional pressure drop, IJ.Pf, which is thus calculated, 

ü2 
IJ.P1 = nKfp2 , (11) 

where n is the number of fiTL'>, and Kf is the pressure loss 
coefficient associated to a row of fins. 

The total pressw·e drop by friction through the finned 
annular region, IJ.Pft, is the sum of the pressure drop due 
to friction with the walls of the annular conduit, plus the 
additional pressure drop due t~;~ the presence of fins, 

D.Pft = IJ.P& + IJ.PJ. (12) 

IJ.Pft can also be expressed by Darcy-Weissbach equation, 

L _ ü2 
IJ.Pft = iJ Dh p2 , (13) 

where fJ is the friction factor for t.he finned region , defined 
by the sum, 

fJ = J& + K Dh I L . (14) 



The friction factor fr can he explicit from f<~q.(I.3), 

f:!.Pft 
fJ = -~---2' 

J 'V 
(I.')) 

IJ/2 
and ean aL<;o he represented in terms of Reynolds numher, 

(16) 

where az and bz are constant eoefficients determined exper
imentally. 

The thiekness of the fins red uces the free- ftow cross sec
tio na) area and, as a consequence, thc ftow is contracted at 
the entrance of the finned region and expanded at the exit, 
generating additional losses. If the pressure taps are located 
at the entrance and at the exit of the finned region, these 
additional pressure drops must be considered. According to 
Kays and London (1964), the pressure drop dueto contrac
tion of the ftow, f:!.Pc, is so described, 

f:!.Pc = (ri? ·) 2 

.!_ [1- (A1 )
2 

+ Kc] (17) 
Af p; Ab 

Af is the minimum flow arca in the finned region, given 
by, 

2 2 

A A 
de- d; 

f = b- rur--
4
--, (1 R) 

where de and d; are the respective tubular fin externa) and 
internal diameters. 

Tew (1978) proposed the following expression for the con
traction coefficient K c, tested against the experimental data 
on different geometries by Kays and London (1964), 

Kc = 0.5-0.4 A
4

f 
' b 

(19) 

Thc pressure drop due to expansion of the How is calcu
lated in a similar way (Kays and London, 1964), 

t:.Pc=(Zf:J1-(~~f+Ko]· c2o) 

The expansion coefficient, K_, is given by the following 
expression (Tew, 1978), 

Ke = 1- 2.0928Af +0996(A1 )
2 

(21) 
Ab Ab 

Thus, effects of ftow entrance and exit in the finned re
gion are taken into account by f:!. Pc and f:!. Pe. These effects 
should not inftuence the friction factor f f, as it is based on 
f:!.Pft only. 

The overall pressure drop measured between the entrance 
and the exit of the finned region, t!!.Pr, is given by the 
pareeis, 

t!!.Pr = f:!.Pft + f:!.Pd + f:!.Ph + f:!.Pc + f:!.Pe. (22) 

Re-writting Eq. (22) to express f:!.Pft, results, 

(22) 

t!!.Pr is measured experimentally; f:!.Pd, f:!.Ph, f:!.Pc and 
D..Pe are cakulated through Eqs. (7), (8), (17) and (20). 
From the value determined for t!!.Pjt hy Eq. (22), fJ is 
evaluated from Eq. ( 15) and is plotted. against Reynolds 
numher in Eq. (16), establishing the constants a2 and b2. 
As for the bare section, Reynolds number is also based on 
the velocity of approach to the finned. region [Eq. (6)]. 
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RESULTS ANO DISCUSSION 

The frictic n factor for the bare sections of the cooler and 
heater are displayed in Figs. 8 and. 9. The data shown were 
obtained for tests made with both flow directions, cooler
regenerator-heater and. heater-regenerator-cooler. Covering 
Reynolds numbers bctween 4000 and 27000, thc application 
of linear regression to the data resulted in the following 
curves: 

Cooler: fb = 0.190Re-0
·
183

; (23) 

Heater : fb = 0.234Re -o.204 (24) 

Chauvenet's criterion has been used to eliminate incon
sistent data (HoiÍnan, 1994). Though the coefficients are 
not the same, the maximwn difference betwcen the curves 
in the range is :t5%, for Reynolds equal to 4000. 

Although numerou.<; empírica! works on annular sections 
are found in the Iiterature, larger radius ratios than the ones 
dealt with in the present work were always U.'ied. Thu.'>, 
comparisons have been made with authors who treated the 
problem analytically, proposing methods to cover any radius 
ratio. Friction factor expressions for ftow through annulus 
proposed by Malák et al. (1975), Jones and Leung (1981) 
and Araújo (1989) are plotted in Figs. 8 and 9. Good agree
ment is found throughout the range studied between the 
present work and the ones from the other authors. The max
imum discrepancy is found in the lower limit of Reynolds, 
near t.he transition region. 

Figure 1 O shows the friction factor for the finned coo ler. 
Again, the data was obtained for flow in both directions, 
covering Reynolds numbers between 4000 and 20000. Linear 
rcgression applied to the data yielded the expression below, 

fJ = 32. 713Re -O 
501 (25) 

Chauvenet's criterion has also been applied to eliminate 
inconsistent data. Comparisons with results by other au
thors have not been made, as studies on similar finned sec
tion'> have not been found. in the literature. The friction 
factor in the finned annulu.<; is about 7 to 12 times larger 
than in the bare sediou. 
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Figure 8- Friction factor in the bare annular region. 
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Figw-e 10- Friction factor in the finned annu.lar region. 

CONCLUSION 

Experiments carried out in an annular section, simulat
ing the heat exchangers (cooler and heater) of a Stirling 
engine, have shown that the intloduction of tubular fins 
increases the pressw-e loss by friction by a factor of seven 
to twelve times. The results were obtained for an annular 
section of radius ration 1.083, ratio of the fin thickness to 
the hydraulic diameter of the annular section of 0.084, and 
Reynolds numbers between 4000 and 20000. 
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SUMMARY 

A new conception of capillary pumped loop design is presented A laboratory prototype was developed 
and tested The difference of the traditional approach is in condense r design. A wick structure is placed in the 
condenser, like in the evaporator. The prototype was examined with severa! wick structures, made from layers 
ofmesh. Start-up andfunctional tests were done. The phase distribution was observed via transparent walls. 
Wicked condenser presents a good perspective to pro vide passive co.ntrol with non-condensable gas in CP L. 

INTRODUCTION 

Capillary pumped loop (CPL) represents a new generation 
of heat pipes. Ba~ically the CPL consists of evaporator with 
porous media, two separate tubes for vapor and liquid, and 
condenser. The differences, compared to the canonical heai pipes, 
are_ basically in: a) lhe separation of streams, that is , liquid and 
vapor flow in separate channel, and b) the use of lhe porous 
structure only in evaporator. These two changes provide a much 
better heat transpor! performance to the CPL, because of 
considerable improving in the capillary limit and total elimination 
of entrainmenl limit. Stenger (1966) developed one of u1e first 
laboratory prototype of CPL 

Severa! types of CPL exist. Usually a liquid storage 
reservoir is connected to the liquid line, for contrai purpose. The 
reservoir compensates lhe liquid volume change because of 
movement of liquid/vapor interface in lhe tube-type condenser. 
Also this device supplies the liquid to t:.e evaporator during start
up. 

European approach includes active controlled reservoir, 
with heater and cooling system. lt solves ali problem of liquid 
conditions at evaporator inlet, but adds complexity to the system. 
One of prototype wa~ tested successfully (Bazzo and Colle, 
1995). 

CPLs without reservoir were developed in Russia by 
Maidanik and Goncharov (1991). The test resu\t~ showed 
perspective of this design. The sintered powder wick with very 
fine porous, used in these prototypes, provi.des very high specific 
performance. 

Traditionally the cylindrical shape of evaporator is applied. 
The flat type evaporator is more suitab \e for application. One of 
lhe this CPL type were developed in Japan (Furukawa, 1987). 

The CPLs are very attractive for satellite thermal control. 
They have much higher heat transpor! characteristic and they are 
110t so sensitive to body force f1uctuations ( caused, for example, 
by orbital maneuvers of satellite). Also CPLs have more 
llexibility to adjust in the satellite lay-out than he;;~t pipes. The 
vapor or liquid line can be bent as electrical cable, due to no 
existence of wick inside them. ln fact, few flight tests of CPL 
were realized up to now and the CPLs are under the investigation 
at lhe present. 

From other hand, the CPL ha~ very poor self-control 
capacity. E\<en the active controlled reservo ir pro vides a narrow 
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range of contrai. One of promising idea is to apply the non
condensable gas technique to CPL. This technique is widely 
applied to heat pipes. 

This paper presents a qualitative analysis of an experimental 
investigation of a capillary pumped loop with wicked condenser. 
This development is the first step to use non-condensable gas as 
CPL contrai technique. ln addition, the porous structure in the 
condenser can fix the vaporlliquid interface and prevent some 
dynamic instabilities. Such instabilities were observed by severa! 
investigators, when the condensation occurs inside the smooth 
tubes. 

DESlGN OF CONCEPTUAL MODEL OF CPL 

ln this development, the evaporator and the condenser have 
the similar configuration, as shown in Figure 1. Externally, they 
h ave the shape of a disk of 79 mm diameter and 36 mm high. The 
vapor and liquid line are plastic tubes, with 4.2 mm internal 
diameter and 220 mm long. Wicks are made of multilayers of 
brass mesh screen number 100, pressed together by the base 
plates. A skin heater, connected to the grooved base plate, 
simulates heal input in the evaporator. The base plate transfer lhe 
heat to the wick through lhe grooved side. ln the condenser, a 
controlled water system is used for heat remova!. The waler 
system cools the base plate, that is in contact with the wick. The 
cases and the lubes are transparenl and they allow the observation 
of lhe phase distribution (Iiquid and vapor) inside the CPL. The 
cases are in polyester resin and lubes are in PVC. 

ln lhe eWtporator, the two lop layers of the wick were made 
frum fiber-glass fabric, to improve the thermal conductivity of the 
wick. 

The working fluid is ethanol. 



Evaporator 

-vapor 

r:::::::::::::::::::y: :::::::::::::: :::::::::::;::::::::::::::::a I i r -+-ilquld 

Skln,-heater Base plate to water system 

' t 

Condense r 

TESTSET-UP 

vapor-~ 

liquld-- ,... 

Fig. 1. The CPL design 

The following test lay-out was used to perform the 
experiment. A vacuum system, composed with mechanical and 
diffusion pumps, is used to evacuate the CPL before filling. Two 
pressure transducers registered the pressure in pipe line during 
the evacuation. Two digital thermometers show the temperature 
of the evaporator base plate and the temperature of the water in 
the cooling system, using T type thermocouple. A stabilized 
power source is used to supply the skin heater. The scheme is 
presented in the Figure 2. 

loooTI 
water system 

rj 11 CPL I I tl 
ltll I I I . iJ 
000 V,A 

vacuum pumps 

Fig. 2. Lay-out of test set-up 

The cooling system is able to support the temperature of 
circulated water in the range of 8°C to 70°C with the precision of 
±0,5°C. The flow rate is up to 7 liters per minute. 

Preparation process includes cleaning of ali components of 
CPL with detergent, distilled water and ethanol. This sirnplified 
technology cannot avoid the formation of non-condensable gases 
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during the operation, but the wicked design of condenser are not 
very sensitive to this phenomenon. 

Before filling the system was evacuated up to 6.0·10·3 torr 
during 12 hours. Calculated amount of charge was 84 cm3

, but 
visualiy the system seems to be filled with 76 cm3

• During filling 
process some vapor bubbles in liquid line were observed. 

TESTS 

Transparent containers and tubes allow to observe phase 
distribution during tests, but they produce high rate of 
contarnination with non-condensable gas. Thus, ali tests were 
lirnited with duration of about 6 hours after filling . After evcry 
test the work liquid is flushed out and system is evacuated for 
next filling. The photo in Figure 3 shows the CPL under testing. 

Fig. 3. The CPL under testing 

The purpose of the frrst test was to study the phase 
distribution in the elements of CPL under different conditions. 
The following tests were performed. 

, Start-up. One of the main problems of CPL is to put it in 
proper mode of operation. This problem is more criticai in the 
CPLs than in the heat pipes, doe to unpredictable initial phase 
distribution inside the CPL. No established way of start-up exists 
at the present. Severa! investigation have been dane in this 
subject. It is possible to supply the evaporator with the liquid 
initially stored in the reservoir (Butler, 1991); another way is to 
evaporate the liquid remained in the vapor line with special 
heater (Ku, 1996); or to use a special heat profiles at the 
beginning of operation, as used in some LHP (Meyer, 1993). 
Another option to have a successful start-up is to design the CPL 
in a way to guarantee a proper phase distribution, using the 
capillary forces. The last approach was adopted in the present 
development of CPL. 

ln this case, the proper phase distribution means to have 
liquid and vapor phase totally separated, liquid at bottom side 
and vapor at the upper side of CPL. It seerns to be trivial but if 
some arrangements are not provided, liquid and vapor may 
appear rnixed in any part of the CPL. Considering a qualitative 
analysis, to avoid vapor bubble at the bottom side of the wick, it 
is necessary that ali spaces in this part of CPL were smaller than 
the space in the base plate groove. This condition provides a 
larger capillary force at the bottom side of the CPL than that at 
the interface liquid/vapor ( at levei of base plate grooves ). So, ali 
spaces at bottom side of evaporator and condenser were filled 
with mesh screen. Also a piece of mesh was inserted in the liquid 
tube. 



The Figure 4 presents schematically the phase distribution 
before and after start-up. It shows the change in the levei of 
liquicl/vapor interface during the start-up. Initially, the 
evaporator was slightly overfilled by temporary elevation of lhe 
condenser. Durins the heat input, the excess of 'tiquid, at the 
evaporator, was successfully evaporated, transported through the 
vapor line, and condensed at the base pia te of the condenser. 

before start-up 

·III kiJY}iiJiJ ii- li ~~~ ~111· 
afie r start-up 

Fig. 4. Liquid leveis in the CPL before and after start-up 

The power on skin heater during start-up wa~ constant, 
22W. The evaporator base plate temperature wa5 increa5ed from 
initial value of 22°C up to 60°C during 15 minutes of transient. 
The fiber-gla~s Jayers in the evaporator wick prevents bubble 
penetration in bulk of mesh screen wick. 

Wick thermal conductance. Influence of thermal 
conductance of wick in the evaporator was studied 
experimentally. For this test distilled water was used as a working 
fluid. Different design was used for both evaporator and 
condenser. Five layers of brass mesh screen were used as wick in 
the evaporator and the condenser. These layers were placed 
between two symmetric grooved base plates. No thermal 
insulation layer were put in the wick structure. 

During the start-up, the heat dissipated al lhe upper side of 
the evaporator were conducted through the wick, heating lhe 
liquid at bottom side of the evaporator. lt caused the vapor 
formation under the layers of mesh, lhat inlerrupted the liquid 
supply to the wick, causing start-up failure. The Figure 5. 
demonstrates stages of the start-up in the evaporator 
schematically. 

vapor 

wick 

liquid 

phase distribution before heat dissipation 

vapor 

liquid 

vapor 

liquid 

phase distribution after heat dissipation 

Fig. 5. Start-up failure dueto formation of vapor under the wick 
of evaporator 
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Duration of the start-up wa~ 20 minutes, with hcat 
dissipation of 15 W. 

This test was repeated for anothcr configuration without 
wick in the condenser. The results were the sarne. The conclusion 
is that the wick structure in the condenser does not give any 
influence on the start-up failure. The main factors are the wick 
thermal conductance and rate (lfsubcooling of liquid at the inlet 
of the cvaporator. 

Priming ahility. Any design of internal configuration of the 
CPL has to meet the following requirements: 

• proper phase distribution before start-up; 

• conditions to prevent bubble formation in the liquid 
line; 

• re-priming after dry-out. 

Thc conditions for initial proper phase distribution, for lhis 
prototype, may be extracted from the balance of capillary forces 
between the base plate grooves and the liquid line. The involved 
parameters are shown in Figure 6. 

Fig. 6. Paramelers involved in the determination of initial phase 
distribution before start-up 

The capillary forces will avoid the formation of vapor 
bubble in the liquid line if the following expression was true: 

2cr cose 1 < 4cr cose 2 

w d 
(1) 

where: cr is lhe surface tension of the liquid; 9 1 and 92 are 
the wetting angle at the groove and lhe liquid í.ube respectively; 
W and d are dimensions presented in Figure 6. 

Although calculations were done, the experirnents with 
filling showed that this expression was not totally complied for 
the prototype. The reason seems to he a very optimistic 
evaluation of welting ability of plastic tubes. Actually the ratio 
( cos92/cos9 1) is far less from 1. Inserting the picce of brass mesh 
in the tube has improved the design, but anyway, sometime 
bubbles still were observed in the liquid tube. 

During the CPL operation, the prevention of bubblc 
formation in lhe liquid line is also very important. The 
prevenlion is done using the subcooling of the liquid after 
condensation. The subcooling acts against the disjoint pressure, 
thal may break the liquid continuity. The disjoint pressure is 
higher in wicked condenser than in ordinary tube-type condenser 
and depends on the amount of charge. Figure 7 illustrates these 
conditions. 
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Fig. 7. Liquid leveis in the condenser (a,b) for under and 
overfilling conditions 

Slight overfilling is more preferable lhan insufficient filling. 
This rule is the sarne for the ordinary heat pipes. ln the ca~e of 
overfilling (levei b in Figure 7, where the interface liquid/vapor is 
in groove), the disjoint pressure and the necessary subcooling can 
be expressed as following: 

!J.P = 2cr cose 
w 

11~ >~!1P 
PvÂ 

(2) 

(3) 

where: óP is lhe disjoint pressure; o is the surface tension of the 
liquid; e . is the wetting angle of the liquid and groove surface; 
óT1 is lhe necessary subcooling for overfilling condition; Tis the 
temperature of lhe liquid near the groove; Pv is lhe density of the 
vapor; ').. is lhe latent heat of lhe fluid. 

For insufficient filling (levei a in Figure 7, where the 
interface liquid/vapor is in wick}, the necessary subcooling óT2 

is higher, and it is given by lhe following expression: 

!J.J: > 2Ta cose 
2 . 

Â. P r v p 

(4) 

where rp is an effective radius of pore in the condenser 
wick. Olher variables are lhe sarne of those presented in the 
Equations (2) and (3) 

From these relationships the following conclusions for 
design may be extracted: 

• it is better to use a coarse mesh in the condenser; 

• it is necessary to provide conditions in the condenser 
for subcooling of liquid. 

The present design of CPL allows to observe the bubble 
formation at any point of liquid line, but does not provide 
necessary conditions for subcooling. To provide it, the cooled 
base plate ha~ to be placed at the bottom side of the condenser, 
connected with liquid line. For this type of Jay-out a low 
conductivity wick is more preferable than high conductivity wick. 
The sarne requirement is applicable for evaporator wick. 

Re-primins: conditions. Overheating causes the dry-out of 
the evaporator. lt is possible to cla~sify this phenomenon 
according to lhe rate of overheating, that determines lhe time for 
re-prirning. Small overheating causes partially drying of the wick 
structure of lhe evaporator. The operation is possible with 
partially dried wick, even if it is permanent. ln CPL, vapor phase 
does not interrupt the liquid flow, on contrary of dry-out in heat 
pipes. Performance of CPL with partially dried wick is declined 
due to additional hydraulic resistance of vapor flow in the wick 
bulk. 
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Complete dry-out occurs when the vapor penetrates lhe 
evaporator wick and enters in lhe liquid line. The conditions for 
reprirning after this type of dry-out are the sarne of lhe prirning 
ability, described above. Restare time depends on the time 
constant of evaporator structure: base plate - wick - container. 
This is the time necessary to return the temperature to the 
nominal saturation levei, after switch off lhe heat dissipation. 

The most severe type of dry-out is characterized by 
appearance of liquid phase in vapor tube fro~ the side of 
condenser. For lhis ca~e, the reprirning condilions are provided 
by the capillary asymmetry between vapor and liquid tube-lines . 
ln the present design, this asymmetry is ensured by inserting a 
wick piece into the liquid tube. The rate of the a~ymmetry Rcap 
can be estimated by the following expression: 

r cosei v 

R cap = 'i cose v 
(5) 

where rv and r1 are lhe equivalent capillary radius of the 
vapor and liquid tubes, respectively, and ev and e1 are lhe wetting 
angle in lhe vapor and liquid tubes respectively. The predicted 
rate of lhe asymmetry for lhe present design is Rcap=4-5 . 

Normal operation mode. The CPL was tested for the 
condilions of constant heat input Q=l8W and lhe temperature of 
cooled water Tw=60°C. The system showed the following integral 
characteristics: a) density of heat flux q=0.7 W/cm2 with the 
maxirnum q=l.3 W/cm2

; b} the measured temperature difference 
between evaporator base plate and the temperature of cooling 
system water was l3°C; c) the specific heat transport factor was 
0.37 WmfC; d) the overall heat transfer coefficient was h,=680 
WfCm2 (it was not possible to measured film coefficients for the 
evaporator and condenser separately, due to few points of 
temperature measurement). 

The adverse and favorable inclinations were examined. The 
difference of levei of ±lOmm, between evaporator and 
condenser, did not give any visible effects. Also lhe time 
transport delay wa~ estirnated at the conditions of average 
temperature in lhe CPL of 60°C and input power of 1 OW. The 
following values were calculated: for vapor phase - 2 s, for liquid 
phase - 88 min . So big difference allows to classify the transient 
processes in the CPL in two category: rapid processes and infra
slow unes. This phenomenon has to be ;::t1ected in thc 
mathematical modcl of lhe CPL. 

Figure 8 shows the magnitude of the pressure lasses, 
calculated on thc base of value of mass t1ow rate, extracted from 
experimental data for the case of heat power of 18W. Kinetic 
coefticient of evaporation, to calculate the pressure drop of phase 
transition dPph• h as been accepted as for the ideal case, f= 1. The 
chart of Figure 8 presents the pressure lasses in the vapor (dPvap) 
and liquid (dPliq) line, in the wicks (dp wicks}, and the pressure 
drop of the phase transition (dPvap). 
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Fig. 8. Evaluation of pressure losses in the elements of lhe CPL 

This chart shows that the hydraulic resistance of the wick is 
negligible compared with the total resistance of the loop. Thus, 
this coarse mesh of number 100 can be applied to any condenser. 
Also it is recommendable to use a fine pore wick structure at the 
evaporator, to give a high pressure head to pump working fluid , 
since it does not give sensible contribution to hydraulic losses. 

CONCLUSION 

This experimental examination of lhe conceptual model of 
CPL confrrms possibility to develop a high performance heat 
transpor! system with wicked condenser. Fixing a vaporlliquid 
interface with the porous structure in the condenser gives severa! 
advantages, compared to the traditional tube type condenser 
design. 1t avoids any dynamic instability related to movement of 
vaporlliquid interface. Also it is not so sensitive to non
condensable ga~ generation problem, and present~ a good 

-cónditions for testing under 1-g environment. Finally, this design 
gives the possibility to use non-condensable ga~ technique for 
passive self-control. 

On the other hand, more restricted conditions to prevent 
vapor bubble formation has to be provided. It could be 
accomplished by the scheme of CPL presented in the Figure 9. 

heat input 

~ ~ ~ ~ ~ 

st11rter sldn-he11ter 

vapor / 

Fig. 9. Design of the CPL with conditions for subcooling. 

This lay-out is very attractive to use in satellites due to the 
design flexibility. Flat evaporator anel flat condenser with 
combination of flexible tube lines are capable to be adjusted to a 
wide range of lay-out of equipment and space radiators. To 
simplify the start-up, a starter skin heater can be applied on the 
top side of the condenser, a~ shown on the picture. Further 
researches have to be done to estimate the necessity of 
application of this type of starter, as well as, the use of a liquid 
reservoir ora compensation cavity. 
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RESUMO 

O comportamento tém1ico de homhas capilares aplicadas acin:uitos de transferencia de calor de dupla-fase 
é aqui analisado. De acordo com re.wltados experimentais, há boa concordância dos valores medidos com os 
valmvs de poténcia máxima estimada com ba5e no limite capilar. Uma lmálise complementar bltl·eada na teoria 
de ebuliçiio nucleada é e.1pecialmente conduzida, confrontando-s~ resultados experimentais com resultados 
teóricos obtidos de correlações empírica5 disponíveis na bibliografia especializada. 

INTRODUÇÃO 

Os circuitos de bombas capilares foram originariamente 
projetados para atender aplicações espaciais e têm por objetivo 
principal gerenc1ar termicamente painéis de componentes 
eletrônicos. transportando calor por longas distâncias para 
ambientes sob temperaturas mais baixas. São sistemas bifásicos de 
transporte de calor. constituídos porevaporadores. condensadores. 
um reservatório para controle da temperatura de operAção e por 
tubulações para transporte do líquido e do vapor. um único 
evaporador pode ser constituído por uma ou mais bombas 
capilares. as quais são responsáveis pela circulação do fluido de 
trabalho . Em geral amônia ou Freon li tem sido usado como 
fluido de trabalho. Ao contrário de circuitos convencionais. não 
há a necessidade de bombas mecânicas. O fluido é movimentado 
unicamente por ação capilar. 

A maioria dos evaporadores testados até a presente data tem 
usado bombas capilares constituídas por material poroso de 
polietileno e tubos de alumínio extmdados com ranhuras axiais de 
secção trapezoidal na sua superfície intema (Ku . 1993). No 
presente trabalho. entretanto. ênfas~ especial é dada a bombas 
capilares de ranhuras circun ferenciais. bombas essas testadas com 
sucesso no laboratório do IKE-lJniversidade de Stungart da 
Alemanha e com resultados parciais já publicados por Bazzo et ai 
(1994a). 

Para ambos os casos. inúmeros teStes têm sido conduzidos a 
nível de laboratório. comprovando o bom desempenho das 
bombas capilares e demonstrando a habilidade do circuito para 
operar sob diferentes cargas térmicas. Alguns problemas de ordem 
técnica . no entanto. ainda precisam ser resolvidos de modo a 
poder realmente qualiticar bombas capilares para uso espacial. Por 
exemplo . comportamento térmico do circuito em início de 
operação. a presença de gases não condensáveis. capacidade de 
reativação de bombas capilares em situação de colapso ou. até 
mesmo. a confiabilidade do sistema de operar em condições 
normais por tempo indeterminado são todos itens que precisam ser 
investigados. 

Um circuito de bomba capilar não pode desempenhar suas 
funções previamente especificadas em projeto até que a operação 
seja efetivamente iniciada com sucesso. De fato. especificamente 
para o caso de estruturas porosas. em diversas situações tem 
ocorrido problemas com o deslocamento inicial de líquido de 
volta ao reservatório. na maioria dos casos conduzindo o sistema 
ao colapso. Análises detalhadas relacionadas a este problema têm 
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sido relatadas por Cullimore (1991) e por Antoniuk and Pohner 
(1993), com apresentação de alguns resultados experimentais, 
demonstrando a viabilidade técnica de dispositivos 
complementares. devidamente projetados. destinados à remoção 
de líquido da linha de vapor, antes de dar a partida ao sistema . 
Com relativo sucesso, bombas capilares de partida vêm sendo 
instaladas no circuito de modo a auxiliar o trabalho de 
movimentação do líquido existente na linha de vapor antes que 
calor seja efetivamente aplicado nos evaporadores (Ku et ai , 
1989). De qualquer modo, persistem dúvidas ainda com relação 
a tais dispositivos. para controle da quantidade de líquido no 
interior do circuito e pesquisas prosseguem até que, de fato , se 
tenha um sistema confiável e que circuitos de bombas capilares 
possam ser operados com absoluto sucesso. 

A opção por bombas capilares de ranhuras circunferenciais 
abre novo caminho. no sentido de contornar problemas detectados 
e ainda não resolvidos em bombas capilares constituídas por 
estruturas porosas planas ou tubulares . No presente trabalho, 
tomando-se por base resultados experimentais obtidos em 
laboratório. ênfase especial será dada ao comportamento térmico 
das bombas capilares. buscando-se uma melhor interpretàção para 
os mecanismos de transferência de calor que ocorrem durante a 
partida e em condições de regime permanente no circuito de 
bomba capilar. 

Para que se tenha completo domínio sobre o comportamento 
térmico do circuito é conveniente que se considere todas as 
possibilidades de colapso da bomba capilar. A exemplo de tubos 
de calor .• é interessante que se investigue a possibilidade de 
colapso não apenas pelo limite capilar. mas também pelo lado do 
limite sônico. limite por arraste e limite por ebulição. O valor de 
potência máxima pode de fato representar a ocorrência do limite 
capilar. Por esse lado. resultados já foram apresentados por 
Bazzo et ai (1995), utilizando modelo matemático especialmente 
desenvolvido para bombas capilares de ranhuras circunferenciais . 
Os resultados encontrados apontam para valores de potência 
máxima calculados na mesma ordem de grandeza dos valores 
medidos em laboratório. Por outro lado. cálculos preliminares 
apontam para valores significativamente altos nos casos de limite 
sônico e limite por arraste no interior da bomba capilar 
(Dunn and Reay , 1994 ). Isto é, nesse caso em particular. 
utilizando amônia ou Freon li como fluido de trabalho, não 
haverá problemas relacionados com a velocidade sônica do vapor 
ou com o arrancamento de gotas de líquido do interior da ranhura 
circunferencial. Entretanto. o mesmo não se pode afirmar para o 



1'. 

!J 

li 
li 
" 

I 
i 

i! 
I 

caso de limite por ebulição. No presente trabalho, com o objetivo 

de estudar este assunto, resultados experimentais são confrontados 
com resultados teóricos obtidos com modelos e correlações 
empíricas válidas para o regime de ebulição nucleada disponíveis 

na literatura especializada . Sendo o controle térmico de satélites 
a principal motivação para o emprego de circuitos de bombas 

capilares, é importante lembrar que em condições de 
microgravidade as bolhas de vapor se apresentam com dimensões 

bem superiores àquelas encontradas em condições de gravidade 
normal (Straub et ai , 1990), resultando em um ma10r 

confinamento do processo de ebulição e aumentando os riscos de 
bloqueio da circulação do líquido na ranhura circunferencial. 
Resultados experimentais sob gravidade nomtal , apresentados por 

Fujita ct ai ( 1988) para ebulição nuclcada cm espaços confinados, 

indicam que os valores de dens idade de fluxo crítico diminuem 
quando o confinamento aumenta. Em condições de 

microgravidade, é válido esperar-se que haverá a mesma 

tendência , implicando numa faixa mais estreita para o sistema 
operar com ebulição nucleada, antes de chegar ao limite de 
ebulição. O funcionamento da bomba capilar depende do 

escoamento do líquido pela ranhura. Portanto, espera-se que 

ocorra vaporização sem a formação de bolhas, exigindo que a 
mudança de fase líquido-vapor realmente ocorra na superfície do 
menisco, envolvendo condução de calor através do líquido na 

direção radial. Tal mecanismo é chamado por Chi (1976) de 
evaporcur·ão condutiva. 

CARACTERIZAÇÃO DA BOMBA CAPILAR 

Os trabalhos experimentais foram conduzidos no circuito de 
bomba capilar instalado no laboratório do IKE-Institut für 
Kemenergetik und Energiesysteme da Univ~:rsidade de Stuttgart . 

com apoio do CNPq (Brasil) e do KFA-Forschungszentrum Jülich 
da Alemanha . Bombas capilares de ranhuras circunferenciais de 
fabricação da empresa ERNO-Raumfahrtechnik foram utilizadas 

no evaporador. Freon 11 foi adotado como fluido de trabalho. 

Caracterizacão. A estrutura interna da bomba capilar é 
mostrada na Figura 1. Ranhuras internas são usinadas na parede 
interna de um tubo de alumínio($ 19 mm), com espaçamento de 

215 Jlm. Um perfil em T invertido é inserido no interior do tubo. 

separando um canal pr ·a alimentação do líquido e outros dois 
para a saída do vapor. Desta forma, líquido se desloca por ação 
capilar ao longo das ranhuras onde ocorre a formação de vapor. 

O comprimento ativo da bomba capilar é de 500 mm. 
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Figura I - Contiguração interna da bomba capilar. 
mostrada em corte transversal e em corte longitudinal. 

Na Figura 2 são indicadas as postções das resistências 
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elétricas c respectivos blocos de alumínio utilizados em 

laboratório para promover o aquecimento da bomba capilar. De 
acordo com a Figura 2, 1'1 e T8 correspondem aos termopares 
instalados na interface entre bomba capilar e blocos de alumínio, 

T 16 e T 17 correspondem aos tennopares instalados na entrada e na 
saída da bomba capilar, respectivamente, TJJ corresponde ao 

termopar instalado na parte inferior do canal de líquido . T1q 

representa a temperatura do líquido na entrada do evaporador e 7', 

representa a temperatura de vapor saturado medida na linha de 
vapor. 
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Figura 2 - Modo de aquecimento c localização 
dos tem10pares ao longo da bomba capilar. 

Para caracterização da bomba capilar, uma série de amostras 

foi preparada em laboratório e levada para análise microgrática 
das ranhuras circunferenciais no microscópio eletrônico de 

varredura, modelo Philips XL30 , do Laboratório de Materiais da 
UFSC. De acordo com a análise micrográfica , foram calculados 
valores correspondentes a: 

b = 33 ± 7 Jlm 
t = 3 I O + 59 ~tm 
J) ~' 0.6 ± 0,4 o 

r, ~ 27,1 + 8,3 ~tm 
ri ~ 7,925 x 103 + 16 Jlm 

onde h representa a largura entre paredes no topo da ranhura , I 

representa a profundidade, ~ representa a metade do ângulo de 
abertura, r, representa o raio efetivo de capilaridade da ranhura e 
r; representa o raio interno do tubo. Uma amostra correspondente 

à análise micrográfica da parede interna da bomba capilar é 
apresentada na Figura 3. mostrando claramente o enchimento de 

líquido nas ranhuras circunfcrcnciais . A capacidade de 
bombeamento da bomba capilar depende da geometria dessas 

ranhuras , determinada através da equação 

2.o 
(I) Pcm 

r c 

onde p,., representa a pressão máxima de bombeamento capilar c 
cr representa a tensão supertic ial do fluido térmico. Para Freon 11 
obtém-se p,., - 1328 f 405 Pa . 
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Figura 3 - Microfotogratia da parede 
intema da bomba capilar. 

Procedimento experimental. O procedimento experimental 
adotado para partida das bombas capi lares tem sido inundar o 
circuito com líqu ido. elevando-se a temperatura do reservatório 
antes de ativar as resistências elétricas no evaporador. De fato , em 
terinos práticos é importante eliminar qualquer possibilidade de 
existência de vapor na entrada das bombas capilares. Essa 
condição é alcan<,:ada aquecendo-se o líquido dentro do 
reservatório até que se estabeleça a temperah1ra de saturayão 
pre\'Ísta para operação do circuito. A pressão no interior do 
reservatório sobe, for<,:ando o deslocamento de líquido para o 
interior do circuito. Em opera<,:ão normal, para que se mantenha 
a temperatura de operação pré-estabelecida, a quantidade de 
líquido no interior do circuito será regulada pelo reservatório, de 

, acordo com a potência aplicada no cvaporador e de acordo com 
a temperatura ambiente estabelecida no condensador. Nos testes 
de laboratório, um criostato foi utilizado de modo a manter 
constante a temperatura do reservatório. Por esse caminho. 
diversos testes foram conduzidos para temperatura de operação da 
ordem de 27 °C (300 K). 

COMPORTAMENTO TÉRMICO 

O comportamento térmico típico de bombas capi lares é aqui 
analisado, tomando-se por base os resultados experimentais 
obtidos em laboratório. São analisadas as etapas relacionadas com 
a partida c com o limite de operação ea bomba capilar. Em 
particular, utilizando corrcla<,:ões empíricas disponíveis na 
bibliogratia especializada, são também analisadas as condições 
para que m:orra nuclea<,:ão e limite de cbuli<,:ão no interior da 
ranhura capilar. 

Comportamento Térmico na Partida da Bomba Camlar. Na 
Figura 4 são apresentadas as curvas correspondentes ao início de 
opera<,:ão do circuito de bomba capilar. Inicialmente o circuito é 
mantido em.rcpouso por 33 minutos para que se ten ha r..:almente 
atingida a condição de equ ilíbrio pré-estabelecida de temperatura 
e pressão no reservatório. Em seguida. calor correspondente a 
200 W é aplicado na bomba capilar. Nos I O minutos subsequentes 
ocorre acentuada alteração em todas as temp(;raturas medidas, 
praticamente caracterizando neste curto intervalo de tempo todo 
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o comportamento térmico da bomba capilar em início de 
op.:ração . Maior alt.:ração ocorre com a temperatura T1, para 
valores da ordem de 47 "C . o que corresponde a 15 °C acima do 
pico observado em T, . Picos maiores ou menores de temperatura 
estão relacionadas ao esforço inicial de deslocar o excesso de 
líquido de volta ao reservatório. Picos menores são esperados cm 
caso de pequenas quantidades de líquido presente nos canais de 
vapor da bomba capilar. Naturalmente a pressão interna não 
permanece constante. Analisando a Figura 4, pode-se observar que 
a pressão interna do circuito sofre um aum ento significativo no 
momento em que a temperatura de parede, T1, atinge seu valor 
máximo. Para que se estabeleça a condição de equilíbrio, é 
necessário que a pressão aumente até o limite suficiente para 
deslocar o líquido presente nos canais de vapor de volta ao 
reservatório. A pressão absoluta foi medida com o auxílio de um 
sensor instalado na linha de líquido. Em condições de regime 
pennanente, cálculos demonstram que valores de temperatura 
correspondentes à pressão de saturação praticamente coincidem 
com os valores medidos de T,. Há uma pequena defasagem entre 
os dois picos mostrados na Figura 4, que corresponde ao tempo 
requerido para que vapor se desloque do interior da bomba capilar 
até à saída do cvaporador e tempo requerido para que a 
informação seja transferida do vapor para o termopar instalado na 
parede externa do tubo. A queda de temperatura de parede indica 
que líquido frio volta a ocupar o espaço deixado pelo vapor, 
comprovando o efeito de bombeamento capilar das ranhuras 
circun fcrcnciais. Agora. já em processo con tínuo de vaporização, 
o circuito tende à condição de regime permanente. Na medida em 
que mais vapor vai se formando no interior da bomba capilar, 
mais calor vai scnd0 removido do condensador, alterando o 
inventário de líquido no interior do circuito, até que se confirme 
a condi<,:ão de regime permanente . O circuito atinge a condição de 
regime permanente no momento em que todas as temperaturas se 
mantém estáveis . 
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Figura 4 - Variação da pressão absoluta c temperaturas 
medidas em início de operação, para potência de 200 W. 



Pode-se observar um sensível aumento da temperatura T}j no 
início de operação. Embora indesejado, esse aumento é inevitável , 
pois o tubo é "feito de material altamente condutor. favorecendo 
a fuga de calo1 para o canal de líquido. Mesmo em condições de 
regime permánente, TJJ tende a se manter sempre acima da 
temperatura de saturação do vapor, indicando permanente troca de 
calor também no canal de líquido. Consequentemente pode 
ocorrer eyaporação já no canal de alimentação. podendo contribuir 
para qué ocorra colapso, antes mesmo de atingida a condição 
limite da bomba capilar. De qualquer modo isso não tem ocorrido 
sob condições favoráveis de baixa perda de carga na linha de 
líquido, entre condensador e evaporador. O circuito tem 
demonstrado sua capacidade de operar até seu limite máximo de 
transporte de calor, apesar de o líquido na entrada do cvaporador 
apresentar mesma temperatura do vapor. Para Freon 11 , a potência 
máxima foi medida em tomo de 280 W. 

No momento em que líquido retoma ao reservatório, caem as 
temperaturas medidas no interior da bomba capilar e cresce a 
temperatura medida na entrada do evaporador, T1q. O crescimento 
observado de T1q parece confirmar a formação de vapor no interior 
do canal de líquido já em início de operação. Consequentemente, 
a presença desse vapor força o deslocamento de líquido quente no 
sentido inverso de volta ao reservatório. Entretanto, tal efeito é 
rapidamente compensado com a chegada de líquido frio do 
condensador, garantindo a alimentação requerida para que o 
sistema adquira a condição de regime permanente . 

Condições para a Nucleacão. Durante a partida , até que a 
vaporização do líquido seja iniciada, o mecanismo de 
transferência de calor é o de convecção natural. De acordo com 
valores de temperaturas mostrados na Figura 4 , o 
superaquecimento observado na parede do tubo no intervalo de 
tempo entre 35 e 38 min , representado pela diferença entre 7"1 e 
T, é de aproximadamente 10 °C. Pela teoria de nucleação 
heterogênea (Carey, 1992), o valor mínimo de superaquecimento 
local de parede para que uma cavidade de raio r* seja ativada , 
isto é, para que o raio do embrião do vapor se iguale ao raio da 
cavidade, é obtido através da equação 

11TP 2o Tsm 
Pv h/v r* 

(2) Tlq-Tst~t 

onde Pv << p1q , sendo Pv a massa específica do vapor e Piq a 
massa específica do líquido . Para Frcon 11 na temperatura de 
saturação T,~ = 300 K, tensão superficial cr = 0,0 18 N/m, massa 
específica do vapor Pv ~ 6,9 kg/m3 e calor latente de vaporização 
h1, = 181,8 kJ/kg, obtém-se diâmetros de embriões de vapor que 
variam entre 1,7 e 17,2 ~tm para MP variando entre os valores de 
10 e 1 °C, respectivamentt: . Tais valores estão abaixo dos 
parâmetros caracteristicos da bomba capilar, indicando a 
possibilidade de se ter cavidades ativadas tanto no interior das 
ranhuras como no espaço entre as mesmas. Em condições de 
operação nom1al , os resultados da Figura 4 indicam um 
superaquecimento entre 5 e 7 °C , o que permite a ativação das 
cavidades . O fato de as cavidades serem ativadas não deve 
significar que bolhas de vapor sejam efetivamente lançadas da 
parede. De acordo com Carey (1992), o diâmetro de partida pode 
ser calculado através da equação de Fritz, abaixo, 

d 0,0208 6 [ o t 
g (plq - pv) 

(3) 
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onde (-) representa o ângulo de contato. Para tl ~ 90 " e 
p1q ~ 1472 kg/m3 obtém-se d = 2.1 mm. valor este supenor em 
pelo menos uma ordem de grandeza aos valores geométricos 
caracteristicos da estrutura capi lar. 

Limite de Operação da Bomba Capilar. As curvas mostradas 
na Figura 5 permitem observar o comportamento térmico da 
bomba capilar para potências ajustadas de 200 , 260 e 300 W. 
Observa-se que para potência aplicada de 300 W , 1'8 e T15 sobem 
abruptmante, indicando a ocorrência de secagem da parede ou de 
colapso da bomba capilar. Para o conjunto de testes realizados. a 
condição de regime permanente não foi garantida para potências 
maiores do que 280 W , permitindo que se assuma este valor como 
potência limi te para este tipo de bomba capilar. Na Figura 5. T11 

representa a temperatura no interior do reservatório. temperatura 
esta previamente fixada no início dos trabalhos . A temperatura T, 
manteve-se praticamente constante ao longo dos testes . 
comprovando bom desempenho do reservatório ao gerenciar a 
quantidade de líquido no interior do circuito de bom ba capilar. 
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Figura 5 - Com portamento térmico da bomba capilar, 
para diterentes ní veis de potências aplicadas . 

Densidade de Fluxo Crítico. Não existe uma equação 
apropriada para cálculo do valor crítico da densidade de 11uxo de 
calor no in terior de uma ranhura circunferencial. Entretanto, 
iniciando estudos nesse St'ntido , admitiu-se como primeira 
aproximação a correlação de Monde et ai ( 1982), determinada a 
partir de resultados experimentais para ebulição em vaso de 
líquido saturado, no espaço confinado entre duas placas planas 
verticais c paralelas de comprimento /h , com espaçamentos s 
variando entre 0,45 e 7,0 mm . Por esse caminho. 

qc 

0,16 Pv h/v [o g (plq-p)]!J,1.S 

P/ 
p 0,6 l 

1 +6,7 w-4 (___!<!) (~) 
Pv S 

(4) 

onde, por aproximação, lfc deve representar o valor critico da 
densidade de 11uxo de calor para uma ranhura circunferen cial de 



comprimento /h = 2x7txr, /3 ~ 16,6 mm (ver Bazzo et ai , 1994b) e 
espaçamento s variável em tomo dos valores limites de b (26 e 
40 ~1m) . Tal aproximação se justifica pelo fato de b ser bem 
menor do que a profundidade t da ranhura. conforme ilustrado na 
Figura 3 do presente trabalho. Nessas condições, obtém-se valores 
de densidade de fluxo de calor variáveis entre 26,3 e 38.6 kW/m2

, 

ou valores equivalentes de potência variáveis entre 420 e 618 W . 
São valores relativamente altos , superiores à potência máxima 
medida nos testes. Entretanto tendo em vista incertezas 
experimentais na medição dos parâmetros geométricos da bomba 
capilar c it,;;ertezas inerentes à utilização da própria Eq. (4), 
conclui-se que o problema do limite de ebulição mereça ser 
analisado em detalhe, a fim de poder comparar valores calculados 
com valores medidos em laboratório. 

CONCLUSÕES 

Os resultados aqui analisados indicam que as bombas 
capilares de ranhuras circunferenciais permitiram que o circuito 
operasse com sucesso. tanto na partida . quanto em condições de 
regime permanente. suportando variações bruscas de potência no 
evaporador. Tais resultados permitem dizer que a opção por 
bombas capilares de ranhuras circunferenciais poderá vir a se 
constituir em novo caminho para contomar problemas detectados 
e ainda não resolvidos em bombas capilares constituídas por 
estruturas porosas tubulares. 

A análise baseada na teoria de nucleação heterogênea mostrou 
que tanto na partida quanto em condições de regime permanente. 
poderá haver ativação de cavidades com diâmetros mínimos 
variáveis entre 1.7 e 17.2 f!m. Entretanto. conside . . ,,do as 
condições termodinâmicas dos testes realizados. dificilmente 
haveria formação de bolhas de vapor. uma vez que o diâmetro de 
pat1ida das bolhas seria de 2.1 mm. valor este significativamente 
superior às dimensões características da estrutura capilar da 
bomba. 

Valores relacionados com a den ~idade de fluxo critico no 
interior das ranhuras circunfcrenciais foram estimados entre 26 ,3 
e 38.6 kW •m2 Entretanto, tendo em vista incertezas de ordem 
experimental e com a própria correlação adotada. análise 
complementar se faz ainda necessária. a fim de se poder comparar 
resu ltados teóricos com experimentais e. se for o caso. considerá
los em projetas futuros envolvendo bombas capilares de ranhuras 
circun ferenciais . 
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ABSTRACT 

The thermal behaviour of capillary pumps applied to a two
phase heat transfer loop has been studied. According to 
experimental results there is good agreement between measured 
valucs and those computed by using a theoretical modef in the 
basis of capillary limitation theory. An analysis related to a 
nucleation theory and boiling Iimitation is also presented using 
empírica) correlations available in thc current literature. 
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SUMMARY 

Test results for variable conductance gas-loaded heat pipe with externa! location of a hot reservoir are 
presented. The pipe was manufàctured from copper, and filled with water and nitrogen. The following tests 
were carried out: favorable and adverse inclination tests; priming-depriming the artery position test in gravity 
fie/d; start-up test; transient and steady state performance lests. Test results of the heat pipe were compared 
with the performance of a similar heat pipe of constant conú'uclance. The total thermal conductivity of heat 
pipe was varied ejfectively in compensation of variations in input and output conditions. 

INTRODUCTION 

Hcat pipes (HPs) are frequently used in space in thcrmal 
control systems of satellites. This device is acting as a thcrmal 
super - conductor to transfer heat from a source ( usually 
electranic equipment) to a sink (space radiator) or to redistribute 
heat tluxes along some elements of satellite structure to decrease 
temperature gradients. ln ordinary heat pipes an inherent 
e.vaporation - condensation cycle cnsures a vcry small 
tetnperature di!Tercnce betwecn opposite sidcs of the tube. ln 
fact, lhe thermal resistance does not depend of the temperaturc 
levei of evaporator zone when the heat pipe opcrates in a praper 
tempcrature range. 

Variable conductance hcat pipes (VCliPs) have reservoir of 
non- condensable gas which is linked to the vapor channel of the 
tubc. When the heat load goes down, diffusion vapor-gas 
interface is moving into the condenser region of the tube, the gas 
occupies more arca of heat exchangc and the part of lhe 
condenser beeomes inactive. Total thermal resistance of the 
VCI-IP is changed to accommodate of vapor temperature 
variations. As a result, the tcmpcraturc of evaporator zonc of a 
YCHP is mai ntained in more narraw range with compare to an 
ordinary HP. 

Limit of contrai dcpcnds of thc volume and type of the 
reservoir. There are two types of reservoirs - cold typc and hot 
type. They are distinguishcd by conditions of thermal coupling 
with the tubc. Cold type rcscrvoir is cxposed under sink 
conditions and thc hot type - undcr source ones. Marcus ( 1972) 
showcd, that cold type reservoir has a good transient 
charactcristic, but quality of contrai is vcry sensitive to variations 
in sink temperature. Thercfore, for space application it may be 

. not very suitable, because of thc condenser section of the VCHP 
is usually coupled with a radiator, which is exposed under 
extremely varicd externa! !luxes from the Sun and the Earth. 

Thcorctically, thc hot type rcservoir pravides more close 
control than the cold one (Marcus, 1972). At the sarne time it can 
lead to some infra - slow transient phenomena duc to diffusion 
effects in the long length fecd back tube. On the other hand, the 
sink conditions do not dcclintc the pcrlormance of contrai, that is 
vcry important for satellite thermal control. Chi in (1976) 
reportcd about dcsign of a VCIIP with a hot reservoir inscrted 
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into the heat pipe. An increased diameter of the pipe is needed 
dueto the volume ofreservoir is restricted by the size ofthe tube. 

Variable conductance heat pipes of various design have 
been studied widely. Colle and Fagotti in 1990 developed two
dimensional diffusion fram model for VCHP without reservoir. 
Rocha and Machado confirmed, that sharp - frant model for thr 
interface has a good ag.reement with experimental data, obtained 
for a copper-water heat pipe, loaded with air. 

A variable conductance heat pipe with externa! location of a 
hot type reservoir is studied experimentally in this paper. This 
design does not provide restrictions on reservoir size as it is in 
the case of internal reservoir and therefore, pramises a higher 
contrai capacity. 

DESIGN OF VARIABLE CONDUCTANCE HEAT PIPE 

The hcat pipe consists of wicked tube. gas reservoir, feed 
back tube, connecting the reservoir and condenser side of the 
VCHP. The pipe has a special saddle to provide an interface 
bctween heat input and the wall of evaporator section. This 
saddle guarantees also a good thermal contact bctween the 
evaporator of heat pipe and the externa! unwicked reservo ir. The 
sketch of the VCHP is presented in Fig. I. 

Skin heater Condenser =rs ::-::--:~ A 

-55 
Evaporator 

A: 
Reservoir 

r 

I :' 
I \ Heatpipe 

~::::::::-: -=~ 
I 

Saddle 

fig. I . The dcsign of lhe VCHP with hot externa! reservo ir. 
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An electrical skin heater simulates the hcat input from 
onboard cquipment. A watcr cooling system is used in tests to 
satisfy the heat output conditions The pipe is made from copper 
and lílled with water and nitrogen. Wick is two-layers brass mesh 
of number I 00, just rolled up and inserted into thc tube. The wick 
has an artery of cllipse cross section, made as a part of the last 
layer ofthe mcsh. The next figure sh.ows a photo ofthe VCHP. 

Fig. 2. View ofthe dcvelopcd VCHP 

On the photo thc cvaporator with the saddle and rescrvoir 
are on the right si de of the tubc and the condenser with a jacket 
for circulation of cooling watcr are on the left s i de of the tube. A 
valve is lítted in the feedback gas tube to si mplify the tilling 
procedure. 

TEST SET-UP 

Test frame consists of thrce parts: vacuum systcm, 
measurement system and functional one. Vacuum systcm serves 
for preparation of filling process (vacuuming, prcliminary filling, 
tlush out), for charging with working liquid and non-condcnsablc 
gas. Measurement system consists of thcrmocouple !ines, data 
acquisition system and micro computcr. The power supply and 
watcr cooling system are used to put the VCHP in operation. 
Mcchanical inclination dcvice with levei-meter ensures delined 
inclinations in two orthogonal planes. 

The figure 3 presents a scheme of this frame. 
Thcrmocoupl es are distributcd along lcngth of thc pipe, from the 
lateral side of the wall with rcspcct to artcry. Thc dcpth of 
thermocouplc installation is I mm. Also three thcrmocouplcs are 
placed on the saddlc. 

The thermocouples are of AT -type. l'rcdicted summary 
errar of thermocouples togcthcr with thc data acquisition system 
of ECTRON type was ±1.5°C. Precision of inclination devicc is 
± 1.45 10·4 tad . Leve! meter of horizon I inc adds erro r of 
±2.0 Hr'- Temperature of cooling water is varicd with range of 
±0.5°C. Power supply cquipmcnt adds I% to thc sum erro r also. 
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Fig. 3. Layout of the tcst frame and disposition of thermocouples. 

Finally , overall analys is of errors gives thc total uncertainty 
of±2.35°C. 

PERFORMANCE TESTS Of INCLINATION 

Test of adverse inclination (i.e. elevation of HP evaporator) 
gives general perlormance for any heat pipe of constant 
conductancc. Tests of favorable inclination (i.e. elevation of 
condenser) is used to obtain perlormance of gravity assistance 
devices (for cxample, thermosiphones). For the prcsent VCHP, 
inclination lests were provided for the two cases. Typical protiles 
of tcmperaturc, measured for stcady-state modc along length of 
hcat pipe, are prescnted on Fig. 4. 
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Fig. 4. Tcmperature prolilcs along the VCHP with different 
inclinations. lleat powcr is 80W. Favorable (+) and adverse(-) 

inclination of 18° (0.314 rad). 

For estimation of hcat transpor! capability of lhe VCHP, a 
factor of spccitic eftcctive conductance k. has bcen introduced. It 



is defíned via mcasured 
condenser as following. 

temperatures of evaporator and 

(I) 

1 N . 1 N . 

ô~-- =!V - ~I:, -!V-~I:, 
(' f -1 ,. 1-l 

(2) 

Where : 

Q- transfered heat flux , W, 
Lef!- etTeetive length of heat pipe, m, 
t:,Te-c - average tempcrature ditTcrencc between walls of 
evaporator and condencer, °C, 
A"' - are a of crass-section of thc VCJ-IP, m2

, 

T,- measured tempcratures for evaporator (e) and 
condcnser (c) , °C, 
N - numbcr of thcrmocouplcs. 

Physical mcaning of this factor is a ratio of equivalcnt 
conductivity of a VCJ-IP with rcspcct to conductivity of pure 
copper solid tube of thc sarne size. 

The Figure 5 shows thc value of the factor of spccifíc 
etTectivc conductance for inclination test for' case of maximal 
heat power of200W. 
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Fig. 5. Spccitíc effective conductancc of the VCHP with 
favorabl e (+) and adverse(-) inclination, in dcgrees, for heat 

powcr of200W. 

One can see, nature of thc resulting curve for the VCHP is 
similar to one for ordinary heat pipe of constant conductance. 

Ncxt test was made for inclination in orthogonal spatial 
plane, to study an artcry retention ability (Figure 6). lt is 
necessary to comment, that for terrestrial ( 1-G) conditions 
depriming of artery does not cause considerable loss in hcat 
transpor! capability with compare to 0-G conditions. ln gravity, a 
puddle of liquid serves like an artery, in case of horizontal 
adjustmcnt along lcngth of heat pipe is reached. The diffcrence is 
only in lilm coeftícient, which is slightly declined by additional 
thermal resistance of the empty artcry. Two extreme positions of 
artery are shown in Figure 6: 
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Fig. 6. Depriming of artery with inclination. 

k .. 

12.00 ..__..._ 
1----- Q= eow 

10.00 

~ 

I -
Q= 50W 

8.00 

Q= :nw 
6.00 

Artery ir clination 
4.00 

0.0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0 

Fig. 7. Specific effective conductance of VCHP with different 
inclinations of artery. 

Thc summary results of the artery inclination tests are 
pres~nted on Fig. 7. lt is possible to detect the maximum of heat 
transpor! capability, which rellects praper priming of artery. This 
maximum can help to verify the cxact position of artery if it had 
not been marked during fabrication (the shift in 3 degrees can be 
observed in the figure). 

CAPACITY OF CONTROL 

The capacity of contrai depends of the volume of reservoir 
and can be evaluated via ratio of temperature difference changes 
(Ll:f.jó.Tmax) with respect to changes in heat power (Q/Qmax). A 
factor of contrai can be defíned as following: 

T Qmax 
6. e-c 

(3) 

The less thi s factor, the more capacity of control a heat pipe 
has. For any heat conductor as well as for an ordinary heat pipe 

of constant conductance, this factor is.fc= I, but for a VCHP

fc < I. The v alue of the control factor for the present VCHP was 

obtained of fc=0.22. 

Figure 8 performs the temperature profiles along length of 
the VCHP for the case of fixed temperature of cooling water at 
the inlet of cond enser jacket. 
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Fig. 8. Temperature profiles along ofthe VCIIP for different 
leveis of transferred heat power. 

Measured data for t:;Tc-c of the VCHP and calcu lated data 
for identical heat pipe of constant conductance are presented in 
the table I. 

Tab le I. Integral characteristic ofthe VCHP and an identical HP 
of constant conductance 

Powcr Tl•mpcrature Spccifir Templ'raturc 

diffaencc :\T, .. ,. cffectivc diffl'rence i\T,.,. 

for VCHP condud:Hl<'l' for ordinary IIP 

30W 27°C 1, 1 W/°C 6.4 oc 
sow 33°C 2.4 W/°C 17 oc 

200W 43°C 4 .7 W/°C 43 oc 

One can see, the changes in f>Te-c for ordinary heat pipe are 
higher than for variable conductance one. 

The Figure 9 shows lhe performance of the VCI IP with the 
different leveis oftemperature of water cooling system). 
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Fig. 9. Temperature protiles along thc VCHP for different leveis 
of s ink temperature. 
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The tcst data confirms a tcndency of thcrmal stability of 
evaporator tcmperature in spite of the wide variat ion of s ink 
temperature. 

The Figure I O dcmonstrates lhe integral pcrformancc of thc 
VCHP in term oftotal thermal rcsistance: 

ó~-c 
Rlot=Q (4) 

1ID 

R.td 

\ 
\ 

!I .&I 

!I .&I 1\ 

\- \CHP 

!1 .10 
I 

~ I 
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I 
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I 
!IID 

!IID S!IID l!l!l .!l!l 15!1.!1[] 2!l!IID 25[].[](] 

fig. I O. Total thcrmal rcsistance (0C/W) of the VCHP and 
identical 1-IP versus input heat power. W. 

Straight line that is parallel to horizon axis. shows R"" for 
identical heat pipe of constant conductance. The value of R101 for 
IJP represents a limit for VCHP performance, when non
condensablc gas is totally shoved in thc reservoir. 

START-UP 

Prescncc of non-condensable gas usually simplifies 

significantly the start-up for any heat pipe. Special test was 

provided to verify the start-up performance of the hot reservoir 

VCHP. lnitial temperature for the whole tube was 23°C: heat was 

suddcnly applied to evaporator saddle with amount of 200W. As 

one can see in Figure li , no problems during transient process 

werc observcd. Curves for mcasured temperatures of evaporator 

and condenser and hcat power profilc are shown in this graph. 
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Fig. 11. Successful start-up from initi ally homogeneous 
conditions of ambient tcmperature (T=23°C) 

After stabilization of evaporator temperature, the 
temperatyre of circulated water was slowly increased from 23 °C 
up to 40°C (in the time range from 2500 up to 7500 sec). The 
temperature of evaporator rcplied adequately. After reduction of 
power. evaporator tempcrature curve has performed an ordinary 
transicnt proccss. 

Figure 12 illustrates the profile of velocity of temperature 
change for evaporator during start-up. 
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Fig. 12. Velocity of heating during start-up, °C/sec 

The total start-up time can be easily delined by this graph. 
For tested VCHP this v alue was about I 600 scc. 

TRANSIENT PERFORMANCE 

Transient pcrformance of the VCHP was studicd via 
observation of evaporator tcmperature transition with respond to 
sudden change in heat power. The Figure 13 illustrates typical 
transient process as a rcaction on the stcp change in hcat input 
power. 
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Fig. 13 . Transition curve for evaporator temperature. 

Numerical evaluation of transient process was defined via 
transient equation of general form: 

T -T-(T -7:) (-('t-'to)) (5) 
·"' - "" o exp t 

where: T,,, - steady-state final temperature; 

T0 - initial temperature at the instant •,; 

t - time constant, s. 
The transition curve has been adjusted to experimental 

points T; with lhe following criterion 

ffilll 
y 

(6) 

Two parameters were identified during the adjustment: time 
constant and steady-state temperature:y=(t, T,J . 

The power step down transition for temperature of 
evaporator is shown in Figure 14. Obtained time constants by 
identification of parameters of transient equation for tests 
prcsented on Fig. 13 and 14 were as following : 11=2450 (heating, 
start-up) and t2=1050 (power reduction) respectively. 

T,C 

.. experimental data 
90.0-+-.......:.---t-----r---------i 

transíent equatíon 
85.0-+------1"-:----~~---1 

75 o -+---.----1--..----+---r--1 

4000 8000 12000 t, sec 

Fig. 14. Power step down transient test 



The next transient process is a process of heat pipe switch
off. Transition curve for specitic effective conductance is 
presented in the Figure 15. 

k .. 

8.0 

6.0 \ 
\ 

\ 
~'--~ 

~"----_ 

4.0 

2.0 

o 2000 4000 6000 8000 t, sec 

Fig. 15. Transition curve for specific effective conductance after 
reduction of power input. 

The curve illustrates a transient process after reduction of 
power. Gas occupied considerable region of condenser, that 
caused decreasing of k. to its limit for reduced power. 

Obtnined values of pnramcters of transition can be uscd to 
verify mathematical model of hot unwicked reservo ir' '':HPs. 

CONCLUSION 

A new vcrsion of gas-loaded variable conductance heat pip~ 
with hot rcservoir is developed. This design is more suitable for 
sntellite thermal control and is vcry tlexible to adjust any 
complex arrangement of disposition of equipment and spnce 
radiators. Separation the rcservoir from the evaporator givcs a 
possibility to combine a reservoir volume and thermal resistance 
of its coupling with saddle to reach a desimble levei of self
control capacity. 

Tests show satisfactory performance of this device. No 
problems with start-up wcre observed. Externa\ disposition of 
rescrvoir provides a long length communication with the 
condenser. but no visible effects of 'diffusion intluencc were 
detected . Furthcr researches havc to be devoted to the improving 
of tilm coeffici ents. It can be accomplished by sintered or 
grooved type of wick. Artery improves hydraulic characteristics 
of wick, but seems to be very sensitive to gravity forces 
tluctuati on. 
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USO DE CONVECÇÃO INDUZIDA POR TENSÃO SUPERFICIAL NO 

BOMBEAMENTO DE V APORES EM SISTEMAS DE VÁCUO. 
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Instituto de Pesquisas Espaciais-INPE 

Caixa Postal 515 São José dos Campos. 

RESUMO 

Este m1igo aborda o uso de convecção de lvfarangoni-Bénard no bombeamento de vapores de substâncias 
solúveis em um fluido especial que preenche um meio poroso não homogéneo, entre zonas de alto vácuo, e 
pressões de operação de bombas de anel líquido, tolerantes a vapores. A tensão supe1jicial e o diâmetro de 
poros, garantem a selagem do sistema. Os indutores de convecção são as diferenças de áreas de contato 
fluido- meio nas zonas de porosidade fina e grossa e a van·ação da iensão superficial com a temperatura. 

INTRODUÇÃO 

Os chamados dessublimadores, cuja função é retirar vapo
res em um sistema de vácuo congelando-os, são largamente em
pregados nas indústrias alimentícia e farmacêutica bem como na 
separação de UF 6, e são de operação em batelada. São usados 
principalmente na liofilização de alimentos e remédios, quando 
para garantir que não haja evaporação de componentes relevan
tes do produto a evaporação é tcita abaixo de 0°C. Ocorre, que 
rios dessublimadores, além da operação não poder ser contínua, 
a camada de neve isola a interface de troca de massa das fontes 
de !no, reduzindo rápida e drasticamente as taxas de deposição. 
Nestes também se tem problemas de obstrução ao esco1llllcr.lo 
do gás, c de se resguardar a bomba de vácuo da erosão ou da 
contaminação do fluido de trabalho por parte do condensado com 
áreas de congelamento relativamente livres de neve. Estes aspec
tos motivaram o estudo da solução alternativa aqui proposta. Hé 
vários estudos na área espacial sobre tubos de calor e aplicações 
no crescimento de cristais no espaço da convecção de Marango
ni-Bénard. Estes tópicos inspiraram o presente trabalho, onde se 
trata do uso de um meio poroso, com zonas de tamanho de poros 
distintos, cheio de um fluído auxiliar no qual o vapor a ser bom
beado é solúvel, na substituição de dessublimadores em sistemas 
de vácuo, bombeando vapores do segmento de alto vácuo para 
câmaras de pressões intermediárias compatíveis com bombas de 
anel líquido, mais simples e tolerantes a vapores, ou simples
mente separando o vapor aproveitável do ácido fluorídrico em 
linhas de enriquecimento de UF". Neste caso com um fluido tipo 
Flonbin. Nas análises numéricas deste trabalho, aborda-se o uso 
do sistema na liotilização, onde o objetivo é eliminar a água, e o 
fluido de trabalho é CsH1ó04. 

Há tubos de calor que são basicamente uma teia porosa e 
um tubo de retomo, sendo a teia responsável por levar o fluído 
por tensão superficial até um ponto quente onde este evapora. 
Suponhamos agora um sistema com duas teias de diferentes 
densidades de poros. Na teia fina , de maior área de contato, tem
se uma energia potencial igual a área de contato multiplicada 
pela tensão superficial relativa entre esta e o fluido. Na teia 
grossa, também. Como contudo as áreas são diferentes, a energia 
contida no sistema é mínima quando o thúdo mais quente e ge
ralmente menos carregado do soluto vaporizávd, ocupa a teia 
fma. Assim, pode-se induzir uma convecção, se as fontes thas e 
quentes forem colocadas adequadamente no sistema, por exem
plo introduzindo mna fonte fria j1mto a malha fma. Se o fluido 
de trabalho, puder chegar às superficies de alto vácuo e pressão 
intermediárias em condições de temperatura e concentração de 
soluto adequadas, se terá zonas de evaporação e condensação do 
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material a ser bombeado no fluido de trabalho, que permanecerá 
na teia se as porosidades e pressões forem compatíveis. A análi
se diferencial do problema, exige modelos similares aos de esco
amentos induzidos por tensão superficial em crescimento de 
cristais. Usou-se um programa de diferenças finitas de formula
ção de volume de controle de malha detàsada para esta análise. 
A figura I , mostra a geometria analisada. 

CÂMARA .DE. . CÉLULA UNITÁRIA 
PRESSÃO POROS EXTRA FINOS 

DE ALTO '- OBST:IllJÇÃO 
VÁCUO : POROS E.Xl'h.\ FINOS : 

Figura I: Célula Unitária e Geometria. 

ANÁLiSE TEÓRICA 

Definindo-se P1 e P2 respectivamente como as pressões nas 
câmaras de"Vácuo parcial e alto vácuo, cr1 como a tensão super
ficial da mistura do lado do vácuo parcial, cr2 como a tensão no 
lado do alto vácuo, e d1 e d2 como os diâmetros de poros; a ga
rantia de permanência do fluido de trabalho na teia exige 
(Moore, 1968): 

(I) 

A taxa de evaporação ou condensação junto a tuna superfi
cie de troca de massa, pode ser obtida por (Moore, 1968): 

(2) 



;ll 

I 
I 
'I' 

~ 

onde m 1 é a taxa de deposição de massa na fronteira i, k; o co
eliciente de transferência de massa, p; é a pressão parcial do va
por na câmara associada a fronteira i, p(T;,C;) é a pressão de va
por do soluto, com concentração de massa C;, e temperatura T;, 
na mistura. Aplica-se a lei de Rault, na falta de dados específi
cos sobre a mistura, i.e. toma-se esta pressão como a do líquido 
puro multiplicada pela fração molar deste na solução. A pressão 
de vapor do líquido puro é calculada pela equação de Classius
Clapeyron: 

(T1
- T,-1

) = htv W R·' ln( P,/P) (3) 

onde W é o peso molecular, R a constante universal dos gases, 
htv é o calor latente de mudança de fase, o índice r se refere a 
condição de referência e Te P são pressão e temperatura. A car
ga de pressão fornecida por urna teia, foi calculada de acordo 
com ESA ( 1983) como: 

ôP = 9.756 c:r d-1 (4) 

onde d é o diâmetro local dos poros, e a perda de carga na teia, 
foi calculada (ESA 1983) como: 

LlP' = 150 ll (1-<p )2 <p"3d2 (5) 

onde <p é a fração de vazio da teia, e ll é a viscosidade absoluta. 
Os coeficientes numéricos são experimentais, para teias sinteri
zadas e valem para o sistema SI. Numa interface entre 2 fluidos, 
há uma força proporcional a diferença de tensão superficial,que 
é abrupta. Ao se tratar pelo método de diferenças finitas a equa
ção da qli3lltidade de movimento em uma teia com tensão su
perficial variando continuamente devido à mudanças de tempe
ratura e concentração, é intuitivo se considerar o fluído de cada 
uma das células vizinhas às fronteiras de cálculo de balanços de 
pressão como entidades independentes, diferentes e imissíveis. 
Assim, aparece um termo igual ao dilerencial do LlP da equação 
( 4) entre os pontos em que se define pressão na malha nas equa
ções da quantidade de movimento do fluido. Adotando-se o mo
delo de Darcy para um meio poroso bi-dimensional, pode-se es
crever conforme ESA ( 1983 e 1987), Bejan ( 1984) e Patankar 
(1980): 

?_ (pu?}+ r pu;ui 
à; ~ (6) 

= .:!. p-9.756 d·' __ q_ c:r dx-1501.1 u; < l-<p)2 <p-w 
a; a; 

oncte ut e uJ são as velocidades nas direções das coordenadas in
dependentes x; e Xj, pé a densidade da mistura, e ll é a viscosida
de absoluta. tendo desprezado-se os termos relativos ao divergen
te do produto da viscosidade pelo gradiente de ·velocidades, e c 
termo de gravidade e diferença de densidade. Vale notar, que o 
termo em ôc:r/àx; pode ser obtido derivando-se a energia poten
cial armazenada pela tensão superficial com a posição via regra 
da cadeia. A diferença abrupta de tensão superficial da interface 
de 2 fluidos é, assim, substituída na equação ( 6) pelo diferencial 
da variação de tensão superficial. A equação da energia é dada 
por: 

:!_ (pu;T) o puiT- :!_ (I. _~ T)- (7 (À o T) = 
Ôl ~ ÔIÔI ~~ (7) 

=150(u,2+u/)ll( l-<p)2<p·WcP-t 

onde '}. é a condutividade térmica efetiva da teia e tluido, i.e. 
(Àt<Jl+Àb(l-<p)] 112[Àr-1<p+Àb·'cl-<p)] 112

, onde f e b designam o fluido 
e material base. Dada a constante de difusão y, e seu produto I; 
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pelo coeliciente de Posnov (Prata, Colle e Puff 1988 ), vale para 
a concentração C de soluto no fluido de trabalho : 

_:!_(pu;C)+ ('l pujC- _:!_ (yt!_c). o(y o c)._:!_(I; _:!_T)- ô(E, O T)~ 
Ôl ~ Ôl Ôl ~ ~ ,.} Ôl ~ ~ (8) 

=o 

Nos casos de interesse prático, -Jnde se tem taxas de trans
piração e velocidades de circulação muito maiores que a de 
transpiração, o termo de inl1uência de temperatura na equação 
(8) pode ser desprezado, já que o gradiente de concentração é 
muito maior que o de temperatura. 

As equações acima são resolvidas jtmto com a equação da 
continuidade. 

_:!_ (pu;}+ !!_ pui =O 
Ôl ~ 

(9) 

que é substituída pela "equação da pressão", conforme Patankar 
(1980). A condição de contorno da equação (2) dividida por p, 
do soluto fornece a condição de contorno para a velocidade 
transversal nas zonas de troca de massa, que é nula nos eixos de 
simetria e fronteiras sólidas, tem-se derivada nula de C onde não 
ocorre troca de massa, temperatura especificada junto aos aque
cedores e resfriadores, velocidade tangencial nula junto a fron
teiras sólidas, e derivada desta velocidade nula nas interfaces de 
evaporação e eixos de simetria, e tem-se ainda para a temperatu
ra e concentração nas interfaces de evaporação: 

-À õf/ôn- Un Cp• Ps (T.,-T)- Ps htv Un +h (T-T.,) =O (10) 

-yêC/ôn -l;õflôn + Cun = Ps UD< ( 11) 

onde a coordenada vetorial n , medida na direção da normal au
menta no sentido para fora, Un é positiva quando dirccionada 
para fora, h é o coeficiente de película, h1v é o calor latente, T"' é 
a temperatura do meio externo, Cp• é o calor específico do vapor, 
p, é a densidade do líquido soluto, e p, uD< é a taxa de troca de 
massa. A equação ( 11 ) impõe severas restrições ao tamanho de 
malha, na superficie de condensação, já que nesta condição a 
concentração na interface é controlada pela difusão. Esta condi
ção, é que levou a escolha do C8Ht604, como fluido de trabalho, 
ao invés do etileno glicol, da fase inicial do projeto, pois a 
constante de difusão da água neste é maior. Quando não há troca 
de massa, Un é nula, e a equação ( 10), vale para a troca de calor 
local. 

Sendo M8 o peso molecular do solvente, llb sua viscosidade 
absoluta, e T a temperatura em Kelvin, o coefkiente de difusão 
da água no soluto em m2/s, pode ser obtido (Treyball 1988), por: 

y = 551.5 · 10·18 Ms 112 T llb-t (12) 

A discretização das equações foi feita conforme Patankar 
(1980), Spalding e Pun (1977), Maliska ( 1993) e Weatherill c 
Morgan (1993). Apenas as condições de contorno de temperatu
ra c concentração exigiram tratamento especial. Utilizou-se do 
algoritmo SIMPLER, na solução conjunta das equações, e devido 
ao alto acoplamento entre escoamento c distribuição de tempera
tura c concentração, utilizou-se pesos baixos, e números altos de 
ciclos antes de se avançar na malha. Usou-se um modelo linear 
de dependência de tensão superficial com a temperatura e con
centração. 

A discretização das condições de contorno mistas, deve re
ceber especial atenção, tanto nas equações de. !foca de massa, 
como na de troca de calor, pois oscilações de valor e mudança de 
sinal da velocidade de transpiração na fase inicial da conver
gência podem gerar instabilidades numéricas. Para contornar 



estas instabilidades toma-se uma equação de balanço igual a de 
domínio, para efeito de se considerar as trocas entre o dominio e 
a fronteira, complementada com termos de balanço específico da 
fronteira, relativos a calor.latente, coeficiente de pelÍcula e tem
peratura externa, fhÍxo imp<isto e outros, para efeito de se consi
derar as trocas com o meio externo, ou seja: 

h(Tn-L,)-q+phtvUt+0.5p Cp* (u,+ I Ut I )(T., - Tn) = 
= 0.5p Cp(Ué llld I) (fn-1 -Tn) + (Tn-1 -Tn) À /(Xn-Xn-t) (13)' 

onde Tn é a temperatura do nó de fronteira, T0 . 1 é a temperatura 
do nó vizinho na direção normal a fronteira, u, é a velocidade de 
transpiração, positiva quando o soluto evapora, lld a velocidade 
normal a superficie de evaporação, no nó de velocidade vizinho 
a fronteira na sua normal, sendo lld positivo quando a velocidade 
aponta para a fronteira; À o coeficiente de condutividade térmi
ca, e Xn e Xn-1, as coordenadas dos nós de temperatura defrontei
ra e vizinho. p é a densidade da mistura, Cp seu calor específi
co, Cp* o calor específico do vapor, e htv é o calor latente de su
blimação. Quando a malha fica suficientemente fma, as duas 
velocidades da equação tendem uma a outra e o termo de condu
ção (Tn-1 -Tn) k /(xn-Xn-1) tende ao termo real , proporcional à de
rivada da temperatura, e a equação (13) torna-se a condição real 
de contorno. Quando não há transpiração ambas as velocidades 
tendem a zero. Deve-se notar que o fluxo de massa a jusante, 
imediatamente após a linha de controle, tem a temperatura da 
interface, e não altera o balanço de calor, e isto é refletido na 
equação ( 13 ), que embute o conceito dos métodos "upwind". 
Para a concentração vale: 

k, (Cn-C.,)-q+0.5p Cp(Ut+ I Ut I) (Coo- Cn) = 
= 0.5p Cp(Ué I lld I )(Cn-1 -Cn)+(Cn-1 -Cn) D/(Xn-Xn-1) (14) 
+ /',(Tn-1 -Tn)D/(xn-Xn-d 

onde os termos tem significado similar, Cn é a concentração na 
fronteira, Cn-1 a do nó vizinho, D o coeficiente de difusão, 1', o 
coeficiente de Posnov, num termo em geral desprezível face a 

t~r-se I (Cn-1 -Cn) I » I (Tn-1 -Tn) I. 
Um ponto crucial, é a questão da solução da concentração 

de soluto, junto as fronteiras. Como a camada limite de concen
tração é muito fina, o uso da equação (14) impõe limites muito 
severos a dimensão de malha, quando a concentração é pratica
mente constante no domínio, exceto na camada limite junto as 
fronteiras de troca de massa. Como a solução analítica da cama
da limite de concentração é viável, e gera uma solução muito 
mais simples do problema, abandonou-se o uso de (14), em favor 
deste tipo de solução. A equação da camada limite para a con
centração pode ser escrita (Bejan 1984) como: 

!.._ fu (C- C.,)dy - V o (C -C.,)=- D êC!(Jy 
& 

(I 5) 

Onde V0 é a velocidade transversal a camada limite na frontei
ra, C a concentração local, C., a concentração no dominio e u a 
velocidade paralela a fronteira. Como a can1ada limite de con
centração é muito fina face as demais, pode-se supor u *- O e in
dependente de y, face ao fato de que nas zonas de transpiração 
se tem fronteira livre. O clássico perfil cúbico de camada limite 
C=Co[l-1.5n+n3/2) , onde n= y/'6 permite se obter: 

3'6'6'u/8- V o '6 = 1.5 D (16) 

~ Integrada esta equação fornece: 
r 

8 V}x/(3Du) = Vo'61D-l.Sln(Vo81D+J.5)+1.5ln (1.5) (17) 
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Obtido '6, tem-se a taxa de difusão - DêCI(Jy como igual a 
1.5 D (C.,-Co)/'6, onde se supôs na dedução que a fronteira fosse 
em y=O. Deve-se notar que se a velocidade for negativa, ou seja 
se evapora soluto, a camada limite é menor. Nas soluções nu
méricas, onde u e V mudam de nó para nó, tomou-se: 

Onde t..x;, é o tamanho do nó i, que está a montante do conside
rado para cálculo da camada limite, e não tem fronteira sólida. 

Para, acelerar a convergência e facilitar a garantia de con
tinuidade de vazões na interface, resolveu-se por bissecção, uma 
equação de igualdade de trocas para achar qual o acréscimo de 
concentração de soluto que acrescentado em todo o campo, e 
portanto sem alterar as vazões internas, garante o balanço de 
massa nas fronteiras. 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

A tabela I apresenta as coordenadas dos 3 tipos de nós 
usados na malha defasada: variáveis gerais, Xg e yg, velocidade u 
na direção x perpendicular as fronteiras de evaporação, Xu e Yu, e 
velocidade v na direção y paralela a estas fronteiras, Xv e Yv- A ta
bele 2 se apresenta propriedades do fluido e meio poroso. 

Tabela 1: Coordenadas da Malha Usada 

IX / IY ~ y~ Xu Yu X v Yv 
(mm) (mm) _(mm) _(mm) (mm) (mm) 

I o o o o o o 
2 1.56 1.56 2.50 1.56 1.56 2.50 
3 3.43 3.43 4.56 3.43 3.43 4.56 
4 5.68 5.68 7.03 5.68 5.68 7.03 
5 8.38 8.38 11.00 8.38 8.38 11.00 
6 11.6 11.16 13.0 11.6 1 1.6 13.0 
7 14.3 14.3 15.4 14.3 14.3 15.4 
8 16.6 16.6 17.5 16.6 16.6 17.5 
9 18.4 18.4 20.0 18.4 18.4 20.0 
10 20.0 20.0 n.a 20.0 20.0 n.a 

Tabela2: Propriedades do Fluido e Meio Pososo 

PROPRIEDADE VALOR 
Porosidade 0,7 
Densidade 1009 kg/m' 

Tensão Superficial cr 2.6E-2 N/m 

oo/õf -1E-4 N/m/"C 

oo/êC (C~ concentração) 5,3E-5 N/mlkg 

Viscosidade 2,8E-3 Poises 
Diâmetro dos Poros Internos 0,65 mm fY>6 I 0,25 mm fY<6 
Diâmetro dos Poros nas Frontei-
ras de Troca de Massa 0,1 mm 

A Tabela 3, ilustra as condições de contorno nos nós externos da 
célula unitária da figura 1, e nesta 1\(C,T) é a pressão de vapor 
da água dissolvida p.o fluído de trabalho à temperatura T e con
centração C. 
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Tabela 3: Condições de Contorno nos Nós Extremos 

fronteira Relação de nós Condições de Contorno 
IY= I, 4, 6 e7 T=50°C, u=O, v=O, àC!àx=O 

x=O IY = 8 ,9, 10 -0.31 õf/àx = 10(50-T) 
u=O, v=O, àC/àx=O 

IY = 2,3,5 -0.31 õrtàx = 10(50-T), àv/àx=-0 
-DàC/àx=2.5E-5( I 000-Pv(C,T)) 
àCiàx=O, u:Q(CJ.=-DàC/àx 

IY = 2,3,4,5 -0 .3 1 õf/àx = 8( -50-T),àv/àx=O 
-DàCiàx=2 5E-5(104.4-Pv(C,T)) 
àC/àx=O, u:Q(C)=-DàC/àx 

x=2mm IY = 1,6 ,7,\0 T=-55°C, u=O, v=O, àC/àx={) 
IY = 8,9 -0.31 õflàx = 8 (-50-T) 

u=O, v=O, EJC!àx=O 
IY = 1,2,3 T= 50°C, u=O, v=O, àC/àx=O 

y=O IY = 7,8,9,10 T= -50°C, u=O, v=O, àC/àx=O 
IY =4,5,6 àC!àx=O , ãflàx=O , âu.làx ~O, v=O 

y=2mm IY = 2,3,4,5,6,7.8,9 àC!àx=O, ãf/àx=O, âu.làx=O, v=O 
IY = __ l_,_!Q_~ c...!~ de frolltciras )(=O ~x- 2Illll!_ 

A Figura 2 e as tabelas 4 e 5 mostram o campo de veloci
dades. P~de-se observar que o fluido faz um movimento circula
tório, no qual vai pela malha fma da face fria junto ao alto vá
cuo, para face quente junto as pressões relativas as bombas de 
anel líquido. A região de poros de grande diâmetro, por onde o 
fluido retoma, oferece uma resistência ao escoamento bem me
nor que a de poros fmos, daí suas velocidades serem maiores, e 
se utilizar uma zona de poros grossos mais estreita. Em tese, po
der-se-ia aumentar a interface de troca, porém a dificuldade de 
fornecer ou retirar calor limita o tamanho destas zonas, princi
palmente junto ao alto vácuo. Pode ser interessante contudo re
duzir a zona de retomo. Em ftmção do diâmetro de poros de 0 .10 
mm das regiões de irtterface com as zonas de alto vácuo e vácuo 
parcial, e da tensão superficial do fluido usado, o sistema pode 
resistir a uma diferença de pressão de 1040 Pascal entre os dois 
lados da teia. 
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Figura 2: Campo de Velocidades 

Tabela 4: Componentes na Direção X da Velocidade 

IX Velocidade na Direção X (rnls) 
I O (IY I) -7.46E-7 -IOOE-6 o -1.71 E-6 

o o o o O(IY 10) 
2 o -1.79E-4 -2.27 E-4 -LS6E-4 -4.51E-4 

-1621::-3 1.531::-3 1.11 E-3 8.35E-4 8.35E-4 
3 o -2 .76E-4 -3.49E-4 -4.34E-4 -7.74E-4 

-1.69E-3 2.09E-3 1.62E-3 1.28E-3 1.28E-3 
4 -3.76E-4 -3.761::-4 -4.76E-4 -6.06E-4 -9.16E-4 

-1.53E-3 2.161::-3 1.85E-3 1.57E-3 1.57E-3 

5 -4.26E-4 -4.26E-4 -5.381::-4 -6.7IE-4 -9.53E-4 
-1.41E-3 2.08E-3 1.89E-3 1.65E-3 1.65E-3 

6 -3.441::-4 -3.44E-4 -4.68E-4 -5 .88E-4 -9.05E-4 
-LS8E-3 2.09E-3 1.7SE-3 1.45E-3 1.45E-3 

7 -1.49E-4 -1.49E-4 -3.56E-4 -3.76E-4 -6.74E-4 
-1.79E-3 1.90E-3 1.32E-3 1.01 E-3 IOIE-3 

8 o -1.04E-4 -4.16E-4 -1.19E-5 -1.12E-4 
-1.03E-3 5.5\E-4 6.03E-4 5.54E-4 5.54E-4 

9 o -6.30E-7 -8.16E-7 -9.64E-7 -1.13E-6 
o o o o o 

Tabela 5: Componentes na Direção Y da Velocidade 

lY Velocidade na Direção Y(rnls) 
I o 1.98E-4 4.03E-4 o 1.14e-3 

o o o o -
2 o 1.98E-4 4.03E-4 5.82E-4 1.14E-3 

3.\0E-3 1.68E-3 8.10E-4 o -
3 o 2.12E-4 4.13E-4 8.50E-4 1.44E-3 

1.63E-3 1.04E-3 5.63E-4 o -
4 o 1.63E-4 3.22E-4 5.67E-4 8.20E-4 

6.59E-4 5.81 E-4 3.61E-4 o -
5 o 8.34E-5 1.61E-4 2.60E-4 3.3\E-4 

2.00E-4 2.19E-4 1.55E-4 o -
6 o -2 .27E-5 -3.05E-5 -6.08E-5 -9.84E-5 

6.16E-5 -5 .81E-S -4.S2E-S o -
7 o -1.20E-4 -1.62E-4 -3 .53E-4 -6.49E-4 

-4.43E-4 -4.81::-4 -2.69E-4 o -

8 o -2.48E-4 -LS4E-4 -S .SIE-4 -1.42E-3 
-2.57E-3 -l.IOE-3 -4.76E-4 o -

9 o 1.04E-4 -2 .38E-4 -2.49E-4 -3.81E-4 
-l.S9E-3 -1.04E-3 -S.4SE-4 o -

lO o 1.04E-4 -2.38E-4 -2.49E-4 -3.81E-4 
o o o o -

A tabela 6 mostra as concentrações de água nas fronteiras 
de troca de massa. A concentração no domirtio é 87.3 
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Tabela 6: Concentrações de Água nos Nós 

Localização IY Concentração 
Zona com troca de 2 59.4 

Massa na 3 60.2 
Fronteira x=O 5 64.0 

Zona com troca de 2 204 
Massa na 3 155 
Fronteira 4 143 
x= 21rm1 5 130 

Demais nós 87.3 

As propriedades físicas dos materiais e fluidos, foram obti
das de Rohsenow e Hartnett (1977), ESA ( 1 99 3) e Bayer A. G 
( 1993 ). Os valores típicos de coeficiente de troca em modelos de 
dessublimadores convencionais, e dados para efeitos de compa
ração foram obtidos com base nos trabalhos sobre sistemas de 

' 



bandeja de Dunthom (1968) e sobre dessublimadores de tubo 
anular de Ueda e Takashima ( 1976 e 1977), 

A tabela 7 e a figura 3, mostram o campo de ten ;>eraturas, 
e a tabela 8 e figura 4 o campo de pressões. 

Tabela 7: Temperaturas nos Nós 

IX Campo de Temperaturas (°C) 
1 50 23.5 22.8 50 22.5 

50 50 45 .8 39.70 35 

2 50 27.3 27 .1 30.9 29.0 . 
25 .4 31.0 35.6 38.2 38.2 

3 50 17.0 17.3 18.7 17.7 
12.5 25.6 330 36.7 36.7 

4 4.55 4.55 6.95 7.81 5.27 
-1.12 20.4 29.4 33.5 33 .5 

5 -3 .32 -3.32 -1.71 -2.44 -6.82 
-12.2 15.9 25.6 29.2 29.2 

6 -9.70 -9.70 -8.91 -11.7 -15 .9 
-16.5 11.7 22.1 24.1 24.1 

7 -I 5.1 -1 S. I -14.5 -16.9 -18.6 
-14.2 7.02 16.0 17.6 17.6 

8 -55 .0 -21.8 -19.7 -20.7 -19.4 
-1 3.6 -.49 7.1 3 7.38 -42.0 

9 -55 -25 .7 -23.4 -25.5 -25.0 
-20.2 -11.6 -5.11 -5 .20 -55 

lO -55 .0 '-18.5 -18.0 -18.4 -18.9 
-55 .0 -55.0 -18.6 -18.7 -55.0 

Notar o forte efeito da evaporação e condensação nas tem
peraturas de fronteira 

I 10 .00'b~t+---úlir-+-~.--H--f--i~f-____,"'-----l---,.L-l---"ri 
"' 

x (mm ) 

Figura 3: Campo de Temperaturas em Graus Celsius 

A taxa efetiva de bombeamento do sistema, é obtida pela 
soma muna das fronteiras do produto da velocidade de transpira
ção pela área de cada nó. E o sistema estudado, é capaz de bom
bear, entre as pressões de 104 Pa (evaporação de água a -
20°C largamente empregada em liofilização ), e 1000 Pa (limite 
de uma bomba de anel líquido para água), de 7,03·10"4 kg/(sm2

) , 

contra uma taxa limite de 2,6·10·3 kgl(sm2
) para a deposição no 

instante inicial, quando ainda não se depositou neve, junto ao 
bordo de entrada de um dessublirnador convencional. Ocorre que 
após 60 minutos, cessa completamente a deposição junto a este 
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ponto, e que também em virtude da queda da concentração de 
água ao longo do contato superfície de deposição-corrente bom
beada, as taxas média de um dessublirnador são muito menores. 
No instante inicial, num dessublirnador axial de baixa capacida
de e alta velocidade, a taxa de deposição é muito baixa, a 15 cm 
da entrada, e sobe com o tempo, já que quanto mais isoladas as 
superfícies a montante, mais vapor chega ao local. A figura 5 
ilustra a evolução de um dessublirnador axial tradicional, uma 
das duas configurações em uso hoje. Deve-se notar que a taxa 
referente ao sistema proposto toma como área de referência não 
a área de troca, mas a área total de célula. 

Tabela 8: Campo de Pressões Relativo 

IY Campo de Pressões (Pascal 
1 147. 144. 162. 146. 

lll. 10.9 117. 120. 
2 91.3 91.6 95 .9 87.7 

59.2 101. 111.5 116. 
3 44.5 52.9 55 .3 42 .9 

12.6 92.0 105. 110. 
4 15.6 21.5 8.37 0( referência) 

-24.71 83.3 97.6 103. 
5 -6.98 -3.56 -1 2. 5 -31 .1 

-35 .0 74 .8 90.5 93.4 
6 -26.7 -23.1 -32.5 -38.7 

-18.7 65.9 79.8 82.2 
7 -52 .0 -42 .1 -46.5 -40.2 

-9.99 53.1 65.4 66.3 
8 -71.6 -54.9 -66.0 -61.8 

-29.8 36.1 46.7 47.1 

X mm 

Figura 4: Campo de Pressões em Pascal 

Os dados, de coeficiente de troca de calor (que já incluem a 
radiação linearizada), e de massa, são os valores iniciais usuais 
de dessublirnadores axiais, cujos coeficientes de troca, costu
mam ser maiores que os dessublimadores de bandeja., dadas as 
maiores velocidades relativas entre a corrente de gás bombeado 
e superfícies de troca. Os valores iniciais em questão são aqueles 
obtidos antes da camada de neve se formar. 
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Figura 5: Evolução no Tempo das Taxas de Deposição em z=O, 
z= 7 e z= 15 cm num Dessublimador Convencional Axial 

Pode-se ver da figura 5, que os ·dessublimadores tradicio
nais tem taxas de deposição médias, com a posição, e com o 
tempo muito menores que a de pico no bordo de entrada. É in
tuitivo que o sistema proposto, fimciona melhor com taxas de 
deposição menores, pois diminui a necessidade de se retirar ou 
fornecer calor às interfaces de transpiração, o que permite até 
mesmo aumentar a área relativa de troca nas células tmitàrias 
destinadas a zonas pobres em vapor. Na figura 5 vê-se wna linha 
horizontal , referente ao nível de pico do dessublimador proposto, 
em 27% do pico do convencional. Vê-se que em 36 minutos, 
após o início da operação de um sistema convencional já se tem 
até no bordo de entrada taxas menores que a do sisten1a propos
to. Espera-se que a taxa limite como fimção da posição, nwn 
sistema semelhante ao proposto, caia mais lentamente que no 
sistema convencional, justamente devido a possibilidade já cita
da de se aumentar a tração de área com transpiração. A figura 5 
foi obtida com a metodologia proposta por Ueda e Takashima 
( 1976 e 1977) para as pressões, temperaturas e condições de 
trabalho utilizadas na câmara de alto vácuo do presente estudo. 

CONCLUSÕES 

O presente estudo, permite afirmar-se que dessublimadores 
de operação contínua, baseados na circulação em um meio poro
so de um fluido auxiliar, induzida por variações de porosidade e 
tensão superficial são tecnicamente viáveis. Além disto, tais dcs
sublimadores podem atingir eficiências médias de troca por área 
e por tempo, superiores a sistemas convencionais, para vários ti
pos de aplicação . Deve-se notar que as velocidades de circulação 
do fluido na teia, são muito maiores que as velocidades de 
transpiração, e não são o fator limitante no desempenho do sis
tema, que é sim a dificuldade de se fornecer ou retirar calor nas 
interfaces de troca de massa, o que permite prever-se em confi
gurações futuras desempenhos ainda melhores que o da configu
ração apresentada neste trabalho. 

A otimização de um sistema do tipo proposto, porém, en
volverá análises mais detalhadas, com um número razoável de 
seções, bem como a evolução das condições do gás na câmara de 
vácuo. Esta otirnização, poderá ainda incluir elementos de troca 
de calor no interior do domínío, nas proximidades da superficie, 
para awnentar a área de troca de massa e ao mesmo tempo re
mover as limitações impostas pelo balanço térmico nestas áreas. 
Também se tàz necessàrio um estudo mais detalhado sobre os 
desvios da lei de Rault nas condições operacionais prováveis do 
sistema, e um levantamento mais extenso de possíveis fluídos de 
trabalho. Em aplicações mais nobres, como liofilização de re
médios (-55°C de temperatura do gás na câmara de vácuo), nas 
quais, face as baixas pressões reinantes, tem-se taxas muito bai-
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xas de trocr. de massa, espera-se que sistemas similares ao pro
posto se imponham primeiro, pois nestes casos, a troca de calor 
deixa de ser problema. 
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ABSTRJ\CT 

This paper analyses the use of the Marangoni-Bénard convection 
in a porous media with zones of different pore sizes and induced 
temperature-gradients, in the continuous pwnping from a high 
vacuum zone to a zonc \\'Íth pressures compatible with liquid 
ring pumps of vapors that are soluble in the special tluid that 
fills thc porous media. 
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ABSTRACT 
A mixture theory approach is used to simulate the momentum and energy transfer in a oned
imensional flow of a newtonian fluid through a rigid nonsaturated porous matrix. The mix
ture represents a set of three overlapping con tinuous constituents: a solid (pm·ous medium) , 
a liquid {newtonian fiuid) and an m ert gas , mcluded to account f or the com pressibility of the 
system as a whole. Th.e problem is described by a se t of four nonlinear partial differential 
equati ons . 

lNTRODUCTION 

Problems that impact the energy self-sufficiency 
and the environmental state justify the increasing a t
tention devoted to transport phenomena in porous me
dia. Some practica l applications like enhanced oil re
covery processes, s torage of nuclear waste material (in 
deep earth rock layers or deep ocean seabeds) , contami
nation of soils by hazardous wastes and pollution move
ment motiva te the interest attached to these phenom
ena. 

ln this work the Theory of Mixtures, a convenient 
method to describe multicomponent systems, is used to 
build a local model for the nonsaturated flow and heat 
transfer of a newtonian fluid through a rigid porou~ ma
trix. The nonsaturated porou~ medium is modelled as 
a mixture of three overlapping continuous constituents : 
a solid (a rigid, homogeneous and isotropic porous rna
trix), a liquid (an incompressible newtonian fluid) and 
an inert gas, assumed with zero mass density; which ac
counts for the compressibility of the system as a whole. 

ln order to account for the thermomechanical cou
pling among the constituents, additional terms, play
ing the rol e of momentum and energy sources, must 
be considered in the balance equations. The momen
tum and mass balance equations a re solved for the fluid 
constituent only - since thc porous rnat rix is rigid and 
at res t - while the energy balance equations must b e 
solved for the fluid (Iiquid) and solid constituents. The 
gas constituent, included for allowing changes in the liq
uid fraction (or liquid concentration) needs no equation 
to describe its behaviour. The resulting mathematical 
representation consists of a set of four nonlinear par
tia! differential equations subjec ted to initial data and 
boundary conditions. 

A special numerical approach is used to simulate 
one-dimensional cases of interes t . The hydrodynami
cal probl~~m is approximated by means of the Glimm's 
Scheme, combined with an operat"or splitting technique, 
which accounts for the nonhomogeneous part of the 
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differential equations. A finite-difference implicit 
scheme, with staggered grids, is used to approximate 
the thermal problem. 

GOVERNING EQUATIONS 

Since the solid constituent is assumed rigid and at 
rest and the third constituent is a gas with negligible in
er tia, specific heat and thermal conductivity, thc eonti
nuity and momentum equations must be eonsidered for 
the fluid constituent (represented by a newtonian liq
uid) only. Assuming a chemica lly nonreacÜng mixture 
without any source of mass, the rnass balance for the 
fluid constituent is given by (Atkin and Craine, 1976): 

( 1) 

in which PF is the fluid constituent mass density and 
vp is the fluid constituent velocity in the mixture. 

The balance of linear mom entum is given by (A tkin 
and Craine, 1976): 

[
8vp ] . . 

PF Bt + (gradvp)vp = dJVTp + mp + ppbp (2) 

where T F is the partia] s tress tensor acting ot1 the fluid 
constituent, mp is a momentum source and bp is a 
specific body force. 

Considering a newtonian incompressible fluid con
stituent, the momentum source, which accounts for the 
dynamical interaction (among the constituents) acting 
on it, according to Williams ( 1978) and Saldanha da 
Gama and Samp aio ( 1987) is given by: 



I 
I, 
li ' 

. ~ 
Ir 
!I 

~ li 
li 

~ 

where 17 is the fiuid viscosity ( continuum viewpoint ), V 
is the diffusion coefficient and K is the specific perme
ability. The saturation 'ljJ relates the fiuid fraction rp to 
the porous medium porosity ê (a constant): 

,j_; = PF 
êp 

smce rp = PF 
p 

(4) 

where P. is the actual density of the liquid (regarded as 
a singlé continuum). 

The partial stress tensor for the fiuid constituent 
representing a newtonian incompressible fiuid, accord
ing to Williams ( 1978) is given by: 

Tp = -ppl + 2J.,tDp (5) 

where Dp is the symetrical part of vp (fiuid Con
stituent velocity) gradient, p F is a partia! pressure di
rectly proportional to the square of pp(Williams, 1978) 
and J-t is related to the fiuid constituent viscosity. Ac
cording to Allen (1986), Tp may approximated as: 

Tp = -ê
2p'I/J 21 (6) 

where p is a constant pressure. 
The energy balance must be considered for both 

constituents (Atkin and Craine, 1976): 

ppcp -- + (gradTp)vp = -divqp+ [
aTp ] 
at 

+Tp·Dp+q; +IIFs (7) 

(
aTs) . '" pscs 8t = -d1vqs + q8 - Ilps (8) 

in which Ps is the solid constituent mass density, cp 
and c8 are the solid and the fluid specific heats, Tp 
and Ts are the fiuid constituent and the solid con
stituent temperature fields, qp and q 8 are the conduc
tion heat fiuxes for the fiuid and the solid constituents 
and q; and q~' are the fiuid and solid constituents heat 
sources. The field Ilps is a temperature dependent 
source, which represents the energy transfer per unit 
time and unit volume, from the solid constituent to the 
fiuid constituent. 

Assuming a linear dependence on the pareei of the 
mixture actually "occupied" by the fiuid, the partial 
heat fiux for the fluid constituent is proportional to the 
fluid fraction rp (Martins-Costa and Saldanha da Gama, 
1996): 

qp = -AkpE:'Ij;gradTp (9) 

in which A is a constant depending on the porous 
medium thermal properties and internal structure and 
kp is the actual liquid thermal conductivity. 

The partial heat fiux for the solid constituent de
pends on the porous matrix porosity. It may be stated 
as (Martins-Costa and Saldanha da Gama, 1996): 

qs = -Aks(1- ê)gradTs (10) 
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where ks rs the actual solid thermal conductivity. 
According to Martins-Costa and Saldanha da 

Gama (1996), the energy source flps, which accounts 
for the constituents' local temperature difference, may 
be expressed as: 

flps = -ITsF = 'lj;Rps(Ts- Tp) (11) 

where Rps is an always positive factor which may de
pend not only on spatial position and on the mixture 
constituents' thermal properties but also on trwir ve
locities (Martins-Costa and Saldanha da Gama, 1996). 

ONEDIMENSIONAL PHENOMENA 

Assuming now that all the quantities ·may depend 
only on the time t and on the position x, and that v 
is the only nonvanishing component of the fiuid con
stituent velocity v p, such that v c~ v p.Í, the governing 
equations may be expressed as: 

a 
a'lj; + -(1/JV) ~O 
at ax 

( 12) 

[ 
a v a v] a 2 2-

PE 1/J--;- + !j)v-c = --;-{E 1j! p)-
at ax fix 

2 2 
f3p ê a 2 2 

----('1/J ) - a'lj; v 
2 ax 

( 1 ;{) 

E:'I/Jpcp [aTp +v aTF] ,= 
8t a:c 

a ( aTp) = Akpê- '1/J-- + Rps'I/J(Ts- Tp) 
8x 8x 

(14) 

[
aTs] a

2
Ts pscs -- = Aks(1- E)-... -. 1 

8t 8x2 

+RFs'I/J(Tp- Ts) (L'i) 

At this point it is convenient to introduce the fol
lowing definition, considering a reference p'ressure p0 : 

a 2 2 /3p2ê2 a 2 2 a 2 
-(E: '1/J p) + ---(1/J ) =E po-(1/J ) (16) 
ax 2 ax 8:r: · 

The set of equations ( 12-15) may be rewritten as: 

a'lj; 8 
aT + a~ ( '1/Ju) = o ( 17) 

a 8 2 2) 2 -('1/Ju) + - ('1/Ju +V' = -1'1/J u 
aT 8~ 

( 18) 

'1/J [aBp +uaBp] = 
8T DE, 

Akpê a. ( [)() F) Rps'1/' ( ) --- 1/J-- + -- Bs- B·p 
êpcp a~ fi~ êpcp . 

( 19) 

) 
2 aBs Aks(1- ê 8 Bs Rps!/J 

- = ---'----'--- + --(Bp- Bs) 
aT PsCs a~ 2 pscs 

(20) 

provided that the following dimensionless quantities are 
defined: 



lP nL {!ia X 
(21) u vy spo I Ç= 

L ps spo 

T ~ ±PI- Tp Ts 
Op=- Os=-

To To 

in which To is a reference temperature and L is achar
acteristic length. 

lt is to be noticed that, in order to solve the above 
problem, initial data and boundary conditions for 'l/1, u, 
O F and Os are required . 

Cl 

FIG I - Problem Scheme 

NUMElliCALPROCEDURE 

IMPERMEABLE 
SURFACE 

Starting from the fields 'l/1, u, Op and Os at time Tn, 

the approximations for them at time r n+ 1 are reached 
through the following steps: 

i) llydrodynamical problem 

The following procedure is employed to advance 
from the time T 11 to Tn+l, assuming that F = 'l/1 and 
G = <ht, so that the problem below represents ( 17-18), 
subjected to a given data at T = T 11 : 

oF ac 
-+-=0 oT aç 

ac a (G2 
2 ) -+- -+F = -1FG ar aç F 

F ccc F'11 (ç) 

G = Gn(ç) 

at T = Tn 

at T = Tn 

in which F lln(Ç,T) and G = Ô11 (Ç,r). 

(22) 

An approximation for the fields F and G at the 
time Tn+ 1 is obtained by employing an "operator split
ting" . The approximation is reached by solving the 
following problem: 

oF 
-=0 
OT 

a c 
- = - 1 Fc 
OT 

F = Fn+I(Ç) 

G = Gn+l (ç) 

at T = Tn 

at T = Tn 

(23) 

909 

as follows: 
(24) 

calculated at T = Tn+l, where 6.r = Tn+l- T11 • 

The fields Fn+l and Gn+l used as initial data in 
(23) are obtained from the homogeneous problem: 

aF ac _ 
0 oT + aç -

-+- -+F 2 =O ac a (c2 
) 

ar aç F 

F = Fn(ç) 

G = Ôn(ç) 

at T = T11 

at T =· Tn 

(25) 

ln other words, F n+l and Gn+l are the solutions 
of (25) evaluated at the time T = Tnt-J· 

Problems like (25) may be numerically solved by 
means 6f the Glimm's Scheme (Smoller, 1983). The 
first step in this scheme is to approximate the initial 
data by a piecewise constant function as follows: 

G = Gn(ç) ;::::; Gn, = ên(Ç; + l!n6.ç) 

6.Ç 6.Ç 
for Ç; - 2 < Ç < Ç; + 2 

in which Vn is a p.umber randomly chosen in the open 
interval (- 1/2. { j2) and 6.Ç is the width of each step 
(6.Ç = Ç,+J - Ç;). 

The above approximations for the initial data give 
rise, for each two consecutive steps, to the Riemann 
problem given by: 

where T = Tn· 

aF ac 
-+-=0 aT aç 

-+- -+F =0 ac a (G2 
2 ) 

oT aç F 

6.Ç 
-00 < ç < Ç; + 2 

(27) 

6.Ç 
çi+l - 2 < ç < 00 

Denoting by F/!, and C;{, the generalized solution 
of (28), the approximation for the solution of (25) at 
the time T n+ 1 is given as follows: 

in which Tn+l must be such that the Courant-Friedrich
Lewi condition is satisfied (Smoller, 1983): 

6.Ç 
T +l - T < ---"-

n n - 21>-lrnax (29) 



where 1>-lmax is the.maximum (in absolute value) prop
agation speed, considering ali the Riemann problems. 

ii) Thermal Problem 

Once F and G at T = Tn+I are known for all Ç, 

a finite difference scheme is employed to determine (} F 

and (} s at T = Tn+b for ali~ - The scheme is applied to 
the following problem: 

Fn+I8(}p + cn+I (8(}p)n = A 82(}F + 
8T 8~ F 8~2 

( 
a1/J ) n ( ag F ) n n~ 1 ( ) +Ap - -- + BFF - (}c;- (}F 
8~ 8~ . 

ags 8
2
(}s n+l( 

~ = As--2 + BsF (}F- (}s) 
8r a~ 

in which: 

AF __ {L ( AkF ) 
V Po PCFL 

As= Aks (l- ~) {L 
pscsL V Po 

SOME RESULTS 

RFs {L 
BF = ~pcF V Po 

R H, Bs = --L -
pscs Po 

(30) 

(31) 

The procedure pointed out in the previous section 
is now employed for simulating a porous slab with a pre
scribed saturation at Ç = O and an impermeable surface 
at Ç = l , represented by the following problem: 

81/J 8 
-+-(1/Ju ) = O 
ar a~ 

a 8 
- (1/Ju) +- (1/Ju2 + 1/J2 ) = - 11/J2u 
ar a~ 

(32) 

1/J = ~o (~) for T = O 

wu = V,o(Ç)uo(Ç) for r = O 

subject to the following boundary conditions, which are 
imposed on the first and last steps after each advance 
in time. (They must be considered together with initial 
data for 1/J, tt, (}F and (}s.): 

ç 

1/J = 0.4 for 0 < T ::; 140 
• 

o =:;. 1/J = free for T > 140 

u = free for 0 < T ::; 140 

u=O for T > 140 

~ = 1 =:;. u = O 

Considering the thermal boundary conditions: 

~ =- 0 =:;. 

Ç =- I =:;. 

Op=(} s = l 

8(}p _ 8(}F = 0 
TE: -- â~ 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 
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Some selected results are presented in Fi gures 2 
and 3, each of them consisting of eight graphs, repre
senting dist inct time instants (the first graph presents 
the initial data (r "- 0)) . Four curves are plotted in 
each graph: 1/J is represented if solid !ines connect the 
points , u if dashed !ines connect the points, (} F if solid 
lines with * connect the points and (} 5 if dashed !ines 
with * connecl. the points. 

Figure 2 represents the distribution of the four con
sidered variables, when 1 = O. This is equiv_alent to con
sider a perfect ftuid ftowing through the nonsaturated 
porous slab shown in figure I. Figure 3 represents 1/', 
u, (}F and (}s versus Ç when -y = 10 :1, for the sanw 
time instants. A perfect fluid behaviour shows more 
accentuated discontinuities then a newtonian fluid , as 
physically expected. The differences become more evi
dent when 1 assumes greater values. 

CONCLUDJNG REMARKS 

A non conventional numerical approach 1s pre
sented, in which a mathematical problem is decorn
posed in two parts: one elliptic (representing the en
ergy equations for both constituents) and one hyper
bolic (representing the continuity and momcntum equa
tions for the fluid constituent). A specific and powerful 
procedure is employcd in the simulation of the hyp er
bolic part - Glimm's scheme combined with an operator 
splitting technique. The approximation of the hypcr
bolic problem is used as input in the ellipti-c part simu
lation, by means of a finit c difference scherne, specially 
constructed for this probl em. 
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RESUMO 

Apresenta-se um modelo fisico-matemático para o funcionamento de um tensiômetro provido de um 
manômetro de mercún·o. O problema matemático é resolvido com o emprego do método dos volumes finitos 
aplicado ao caso de escoamento monodirecional radial. O modelo proposto se revela apto a representar 
vários aspectos do fenômeno natural. O programa simulador desenvolvido mostra-se potencialmente útil ao 
estudo e à caracten'zação de meios porosos submetidos a processos de escoamento em regime de 
insaturação. 

INTRODUÇÃO 

O tensiômetro conshtm-se num instrumento clássico 
utilizado na medição do estado de energia da água presente no 
seio de um material poroso. Ele é composto de uma cápsula 
porosa (barreira capilar), geralmente de cerâmica, a qual é 
conectada à uma das extremidades de um tubo cheio de água. 
Na outra extremidade é fixado o manômetro. Um esquema é 
mostrado na Figura I. Uma vez colocada em contato com o 
nwterial, a água presente na cápsula, inicialmente à pressão 
atmosférica, passa a interagir com a água do material a qual se 
encontra sob tensão. Durante a evolução do sistema para o 
estàdo de equilíbrio, uma certa quantidade de água é drenada do 
tensiômetro para o meio, o que provoca a queda de pressão da 
água que se encontra herméticamente confmada no interior do 
tubo. Essa queda de pressão é indicada pelo manômetro. 

Desta maneira, é possível avaliar o estado de energia da 
água presente no meio poroso (potencial matricial), e mesmo 
seguir sua evolução no caso de escoamentos transientes em 
regime de insaturação. É necessário entretanto atentar para o 
fato de que a monitoração de um fenômeno transiente pode ser 
consideravelmente amortecida pelas perdas de carga através da 
parede porosa da cápsula e pela inércia do transdutor de pressão 
empregado. 

No que se refere à sensibilidade do transdutor, deve-se 
procurar limitar o volume de água deslocada do reservatório do 
tensiômetro. Nesse sentido, um transdutor de membrana 
deformável pode reduzir ao mínimo o tempo de resposta do 
dispositivo tensiométrico. Já em relação à resistência hidráulica 
imposta pela parede porosa, há que se considerar o limite de 
queda de pressão sem que ocorra a desaturação, com entrada de 
ar no reservatório de água, e consequente nivelamento das 
pressões ao valor atmosférico. De fato, a maior limitação do 
tensiômetro reside na impossibilidade de se ir além da ordem de 
0,8 a I ,O bar de queda de pressão, sem que se produza o colapso 
dó sistema. 

Tendo um tensiômetro, munido de um manômetro de 
mercúrio, como objeto de estudo, procurar-se-à demonstrar 
como a sua modelagem matemática pode auxiliar na 
compreensão dos mecanismos de transporte bem como na 
caracterização hidrodinâmica de meios porosos. Em particular, o 
programa simulador desenvolvido apresenta-se como urna 
ferramenta importante, permitindo um acompalhamento visual e 
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global das simulações, exibindo a distribuição transiente de 
umidade e pressão no donúnio de solução e facilitando, entre 
outras coisas, a análise paramétrica do problema. 

O MODELO FÍSICO-MATEMÁTICO 

Como modelo para a representação do escoamento da água 
no material poroso, adota-se a equação de Richards ( 19 3 I ) para 
a direção radial, negligenciando-se a parcela convectiva de 
natureza gravitacional. Tem-se: 

c('1')
8
"' = .!_~[rK('1') 8"'] 

àt r àr àr 
(1) 

onde t é a variável temporal (s); r, a variável espacial (m); IJI, o 
potencial matricial (m); K, a condutividade hidráulica (m/s); e 
C, a capacidade capilar (m.1

), dada por c( 'I')= aeja'l', sendo 

e, o conteúdo volumétrico de umidade (m3/m3
). Essa equação é 

submetida às seguintes condições: 

• condições iniciais 

{
IJI=Ijlo ; r>rJ} 

t =o : 
'I'= '1'! ; r= r1 

(2) 

onde os índices O e 1 representam a condição inicial no meio e a 
parede externa da cápsula, respectivamente. 

• condições de contorno 

(a) fluxo nulo de. água na fronteira externa (por exemplo, na 
parede impermeável do recipiente que contém a amostra); 

t >o OIJII - -o 
à r r= roo 

(3) 

com r., correspondendo ao raio externo. 

(b) na unidade de tempo, o volume de água deslocado do 
interior do manômetro é igual ao volume de água que aflora à 



li· 

l 
1 
I 

superficie da cápsula passando para a amostra. Como a cápsula 
é considerada saturada, não existe acumulação de líquido em 
seu interior; 

t > O : AcK(,v) a'~''l ar r=r1 

_ A~m _ah 
- 2 ct (4) 

com ~. a área externa da cápsula; A..,, a área transversal do 
tubo do manômetro; c h, a altura de coluna d' água 
correspondente à queda de pressão no tensiômetro. 

Um esquema do modelo llsico adotado é apresentado na 
Figura 1. 

água destilada 

/---- --,", 

(

/ __ '--_-~. ~o ~, .. ) '\ 
- , ( ........... 

"~"'. r/ 

/\'"' "~ -----~ 
\ "'· 1., · ' 

_, ( .-/ 

~""'~'"'~~ ~ meJo poroso ~ 
~~~~~\'>~~>~\'\-?~~~ 

IJ!Zo 

água destilada 

cápsula porosa 

_ _l 

Figura I - Esquema de um dispositivo tensiométrico munido 
de um manômetro de mercúrio, mostrando em 

detalhe a cápsula porosa. 

Salienta-se que a formulação aqui adotada, em termos de 
um potencial de pressão, diferentemente de um potencial de 
umidade como em Quadri (1988), confere ao modelo um caráter 
mais geral, pois contrariamente a 8 , 'V é sempre contínuo no 
meio, permitindo o estudo de meios extratiticados e a 
consideração de regiões submetidas a pressêes positivas. 

RESOLUÇÃO 00 PROBLEMA 

O problema matemático represcnta<~'l ída Eq. ( I) sujeita às 
condições dadas pelas Eqs. (2), (3) e (4) é fratado segun~v o 
método dos volumes finitos, utilizando uma formulaçiirJ 
totalmente implícita . A validade das soluções obtidas t. 
subordinada a critérios de fechamento de balanço de massa, de 
estabilidade e de medidas experimentais (Quadri, 1988). 

Para resolver o problema, é necessário conhecer as relações 
C(IJI) e K('V), coeficientes esses que conferem o caráter não 
linear à Eq. (I ). Para se determinar C(IJI), deve-se dispor da 
chamada curva de retenção de unlidade ('I' x e). Não foi 
possível encontrar urna expressão analítica [e.g. tipo van 
Genuchten ( 1980)] adequada à representação dessa curva 
experimental ao nível de precisão desejada. Assim, opta-se por 
trabalhar com valores tabelados obtidos a partir dos próprios 
dados experimentais, efetuando-se interpolações sempre que 
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necessário. A Figura 2 mostra o aspecto da curva de retenção 
para um processo de intiltração primária. 

No que se refere à conduÍividade hidráulica, K(IJI), utiliza-se 
a expressão de Brooks e Corey (1964 ): 

K = Ks ( 8- Ürl. p 
$ -er) 

(5) 

onde K., condutividade hidráulica de saturação do meio, (= 7.4 
E-03 cm/s, é um valor experimental);e ajustam-se $, a 
porosidade do meio, (= 0.395); e,, teor de umidade de 
referência, ~= O); e 0, un1 parâmetro, (= 5.8492). A Figura 3 
ilustra o comportamento de K cm função de e, sendo que a 
passagem de K(IJI) a K(G) é etetP <:da através da relação 'V X e 
(curva de retenção). 
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No código numérico, os valores da condutividade hidráulica, 
que devem ser estimados nas paredes dos volumes de controle, 
são calculados segundo un1a ponderação hatkward. A boa 
qualidade das soluções obtidas parecem indica,r a validade do 
procedimenh 



O meio poroso uti~i7~• .. io é o mesmo de Quadri (1988), 
constituído de 95% de r' ,·~ia de duna e 5% de caulin em peso. 
As propriedades fenc u.cnológicas do meio, cápsula porosa, 
características geométricas do tensiômetro e das amostras, bem 
como as técnicas e~: ; -~:Unentais envolvidas, podem ser 
encontradas no referido trabalho. 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

A resolução do modelo matemático através da utilização da 
técnica dos volumes finitos eliminou os problemas de 
instabilidade e precisão apontados em Quadri, Philippi e Bolzan 
(1988), quando da resolução de um modelo similar (com 
formulação em termos de teor de umidade, S). 

Ao serem graficados . em escala monologaritrnica, os 
resultados da dinâmica de resposta do tensiômetro (Figur.as 4, 5 
e 6) se apresentam segundo sigmóides. Experimentalmente, este 
comportamento é mais notório aos baixos teores de umidade 
(Figura 6). No que se refere ao tempo necessário para que seja 
atingida a condição de equilíbrio, encontram-se tempos 
progressivamente maiores à medida que diminui o teor de 
umidade inicial da amostra. O modelo revela duas fases 
distintas no processo de medição: 

• Fase cinética: molhamento da região próxima à cápsula, 
correspondendo à etapa acelerada da dinâmica de resposta; 

• Fase assintótica: secagem da região anteriormente 
umidificada, segWldo uma dinâmica assintótica. 
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A evolução do teor de umidade nas proximidades da cápsula 
pode ser apreciada através da Figura 7, para as diferentes 
simulações consideradas. Fica evidente o molhamento com 
posterior secagem do meio jWlto à cápsula. Tal fato nos remete 
ao fenômeno de histerese (não considerado pelo modelo) 
normalmente apresentado pelos meios porosos quando 
submetidos a processos sucessivos de embebição e drenagem. 
Isto implica na não unicidade da relação ('I' x 9) com 
consequências diretas nos cálculos do coeficiente C('!') presente 
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iniciais do meio poroso. 

na Eq. (I) e nas passagens K('l') ~ K(S) e 'V~ e. Observa-se 
que a histerese passaria a se manifestar na fase assintótica do 
processo, a partir dos máximos das curva& mostradas na Figura 
7. Pode-se demonstrar que esses máximos coincidem com os 
pontos de inflexão das curv.as de resposta nas Figuras 4, 5 e 6. 
Deve-se portanto examinar a necessidade de incluir a histerese 
no modelo a fim de que se possa avaliar o seu impacto sobre 
outros parâmetros de ajustagem nas simulações. 

Outro aspecto importante a considerar, é a forte influência 
da resistência hidráulica da cápsula (l<.) sobre a fase cinética. 
Através de uma análise de sensibilidade de parâmetros, 
comprovou-se a grande diversidade de valores para a 
condutividade hidráulica das cápsulas utilizadas nos ensaios 
experimentais, conforme assinalado em. Quadri ( 1988). Desse 
modo, valores entre 3.0 E-08 e 5.0 E-10 m/s para I<. foram 
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utilizados nas simulações a fim de reproduzir os 
comportamentos observados experimentalmente. 

Da confrontação entre resultados experimentais e simulaçãó, 
constata-se wn bom desempenho do modelo-simulador, tanto na 
forma • da resposta quanto na proximidade aos pontos 
experimqntais. Adicionalmente, a ausência de instabilidades e a 
exatidão obtida no fechamento dos balanços de massa (erros 
menores que O .I o/o) durante a obtenção das soluções nwnéricas 
são pontos favoráveis à validação do modelo. 

CONCLUSÕES 

O modelo-simulador proposto se revela apto a representar 
vários aspectos do fenômeno natural, haja vista a sintonia dos 
resultados de simulação com os experimentais e de sua 
conformidade com a noção tisica que possuimos dos processos 
de migração de wnidade em meios porosos. 

O modelo indica a necessidade de inclusão do fenômeno de 
histerese, principalmente para que se possa examinar seu 
impacto sobre a definição da fase assintótica do processo de 
medição. 

Apesar de negligenciar a histerese, os resultados de 
simulação obtidos demonstram a pertinência das demais 
hipóteses de trabalho adotadas e particularmente da 
caracterização, efetuada experimentalmente, Quadri ( 1988), das 
propriedades hidrodinâmicas do meio poroso. 

Comprova-se que, tanto no aspecto experimental como no 
teórico, a resistência hidráulica da cápsula porosa é 
determinante para a definição da fase cinética do processo. 

Por fim, o modelo-simulador se apresenta potencialmente 
útll para a determinação e/ou confmnação das propriedades 
hidrodinâmicas do meio. Através de wn procedimento inverso, 
buscar-se-ia uma quantificação dessas propriedades através da 
análise das resposta do tensiômetro partindo-se de diferentes 
condições inicias de teor de umidade das amostras. 
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ABSTRACT 

The aim of this work is to show the utility of a simulator
model to descrition process of water transfer in unsaturated 
porous media during the transient response of a tensiometer. 
The transfer aquations are solved nwnerically by fmite volwnes 
assuming an radial geometry. The model indicates two stages 
for the response: at fust, a kinetic process and following a 
asymptotic behavior. ln addition, the hysteresis phenomenon 
appers as a important aspect in this study. The results of 
laboratory and theoretical predictions show that the procedure 
provides a useful and promising means of determination of the 
hydrodynamique characteristics of the milieu. 
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SUMMARY 

Displacement simulations in realistic pore networks are presented for cases where capillarity contrais 
jluid motion and spatial distributions. With discrete geometry toais, the real network is reduced to a .flow 
path "skeleton" . ln equilibrium conditions, the skeleton inverse transform is then applied to determine 
rhe jlow geometry. Complex displacemenl sequences, involring partia/ ar total imbibition and drainage, 
can be simulated that way. The corresponding algorithm allows studying the irreducible wetting phase 
satllration or fractured media. 

INTRODUCTION 

The interpretation and modelling of multiphase flow and 
retention properties of porous media must take into account 
the complexity of the internal geometry of Lhe microscopic 
channels. These fundamental properties are studied by 
considering the movement of menisci at the pore scale, and 
also, by an "cntrapment" of the residual fluid phase (Adler, 
1992) (Fernandes, 1994). Unsaturated flow in subsurface 
hydrology is a specific case of multiphase fio·· in porous 
media. lt is the case when the porous space of a soil is filled by 
water and air. which are the two fluid phases thc most usually 
present in the natural environment. Problems involving the 
dynamics of two or more immiscible fluids in porous media are 
well known in the oil industry (Spearing, 1991) (Hammecker, 
1993) (Ferreol. 1995). ln petrol!:um enginecring, multiphase 
flows of water, gas. oil and liquid solutions are involved in 
secondary oil recovery operations. 

Modern image analysis techniques allow to repre~cnt this 
real porous media network micro-structure by a phase function 
Z. in the 2-Dimensional case, by integer binary values 
(Rosenfeld. 1966) (Coster. 1989) (Pieritz, 1994). Derived 
discrete properties of this binary domain are formulated by the 
''Discrete Geometry" fundamentais. simplifying evaluation 
and characterisation methods (Chassery, 1991) (Thiel. 1991) 
(Pieritz. 1995 ). 

The major purpose of this paper is to formulate a discrete 
geometric method to evaluate capillary di~placements of 
multiphase flows in real networks by a compact topologic 
"skeleton" representation. This paper does not aim to provide 
an extcnsive review of the field. but rather to concentrate on a 
few concepts that are relevant to the topic and to summarise 
the proposed geometric method. 

Some physical basics conventions are presented in the 
first sectíon, to situate the problem domain. The subsequent 
section explains the fundamental "Background Distance Map" 
formulation. to reduce the binary network image to an "integer 
map" representation. Thc following section presents the basíc 
·'Median Axis" skeleton concept, to generate the mean 
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skeleton knowed as the "Median Line" . ln the next section , 
the capillary displacement simulation method is formulated, 
and some examples are shown. At last , limitations and 
conclusions are discussed . 

CONYENJ]ONS 

The term multiphase flow means that at least two 
immiscible fluids coexist and flow in the available pore space 
of a porous medium. This is to distinguish from flows of 
miscible fluids, which are dominated by mass diffusion and 
dispersion phenomena. Mixing between fresh and salt ground 
water and the movement of organic or chemical pollutants 
through the saturated zone of an aquifer are typical examples of 
such problems. Multiphase flows are dominated by the 
interfacial properties of the fluid-fluid and fluid-solid 
interfaces, such as surface tension, conta r. t angle, 
wettabi li ty ... 

Capillary dominated displacements are controlled by 
stable, equilibrium configurations of fluidlfluid interfaces in a 
pore system. At any given capillary pressure, the meni sci 
separating bulk fluid phases will ali have lhe sarne mean 
curvature if the system is an truly equilibrium state . Subject to 
the wettability constraint, fluid-fluid boundaries a re 
represented by the envelope of the union of reconstructed 
circles cap segments with a radius greater than a common 
threshold . The threshold radius is related to the capillary 
pressure through the Laplace equation. Fluid advancement, in a 
quasi-static sense, is then governed by propagation of the 
envelope assemblages of circular caps through the pore 
network skeleton. 

Fluid displacements are dependent from connectivity 
constraints if there is no mutual solubility between bulk fluid 
phases. Nonwetting fluid displacement can occur only along 
hydraulically connected pathways of the sarne phase. 
Otherwise, fluid motion does not take place. Wh e n 
connectivity is lost , residual phase remains. 
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DISCREfE DIST ANCE lMAGE 

Each point "r" of the real porous media space belongs 
either to the solid phase or to the pore space (i.c. the 
interstitial phase). A phase function can be introduced, namely 

z,(,j=~~ ( if r E phase k J 
( otherwise) 

(I) 

where k = Porous, Solid. The porous medium may be either 
finite, in which case it occupies a volume V, or infinite (V = 
RJ). 

The simplest global parametcr characterising the medium 
is the porosity, which is the fraction of void space within the 
sample : 

E= f L zL(t\ d'r (2) 

ln which d'r denotes a volume element in thc 30 space. 

ln the following, it will often be assumed that the material 
is spatially periodic, i.e. that it can be partitioned into 
identical parallelepipedic unit cells. This can be applied only 
to materiais that are statistically homogeneous; the size of the 
cell is implicitly assumed to be very large when compared to 
any characteristic length of the porous medium (Adler, 1992). 

This representation of the rnedium which is continuous is 
generally replaced by a discretc une. The medium is considered 
as composed of elementary ..:ubes (or squares in the 2-
0imensional case}, each of identical sides a, which are either 
empty or filled with solid. Such a útscretisation occurs 
naturally with image analysis or wi1h the generation of 
reconstructed porous media (Costcr, 1989). 

To reduce these data for image manipulation, a "distance 
labelling" technique can be formulated, where each pixel is 
labelled using the smaller distance from it to the neighbour 
background, composed of complementary image objects. This 
procedure generates a "Background Distance lmage" 
based in a distance mask called "Chamfer Mask". The 
chamfer mask is a structural element which relates a 
neighbours shape to integer labels. This labelling technique 
uses a sequential algorithm (Thiel, 1991 ), where the Euclidian 
distance is approximated by a discrete integer distance. 

00000000 
01111110 
01111110 
01111110 
01111100 
00011100 
00000000 

a 

00000000 
03333330 
03666630 
03677430 
03346300 
00033300 
00000000 

b 
Figure I - Binary image (a) and its background distance image 

with d34 chamfer mask(b). 

The most commonly used discrete distance is the chamfer 
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distance known as d34, where each neighbour from a given 
point, taken following the horizontal and vertical coordinated 
axis, are considered to be 3 measuring units distant from the 
starting point. The diagonal neighbours are 4 measuring units 
from that point. This mask give the numerical approximation 
of 'I,= 1.6666 ... to the square root of 2 ( 1.4142 ... ). ln Figure I, 
it is show an example of this approximation used for a binary 
grid. The maio advantage of using this discrete distance is 
related to the lower computer storage and evaluation 
requirements (only integers are used to evaluate the distances 
image). 

MEOIANAXlS 

The distances map may be conceived as a union of circles 
whose radii are equal to background distance related to the 
point where the circle is centred. This concept permit 
decompose the geometry in basic circles where a maio 
geometric element can be constructed called "Median Axis" 
(Figure 2). 

The median axis represents the centres of the local 
maximal circles included in the geometry, tangent to the 
object's edges (Chassery, 1992). 

A point P belongs to the Median Axis (MA) if it is the 
centre of a maximal circle of radius R, which is not contained 
in any other circle centred at another point Q, different from P: 

P E MA~ 'v' Q, B(P,Rp) <t B( Q.RQ) (3) 

The Median Axis is, thus, obtained by extracting the local 
larger circles which are identified by using a sequential 
algorithm (Thiel, 1994). This is a reversible technique, useful 
to compress the data needed to represent a 20 image, since the 
entire image can be reconstituted by giving the position of the 
centres and the radius of these circles. ln a 20 background 
discrete distance image these data are given by i and j point 
coordinates and the integer distance label ("radius value") . 

MEOIAN UNE SKELETQN 

Although the Median Axis is the only data needed to 
reconstitute the original discrete image (morphological 
information - black and white compress image process), it 
does not give any information related to the different objects' 
relations (topological information - connections between the 
different "objects" of the image). 

The sequential step consists to connect the different 



points of the Median Axis, usually disconnected. This 
generates a completely connected discrete topologic skeleton 
called "Median Line" (Figure 3 represents the median line 
associated to the bina~y image). 

From each median axis element is performed a connection 
algorithm by "Power Line" research . Extraction of 
connecting points is made over the background distance 
image. by calculating the path which presents the minim~m 
gradient between two any points in median axis (Pieritz, 
1994). This connection step permit conserve the topological 
inform<!tion with a compact image representation. 

" 

. . . 
.,/- -~ 

X 

Figure 3 - The binary shape (left). the Median Axis (centre) 
and its Median Line (right) representation. 

A recursive algorithm is used. needing only one run over 
the image matrix because for each point founded as a candidate 
to the median line (ML), it generates a connection line to 
identify the other median axis point. A "pile" conserve each 
new ML point coordinates, and the algorithm is performed 
until empty this pile. 

CAPILLARY-OOMINATED DISPLACEMENTS 

Given a network which has been reduced to a skeleton map 
of pore versus rock, t:1e inscribed circles centres skeleton 
provide the framework for developing equilit>rium saturation 
distributions . 

The main flow rcquirement in the image borders are the 
"perpendicular" (or normal) flow path condition, representing 
constant angular component in the "control" data domain. A 
''skeleton normal flow condition" in the network input-output 
flow boundaries is obtained by a generation of a fictitious 
connected pore phase around the structure. An example of such 
skeleton and a normal input-output flow skeleton condition, 
for a two-dimensional model pore system ( 100x60 pixel), is 
shown in Figure 4. This information can be used to generate a 
phase map or given capillary pressure. 

Phase maps can be produced by rendering a subset of the 
inscribed circles whose radii were determined in the previous 
step (Median Axis formulation). The union of circles with radii 
greater than or equal to a cutoff radius would represent a 
distribution of nonwetting phase during primary drainage if ali 
pore space were accessible. One can compute such 
accessibility-independent phase distributions for the range of 
radii present in thc inscribed skeleton. Such a rendering with a 
radius minor of a pixel would represent the entire porosity 
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image. Each cutoff radius would correspond to a different levei 
of capillary prcssure according to the Laplace equation. 

Figure 4 - Two dimensional porous network model (left) and 
its "normal flow condition" porous phase skeleton (right). 

The nonwetting phase distribution is that subset of the 
reconstructed circle union mask which is connected to the 
face( JJ where injection or production can take place. For the 
simple, 2-D example in Figure 4, the role of accessibility is 
rather obvious. Should nonwetting phase only be allowed to 
enter from the left, only a subset of the surface rendered can be 
filled (Figure 5). A program which runs a connectivity 
(Hoshen, 1976) check on each skeleton pixel identified as 
nonwetting phase and excludes those elements without a 
pathway. Reconstructed resulting phase distributions 
represent predicted equilibrium configurations found upon 
primary drainage. 

Figure 5 - lmbibition simulation in the simple 2-D model pore 
system of Figure 4, where nonwetting phase can only enter 

from the left. Nonwetting phase is grey, and wetting phase is 
white. lncrease of capillary pre·ssure in columns (r" = 50 to 

rN = 3 - in d34 integer chamfer units). 

ln imbibition simulation (decreasing capillary pressure). 
when considering a new equilibrium state, ali pore space 
available for the wetting phase represented in the skeleton 
map with the appropriate radius of curvature is accessible to 
the wetting phase. However, the nonwetting phase must have 
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a continuous nonwetting phase pathway to the exterior, or 
phase trapping, results . A new imbibition state is found by 
forming the union between nonwetting skeleton phase present 
which is immobile and that fraction of existing nonwetting 
skeleton phase which is already in the preferred accessibility 
independent configuration at the target capillary pressure. The 
nonwetting skeleton phase which can be stranded at each 
incremental decrease in capillary pressure is found by, 
identifying that fraction of existing nonwetting phase which 
is not in the appropriate primary drainage image, since the 
nonwetting phase ima~e is connected to the sample exterior. 

The phase distributions images as a function of entry 
radius are provided in Figure 5. Only the nonwetting "phase are 
provided in grey colour. ln this simulation. the nonwetting 
phase can only enter from the left. lnvasion of the pore body 
at the open surface is allowed at a pore entry radius of r. = I 7 
pixels, but penetration is not allowed to proceed due to the 
presence of a pore throat. Oecreasing, pore entry radius causes 
filling of pore roughness , as the method approximates the 
solid curvature locally with tangent circles of decreasing size. 
When the pore entry diameter equals the pore throat diameter, 
the downstream pore body is filled. This is the sarne point at 
which percolation is observed . At a pore entry radius is minor 
of a pixel, ali pore space is occupied by nonwetting phase. 
Upon decreasing capillary pressure (Figure 6), the saturation 
pathway is retraced until the equivalent pore entry radius 
increases beyond to the original enter value of pixels (flow 
output only in right side in equivalent d34 chamfers units). At 
this point, phase disconnection is favoured over pore 
emptying, and stranding, occurs in the leftmost pore body. 

-Z e '-j 
~ 

Figure 6 - Orainage simulation in the simple 2-0 model pore 
system of Figure 4, where nonwetting phase can only exit 

from the right. Nonwetting phase is grey, and wetting phase is 
white. Oecrease of capillary pressure in columns 
(r.,= 15 to r, = 50- in d34 integer chamfer units) . 
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This type of stranding is analogous to thc so-called ink
bottle effect (Oullien, 1991) except that pores need not have 
only a simple entrance or exil to bc susceptible to phase 
lrapping, in conlrast, lhe contents of the pore connected to 
lhe exterior is allowed to extrude complelely . 

ln real 20 binary images scctions of pore nelworks lhe 
discrete skeleton procedure performs the invasion and drainage 
curves showing the hysleresis phenomena. ln Figure 7, a 20 
micrographical binary seclion of a Auloclaved Aerated 
Concrete - AAC (Laurcnl and Frendo-Rosso, 1992) - was 
shown, with its porous phase topologic median tine skeleton 
representation (performed wilh the d34 chamfer mask - Figure 
8). 

This material have two distinguish classes: a microporous 
structure in lhe solid matrix and a macroporous ccllular 
structure (air bubbles) industrially created . The data represents 
an image of polished section impregnated by a black dye 
epoxy resine, with a rate of macroporosity E<= 59% , in an 
image of 256x256 pixel ( 17 x 17 mm section, macroporous in 
white). 

Figure 7- Binary digital image of an Autoclaved Aerated 
Concrcte - AAC (256 x 256 pixel). 

Figure 8 - The macroporous phase median line 
skeleton for the AAC binary image of Figure 7 

(chamfer d34 - "normal flow skelcton" condilion) . 



The invasion and drainage curves to the macroporosity 
from the AAC image (Figure 7) are shown in the graph of 
Figure 9, related to an equivalent cylind~ical model (by the 

Laplace equation) with the mercury nonwetting phase (e = 

141 o and cr = 0,485N/m - Metz, 1992). The final flow phase 
patch is presented in Figure I O (grey), representing the 
"percolation" resulting grid. The invasion and drainage are 
performed from ali borders. 
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Figure 9 - The invasion and drainage curves (performed with 
the chamfer mask d34) for the AAC image (Figure 7- E"= 59%). 
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Figure I O - The flow grid after saturation (from ali borders) for 
the image of Figure 7 (cutoff radii = I pixel) 

Frorn the real 20 binary section (Figure 7), an artificial 
fissured network is generated with linear segments, where the 
resulting binary porous network is shown in Figure li 
(macroporosity E"= 65% ). The observed rcsulting entrapped 
flow patch (in grey - Figure 12) after return from the saturation 
to the initial invasion capillary pressure was observeó, 
showing the importance of the fissured grid in the flow 
displacements after saturation conditions. 

The resulting invasion and drainage curves for the porous 
network of the Figure li (performed with the chamfer mask 
d34) related to a mercury nonwetting phase are shown in 
Figure 13. where the hysteresis phenomena is observed. 
Introducing fissures in the flow grid, the 20 section is changed 
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to a complete percolation grid. 

Figure II -AAC artificial fissured binary image 
(256 x 256 pixel- E"= 65%) 

Figure 12 - lrreducible flow phase after saturation/drainage 
from ali borders (grey colour) for the Figure 11. 
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Figure 13 - Resulting invasion and drainage curves for the 
AAC artificial fissured image (Figure I! - E,= 65%), 

performed with the chamfer mask d34. 
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DISCUSSION 

The simulations performed over the AAC section presem 
the main problem of 20 models to evaluate real medium 
properties. ln the first example (Figure 7), the porous phase is 
a non-complete percolation data because it do not conserve the 
real 3D spatial connections of the macroporous. The resulting 
invasion-drainage graph show this limitation where the image 
saturation pressure (cutoff = I pixel) do not completely fill 
the porous surface. 

ln the second case, the artificial fissured network relates 
the percolation threshold with the fissured's radii , given only 
a quality data. Otherwise, these simulations relating the main 
geometrical properties with physical steady state two-phase 
flow models, allowing complex geometric systems 
simulations. 

CONCLUSJONS 

A 20 network model has been developed where a compact 
discrete skeleton is able to simulate capillary-dominated 
displacements, which result from increases or decreases in 
capillary pressure . Equilibrium fluid distributions can be 
derived on complex network geometries, such as those 
obtained from micro-imaging techniques on physical cracked 
specimens. The initial observations concerning fluid 
properties on artificial 20 fissured images have ·~trong 

implications for modelling steady state two-phase flow 
regime3. The reduced skeleton network model algorithm can 
handle mixed wettability scenarios and gives reasonable 
results for capillary processes . Transpor! properties can be 
estimated using predicted equilibrium tluid distributions, only 
handling integer índices with Jower computer storage 
requirements. 
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SUMMARY 
The fundamental cfwracteristics i~( a new cooling conrepl for the thermal management of highfrequency 

microwave systems is presented. The prinwry xoal is to minimize temperature differences between electronic 
modules. The cold plate design consists of inserting an aluminum alloy porous matrix inside the co/d plme. 
The matrixpresems: low density, intrinsic mechanical strength, hi;?h thermal cunductivity and guod material 
compatibility for brazing , and it is manufactured with low dt:nsities and differenl void sizes. High density 
matrices, ohtained by mecha nica/ compression, are advantal{eousfor brazinl{. Hydraulic parameters of these 
compressed matrices were ohtained experiméntally and used as inpul for numerical simulations. Our results 
support the expectations tlwt these porous cnld plates can e.:r:hihit except ional thermal perfurrnances. 

RAC KGR\I ui.; O 

The development nf advanccd high frcquency microw avc 
sys tcms faces vcry challenging cooling rcstrictions in te rm s of 
now ralt! and tempcraturc of the de livercd co olant. Preci se 
contrnl nf lhe phase of each signal from eac!"J micrnwavc rnod
_ule is criticai to achievc the requircd ov erall pcrfonnan..: 

Frnrn a system operational view, it is hi ghly desired tllill the 
electrical perfonnance of identi cal cornponents in each n odule 
hav e identical electrical c haracteri stic s. This can he a•X tllll
plished hy having lhe op· .. ,·ating temperatures of iue.lli ca' rarts 
the sarne . There fore. llllllimizing temperature gradients hc<V-<;en 
identical cnmponent s in each hous ing module is a fundam en tal 
requiremcnt. To provide reliahle operatio n, it is nccess ary to 
have thc opcrating temperatures as low as pnssihle. within cer
tain hounds. This IS achieved hy improving the heat transl er co
efficient of the cn ld plate ape rture. therehy reduci ng the lcm
perature rise he twecn nuid and cold platc mounting surface. 
This reductinn lowers the dev icc junctinn temperature am; s ig
nificantly improves lhe array reliahility. 

A conventional microwave aperture uses cn kl plates with 
modules mounted as shnwn in Fig. I. When lhe coolant cir
cul ates thrn ugh lhe cnld platc internal passagcways. nr>dule 
waste heat is transferred ll' lhe tlowing coolant and trans;1\lrll:d 
away fwm the array. A series -tlow arrangement (Fig . l - left ) 
results in a large temperature ditlerence hetween idcntical com
pon ents in successive modules s ince th e temperature of the 
cnoling tluid increases alung its travei path . Also shown in Fig. 
l is a typical resulting t e mperatur~ gradient. w hich is unde
sirahle. An cxisting solution to this prnhlem requin:s 
soph isticated. computeri zed calihration tcchniques to compen
sate for the differenccs in c lectrical characteristics of each com
pon ent caused hy each module operating at a diffcrent tem
perature. 

A parallel - tlow arrangc ment. if att a inahle. would coo[ ~.:ach 
module in parallel along with a li other modules in the array. 
Thi s results in a unifonn temperature hetwcen modules and 
optimum array clectrical pcrformanc e. For llll'sl high frcqu ency 
micw wave anays. however. the scale of the array is small and 
prior attempts to utilize parallel-fl nw cold plat es have been 
unsuccessful hecause the changes in tlow directinn n:q uired hy 
the small sca le and the lack of adequare ple num space resul t in 
poorly distrihuted coo lant tlnw . Thi s poorly d is trihuted flow 
causes excessive temperature differcnces hctwe<.:n modules. lhe 
very prohlem that lhe para llel -tlow concept was 1ntended tu 
solve. 
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T~:mperalure Ci ratlient Temperature C.iradient 

Fig ure 1- Cnld plate desi gns : existing (left) and proposed (right) 

To nhtain a para llel-llnw arrangcment with a tlow unifonn · 
ity not ohtained prev iously. a ncw approach to the des ign of a 
cold pl ate is necessary. The new cnld pl ate design, considcred 
in the prcsent effort , consists of inserting a porou s metal li c layer 
inside the cold plate apcrture (Fig. l - right). Ry placing a 
pornus layer within the co ld plate, the pressure drop from inlet 
to o utlet plena is equalized, resulting in a parallel-flow, therehy 
maintaining the temperature of components located ai a par
ticular levei (i.e .. at the sarne vertical distance hetween 4nlet and 
nutlet ple na) suhstan tiall y the sarn e. ln this way, hy having 
Identical cirn!Ítry from module to module at lhe same levei, the 
elcc t.rical characteris tics o f these c irc uits will bc the same. 

Wc mention in passing that a microporous cold plate is re
lated to heat exchangers designcd with mesh and hrush inseri s 
(Rergles, 19R5), modem microchannel heat cxchanger (Walpnle 
and M issagg ia , 1991) and microsi ntered heat ~:xchangers 

(Lindemuth et al., 1994 ). All these devict:s attempt to improve 
the wea~ heat tran sfer at the tluid s ide nf sn lid -tluid he at 
exchangers hy increasing thc solid-fluid interface arca (fin 
effect) and/or hy inducing nuid mixing (turhulence and di sper
si on cffects) . Previ o us studies with metal wool fill ed copper 
tuhes (Kuzay ct al. , 199 1 ). flat-plate rectangular microchannels 
(Peng et al.. ! 995). anel sintered heat sink (Lindemuth et al., 
1994) support our ex pecta tions th at a micropnrous cnld plate 
can exhihit cxceptional th ennal perfnrrnance. 

The main advantages of the microporo us design. as com
pared wilh m..:tal won! filling. microchannels, and microsinter
ing techniques, are: ( I) much hrnader ph ys ical characteri zation 
(e .g., poros ity range from 30 to. 90%), (2) precise specification 
(goo d rcpeatab ility). (3) structural rigidity. and (4) superior 
man ufac turin g characteristics (hrazing). 

The materia l co nsidered fo r the microporou s insert. al umi
num alloy 6Hll-O porous matrix, has heen carefully chosen. lt 
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has low dcnsity, intrinsic mech anical strength for structural 
rigidity , and good material compatihility for hrazing thc porous 
layer with thc hcat sink surfaces . ln addition. thc thennal con 
duetivity nf this pnrous rn atcrial is much higher than that of thc 
coolants used in electronics. Therefore , the effective therm al 
conductivity of the saturated pnrnus regio n is 1--ighcr than the 
thermal cnnductivity of the clear (of porous matrix) region. 

The prcssure drop across the porous layer, for a given tlow 
rate and tluid dynamic viscosity, dcpends on the structurc of thc 
mediurn characterized hy its porosity, penneahility and inertia 
(or Forchheimer) cnefficient. These properties of lhe rnetallic 
microporou s layers have to bc obtained cxperimentally as 
predictivc rnodels for this typc of porous laycrs do not exist. 

ln what follow s, wc repor! rcsu lts of numcrical simulations 
of microporous cold plates using hydraulic parameters of po
rous alurninum layers ohtained cxperimentally. 

EXPERIMENTAL SETUI' 

An experimental setup is designed and built to ohtain accu
rate detcrrnination of the flow (Darcy veloc ity) an d pressure 
drop across a porous layer bonded to a metallic block (Fig. 2). 
Pcrmeability and inertia coefficient of thesc layers are obtained 
as dctail ed in Antohe et ai. (1996). The dimensions of the 
porous layers are chosen to conform with the heat sink design 
for phased array radars heing considered by Texas lnstruments. 

Ali aluminum blocks have inl et and outlet plena connccted 
by a 76.2 mm long (L), 50.8 mm widc (W), and 1.0 mm thick 
(H) test channel. A porous layer is placed in and bonded with a 
thin layer of Sheldahl Tl40l adhesive to the internal surfaces of 
the test channel. The bonding is carefully done to minimize 
possihle adhesive intrusion through thc pores of the layers. 

Nini:! porous layers Wt:!rc chos~::n, based upon brazing surface 
and structural integrity, for huilding a microporous cold pl ate. 
Each porous layer is obtained by compressing a 1570 pores per 
meter aluminum 6101-0 alloy matrix in the dircctinn perpen
dicular to the flow dircction (alnng H, Fig. 2). The volumetric 
porosity of the compressed layer is uniform . Tht:! comprt:!ssion 
of the matrix is very advantagenus as it e nlarges the cnntact 
(interface) area between the pnrous layer and the so lid surfaces 
of lhe heat sink. This in turn facilitates the brazing prncess and, 
in consequencc, improves the heat transfer anoss thc interface 
anel thc structural rigidity of th<: heat sink. The cnmpr<:ssion 
ratio. r = HJH (where H; is lhe initialmatri x thickness and H is 

the final matrix thicknt:!ss), varit:!s from l<lur tu fourteen. Ali 
samplcs are compresscd to a final thickness of 1 mm (H). Thc 

initial (uncompressed) poros ity $;varies from 90 to 98lfo. 

The air t1ow apparatus (Fig. 3) includes a pressure regul ator 
to adjust the maximurn inlet air pressure (the inlet air line is 
linked to an externa! tank holding compressed air at 1.0 MPa). 

The air flow rate ranges from 1.7 x 10·6 to 7.2 x J0·5 m3/s 

corresponding to an air velocity range of 0.033 to 1.436 m/s. 
Roth rotameters used (OMEGA FLlll and FL 112) are 
calibrated to two percent of the reading v alue. The repeatability 
of both instrumcnts is of half percent of reading v alue. 

The ditlerential pressure is measured hetwecn the mlct anel 
outlet ports nf lhe block . A 300 Pa gauge micromanom eter 
manufactured hy Combustion lnstruments Ltd. (0.1 Pa accurate) 
is utilized to measure very small press ure drop. For moderate 
pressure drop regime a 0.5 kPa gauge inclineel portahl e ma
norneter, manufactured by Dwyer Inc., is used. The uncertai nty 
of the instrument is 2.5 Pa. A 78.5 kPa , accurate to lO Pa , and a 
46.5 kPa, accurate to 30 Pa, U-shaped manomcters are useel to 
rneasure the pressure elrop at higher range . Thc uncertainty nf 
these manometers is one millimeter water column anel one mil
limcter mercury column, respectively. lt is important to point 
out that the pressure range used in the air test is small enough to 
neglect any cumpressibility effect. Thcrefore, the density 
dependence on pressure. that can be ap proximately modelt.:d by 
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Figure 2. Rlnck for testmg porous layers 

using lhe ideal gas law , is not accountcd for here. 
The inlet air tcmperature is recnrded for correcting thc air 

density and viscos ity (Rejan, 1993). A type J thennocnuplc wire 
is inserted in the ai r stream. The outlct ai r tcmperature is also 
measured with a pnrtablc th ermocouple thcrmometer. Air 
temperature difference between inlet and outlct is ncgligihle 

(within thcrmocouple uncertainty of 0.5 °C) for ali ex perimt:! nts. 
Air test results represent the arithmetic average of at least 

five experimental runs for cach block. For each test hlock the 
data acquisition starts at low flow rate. increasing in finite steps. 
No hysteresis is observed when reducing thc tlow rate. 

POROSITY. PERMEABILITY AND INERTIA 
COEFFICIENT OF COMPRESSED POROUS LA YERS 

The pornsity of lh e comprcssed layers is obtained by 
calculating the solid volume and dividing it by the total volume 

of thc matri x, QJ = 1- (V 5 /Y ). where V s is the so lid phase 

volume, anel V is the total volume of the porous rnatrix . The 
solid (aluminurn) volume of each porous laycr is calculated hy 
weighing each porous sample after cornpression, and dividing it 

thermocouple 
lhermometer 

pressunzed ai r tank 
150 psi 

Test section 
(front view) 

Figure 3. Air tlow experim en tal setup . 



hy the aluminum alloy dcnsity (p, = 2681.4 kg/m·1). The total 
vo lume is mcasurcd dire<.:tl y. From the experi mental 
measurements. a Dar<.:y velo~.:ity is ..:omputed for ea..:h pressure 

drop hy chviding. the volumetri..: flnw rate. (_). hy the <.:ross 
se..:tio n area of the test ..:hannel S (=W H): 

Q 
V[J = - ( L) 

s 
The pressun: differential. produ..:ed hy the porous layer only, 

is ..:omputed hy suht ra..:ting the pressure drop nf the clear (no 

porous inseri) hlo..:k. 11pr. from thc prcssure drop of the spe~.:J!'it: 

[Xlrous sampk i1P r· at ea..:h vel o~.: it y 

11p(vn) = 11pr(vJ>) -11pr (v11) (2) 

For the pai.rs (vu. 11p/L) a quadrati <.: intcrpolation follnwing 
4p ~ pcp 2 
T = l(vll + Kl /2 v[) (3) 

is perfúrmed. using the least-squarc method. Note that J.l 1s the 
flu1d d ynami <.: vis<.:os it y. The pcrmcahility K and the 
For..:hhcimer ~.:oeiTio.:iLO nt ..:F for LOao.:h spLOcifi..: porous laycr are 
ohtaincd dirLOctly fro m thc quadrat ic intcrpolatton. Thts pro..:e
dure is shown (Antohe et ai.. ILJLJ6) to hc consistcnt with the LOX
perimental range utilized and to yie ld more preci se v alues. 

Tahle I summarizcs the hydraulic rcsults ohtaincd for the 
nine hlocks tested . The uncertaint y values for the penn eahility 
and Fo~chheime r coefficients are calculated fnll owing thc 
methodolog.tes prescnted in detai.l in Antohe et ai. (1 996). 

Figure 4 presents the permcahility and inertia cuefficient of 
ali hlo..:ks as function of initial porosity and compressio n ratio. 
The pcrmeahility increascs with initial porosity an it decreases 
with compress ion ration, as cxpected . The variation tJf inertia 
c<Íeffi..:i <.:nt is less se nsi tiv<.: to cn mpressiu n ratio . Thes<.: <.:xperi
mcntally ohtained values are used in the numeri cal simulation 
of the cold plates descrihed in the following. section . 

Figure 5 prcse nt s the experimental pressur<.: drop versus 
velocity of hlocks I. 4, 8. and 9. These extremes. high li ghted in 
Tahle I , are of: maximum pornsity and permeahility aml mini
mum inertia t.:oeffit.: icnt -- hlock I; minimum penneahility -
hlock 4; minimum pnrosity -- hluck 8; maximum inertia coeffi
..:ient -- hlock 9. An important ohservatiun in Fig . 5 is that, 
indeed, the flow thrnugh the compressed microporn us layers 
hehave as flow through a porous medium, that is . the pressure 
drop vari<.:s quadra ticall y with speed. 

THEOKETICAL MODEL 

Consider the !low nf inco mprcssi hle Newtonian tluid with 
eonstant prup<.: rties through a hctcrogeneous system (Fig . 6) . 
The fluid saturates the rigid. hom ogeneo us and isutropic purous 
matrix. Fluid and snlid mat.rix are suppnsed to he in thermal 

Tahle 1- lnitial (uncomprcsscd) porosity (<\li, 'fr•),compression 

ratio (r) , porosity (<\>. %), pcrmcahility (K. in 10· 10 m2), 

Forchheimer coefficie nt ( cF), and uncertainties (U K• UcF• % ). 

block <\li r <\> K UK CF UcF 

L 96 7 6 11.4 5.4 0.37 8.0 
2 l)6 9 6 5.9 4.7 0.40 8.8 
3 96 li 5 3.7 4.5 0.45 9 .2 
4 96 14 47 1.8 H 0.41 11.5 
5 94 7 56 6. 1 5.2 0.47 8.2 
6 94 9 46 3.2 4.7 0.53 8.8 
7 92 5 60 9.2 5.2 0.38 8.2 
8 92 7 31 5.4 4.7 0 .42 8.8 
9 90 5 43 2.7 5.8 0.84 7.9 
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Figure 4- Permeahility and inertia ..:oefficient nf all layers as 

function of initial porosity (<\l i) and compress ion ratin 

equilihrium. The vertical (z) press ure var iation can be n<.: g. lccted 
in a slcnder endosure, h << (t, d). The velrwity field is assumed 
to he fully developed in z within hoth, non-porous and pnrnus, 
regions. The three dimensional horizo ntal velocity components 
..:a n he written as the produ..:t of the z-averaged velocity 
co mponents, u and v, with a shape fu nction that determines the 
velocity profile in the z direction. g(z). 

p '(x.y,z) = p '(x,y), u(x.y,z) = u(x,y)gr.m(Z), 

v(x,y.z) = v(x,y)gf.m (z), w(x,y.z) =O. (4) 

The douhle suhscript in shape function g (m for porous rLO· 
gio n and f for non-porous region) an ticipates different velocity 
profiles withi.n each region. The temperature is also cons idcred 
to have negli.gible var iation in the z-direction , 

T(x ,y,z) = T(x,y) . (5) 
With Eqs. (4) and (5), lhe 3D steady balance equ ations (Hsu 

and Cheng., 1990) can he integrated in z, from zero to h. The 
resulting equations. valid for a slcnder cooling. en..:losure. are 

V'.V=O , (6) 

<p
2h [I 1 (2Jdgr ml ') J (VV).V = 1 1 --Vp'+JvV-V+ - ---·- -- vV 

j0' g [,,
1 
dz tjlp h dz h K 

(7) 

Apft . 25,-- - ------------------, 

JI O' N/n/J 
20 

IS 
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Figure 5- Press ure drnp vs. air velocity of sele..:ted layers. 
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V .VT= kr,m Y'2T +-1-q" 
pcp pcph 

(8) 

where V is the z-averaged fluid (seepage) velocity vector equal 
to u i + v j, p' is the effective pressure, T is lhe tempenilure. 

Fluid quantities are the density, p, specific heat, cp, thermal 

conductivity, kf, and kinematic viscosity, v. Saturated porous 

medium quantities are the effective thermal conductivily, k,,. 

porosity, <!J, effective viscosity coefficient, J, permeahility, K, 
and Forchheimer inertia coefficient, cF Other parameters are 

lhe height, h, depth, d. and width, I, of the enclosure (Fig. 6 ). 
The coefficient J shown in the Laplacian term is lhe ratio 

hetween lhe effective (porous) k.inematic viscosity (vm) and the 

tluid kinematic viscosity, J = V 111/V. For low permeahility poruus 

medium, this factor can he sei equal to li<!J (Nield and Rejan, 

1992). Notice that when <iJ = 1 and K -t =. Eq. (7) takes the 
form of the Navier-Stokes equation, accurate for modeling tlow 
through a non-porous region. 

Once lhe shape functinns for non-porous and puruus reglllns 
are known, Eqs. (6 )-(R) will form a system of two-dimenswnal 
non-linear partia! differential equations. The dimensional 
simplification from thrce to two dimenswns, although 
straightforward, requires lhe additional effort of determining lhe 
shape functions. Within a non-porous region, lhe fully 

I I I t .. 1 . !h 6z(h-z) ( eve opel pro 1 e 1s represente( y gf (z) , so 
h2 

fr~gfdz=~ 
5 

and dgr I 
dz h 

-6 

h 
(lJ) 

The situation is more complex when considering lhe flow 
within a porous rnediurn region. Unfortunately, a unique closed 
form solution valid for ali ranges of K ano cF does not ex1st. so 

it is neccssary to prncccd on a case-hy-case hasis. For a low 
permeahility matnx as considered here, low enough to validatc 
a Rrinkman-extcndcd Darcy model (in a scaling form, K << 
e 3i2v/(<!Ju;

11
cF) 112). the fully developed velocity profile g1ven hy 

Kaviany (19R5) leads to: 

()-r r (-i>lx-hi/h+ -llx/h) gm z- l- 2 e · e 

wher<~: 
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ri 

(l-e-213) 

[1-c-2 13 -2(1-e-~t~-l J 
(1-c -~) 

ro =-----'----'-------= 

- [1-e-2 13 -2(1-e-13 ) 2 ~-I J 
and ~ = (h2<!J/K) 112 So, 

Ji;g~ndz=hr1 +hri 2e-13 -~ 
[ 

( 1 -213 )] 

dgm I ~ ( [3 ) and -,.- =-h r2 e- -1 . (lO) 
lZ h 

The energy Eq. (R) reveals lhe uniform volumetric heal!ng 
model adopted here. This mudei is cxpected ln he reasonahly 
accurate when modeling heat transfer thwugh thin enclosures. 
Notice that arrays designed hy Texas lnstruments present 
idcntical top and hottom modules, in which case the heat 
diss1pated by the electronics is symmetric in z. The volumetric 
heat parameter of the rightmost term, q"', represents the total 

power generated hy lhe top and bottom e]ectronic cornponents 
per unit of volume, q"'=(qí'+qj:,)/h=q" /h- This vulumetric 

heat source is cunsidered only within the region sandwiched hy 
the two layers of electronic components (heating region), heing 
zero everywhere e]se within the enclosure. Notice also that Eq. 
(8) is valid for a non-porous region when kf is used in lhe 

thermal diffusion term. As secondary dispersion effects within 
the porous layer are no! accounted for, lhe cuoling effect 
ohtained by solving thc systcm of Eqs. (6)-(R) is conservative. 

Roundary cnnditwns are: impcrmeahlc, nnn -slip. and adia

hatic solid surfaces (u = v = êlT (c)x = êlT (c)y = 0), unifonn and 

isothermal inlet flnw (u = uin' v=() and T = T;
11

), and non-dif 

fusinn outlet houndary (êlu/êlx = ()T /flx = 0). 

PHYSICAL CONFIGURATION 

A typical cold-plate for a phased-array radar consists of an 
enclosure 111casuring 0.5 m (width, t) hy 0.15 m (depth, d) hy 
0.001 111 (height, h). lnlet and outlet ports measure (l.(l25 m (e). 
The electronic modules have a depth of 0.075 m. which is lhe 
same as lhe hcating region (dh) centercd in lhe y duectwn. 

The pnrous 111ediu111 region IS also centered in the y direc
tiOn, hut it extends heyond the hcating rcg1on heing 0.1 111 deep 

(Fig. 6 ), aligned with lhe inlet and outlet ports. The 1\l. K. and cF 

properties of thc porous layer are from Tahlt: I. The rnass f1uw 
rate of coolant (polyalphaolefin or PAO -- a synthctic oil used 

for conling militai)' avionics) varies frmn 6 X 10· 3 kg/s to 37 x 
w-J kg/s. lts density, kincl11atic viscosity, thermal conductivity 

and specific heat are respectively: 7l)() kg/m l_ 7 .lJ X 10·6 111 2 /s, 
0.143 W /111K, and 2 kJ/kgK (from Chevmn. llJR I). l'roperty 
variat10ns are neglected in this prcliminary study. 

Typical inlet coolant temperature, Tin' is 20 oc_ and lhe total 

hcat flux dissipated hy the electwn1cs is q" = IR.2 kW/rn 2 The 
effective thermal conductivity, k,,,. of l:ach co111prl:ssed laycr i> 

ohtamed using lhe phase-sym111etry model recently prbposed hy 
Hsu et ai.( 1994). The four laycrs tcstcd here present cffcctive 
conductivity of: 2l) W/mK (hlock 1), 50 W/111K (hlock 4). 
l)3 W/mK (hlock R), 63 (hlock lJ). Notice that the porous 
111odified thermal conductivity 1s much highe;;' than lhe fluid 
ther111al conductivity, therefnre, it is thc latter that effcctively 
controls lhe thennal diffusion proccss withm the enclosur<:. 



EguaiJons (6)-(8). and shape paramelers listed in Egs . (!J) 
and ( 10). are so lved using lhe finite volume method with 
SIMPLE algorilhm (Patankar. 19RO) and QUICK scheme 
(Leonard, 1979). Oiscretized cquations are solvcd with the 
efficicnl Tri-Oiagonal-Matrix algorithm using an implicit al
ternating-direction Gauss-Seidel iterative method . Thc present 
code is a modified version (upgraded) of lhe one validatecl 
against experimental results hy L age et ai. ( 1991) simulating 
indoor pollutant transpor! through a ventilated enclos ure. 

Convergence critcria are: relative norm of pressure gralhent 
sma!ler than 10-1> for flow convergence, anel relative norm o~ 
volume avcraged temperaturc smaller than I q-5 for energy 
equation . After pe rforming extensivc grid accuracy tests , it is 
observed that a non-uniform (grid !ines clustered near solid 
interfaces and near non-pornus-po rnus interfaces) llll hy 70 
grid is sufficient to guarantee a three percent or smaller dis
crcpancy with results ohtaincd with a 160 hy J(XJ grid. 

ln Fig. 7, the prcssure drop frnm inlet por! to outlet port, the 
maximum temperature within the cold plate, and the maximum 
tempcrature difference along lhe x direction of Fig. 6 within the 
heating region (electronics region) are displayed for cold plates 
with porous layers I, 4, R, and 9 (Table 1 ). 

The pressure drop curves indicate a predominance of Oarcy 
regime as expcctcd hecause of the flow rates used and the rela
tively low permeability of the porous layers. The maximum 
pressure drop is attained wi lh lhe lowest permeability porous 
layer. block 4 . the least efficient .:onfiguration in hydraulic 
terms. The lowest pressure drop is that of block R that presents 
lhe lowesl porosity. 

The maximum temperature .:urves indicate a steep decrease 
in maximum temperature of the colei plate with mass flow rate 
of PAO. The mosl efficient porous layer is that of block 4, thc 
oile with smallest permeahility. The mass tlow rate effect is less 
predominant on the maximum temperature variations along lhe 
x direction, specially bctween blocks 1, 4, and 9. ln any event, 
lhe worst scenario points to a maximum porous pressure drop of 

less than 5 x I 05 Pa and a maximum !:l Tmox of less than 20 °C. 

Figures 8 and 9 present lhe streamline and isotherm 
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Figure 7- Pressure drop (1\p ') from inlello outlet purts, 

maximum tcmperature wilhin colei plate (T111axl · and maximum 

temperature difference (!:l Tmax l along lhe x direction within 

heating section, versus PAO mass tlow rate 
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dislrihutions of each block for a PAO mass tlow rate equal to 

6.2 x 10·3 kg/s. Recall that the objective is to have streamlinés 
as vertical as possible within the heating region of the cold plate 
for uniform flow distribution. It is clear that porous layer of 
block 4 a.:hieves the best tlow distribution and more uniform 
tcmperature within the heating region. 

LIMITATIONS 

The separation of variahles, as, for example, u = u'(x,y)g(z) , 

when the flow region is a sequence of non-porous - porous -
non-porous ... regions requires the assumption that ali hydrody
namic developrnent lengths are negligihly small . 

For tran sitio n from non-porou s to porous region, thc as
sumption is accurate as long as lhe Oarcy numher is small: lhe 
dcveloping lengtl': :r. ,, low permeability porous region is pre
dicted as x01 - hK J/2/e (Nield and Bejan, 1 !J92) , in thc presenl 

case X111 - 1 o-6 lll , shorter than lhe porous Jayer Jepth of 0. ] 111. 

The transition from porous to clear region is more subtle. 
For non-porou s flow through parallel plates, with uniform in 
coming flow, lhe entrance length is predicted as Xf = 
0.0065h2u;

11
/v (Sparrow, 1955 ). So, the maximum developing 

length is less than 0.0025 m which is about I O times smaller 
lhan the shortest plenum depth equal to 0.025 m. Since the tlow 
coming out of a low permeability porous region is not uniform 
(distorted due to Brinkman effect) the developrnenl length is 
expected to be even shorter (this effect might be negligible if 
JX'rosity variation near the surface is included in the analysis. 

Figure 8. Streamlines of PAO flow 
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The corrcc tness of impos ing non-diffus ion temperaturc 
houndary condition at the nutlet of the cnclosure is now dis
cusscd. The zero diffus io n outlet boundary co ndition was 
shown by Lage et a l. (1991) to have negligible effect on the 
numerical simu]ation of ventilated two dimensional cnclosures. 
Presently. for Prandtl numhcr larger than one whcn convection 
prcdominates , lhe diffus ive outlet houndary conuition cffect 
heco me s less pronounced. The maximum temperature 
diffcrence between results obtained with non-diffusive nutlct 
houndary and with diffusive boundary and constant temperature 
Toul = Tín• IS less than two perccnt. 

The assumption nf therrnal equilihrium is known to 
deterioratc for high Rcynolds number and high Darcy number, 
depemling on the solid matrix to fluid thermal diffusivity ratio. 
This dependence is no t a s im pie one, as indicated in thc work nf 
Amiri and Vafai (1994) considering a porous medium made of 
identical spherical particles, particle Reyno lds number from O to 

450, and Darcy number from o to 15 X w- 7 (see their Fig . 7). 

The solid matrix and fluid considered here present diffusivity 
ratio around 1500. The particl e-based Reynolds numbcr is less 
than 150, and the Darcy number (K!c") is ahou\ 10·6 Although 
Amiri and Vafai's qualitative mapping does not go heyond 
diffusivit y ratio 25. it anticipates thc therm al equilibrium 
assumption to he a reason able approximation. 

CONCLUS!ONS 

Hydraulic hehavior of mec hanica lly cumprcssed aluminum 
matrices are fully tested, using ai r. in term s of poro si ty, 
permeahility and inertia coefficient. Thc parameter v alues vary 
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as: 0.1 < !\J < 0 .7, l.Ox ltJ" 111 m2 < K < l. 2x [(t'> m2. 0 .1 < cF < 

0.9. Thcse parametcrs. fundamental for the des1gn and 
optirnization of lhe micro heat exchangcrs, are input data for 
severa! numerical simulations of a real systcm heing develnped 
hy Tcx as ln s trumcnt s. Result s s how thc thcrmo -hydraulic 
cfficien~;y of lhe system in terms of pressure drnp. maxirnum 
temperature in thc systcm. and maximum ternperature variation 
transversal to lhe main <.:uulant flow dircctiun. 
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SUMMARY 

The purpose of this study is to present a new analytical two-dimensional solution, using the integral 
transform technique, to lhe problem of forced conveclion heat transfer in laminar and turiJulent.flows at the 
thermal entrance region of a circular duct and to demonstra/e its consistence, and its aplicability for high 
subcooled boiling systems.The non-equilibrium condition that occurs in the subcooled flow boiling was 
considered and com]XJrisons of pressure drop, averoge temperature and wall temperature, obtained by 
experiments, has lead tofurlher reliable moáificalions ofthe model. 

INIRODUCTION 

The modeling of subcooled boiling is of considerable practical 
interest for the analysis and design of two-phase flow boiling 
systems because of its higb heat transfer coefficients. Although it 
is possible to write exact conservation equations from the first 
principie to represent the subcooled and saturated boiling, it is 
necessary to use simplified forms of the conservation equations 
for many problems of practical interest because the full set of 
equations tends to be time consuming. Another important 
problem is that their utilization is hampered by insufficient 
knowledge ofthe constitutive equations required for closme and, 
in fact, the majority of thermo-hydrodynamic analytical studies 
involved the solution of on~dimensional time dependent 
equations (Andreani and Yadigaroglu, 1992). However, 
on~dimensional models are not ideal for comparisons with 
experimental measurements because these models neglect the 
distribution of void fraction, velocity and temperature along the 
radial dimension. 

the solution used for annular two-phase flow model at the core 
(Nogueira et al.,1995), with null void fraction; but, in the present 
case we do not have discontinuity in the shear stress because the 
wall is stationary and smooth. 

Since the subcooled flow boiling is in a complicated non
equilibrium state involving the vapor bubbles and the subcooled 
liquid, the subcooled boiling process is not clarified in detail 
yet, and as a complex physical phenomenon is still not 
sufficiently well understood to allow reliable predictions ofheat 
transfer and pressure drop (Spindler, 1994). 

Recently, a two-dimensional two-phase non-equilibrium 
model was presented by Lai and Farouk (1993). The model 
attempts to predict non-equilibrium effects, that is, supemeating 
near the wall and subcooling in the center, and the governing 
equations are solved using a finite difference scheme. However, 
to the authors knowledge, the application of detailed two
dimensional two-phase flow model to the solution of subcooled 
boiling problem has started recently, and an analytical two
dimensional solution procedure has not yet been developed. 

PRESENT MODEL 

By usingthe integral transform technique, Nogueira (1993) and 
Nogueira et ai. (1995) developed a differential model concemed 
with the analytical solution of a hydrodynamically thermally 
developed flow for two-phase gas-Iiquid annular flow. The 
procedw-e of analytical solution adopted here is a particular case of 
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Flow Problem. Under the hypothesis of steady 
incompressible fully developed flow with constant fluid 
properties, the momentum equation for the flow becomes 
(Nogueira, 1993) 

d [ du(r)] Pr - rEm(r,u(r))-- =-, 
dr dr ~ 

(I. a) 

The boundary conditions are 

du(r) = 0 
dr ' 

r=O ( 1. b) 

u(r)= O, (I. c) 

Direct integration of the system ( 1) provides the following 
expression for the velocity profile: 

Pr.2 R'd.R' 
u(r)= 2; J~ Em(R', u(R' )) (2.a) 

where 

(2b-d) 

and 

Em(R, l(R)) = 1 + Em(R, l(R)) (2e) 
\) 



lhen, the shear stress may be computed from: 

't(R)= PrwR 
2 

(3) 

and the average velocity througb the duct is obtained from 

- Pr:2 RJdR u- w Ll __ _ 
- 2f.1 ° Em.( R, u(R)) 

A dimensionless velocity profile is defined as 

U(R)= u(R) 
Cu 

(4) 

(5) 

wbere C is a parameter introduced to allow direct 
comparisons against previous works available in the literature 
and is given by 

• 
C= llmax -u 

For laminar flow i. e., 

Ero(~u(R))= 1.0 

lhen 

• • n..2 
Ümax = U (O)=~ 4f.1 . 

- Pr! 
u = 8f.1 

and 

C=20 

(6.a) 

(6.b) 

(6.c) 

(6.d) 

(6.e) 

lhe turbulent models adopted are extracted from the literature: 

with Kt=0.4, as obtained by Reichardt (1951). lhe related 
quantities are given by: 

Y+ = (1- R)rw ~'tw/P 
\) 

u(R) +_ -~ 
U - ~'tw/P 

(S. a) 

(8.b) 

For turbulent flow conditions, the velocity profile is obtained 
by an iterative procedure. lhe first approximation for pressure 
gradient is obtained from Eq. (6.d). The local velocity is 
obtained from Eq. (2.a), and the approximate theoretical 
average velocity is obtained from Eq. (4). By the comparison 
between experimental and theoretical average velocities and 
with the application of the bisection method for pressure 
gradient, tbe velocity profile is obtained with a prescribed 
accuracy. 

lhe dimensionless formulation of the energy equation, can 
be written as (Nogueira, 1993): 

(io)2 CR~) ãXR,Z) =.!_l~(R,l(R)) OO(R,Z)J 
~ . ãL m. iR 

O~R~l , Z>O 

with the following inlet and boundary conditions 

S(R.,O)=F(R) , O~R~l 

éa(O,Z) =0 
(R 

, Z>O 

a~ r EXR,Z)+ t']+P~ ãXR,Z) =ci(Z), L L\T iR 

R=~ Z>O 

(9.a) 

(9.b) 

(9.c) 

(9.d) 

&m(l~.l(R)) = ![eKu' -1- Ku+- (Ku.+)2 - (Ku+)3] 
u E 2! 3! Where 

for y+ <40 (7.a) 

wbere K=0.407 and E=lO, as proposed by Spalding (1961), 
and 

8Dl(~u(R)) = Kl y+(l + RXI + 2R2 ) 
\) 6 

for y+;;::: 40 (7.b) 
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Z= az e(R, T( ) • ~· Z)= r,z -T 
.l\T 

(IO.a- b) 

~Z) "fw(~; T•, (IO.c-d) 

cj(Z)= ~i, Eit(R)=l+ ~ 8m(R,l(R)) (IO.e-f) 

and 



(II. a- b) 

Then, for prescribed temperature: 

r·= 'fw(Z); • L\T= f0(0)- T , (12.a-b) 

and for prescribed heat flux: 

L\T= cp(Z)lu 
k , (12.c- d) 

The turbulent Prandtl number used in the present work is 
one ofthe most suitable for applications in engineering practice, 
suggested by Reynolds (1975). 

However, for the viscous sublayer we have used a constant 
value of Pr,=l.O, which is suggested by Direct Numerical 
Simulation (DNS) and reported by Kays (1994). 

The formal solution of the system (9), can be written as 
(Cotta, 1993). 

-Mtere À'. and 'I' .' are eingenvalues and eigeofimtions of the 
IS 15 

associated auxiliary problem (Nogueira, 1993). 
For prescribed wall heat flux boundary condition (a"=O and 

~·=1) the solution becomes (Nogueira, 1993): 

-
9(R,Z) = 9(Z) +9z(R,Z) +90(R) 

"Mlere 
1 

27-f + I W(R)F(R)dR 

O(Z) = 1 o 

I W(R)dR 

o 

lhe component Oo(R) is evaluated from: 

~ [K(R) d90(R)] = <l>(Z)W(R) dR dR 1 , 0:SR:S1 

Jw(R)dR 
o 

d9o(R) =O , R= O 
dR 

(15) 

(16) 

(17) 

(18. a) 

(18. b) 
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K(R) de~~R) = <l>(Z) , R= 1 (18. c) 

Then, the solution for e
0
.(R) becomes (Nogueira, 1993): 

( 1 9) 

Spindler (1994) reported the work of Hahne et al. (1990), 
\Were the following simplified equation for wall excess 
temperature at incipient boiling was suggested: 

(20) 

\Were • 
hlg ,CT ,T

8 
and r are the latent heat of. 

evaporation, surface tension, saturation temperature and cavity 

radius, respectively. The ratio ( 2 crI r • ) represents the excess 

pressure in the vapor nucleus and for Freon-11 ( 2 crI r * )=1.1 

bar was found as best fit (Spindler, 1994). 

RESULTS AND DISCUSSION 
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Figure 1 - Schematic Diagram ofthe VertiGal System 

Figure 1 is a schematic diagram of the vertical two-phase 
flow loop, showing basic devices and instrumentation. A 
detailed description of the vertical system and procedures used 
to obtain experimental results is given by Veziroglu and Kakaç 
(1983). The detailed description ofthe horizontal experimental 
system was made by Gavrilescu. (19951. and all experimental 
results for horizontal system were reported by Kunberger 
(1995). 



To demonstrate the validity of the model, we compare the 
values obtained for the outlet system pressure with the 
experimental resu1ts . Figure 2 shows this comparison for 
differeot nominal heat input values. For these comparisons, we 
used the experimental surge tank pressure (Figure 1), v.bich is 
the input for the theoretical calculations. The property values 
were obtained using expressimÍs, valid for Freon-11, given by 
Liu (1989). The obtained resu1ts are in good agreement for the 
cases without heat input and lower values of heat input. Higher 
dift'erence was ·observed for relatively high nominal heat inputs. 
ln fact, higher differeoces were expected since the property 
variations with temperature along the heater and the 
compressibility of the tluid were not considered in the present 
model. However, the absolute dift'ereoce betweeo theoretical 
and experimental results is not so high because the experimental 
pressure drop in the heated section is low. 

The same qualitative observations are valid fo~ the results 
presented in Figure 3. ln this case, we compare the variation of 
pressure along the heater. Again, the agreement betweeo the 
results is good for low heat input and satisfactory for relatively 
high heat inputs. 

Figure 4 shows the results for the tluid outlet temperature at 
the centerline, for constant heat tlux boundary condition. For 
subcooled conditions, \Wen mass tlow rate is relatively high and 
the bl1lk temperature is not higher than the saturation 
temperature, the experimental resu1ts and those obtained by the 
analytical procedure are in a very close agreement. However, 
\Wen the mass tlow rate decreases the tluid reaches the 
saturation temperature before the outlet, and the experimental 
values are lower than the theoretical values. With increasing 
heat tlux this effect appears for higher mass tlow rates and the 
position of incipient boiling shifts upstream of the channel. The 
difference observed can be explained by the fact that the 
theoretical model did not take into account the bubble growth at 
the wali or at the thermal boundary layer. ln fact, part of the 
wall tlux is needed for seosible heating and to activate the first 
nucleation sites. 
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Figure 2- Outlet Pressure ofthe Vertical System 
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Figure 3- Local Pressure ofthe Vertical System 

The comparisons ofthe theoretical results with experimental 
findings of the average tluid temperature (Figure 5) are 
satisfactory, even for relatively high heat tlux conditions. 
However, the comparisons for wali temperature, Figure 6, are 
not 50 good for ali conditions and, in fact, for high heat tluxes 
the results are very differeot. These differences occur \Wen the 
wali temperature reaches the so-calied wali superheat and it 
exceeds the saturation temperature. At this point, bubble 
generation starts and a thin superheat liquid film exists next to 
the wali, \Were bubbles nucleate, grow and coliapse. beyond 
this point the wali temperature remains constant, and the 
boundary condition of constant heat tlux at the wall is not 
eff....,tive if bubble effects are not considered in the model. 
However, although in a non-equilibrium condition, the liquid 
bulk temperature is very much below the saturation temperature 
and the model is able to represent it. 
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Figure 4- Outlet Temperature ofthe Vertical System 

Figure 7 presents resu1ts of constant wali temperature 
boundary condition for ali points beyond the incipient boiling 
point. For comparison betweeo experimental wali temperature 
and wali temperature given by Eq. (23), v.bich is used in the 



theoretical model, the local pressure is used to obtain the 
saturation temperature. ln this case, the constant heat flux 
bo\Dldary condition was used to carry out the theorical analysis 
lDltil the theoretical wall temperature reaches the wall 
temperature given by Eq. (23). Then, with the new initial 
condition and local property values, the sarne procedure is used 
as described above to obtain the field of temperature. ln fact, the 
wall temperature given by Eq. (23), ~eh is used with the 
present procedure, is in good agreement with the experimental 
results of this work. 
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Figure .5 - Average Temperature for Vertical System 
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For horizontal system the com.parisons made were 
qualitatively the sarne as those presented for vertical system, 
and the non-equilibriwn condition has been represented by the 
model (Figures 8 and 9]. However, because ofthe stratification 
observed in horizontal systems, our model can not represent the 
difference observed between the top and bottom temperatures. 
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When the com.parisons for average temperature are made, 
Figure 8 above, the theoretical average temperature is below the 
experimental one, and the differatce between theoretical and 
experimental results is higher for relatively high heat flux. These 
results are expected because, although the energy excess for 
bubbles generation and growing was considered in the 
theoretical model, the presence of the droplets in the 
hydrodynamic and thennal bo\Dldary layers was not 
considered and it is known that the structure of turbulence in 
the hydrodynamic layer is modified by the pres,ence of bubbles 
and that the temperature of the vapor near the .Wall is reduced 
because of the strong vaporization of the droplcits in the thermal 
bo\Dldary layer (Andreani and Yadigaroglu, 1994). 
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CONCLUSIONS 

W e have demonstrated that the om model can be used, as a 
first approximation, to represent two-phase flow boiling for high 
subcooled conditions, i.e., for conditions ~ere the bulk 
temperature is Iess than the saturation temperature. ln fact, for 
subcooled conditions, the present procedme is able to represent 
the bulk temperature with a good accuracy. However, ~en the 
wall temperature superheating is present, i.e., ~en the 
subcooled non-equilibrium effect occms and the bubbles 
nucleate, grow and collapse close to the wall, then it is 
necessary to consider these effects in the model in order to 
represent the wall temperature variation with good accuracy. 

ln the present model we have considered the energy excess 
necessary to nucleate the bubbles at the wall ( non-equilibrium 
condition ) and we have obtained good results for wall 
temperature. For better results for other parameters, like bulk 
temperature, it is necessary to modify the present model. For 
instance, for horizontal systems it is necessary to consider a 
more realistic boWldary condition, with suitable circumferencial 
and axial variations. 
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RESUMO 

Neste trabalho é analisado o mecanismo de ebuliçao em película no interior de tubos verticais, com 
escoamento ascendente a elevados números de Reynolds. Sao calculados a espessura da película de vapor e 
o coeficiente de transferência de calor. O modelo teórico desenvolvido 'leva em consideraçao os efeitos da 
tensao cisalhante interfacial, velocidade do líquido e a transferência de calor radiante através da película 
de vapor. Os resultados, provenientes do modelo teórico, sao comparados aos dados expen·mentais obtidos 
em uma unidade piloto especialmente construída. 

INIRODUCÃO 

O entendimento do fenômeno de ebulição tem importância 
para o projeto de equipamentos como os geradores de vapqr e 
refervedores de fluxo livre ou forçado. Esses aparelhos são 
projetados para operação com um fluxo ténnico que assegura o 
regime de mudança de fase em ebulição nucleada e ebulição 
convectiva. Procura-se evitar o mecanismo de ebulição em 
película, pois a camada de vapor junto à parede atua como um 
isolante, provocando um superaquecimento do tubo. Isto nem 
sempre é possível controlar dadas as condições operacionais 
industriaís. Portanto, torna-se importante o estudo do mecanismo 
de transferência de calor em ebulição em película, com a 
finalidade da previsão da taxa de evaporação em taís 
equipamentos. 

Neste trabalho é feito um equacionamento que permite a 
obtenção da equação característica para a espessura da película 
de vapor. Esta equação consiste em urna forma maís direta para 
a determinação do coeficiente de transferência de calor. 

O estudo é concentrado na análise do escoamento a elevados 
números de Reynolds, que é a situação fisica que ocorre na 
maíoria dos evaporadores industriaís. 

Os resultados teóricos são comparados aos dados 
experimentaís obtidos em uma unidade piloto especialmente 
construida no Laboratório de Termofluidodinâmica do Programa 
de Engenharia Quimica da COPPEJUFRJ. 

ANÁLISE TEÓRICA 

Consideremos o processo de ebulição em película que ocorre 
no escoamento de um líquido no interior de um tubo vertical. O 
fluxo de calor na parede do tubo é suficientemente elevado, de 
tal ordem, que excede a temperatura mínima de ebulição em 
película. Esta temperatura é necessária para formar e estabilizar, 
junto à parede, a película de vapor. Ocorre um processo inverso 
em relação à ebulição convectiva, urna vez que, na ebulição em 
película o líquido escoa na região central do tubo e o vapor na 
região anular. Estudos experimentaís recentes, feitos por lshii e 
DeJarlais ( 1987), mostraram visualmente os regimes que 
ocorrem no escoamento. Foi detectada a existência de três 
regimes: escoamento anular invertido, "slug" invertido e 
escoamento com gotas dispersas (neblina). 
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O escoamento anular invertido ocorre a baixas qualidades do 
vapot;.. sendo que a elevadas quantidades de vapor o escoamento 
muda para formar bolsões de líquido e gotas dispersas. Isto 
ocorre devido ao aumento da força de arrasto no núcleo líquido, 
ocasionando instabilidades e a formação de fllamentos e gotas. 

Este estudo está concentrado na análise de equipamentos de 
evaporação onde ocorre a ebulição em pelicula com escoamento 
anular invertido. O desenvolvimento analítico é feito para o 
escoamento a elevados números de Reynolds, ocorrendo, neste 
caso, a produção de pequena quantidade de vapor. 

O núcleo líquido, na região central do tubo, se encontra em 
regime turbulento, enquanto que a camada de vapor, adjacente à 
parede, será considerada como tendo característica laminar. Esta 
suposição pode ser considerada válida para o caso de uma 
película muito fina, de acordo com Hsu et. al. ( 1988). 

. O coeficiente de transferência de calor pode ser determinado 
na forma 

h (I) 

bastando conhecer a espessura 8 da película de vapor, kv é a 
condutividade ténnica do vapor. 

R 

j Líquido To 

r 

Figura I - Sistema de coordenadas 



O método utilizado consiste na solução das equações da 
energia para as fases do líquido e vapor. Fazendo-se um balanço 
ténnico na interface, obtém-se uma equação que fornece a 
espessura da película de vapor em função da posição axial do 
tubo. Foram feitas simplificações para que se obtivesse soluções 
analíticas dos perfis de temperatura, para então ser feito o 
acoplamento na interface. 

O líquido entra no tubo com uma temperatura T 0 , abaixo da 
temperatura se saturação T,, sendo Tp a temperatura da parede 
do tubo. 

Considerando um gradiente de pressão no fluido, a equação 
da quantidade de movimento para a película de vapor, em. 
coordenadas cartesianas (para a película de vapor extremamente 
fma pode-se usar coordenadas cartesianas em lugar de 
coordenadas cilíndricas) é: 

alu ap 
ll -· - ( v ôyl- âx.- p,-p.)g (2) 

e considerando uma tensão cisalhante "ti na interface líquido
vapor, sendo Uva velocidade do vapor, llv a viscosidade do vapor 
e PI e Pv as densidades do líquido e do vapor, respectivamente. 

A velocidade média do vapor é dada por, Souza ( 1994 ), 

u = ,,.o 
v 2 ll. 

(3) 

Para a determinação da tensão "ti, foi utilizado um fator de 
atrito para o escoamento bifásico, sugerido por Wallis (1970), 
com correções que levam em consideração o fenômeno de 
mudança de fase (parâmetro c), 

f. =c 0,093 Re; 
114

( l + 360 ~) (4) 

sendo Re, = D u, p, o número de Reynolds do líquido, u, 

com u, a velocidade do líquido, <X! a difusividade tértnica do 
líquido e Et a difusividade térmica turbulenta. 

Com as condições de contorno 

T, = T. 

õf, =0 
ôr 

e condição inicial 

cm r= R-o, 
em r= O, 

para todo x > O 
para todo x > O 

T, = To em x = O, paraOsrsR-8 

A equação constitutiva para a difusividade térmica 
turbulenta é aproximada segundo Fung e Groeneveld (I 982 ), 

E,= o,o8 u, (±o) (7) 

A espessura da película de vapor é obtida através do 
salto do fluxo interfacial, 

õf. ( ) õf, dm. -k - = -p c a + s - + -- À 
v àr I pi I t àr dx (8) 

onde Cp1 é o calor específico do líquido e À o calor latente de 
vaporização. 

A substituição dos perfis de temperatura e do fluxo mássico 
evaporado m. fornecerá uma equação diferencial ordinária para 

a película. 
As equações anteriores podem ser expressas na forma 

adimensional introduzindo-se novas variáveis. 
Para a fase líquida 

~l :1 =~I~~(~:) (9) 

ll, com 

velocidade média do líquido, lll viscosidade do líquido e D o 
diâmetro interno do tubo. 

Está sendo considerado o escoamento do líquido em "plug 
flow'' com velocidade média U1. 

A equação da energia para o escoamento da película de 
vapor, tendo característica laminar, pode ser simplificada para 

u õf. =a L~(r õf.) 
.âx. ·rar ar 

com as condições de contorno 

Tv = Tp 
Tv = T. 

e _condição inicial 

em r= R, 
em r = R- o, 

Tv = T. em X = O, 

para todo x > O 
para todo x > O 

paraR-o < r< R 

(5) 

A equação da energia para a fase líquida em escoamento 
turbulento fica na forma 

U ãf, =(a +E )_!__~(r õf,) 
'âx ''rar àr 

(6) 
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e,= r~-T. 
T. -T, 

~ 
R-o 

R-8 
!:J.=-

R 

a 1 Lx 
I;=R2 U

1 

~ ~ -a,+E, 
a, 

X 

X= L 

onde a interface será representada por ~ = l e a parede do tubo 

por ~=_!._ .Esta equação deve ser resolvida para 
t:J. 

O, = Üo cm 1;=0 
oo, =o em ~=O 

m, 
e,= o em ~=I 

Considerando a espessura adimensionalizada ~ cOnstante, o 
, que é razoável para pequenas taxas de evaporação, pode-se ter 

uma solução analítica, Ozisik ( 1980), 

e = 2 e ~ J o 0.-m 't) - !p,.' ~ 
I o~ e A 

=I Àm Jl (Àm) 

(lO) 



onde A.n são raízes positivas de Jo(A.n) = O. 
Para a película de vapor 

com 

T. -T, 
T -T p • 

Esta equação deve ser resolvida para 

8v = o em ç = o 
e. = o em , = 1 

8v = 
1 

em , =-
t:,. 

(II) 

Para a obtenção de uma solução analítica foi considerado 
Uv = Uv. Esta solução é obtida de modo análogo ao apresentado 
por Carslaw e Jaeger (1959), 

E) = ~ _ 7t :t [ J o(j3m) J o<
13
%) 

v ln (h) m~J J!(f3m)- J!(P%) 

. [Jo<PmTJ)Yo<Pm)- Yo<PmTJ)Jo<Pm)] e- i>~~~] (12) 

com Pm sendo as raízes positivas da equação 

Jo(l3m)Yo(f3~)-Jo(j3~)Yo(l3m)=O. As raízes desta 

equação foram determinadas seguindo a metodologia de 
Abromowitz e Stegun (1965). 

Estas equações foram desenvolvidas de forma geral e no 
nosso caso específico, na unidade experimental construída, o 
líquido entrava à temperatura de saturação, não existindo, então, 
o 1 o termo do lado direito da Eq. (8). Resulta, então, a equação 
para a distribuição da espessura da película 

(13) 

com a condição 11 = 1 em X = O . 

DESENVOL VIMENfO EXPERlMENfAL 

Os dados experimentais foram obtidos em uma unidade 
consistindo de um evaporador com uma bomba centrífuga para 
circulação forçada do líquido. A seção de aquecimento, onde 
ocorre a mudança de fase, é formada por um tubo de aço 
inoxidável 304, com 1 m de comprimento, diâmetro interno de 
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9,4 mm. O tubo foi aquecido externamente por um queimador de 
gás GLP, tendo 50 orificios direcionadores de chama. 

Medidor 
de -+ 

Nlvel 

Líquido 1 
Isolante~ 

PIIICII ..... 

A llledlda de 
~Temperatura 

Figum 2 - Esquema da unidade experimental 

As medidas de temperatura da parede do tubo foram feitas 
com três termopares chromel-alumel, igualmente espaçadas ao 
longo do tubo. Os termopares foram colocados em pequenas 
cavidades na parede do tubo, sendo envolvidos por tubos de 10 
cm de comprimento, soldados no tubo de 1 m, para evitar a 
influência da radiação. 

O coeficiente de transferência de calor experimental é 

(14) 

onde A é a área lateral interna do cilindro e q = m .. À , com a 

quantidade de água evaporada, m .. , obtida pela leitura da 

diferença de nível no tambor do evaporador. 
Os experimentos foram realizados com o líquido entrando no 

tubo à temperatura de saturação. A água foi usada como fluido 
de trabalho. A tabela 1 mostra os valores das temperaturas da 
parede do tubo para cada um dos números de Reynolds utilizado, 

Tabela 1 - Temperatura da parede do tubo em função do número 
de Reynolds do líquido - Medidas experimentais 

R C! 60.000 90.000 120.000 150.000 180.000 

Tp(C) 270,0 263,5 255,0 245,0 240,0 

Estes valores são próximos daqueles de Lee e Kim ( 1987) 
que obtiveram a ebulição em película, com escoamento anular 
invertido, tendo temperaturas da parede na faixa de 290 OC. 

A tabela 2 apresenta as espessuras médias experimentais da 
película de vapor para cada respectivo número de Reynolds 

Esta tabela mostra que a película de vapor é extremamente 
fma, o que está de acordo com as hipóteses consideradas. 



Tabela 2- Espessura média experimental da película de vapor 

Ret 60.000 90.000 120.000 150.000 180.000 

õ(m) 5,7lxto·5 5,3lxlo·5 5,04xto·5 4,84xto·5 4,65x1o·5 

Na tabela 3 estão representados os coeficientes de 
transferência de calor para cada uma das medidas experimentais 
e os correspondentes valores médios. 

Tabela 3- Coeficientes de transferência de calor em função 
do número de Reynolds do líquido 

Coeficientes Experimentais (W/m2 0 C) 

Ret ht h2 hJ 14 h5 hmédio 

60.000 522,0 526,0 518,0 530,0 532,6 525,7 

90.000 565,0 567,0 561,5 557,0 574,0 564,9 

120.000 595,6 603,5 588,9 585,8 602,3 595,2 

150.000 620,0 615,8 616,6 622,5 623,5 619,7 

180.000 641,4 638,9 655,6 650,4 639,6 645,2 

Observa-se das medidas experimentais que a altas vazões 
ocorre uma pequena variação na espessura da película de vapor. 
O coeficiente de transferência de calor, nesta faixa estudada, 
aumenta pouco com a elevação do Reynolds. Isto ocorre porque a 
~'peSSUf'd é muito fina e qualquer aumento na vazão ocasiona 
pouca interferência na película. 

Esta conclusão é coerente com aquela obtida por Fung et. al. 
( 1979), que fizeram comentários sobre tal condição da película, 
porém como utilizavam vazões de líquido relativamente baixas, 
os seus resultados não eram conclusivos. 

CONFRONTO TEÓRICO-EXPERIMENTAL 

A comparação entre o coeficiente de transferência de calor 
calculado e o experimental é apresentada na figura 3. 

Para o coeficiente teórico foi usado uma valor de c=3,0 no 
cálculo da tensão cisalhante interfacial, o que está de acordo com 
os dados de Fung e Groeneveld (1982). A Eq. (13) foi resolvida 
utilizando o método de Runge-Kutta de 4" ordem. Foi 
determinado o perfil da espessura da película de vapor em 
função da posição axial do tubo, e então a espessura média foi 
utilizada para o cálculo do coeficiente de transferência de calor. 
A solução foi obtida usando-se um termo da série, uma vez que 
os demais não apresentaram influência. O coeficiente 

• representado na figura 3 é combinado com o coeficiente hnd, 
Souza ( 1994 ), que leva em consideração a transferência de calor 
radiante através da película de vapor. Embora o coeficiente h...!, 
na faixa de temperatura estudada, seja pequeno ("" 5% em 
relação ao coeficiente convectivo ), a sua colaboração é 
importante no confronto com os dados experimentais. 
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Figura 3 - Confronto teórico-experimental do coeficiente de 
transferência de calor 

A solução da Eq. (13) utilizando a tensão cisalhante 
interfacial e um perfil de temperatura não-linear, em 
coordenadas cilíndricas, apresenta bons resultados no confronto 
com os dados experimentais. 

CONCLUSÕES 

A unidade piloto construída permitiu que fossem obtido~ 
dados com números de Reynolds do líquido entre 60.000 e 
180.000, região não devidamente explorada na literatura. O 
vapor foi obtido com concentrações da ordem de 10%, o que, está 
na faixa do escoamento anular invertido. A consideraÇão da 
película de vapor com característica laminar se mostrou 
razoável, devido à película ser extremamente fina. A tensãO 
cisalhante inter[acial exerce importante influência no 
escoamento bifásico, o que foi confirmado com os bons 
resultados no confronto com os dados experimentais. 
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ABSTRACT 

The airn of this work is to study heat transfer phenomena in 
vapor-liquíd systems for high Reynolds number. 

The mechanism of film boiling ín inner vertical tubes with 
ascending flow is analysed. The study of the phase transítion 
front allows the determination of the thickness of the vapor film 
and heat transfer coefficient. 

The theoretical model developed in the present study 
incorporates the effects of ínterfacial shear stress, Iiquíd velocity 
and the radiation heat transfer across the vapor fllm. 

The results derived from the theoretical modelare compared 
with experimental data collected from a pilot unit especially 
built for this work. 
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SUMMARY 

Results of density-wave oscillations in an uptlow boiling system using water are given. The 
Iimiting heat flux and quality of the onset of these oscillations were determined and their 
dependence on system pressure, mass !lux, inlet subcooling and exit restriction was found. Low 
frequency oscillations in a horizontal system are also predicted. The steady-state and transient system 
characteristics are determined numerically. Satisfactory agreement with experiments is obtained. 

INIRODUCTION 

Two-phase flow instabilities have been observcd to 
occur in many industrial situations like refrigeration 
systems, turbo-machinery, and power plant hcat cxchangcrs. 
Prcdiction of flow parametcrs such as stcady-statc prcssurc
drop characteristics and stability boundaries for oscillations 
is very crucial in the design of two-phase tlow equipmenl. 
Thermal oscillations are undcsirablc as thcy can cause 
problems of system control, and can Iead to tube failurc duc 
to wall temperature increase. They can also lead to fatigue 
failure of the tube caused by a continuous cyding of lhe wall 
temperature. It is clear from these problems that plant 
equipment should posses an adequate margin of safety 
against oscillations. Stenning (1964) investigated and 
identified three types of dynamic instabilities, namely, 
density-wave type, pressured-drop type, and thermal 
oscillations in a single channel upflow l:xJiling system. 
Daleas and Bergles ( 1965) investigated the effcct of the 
compressibility of upstream volumes of subcooled watcr on 
system instability. They investigated pressure-drop 
instabilities in a single horizontal tube system. Kakaç et ai. 
(1977) identified dynamic oscillations and conducted 
experiments with various heat inputs, inlet temperatures and 
different size heater. Various reviews of two-phase tlow 
dynamic instabilities are cited in Boure et ai. (1973) and in 
Lahey and Drew ( 1980). 

The objective of this work is to study theoretically and 
experimentally the steady-slate and oscillatory characteristics 
of flow boiling in singlc horizontal nnd vertical channcls 
two-phase flows. The Drift-Fiux model is used fór prcdiction 
of amplitudes and frequencies of oscillations and its rcsults 
are compared with the experimental findings. 

EXPERIMENTAL STUDY 

Description of the Horizontal Experimental System. 
Two-phase flow of R-II is studied and diffcrcnt flow 
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parameters are mea~ured. The steady-state characteristics are 
obtaincd via pressure-drop vs. mass flow rate mea~urements. 
Di ffcrent heat inputs and exit restriction diameters nrc 
considered. As part of the oscillations (unstcady flow 
prohlcm) study, a surge-tank was uscd to simulatc systcm 
comprcssible volume. Thc changc in surgc-tank levei 
coincides with the occurrence of oscillations. A pressure 
transducer is used to measure the variations in pressure. 

Figure I is a schcmatic diagram of a multi-channcl in
tube boiling horizontal system experimental apparatus which 
is used in this study. ln the present study, only single
channel flow is studied. 

- ---------1·-------' 
(r) 7 

I. ~bin Jupply tank .5. Recirculalin1 ooo&er 1. s;p alaueo 
2. Fiher 6. Healcr lube 9. P..ait rallktkon 
3. RotanKier 7. Rectirler 10. c.ad<ola' 
4. ConlmiV•I....-t: 11. Storqe IAnk 

Figure 1-Schematic diagram of the horizontal system 

The following tlow parameters wcrc used: system pressure 
30-100 bar; mass vclocity 1 ()()-11 ()() kg/m's; inlct sulx:mling 
0-24°C; cxit restriction tubc diamctcr ratio, 13, 0.24; hcat 
input 1000-2000 W. R-11 was controlled by the main 
control valve. ll1e surge tank is a four inch diameter, ten 
inch high coppcr cylindcr with caps on both ends. Pressure 
gage and sight glass are mounted on it to visualize the 
pressure and liquid levei inside. The main function of the 
surge tank is to provide a compressible volume upstream of 
the system The test section tube (L=I060 mm, d;=l0.9 mm, 
do= 12.7 mm) is thermally insulated and electrically heated 



and the heat input can be regulated by a DC rectifier. After 
it exits the test section, the two-phase mixture is sent to a 
chiller where it condenses and the condensed Iiquid is 
stored in the recovery tank. 

Temperature Measurement: Temperature 
measurements were made using E-type thermocouple wires 
of O.OI inch diameter. The uncertainty associated with 
temperature measurement was 0.375%. 

Pressure Measurement: Pressure signals are 
measured at the following locations: inlet and outlet 
plenum, before inlet plenum, after restriction valve, before 
and after the heater. Pressures before and after the heater 
are sensed by both pressure gages and transducers, while the 
others are measured by gages only. The uncertainty 
associated with the pressure transducer was 5.I %. 

Aow Measurement: The mass flow rate in the system 
was regulated by the control valve. Two measuring devices, 
therefore, are used to monitor and control the flow rate, i.e., 
rotameter and differential pressure transducer. The 
uncertainty of tlow rate measurement was 2.64%. 

Description of the Vertical Experimental System. The 
set-up shown in Fig. 2 was used to investigate the basic 
mechanisms of different types of oscillations and effects 
of various parameters on these oscillations. 
Demineralized and degasified water was used as the test 
tluid. The following flow parameters were used: system 
pressure 30-I 00 bar; mass velocity 600-1300 kg/m2s; 
inlet subcooling I 0-90°C; exit restriction tube dia meter 
ratio, p, 0.33, 0.4I7, 0.5; heat flux 0-700 kW/m2• 
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2. F11or 8. - I . E~ Tronofonnor 
3. w- Pump 1 11urgo Tri 1. ~ 

M va~w a 0r11ce P1o1e ~- a.oo 
Figure 2-Schematic diagram of the vertical system 

Water was heated to the desired inlet temperaturc 
in the pre-heater 5, and then heated again in the test 
section till boiling occurred. Two~phase mixture was 
sent back to water tank I through a chiller 9, where it 
was condensed back to below 50°C. 

The surge tank was chargcd with nitrogen which 
formed a compressible volume for the test section. 

The test section was made of stainless steel tuhc 
(016mmx2mm) with a heated length of 3.8 m. Heating 
was realized by applying AC power directly to the tuhc, 
which was thermally insulatcd and electrically isolatcd 
from the rêst of the system. 
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An orifice plate 04 was installed after the test 
scction to form the exit restriction. Three plates with 
different oritice diameters were used in arder to study 
the effect of the exit restriction on boiling instabilities. 

Temperature measurement: For temperature 
measurements, standard chromel-constantan 
thermocouples were used. A typical uncertainty 
associated with temperature measurement was 0 .375%. 

Aow rate measurement: Measurement of flow rate 
was made using differential pressure transduccrs with a 
response time of the order 0.1 s. They were considered 
accurate enough for dynamic measurernents . A typical 
density-wave oscillation period cncountered in the study 
was 1.5 seconds. The uncertainty of flow rate 
measurement was 2.64%. 

Pressure measurernent: Pressures were rneasured 
by Bourdon-type pressure gauges and a strain-gauge 
type pressure transducer. The uncertainty associated 
with this type of pressure transducer was 5.1 %. 

EXPERIMENTAL STUDY OF THE VERTICAL 
SYSTEM 

Density-wave type oscillations have been observed 
to occur at low mass flow rates in the positive slope 
region along the steady-state characteristic curves, 
Kakaç and Liu ( 1991 ). The system pressure drop was 
detined as the pressure drop from the surge tank to the 
exit of the exit restriction. 
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Figure 3- Typical density-wavc type oscillation (p=IOO 
bar, 0=937.5 kg/m2s, Tsub=90 °C, Q=580.5 kW/m2

) 

At low vapor qualities, · the vertical system was 
stable. As the heat input was increased and the quality 
increased to a certain value in the test section, 
oscillations of mass nux, inlct prcssure and wall 
temperaturc with periods of 1.5-4.5 seconds were 
observed. These are density-wave type oscillations. At 
first, the period of oscillation was about 4.5 seconds, and 
the oscillation amplitude of mass flux was quite large. 
The oscillation period and amplitude decrease with 
increase in heat input. During density-wave type 
oscillations, the mass flux oscillation was always 
accompanied by a wall temperature oscillation . The 
amplitudes of the wall tcmperaturc oscillations were in 
the range of I 0-30°C, and tcndcd lo incrcasc as hcat 
input increased. A typical density-wave type oscillation 
is shown in Fig. 3. Density-wave type oscillations 



generally have higher frequencies and smaller 
amplitudes compared to other types of oscillations, 
Kakaç and Liu ( 1991 ). 

The Effect of Parameters. The threshold values, i.e., the 
Iimiting heat flux and quality of the density-wave type 
oscillations were found to Qe affected by the following 
parameters in different ways. 

~tem pressure. It was shown from this study that 
at higher system pressures, the values of 1imiting heat 
flux and quality were increased as shown in Fig. 4. This 
fact actually tells that the system becomes more stable, 
since the system can sustain higher heat input without 
experiencing density-wave type oscillations. 
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Figure 4-The effect of system pressure (0=937.5 kg/rn2s, 
Tsub=60 °C) 

Inlet mass flow rate. The threshold of the density
wave type of oscillations was also obtained as a function 
of rnass flow rate under different system pressures as 
shown in Fig. 5. The limiting heat flux increascs as 
rnass flux increases. This leads the two-phase flow 
system to become more stable. 
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Figure 5-The effect of inlet mass flow rate (Tsub=60 o c, 
13=0.417) 

Inlet subcooling. The effect of the inlel subcooling 
on the threshold values is quite complex. Under lowcr 
system pressure (30 bars), this effect is monotonous. 
Both limiting heat flux and quality increase almost 
linearly with increase in subcooling as shown in Fig. 6. 
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Under higher system pressures (50 bars and above), 
however, the relationship becomes multi-valued. 
Mínima on both curves are found to occur at a 
subcooling of 30°C. With increased inlct subcooling, the 
single liquid phase region expands downstream, which 
makes the system more stable. Meanwhile, the average 
vapor quality in the heater decreases, which in turn 
reduces the response time for disturbances, the rnass flux 
can therefore undergo oscillations more easily. 

Exit restriction. The presence of the exit restriction 
increases the pressure drop in the two-phase flow region. 
When the orifice diameter dccreases, the system 
becomes less stable (see Fig. 4). The oscillation periods 
decrease with increase in heat flux and orifice diameter, 
and increase with increase in inlel subcooling and 
system pressure. 
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Figure 6-The effect of inlet subcooling (0=937.5 
kg/m2s, P=0.5) 

Prcdic•:on of Threshold of Dcnsity-Wave Type 
Oscillations. 

It is clear from the experimental studies that lhe 
effects of various system parameters on limiting heal 
flux and quality are quite cornplex. While further and 
extensive studies are needed, a relatively simple 
correlation to predicl the threshold of this type of 
oscillation can be obtained from the present 
experimental study. 

By non-dimensionalizing the energy equalion for 
homogeneous two-phase flow, a dimensionless numher 
NQ can be obtained, Wang et ai. ( 1994 ): 

(I) 

where O is the mass velocity, d is lhe tube diarneter and 
h is the enthalpy. By replacing Q50, which is heat flux of 

slable flow by lhe limiting heat flux value, Qç. and hJ by 

(h 5 - ho). we obtain: 

(2) 



NQ can therefore be considered as a ratio relating 

the total heated length Lh to the length occupied by the 

single liquid phase in the test section. It also shows the 
relationship between limiting heat flux and tluid inlet 
subcooling. 

Multíplying both sídes of Eq. (2) by the límiting 
quality Xc, we have: 

4Q L 
X N =X c h (3) 

c 0 c (h • -h 0 )Gd 

Another dimensionless number Np was derived 

from the dimensionless fonn of the momentum equation 
for homogeneous tw"-phase flow, Wang et ai. ( 1994 ): 

P.p, 
Np = G2Lh 

(4) 

where P. is the exit pressure and p1 the liquid density. 
This number was used to show the effects of pressure 
and mass flux on the density-wave type oscillations. 

ln addition, the thermodynamic properties of the 
fluid were also taken into account: 

h -h o s __ 

N TS = t.hv (5) 

which is used to consider the effect of inlet subcooling. 
A simple correlation was thus obtained by 

introducing the following relationship among Eqs. (3), 
( 4) and (5): 

xcNo=A+B Np 
NTs 

(6) 

ln practice, the quality, x, in the system is to be 
found from thennal equilibrium condition, and NQ is to 

be calculated from Eq. (I). The product of x and NQ is 

then compared with the value calculated from Eq. (6). If 
x NQ > Xc NQ = A + BNp INTS • the system is in the 

region where density-wave type oscillations can occur. 
Otherwise, the system will not experience this type of 
oscíllations. 
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Figure 7!Comparison of correlation with experirnents 
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The constants A and B in Eq. (6) are found to be 
functions ofthe exit restriction, Wang et ai. (1994) . 

Experimental data and those calculated from the 
above correlation are plotted in Fig. 7. The linear 
relationship suggests that correlation (6) can be used 
satisfactorily to predict the threshold values of heat flux 
and quality of the density-wave type oscillations in a 
high pressure upflow boiling systern under the present 
experimental conditions. 

THEORETICAL STUDY 

ln the most general fommlation of the two-phase 
flow problem, the conservation equations are written 
separately for each of the phases, hence it is called as a 
"separated tlow model". Various fonns ofthe conservation 
equations have been proposed by lshii ( 1977), 
Yadigaroglu and Lahey ( 1976), Zuber and Findlay ( 1965). 
ln most of the practical problems, however, one 
dimensional time-dependent equations are used. To close 
the set of six conservation equations (three for each phase), 
seven constitutive laws are required - friction and heat 
transfer for the two phases at the tube wall, and three 
conservation equations for shear force, mass balance and 
energy balance at the interface of the two phases. The 
requirement of seven constitutive laws makes the use of 
this model very difficult. ln order to reduce the complexity 
involved in the fonnulation of the problem in its most 
general fonn, as noted above, severa! models have been 
suggested, which attempt at correlating different 
parameters of the two-phases, i.e. drift velocity, void 
fraction, slip ratio, etc. For a number of two-phase flow 
regimes, such as annular or slug flow, the homogeneous 
model does not reflect the physics of the phenomena, since 
the assumption of equality of the phase velocities is not 
justifiable. The drift-flux formulation which has gained 
much acclaim in the Jast decade, takes the relative velocity 
between the phases into account, while assuming 
thennodynam ic equilibrium, Zuber and Findlay ( 1965). ln 
addition to the assumption used in the development of the 
homogeneous model, the pressure and other fluid 
properties are assumed to be uniform along the cross
section. 

SOLUTION PROCEDURE 

The study of two-phase flow dynamic instabilities, in 
general, requires the knowledge of the steady-state 
pressure-drop versus mass flow rate characteristics. lbese 
relationships, which are the steady-state solutions to the 
conservation equations, are also used to detennine the 
initial conditions for oscillations. Therefore, initial 
solutions are obtained for various heat inputs ancl/or inlet 
subcoolings under steady-state conditions. 

By using the two-phase flow goveming equations 
and the Zuber-Findhly model, the steady-state 
characteristics needed for thc transient analysis were 
cleterminccl using finitc-differcnce npproximations. Padki 



and Liu ( 1991 ). ln writing the finite-difference equations 
tive distinct regions are identified along the system, each 
having different characteristics, Kakaç and Liu ( 1991 ). 
Time-Dependent Solutions Pressure-Drop Type 
Oscillations. Using the method and results developed for 
steady-state characteristics, the time dependent behavior of 
the system under consideration is predicted for pressure
drop type oscillations. 
Model for Pressure-drop Type Oscillations. Pressure-drop 
oscillations that occur in two-phase flow systems are 
triggered by a small instability in the negative slope region 
of the steady-state characteristics curve. The surge tank is 
an important dynamic component ofthe system that serves 
as an "externa! compressible volume". These oscillations 
have relatively low frequencies, and their periods are 
usually much larger than the residence time of single
phase fluid particle in the system. Consequently, the 
transient operating points can be obtained as a series of 
steady-state points. For the surge tank, the continuity 
equation can be written as, Padki and Liu ( 1991 ): 

dPs 2 (G;- Go) Ap 
-=Ps 
dt Pso YoPt 

(7) 

The rnomentum equation for lhe mass velocity, G;, 
between the main tank and the surge tank is written as: 

(8) 

where K1 is the inlet restriction coefficient of the valve 
between the main and the surge tanks. The above 
expression has been experimentally determined as: 

G· = [(P; -Ps) Pt ]'12 
I 325 

(9) 

The steady-state solution, which is assumed to be valid for 
the section of the system following the surge tank can be 
expressed as: 

(lO) 

Equations (7), (8), and (9) are approximated by the method 
of forward finite differences. 
Scheme ofSolution. The calculations start with given fluid 
temperature and pressure. TI1e initial flow parameters and 
properties, corresponding to the given inlet mass velocity 
and heat input, are calculated using the steady-state 
program. These results are saved as the initial conditions at 
the stable operating point. The system is perturbed by 
increasing the pressure P, in the surge tank. The inlet mass 
velocity for the surge tank is calculated using Eq. (8). 
Calling the steady-state program again, the mass velocity 
and other flow parameters and properties along the systcm 
are- compu~ed using Eq. (I 0), corresponding to the 
increased surge tank pressure. Since the pressure in the 
surge tank is increased, the flow rate through the heater 
decreases. The heat transfer coefficient and the heat input 
into the fluid also change. Using Eq. (7), the pressure P, in 
the surge tank is calculated at the next step. As lhe cxit 
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mass velocity G0 from the surge tank decreases more than 
the mass velocity G; into the surge tank, P, increases 
further during the time step ôt. This procedure is repeated 
in the successive time steps. ln the successive time steps, 
the pressure difference between the surge tank and the 
system exit increases along the negative slope, until the top 
of one of the steady-state mass flow rate versus pressure
drop curves is reached, depending on the instantaneous 
heat input into the fluid . Then the calculation point leaps 
from the top of the curve to the liquid region 
automatically. The flow rate through the heater increases. 
The surge tank pressure decreases with increasing flow 
rate through the heater, since the exit flow rate is larger 
than the inlet flow rate . The pressure in the surge tank 
decreases till the bottorn of one of the steady-state rnass 
flow rate versus pressure-drop curves. Then another flow 
excursion takes place frorn lhe liquid region to two-phase 
or vapor region. These limit cycles are then repented. 

COMPARISON OF THEORETICAL ANO 
EXPERIMENTAL RESULTS 

We shall now examine lhe results from both the theoretical 
study and experimental work performed on vertical and 
horizontal flow systems. 
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Figure 8-Steady-~tate characteristic curve of the horizontal 
system (Q=2000 W, 13=0.24) 

Time-Dependent Results. While Figure 8 shows typical 
steady-state characteristic curves for the horizontal system, 
Figure 9 shows typical recordings of pressure-drop 
oscillations occurring in the horizontal flow system. 

7.0 

Figure 9-Pressure-drop type oscillations in horizontal 
system (Q ==2000 W, m=0.0717 kg/s) 



The rising portion of the pressure-drop oscillations 
corresponds to an increasing vapor flow that carries away 
more heat, thus lowering the wall temperature. The 
decreasing portion corresponds to a decreasing liquid mass 
flow rate that convects progressively lower heat away from 
the wall. This causes the temperature to increase. The 
experimental and theoretical results shown exhibit this 
characteristic clearly and are themselves in good 
agreement. The periods, amplitudes, as well as the 
wavefonns; of the oscillations are reasonably well 
predicted by the theory. 

Table 1-Comparison of experimental and theoretical 
results; pressure-drop type oscillations in a horizontal 

system (R-li, di=8.34 mm, d0=10.6 mm, m=0.0717 kg/s) 

Exit Heat Period Ampl. Periol'l Ampl. 
restriction input (s) (bar) (s) (bar) 

mm (W) Ex per. Theor. 
2.64 2000 18 1.5 24 1.9 
2.64 2500 16 2.2 18 2.0 

3.175 2000 13 1.1 12 1.25 
3.175 2500 14 1.2 12 1.4 

"fable 2-Comparison of experimental and theoretical 
results; pressure-drop type and thennal oscillations in a 

vertical system (R-11, di=7.5 mm, d0 =9.5 mm) 

Heat Flow Oscillation Period Ampl Period Arnpl 
input rate type (s) Exp. (s) ·n1eo. 
(W) (kg/s) 

800 7.31 Heater inlet 50 0.96 57 0.94 
press. bar. bar 

Heater inlet 50 99.8° 57 96.0° 
temp .. c c 

600 7.31 Heater inlet 25 0.50 30 0 .69 
press. bar bar 

1-leater inlet 25 49.2 30 40.0° 
temp .. o c c 

800 11.89 Heater inlet 28 0.89 27 1.14 
press bar bar 

1-ieater inlet 28 65.0° 27 75.0° 
temp c c 

Tables I and 2 summarize the comparison between 
the experimental and theoretical results. The pressure-drop 
oscillations result through the interaction between the flow 
and the compressible volume in the surge-tank. Under 
these experimental conditions, high frequency density
wave oscillations also occur and are superimposed on the 
pressure-drop oscillations. The present model can predict 
the pressure-drop oscillations quite well. 

CONCLUSIONS 

At a given inlet subcooling, the amplitudes and 
periods of oscillation increase with increasing heat input. 

At a given heat input rate, the amplitudes and periods 
of the oscillations increase with increasing inlet 
subcooling. 
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The periods and amplitudes of the oscillations 
increase with decreasing rnass flow rate at the initial 
operating point on the negative slope. 

The steady-state characteristics and the oscillations 
predicted with the use of the drift-flux model are in 
reasonably good agreement with experimental results. 

ln a boiling two-phase flow system, the occurrence 
of the density-wave type oscillations is affected by 
systern pressure, inlet subcooling, rnass flux and the size 
of exit restriction . These effects were given a full 
discussion. 

The period of the density-wave type oscillation is 
related to the residence time of the mixture particles 
traveling along the system. The amplitude of mass flow 
rate oscillation is quite Jarge and flow reversal also 
occurs during the oscillations. 
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SUMMARY 

Thcnnally induccd dcnsity wavc oscillalions in unifonnly hcated boiling channels have been analyzed 
numcrically using lhe anc-dimensional drifi-l1ux model of two-phase l1ow. The purpose of this paper is to 
invcstigale severa! issues conceming lhe eiTccls of physics (modcling asswnplions) and opcrating conditions 
on the nonlincar dynamics and stability of hcatcd boiling channcls. The eiTect of considering subcooled 
boiling in lhe channcl and phasic slip bclween lhe liquid and vapor phases of two-phase l1ow have been 
extensively analyzed. 

I.NTRODUCTION 

One of lhe most important questions conceming with the 
operation of two-phase tlow systcms in general and nuclear 
reactors in particular, deals with system stability. ll1e methods 
of stability analysis can be dividcd into two major groups: one is 
based on lincarized models, lhe other - full nonlinear modcls. 
The main advantage of lhe fonncr mcthod is that by perturbing 
the goveming equations around a steady-state opcrating point, 
and converting the rcsultant linear modcl from time to frequency 
domain, cxact analytical solutions can be oblaincd for thc system 
transfer fi.mctions. Thcsc transfcr limctions can be thcn analyzed 
using well establishcd quantitativc critcria, to obtain rigorous 
condilions for system stability. ln fac!, such an approach has 
been successfully applied lo various boiling syslems, from small
scale experimental facililies lo conunercial boiling waler 
reactors (BWR) and other thennal-power systcms. Whcrcas the 
linear approach proves vcry useful in detcmlining if a given 
system (more specilically - a particular operating point of the 
system) is stable and in establishing the onsct-of-instability 
conditions, it does not providc infonnation in regard to qucstions 
such as the range of stability (for conditionally stablc nonlinear 
systems) and lhe propertics of the response of an unstable 
system. 

Although severa! interesting aspects of nonlinear modcls 
of two-phase l1ow have bccn investigated using analytical 
methods, thc most commonly uscd practical approach to such 
modcls is via dircct integration of the govcming equations in thc 
time domain. l11e purpose of this pape r is to present the result of 
a study aimcd at analyzing thc e!Tcct of various modeling 
assumptions such as drill-fl••x panunctcrs and subcoolcd boiling 
on thc stability and dynamics of parallel boiling channcls 

FLOW-INDUCED OSCILLATIONS lN BOILING CI-IANNELS 

Let us considcr a system of parallel boiling chatmcls 
colmected bctwecn two largc plena, one at the inkt and the other 
at the exit, as shown in Figure I. If the prcssurc drop betwecn 
ti1e plena rcmains constant even if the flow rates at lhe inlet to 
some charu1els oscillal<!, cach oscillaling channcl can be 
analyzcd separatcly using thc (givcn) constant prcssure drop as a 
botmdary condition. A similar ciTcct can bc obtained by 
connecting a hcated boiling channcl in parallel with a single
phase adiabatic bypass chmmcl (sce Figure 2). If lhe bypass flow 
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rate is much larger than lhat at ti1e inlet of lhe boiling channel, 
thc pressurc drop between lhe plena will remain basically 
constant even if lhe channel inlet flow is subjected to 
oscillations. Figure 3 shows lhe eiTect of lhe nonlinearities on 
the transient response of an unstable boiling channel where lhe 
solution converges to a limit eycle (self-sustained oseillations). 
Assuming that subcoolcd liquid l1uid entcr U1e hcated channel, 
the total lcngth of lhe channel can bc di vided into two sections, a 
single-phase nonboiling section at lhe bottom and a two-phase 
boiling scction in the uppcr part. Using a anc-dimensional model 
of time-dcpendent l1ow and hcat transfer phenomena along lhe 
channcl, the moving boiling boundary can be evaluated as lhe 
!ocation where the liquid enti1alpy reaches U1e onset-of boiling 
enthalpy, h1(z8 ) = h1•8 . llli~ characteristic enlhalpy is ealculatcd 

diiTcrently, depending on the boiling model used in the analysis. 
For examplc, if subcooled boiling is neglected, h1,8 = h1 , 

whcrcas if subcooled boiling is accounted for, h1•8 is typically 

dclined as the enthalpy at U1e location of lhe onset of signilicant 
void, h1,8 = h1,d . ln arder to analyze the eiTects of subcooled 

boiling and phasic slip between the liquid and vapor phases on 
lhe predictcd dynamic response of a boiling channel, a drifi-l1ux 
model has been used in lhe present analysis (Zuber and 
Findlay,l965 ). 

The actual form of lhe one-dimensional model of two
phasc flow dcpcnds on lhe specilic modeling assumptions made 
and lhe form of closure relations used (Podowski,l994). 
Spccifically, the number of first principie equations may vary 
from six for a full two-fluid model to three for a homogeneous 
cquilibrium modcl (HEM). ln any case, the continuity equations 
for both phases are usually used, eiU1er in their basic form or by 
transfonning them into the following cquations: 

Volumetric Flri.X Continuity Equation 

oJ dpg dp1 op -=r v/ -(v a--v/(1-a)-]--oz ' ' d p d p ot 
. dpg . dp1 op 

-[v 1 --+Vf]f-]-
g g dp dp oz (I) 
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Figure I -A schematic of the multi-parallcl-channel systems. 
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Figure 2 - Two-parallel-channcl boiling systcm schcmatic. 

Void Propagation Equation 

ôa,+ô(uRa) =v [r-dp 8 (a ô p_j ô p)]. 
ô t ô z g d p Ô t g ô z 

(2) 

Ali flow paramcters are uvcragcu over the tlow cross scctionul 
arca, and lhe rcmaining notation is convenlionul (Luhcy anu 
Moody ,1977). 
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It has bccn assumed in Eq. (l) lhat p 1 = p1 . ln Eqs. (1) 

and (2), r is lhe volumelrie phase change rate. ln lhe case 
when lhennodynamic equilibrium bclween lhe liquid and vapor 
phases is assumed ( e.g. in saluraled boiling, when it can be 
assumed ~ = T, = T.a, ), r can be evaluated analytically as a 

funelion of lhe wall heat flux, variable system pressure and local 
void fraclion (Podowski,l994 ). Since a one-dimensional 
framework does not allow for a rigorous malhemalical treatment 
of local lateral phenomena, a phenomenological closure law is 
nonnally used to express lhe wall heat flux partitioning between 
nonboiling and boiling componcnts (Lahey and Moody,l977). ln 
lhe analysis of boiling channcl dynamics, lhe major 
thennodynamic nonequilibrium cfTect bctween lhe phases is 
conccmed with subcooled boiling. The malhematical 
fonnulation used to account for this phenomcnon dcpends on lhe 
modeling assumptions. Two commonly used options which are 
accounted for in the overall model, are: (a) a profile-fit model 
(Levy,l966) in whieh the flow quality, x = G

8
JG, is related to 

lhe cquilibrium quality, x, , using an algebraic relationship of 

the fom1, x = x.- x •. d 'l'(x,f x, ,J) , where x,,d is lhe 

equilibrium quality at lhe significant void detaclunent point and 
'I' is oblaincd from an experimental fit, and, (b) a mechanistic 
modcl (Lahey and Moody ,1977) using a first principie mixture 
encrgy conscrvation equation, given by 

Mixtr1re Energy Conservation Equation 

o 
-[p1 h1 (I-a)+p/r,a] + 
OI 

ô + -ô [p!Jthl+p ). "]- q• Ôp z ,,,--+-
Axs ôt ' 

wherc h1 is the liquid cross-section-averaged enlhalpy. 

(3) 
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Figure 3 - Rcsponse of an unstable boiling chrumel to a 
perturbation in the wall heat flux. 

The volumelric phase change rate, r , for lhe subcooled 
boiling models and the bulk boiling model, can be obtained by 
combining the two-phase continuity equations with lhe mixture 
cnergy equation, to yield 

r= ro +l~ . (4) 

where f 0 is lhe wall-heat-induced evaporation rate, and rP is 

lhe phase change rate (cvaporalion and condensation) due to 
pressure variations. The !alter tenn is given by 



I d ltf d ltR dp r =-[1-p (1-a)--p a-· ]-. (5) 
p ltfg f dp g dp dt 

ln lhe bulk boiling region, l'a is givcn by 

q' 
Ío = ---'--

Axs hfs 
(6) 

l11 the prolile-lil modcl, I~ is calculaled as an cxplicil 

funclion of lhe equilibrium quality in lhe boiling region 
(Levy,l966): 

q· d·l' 
Ío =--(1-x,d-). 

Axs h18 · dx, 
(7) 

For lhe mechanistic suhcooled boiling model, 10 is 

calculaled by cnergy partitioning inlo thal rcquircd lo fonn 
vapor, transferred via single-phase convection and pumping 
(Lahey and Moody, 1977): 

h1 - hld p R h '• 
Ío= {(r[ · 1l " )-

Axs 1t1 8 
h1 -lt1,J p 8 1t18 - p 1 (h1 -h1) 

-l10 _!:_ (7~"' - 7;)} , (8) 
vfs 

where h1,d and x,,d are lhe enthalpy and quality at signifícant 

void detaclunenl point, respectively. 
l11 U1e case of lhe dritl-llux model, lhe phasic slip is 

expressed using an algehraic closure law (Zuber and 
Findlay, 1965): 

(9) 

where C0 and V81 are lhe concenlralion parameter and lhe drill

flux vclocity, respectively, so that lhe mixture momentum 
equation is sullicient to close lhe model. This equation can be 
written as: 

Linear A~fomentum t'quation 

(lO) 

The drill-tlux paramelcrs C0 and V81 are in general obtained 

from correlations such as the Banko!Ts correlation 
(Bankoff,J960) and the EPRI corrclalions (Chexal and 
Lcllouche,l985). ln lhe case lhat C0 =I and V81 =O, lhere is 

no slip bctween liquid and vapor phases. 
Let's consider a syst.:m consisted of N individual 

charuJcls as shown in Figure I and also thal the coolant enlers 
the· system as subcooled liquid, lherefore lhe individual channcls 
are divided into two regions: single-phase liquid and two-phasc 
mixture. TI1e total pressure drop, t>p,, in channel- n is given by 

11 = l, ..... N (li) 

where 6p1;,n and óp2; ,, are the channcl single-phasc und two

phasc pressure drops, respeclivcly. 
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The governing equations for single-phase liquid tlow can 
be derived from U1e two-phase tlow equations above, by setting 

a , í and ia to zero, and tPto = t/Jn = I . These equations can be 

used in the calculations for lhe singlc-phase rcgion of lhe 
channcls. 

For a givcn total flow rate into a multi-parallel-channel 

system, Wr , lhe tlow rates into individual channels, w;, , are 

calculated simultaneously for ali charuJels by using the col11111on
prcssure-drop boundary condition: 

(n=m=I, .... N) (12) 

The inlet tlow rates into individual channels satisfy: 

(13) 

whcrc ÓJ'n is the total prcssure drop in channel- n. 

The numerical methodology used to solve the combined 
mass, energy and momentum equations allows for varying lhe 
degree of implicitness, both spatial and temporal, in arder to 
optimize the ellicicncy of lhe method (i .e., good accuracy 
combined with fast' convergence). This melhodology has been 
presented in detail bcfore by Rosa(l992, 1995), therefore it will 
not be repeated herein. 

RESULTS AND ANAL YSIS 

The modcl discussed above has been implemented 
numerically as a FORTRAN code, DYNOBOSS (Rosa, 1994) 
(DYNAMICS OF NONLINEAR BOILING ~YSTEM~). Since 
the main purvose of this modcl has been to provide an accurate 
too! for the analysis of oscillatory transients and instabilities in 
boiling systems, the model tcsting included bolh thc numerica1 
methodology and the modeling concepts. The forrner issue has 
been considered in previous works (Rosa,l992,1995). Regarding 
lhe !alter issue, the parallel channel model in DYNOBOSS has 
becn compared against other modcls and experimental data. ln 
purticular, the results of a comparison against two frequency
domain models/cómputer codes, NUFREQ-NP (Peng et al,1984) 
and LINSTAB (Podowski and Zhou,1993), are shown in Figure 
4. Both results present marginal stability lines for a uniforrnly 
heated cham1el using the N sus - N PCH map, where N PCH and 

Nsus are, respectively, the phase change number and lhe 

subcooling number, delincd as 

l11 both NUFREQ-NP and LINSTAB lhe marginal stability 
line (MSL) is obtained by analytically solving lhe linearized 
goveming equalions and using them to obtain system transfer 
function(s). Since predicting the marginal stability conditions is 
very demanding test for any time-domain direct-integration code 
using a full nonlinear model oftwo-phase flow (for example, see 
Rohatgi et al , l994), the agreement shown in Figure) Md Figure 
6 clearly demonstratcs the consistency and accuracy of lhe 
prescnt meU1od. 

Thc tcsting of physical models in DYNOBOSS included a 
comparison of the rcsults obtained using diffcrent modeling 
assumptions against cach other and against experimental data. 
The numerical calculations wcrc perfom1ed for the two-channel 
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Figure 5 - Comparison of lhe MSL calculated by lhe linear code 
NUFREQ-NP and lhe nonlincar code DYNOBOSS. 

system shown in Figure 2. This is a simulation of lhe üpparatus 
used by Saha( 1974) in h is experiments. 

Thc impact of ditlcrcnt modcls oC subcooled boiling and 
phasic slip on lhe predicted onset of instability conditions in 
parallcl channcl syslcms is illustrated in Figure 6, including a 
comparison against experimental data of Saha(l974 ). The 
inclusion of subcoolcd boiling for high and intennediate 
subcooling number ( Nsun) does not a!Tccl the predicted 

slability threshold in a signillcant matmer whercas for low 
subcooling number it has an important stabilizing eiTect and its 
inclusion signillcantly improves the predictive capnbilities of lhe 
present model. It is also inlcresting to see lhal lhe predictions 
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Figure 6 - Comparison of the MSL calculated using: 
homogcncous equilibrium modcl (HEM); equilibriwn rnodel 
with phasic slip (SEM); prolllc-fit model with phasic slip 
(SPFM); mechanistic modcl with phasic slip (SMM); 
C0 = l.l2; V

8 1 
= 0.1 m/s. Also shown are the experimental 

results by Saha( 1974). 

using diiTerent models of subcoolcd boiling yicld substantially 
diiTcrcnt rcsults for low subcooling nurnber ( N SUB < 2 ), with 

the mcclw,..;stic model apparently capturing the transient nature 
of lhe phcnomena involved more accurately than the profile-fit 
model. As can be seen, phasic slip between liquid and vapor 
phascs of two-phase flow has a significanl stabilizing efTect over 
lhe cnlirc range of opcraling condilions analyzed. The effect of 
phasic slip is accounted for in DYNOBOSS by using the EPRI 
corrclalions (Chcxal and Lellouche,l985) for the drifi-flux 
parametcrs C0 and V8 1 . 

Figure 7 shows lhe cffect of subcooled boiling on the 
rcsponsc of a boiling channcl ncar lhe marginal stability tine for 
V3í"ious opcrating conditions. As can be seen, ignoring subcooled 
boiling has a dcslabilizing efTcct on the predictions. On the other 
hnnd, a comparison between lhe profile-fit and mechanistic 
modcls of subcooled boiling indicates lhat tl1ey yield similar 
rcsulls for low subcooling numbers but larger difTcrences 
develop whcn N suB increases. It is interesting to notice that tl1e 

mechanistic modcl ai ways shows more stable oscillations tl1an 
lhe othcr lwo models. 

Figure 8 shows the efTecl of kincmatic non-equilibriwn 
(slip) on lhe response ofa boiling chmmel for the sarne operating 
conditions as in Figure 6. As can be seen, the inclusion of phasic 
slip (SEM) has always lhe efTcct of stabilizing tl1e boiling 
channcl as compared with lhe homogeneous model (HEM). 

The results shown so far have asswned constánt and 
unifonn drifl-flux pmamctcrs ( C0 and V81 ) along the_two-phase 

flow region of thc chmmel which is valid for the purpose of 
showing the eiTcct of thc thermodynamic state of both phases 
and also to show lhe qualitalive efTect of kinematic non
cquilibrium bctween both phases on the dynamics and stability 
of a boiling charme!. A more rigorous analysis of the stability 
and dynamics of boiling charmels requires the calculation of the 
drifl-flux parametcrs not only along the two-phase region oftl1e 
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thc MSLs calculated by the homogeneous eq'lilibrium model and 
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chmmcl but also as fw1ction of time. Therefore, the marginal 
stability !ines have been recalculated using the EPRI correlations 
for drift-flux parameters for ti1e thennodynamic equilibrium 
and mcchanistic subcoolcd boiling models. The results 
ofcalculations using the space- and time-dependent drift-flux 
parametcrs for the sarne cases as in the previous stability maps 
are shown in Figure 9. Also are shown ti1e calculations by using 
thc constant and space-averaged drifl-flux parameters for steady
statc opcrating conditions calculated from the EPRI correlations. 
As can bc sccn in Figure 9, the calculations with ti1e averaged 
stcady-state parameters agree well with the ones with the space
and timc-dependent drift-flux parameters for mediumlhigh 
valucs of thc subcooling number and both two-phase flow 
modcls analyzed. 1l1e efTect of space and time dependence of 
drifl-llux paramctcrs becomes more important for low 
subcooling numbcrs where it indicates a more stable channel 
than the case for constant and average parameters .. The space
and time-dependcnt parameters did not improve the agreement 
with thc experimental data for medi um values of the subcooling 
numbcr but it secms to provide a bctter agreement in the low 
suhcooling range mainly if subcooled boiling is considered. 
Sincc calculations with spacc and time-dependent drift-flux 
paramcters are considerably more time-consuming than for 
constant and unifom1 parametcrs m1d since boti1 calculations 
showcd good agreement in most of the range of operating 
conditions analyzed, lhe averaged drift-flux parameters can be 
uscd succcssfully for estimating lhe marginal stability boundary 
in time domain calculations. 

CONCUJS!ONS 

Thcnnally induccd dcnsity wave oscillations in unifonnly 
hcatcd boiling chmmcls have becn analyzed numerically using 
thc cne-dimensional drift-flux model of two-phase flow. Two 
difTcrcnt approaches to modeling of subcooled boiling in the 



chatmels have bcen ' considercd: a mcchanislic modcl and a 
profile-fil modcl. Thc ovcrall modcl has bccn validatcd against 
linear slability analysis codcs and experimental data. For lhe 
range of operating conditions studied, phasic slip between liquid 
and vapor phascs of the two-phasc t1ow has sh0\\~1 a significant 
stabilizing clTcct on thc systcm ror thc cntirc range of opcrating 
conditions analyzed. Subcoolcd boiling has shown little impacl 
on thc stability of boiling channcls for intcnnediatc/high valucs 
of subcooling number but has sho~1 a stabilizing eiTect for 
small subcooling numbcr ( N suB .,: 2 ). J\lso, thc ctTcct of using 

space- and timc-dcpendent v alues of the conccntration paramctcr 
and drifi-Oux vclo·~ity instcad of avcragc valucs has shown a 
stabilizing ciTcct for small subcooling numbcrs improving, in 
this way, thc prcdictivc capability of thc modcl. 
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SUMMARY 

We extend the phase-filed formulation to solidification processes with a non-linear kinetic coefficient. The dynamics is 
appropriate to distinguish between the "random" and "defoct-driven" models of interface attachment, which is relevant 
for the development of micro-macro numeric simulations. Quantitative validation of the model is provided, through 
comparison with a classical deforming-grid numerical techníque. Ou r results further stress the power of the phase-field 
method, in the sense that iis .free-energy density-functional approach is easily generalized to encompass the detailed physics 
at the solidification front. 

INTRODUCTION 

During any non-stationary solidification process, the temperature 
at the solid-liquid interlàre is lower than the equihbrium melting-point. 
This "kinetic undercooling", AT, provides the drive force for the 
interface movement, and its detailed dependence on the interface 
speed v is dictated by the atomic attachment of the particles at the 
solid front. (Chahners, 1%4 ). The "rough" or "random" mode~ which 
assumes an uniform interface of equivalent available sites, implies 
Voc(AT}, whereas growth by dislocations gives Voc(ATt Kinetic 
undercooling is an important etfect during rapid solidification, and, 
aiiied with anisotropic etfects, may be of fundamental importance for 
the understanding of dendrite sidebranching. On the other side, the 
interlàre rnoq:ilology during solidification is govemed by the dynamic 
interplay between the deseslabilizing etfect of bulk undercooling in the 
liquid phase and the stabilizing etfect of surface tension(Kurz and 
Fisher, 1992). Under these conditions, the direct application ofthe 
classical transport equations is inadequate, and requires the 
development of complicated numeric techniques to keep track of the 
interface local curvature and speed. 

The phase-field(PF) methods(Caginalp, 1989) provide very 
attractive altematives to the cumbersome classical front-tracking 
approaches. Currently an area of active research(Warren, 1995), their 
power comes from an ab-initio formulation based on an adequate 
density function~ which treats the phase state ofthe material on the 
sarne ground as temperature, concentration, or any other intensive 
thermodynamic coordinate. ln the PF techniques, the solid-liquid 
interface is determined a posteriori, as a levei curve of the global 
solution, were the kinetic and Gibbs-Thompson interface conditions 
are automatically satisfied; they are therefore applicable to two and 
three dimensional geon\Ctries, essentially without any additional etfort. 

The current phase-fleld formulations adopt a linear model for the 
temporal evolution of the order parameter, which implies a linear 
relationship between the local interface temperature and 
speed(KobayashL 1993). Fabbri and Voller (1995), by ado$lg a 
non-linear transformation in the coupling term of the phase
temperature equations, were able to sirnulate a square-law kinetic 
etfect, thus resembling the dislocation growth mechanism at the 

microscopic levei; such modification, however, violates the Gibbs
Thompson condition, which imposes a linear relationship between the 
interlàre undercooling and the locai interface curvature - it is therefore 
not directly applicable to muhidimensional problems with a non-planar 
solid-liquid interface. 

We here show that the PF evolution equation can be written in a 
general form, adequare to handle the multidimensional kinetic 
undercooling problem, while maintaining intact the Gibbs-Thompson 
condition at the interface. Quantitative validation of the equations are 
given by a one-dimensional numeric simulation, were the PF results 
are checked against the predictions of a classical deforming-grid 
technique. Our results show that the generalized PF equations, in the 
sharp-interface limit, give the correct solutions to the corresponding 
modified Stefan problem. 

A GENEMLIZED PHASE-FJELD FORMULATION 

A comprehensive introduction to PF methods can be found in the 
references, and a domestic version is available (FabbrL 1994 ). Here 
we describe only the essential pertinent facts. 

ln the phase-field method a phase variable p(X.,t) is introduced, the 
v alues of which describe the phase state of the material; we choose 
the value +I to corresponding to liquid, and -1 to solid. The S-L 
interlàre is defined by points at which p=O. ln practice, there is always 
a transition ~ ofwidth e between the solid and liquid phases, which 
can be made as small as desired, in order to approximate the sharp 
physical interface. Caginalp & Sokolowsky ( 1991) and Fabbri & 
Voller (1996) have shown, however, that the use of a suitable Iarge 
numerical value for e does not compromise the solutions of the PF 
equations. ln equilibrium, the spatial profile of p(X.,t) is made to 
minimize the total free~nergy :F of the system (or any other 
thermodynamically consistent functional). ln terms of a first~rder 
expansion in the field p, and the temperature u, :F is written as: 

:T=f{±~2 1Vpf + F(p,u)}d
3
r (1) 

1
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, where F(p,u) is a double-well potential having local minima at 
p=± 1, and Ç is a characteristic length of the order e. ln the current 
linear PF models, the time evolution of p obey a simple linear-time 
relaxation law. We here propose that the time derivative ofthe phase
fteld can be given a generalized dependence on the variation of .7: 

[ 2. ap ]~ = _ õ.7 = _1 (ç2\f2p + F(p,u)) 
âp at Õp dp 

(2) 

We have made the right and left terms non-dimensíonal by 
normalizing wíth respect to llp, a convenient but otherwíse arbitrary 
order-parameter scale. 't is a characteristic relaxation time parameter, 
and the brackets are interpreted as the power signed function: 

[a]P c. laiPsgn(a) (3) 

The evolution exponent 13 can be given a convenient value, in 
order to reproduce the desired microinterface dynamics. The linear 
("rough") model is recast with 13=1, in which case the asymptotic 
analysis of Caginalp (1989) can be employed to relate the PF 
pararneters to the actual(measured) physical properties ofthe medium 
(see also Caginalp and Xie, 1993). The Allen-Caim relation (I 979), 
which relates the surface tension coefficient cr to the actual form of 
the potential F(p,u ), still holds in the general case: 

>[ 

a = ~E I /F(p,u)dp (4) 
- I 

The local dynamics at the solid-liquid interface is dependent on 
the actual form ofthe potential F(p,u). ln order that the PF equations 
reproduce the correct Gíbbs-Thompson dependence on the local 
curvature, it is necessary that aF!au be only a function of p (the 
potential must be a linear function ofu). This requirement is fulfllled 
by a convenient four degree polynomial in p (Kobayashi, 1993 ): 

F(p,u) = w {o -<1>2)[<l>+yu]d<l> (5) 
- I 

W is a constant defining the entropy scale, such that âS = entropy 
of melting = y W /6. The constant y can be any number compatible 
with F(p,u) having three distinct roots at any temperature. 

The interface kinetics can be made an appropriate function ofthe 
interface velocíty v by adjusting the time-evolution exponent 13. This 
can be seen as follows. Assume that the local solution of Eq.(2), 
around the interface, behave líke a wave packet (soliton) ofthe form 
p(x- Vt). Then the normal interface velocity v= v ·fi satisfies a non
linear eigenvalue problem in the wave coordinate TI = x·fi - vt : 

2 +-..E. -v-" - + -F(p,u) = O (6) 
d2 d ( a;l'2 dp)p l 

dT)2 ç2 dp dT) ç2 

We have written 't=a:Ç2
, introducing the coefficient a:, which, for 

p=l , can be shown to be equal to the more familiar kinetic coefficíent 
employed in sharp-interface (Stefan) classical solidification models. 
Linearizing p around the interface position (p, O), we get at once: 

u = -..!.. 4dP( ~)PvP (7) 
p 3âS 21lp 

p is a parameter related to the actual interface thíckness, which in 
principie can be found exactly through a complete asymptotic analysis 
ofthe. eígenval1Je problem, Eq.(6); we here determine the value of p 
by numerical fitting the PF results to the deforming grid solutions. 

THE PROTOTYPE MODIFIED STEFAN PROBLEM 

ln order to validate the generalized PF equations quantitatívely, we 
refer to the one-dimensional solidification of a pure substance with 
melting temperature T m and latent heat L, where an explicit kinetíc 
undercoolingeffect is prescribed at the solid-liquid (SL) interface (the 
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so-called modífted Stefan problem). We consíder a slab 0-::x .::t of 
material initially at temperature T hot> T ,.; at t=O the extremíty at x=O 
is lowered to Tcold<T,.. The temperature and the position r(t) ofthe 
SL interface are solutions of a free-boundary classical heat conduction 
problem; there are not known analytic solutions. Taking the heat 
conductívíties of the líquid and solid as k1 and kz respectívely, unit 
densities and specífic heats, and calling v = dr/dt, the temperature fteld 
T(x,t) satisfies (9 is a kinetic constant): 

ar = k a2
T 

at I ax2 
for X > I'(t) (a) 

ar = Is a2
T for X < I'(t) (b) 

at ax 2 

T = T m 
- 8'l v~ at X = I'(t) (c) (8) 

k ~ _ ~sa = pLv 
I axr. ax 

(d) 

T(x,O) = Thor (e) 

T(O,t) = T cold T(Q,t) = T, (t) 

The boundary condition at the right end, T r is taken to be equal 
to the local analytic solution of the simple Stefan problem, in the 
absence of kinetic effects (the Neuman solution, see Carslaw and 
Jaegger, 1959). 

NUMERICAL METHODS 

Phase-Field Eguations. The phase equation for p(x,t), Eq.(2), must 
be supplemented by the transport equations for the other 
thermodynamic coordinates involved. ln the case ofheat conduction 
in a pure substance, the temperature field obey a simple Fourier law 
with a source term to account for the releasing of latent heat at the SL 
interface. ln one dimension, the coupled system of non-linear e.d.p.' s 
read: 

(dp)I ·P[a:Ç2ap]~ =Ç2a~ +W(J-p2)(p+yT) (a) 
at ax 2 

ar + ..!..L ap = a2T 
at 2 at ax 2 

(b) 

(9) 

We solve this set of equations by a simple explicit fixed-grid 
scheme; in this case, numerical stability requires very small time-steps, 
but this is not a concern in the one-dimensional simulations we 
describe here. For higher dimensions, a total implicit control-volume 
technique, tridíagonal by lines-columns, is a better altemative (Fabbri 
and Fabbri & Voller, 1994, 95, 96). More sophisticated algorithms, 
with adaptative meshes that conform to the stiff solid-liquid interface, 
are under development. 

Deformine-grid technique. Fabbri and Voller (I 995)" have 
developed a liquid-fraction based deforming grid numerical scheme, 
suitable for the modified Stefan problem with generalized kinetic 
undercooling. Essentially, the method is an enthalpy-based dynamic 
discretization, which evolves so as to maintain the interface,.POsition 
sitting always over a mest.· node, at the end of each time-step. lt is not 
directly applicable to multidimensional problems, but yields precise 
numeric solutions for any ( one-dimensional) Stefan problem in a few 
seronds using a 486/66MHz personal computer, and is not subjected 
to the usual oscillations displayed by the usual enthalpy methods 
(which require interpolatíons over a fixed-grid). 



SLAB SIMULATIONS 

Triggering of underçooling ln order to avoid the initial infmite 
interface speed, we consider an initial time interval ~ during which 
solidification occurs without kinetic undercooling. The analytic 
(Neuman) solutions at time to are then employed as the initial 
conditions for the full modified Stefan problem. This procedure also 
introduces a natural scale for the actual undercooling at the SL 
interface. Adopting the melting point at T,.=O, the initial degree of 
undercooling, at t=to, is 

(IO) 

v0 is the SL interface speed at t=to, and we have adopted áp=2 for 
the order parameter scale. By choosing a unit-Iength slab (@=I), 
Tho,=O.OI5 and 1o~c~ =-ú.085 (which were the values employed by 
Caginalp & Socolovsky (199I) and Fabbri & Voller (I995)), the 
eigenvalue of the simple Stefan problem is 0.396618, which gives 
v0=0.56I807. The kinetic coefficient a is then obtained from the 
phase-field parameter Ç and the required values of ~ . These values 
also fixes the kinetic constant e which appear in the classical 
equations, Eq.8. 

Phase-field and numeric parameters. The fixed-grid discretization 
here adopted only makes sense when the mesh spacing áx is smalier 
than the interface thickness, and we accordingly have adopted 
Ç= 1.25áx in ali runs. The unit-length slab is covered by a mesh size 
of N=500 intervals; this yields a numeric interface thickness Ç of 
0.002, which we found to be enough to attain convergence of ali 
numeric resu1ts within less than I%. Note that the PF methods aim at 
studying complicated solidification morphologies in multidimensional 
problems, and therefore such a thin mesh is required if one employs 
a simple fixed-grid discretization to resolve the many length scales 
with appear in dendrites (Warren & Boettinger, I995, and Braun et. 
ai, 1994). Finally, by choosing the entropy scale áS=4, and W=8, we 
ftx the temperature coupling constant y=3.0. 

RESULTS 

Fig. I sows the interface progression, as predicted by the linear 
(P=I) PF equations, in comparison to the deforming grid solutions. 
The PF solutions obtained for ~=-ú.OOI are also compared to the 
analytic Neuman solution to the Stefan problem, and, as expected, the 
kinetic effects are almost absent at such low levei of undercooling; 
nevertheless, this provides a good indication that our simple explicit 
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Figure I - Interface progression as Jredicted by the linear PF mode~ 
as compared to the deforming grid classical solutions 
and, for low undercooling, to the analytic Neuman 
solution. 
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discretization ofEq.(2) is enough for our purposes here. 
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Sarne ofFigure I, now employing the PF equations with 
generalized non-linear dynamics. 

Figure 2 shows the results of the generalized PF mode~ for the 
dislocation model growth with P=l/2. The values for the kinetic 
coefficient a were obtained 2Y numerical frtting, yielding consistently 
the sarne value p = 1.4I .. y2 for ali values of~. 
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Figure 3 - Behavior of the numerical solutions obtained with the PF 
models, for the temperature at the phase front. 

Figures 3 and 4 depict the temperature at the SL interface, for two 
distinct values of the initial undercooling ~. as predicted by the linear 
("rough") and square-root ("disiocation-driven") models. The 
quantitative results ofthe generalized PF mode~ obtained also with the 
stretching factor p =.fi, are rather impressive. 

CPU times for each run were around one-hour ata I50MHz 
pentium PC. The use of a totally implicit discretization would allow 
for a time-step roughly a thousand times greater, but would require 
nearly a ten-step relaxed iteration to solve the tridiagonal non-linear 
system of equations; the gain would still be around two orders of 
magnitude in CPU time. The calculations would then be feasible for 
two-dimensional domains. 



"E .{),02 

e 
LL 

1ü 

~ 
~ 

! 

-·· r::lebming Qid N = 80 

o PFN=500 
• PF non lin N = 500a = 58.0 

I t = -o.oa I 

08 1,0 .Q,os o.2 0.4 o.s · Time 

FIGURE 4 -Sarne of Fig.3, for a high levei of initiai undercooling. 

CONCLUSIONS 

We have shown that including a non-linear relaxation dynamics 
in Pli models allows for the sirnulation of distinct particle attachment 
models, without interfering with the local Gibbs-Thompson curvature 
condition. This should be of interest, if not of fundamental 
importance, for the study of the interface morphology during a 
genernlized solidification process. We are currently carrying this work 
further, by developing better mesh strategies for two-dirnensional 
simulations, as well as refmed relaxation procedures for irnplicit 
methods, and by studying more closely the related non-linear 
eigenvalue problem under generalized interface kinetics. It is also in 
order to stress that PF methods are becoming a feasible and reliable 
altemative for the sirnulation of transport problems involving 
solidification (Warren, 1995); and near future issues will most 
probably concem with the inclusion of fluid flow phenomena, the 
handling of non-isothermal alloy solidification (Wheeler et. AI, 1992; 
Caginalp and Jones, 1995), and the development of 
thermodynamically consistent functionals (Penrose and Fife, 1993 ). 
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RESUMO 
Neste trabalho apresenta-se soluções analíticas para problemas de transferência de calor com mudança de 
fase em geometria de revolução axi-simétrica. Foi aplicado, como método de solução, a Técnica da 
Transformada Integral Generalizada. O sistema de equações diferenciais ordinárias obtido é resolvido 
numericamente para a obtenção da distribuição de temperatura. Os parâmetros que envolvem o 
deslocamento e a velocidade da fronteira móvel são então calculados e comparados com aqueles 
apresentados na literatura. 

INTRODUÇÃO F(Ç) G(Ç) 
D(Ç)= + ' 

R(Ç) +H cos a(Ç) I+ Z(Ç) 
sendo que, 

(2) O processo de transferência de calor com mudança de. fase a 
alta temper<J.tura são encontrados em muitas aplicações 
tecnológicas, Steg, ( 1962) e Yovanovich, ( 197 4 ). Para estes 
casos, o problema de difusão é inerentemente não linear e 
envolve o movimento da fronteira, o que não é previamente 
conhecido, Chung and Hisiao ( 1985). 

F(Ç) = ~(R(Ç)) + H.i_(cos(a(Ç))) (3) 
dÇ dÇ 

Diversos resultados foram obtidos através de soluções 
analíticas aproximadas ou numéricas e são encontrad3;5, 
inclusive, nas literaturas de ciência matemática e tisica, Lacaze 
( 1967) e Chung ( 1985). Com respeito ao desenvolvimento 
ànalítico, observa-se que a Técnica da Transformada Integral 
Clássica, TTIC, constituiu-se numa ferramenta poderosa para 
este tipo de problema, Vallerami (1974). Porém, mais 
recentemente, a Técnica da Transformada Integral Generalizada, 
TTIG, que é uma extensão da TTIC, vem sendo aplicado com 
sucesso em problemas mais complexos, Ózisik e Murray ( 1974), 
Diniz et ai (1991) e Cotta (1993). 

No presente trabalho, a equação da difusão em processos 
ablativos é resolvida através da TTIG, tanto no período pré
ablativo como no período ablativo. para problemas com 
geometria de um corpo rombudo aximétrico, submetidos a 
condições de fluxo de calor transiente no contorno. 

O fenômeno ablativo é simplificado pela hipótese de Stefan, 
que considera o material sublimado descarregado para atmosfera. 
A distribuição de temperatura, deslocamento e velocidade 
ablativa são então calculados e comparados com aqueles 
apresentados na literatura. 

ANÁLISE 
Considere o problema de condução de calor em um corpo de 

revolução axi-simétrico, com propriedades tisicas constantes, 
temperatura inicial T0 e sujeito a uma condição de fluxo de calor 
transiente Q(<) na fronteira, conforme ilustrado na Figura (I). 
Durante o processo de transferência de calor dois períodos são 
identificados: um período antes da mudança de fase, envolvendo 
um processo pré-ablativo, por onde o material protetor é 
aquecido até o ponto de fusão e um período ablativo, onde a 
massa fundida é removida totalmente para o ambiente, conforme 
a hipótese de Stefan, Lacaze ( 1967). 

As equações para distribuição. de temperatura ao longo da 
camada do material, com as variáveis na forma adimensional , são 
as que se seguem: 

Período Pré-Ablativo 

2 ( ) ae(ç, ,) ie(ç, ,) ( ) ae(ç, ,) 
Z Ç --= +D Ç --

itt aç2 aç 
(I) 

onde: 
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dK(é,] 
G(Ç) =H-- e Z(Ç) =I+ HK(Ç) . 

dÇ 
As condições inicial e de contorno são: 

e(Ç, t)=O, O<t<tf, e:s;Ç:s;1 (4) 

aecç, t) 

aç =0 

I;= I 

e = -Q( ,), t > o (5) 

I;= O 

onde <r é o instante que determina o início da fusão. 

Figura (I) Geometria estudada. 

Para tomar as equações (5) homogêneas, a seguinte 
transformação de variáveis é realizada: 

e'(~')= <l(Ç. ') •[ s: -S }<'l (6) 

Substituindo a equação (6) em (I) tem-se: 



z2 (Ç) ae* (Ç, t) 

êh 
onde: 

• • ae cç, t) ae (Ç, t) 
2 + D(Ç) + P(Ç. t)(7) 

aç aç 

2 ç dQ(Ç, 't) 

[ { 
2 ] 

P(Ç,t)= -z (Ç,t -;--Ç dt +[t+(Ç-t)o(Ç)]Q(t) 

e as condições inicial e de contorno são dadas por: 

•'<!;,<)~-(<: -s}<<l, O««r, O<S<t<•l 

ae* (Ç, t} I =o 

aç 
,Ç =o 

e 

• ae (Ç,t) 

aç 
=O, t >O. (9) 

Ç= I 

A equação (7), que representa o problema antes da mudança 
de fase, é resolvida aplicando-se a TIIG, Õzisik e Murray 
(1974), .definindo-se o seguinte par de transformada integral e 
fórmula de inversão: 

-· Jl 2 • ei (t) = 0 'I' i (Ç)Z (Ç)e (Ç, t~Ç (lO) 

• ~ -1-*[ ] 
e (Ç, t) = .~ 'Vi (Ç)N i ei t 

t=O 
( 11) 

onde 'I' i (Ç) = cos(Jliç} e Jli = i1t, 

autofunções e os autovalores, e 

são respectivamente, as 

Ni = fÕcos
2

(inÇ)dÇ 

é a norma da auto função. 
Substituindo a equação (I O) na equação (7), obtém-se o 

seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias: 
-x aei (t) 2_. • •• 

--+!li ~ (t) + gi (t) = gi ('t) (12) 
O't 

onde: 

* Jl [ * • ] gi (t) = 0 e (Ç, t)L'l'i (Ç)- 'Vi (Ç)Le (Ç, t) dÇ (13) 

•• 00 -· 

gi (t)= ;
1
ej (t)Aij(t)+gi(t) (14) 

com: 

gi (t) = Jô \(I(Ç)P(Ç, t)dÇ (15) 

I l d'l'i (Ç) 
Aij('t) = -J0 \(I(Ç)D(Ç)--dÇ 

N1 dÇ 
(16) 

e o operador L definido como: 

a2( ) 
L=---2-· 

aç 
Aplicando-se a transformada integral na condição inicial, 

tem-se: 

õ,' ~ Q(O)JA [ [t + HK@( S- s: }"'(;,o;) ]di; (17) 

Da solução da equação ( 12) obtém-se o campo de 

temperatura da fase pré(-ab~ativa:) 

ç 00 'l'i(Ç) -· 
S(Ç,t)=eav(t)+ --Ç Q(t)+ _L--~ (t) (18) 

2 t=l Ni 
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onde 91v(t) é o potencial médio que é definido em Mikhailov e 
Õzisik ( 1984 ). 

Depois de obtido o campo de temperatura na fase pré
ablativa, que consiste na condição inicial para a fase ablativa, 
procede-se a resolução das equações (I) a (5) para ê=e-1. A 
fase ablativa envolve a determinação da posição do contorno em 
movimento. A posição é definida pela espessura S(t) do material 
não fundido e o seu movimento define a velocidade de ablação, 
que é identificada pela equação de restrição. 

Período Pré-Ablativo 

2 aê(ç, t) a2ê(ç, t) aê(ç, t) 
Z --= +D(Ç)--

O't aç aç 
para t > tr, S(t) <I;< I, onde: 

[ 
F(Ç) G(Ç) J 

D(Ç) = - ---'--
R(Ç) +H cosa(Ç) I+ Z(Ç) 

com F(Ç), G(Ç) e Z(Ç) dados pela equação (3). 
Com as condições inicial e de contorno: 
ê(Ç, t) = S(Ç, t)- I em t=tr ; 

aâ(ç, t) - j 
-- = O , S(Ç, t = I 

aç Ç = I Ç = S(t) 

com a equação de restrição: 

aê(ç, t) ds(Ç) 
--=u--+Q(Ç)' 

aç dt 
1; = S("t) 

(19) 

(20) 

(21) 

(221 

Para facilitar o desenvolvimento das equações anteriores, 
• defini-se uma nova coordenada espacial, Ç = I - Ç. Assim 

der.ota-se a posição da fronteira de 1; = S(t) por 
• Çf(t) =I- S(t). 

Com isso, as equações ( 19) a (22) são reescritas na seguinte 
forma: 

2( *)~ç*,t) J. ) ( .)a~ç*,,) 
Z , Ç + L~ Ç , t = D Ç • (23) 

O't dÇ 
para t > tr e O < I;' < 1;/ ( t ), onde L é o operador matemático dado 
por: 

a2 
L= --.r. 

aç 
e as condições de contorno: 

a~ç*,,) 1 =o 
• aç • ç =o 

e ~ Ç • • 't )I Ç • == Ç; ( t) (24) 

Com a nova coordenada espacial, a equação de restrição é 
reescrita como: 

aê(ç•,'t) dÇ;(t) 
~-.--'--u-d- = Q(t) (25) 

aç ' 
Para aplicar a TIIG, adota-se o seguinte problema auxiliar de 

autovalor transiente: 

L$(Ç*,t) = 1.
2
(ç•,t) , (26) 

com as seguintes condições de contorno: 



(27) e $(ç*,t) =O • ·c ç = çf t) 

Da solução do problema auxiliar de autovalor obtém-se as 
autofunções e os aurovalores: 

( 
• ) ( •) ) (2i- i)n 

$ ç ' t = cos ÀÇ ; À/ t = • ( ) (28) 
2Çr t 

para i= I, 2, 3, ... e das propriedades da ortogonalidade obtém-se 
a norma da autofunção: 

- é.*(t) 2( *) • ç;(t) 
N i = J0r cos À.iç dÇ =-- (29) 

2 
A autofunção normalizada é então dada por: 

( 
• ) $(ç* , t) 

Ki Ç ,t = ~Ni(t) (30) 

Multiplicando-se a equação(26) por ~ Ç *, t) · [ N i ( t) r 112
, 

a equação (23) pela autofunção normalizada, somando membro a 
membro e aplicando sobre o resultado o operador integral 

J [ ]dç • , tem-se: . 

J~;(t)z2(ç*)Ki((t) a~ç*,t) dÇ• + 
at 

+À.~(t)f~;(t)~ç* , t)Ki((t)dç• = 

= -J~;(t)[ Ki(ç*, t)L~ ç• , t) 

-~Ç*,t)LKi(ç* , t)]dç* + 

t•( ) . • ) ( *) a~ç*,t) • 
+Jof t Ki t Ç , t D Ç • dÇ (31) 

aç 
Define-se agora, o seguinte par transformada integral e 

transformada inversa: 

(32) 

e 

(33) 

Tomando-se a equação (32) e substituindo na equação (31), 
tem-se, após algumas manipulações, o seguinte sistema de 
equações diferenciais: 

00 • de/ t) 2 _ _ 
ls --+X·(t)Q(t)+ lA -· ê ·(t)=O ; (34) 
j=l dt I I j=l lJ J 

com: 

s· = Jij;(t) z 2(ç*)dç• 

onde, para i ~ j, tem-se: 

A .. =-2-
1
-Üi-l)n[A•.] 

U *() IJ 
é,r t 

• [ I dé,;(t) •• é.*(t) ( *) ( •) ( *) •] A .. = -.---( ) --B + lar o é, sen Jé, cos I é, dé, 
u é,r t dt 

(35) 
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sendo que: 

B * • = ~[J&;( t) z2{ ç• )ç• sen[(I- J )ç* ]dç* + a• •, 
onde: 

a•• =J~;( t)z2 (ç*)ç* sen[(I+J)ç*]dç•]e (36) 

I= (2j- t)[ 2ç?c t)r\J = (2j -1)[2ç?c t)r
1 

(37) 

Para i = j, tem-se: 

( •-2 ( . ){ I dÇ;( t) ••• 
Aij t)=Çr (t) 2J-I --.---( )--B + 

çf t dt 

+;J~(tlo(ç*)sen( 2Iç•)dç•] (38) 

com 

s••• = J~;(t) z 2(ç*)sen(2Iç*)dç•, 

para i, j =I , 2, 3 ... 
A condição inicial é obtida substituindo a equação (32) nas 1 

equações ( 19) e (21 ): 

~ ( tr) = ( ~.[2) {[ eav ( tf)- Q( tf) 
21 -I 7t 

[~-~(I- (2;-:)2x2 )] ]-I;+J+Q(<r)}+ 
4./2 ( )( )i+l oo -::- ( ) (-i)R 

+- 2i -I -1 l ~ 'tf ( )2 2 (39) 
1t R=l 2i - 1 - 4R 

A equação de restrição, equação (25), que apresenta a 
velocidade ablativa, é escrita na forma transformada, como 
segue: 

dÇ;( t) Q( t) n./2[ 1 r2 ~( . )-::- ( )( )i+! --=----. - -.- L.. 21-1 E\ t -1 (40) 
dt u 2u çf( t) i=I 

As equações (34) e (40) formam um sistema de equações 
diferenciais ordinárias acoplada de ordem infinita, cuja solução 
fornece o perfil de temperatura no sólido, a profundidade 
ablativa S(t), do material sublimado e a velocidade de ablação 

dÇ;(t) 
V(t)=--. 

dt 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 
Para fins computacionais, a expansão referente ao sistema 

acoplado dado pelas equações (34) e (40) é truncada para uma 
ordem N finita. Com o uso das rotinas DGEAR e DECADRE da 
Biblioteca IMSL (1979), foi implementado um algorítmo para a 
determinação dos parâmetros ablativos de interêsse. A evolução 
do perfil de temperatura antes, durante e após a mudança de fase 
é apresentado na Figura (2). Para fins de verificação, foi 
analisado o caso em que o raio é grande para a simulação do 
problema da placa plana. O parâmetro tr que indica o início do 
processo de fusão, e corresponde com aquele obtido por Chung 
( 1985) e Diniz et ai ( 1990), tt=0,21 . 
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Figura (2) Perfil de temperatura quando simulado placa plana. 
TF0,196 . 

Os resultados obtidos para o deslocamento da fronteira 
móvel S(t) e a taxa de ablação V(t) são apresentados na Figura 
(3) e são comparados com aqueles obtidos por Diniz et ai (1990) 
e Chung ( 1985), quando simuladocomo placa plana. 

CONCLUSÃO 
De acordo com os valores obtidos, verifica-se que a técnica 

adotada é eficiente na solução do problema de difusão de calor e 
massa. uma vez que os parâmetros de interesse, 'tf, S(t) e V(t). 
são confirmados com aqueles apresentados na literatura. 
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NOMENCLATURA 
9(1;, t) =temperatura adimensional =(T-T0 )/(T r T0); 

at 
't = tempo adimensional = -

e2 
H = coordenada do eixo normal à superficie da geometria de 

revolução = TJil 
R = raio adimensional d6 cilindro da geometria de revolução 

r( E) 

e 
K(Ç) = Raio de curvatura adimensional da curva geratriz de 

revolução = K!l 
a(Ç) = ângulo tangente à superficie no pé da normal. 
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ABSTRACT 
Heat transfer within bodies followed of phl!Se change is of 

major interest in severa! engineering applications situations. This 



problems is essentially a simple special case of ablations, that 
involve a moving boundary at a rate to be determined as port of 
the solution. 

Heat conduction by phase change in axisymmetric bodies 
subjected to transient boundary hear flux is analytically studied 
by the application of the Gener_alized Integral Transform 
Technique. 

Results of interest for the problems of phase change are the 
ablation depth and the speed ofthe moving boundary. 
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RESUMO 
Este trabalho propõe um método para simulação numérica de problemas de mudança de fase, baseado 

principalmente na idéia de dar um melhor tratamento numérico à frente de mudança de fase. O novo método 
leva a excelentes soluções unidimensionais, sendo capaz de prever a posição da interface com en·os médios da 
ordem de O, 5% com relação à solução e.xata. O método é estendido ao caso bidimensional, introduzindo a 
utilização de coordenadas generalizadas e malha móvel. São propostos dois tipos de malhas móveis, gerando 
duas metodologias diferentes, porém, com a mesma concepção. 

INTRODUÇÃO 

O grande número de aplicações práticas é a principal 
motivação para o estudo da mudança de fase (mdf) 
sólido/líquido, como, por exemplo, em processos metalúrgicÓs, 
ou em instalações de armazenamento de energia por meio de 
material de mudança de fase. Trata-se de um problema numérico 
importante, classificado na categoria dos problemas de "fronteira 
móvel", devido à existência da interface sólido/líquido se 
movendo no domínio durante a solução. Existem dois tipos 
principais de solução, o método da temperatura, no qual a 
posição da frente é determinada e o problema resolvido 
separadamente em dois domínios, com a aplicação de condições 
na interface; e o método da entalpia, no qual não se conhece a 
posição da frente e o problema é resolvido com formulação única 
para todo o domínio. No método da entalpia a existência da mdf 
só é "noticiad'l" por meio do tenno-fonte da equação da energia, 
surgindo, então, uma infinidade de métodos baseados na 
maneira de tratar este tenno-fonte. O método proposto não se 
enquadra nestes dois tipos clássicos. Possui uma nova 
concepção, tratando-se de um método em mn domínio, como o 
método da entalpia, mas com o acompanhamento da interface, 
como o método da temperatura, porém, sem os inconvenientes 
da aplicação de condições de interface. Por isto foi denominado 
one-domain front-tracking method (ODFI). A concepção do 
novo método é apresentada para solução unidimensional, com 
comparação de resultados com relação à solução exata. Uma 
extensão do método para geometrias bidimensionais é 
apresentada, sendo propostos dois tipos de malhas móveis, 
gerando metodologias diferentes. Soluções bidimensionais são 
obtidas para o caso sem convecção na fase líquida. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

A fonnulação utilizada é a mesma do método de entalpia, 
porém com a temperatura como variável dependente da equação 
de conservação de energia, ficando 

(I) 

onde c é o calor específico, Â. é o calor latente de fusão e f é a 
fração de líquido, ou seja, f é a relação entre a entalpia latente e 
o calor latente do material, f=H/Â.. 
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A IDÉIA BÁSICA DA NOVA PROPOSTA 

O novo método propõe um tratamento munérico para a frente 
de mdf que forneça um nível maior de detalhamento junto à 
interface, pennitindo uma solução mais precisa do problema. As 
modificações se encontram basicamente na maneira de 
discretizar a equação junto à interface, no cálculo da temperatura 
no volume em mdf, e no posicionamento da interface. A seguir 
estes aspectos são discutidos para a geometria unidimensional. 

A Discretização da Equação. A Eq. (I) discretizada no 
tempo para um volume elementar, mostrado na Fig. I , fica 

onde 

qe = (k 8T) 
àx 

e 

T 

qw = (k àT) 
ox 

w 

• Tr=O 
Tp 

Figura I -Volume em mudança de fase 

(3) 

Os fluxos nas faces do volmne em mdf commnente são 
calculados da mesma forma que nos demais volumes do 
domínio, utilizando um esquema de diferenças centrais simples 
(d.c.s.), como mostrado na Eq. (4). No novo método, utiliza-se a 
posição da interface para o cálculo dos fluxos de calor nas faces 
do voltune em mdf, como apresentado na Eq. (5), uma vez que a 
temperatura da frente , T r é conhecida e usualmente tomada como 
rele rência, resultando T FO. 



1 
qe = kp TE - Tp 

Axe 

qw = kp Tp -Tw 
Axw 

j
q =k lf:-Tr e + --. 

XE- Xf 

Qw -, k_ Tr - T w 
xr -xw 

(4) 

(5) 

Esta aproximação dos fluxos levando em consideração a 
interface, Eq. (5), foi utilizada inicialmente por Tacke (1985). 
Em Crespo ( 1996) mostra-se que a equação da energia é melhor 
aproximada com a utilização das Eqs. ( 4-5 ), como feito por 
Tacke. É importante observar que, com esta aproximação, os 
coeficientes da equação discretizada passam a depender da 
posição da interface, xr, nos volumes vizinhos ao em mdf. 

A Temperatura no Volume em Mudança de Fase. Para ~ 
temperatura no volume em mdf utiliza-se o valor obtido por 
interpolação linear com relação aos vizinhos, ao invés do valor 
proveniente da solução da equação da energia neste volume, ou 
do valor da temperatura de mudança de fase, como feito por 
V o !ler ( 1990). A equação da energia é usada para o cálculo da 
fração de líquido no volume e, conseqüentemente, a posição da 
interface. Com relação à Fig. I , o cálculo de T p é feito como a 
seguir, 

j
xp-XfTE sexr/xp<l 
x E -xr 

Tp= xp- xrTw sexr/xp>l 
xw -xr 

(6) 

A Posição da Interface. A Eq. (2) representa um balanço de 
energia no volume elementar P de tal forma que o primeiro 
termo representa a variação da energia sensível no intervalo de 
tempo L\t, o segundo termo mostra um balanço de fluxos de calor 
nas faces do volume e o termo-fonte contabiliza a variação da 
energia latt:nte no volume. Conhecido tun perfil de tentperatura, 
podem-se calcular os termos do lado esquerdo da Eq. (2) e obter 
o valor da fração de líquido no instante atual, fp. O cálculo da 
variação sensível , V AR, no voltune em mdf é feito pela variação 
da energia sensível, ES, integrada no volume, ilffia vez que a 
temperatura no centro deste volume não representa um valor 
médio e sim pontual, obtido por int<!rpolação linear. A Fig. 2 
mostra uma representação gráfica da variação sensível no 
volwne, que é calculada usando as Eqs (7-9) a seguir. 

TMT/~FMF 

_ _ .. 

Figura 2- Variação da energia sensível num volume em mdf 
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ES = rc[~v (Xf- Xw) + ~(Xc- xr)] 

onde 

Tw = Tr + Tw 
2 

Tw 

2 
~xr -xw Tw , 
2 Xf - XW 

T = Tr+T" =Te= I Xc-Xf 'l [. 
e 2 2 2 XE- Xf 

(7) 

(8) 

(9) 

O valor E0 é armazenado do tempo anterior no caso da frente 
permanecer no mesmo voltune. Caso contrário, a energia 
sensível existente em um volume que não estava en1 mdf é 
calculada como 

ES 0 = pcT~ Axp (lO) 

A nova posição da interface é facilmente obtida a partir da nova 
fração de líquido calculada no balanço para geometria 
unidimensional. De acordo com a Fig. 2, pode-se dizer que 

Xf =Xe -fp L\:xp (11) 

Como no método proposto os t1uxos nas faces do volume em mdf 
são calculados com relação à posição da interface é interessante 
que uma primeira avaliação de xr seja feita para cada tempo, 
com a finalidade de reduzir o número de iterações necessárias 
para a convergência. Utiliza-se simplesmente a aproxomação de 
velocidade de deslocamento constante para a interface a fim de 
prever a sua nova posição após um avanço de tempo. 

GENERALIZAÇÃO DO MÉTODO 

O desempenho do novo método para problemas 
bidimensionais será mostrado para a categoria de problemas nos 
quais se pode alinhar uma das coordenadas da malha à frente de 
mdf I\ solução numérica adotada utiliza malha estruturada, e, 
portanto, os volumes elementares da malha discreta são 
delimitados por linhas coordenadas. A necessidade de 
alinhamento da malha à posição da frente de mdf surge por 
questões numéricas, para facilitar: 

• o cálculo das derivadas com relação à posição da interface, 
• o cálculo da posição da interface a partir do valor da 

!ração de líquido nos volumes em mdf, resultante do 
balanço de energia nestes volumes. 

Surge a necessidade de utilização de coordenadas generalizadas 
para que seja possível o alinhamento da malha à posição da 
interface e também para o tratamento de geometrias arbitrárias. 
Além disto, utiliza-se malha móvel para que o alinhamento se dê 
mesmo com o movimento da intertàce no tempo. Isto é, a malha 
se alinha à interface à medida que esta se defonna ao longo do 
tempo. São propostos dois tipos de malha móvel: 

• malha coincidente com a interface. É ·a malha móvel 
comumente utilizada nas soluções pelo método da 
temperatura, existindo uma mesma linha da malha sempre 
coincidente com a interfa10e, separando as duas fases. Tem 
o inconveniente de possuir níunero fixo de malhas em cada 
domínio, que se expande ou comprime à medida que o 
domínio cresce ou diminui . 



• malha ajustá~·el , que não necessariamente coincide com a 
interface, apenas, de tempos em tempos se ajusta à posição 
desta, tornando-se aproximadamente paralela. Neste caso, 
a frente de mdf caminha pela malha discreta, mudando de 
volume após alguns avanços de tempo. Assim sendo, não 
existe mais a restrição de número constante de malhas em 
cada domínio. Porém, como geralmente, à medida que a 
interface caminha ela vai se deformando, a malha deve se 
ajustar para manter um l:erlo paralelismo entre wna das 
linhas coordenadas e a interface. 

A Malha Coincidente Com a Interface. Como se vê na Fig. 3, 
existe uma coluna de volumes em mdf, que são limitados pela 
posição da interfal:e no instante anterior e pela atual. A 
temperatura nestes volumes é conhecida, igual à temperatura de 
mdf, feita nula como referência. A equação da energia é, então, 
utilizada para calcular o vohune de material que mudou de tase, 
ou seja, para posicionar corretamente a interface. Este método é 
semelhante ao método de Yoller ( 1990), mas agora, com malha 
móvel , permitindo que a temperatura seja feita nula somente no 
volume de material que realmente se encontra em mdf. 

LI I 
I I 

LÍQUIDO H-1'--1'--1--,t+--.,·· ,_··..,·1~-t--t 
I 

CJ volumes em mudnnÇZ~ de fflse no 
in1ervalo de tempo 1\,t 

SÓLIDO 

malha ~:onheada malha a cal.c.ular 
do tempo antenor n<J kmpo atua.i 

Figura 3 - Malha coincidente com a interface 

Com base na Fig. 3, verifica-se que a parte da malha que se 
encontra até a posição da interface no tempo anterior (FMF0

) só 
se move uma vez para cada avanço de tempo, não necessitando 
ser convergida jw1to com a solução. A linl1a coincidente com a 
interface é ajustada por método iterativo, e as linhas após a 
interface são distribuídas de maneira algébrica, geralmente com 
espaçamento constante, sobre o restante do domínio. A geração 
da malha parte de um dos pontos onde a interface encontra um 
contorno, por exemplo, o ponto "o" representado na Fig. 3, no 
qual a interface encontra a face norte do domínio. Então, a 
malha é gerada de cima para baixo, encontrando para cada 
volume em mdf a posição do ponto "se", cm função dos demais, 
"nw","sw",''nc". O valor do jacobiano inverso, que representa a 
porção de material que muda de fase no avanço de tempo ~t, é 
obtido do balanço de energia nos volumes cm mdf, uma vez que 
para eles a fração de líquido atual é igual a mn . Através do 
cálculo das derivadas que compõem a definição do jacobiano da 
transfom1ação obtém-se uma equação para a ordenada do ponto 
"se" com relação às coordenadas dos demais pontos de vértices 
do volume cujo jacobiano é conl1ecido. Este procedimento 
encontra-se detalhado em Crespo ( 1996) 

A Malha Ajustàvel. O segundo método se assemelha mais 
ao método tmidimensional descrito inicialmente. A posição da 
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interface é acompanllada em cada linha que liga os centros de 
volume. A nova posição da interface é obtida da fração de 
líquido, calculada para os volumes em mdf atravé~ do balanço de 
energia. Para relacionar a fração de líquido à posição da 
interface, considera-se que esta é paralela a uma das linhas 
coordenadas, no caso linhas Ç,, como mostrado na Fig. 4. 

Figura 4- Relação entre a fração de líquido e a posição 
da interface 

A fração de liquido é a relação entre a área de liquido, AL, e a 
área total do volume P, Ap, dada por 

f= AJAp (12) 

Conforme mostrado em Maliska (1995), a àrca no plano fisico 
está relacionada à área no plano transformado pelo inverso do 
jacobiano da transformação, I. Como arbitra-se o valor wútário à 
área do volume no plano transformado, o inverso do jacobiano é 
a própria área do vohm1e no plano tlsico. Então, resulta 

f= lcVl/lp (13) 

Considerando que as variações são lineares dentro do volume, 
conclui-se que as derivadas para o volume de líquido podem ser 
dadas por 

(xç)cvL = LlSL(xç)p 

(YçkvL = i:".ÇL(yç)p 

(xll kvL = ±((2- i\Ç, L)xfl,e + i\Ç,L xrt,w] 

(y l1 )cvL = +[(2- L".Ç, L)y fl,e + L".Ç, L Y fl,W] 

O inverso do jacobiano no centro do volume líquido fica 

IcvL = i\E,L {xp+[(2- i:".Ç, L)yrt,e + I".E,LYrt.w] 

(14) 

(15) 

- ±[(2- i".E,L)xrt.e + 1\E,Lxrt,w ]YÇ,P} (16) 

Observa-se que se x~.e= x~ ,w c y~,c= y~ ,w existe proporcionalidade 
entre as áreas, o que é expresso pela Eq. (16), resultando 

(17) 

Substituindo a Eq. (16) na expressão da fração de líquido, Eq. 
( 13 ), obtém-se wna equação de seg1mdo grau para i\i;L. Com o 
valor de ~ÇL , pode-se dctcrnlinar o valor da coordenada Ç da 
frente de mdf no volume, isto é, o valor de sr, como representado 



na Fig. 4. As coordenadas do ponto f, que posiciona a interface 
no plano fisico, são obtidas a partir do valor de ~r 

Xnw + Xsw 
Xf-P = +x~ p (~f p -IF) , 2 .,, , 

• Ynw +Ysw ~ 
Yr.p= 

2 
+Y~:,,p(-,r, p-IF) 

(18) 

O método admite um certo desalinhamento entre a interface 
e a malha. Estabeleceu-se um critério para o realinhamento da 
malha à posição da interface, utilizando o chamado "fator de 
desalinhamento", FD, que é a maior diferença entre os valores 
de ~r da coluna de volumes em mdf. Assim, quanto menor o 
desalinhamento admitido, melhor será a aproximação do cálculo 
da posição da interface, pois, para ele considerou-se a interface 
perfeitamente alinhada à malha. Em contrapartida, mais 
correções da malha serão necessárias, aumentando o tempo de 
processamento para a solução do problema. Quando o FD atinge 
o valor máximo admissível, a primeira linha s=cte após a 
interface é recalculada a tim de ficar paralela a esta. As linha 
anteriores não são ajustadas e as demais linhas após esta 
primeira são redistribuídas no restante do donúnio. 

/~--- ---. 

~ - p 

~X 

11 =ele 

y 

L
~ FMF 
.., =cte 

X 

Figura 5 - Cálculo do ãngulo da interface 

O alinhamento da malha à posição da interface é feito 
encontrando-se o ângulo de inclinação da interface com relação 
ao eixo y, por exemplo, e fazendo a primeira linha após a 
interface paralela a ela. Partindo-se de um dos extremos da 
linha, denominado ponto "o" na Fig. 5, os demais pontos são 
obtidos por meio do ângulo conhecido da interface. A Fig. 5, 
mostra os ângulos da interface e da malha, tal que 

q>p = !l>n +q>s tg-J(ÓX) 
2 L\y 

(19) 

RESULTADOS 

Para a geometria unidimensional , as solw,;ões obtidas com o 
presente método ( ODFI) são comparadas à solução exata de 
Neumann (Carslaw & Jaeger, 1959), e à solução obtida usando o 
método da entalpia desenvolvido por Voller, apresentado em 
Voller (1990) e Voller & Swaminathan (1993). Os gráficos 
apresentam as soluções com relação ao tempo adirnensional 
dado em termo do Fourier, Fo= atI L1 

, onde a é a difusividade 
térmica e L o comprimento característico do problema. As 
soluçõ~s são obtidas para diversos valores do número de Stefan, 
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definido generican1ente como Ste= (cL TL- cs Ts )/ Â. , onde c é 
o calor específico do material, T a temperatura, Â. o calor latente 
de fusão e os subíndices L e S se referem respectivamente à fase 
líquida e à sólida. Para a geometria bidimensional as soluções 
são comparadas novamente com soluções obtidas com o método 
de Voller (1990) e com alguns dados da literatura. 

Resultados Unidimensionais com Propriedades Continuas. 
A Fiq. 6 compara históricos de temperatura na posição x=O,l75 , 
e a Fig. 7 apresenta a posição da interface no tempo para vários 
valores de Ste. Os avanços de tempo foram L\Fo=0,002 em todos 
os casos, menos para Ste=5,0, quando utilizou-se L\Fo=O.OOI. 
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Figura 6 - Histórico de temperatura no ponto x=O, 175 
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Figura 7- Posição da interface no tempo 



Verifica-se que o fato do método de Voller tàzer ~~ temperatura 
nula no volume em mdf cria uma série de "degraus" na curva de 
temperatura, cada um correspondendo a um volume da malha. 
Esta é urna característica das soluçõoes com o método da 
entalpia. Também na curva de posição da intertàce é possível 
distinguir os volumes da malha, uma vez que o método, de uma 
forma geral, tende a atrasar a posição da interface no início dos 
volumes e acelerá-la no final dos volumes. Este comportamento 
é facilmente observado na Fig. 7, lembrando que a malha é 
uniforme com ~x=0,05. Já para o método com acompanhamento 
da intertàce - ODFJ o erro é praticamente constante, 
independendo da posição da interface na malha. A Tabela I 
compara os erros médios percentuais nos cálculos da posição da 
interface, obtidos pela média dos módulos dos erros da solução 
em cada tempo, descartando-se os dois primeiros. 

Tabela I - Erro médio percentual na posição da intertàce 

Ste 0,5 1,0 2,0 5,0 
Voller 1,54% 1,57°/o 2,30% 3,22% 
ODFT 1,12% 1,25% 1,68% 1,73% 

Não houve qualquer cuidado adicional para redução dos erros ou 
otimização da solução. Particularmente o novo método melhora 
em muito o seu desempenho com um refinamento dos avanços 
de tempo no início da solução, quando os gradientes são 
maiores. Mesmo assim, verifica-se que os erros percentuais 
médios são significativamente menores para tempos de 
processamento de mesma ordem. 

Resultados Unidimensionais com Propriedades Descontínuas 
A tim de mostrar a habilidade do método OL>f<T em resolver 
problemas com diferentes propriedades térmicas nas fases, 
utiliza-se o problenna teste proposto por Lee & Tzong ( 1991 ), 
para o qual Ste=0,5; ksfkL =5,0 e cs/cL =0,5. 

o 30 

x/L 

o 20 

0.10 

sol exala- Newnann 

• 
0.00 --+---,---T ---T -- T --r ~- ------,-------,--- ----

1 I I 

000 o 02 004 006 o 08 
TEMPO(Fo) 

010 012 014 

Figura R - Posição da intertàce no problema com variaveis 
descontínuas 
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Voller & Swaminathan (1993) utilizam este mesmo problem~ 
para apresentação de resultados da aproximação, utilizando a 
transformação de Kirchhotl, que possibilita ~ resolução de 
problemas com propriedades descontínuas usando o método da 
entalpia de Voller ( 1990 ). Os resultados do presente trabalho 
são comparados aos obtidos com o método de Voller & 
Swaminathan ( 1993) e à solução exata na Fig. 8. Verifica-se que 
o comportantento das soluções é parecido com o caso de 
propriedades constantes. No caso de propriedades descontínuas a 
solução numérica é mais rigorosa, por isto, utilizou-se um 
avanço de tempo menor, i\Fo=0,00015, resultando em tun erro 
percentual médio menor para o novo método OD/<T E%=0,52%, 
e maior para o métqdo de Voller, E%=1,71%. 

Resultados Bidimensionais. O problema da mdf em um 
prisma quadrado infinito, a partir das suas faces , é muito 
conveniente para testar o desempenho de novos métodos de 
solução e tem sido utilizado por muitos autores. Utiliza-se neste 
trabalho especificamente o problema resolvido por Crowley 
( 1978) e posteriormente por diversos autores, entre eles Kim & 
Kaviany (1990), para o qual Ste=l/1,561=0,6406, tratando-se da 
solidificação de um material inicialmente à temperatura de mdf, 
sendo, portanto um problema de Stefan. O problema é resolvido 
em tun octante, devido à sua simetria. Inicialmente obtém-se a 
solução do problema usando malha fixa no domínio, com linhas 
Tj=cte na direção radial e linhas ~=etc iniciando paralelas à 
parede do prisma e se tornando circulares. Mostra-se em 
Crcspo(l996) que as soluções obtidas com as malha lOxlO, 
20xl0 e 20x20 são praticamente coincidentes, distanciando-se 
apenas no final da solidificação do domínio. Dois trabalhos 
apresentam valores para o tempo total de solidificação. Em 
tennos do tempo adimensional ( Fo=at/L2

) Crowley [1978] 
obteve 0,625, c Kim & Kaviany [ 1990] apresentam o valor de 
0,626, utilizando uma malha de 20x20 volumes no octante. A 
Tabela 2 mostra uma comparação do tempo total de solidificação 
(FOr) do domínio para as três malhas com o método ODFT e com 
o métedo de Voller (1990). Os avanços de tempo utilizados 
foram os mesmos para todos os métodos, valendo ::\Fo=O,OOl nos 
vinte primeiros passos e passando para i\Fo=0,002 até o fim da 
solução. Os tempos de CPU são para solução em um 
microcomputador tipo 486/66mhz. 

Tabela 2- Comparação das soluções com malha fixa 

MétodoODFT Método Voller 
malha Fot CPU(s) Fot CPU(s) 
lOxiO 0,616 22 0,615 19 
20xl0 0,626 48 0,620 38 
20x20 0,624 93 0,620 76 

O mesmo problema é resolvido com malha móvel no método 
ODFT Inicialmente utilizando a malh:1 ajustável com I Oxl O 
volumes, para três valores de fator de desalinhamento FD=0,05: 
0,15 e 0,3 . 

Tabela 3 - Comparação entre soluções com malha ajustável 

FD N. MALHAS FOr 
0,05 9 0,615 
O, I 5 7 0,613 
0,30 5 0,613 



A tabela 3 apresenta os tempos totais de solidificação nos três 
casos e o número de malhas ~J,tilizadas ao longo da solução, isto 
é, a inicial mais as ajustadas pelo método. A Fig. 9 mostra as 
curvas de posição x da interface na fronteira norte e na diagonal , 
comparadas à solução com malha fixa !Ox!O voltunes no 
domínio. Como previsto, à medida que se aumenta o FD a 
solução se deteriora, pois o método considera que a interface é 
paralela a linhas i',. Este fato pode ser verificado através da 
solução com FD=0,3. Percebe-se que cm certos momentos a 
solução junto à diagonal fica bastante alterada, concluindo-se 
que este valor de riJ é muito elevado. 

Fo 1 ·--- - - --, 1 

! I . h 6 . I I 
0_60 -1 \ -j- mal amvel- fl>"" ,Ol i .r!"'!- _ 0_60 

1 1 - - ·- m.Jham<>vel-FD"".Il 1 ,: ; 1 
I I I ,, I I 
I I • malha móv•I - FD"".lO 1 ,/./ i 
I I I ., • " I I i ---·· malha fixa JOxl O I ,A' l r 
I I I ,4'_ ·_;; I 

I / L/ l 
I j' ;!,' I 

0.40 - i / !.' r·- o.4o 
I ft I 
I. ~~ I 
I / ··j ' -1 .. 4' I 
1 ". • ' r I i :i I 
I po~çã(l da interface no eix <1 '< /. _ ;f I 

020 -l _,/ / ~- 020 

I •· ,f . . . I 
1

1 

/ .t ,,..Y po:ação dii Interface na diagonal 1 . ,; 
-1 /;/ ~ .,. . .r . ~' 

! .-'./ 
I / · ? I I ,.· '/ .·· 
I .. . ~ . ...- I 

0.00 ~ - -~- ,----~--, ---:- 0.00 

000 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 
posição ( x/L ) 

Figura 9- Previsão da posição da frente com malha ajustáveL 

A solução usando malha coincidente com a interface também 
foi obtida para malha lüx!O, só que inicialmente comprimida, se 
expandindo à medida que o domínio sólido aumenta. 

Fo -, ~ -
1 ------------. I 

060 I I I / 'L_ 060 · I - -- - malhaf1Xa20X20 I d/ I · 
I I / < I 
~ L--::- malham6vel!Ox!O .J /J l 

0.50 I íj' f-- o.so 
I «· I 

~ "/' ~ I / I 
0.40 1 / 8 !- 0.40 

I ' / I 
l /;,7 I 

1 I o.30 J 1 r- o.3o 
I I ;/ I 

j I / l-
I po;ição da interface no eixo x 

1
/ Y I 

o.20 ~ / , / L o.2o 

I 
I / I 

/// posição da intetfacc na diagonal L 
I / I 
I // I 

0101 //. r 010 

0.00 -+--4----,--- ~-+ 000 

000 o 20 0.40 0.60 0.80 1 00 
posição ( IIL ) 

Figura 10- Solução para malha coincidente com interface 
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_______________ ,._ , , - ····-···· ·-

A Fig. 1 O mostra as curvas de posição x da interface na fronteira 
norte e na diagonal, comparadas à solução com malha fixa 
20x20 volumes no domínio. Verifica-se uma excelente 
concordância entre as soluções. Porém, o método apresentou 
problema no final do domínio, onde a interfàce tende a se 
reduzir a um ponto. Por isto, o cálculo do tempo total de 
solidificação com este método fica prejudicado neste caso. Mas 
esta é apenas wna peculiaridade da geometria deste problema 
específico, não conligurando um problema do método 
propriamente dito. 

CONCLUSÕES 

Um novo método é proposto, o qual não se enquadra em 
nenhuma das duas linhas em que se vinha historicamente 
pesquisando. Este é um fato novo na área, que poderá permitir 
grandes avanços futuros. O método em tun domínio com 
acompanhamento da trente - ODfT apresenta excelentes 
resultados unidimensionais e boas soluções bidimensionais. 
D01s novos algoritmos para adaptação da malha à posição da 
interface foram desenvolvidos, mostrando bons resullados. 
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ABSTR4CT 

The method proposed in this work advances .a new idea, 
where a hetter treatment is giving to the moving.Ji·ont without 
the inconveniece of appling conditions at the interface. The 
method is able of predicting the posilion o{ lhe moving fronl 
with 0.5% en·or when compared whit ana~vtical solutions. The 
method is generalized using curvilinear coordinate systems and 
moving grids. Two moving gn·d methods are proposed. One
dimensional and two-dimensional prohlem.f are solved and 
compared with available results in the literature. 
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RESUMO 

O presL'IIte trabalho apresenta uma modificação na fomwção das malhas do Jfétodo de Diferenças 
Finitas (AfDF), objetivando um mapeamento de peças que L>nvolvam geometria cilíndrica e esférica. O 
modelo proposto foi aplicado sobre um sistema composto por molde ci/Jndrico com base semi esférica e 
resfriado à temperatura ambiente, considerando condições de convecção natural. Utilizou-se como metal 
base uma liga de alumínio comercial (7075). Os resultados experimentais obtidos, comparados com os 
resultados teón'cos. apresentaram boa concordânciafi.sica comprovando a eficiência do modelo. 

INTRODUÇÃO 

A modelagem matemática é mn recurso poderoso ~a 

simulação, definição de estratégias de controle e otimização de 
processos de manufatura, e em particular naqueles que envolvem 
a transformação líquido/sólido tais como: lingotamento estático e 
fundição, lingotamento contínuo, soldagem, purificação e 
crescimento de cristais. 

Muitos modelos matemáticos utilizados na análise da 
transferência de calor têm sido doctunentados (Battle, 1992; 
Lally, 1990; Le'\.\1s, 1990), Contudo, poucos autores têm se 
preocupado com sua efetiva implementação em sistemas de 
computador, analisando paralelamente a eficiência do modelo na 
descrição global do sistema fisico em conjunto com sua 
aplicação prática em mna máquina. Utilizando-se de uma 
analogia de circuitos elétricos de malhas passivas, formada 
exclusivamente por resistores de passagem do fluxo de energia e 
capacitares de acúmulo energético, desenvolveu-se mna 
manipulação matemática que trabalhando com as malhas nodais 
do Método de Diferenças Finitas, permitiu um acompanhamento 
global de todo o corpo fisico, inserindo nas malhas geradas 
maleabilidade e flexibilidade, observando que nas malhas 
numéricas devido à analogia, vale toda a teria aplicada em 
circuitos elétricos, simplificando assim o problema em questão. 

ANÁLISES MATEMÁTICAS E O MÉTODO DE 
DIFERENÇAS FINITAS CM.D.F.) 

O fenômeno de transferência de calor envolvido no 
problema da solidificação é representado pela Equação de 
Diferenças Parciais, conhecida como a Equação Geral da 
Condução de Calor em Regime Transitório, dada em sua forma 
bidimensional por (Welty, 1976; Ozisik,l977; lncropera, 1981 ): 

( 
. _ H Bfs ) BT = k [ B

2
T a2

T) 
p. c . BT . at . fJx?- + ãy2 

(I) 
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onde p, c, k e H corresponden1 respectivamente à densidade 
[kglm\ calor especifico (J/kg.K] , condutividade térmica 
(W/m.K] e calor latente de tusão [J/kg] da liga submetida à 
solidificação. O termo fs equivale à fração solidificada no 
material, T a temperatura [K], t o tempo relativo á solidificação 
[s] ex e y as coordenadas de espaço [m]. 

A representação numérica do modelo, tem como ponto de 
partida a análise de mna liga binária, a qual contêm duas fases 
caracteristicas (sólido e líquido) separadas por uma fase mista 
ou intermediária definida entre a 'Temperatura Solidus (fsJ' até 
a 'Ten1peratura Liquidus (f !_)' da liga. Em geral esta fase é 
denominada de 'fase pastosa'. 

A fração sólida formada pode ser função de uma série de 
parâmetros envolvidos no sistema de fundição. No entanto em 
iníuneros casos é razoável assmnir a variação da fração 
sólida como função apenas da temperatUra, isto é: 

fs = F(T) para T s < T < T L (2) 

A formulação correta de F(T) consiste na dependência 
dos constituintes internos da liga e da forma com que 
interagem na solidificação do sistema. As formulações mais 
importantes são dadas por: 1- Regra da Alavanca; 2- Modelo 
de Scheil; 3- Modelo de Brody e Flemings; 4- Modelo de Clyne 
e Kurz; 5- Modelo de Onaka (Spim, 1996 ). 

Na faixa de transformação das ligas metálicas 
(T s ~ T ~ T L) tem-se que os parâmetros fisicos envolvidos no 
material serão dados por uma relação percentual entre a 
quantidade de líquido e a quantidade de material solidificado 
dentro desta faixa de temperatura (Voller,l991). Assim tem-se 
que nesta região os parâmetros fisicos assumem: 

kp =(ks -kd.fs +kL 

Cp = ( Cs - ct. ).ts + ct. - H. afs 
BT 

(3) 

(4) 

(5) 



A Soluçtlo da Equaçtlo Geral thl Conduçtlo de Calor pelo 

M.D.F. 

Substituindo os tennos de Diferenças Finitas na Eq. (1 ), 

esta transfonna-se em: 

rn+1- T" 
p.Cf. I,J I,J =k 

~t . 

para: ct = (c + H. ~~ ) 

T n+1 2 rn+1 rn+1 
i+1,j - . i,j + i-1,j 

t:d2 + ... 

.....n+1 2 Tn+1 Tn+1 
1i,j+1- . i,j + i,j-1 

... + 2 
!ly 

(6) 

(7) 

O sobreíndice n representa a indicação do tempo 
instantâneo, e n + 1 o tempo instantâneo acrescido de 1\t. 

A Analogia do M.D.F. com os Circuitos Elétricos 

Na literatura não é ditlcil encontrar livros ou periódicos que 
apresentam as relações básicas dos elementos envolvidos em um 
sistema térmico com elementos passivos de um sistema elétrico 
(resistores e capacitares) (Spim, 1992), confonne as Eq. (8), (9), 
( 10) e (11) e visto nas Figuras I e 2 (Welty, 1976 e Ozisik,l977). 

C~,j = Pi,j . Cfi,j . Voli,j 

onde: Voli,j = ill<i-~Yj - ~ 

Na Figura I , tem-se que: 
Ti,jn =Temperatura de 'i,j' no tempo Instantâneo 't' ; 
qE = Fluxo de Entrada; q8 = Fluxo de Saída; 

qq = Fluxo de Carga de Cti,j e 
q0 =Fluxo de Descarga de Cti,j ; 

Dist 
Rti,j = 2 . ki,j . Atx 

1 
Rto,j = ho . Atx 

~- Pi,j 
I -- / 

C!. 
I,J 

( 

--~ 

I 

Y· I 
J I 

I 
I I q~Cf~ v _/!J. z I 
I ~ !J.xi I,Jr>j I 

[~-- Lko"::'-:-··~~··· ii· 

(8) 

(9) 

(lO) 

(II) 

Figura I -Representação Física do Capacitor Ténnico 
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Na Figura 2, tem-se que: 

T Amb =Temperatura Ambiente; 
ki,j =Condutividade Ténnica do Ponto 'i,j' ; 
h0 = Coeficiente de Convecção térmica; 

At 1 =6. y;.ô z 

~ Rt i,J Rt1,1 
L_ ki,j I/ 

----·--

~ Dist ~ 
h o 

- -------- -- ___j 

Figma 2- Representação Física das Resistências Ténnicas do 
Sistema 

Trabalhando a Eq. (6), e relacionando cada tenno com a 
equação da resistência térmica (Rlj,j), vista anterionnente na Eq. 
(10), confonne a Eq. (12): 

( T"+1 _ Tn+1) (rn+1 _ rn+I) 
Atx .k. 1+1,J t,J = t+l,J t,J 

ru< Rti,j.-i+1,j 
(12) 

onde o tenno: Rti,j.-i+t.j representa a resistência ténnica na 

linha de passagem do 11uxo, no sentido do ponto "i+ I j" para o 
ponto "ij". Pela Figura 3 poàe-se observar que este tenno é dado 
pelo somatório das resistências ténnicas envolvidas no interi01' 
do elemento "ij" - (do centro para a interface - Aix) e do 
elemento "i+ I ,j" - (da interface - Atx para o centro), confonne a 
Eq. (13): 

- ÓXt,j + __ ru<t_·_+l_,j 
Rti,j+-i+1,j = Rti,j + Rti+1,j - 2. ki,j. Atx 2. ki+l,j. Atx ( 13) 

Observar que se forem agmpados os termos ao lado direito 
da Eq. ( 13 ), esta chegará em: 

I ( ill<j 1\xi+ 1 ) I ki t l,j ill<i + ki,j · 1\Xi+ I 
Rti,j<-i+1,j = --. - + -- = --. --'-'-=--'----"'---'-= 

2. Atx ki,j ki+ l,j . 2. Atx ki+ J,j- ki,j 

(14) 
onde na Eq. ( 14 ), tem-se que: 

ki+ I j. • ÓXj + ki j. • ÓXt+ I k - ' ' m-
ki+l,j·ki,j 

(IS) 

[

·---··- - - - -·-- - - --··-------·- - ----l 
!:J. xi /2 !:J. xi+ 1/2 . 

~ ·--- .;.,_-- ..J 

I. .·· .. ··'r··--- - --At x- {', y .r {',z. •L -l/ 1 . 
I l'n ··.. Tn , 

1 ,--1--- J ---~ . . ........ .,... i 
· I, 1- l+r,J I 

l i• 0'"""" [• '""""0 ~ YJ· ·r· . ; lfffffftV lfifhHh 

I I : .... • Rti;j i~~ti+1,j .... ······ . . .J- ' 
i __ . ki,J ~lJ ki+1,j __ ..../ _j !:J. z 

li _ !:J. X· · _ t _ !:J. X· 1 i _ 1 
FJ--~-=4--~--1±~--<='1 

~ Fluxo de Calor . ____ .:__ _______________ . _______ ] 
Figura 3 -Representação Física da Passagem do Fluxo de Calor 

pela Resistências T énnicas· do Sistema 



o tenno km corresponde à condutividade da média ponderada 
entre a condutividade do ponto i+l,j (ki+l,j) e do ponto i,j 
(kj,j) (Kingery, 1976 ). A Eq. ( 15) é conhecida e aplicada para a 
maioria dos materiais com mais de urna fase. 

Dt:sta forma a Eq. (6 ), por substituição dos termos de 
resistência térmica, transforma-se em: 

T~ = -~ Tn+1_ ~ Tn+1_ 
I,J 't . 1+1,) ..- . . 1-1,) 

1+1,J '1-1,) 

ilt n+1 ilt n+1 [ ilt ) n+1 
.... ---.ljj+1 ---.ljj-1 + 1+- ·lij 

'ti,j+1 . 'ti,j-1 . 'ti,j . 

(16) 

O parâmetro 't introduzido na Eq. (16) equivale ao 
parâmetro de relaxamento de um circuito elétrico passivo, dado 
pelo produto do capacitor térmico (Ct) pela resistência de linha 
(Rt). A Eq. (16) representa a forma "Implícita" do M.D.F. 

A solução para a Eq. (I 6) é dada pela montagem de wn 
sistema linear do tipo: 

(17) 

Apücaç4o Prática do Modelo Proposto com a Analogia do 
M. D. F. e os Circuitos Elétricos 

Em consideração a urna análise vetorial sobre a linha do 
!luxo de energia, introduziu-se tun sistema de coordenadas pera 
definir pontos no espaço tridimensional através de 3(três) 
vetores linearmente independentes e ortogonais, onde a 
primeira análise parte da notação dos sistemas clássicos de 
coordenadas: cilíndrico e esférico, conforme a Figura 4 
(Spim, 1994). 

·• 
Cilindrico Esférico 

L_ ________________________ _ 

Figura 4- Sistema de Coordenadas Cilíndrico e Esférico 

Para a Figura 4, tem-se que o volume finito do elemento de 
diferença para cada sistema de coordenadas, é dado por: 

. r2 - r2 
Vol = -1---0 .d<p.dz 

2 
~(Cilíndrico) (I 8) 
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-> 
e d I a representação vetorial da linha de passagem do flu;xo de 
calor, dado na forma (Hayt,l975): 

~ ~ ~ ~ 

dI =dr.ar+r.d<p.a<p+dz.az ~ Cilíndrico (20) 

~ ~ ~ ~ 

d I =dr . ar+ r.d<p. a<p+ r. sen e. d8. ae ~Esférico (21) 

A equação que define o elemento de resistência da linha de 
deslocamento, por onde atravessa o fluxo de energia, é dada por 
urna relação integral, na seguinte fonna (Hayt, I 975 ): 

I da 
Res =--

a comp JI ~- t1
3 d~.dy 

área h1 

(22) 

onde: Res = Resistência total da linha de condução do fluxo 
de energia; 

cr Condutibilidade da região por onde atravessa o 
fluxo de energia; 

da. = diferencial de comprimento 
dp e dy = diferenciais de área 

e os termos para h1, h2 e h3 são defmidos na equação genérica 
do vetor diferencial de deslocamento, como: 

~ ~ ~ ~ 

d I = h1.da..aa.+ h2 .dB.a~+ h3 .dy .ay (23) 

Desta forma, relacionando-se a Eq. (20) e a Eq. (21) com a 
Eq. (23), obtêm-se os coeficientes métricos (h) , h2 e h3) para 
cada sistema de coordenadas, e pela Eq. (22) pode-se calcular a 
resistência de passagem do fluxo de energia na linha de 
condução. Observa-se que a generalidade das Eqs. (22) e (23), 
permite que estas sejam aplicadas em qualquer sistema de 
coordenadas. Sendo assim, o método apresentado é facilmente 
expansível para sistemas de geometria complexa. 

APLICAÇÃO 00 MODELO PROPOSTO EM UM SISTEMA 
DEFUNDICÃO 

Pelo equacionamento apresentado anteriormente pode-se 
trabalhar com os elementos da malha de diferenças finitas para 
estruturas de geometrias radiais, conforme segue. Suponha um 
sistema de solidificação Metal/Molde, onde sobre este acopla-se 
wna malha em diferenças finitas, formada por elementos 
elétricos conforme observado nas Figuras 05 e 06. Nestas 
Figuras tem-se a representação esquemática da malha elétrica 
passiva, onde observa-se nos detalhes da malha a praticidade do 
mapeamento global do sistema. O modelo funcional concentra-se 
no cálculo setorial dos resistores e capacitares e da montagem 
das equações globais do sistema munérico . 

Para a Figura 5 , tem-se que: 
- Tamb =Temperatura Ambiente [K]; 
- Tref= Temperatura de Refrigeração (Molde) [K); 
- Rtan1b = Resistência Térmica referente a Temperatura 
Ambiente [KIW]; 
- Riref =· Resistência Ténnica referente a Temperatura de 
Refrigeração (Molde) [KIW]; 



,.r-~~~ 

~~ 
L---------------------------------~ 

Figura 5- Malha Passiva (Capacitores + Resistores) da Região 
Cilíndrica da Peça 

/ Rt,., 
~~ T'<"'f Rt,.r. \~ c 

fl8 T,.f 

Figura 6- Malha Passiva (Capacitores + Resistores) da Região 
Esférica da Peça 

INSlRUMENTACÃO EXPERIMENTAL 

Para a aferição do modelo em laboratório de pesquisa, 
utilizou-se um molde de Aço 1020, com geometria cilíndrica e 
base esférica, conforme apresentado na Figura 7. 

50 mm /parO] 

50 mm 

----- -· --- ·---

Figura 7 - Sistema de Aferição Experimental do Modelo e 
Disposição dos Termopares de Medida. 
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O metal base foi ftmdido no interior do molde e 
superaquecido (aproximadamente I 50 °C acima da Temperatura 
Liquidus) através de resistências elétricas montadas sobre uma 
casca cerâmica de mesma geometria do molde, retirada após o 
metal líquido ter atingido a temperatura desejada. 
Posteriormente, um termopar localizado na parede do molde, 
disposto próximo a superficie intema, e mn termopar localizado 
no interior do metal próximo a parede do molde, conforme visto 
na Figura 7, registraram temperaturas de resfriamento do 
sistema. Os resultados obtidos foram comparados com os 
resultados gerados no modelo numérico. O acompanhamento dos 
resultados de ensaio foram obtidos por meio de termopares 
"Tipo K" (Chromel-Alumel), A captura dos dados de ensaio foi 
realizada por meio de um registrador de dados microprocessado. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

A retirada de calor do molde para o meio ambiente e no 
topo do sistema, na interface do metal líquido com o meio 
ambiente, é dado pelo coeficiente convectivo do gás ambiente, 
sendo este estimado através de cálculos analíticos referentes as 
variáveis do sistema Ambiente/Molde e Ambiente/Metal, 
conforme dado abaixo (Welty, 1976 ). O cálculo do Coeficiente 
Convectivo na Interface Ambiente/Molde e Ambiente/Metal (no 
topo do sisten1a), deve levar em conta os mecanismos de 
radiação e convecção combinados, onde: 

hAmb = hrad + hconv (24) 

sendo: 
hAmb = Coeficiente Convectivo na Interface do Metal ou 

Molde com o Ambiente [W/m2.K]; 
~ad. =Coeficiente de Convecção Radiativa [W/m2K]; e 
h~onv. = Coeficiente de Convecção do Gás-Ambiente 

[W/m .K]; 

Para o cálculo do coeficiente radiativo tem-se que 
(Welty, 1976; Ozisik, 1977; Incropera, 1981 ): 

hrad =a.E.(Tparede + TAmb)-(T~arede + T~mb) (25) 

onde: 

a =Constante de 'Stefan-Boltzman' [= 5,667 X w-8 
W/m2.K4]; 

E = Coeficiente de emissividade radiativa do material de 

Parede - Para o aço E = 0,8 e para o AI E = 0,2 
TParede = Temperatura da superficie do material de 

Interface com o Ambiente; 
T Amb =Temperatura do Ambiente; 

Para o cálculo do coeficiente de convecção, sabe-se que: 

hconv. = kgás . Nu 
X 

onde o nt"tmero de Nusselt (N11 ) , é dado na forma : 

Nu= C.( Gr.Pr )" 

(26) 

(27) 



"Gr' é o número de Grashof: 

(28) 

e 'Pr' o número de Prandtl: 

_ llgas 
Pr ---.Cgas 

kgas 
(29) 

onde as constantes 'C' e 'n' são dadas na literatura (Ozisik, 1977). 

Os elementos Pg~s· 11gas• kgas e Cgas correspondem a 
Densidade [kg/m·], Viscosidade [kg/m.s], Condutividade 
Térmica [W/m2K] e Calor Específico [J/kg.K] do gá! ambiente, 
responsável pela retirada de calor no sistema Molde/Ambiente. 
Os valores destas constantes para o ar são dados na literatura 
(Perry, \963 ). 

Na Eq. (28) g corresponde a aceleração da gravidade 
(: 9,81 m/s2), ~ equivale ao coeficiente de expansão 
volumétrica de um fluído, sendo que para gases, este é dado por 
boa aprnximação como: ~ = 1 I T 00 onde T OCJ é a temperatura do 

gás, e X, é a dimensão característica da superfície (Ozisik, 1977). 
A Figura 8 mostra a evolução da temperatura dos pontos 

experimentais em comparação com os simulados pelo modelo 
proposto. Onde observa-se uma boa concordância em relação aos 
resultados fornecidos na simulação, tanto no termopar de 
monitorização no interior do metal (termopar n• 2) quanto no 
termopar inserido na parede do molde (termopar n• : ). As 
discrepâncias observadas na simulação em relação aos 
resultados experimentais, podem ser justificadas pelo fato de se 
utilizar no modelo mnnérico, valores constantes do coeficiente 
de retirada de calor na interface Molde/Ambiente e 
Metal/Molde, além da dificuldade de se encontrar na literatura 
valores precisos para as propriedades termofisicas de ligas em 
função da temperatura. Na prática sabe-se que estes elementos 
variam ao longo do tempo e em função da temperatura, 
entretanto a maneira como estes elementos variam dependem de 
parâmetros complexos ao sistema de fundição, como a taxa de 
contração do metal no interior do molde e a formação do 'gap' na 
intertàce Metal/Molde. Contudo o modelo proposto representou 
bem o sistema em estudo permitindo maleabilidade as malhas 
do M.D.F. facilitando a programação do modelo. 

Simulou-se também a evolução da Isoterma 'Solidus' da 
parede do molde até o centro da peça, conforme pode ser visto 
na Figura 9. Nesta observa-se que a isoterma solidus tende a 
caminhar mais rapidamente na região esférica do que na região 
cilindrica. Este fenômeno é observado na literatura 
(Santos, 1993). A Figura 10, traz a evolução do perfil de 
temperatura nas secções cilindrica e esférica, conforme as 
secções de referência da Figura II , sendo que nesta figura fica 
mais nítida a tendência de resfriamento mais rápido na região 
esférica do molde. 

Com as simulações apresentadas observa-se que o modelo 
mostrou-se consistente e prático mesmo em situações de 
solidificação de ligas onde o resfriamento sofre inflexões em 
função das características da região pastosa, e depende da forma 
correta de evolução do calor latente em função da fração sólida 
dentro desta região. 
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CONCLUSÃO 

O modelo proposto neste trabalho foi aferido sob condições 
físicas tridimensionais através de um sistema de fundição 
constituído por um molde cilíndrico com base semi-esférica, e 
utilizando-se a liga de alumínio 7075 como metal de referência. 
A concordância observada entre os resultados experimentais e as 
simulações teóricas obtidas demonstraram que o modelo 
proposto pode se constituir em uma ferramenta eficiente e 
maleável na análise de problemas na produção de peças de 
geometria complexas na indústria de fundição. 
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ABSTRACT 

The present work proposes a modification on the 
distribution of elements from the mesh, which permits a 
versatile analysis of solidification of cylindrical and spherical 
sections. ln order to assess the model performance an 
experimental set-up consistíng of a cylíndrical steel mold over a 
spherical basis was used. An alurninum alloy - 7075 were 
solidified in such system, with the mold exposed to normal 
environment temperatures. The results of theoretical sirnulations 
are ín good agreement with the physical reality of the 
metal/mold system. 
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SUMMARY 

The heat conduction and the moving solid-liquid interphase in a finite slab, with polynomial temperature 
dependent thermal conductivity, has been digitally simulated by the network method. ln this approach, a 
network modelfor that process is proposed, and using advanced electrical circuit simulation programs, 
digital simulations ofthe behaviour ofthe system have been obtained. 

INlRODUCTION 

The solid-liquid phase change phenomenon appears 
not only in nature, but also in many industrial or teclmological 
processes. Because of the strong nonlinearity due to the presence 
of a moving solid-liquid i.nterphase, an exact solution to the 
Stefan problem is nearly impossible, except for a few cases 
restricted to semi-infi.nite media (Carslaw and Jaeger, 1954 ). To 
more complex cases, various approximate analytical and 
numerical methods have been proposed (Fukusako and Ski, 
1987; Dursunkaya and Nair, 1990). ln this work we have an 
interest in the analysis of this problem by means of the network 
method, which is an useful altemative to the general numerical 
methods to obtain the thennal response of many systems. This 
method is based on Peusner's ( 1987) and Oster's et a!. ( 1971) 
works, and allows the description of any transpor! process in 
tem1s of electrical networks. ln this way, and from the 
equivalent electrical model , it is possible to obtain digitally the 
response by an adequated simulation program of electrical 
circuits. The spatial variable in the heat conduction equations is 
discretized as in finite-ditference schemes but the time variable 
remains continuous. It allows the mathematical model to be 
described by a network model, transfonning the partia! 
ditTerential equations involved in the conduction problems into a 
set of coupled ordinary difter,:ntial equations, which are the 
equations of the network. Highly developed methods of circuit 
analysis may tllen be employed to obtain the dynamic behaviour 
of systems without having to deal explicitly with the usually 
very compiex ditlerential equations describing the process. We 
have found that the simuiation program PSPICE (Nagel, 1977) 
is very usefui for this purpose. 

The network approach is a very powerful method to 
deal with transpor! processes; it has aiready been applied 
successfully in a variety of probiems such as ditfusion, 
convection and eiectromigration through membranes 
phenomena, and eiectrode reactions with coupled chemical 
reactions (Homo et a!. 1992, González-Femández et a!. 1995). 
Aithough the eiectro-thennal analogy is very well known, it has 
been only used from a fonnai point of view tor academic 
purposes or to make very restricted anaiog systems. Nevertheless 
the network method, considering the tonnai equivalence, 

To whom correspondence should be addressed. 
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pretends to simulate the behaviour of the systems but avoiding 
the limitations that the physical implementation of any circuit 
has, specially on manufacture tolerance requirements. ln this 
way this approach, work.ing with ideal monoports, is very 
versatiie, can simulate conditions of difficuit or not possible 
empirical accessibility, and take advantage of the potentiai that 
the modem simulation programs of the electrical circuits have. 
From a more specific point of view, the network method admits 
different distribution of initiai temperatures, boundary condition 
functions of the time or the temperature and variabie thennal 
pro~rties in a routine way. 

NETWORK MODEL 

The system considered in this work is a one
dimensionai finite siab of thickness L, with an initial unifonn 
temperature To, which is beiow its melting temperature, Tr. lt is 
assumed that a constant temperature, Td > Tr, is maintained at 
the Ieft surface (x=O); the right surface is maintained at the 
initial temperature. lf Ir is the soiid-Iiquid interphase location, 
the mathematical models corresponding to the solid and liquid 
phases are given by the following equations: 

Solid phase: 

p,c,(êmat) = a(k, émax)tax; t>O, Ir :5x<L (1) 

Liquid phase: 

The initiai and boundary conditions are: 

T(x,t=O) =To 
T(x=O ,t~O) = Td 
T(x=L,t~O) =To 
T(x=Ir, t~O) = Tr 

and the conditions at the solid-liquid interphase: 

(2) 

(3) 
(4) 

(5) 

(6) 

(7) 



where x and t are the space and time respectively, p, and p, are 
the densities, c, and c, the specific heats of solid and liquid 
phases, À. the latent heat of fusion, and T1 and T, the 
temperatures of Jiquid and solid phases. 

The thermal conductivity of the solid, k,, has been 
assumed variable with the temperature in the fonn 

k, = ko + k,T + k2T2 + k3T3 + ... + knT" (8) 

where kj U=O, I, 2, n) are constants, while the thermal 
conductivity of the liquid, k,, is also a constant. 

The general procedure for obtaining the network model 
representative of a transport process consists of dividing the 
physical regi ou of interest into volume elcments. ln this way, for 
the compartment i, of thickness t..x, according to the Fourier's 
Jaw, Eq. (I) can be written as 

PsCs (dT/dt) = -t..jlt..x =ui·-.- j;' •• )lt..x (9) 

j'i,., being the fluxes coming to and leaving the compartment i, 

j'i,., = ± ksci,.,J (T;- T;,. )l(t..x/2) (lO) 

Using Eq. (lO), Eq. (9) is given by 

p,c,(dT; ldt) = 

= (1/t..x)[ksci-.>(T; .• -T;)I(t..x/2)- ksci•,J(T;-T; • .)I(t..x/2)] (li) 

T;,., and T; being the temperatures at the ends and at the central 
point of the compartment i, respectively (Fig. I). The 

T;.,, T;, V(R;,a) 

I 

iT;.
6 

G;,a 

T;_ó 

V(Ctar) 

R,.b 

T, 

conductivities k,c,,.J = k,(T;,. ) are the values of k, at those ends. 
Substituting Eq. (8) into Eq. (li) yields the following equation 

p,c, t..x(dT; ldt) = 

=(T; .• -T;)I(t..x/2ko)+2(T; .• -T;)[(kt1L'l.x) T; .• + 

+(k2IL'l.x)(T; .• i+ .. . + (knlt..x) (T; .• )"] - ·' 

- (T;-T; •• )/(t..x/2ko)- 2(T,-T; •• ) [(k,lt..x) T; •• + 

+ (k2IL'l.x)(T;. j + ... + (kniL'l.x)(T; •• )"] ( 12) 

This equation can be written as 

j; ·•- j; •• - j;_, + j;,a - j~b = O 

where 

j;,. = ± (T;-T;,.,) I (t..x/2ko) 

j;, = p,c,t..x( dT; I dt) 

Ji,a = 2(T; .• -T;) ((k1lt..x) T; .• + (k2IL'l.x) (T;_j + + 
+(kniL'l.x) (T;.

6
)"] 

j;,b = 2(T;-T; •• ) [(k1/L'l.x) T; •• + (k2lt..x) (T;.j + ... + 

( 13) 

( 14) 

(IS) 

( 16) 

+(kn/L'l.x) (T; •• )"] ( 17) 

Eq. ( 12) can be considered as a Kirchhotrs current Jaw 
and the temperature T as a variable satisfying Kirchhotrs 
voltage Jaw, because T is a continuous and single-valued 
variable. Then, it is possible to analyse the heat conduction 
process by an electric network been j and T its characteristic 

Jfi 
--';> 

Jj, 

T; 

T;. ó I 

G;,b 

T;, T,+,. V(R;,b) 

Ax - - - - ~ - - -- - - -- - - ' ~ -- - - - - - - --- - - - - - - - - - - -

Figure I. Network model for transient heat conduction in a volume element of a phase-change material. 
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variables. ln this sense, Eqs. (14-17) detine resistors with 
resistance Rs(i,.) = ó.x/2ko, a capacitor with capacitance C,; = 
p.csó.x, and two multivariable voltage-dependent current sources 
G~. and G~b, of outputs j;,a and j;,b respectively, which are 
connected according to the Kirchhofl's current law, Eq. (13 ). 
Moreover, from the topology;·T;., =T i- I+, ,T;., =Ti+ I-,, and lj, ., I 
= lj; -1+.1, lj; •• 1 = lji+l -,L so (T;.,-T;) = (T; -1-Ti-1 +,), (T;-T;.,) = 
(Ti+I-,-Ti+l), and from Eqs. (16, 17), lj;,a I= lji-l ,b I, and lj,,b I= 
lji+l ,al . The above results let the sources G;,a and G;,b be 

connected between points i-1 and i, and i and i+ I , respectively, 
as it is shown in Fig. I, reducing the number of sources of the 
network . 

TI1e voltage-dependent current source G;,a is controlled 
by two functions, V;,; = (T;.,-T;) and v~;· = 2[(kl/ó.x)T;., + 
+(k2/ó.xXT;.j + ... + (kn/ó.x) (T;.,)"]. The tirst, v~;, is obtained 
directly from its associated nodes, while V;,a •• is evàluated by an 
auxiliary circuit with a voltage-dependent current source F ~· 
controlled by T;.,, of output V;,a ··, and the resistor R;,a = I . ln the 
sarne way, the implementation of G;,b requires an auxiliary 
circuit with a voltage-dependent current source, F;,b, of output 
V;,b•• = 2[(kl/ó.x)T+, + (k2/ó.x) (T;.j + ... + (kn/ó.x) (T;., )" ], and 
the resistor R;,b = I; the other control voltage for G;,b, V;,b. = (T;
T;+,), ~s obtained directly from the circuit. 

TI1e branches of the circuit corresponding to the liquid 
phase are similar to those of the solid phase without the current 
sources G;,a and G;,b, and their auxiliary circuits, because ](j does 
not depend on temperature. 

The switches ofthe network, are controlled by voltages 
and they activate the corresponding bra.nches of the circuit 
associated to the solid or liquid phase, as the interphase moves. 
lf the material of the cell i is solid, only S3si , Scsi anu S2; are 
switched on. When T; becomes equal to T r , S3si and Scsi switch 
ofl~ and Sli and S3h switch on, cmmecting the constant voltage 
source, V fi, of output Tr, and the resistor branch of the circuit 
associated to the liquid phase. ln this way, the temperature of 
the volume element i is T r during the melting process of ali the 
material of the cell, according to Eq. (6); moreover, in this cell 
Eq. (7) is satisfied, j6 been p,À(élltfélt). Then, the fusion process 
is quantified by the auxiliary circuit F fi and C1at,i ; F fi is a current
dependent current source of output jfi, which flows through the 
branch of the V fi, and Ciat,i is a capacitor with capacity equal to 
unity. When the charge of this capacitor is equal to the heat 
necessary for the fusion· of the cell, S2; switches otT, 
disconnecting Vfi, and Sch switches on, connecting the capacitor 
associated to the liquid phase. The network model describes 
now the transient heat conduction process in the liquid. 

ln Fig. I, italics near the controlled sources and 
switches are used to identify the controlled variables associated 
with these components. 

TI1e network model for the entire physical region is 
obtained connecting in series N elemental circuits as that in Fig. 
1, enclosed in the ó.x area. Fig. 2 shows the global ladder 
network model. 

The next step is to include initial and boundary 
conditions; initial temperatures throughout the system have been 
incorporated by means of the initial potential of the capacitors 
C,; in the network model (the initial potential of the capacitors 
Ch is Tr, because this is the temperature of the cell when the Ch 
are connected). TI1e constant temperatures Tct and To, at x=O and 
x=L respectively, Eqs. ( 4, 5), are modelled by constant voltage 
sources of outputs Td and To (Fig. 2). DitTerent boundary 
conditions such as constant t1ow, hannonic variations, time
dependeu! functions or any other, may be implement easily by 
means of their analogical electrical components. 
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Figure 2. Network model for transient heat 
conduction in thf entire physical region. Boundary 
and initial conditions are explicit in the model. 

NUMERJCAL RESUL TS 

The implementation of the network model of Fig. 2 
into an electrical network simulation routine such as PSPICE, 
allows us to obtain the theoretical response expected for the 
whole model considered. TI1e digital simulation of the behaviour 
of a melting slab, under the conditions specified by the 
mathematical model, has been carried out using the following 
values of the parameters: c,p, = 2·105 J/m3-K, clj)1 = 1.8·105 

J/m3-K, ko= 5·10·2 W/m·K, k1 = 10'3 W/m·K2, k2 = ... = kn =O, k, = 
4.2 ·10·2 W/m·K, L= I m, N = 20 cells, Td = 10 K, To= O K, Tr 
= I K, latent heat of melting, Â. = 3·1 03 J/kg. According to these 

values C,;= 104 F, C h= 9·1 03 F, Rs(i-.0 = Rs(i+,J = 0.5 Q, and Rici-.0 
= R,<,+,J = 0.6 Q. 

Simulations are carried out on a SUN Sparcstation 2, 
4/50 GX. 

Figure 3 shows the temporal dependence of the 
temperature at the cells number 6, II and 16, selected as typical. 

Temperature (K) 
7~--------------------------------, 
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4 
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2 

2 3 4 5 6 7 

Time(Ms) 

Figure 3. Temporal profiles of temperatures at x = 
0.275 m (i= 6), x = 0.525 m (i= II) and x = 0.775 m 
(i= 16). 



Each curve .shows a horizontal zone for lhe fusion 
temperature, Tr = 1 K, corresponding to the interval time of 
fusion of the cell which increases as lrmoves. Weak anomalies 
on monotonous growth of these curves around this zone ,are due 
to the influences of melting of the adjacent cells. 

Figure 4 shows the temporal variations of the current 
j 6, flowing dÍ.rring the fusion of the cells, at x = 0.275 m, x = 
0.525 m and x = 0.775 m. Although the current jfi is very 
different in these cells, the areas under the curves are equal 
because they represent the absorbed heat during the fusion in 
each cell. 

jfi (W/nl) 
0,5,-----------~ 

x = 0.275m 

0,4 

0,3 

x=0.575m 

0,2 

x=0.775m 

'J 11. 1 III I I / 
o 1 2 3 4 5 6 7 

Time (Ms) 

Figure 4- Temporal variations of the current jfi, 
flowing during the fusion of the cells. 
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Figure 5. History ofthe heat flux at x=O. 

The time variation of the heat flux at x = O is gi ven in 
Fig. 5. The current becomes stationary at t :: 2·1 06 s. Finally, 
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Fig. 6, shows spatial distribution of the temperature at the times 
0.2, 04, o6 and 0.8 Ms. 

Computing time depends on the maximwn time 
required at the process. For t = 0.8 Ms , CPU time is 550 s. 
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Figure 6. Spatial distribution of the temperature. 
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SUMMARY 

Theoretical and experimental study of phase change materiais (PCM) package are presented. Three 
dimensional model of elementary ce/1 case was deve/oped. The enthalpy approach were used to deal with 
cnmplex surface of interface in PCM. The finite volume method. was used for numerical simulation. The 
approach, based on numerical method of splitting (fractional) steps was used. The absolutely stable implicit 
scheme, namely 3D version of prediction-correction technique, was applied. The method was extended to 
enthalpy equation and lo composite media case. The experimental study inc/udes severa! transient me/ting 
tests with electric skin heater on the base plate. Nume~ical so/ution was used to explain obtained experimental 
results. 

lNTRODUCTlON 

Ability of phase change materiais (PCM) to store and 
rclease large latent hcat, at approximately constant temperature 
during melting-solidifícation, opens perspectives for Spacecraft 
thermal control. The container with PCM can be used in thermal 
control systems of satellites for passive temperature stah;lization 
of equipment in condition of periodically varied heat loads 
(Abhat and GroiL 1974). Following modes for PCM spacc 
application seems to be perspective. 

• The preventing the clectronic equipment from overheating 
during high power dissipation and overcooling during no 
operation in condition of low sink temperaturc. 

• To preveni overheating or overcooling failures for one-duty 
cyclc electronic equipmcnt - for example for launchers or 
rcentry vchiclcs. 

• Thermal stabilization for cyclically operating equipment with 
combination of uncontrolled passive radiators. 

• Thermal stabilization of space radiator system for a satellite 
orbiting the earth. 

• A coolcr for some sensors, accomplished with independcnt 
local radiator, thcrmal diode and PCM capacitor, storcd 
"cold" during shadow orbit cycles of satellites. 

• Thermal stabilization of high precision instruments for 
scicntifíc experiments. 

• Utilizing in fluid loop thermal control systems to damp the 
tempcraturc variations in outlet of externa! radiator. 

• Passive thermal control of structures remoted from the main 
spicccraft (antennas, solar arrays etc.). 

• Thermocontactors which utilize the volume change during 
melting of the PCM to activate thermal contact using a 
flexible bellow container. 

• PCM combinations with heat pipes and capillary pumped 
loops to provi de insensitivity to variation of input and output 
heat conditions. 

Usually, the PCM has relatively low thermal conductivity. 
A high conductivity metal tillcr, imbedding to PCM bulk, offers 
the principal advantages: to increasc the effcctive thermal 
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conductance and to provide the suffícient arca for heat exchange 
between the heat input plate and the fusion material. 

It is very important to define the optimal design parameters 
of the package. The big amount of fíller will ensure small 
temperature raise of the base plate during melting. On the other 
hand, the total volume of phase change material will be 
decreased. It causes lost of overall thermal capacity during phase 
change and decline in specifíc mass characteristic ofthe package. 

The choice of optimal design parameters have to be based 
on the careful analysis of processes in the bulk of PCM. The 
elementary cell of the package might consist of PCM itself, filler 
and base plate. Thus, the problem can be classifíed as multi
dimensional thermal conduction in composite media with phase 
change (melting-solidification) in one of the fraction. Boundary 
conditions are of the 2nd and 3rd types on the externa! 
boundaries of the package, and of the 4th type - on the internal 
boundarics. 

Some of thcse subproblem were being studied separately, 
but no refernce was found for the whole problem. Traditional 
approach here was experimental investigation of integral 
performance of manufactured PCM packages. But this approach 
does not give enouth information about internal processes. More 
detailed investigation is needed. 

The theoretical problem of melting-solidification process 
without fíllecs is known as Stefan's or Ncumann's one, depending 
on initial and boundary conditions. To solve the multi-dimension 
Stefan-related problems two principal approaches are usually 
applied . Oneof them is interface tracking methods and another is 
enthalpy based ones. The selection of the approach depends of 
the relates to physical features of the problem and complexity of 
interface configuration. Shamsunder ( 1978) showed that 
temperature-based methods yield more accurate results, but 
enthalpy methods are easier to use, particularly in 
multidimensional case (Shamsunder and Sparrow, 1975, and 
Hunter and Kuttler, 1989). On the other hand, existence of 
buoyancy convection or Marangoni effect in liquid phase forces 
to use the tracking approach to solve Navier-Stocks equations for 
liquid phases as well. 

Most successful techniques for two-dimension case are 
alternating direction (ADI) methods and related fractional steps 



ones (Yanenko, 1971 ). There are some attempts to use sequence 
of local one-dimension approximations to solve two-dimension 
problems (method of !ines and invariant imbedding, (Meyer, 
1977). The finite element method, based on space-time Galerkin 
variation technique (weight residual statement) provides the 
power universal approach (Elliott and Ockendon I 982, Zhong et 
al., 1991) on tixed grids and on moving grids as well. 

lmbedded high conductivity matrix gives the conjunction 
nature of heat transfer with interaction of melting material. The 
closest relate theoretical problem is heat conduction in 
composites. Multi-body tasks for jointed rectangular slabs was 
solved on eigenvalues base (Sal!, 1983 ), and using integral 
transform technique (Ozisik). The conform transformation may 
be perspective for severa! simple types of bodies and interfaces 
(Goldman and Kao, I 981 ). Anothcr attempt is rclatcd to 
application of Green's functions (Beck, 1984). For 30 case thc 
finitc element and finite volume methods seem to bc more 
perspective. 

NUMERICAL SPLITTING SCHEME FOR HEAT 
CONDUCTION EOUATION 

A linear difTerential operator can be defined as following 

III a2 
Llll(x)= I-a 2 

1= 1 X; 

(I) 

First of ali , numerical implementation for heat conductance 
equation with constant conductivity will be considered: 

ar 
a;= aL,Jx)T 

Introducing a finite difference operator 
approximation of temperature at the current point 
direction can be expressed: 

a 1\ v 
A;T= h2 (Sh; T+Sh; T-2T) 

I 

where hj- spatial step inj-direction. 

The spatial shift operator is definsed by equations: 

1\ 

Sh; T= T(x" ... ,x; +h;, ... ,x11 ) 

v 
Sh; T = T(x 1 , ... ,x;- h; , ... ,xll) 

(2) 

A;. thc 
in the j-

(3) 

(4) 

where T=T(x1, .... x,) - temperature in the current point. The 
superscript 1\ means the shift in the positive direction and v - in 
thc negative one. 

The backward-time and centercd-space approximation can 
be expressed as following: 

III 

(T-T)=tiAJ 
(5) 

i=l 

where t - time step; 

v - sign marking the previous time layer with respect to 
currcnt one. 

Only one-dimensional case causes !ri-diagonal matrix, that 
can be solved successfully by the Thomas algorithm. If the m>l, 
we have (/+2m) diagonais, whiéh requires a large amount of 
computational ctTorts. Special class of splitting numerical 
methods was developed by Yanenko in 1972. The splitting 
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methods valid for any of multi-dimensional case and are very 
suitable for 30. 

Brian ( 1962) and Yanenko ( 1972) proposed an absolutely 
stable scheme based on predictor-corrector technology. This 
method can be applied to the scheme mentioned above. 

I I 

Tll+6 - Til= ~tA, r"+c, 
2 

~! ~! 1 ~! 
T 3 -T 6 = - tA 2 T 3 

2 
n+.!. 11+~ } ti+-~ 

T 2 - T ' = - tA 1 T 2 

2 
I 

11+ -

T"+I - Til = tAT 2 

Operator A here was detined as following: 

J 

A=LA, 
i = l 

(6) 

(7) 

First three cquations in system (6) represent the predictor 
and the last one is the corrector. This scheme is unconditionally 
stablc and has accuracy of O(t

2
+h\ Only three !ri-diagonal 

systems have to be solved for every entire time layer. 

This sehcmc was selcctcd as a base for developing of a 
numerical scheme for melting-solidification problcm in 
composite medium. 

OIFFERENTIAL OPERATOR FOR PIECE-SMOOTH 
CONOUCTIVITY COEFFICIENTS. 

The next step is dcvelopment the numerical scheme for 
composite mediums. The heat conduction equation will be as 
following: 

ar 
Cp - = L

111
(k,x)T, where 

a-r 

III a ( a) Lm(k,x) =L - · k(x) -
i=l axi axi 

Wherc k(x)- picce-smooth spatial function. 

(8) 

Finitc volume method is used to generate the scheme. Fist, 
the schcme will be formed for 20 case. A composite body with 
two components of different properties (A,B) is presented in 
Figure l. Numerical grid of (x,y;r) coordinate system is shown 
there also. 

'L 

2 

'Ln 
~ 

A 

X X X X 

Fig. l. The grid for 20 case. 



Now we will change the initial equation for a system of two 
equations by introducing heat tlux variables q(x,y): 

8T aqx 8qy 
Cp-=-----, 

8-r ax Oy 
8T 

qv=-ky-8 ; . y 

(9) 

lt is possible to select five contrai volumes (CV) for 
analysis. These volumes are tri-dimensional in (x,y;r;). I f 
numerical grid is adjusted with boundary of bodies, as presented 
in the Figure I , the volume CV 1 does not include the boundary 
and it is convenient for integration of first cquation of (7). The 
volumes CV2 or CV3 providc CY 1 with information from coupled 
neighbors. (The volumes CY4 and CV5 are locatcd symmetrically 
with respect to CV 2 and CV 3 respcctively and they are not shovm 
in the Figure I). 

lntegration the first equation of (9) around the CV 1 gives: 

Y X 1 n+l 8T 
Cp f f f ~-rdxdy = -- a. Y X 1" n 

.V X < n •I 8q .V X <n+ I 8q , 
= - f f f ~xdyd-r - f f f ~xdyd-r 

- - & -- ~ yxtn yxtn 

. .v ; 

cp f fcr+'- T")dxdy = 
_v x 

'tn + l 'tn + l 

=- fcqx -qJóyd-r- fcq.v -qy)óxd-r 

(I O) 

(II) 

This rclationship is absolutely accurate. The numcrical 
integration gives the discrete approximation. 

Cp(T"+I - T" )óxóy = 
( 12) 

lntegration around CV 2 of the second equation of (9) gives 
the following expression: 

T n · .. l X " 

f f~d't 
t n X X 

<n + l X 8T - f J~xd-c ax 
T n X 

(13) 

Discrete approximation gives the numerical performing: 

( 14) 

The similar relationship may by obtained for conjugate CY 

from the opposite si de of CV 2 in x-direction ( i.e. around x ) -
CY4 . Finally, alongx: 

( 15) 

-n+\ = _- (T"+I _ tn+\) qx gx x 
where g - generalized conducance in x - direction, defined 

as in ( 17). 
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For the CV3 and CV 5, along y - direction, the equations are 
similar. The final equation for numerical performing can be 

easely obtained by substitution the expressions for q; (equations 
15 for x- direction and similar ones- for y - direction) 

The assumption is that kx is a piece-constant function. Then 
the generelized conduction can be performed as following: 

= Jdx =J(I~)dx 
k . k 

X X X I t 

(16) 

Here Õ; - undimension fractions of medium i along x -
direction, from x up to i (i. e. around boundary i ). 

(17) 

General conductivity coefficient can be introduced: 

(18) 

The coefticients for other directions are similar. 

final numerical performing of the initial equation is 
following : 

T"+'- T" = 

To expand the obtained numerical scheme of the energy 
equation in composite medium for 3D case, the anysotropic 
thermal diffusivities are introduced: 

( 19) 

where i=1,2,3 for 30. 

The generalized difference operator A for direction i can 
be expressed by following: 

A;T = h;-2
[ â; Slz; T +ã; SJz; T -(â; +ã;)T] 

(20) 

Note, for homogeneous case ( â; = ã; = a) the operator is 
exactly the sarne, as defined above. Therefore, this difference 
operator (20) is a generalized case of operator (3) for composite 
m<;:diums. The predictor-corrector mçthod can be used for 

composite materiais by formal substituting the operators Ai with 

the general ized operator 7\. r 

NUMERICAL SCHEME FOR ENTHALPY EOUA TION. 

Melting-solidification problems with complex irregular 

spatial interface can be expressed efficiently only via enthalpy 

equation. High conductivity filler can be described easely by the 

temperature-based equation, but for uniformity the enthalpy 



formulation will be used. Therefore, energy equation for internal 

element of a PCM package with possible filler can be written as 

following: 

aH(D = L
3
(k,x)r p ~ 

(21) 

For filler H=CT and for fusion regions the enthalpy 1s 

expressed via fraction variablef (Zhong et ai. , 1991): 

aH(r) 
p = 

a. (22) 

af ar ,ar 
p .À-+ fp C-+(1- /)p C-·' a-r ·' a. ' a. 

After integration of the enthalpy equation around seven 

control volumes (by analogy of 5 CY for 20) it is possible to 

obtain the numerical performing for enthalpy equation in 

composite medium for 3D case: 

p(H,.'-H')= 

p)~.(f"+ ' - f") + [.f'"'p, + (1- f"+ 1)p, ]C(T"+' - T") = 

~<±h;-2 [xi(t"'- r·+')- x)r .. ,- ~·" ')] (23) 
i ::: l 

The generalized difference operator Ã for enthalpy case is 
following: 

~ [ 1\ v l A;r=h;-l x;shr+x;sh;r-cx;+xJrJ (24) 

Finally, the predictor-corrector method in splitting steps for 
these operators is following. 

I I 

H"+z - H"= _!_tÃ
1
r"+z 

2 
11+~ JJ+ ~ 1 ,...._ 11+ -~ 

H 3
- H 6 = -tA 2r 3 

2 
n+_!_ n+! 1 .-...- 11 + -~ 

H 2 - H 3 = - tA 3r 2 

2 
I 

Hll+l- H"= t(ÃI + Ã2 + Ã3)r"+2 

(25) 

The tirst part of lhe equation (23) can be used to reduce lhe 
enthalpy to fraction variable or temeprature at any time step, 
fractional or integer. 

BOUNDARY CONDITIONS 

Some of the contrai volumes can be exposed under some 
externa! conditions. ln this case the final expressions for the 
generalized difference operator for boundary CV will be as 
following : 

AT = h-2
• {â Sh r+ ã Sh r-

I I I I 

[ â;(l- F;) +aio- f;)]r} 
(26) 
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The generelized shift operator is redefined to include the 
boundary conditions: 

{

v 
Sh; = Sh; in bulk 

<!>( 't n+ 1) on boundary 

where F- gcneralizcd factor for boundary CV and <I> -

dynamic function of externa! influence. For internal CV F=O. For 

boundary conditions of 2nd type the functions F and <l> are 

detined as following: 

?i; = \jJ ;('t ); 

F(r"+ 1
) =I; 

<!>( ) = - -I ( )h 'tn+l X; \lf; 'tn+l ;· 

(27) 

For boundary conditions of 3rd type (radial~ heat exchange, 

linearized): 

if = r.crr4 - qo('t ); 

F(r"+1
) = (1 + X,; 1r.crh;(r") 3

); 

<1>(-rll+l) = x;1
h;qo('tll+l). 

(28) 

The equations (23-28) represent the most common case of 

3D difference operator for ali boundary, bulk, and interface finite 

volumes. These operators can be used directly in the predictor

corrector splitting numerical schemc, shown above. 

TIIE CELL ELEMENT 

The sketch of basic design of the PCM package is shown in 
Figure 2. 

Container Skin heater 

)v V 
::: :::::::: :::< ::.·-:-:-: ·:- ·.·.·.·.·.· ,·, ·,·· ·· .··· ·· ·· · .. 

(p 1) 

lnsulation 

i'-

I/ 

Hot. 
pi ate 

Cold 
plate 

ulation 

Fig. 2. Sketch of PCM package design. 

lt consists of metal container. tillcd with PCM and sealed 

hcrmetically. Usually the package has two base plates. The hot 

onc is used for thermal connection with hcat sourcc and the cold 

one can be connccted to heat sink or insulated, depcnding on the 

application . The filler consists of set of high-conductivity fins 

connectcd to both hot and cold plates ofthe package. 

For farther study a 3D element was cxtractcd from PCM 

package bulk. It consists of parts of base plates (both hot and 

cold) and two neighboring fins, cut in lhe middlc. The 

conliguration, sizes and nodc numeration are presented on the 

following pictures. 



43 

• 39 .::!4,_0--l"-..,..'-+1-i'l 

36 

4 

22 1 

Fig. 3. Dimensions and nodes numeration for 3D cell element. 

The di scretization gives the 22(axis x) x I O (axis y) x 43 
(axis z) = 9460 nodes. 

A case for numerical analysis was the elementary cell of 
pure PCM with the hcating of one side, whereas the othcr side 
was insulated ideally. No fillers are presented inside lhe cell. 

EDm....,.-.,.,.-=-----.-----.----....,.------, 
T, C 

.sm+----.---11---r--+--r---+---.---1 
om 41llDD SDJm 1Zillm 1 EDD.Ill 

Fig. 4. A solution for the case of absence of fins. 

The curves on lhe Figure 4 show that the temperature of the 
base plate increasing during the mclling, whereas the temperature 
of back insulated plate is supported on the constant levei of 
melting temperature. When phase change is completed, the both 

resolve the problem of inevitable void thermal resistance in PCM 
solid state. The mass of the PCM is 0.570 kg. 

The view ofthe PCM package is shown on Figure 5. 

Fig. 5. The PCM package 

The PCM package was tested to verify the ability ofthermal 

stabilization, with respect to hot plate temperature evolution 

during one stage melting with different heat tluxes applied. The 

test results are presented below on the Figures 6-8. With 

comparison to numerical solution (Figure 4, case without fins), 

experimcnt shows that temperature of insulated base plate is 

increased together with hot plate, but with smaller rate. It occurs 

duc to the presence of the fins and due to thermal conductance 

via lateral wall of the container. Also some non-linear effect with 

tcmperature of hot plate were detected. lt seems to be related to 

intluence of buoyancy convection for heat tlux of high density. It 

is possible nucleate boiling also. 

7 D.DD -,--------.-----.-------.-----,---, 

6D.DD 

T,C 
Q,W 

temperaturcs increase together. The inclination of the curves is so.oo -+------,H-.F------<f-----+------1 
different for single phasc heating and for melling-solidification 
process. The temperature of the back b'ase plate was constant 
duríng melting because there was not any heat bridge to transfer 
hcat to this plate. 

EXPERIMENTAL STUDY 

The PCM package consists of a metal container (box wíth 
21 Ox 160x45 mm sizc), fabricatcd from 6061 aluminum alloy, 
and tillcd with PCM and sealed hcrmetically. Phasc change 
material is thc paraffin of 130/ 135-1 type. To provide a good 
thermal contact bctwcen thc base plates and PCM, aluminum 
tillers are immersed into the bulk of PCM. The base plate and the 
fins are machined from monobloc, thus they ~.ave good thermal 
contact. The numbcr of fins is I 5. This type of fins allows to 
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ID.DD -+---'-----f-----f-----+------1 

3D.DD 

D.DO 

/

Power of 
.~e ater 

2DDD.DD IDDD .DD 

t,sec 

6DDD.DD 8DDD.DD 

Fig. 6. Uppcr heating. A verage power is 35,6 I W. (Limits 
3 I ,48-3 I ,72. Standard deviation 0.054 ). 
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Fig. 7. Upper heating. Average power is 60,07 W 
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Fig. 8. Bottom heating. Average power is 60,03 W 

Integrally the PCM package presented a thermal capacity of 
33 Wt-hours with temperature stabilization of about 8°C. Input 
heat flux density - 0,3 W/cm

2
. By the data extrapolation, the 

temperature evolution could reach an amount of 26°C in the case 
if no fusion occurs in paraffin. 

CONCLUSION 

Developed tri-dimensional mathematical model of 
elementary cell of the PCM package with imbedded filler is able 
to predict integral performance of the package. Enthalpy 
approach gives possibility to analyze melting-solidification 
processes in complex composite domains. Splitting method 
provides an effectiv e economical numerical solution for 30 grids 
in spite of the large amount of nodes. Predictor-corrector 
technique can be extended to enttialpy equation in composite 
media. To tare into account influence of lateral wall conductance 
of PCM container, boundary conditions have to be modified with 
net effect on system levei. 

Q!l4 
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RESUMO 

O armazenamento de energia térmica sob a forma de calor latente é considerado, devido à sua alta 
capacidade de retenção de energia. Dutos cilíndricos contendo material de mudança de fase são 
posicionados longitudinalmellle ao escoamento de água, que deve ser aquecida enquanto o calor é retirado 
do interior dos dutos. Uma análise teórica é desenvolvida onde o processo transiente de recuperação do 
calor é investigado. São analisadas as influências dos principais parâmetros que governam o fenômeno, a 
quantidade total de calor armazenada e a sua taxa de recuperação-em função do tempo, representada sob a 
forma de temperatura de saída da água que entra no armazenador a uma temperatura próxima à do ambiente 

INTRODU CÃO 

Os armazenadores de energia térmica são necessários em 
muitas aplicações, para que se utilize uma energia em um 
instante de tempo diferente do de sua geração, ou para acumular 
pequenas potências por longos períodos, totalizando uma energia 
consideráveL Isto se exemplifica claramente em um sistema 
solar de aquecimento. Pode-se utilizar, durante a noite, a água 
aquecida durante o dia, ou ainda, ao se passar água 
continuamente através de um coletor solar eleva-se pouco a 
pouco a sua temperatura acumulando-se água quente, a uma 
temperatura que só uma alta potência produziria em um curto 
intervalo de tempo. 

Nos casos de armazenamento de calor, dois são os 
métodos utilizados: calor sensível (em líquidos ou sólidos) ou 
calor latente. Este último apresenta a vantagem de acumular 
mais energia por unidade de volume, empregando-se materiais 
de mudança de fase (MMF). O caso mais comum é a mudança 
sólido-líquido que apresenta menores variações em volume 
específico. 

Uma importante característica deste processo, 
envolvendo mudança de fase, é que a temperatura da substância 
permanece relativamente constante durante todo o processo 
(substâncias multicomponentes mudam de fase em uma faixa de 
temperatura). Por isso, sistemas deste ripo têm importantes 
aplicações residenciais ou industriais para 'o armazenamento de 
energia. 

Muitos são os materiais identificados como possuidores 
de boas propriedades de material de mudança de fase, numa 
extensa faixa de temperatura de O a 1400 °C (Rohsenow et ai. , 
1985). 

Este trabalho dá continuidade a um primeiro estudo 
(Braga, 199 3 ), onde o MMF era encapsulado no interior de 
dutos de cobre dispostos transversalmente ao fluxo de água que 
passava entre estes, recuperando o calor retido dentro dos 
mesmos. São avaliados aqui novos parâmetros tais como: vazão 
e, para o encapsulante, diâmetro, espessura e material utilizado. 
Outro ponto enfocado é a influência do crescimento da camada 
solidificada no aumento da resistência térmica. 
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Os resultados apresentam a. temperatura de saída da 
água, como função do tempo, após passar ao longo dos tubos 
contendo o MMF, inicialmente a uma temperatura superior ao 
seu ponto de fusão. Parafma N Leve 130/135-2 é considerada 
neste caso como o material armazenador de calor. Na formulação 
do problema foi incluído o efeito do crescimento da região sólida 
na resistência térmica. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

A Figura 1 mostra esquematicamente o tipo básico de 
armazenador analisado. Trata-se de wn armazenador cilíndrico, 
onde o material de mudança de fase é encapsulado em dutos 
também cilíndricos, paralelos ao escoamento. Água fria a 23 
°C, entra pela base do sistema e recebe calor enquanto passa 
pelo acumulador. Estudou-se o problema através da simulação 
numérica, em regime transiente, cujas principais características 
são: 

- Todo o sistema é inicialmente isotérmico. 

- As paredes do annazenador são adiabáticas e impermeáveis. 

- Em t=O, o fluido frio entra uniformemente no acumulador, 
escoa longitudinalmente aos dutos, de onde retira calor, e sai 
pela face superior, sempre com velocidade uniforme. 

Unidintensionalmente, tem-se, para um volume de 
controle, 

(1) 

+kdA aTI -kdA aTI + "'dV ay y av y+dy q 

onde o termo do lado esquerdo refere-se à variação da energia no 
interior do volume de controle e os da direita ao calor transferido 
por advecção, condução e geração interna, respectivamente. Este 



último, como será visto mais adiante, represema o calor liberado 
pelo material encapsulado para o líquido em movimento. 

D 

entrada de H20 (Ti) 

Figura I - Visão esquemática do acumulador de energm 
térmica. 

Para o caso em estudo, 

q'" 
(T M MF - T H,O ) l ' 

R d\i 
(2) 

onde, TMMF é a temperatura do MMF, TH20 a da água, R a 
resistência à troca de calor e dV o volmne de água dentro do 
volume de controle. A Figura 2 apresenta um desenho 
esquemático de um tubo, onde são mostradas as regiões que 
compreendem a resistência térmica, cujo cálculo é dado por: 

R = _I_+ Rn(r) r,J + fn(r, í r,) +-1-

h, A '" 2Jlk MMFS Df 2Jlke.Df h,A, 
(3) 

onde: 

ri, r e, rin: 

hin, he: 

Ain, Ae : 

Raios interno e externo do tubo e do MMF na 
fase líquida. 
Coeficientes de troca de calor por convecção 
interno e externo. 
Áreas superficiais do MMF líquido e externa 
do tubo. 

kenc, kMMFL : Condutividade do material encapsulante e do 
MMF na fase sólida. 

DY: Comprimento do volume de controle na direção 
y. 

AGUA 

Figura 2 - Visão típica das regiões que compõem a resistência 
térmica para cada tubo. 
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Referência à energia acumulada: Como citado 
anteriormente, no início do processo todo o sistema se encontra a 
uma temperartrra inicial maior do que a de fusão do MMF. 

To > Tr (4) 

Isto quer dizer que todo o MMF encontra-se líquido e a 
energia acumulada sob forma de calor latente é a máxima 
possível, o que garante altos valores estocados por unidade de 
volume. Pode-se dividir a energia total armazenada em 3 
partes: na água, no material encapsulante e no MMF, 
respectivamente, como apresentado nas equações seguintes. 

EH, o = mH,o CPH, o · (T - T,) (5) 

Eenc = menc CPenc (To - TI) (6) 

E MMF = m MMF[ cpMMFS(Tr- Ti )+ e +cpMMFL~To-Tr)] 

(7) 

Esta última totaliza o calor sensível annazenado no sólido, o 
latente de mudança de tàse sólido-líquido (mMMF . O e por 
fim o calor sensível responsável pelo aquecimento do MMF na 
fase líquida. 

O início do processo de recuperação da energia contida 
no armazenador é feito introduzindo-se água a uma vazão mH

20 

pela base do sistema (ver figura I). A temperatura de admissão 
dessa água é 

Ti < T r (8) 

O objetivo deste trabalho é verificar a influência da 
vazão, tipo, diâmetro e espessura do material encapsulante. 
Para tal , arbitra-se o volume do material encapsulante e o 
volume de água no interior do annazenador, o que implica em 
impor a energia acumulada por unidade de volume. 

Com o objetivo de comparar o total de energia 
acumulada, tomou-se como caso base o definido por Braga 
( 1993 ). Neste, o armazenador conteria somente água, onde a 
energia acumulada en1 seu interior seria dada por: 

Eb = PH,o V total CP H, O (To - TI) (9) 

Para os armazenadores com MMF, parte do volume 
interno é ocupado pelo "enchimento" do reservatório, composto 
pelos dutos, no interior dos quais encontra-se o MMF. 

\ilolal \f H O + \f enc + \f MMF 
l 

(lO) 

A energia acumulada é então expressa pela soma das 
energias contidas na água, nas paredes encapsulantes e, 
principalmente, no MMF. 



(11) 

EMfo representa a energia total acwnulada pelo MMF, onde se 
inclui o calor latente e o sensível nas duas fàses. 

Obviamente o volwne interno para acúmulo de água será 
tão menor quanto maior for o volwne do "enchimento" no 
armazenador. Isto reduz a energia acwnulada neste líquido, fàto 
que é compensado pela presença do MMF, devido ao calor 
latente de fusão. 

Critério de comparação entre os casos. A substituição de 
água por qualquer wn dos MMF tradicionalmente utilizados 
eleva a capacidade de armazenamento de energia. A 
recuperação desta energia é, no entanto, dependente dos 
parâmetros geométricos e fisicos dos constituintes do sistema. A 
taxa de recuperação de energia parece pois ser o parâmetro mais 
adequado para a comparação entre os casos. Isto sem deixar, é 
claro, de comparar a energia total acwnulada caso a caso. 

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 

Coruorme já mencionado o problema foi tratado como 
unidimensional. Utilizou-se o método de volumes finitos com 
wna malha fixa de I 00 pontos nodais para a discretização do 
armazenador. Adotou-se por simplicidade o esquema explícito. 
Além disto, devido aos valores nwnéricos dos parâmetros, 
também foi usado o esquema Upwi.nd, tendo em vista o alto 
valor do número de Peclet nas diversas situações estudadas. 

Para cada instante de tempo e cada volwne de controle, 
conhecidas as temperaturas externa, da água, mais as condições 
internas do MMF ( raio da interface e/ou temperatura da fase 
líquida ), é possível determinar o fluxo local de calor, através da 
equação (2). Integrando-se este fluxo no tempo, avalia-se a 
quantidade de calor retirada do volwne em questão e, 
conseqüentemente, o novo estado de energia. Quando a 
temperatura de fusão é atingida inicia-se o processo de mudança 
de fase, onde o calor retirado determina o volwne local 
solidificado. Com isto, a cada intervalo de tempo é possível 
encontrar o raio do MMF líquido e a nova resistência térmica do 
volwne de controle em estudo. 

Informações mais detalhadas sobre o método nwnérico e 
sua solução podem ser obtidas no trabalho anterior (Braga, 
1993). 

RESULTADOS E COMENTÁRIOS 

Diversas configurações foram simuladas onde o calor 
acwnulado no MMF, no interior de dutos cilíndricos alinhados 
com o escoamento, é recuperado em regime transiente. Para 
todos os casos optou-se por wna temperatura inicial To = 65°C 
enquanto a temperatura de entrada foi fixada próxima à 
ambiente; como Ti= 23 °C. Estes valores estão em consonância 
com a temperatura de fusão da parafina utilizada que é Tf = 55 
°C. Desta forma, 
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A escolha deste MMF foi motivada, principalmente, pela 
temperatura de fusão e disponibilidade do material. A princípio, 
para esta fàse do estudo, não foi parâmetro decisivo o total de 
calor armazenado e sim a facilidade de se construir wn 
dispositivo experimental capaz de dar confiabilidade ao 
simulador. Tal comparação deve ser realizada brevemente. 

Como os resultados têm wn objetivo meramente 
comparativo, alguns parâmetros foram mantidos constantes em 
todas as simula~ões. São eles: H= 0,5m e D= 0,3m ('v'total = 
35,34 x 10-3 m e 'v' enc= 4,42 x 10-3 m3). 

Na ausência de tubos no interior do armazenador, todo o 
vohune interno é ocupado inicialmente por água a 65 °C. A 
energia acwnulada neste caso, tendo por referência a 
temperatura de entrada, é dada pela equação (9). Para estas 
condições chega-se a Eb= 6,09 x 106 J. 

Diversos casos foram estudados variando-se a vazão de 
água e o diâmetro dos dutos encapsulantes, bem como o seu 
material e espessura. O volwne de MMF variou devido à 
adoção de diâmetros comercialmente padronizados que 
apresentam diferenças de espessura. Entretanto, estas variações 
são irrelevantes e não afetam a comparação entre diâmetros. 

Vários casos foram analisados. Estes são apresentados 
na Tabela I para posterior comparação. Nesta aparecem a 
vazão, o número de dutos, diâmetro externo e material do duto e 
a energia inicial para cada wn destes casos. 

Tabela I -Casos investigados para o armazenador. 

Caso Vazão N°de De 
Material 

'v'MMF E o 

"Ç/ TOTAL 
-

# (lo-6 m3/s) tubos (nun) Eb 

I 66,5 202 19,05 a! um. 0,69 1,19 

2 133.0 202 19,05 a! um. 0.69 1,19 

3 199.5 202 19,05 a! um. 0,69 1,19 
4 133,0 202 19,05 cobre 0,69 - 1,22 

5 133,0 202 19,05 inox 0,69 1,23 

6 133,0 202 19,05 olás. 0,69 1,17 

7 133,0 455 12,70 alum. 0,66 1,15 

8 133,0 90 28,58 alum. 0,72 1,23 

Pode-se verificar na tabela I que wna substituição da 
ordem de 70% da água por esta parafma implica em wn 
acréscimo de apenas 20% no calor total acwnulado. Isto devido 
ao baixo calor latente do material empregado. Ao utilizar wn 
composto salino, Braga ( 1993) encontrou fatores da ordem de 
240% na capacidade de armazenamento. Este MMF, contudo, 
não foi aqui avaliado por mudar de fase nwna faixa e não em 
ponto fixo de temperatura. Um maior número de tubos implica 
em leve decréscimo na acumulação, pelo fato das espessuras 
padronizadas acarretarem wn 'v'MMf menor e, pelo mesmo 
motivo, wn leve awnento é notado para wna menor quantidade 
de tubos. As espessuras usadas foram de 0,762mm, 0,635mm e 
0,889mm para os diâmetros de 19,05mm, 12,7mm e 28,575mm, 
respectivamente. 



Os casos acima foram simulados e armazenadas as 
temperaturas de saída da água e os respectivos instantes de 
tempo. Estas funções mo-stram a taxa de recuperação da energia 
contida no acumulador e são apresentadas nas Figuras 4 a 6. 

A água entra pela base do armazenador, à temperatura 
ambiente e se aquece enquanto escoa em direção ao topo do 
armazenador. Isto faz com que os volumes de controle 
experimentem, nos instantes iniciais, maiores diferenças de 
temperatura entre o MMF e a água. Com isto retira-se mais calor 
dos volumes de controle inferiores do que dos superiores. Em 
conseqüência, a solidificação é mais rápida na base do que no 
topo do acumulador. 

1 . 00 ,----,---,---,-- ·--,--c---,--.--- .,----, 

~~;_~~---
0.75 -~ ......_______-!,= 690s 

t = 57o;~~ -~------- --------0.50 -----------------
8. 

0.25 ------------------
o .00 '-------'-.---L----'---'-...=c=±o..--L---'--------' 

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 
y 

Figura 3 - Espessura adimensional versus posição adimensional, 
para vários instantes (caso # 2 ). 

Isto pode ser verificado na Figura 3 que mostra como a região 
solidificada se distribui ao longo do duto, para diferentes 
instantes de tempo. Estão representadas, adimensionalmente, a 
espessura da região solidificada, 8 * = 8 I r i = ( r i - r in ) I r i e a 
posição longitudinal, y* = y I H. 

A Figura 4 mostra como a vazão afeta a temperatura de 
saída da água do armazenador ao longo do tempo. Como era de 
se esperar, a temperatura de saída da água cai mais rapidamente 
com as maiores vazões. 
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Figura 4- Temperatura de saída da água em função do tempo e 
da vazão. 
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Para verificar a influência do material encapsulante 
foram simulados escoamentos através de dutos de cobre, pela 
sua alta condutividade térmica, aço inoxidável, por resistir bem 
às oxidações, alumínio, que combina bons custo e condutividade 
e, fmalmente, plástico, pelo custo, durabilidade e acomodação às 
variações de volume. O resultado pode ser constatado na Figura 
S. O plástico, pela sua menor condutividade, apresenta o pior 
desempenho. Como utilizou-se aqui uma espessura pequena para 
todos os encapsulantes, a energia inicial é praticamente 
constante em todos os casos. 
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Figura 5 - Influência do material encapsulante na recuperação 
do calor. 

Ficou constatado que variar a espessura de materiais 
bons condutores pouco afeta a recuperação do calor, tendo mais 
influência na energia total armazenada. Testes com espessuras 
muito pequenas, da ordem de O, I nun, mostram curvas 
coincidentes para todos os materiais, visto que a resistência à 
condução fica desprezível, inclusive para o plástico. 

Também foi objeto de estudo a variação de diâmetro dos 
dutos. Como citado anteriormente, a variação de espessura para 
os diferentes casos é aqui desprezada. A variação do número de 
tubos é decorrente da manutenção dos volumes de água e de 
material encapsulante dentro do acumulador. 
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Figura 6 - Influência do diâmetro do tubo encapsulante na 
recuperação do calor. 



Na Figura 6 pode ser visto que o pior desempenho acontece para 
os tubos de maior diâmetro, que são em menor número. Fica 
evidente que a maior quantidade le tubos leva a uma maior área 
de troca de calor e, conseqüentemente, maior taxa de 
recuperação da energia armazendda. 

CONCLUSÃO 

Uma nova formulação para a recuperação do calor 
annazenado sob forma de latente foi desenvolvida. Esta inclui a 
influência transiente do material de mudança de tà.se 
solidilicado na resistência à transferência de calor para o fluido 
que escoa enquanto recupera a energia acumulada. Os resultados 
mostraram-se bons, dentro do esperado. Devem, contudo, passar 
por um processo de comparação com dados experimentais. 

Foi constatado que a recuperação da energia armazenada 
depende fortemente da geometria, dos materiais empregados na 
construção do armazenador e da vazão do fluido recupenidor. 
Sua taxa pode atingir valores bastantes satistàtórios se estes 
fatores forem controlados e combinados adequadamente. 

O uso de encapsulantes plásticos é viável, mas existe um 
forte comprometimento entre sua espessura e a taxa de 
recuperação de calor. 

Estes estudos preliminares mostram que a vazão do 
fluido possui uma influência muito mais forte na recuperação do 
calor do que a escolha do material ou do diâmetro do tubo 
encapsulante. 
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ABSTRACT 

The storage of latent heat is considered in order to 
reduce the volume of thermal storage systems, dm: to the high 
latent heat when compared with the specific heat . Water flows 
along circular ducts filled with phase-change materiais, while is 
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heated from the ambient temperature. A theoretical transient 
analysis is developed where the influence of important 
parameters are investigated. The total amount of heat, as well 
the heat recovery rate, are considered, because they are very 
important for evaluation of the system perfom1ance. The heat 
recovery is presented in terms of the water temperature at the 
end of heat storage device as a function of the time. 
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RESUMO 

Este artig.:J apresenta uma análise bi-dimensional do processo transiente de fusão de uma substância em 
uma cavidade quadrada. a qual tem uma das paredes verticais aquecida. A simulação é feita 
numericamente. Foram examinadas dois tipos de substâncias, uma apresentando número de Prandt/=50 
(parafina) e a outra, apresentando número de Prandt/=0.02 (metdl}. O estudo é feito com o objetivo de se 
obter maiores informações sobre o comport.amento de materiais com baixos e altos números de Prandtl, 
sujeitos à fusão. 

INTRODUÇÃO 

O estudo da transferência de calor acarretando mudança de 
fase em um sistema, tem sido alvo de várias pesquisas. O 
motivo desse interesse está relacionado às numerosas aplicações 
e ao fato de que ainda há muito a se descobrir no campo em 
questão, devido à complexidade dos fenômenos envolvidos. 
Vários estudos foram feitos numa tentativa de se superar estas 
dificuldades e neste sentido, pode-se mencionar o tralmlho de 
Jany e Bejan (1988), onde é feita uma análise da escala correta 
de trabalho para o problema da fusão com convecção em 
cavidades. Dentre as diversas aplicações industriais, pode-se 
citar: processamento e purificação de metais, crescimento de 
cristais, armazenamento e recuperação de energia, controle 
térmico de ambientes, entre outras. A convecção natural 
desempenha um importante papel no processo de fusão e 
solidificação, de forma que pode afetar consideravelmente, a 
forma e o movimento da interface sólido/líquido durante a 
mudança de fase. Isto já foi mostrado experimentalmente e mais 
tarde, comprovado numericamente. Na parte experimental 
podem ser citados, por exemplo, os trabalhos de Bénard et ai. 
(1985), Gau e Viskanta (1986) e WolfT e Viskanta (1987). Na 
parte numérica, podem ser mencionados os trabalhos de Lacroix 
e Voller ( 1990) e Kim e Kaviany (1992), baseados no método de 
Diferenças Finitas. Diversos tipos de geometrias foram 
estudadas. Sparrow et ai. ( 1977) , Vargas et ai. (1994) e Souza 
Mendes e Pinho Brasil ( 1987) apresentaram uma análise do 
processo de fusão utilizando um cilindro. Hale e Viskanta 
(1980) estudaram o fenômeno da transferência de calor durante 
o processo de mudança de fase (PCP) sobre e sob uma placa 
horizontal aquecida. Bénard et ai. (1986) e Desai e Vafai (1993) 
apresentaram um estudo sobre a fusão, usando uma cavidade 
retangular. Braga e Viskanta (1989) estudaram o processo da 
solidificação de uma solução binária, também usando uma 
cavidade retangular. 

O presente trabalho estuda o processo de fusão em uma 
cavidade quadrada bi-dimensional, contendo inicialmente uma 
substância no estado sólido à temperatura de fusão T F . A fusão 

é iniciada aumentando-se a temperatura de uma das paredes 
verticais da cavidade. 

991 

DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

O problema fisico para um tempo t • > O está representado 
na Figura I . Considera-se que as paredes horizontais são 

adiabáticas. Em t • = O, a parede vertical esquerda é submetida 
à temperatura TH = TF + óT e a parede vertical direita 

é mantida à temperatura TF . Como mostra a figura I, a 

frente de fusão é definida por uma função do espaço e do 
tempo, c(z, t" ). Esta função é igual à distância horizontal entre 
a parede quente e a frente de fusão. H é a altura da cavidade e L 
é a largura. Adimensionalizou-se o tempo e a função que 
representa a posição da frente de fusão, da seguinte forma: 

• 2 
t=tu/H (I) 

onde v é a viscosidade cinemática. 

A 

C(Z, t) = c(z,t")/ L (2) 

As coordenadas foram transformadas e adimensionalizadaS', com 
o objetivo de mapear a cavidade fisica irregular (espaço ocupado 
pelo líquido) em um espaço computacional retangular. 

Z = z/H (3) 

A A 

Y = y I (C(Z, t)H) (4) 

As condiçaes de contorno para o problema em questão são 

" especificadas ao longo das paredes verticais (onde Y = O e 
(\ 

Y =l/A, sendo A, a razão de aspectro da cavidade) e das 

paredes horizontais (onde Z = O e Z = 1 ). Logo, tem-se ao 
longo da parede vertical esquerda, ou seja, a parede aquecida, 

ondeY=O : 

A A A 

9(0,Z) = 0.5; U(O,Z) =O; V(O,Z) =O (5) 

sendo U e V as componentes (vertical e horizontal) do vetor 

velocidade adimensional V, dado por V = V"H I u , onde v· é 
o vetor velocidade dimensional. e representa a temperatura 



adimensional, dada por: 8=(T-Tm)/1'1T, sendo 

1'1T = TH- TF . T é a temperatura dimensional do líquido. A 

temperatura média do líquido é dada por Tm = ( T H + T F) /2 . 

Ao longo da parede direita irregular, ou seja, da frente de fusão, 

" onde Y =l/A: 

" " " 9(1 I A,Z) = -0.5; U(l / A,Z) =O, V(l / A,Z) =O (6) 

Ao longo da parede horizontal superior, onde Z =I : 

1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 

dO(Y,l) / dZ=O, U(Y,l) =O; dV(Y,l)/dZ=O (7) 

Ao longo da parede horizontal inferior, onde Z = 0: 

I\ 1\ /\ 1\ 

dO(Y,O) / dZ=O, U(Y,O)=O; V(Y,O)=O (8) 

O sistema de coordenadas adimensionais utilizado para 
resolver a equação do movimento da frente de fusão, foi : 

" Z=Z=ziH (9) 

Y=y!H (lO) 

Para um melhor esclarecimento quanto ao sistema de 
coordenadas, vale a pena ressaltar as seguintes relações: 

z,y Q Coordenadas dimensionais. Z e Y QCoordenadas 
computacionais adimensionais. Z e Y~ Coordenadas fisicas 
adimensionais. 

Maiores detalhes sobre as equações citadas anteriormente, 
podem ser encontrados no trabalho de Gobin e Benard (I 992 ). 

Hipóteses Simplificadoras. Assume-se que a velocidade de 
propagação da frente de fusão é várias ordens de grandeza menor 
do que a velocidade nas camadas limites próximas às paredes 
verticais. Devido a isto, pode-se dividir o processo em um 
número de passos quase estáticos e desacoplar os cálculos do 
movimento da frente de fusão, dos cálculos do escoamento com 
convecção natural na região de fusão. Como pode ser visto 
através da figura I, está se considerando que o presente 
problema é bidimensional, uma vez que a dimensão na direção z 
é grande quando comparada com as outras duas. O número de 

Grashof de trabalho, baseado na altura, é da ordem de I O' (caso 1) 

e de 1 O 
6 

( caso2 ), logo, Gr H < 10 
9

, ou seja, o escoamento é 

lanlinar. Cabe ressaltar, que já foi mostrado por Bejan e Lage 
( 1990 ), que o parâmetro determinante que indica a transição do 
escoamento laminar para o turbulento é o número de Grashof e 
não o número de Rayleigh, como se pensava anteriormente. O 
fluido de trabalho é Newtoniano, incompressível e possui 
densidade constante em todos os termos, menos no de força de 
corpo, onde se faz a aproximação de Boussinesq. 

Equações de Governo. As equações adimensionais 
utilizadas no domínio líquido não retangular, são: 
Equação da Continuidade 

V'•V=O (II) 

onde V é o vetor velocidade. 
Equação da Quantidade de Movimento 

(V • V') V= V'
1
V- Y'P + Gr f:!Sk (12) 

onde P é a pressão, k é o vetor unitário na direção vertical e 
GrH = gj31'1TH' I d. 

Equação da Energia 
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I 2 
(V• Y')8=-V'8 

Pr 

onde Pr = u/ a 

(13) 

Na interface móvel, a equação do Balanço da Energia é dada 
por: 

ac 
VS•n = p· m (14) 

ac 
onde t=Ste x Fo, sendo que Ste =CP!':,. I I LF e - representa a 

(h 

velocidade local da posição de frente ao longo do vetor n, 
normal à interface. 

H 

parede 
quente 

TH 

k 

ZL 
y 

sólido 

L 

parede 
fria 

T, 

Figura 1- Sistema de coordenadas aplicado ao problema fisico 

PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO 

O procedimento de solução é baseado nas hipóteses 
clássicas de quase estacionaridade. Desta forma, fixa-se a 
r.osição de frente para resolver separadamente o problema do 
e~coamento do fluido e o movimento da frente de fusão. O 
sistema de equações não lineares, Eq.( II, 12 e 13) que governa a 
convecção natural na cavidade líquida irregular, é resolvido 
através de uma transformação algébrica de coordenadas. 
Usando o esquema híbrido diferencial (Patankar, 1980), 
discretizam-se as equações transformadas, num domínio 
computacional quadrado. Para números de Peclet (Pe) >2, usa
se o esquema upwind. Nos escoamentos de convecção natural, as 
zonas de altos Pe aparecem sobretudo para Pr=SO e são limitadas 
a algumas zonas da camada limite. O algoritmo SIMPLE é 
utilizado para resolver o acoplamento pressão-velocidade. A 
solução das equações discretizadas é obtida com o procedimento 
ADI. É importante mencionar que a maior parte do escoamento 
ocorre nas camadas limites, ou seja paralelamente às linhas da 
malha. Logo, os problemas do tipo "difusão numérica 
provenientes do fato do escoamento ser oblíquo à malha" são 
minimizados. 

O cálculo é inicializado com uma cavidade retangular líquida 
de espessura 8 e o tempo correspondente é dado pela solução do 
problema uni-dimensional de Stefan. 

Alguns tipos de malhas foram testados. Os resultados 
demostraram muito pouca sensibilidade à malha. Isto sugere a 
idéia de que o uso de um esquema potencialmente de primeira 
ordem na discretização das equações de transporte, não induz a 
erros significantes para uma gama limitada de números de 
Rayleigh. Escolheu-se a malha 42 (geométrica) x 42 (regular) 
para a apresentação dos resultados, pois a partir daí, uma melhor 



discretização não afeta de fonna considerável a precisão dos 
resultados. A malha definida no domínio computacional 
quadrado é espaçada de fonna irregular para se obter uma 
melhor resolução do gradiente de temperatura e velocidade nas 
paredes sólidas. 

Resultados experimentais apresentados por Bénard et al 
(1985) foram comparados com sucesso a resultados provenientes 
de uma versão anterior do código, onde usava-se uma 
transformação simplificada de coordenadas. 

A tabela a seguir, mostra os parâmetros utilizados para os 
dois casos testes. É importante ficar claro que a idéia dos testes 
era obter resultados qualitativos sobre o comportamento de uma 
substância com baixo Pr e outra com alto Pr, sujeitas ao 
fenômeno da fusão. O interesse está em acompanhar o 
desenvolvimento do processo com o passar do tempo para duas 
substâncias com número de Prandtl bastante diferentes. Por isto, 
deve-se ressaltar que não está se fazendo uma comparação no 
sentido exato da palavra, apenas um paralelo entre duas 
situações diferentes. Cabe mencionar também que estes são 
resultados iniciais de referência de um trabalho de tese de 
doutorado que se encontra em fase de desenvolvimento. 

Tabela 1 - Parâmetros utilizados para os casos testes. 

PARAMETRO CASO I CAS02 

Pr 0,02 50 

Ra" 2,5 X 103 1 X 108 

Ste 0,01 0,1 

Gr. 1,25xl07 2 X 106 

dt 0,003 0,1 
A 1 1 

A razão de aspectro representada pelo parâmetro A é igual à 
unidade devido ao fato de se estar trabalhando com uma 
cavidade quadrada. O passo de tempo dt foi escolhido após 
vários testes com outros passos de tempo. Esta escolha foi feita 
traçando-se o gráfico do número de nusselt e verificando-se qual 
dos passos de tempo apresentava uma solução com melhor 
comportamento em termos de convergência, oscilações, etc. 
Para se chegar aos outros valores mostrados na Tabela 1, foram 
utilizadas as seguintes propriedades tennofisicas: 

Tabela 2 -Propriedades tennofisicas utilizadas. 

PROPRIEDADE CASOI (Pr=O,Ol) CAS02 (Pr=50) 

Condutividade ténnica: k 60 0,2 
! (W/m°K) 
Calor específico: 200 1,25 
CP (J/Kg°K) 

Coeficiente de expansão 8/3 x to-3 2 X 10 3 

volumétrica: 13 (°K -I) 
Viscosidade cinemática: 8 x 10-7 1 x 10 -3 

u (m2/s) 

Densidade: p (Kg!m 
3 

) 7500 800 

Calor latente: L F (J/Kg) 6 X 10 4 1,25xl03 

Difusividade ténnica a 4 x w-5 2 x 10-7 

(m
2 
/s) 

óT (0 C) 3 10 
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Utilizou-se para a largura (L) e altura (H) da cavidade, 
representadas na Figura 1, uma medida de 0.1 O m e considerou-

se para a aceleração da gravidade g , um valor de 10 (rn/s 
2 

) . 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para uma melhor análise e compreensão, os resultados foram 
colocados em fonna de gráficos e dispostos em uma mesma 
página. Foram apresentados dois tipos de gráficos: um referente 
à temperatura e o outro à função corrente. Embora tenha sido 
feito um estudo para diversos t, escolheu-se apenas três para a 
apresentação dos resultados. Os comentários que se seguem são 
relativos aos gráficos da temperatura. Observou-se que no início 
do processo, ou seja, quando t é ainda muito pequeno, tanto o 
material de Pr-=0,02~ quanto o de Pr-=50, apresentaram um 
regime inicial de condução pura. O processo convectivo começou 
mais cedo para Pr-=50, como já era esperado. Para Ste 
xFo=t=0,03634 (caso 1) e StexFo=t=0,00401 (caso 2), pode-se 
perceber através das Figuras 2(a) e 3(a), que o regime 
convectivo está bastante presente. Para altos Pr, ele é dominante, 
enquanto para baixos Pr, pode-se perceber, além da presença da 
convecção, uma forte presença do regime condutivo, 
principalmente nas regiões perto das paredes horizontais. 

Com o passar do tempo, o processo de fusão avança e a 
presença do líquido é cada vez maior na cavidade. A fonna das 
isotennas continua bastante diferente para as duas situações, 
como mostra as Figuras 2(b) e 3(b). Para a situação de Pr-=0,02, 
ainda tem-se condução na parte inferior da cavidade. 

Avançando-se ainda mais no tempo, tem-se uma maior fração 
de líquido fundido e um regime de convecção dominante, como 
mostram as Figuras 2(c) e 3(c). Pode-se perceber que para 
Pr-=0,02, o regime convectivo já começa a avançar para a parte 
inferior da cavidade. 

Os comentários que se seguem são referentes aos gráficos da 
função corrente. No começo do processo de fusão, como o 
regime dominante é o condutivo, o movimento da interface é 
paralelo à parede quente, tanto para Pr-=0,02 quanto para Pr-=50. 
Porém, logo em seguida, para t um pouco maior, como mostra os 
gráficos das Figuras 4(a) e S(a), feitos para t=0,03634 (caso!) e 
t=0,00401 (caso2) respectivamente, a fonna da interface já está 
bastante diferente, devido ao regime convectivo. Pode-se 
observar através da Figura S(a), a presença de pequenas 
recirculações. Verificou-se também para o caso 1, a presença de 
células contra-rotativas, uma no canto superior à esquerda e 
outra junto a interface sólido/líquido, no entanto, elas não foram 
representadas devido a suas baixas intensidades. 

Para um tempo t ainda maior, a fonna da interface continua 
bastante diferente para as duas situações, como mostram as 
Figuras 4(b) e S(b). Para a situação de Pr-=0,02, a interface 
apresenta uma curvatura bastante forte, enquanto para Pr-=50, a 
interface apresenta uma curvatura mais suave. Isto acontece 
porque para o teste feito com baixo Pr, ainda tem-se uma forte 
presença de condução na parte inferior da cavidade. Para as duas 
situações, no entanto, pode-se observar 4ue a frente de fusão 
avança sempre mais rapidamente na parte superior da cavidade, 
do que na inferior e isto acontece porque a transferência de 
calor, na interface, não é unifonne. Os gráficos mostram o 
crescimento das células rotativas e contra-rotativas. 

Confonne se avança no tempo, as células continuam a 
crescer, como mostram as Figuras 4(c) e S(c). As pequenas 
células contra-rotativas, não representadas, que aparecem nos 
cantos da cavidade líquida para o caso 1, são típicas de fluidos 
com baixos Pr apresentando convecção natural, como mostra 
experimentalmente Wolff e al. ( 1988 ). 



(a) t-<l,03634 (b) t=0,06634 (c) t=0,09634 

Figura 2 - Distribuição das isoterrn.as da parte líquida. Pr-0,02. 

(a) t=ú,00401 (b) t=ú,00801 (c) t=ú.01201 

Figura 3- Distribuição das isotennas da parte líquida. Pr-=50. 

G> 
~ ~ 

(a)t=ú,03634; Psimax =247,66; Psimin=-22,38 (b)t=0,06634; Psimax =309,72; Psimin"'-1 5,65 (c)t=ú,09634; Psimax =328,96; Psimin=-14,86 
1:1 PSI$•24,7 1:1 PSI$=30,9 1:1 PSI$=32,8 

Figura 4 -Posição da frente de fusão e Distribuição das linhas de corrente da parte líquida. Pr-0,02. 

<; 

I, 

(a)t=0,00401; Psimax =1,39; Psimin=-0,24 (b )t=0,0080 I; Psimax =I ,40; Psimin=-0,59 (c)t=O,OI201; Psimax =1,53 ; Psimin=-0,71 

Figura 5- Posição da frente de fusão e Distribuição das linhas de corrente da parte líquida. Pr=SO. 1:1 PSI6=PSie =0, I . 
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CONCLUSÃO 

Os resultados mostram que para altos Pr, há uma maior 
transferência de calor e tem-se um regime convectivo mais forte 
do que quando se trabalha com baixos Pr, como já era esperado. 
Assim, a interface sólido/líquido apresenta uma curvatura mais 
forte para baixos Pr e mais suave para altos Pr. 

Como já foi colocado anteriormente, os resultados 
apresentados servem como um estudo preliminar para a futura 
utilização do código numérico em casos de fusão com convecção 
térmica e inversão de densidade e posteriormente, em casos com 
convecção termosolutal. Neste último, as condições limites 
(temperatura e concentração da interface) mudam ao longo do 
tempo. Para estes casos é fundamental a comparação com 
resultados experimentais, devido à complexidade do processo. 
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ABSTRACT 

This article presents a two-dimensional analysis of the 
melting process of a substance in a square enclosure heated from 
one of the verticais walls. The simulation was performed 
numerically. Two types ofmaterials are investigated, one with a 
Prandtl number=SO and other with a Prandtl number-0,02. The 
purpose of the present study is to acquire informations about low 
and higher Prandtl number materiais in presencc of melting. 
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RESUMEN 

Esre rrabajo riene por objetivo (matizar las ecuaciones de balances de energía en estado transienre, 
que permilan implementar un programa de simulación de la dinámica de un crisralizador SMRPM operando 
por el!{riamiento para la cristalización dei sisrema KN03 - HzO . Esras ecuaciones se resuelven en .forma 
simultánea con las ecuaciones de balance masa para el sistema total y el soluto. 

INTRODUCCIÓN 

En los procesos de cristalización no isotérmica es de 
fundamental interés predecir los cambios de temperatura con el 
liempo. así como conocer elliempo para alcanzar la temperatura 
en el estado estacionario. 

El objetivo de este trabajo cs analizar las ecuaciones de 
Balances de Energía. en estado transiente. que permitan 
implementar un programa destinado a simular la dinámica de un 
cristalizador por enfriamicnto. Además. se hace un estudio 
comparativo respecto a las ecuaciones planteadas por otros 
autores como es cl caso de Tavarc (1985) y Chan (\992). 

MODELO PROPUESTO 

MA 
- l 

~--

1 

a2 , c2 
p l 

.. r~: 
I . 

Figura 1. Cristalizador SMRI'M 

I 

I 

Se describe aquí el comportamiento de un cristalizador 
s·MRPM operando por enfriamiento para la cristalización dei 
sistema KNO~ - H20 (Figura I). EI tlujo de solución Q1 que entra 
ai cristalizadores constante, de concentración C1 y temperatura 
T 1, conocidas. El volumen V dei cristalizadores constante y el 
flujo volumétrico de suspensión Q2 , de concentración C2 , aban
dona el equipo por rebalse , a una temperatura definida por las 
condiciones de operación necesarias para una producción de 
cristales, P. E\ enfriamiento se realiza mediante una camisa de 
imercambio de calor, por la que circula agua como refrigerante. 

Combinando esta ecuación con las correspondientes a los balances 
de soluto y masa total y realizando arreglos matemáticos se 
obticne: 

En este modelo se desprecian las pérdidas de calor ai 
ambiente , pues el intervalo de temperatura es moderado y su 
valor medio es cercalll) a la ambiental. Además, se supone que 
el estado transiente se debe exclusivamente al proceso de enfria
miento. dislinguiéndose un período de enfriamiento de la solución 
hasta alcanzar la saturación y otro período en el que se produce 
la crista lización . 

PERÍODO DE SATURACIÓN 

La extensión de este período, está dado por el tiempo que tarda 
la solución en tener una solubilidad igual a (C 1) . 

El balance de energía es: 

(I) 
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Ql·pl·(Hl - Q.,) 

V·p2 ·(d~/dT2) 

El flujo de calor (Qe) está dado por: 

M
1
·cv.-U·A·(T2 - t 1) 

U·A + M.-cva 

(2) 

(3) 

donde U es el coeficiente total de transferencia de calor y A e! 
área de intercambio para una cami~a. H 1 y H2 son las cntalpías 
de las soluciones de entrada y salida, según: 

(4) 

Debido a la falta de informaeión, en la Ee. (4) se 
reemplazó el calor de solución (t>H,) por el calor de solución a 
dilución infinita a 18 o c, este dato y las capacidades calóricas de 



la sal (cpsai) y dei agua (c!>') se obtienen de la literatura. 
Reemplat_ando Ecs. (3) y (4) en Ec. (2) se obtiene la 

ecuación diferencial que describe la temperatura T2 en función dei 
tiempo . Esta función compleja debe resolverse numéricamente , 
eligiéndose el método de Runge-Kutta 4x4. La condición inicial 
de dicha ecuación es : T2

1"
1 = T 1 cuando e = O. 

Además de lo anteriores posible evaluar la acumulación 
de soluto debido ai aumento de la densidad ai descender la 
temperatura. Este término se calcula desde cl balance de soluto, 
conocida la densidad (p2) en e1" 1 y en e<n ' 11• Con csto se detennina 
la razón (3 = S/S2 ola variación en Q2 . 

PERÍODO DE CRISTALIZACIÓN 

En el período amcrior se comprobó que la acumulación 
máxima de soluto cs dei orden dei 0.2 %, luego se pucde 
despreciar el término de acumulación de soluto para simplificar 
la resolución dei balance de masa total. Esto permite plantear el 
balance de energía como: 

d(Ms·Hs + Mc·Hc) 

d6 

S
1
(1 +C1)H

1
-S

2
(1 +C

2
)Hz -P·Hc -Qe 

donde Q2 = V·M
1 

y la densidad de la pulpa (M,): 

M = Pz.Pc(~·C, - C2) 

' Pz(~ ·Ct - Cz) + p c(l + Cz) 

(5) 

(6) 

(7) 

siendo (3 igual a I en e! estado estacionario. La masa de 
suspensión corresponde a la masa de solución (M ,) y la de crista
lcs (MJ dentro dei cristalizador cn un instante e. siendo: 

M 
= V · p2 ·pp +Cz) 

s ------~~--~--

Pi~·C,-C2)+pc(l +Cz) 
(8) 

M = V·pz·Pc<~·C,-Cz) 
c 

p2(~ ·C1 - C2) + p c(l + C2) 

(9) 

reemplazando las Ecs. (3) , (4), (6) a (9) cn Ec . (5) se obticne una 
ecuación diferencial de la fonna: 

d4>(T2) 

d6 
F(Tz) (!O) 

sicndo ,P(T2) y F(T2) funciones implícitas en la temperatura y que 
se han obtenido reordenando la Ec . (10) . Discrctizando la 
exprcsión diferencial y conocido el paso de integración se pucdc 
calcular la función F(T2) y D.,P(T2) ; con este último término se 
ca lcula T 2 por iteración. 
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MODELO DE CHAN 

Chan (1992) desa.rrolló un modelo general para un 
cristalizador de cnfriamiento con dcstrucción de finos y 
clasificación de producto removido. El modelo coll~iste 

csencialmente de los balances de masa, energía y población y 
expresiones para las velocidades de crecimiento y nucleación. 
Para solucionar c! modelo en forma aproximada se usa c! método 
de pesos residuales y la funciún de población se trata como una 
combinación lineal de funciones bases . Este méllldo pennite una 
reducción de la ecuaciún diferencial parcial cn un conjunto de 
ecuaciones diferenciales ordinarias las cuales pueden ser rcsueltas 
numéricamente. En forma breve se puede describir el modelo 
plantcando los siguientes balances: 

BALANCE DE POBLACIÓN 

Se plantca bajo los siguientcs supuestos: agitación 
perfecta, no hay fractura ni aglomeración de cristales, volumen 
dei cristalizador constante, remoción de producto clasiticado y 
destrucción de partículas finas: 

~ + a(Gf) + fh(r) - Bõ(r) = O 
à9 àr 't 

( 11) 

donde o(r) cs la funciún delta de Dirac y la condición de borde 
para esta ecuación cs justamente este último término . 8 es la 
velocidad de nucleación y G la de crccimie!llo. h(r) es la función 
de remoción de producto: 

h(<) ·l 
z 

R r < rf 

rr < r < rP 

r > rr 

( 12) 

la cual da la velocidad de remoción de cristal cnmo una función 
dei tamaiio. Para un cristalizador SMRPM h(r)= I y r cs c! 
liempn de residencia; R cs la razón de destrucción de tinos y Z 
la razón de clasificación. 

BALANCE DE ENERGÍA 

Chan (1992) ocupó los balances de encrgía para este 
tipn de equipn propuesw por Ta va re ct. ai. ( 1985). Considerando 
e! cristalizador de la Figura 2: 

dT 
P V CP de = PoQocpoTo + PrQrcprTr - pQPcp T 

- pPQPcPPT - U(T - TJ + HG + HN 
(13) 

H,; y H N representan cl calor liberado dchido al crccimicnto y 
nucleaciún dei cristal, respectivamente. Si se asume que cl calor 
liberado dehido a la nuclcaciún es dcsprcciablc comparado ai 
calor debido ai crecimiento del cristal , cntonces H N pucde 
dcsprcciarsc. Adcmás c! calor de crecimicnto puedc cscrihirsc 
como: 



en que 

I 
-f·---

t; ": 
---1 
(Z-1) q, 

_j 

~ aP 

dV 
~H . __ c 

a Pc de 

Figura 2. Cristalizador con Rcmoción 
y Clasificación. 

(14) 

(15) 

~H0 es e! calor liberado por c! crecirniento dei cristal por unidad 
de masa y V, es c! v o Iumen total dei cristal. E! diferencial dei 
v o Iumen de cristales en función dcl tiempo es descrito a través de 
los factores de fonna para un cristal esférico y a través de la 
velocidad de crecimicnto lineal según: Además para describir c] 
balance de energía, Chan realiza los siguientes supuestos: e! calor 
perdido ai ambiente es desprcciable. sólo una pequena fracción 
de volumen dei cristalizador está ocupada por cristales, las 
densidades y calores específicos en todas las corri entes de cmrada 
y sa lida tienen aproximadamente c! mismo va lor y no cambian 
con e! ticmpo. 

Rcalizandn un balance de masa ai cristalizador se puede 
demostrar que: 

sustituycndo las Ecs. (14) a (17) en Ec. (13) se obticnc: 

donde: 

dT 
de 

(~ 

'o 

(l = 

v 
Qo 

u 
pcP V 

v 
't = 

Qp 

p ~HGpcka 

pcP 

(16) 

(17) 

( 18) 
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BALANCE DE SOLUTO 

Se realiza un balance dinámico a la concentración de 
soluto para calcular la velocidad de crecirniento y nucleación, el 
cual consta de términos que representan los flujos de entrada y 
sal ida ai cristalizador y la transferencia de masa entre los estados 
disuelto y cristal sólido. Para simplificar e! balance de soluto se 
deben hacer los siguientcs supuestos: hay destrucción total de 
finos cn e! calefactor, la desaparición de soluto debido a la 
nucleación es despreciable y la fracción de volumen de solución 
a v o Iumen de suspensión es constante (E). Emonces, e! balance de 
soluto es: 

d(eC) 

de 

(19) 

Para calcular la concentración de soluto cn la ecuación 
anterior cs necesario conocer E y M,. Por definiciún: 

e(e) (20) 

M(e) (21) 

Además, las exprcsiones para las velocidades de 
nuclcación y crecirniento cstán dadas en la forma de la conocida 
ley de potencia: 

-~ 
G = k e RT(C - C )g 

g s 

b i 
C) M 

S T 

(22) 

(23) 

donde kg, kh, g, b y j son parámetros. Eh y Eg son las energías de 
activación. C, cs la concentración de saturación dei soluto. 

Estas exprcsioncs permiten describir completamente el 
modelo propuesto por Chan (1992) y para su solución se ha 
seguido el método indicado por Tavare el. ai. (1985), e l cual 
consiste en definir parámctros para hacer adirnensiona l dichos 
balances. Para su resolución numérica, Chan emplea el método 
de los resíduos ponderados. Además, expresa la función de 
población como una combinación lineal de funciones ortogonales . 
Estas dos consideraciones hacen posible ohtcner un sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias. 



DISCUSIÓN 

El primer modelo plantea el balance de masa total no 
estacionaria debido ai cambio en la temperatura. Esto se refleja 
en el cambio de densidades entre la entrada y la salida dei equipo 
en función dei tiempo. Debido a esto. también son dinâmicos los 
balances de masa ai soluto y ai solvente. 

Para resolv~r el balance de energía en forma simultânea 
con el de masa se puede considerar que la variación de soluto 
durante la cristalización es poco significativa. Para solucionar en 
forma exacta dicho sistema debe recurrirse ai balance de 
población. Ello no fue posible a causa de la carencia de 
información respecto de las cinéticas de cristalización (Ecs. 22 y 
23). 

El modelo de Chan asume que las densidades de las 
corrientes son iguales, lo cual significa que el balance de masa 
total es estacionaria, permitiendo así considerar dinâmico el 
balance de soluto. Si bien, esta suposición es equivalente ai 
modelo anterior en términos de aproximación de la dinâmica de 
enfriamiento, presenta la ventaja de usar el balance de población, 
siempre que se disponga de la cinética de cristalización. 

En el primer modelo se intenta describir un proceso 
para un sistema salino específico y obtener una guía preliminar 
para el diseiío [3] y la operación de puesta en marcha. Como en 
este caso, el criterio de diseiio se basa en la diferencia de 
densidades entre los flujos de entrada y salida dei equipo, no se 
puede suponer que ellas son constantes. 
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ABSTRACT 

The objective of this work was to analyse the equations 
of transient energy balances in order to implement a simulation 
program for the dynamics of a SMRPM cooling cryslalizer. Thc 
equations wcre solved simultaneously with thc equations of mass 
balances for lhe solute and for the wholc system. Thc study was 
applied to the crystallization of KN03 - HzO. 
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RESUMO 

A recuperação de energia annazenada sob forma de calor latente em um termoacumulador é analisada 
através de um modelo de transporte unidimensional. Um modelo teórico é desenvolvido, o qual v1sa 
avaliar o impacto de alguns parâmetros geométricos, tais como diâmetro e número de cápsulas, além de 
parâmetros ténnicos, tais como volume de material de mudança de fase e vazão do t1uido de transporte, na 
recuperação de energia. 

INTRODUÇÃO 

O armazenamento de energia v1a mudança de fase é 
considerado, devido à alta capacidade de retenção oferecida pelo 
calor latente. o processo escolhido é o de transferência altemada 
exterior , no qual o escoamento se dà ao redor do material de 
mudança de fase (MMF). Este se encontra encapsulado sob a 
fonna cilíndrica ou esférica (Fig. I) .São analisadas as 
int1uências da geometria das cápsulas (esferas ou dutos 
cilíndricos), do volume de MMF e da disposição dos 
encapsulantes dentro do acumulador (espaçmnento <.. •. êre os 
ciline!ros , arranjo randônico para as esferas). Os resultados são 
expressos pela evolução da temperatura de saída do t1uido de 
transporte com o tempo, Tout(t). lsmail & Nebra ( 1978) 
desenvolveram um modelo experimental para um acumulador 
cilíndrico no qual o MMF está contido no centro e o escoamento 
se dá na região anular.Alexiades & Solomon ( 1993) apresentam 
uma solução analítica para o nosso problema , limitada no 
entanto à baixos valores do número de Biot. 

b 

Figura I -Visão Esquemática dos Tenno-Acumuladores 

Formulação: 

A) Banco de Cilindros Transversal ao Escoamento 

Algumas hipóteses são necessárias para a tomar viável a 
simulação: 

• O tanque é representado por um volume de controle, em 
regime transiente, com uma entrada e uma saida. 
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• O tanque está, inicialmente, a uma temperatura unifonne. 

• Todas as paredes são adiabáticas. 

• Todas as paredes verticais são impenneàveis. 

• A energia annazenada no material encapsulante é 
desprezível diante da energia amwzenada no MMF. 

• Não há convecção natural precedendo a mudança de fase. A 
tempearatura do líquido varia segundo o modelo de 
capacitância ténnica. 

• A resistência térmica oferecida pelo MMF solidificado 
aumenta com o avanço da frente de solidificação. Esta se 
forma uniformemente a partir da supert1cie intema do 
encapsulante. 

• A soliditicação ocorre segundo o modelo quase-estacionário. 

• O escoamento é unidimensional. 

• A transferência de calor do MMF para a água é substituída 
por gerações ''concentradas", unifonnemente distribuídas 
nos volumes de controle nos quais encontram-se os centros 
dos encapsulantes. 

A penúltiq1a hipótese é tão melhor quanto maiores forem a 
altura (H) do acumulador (em relação às outras dimensões) e a 
perda de carga através do mesmo. Assim sendo , o fenômeno 
passa a ser descri to por 

( 
df r7T) 

pC -+u-. 
p ôt Ox 

(I) 

onde S é dada em w/m3 Esta equação é integrada em um 
volume finito (Patankar, 1980), com auxilio do esquema explícito 
para tratar o tenno transiente e do esquema upwind para tratar o 
tenno convectivo. O resultado da discretização, para um ponto 
nodal interior ao domínio, é expresso por: 



fjx 
pCP t;/(~, - ~)- puCP(J;, - () = 

(2) 

K K • 
h1o (T.. - T) + _!:12_(1' - T)- S & & 1: p fjx p w 

onde W e E referem-se aos pontos à esquerda e à direita do 
ponto p, respectivamente. As condições de contomo são 
temperatura prescrita , no ponto I , e parede adiabática no ponto 
N. A matriz resultante (tridiagonal) é resolvida usando-se o 
algorítimo de Thomas CfDMA), desde que os valores escolhidos 
para ~x e L\t satistàçam o critério de estabilidade expresso por: 

p c ( ' 6 l < p 6 X)- (3) 

2 K "2 o 

onde p , Cp e K são as propriedades tennotlsicas do tluido de 
transporte (água , no nosso caso). A figura (2) ajuda a descrever 
a compatibilização entre o fenômeno tisico e o modelo 
matemático. A região correspondente à altura do banco (H) tem 

área transversal A no plano real c Ã no plano numénco, 
definida por: 

- T'T- VT nD 2 /4 
A= ····-· · ·--~"-

li 
OQde: 

VT: Volume do tanque annazenador 
NT · Numero de tubos 
Dexf Diâmetro extemo dos tubos 
H: Altura do banco de tubos 

l +·· ••• • uu ··ll u. + ·4/Vv 

-V-·1-· ___ .. ·+·l . . + ---4;\fv 

Figura 2 - Comparação entre os Planos Real e Numérico 

(4) 

Caso o ponto nodal se_1a coincidente com o centro de um 
tubo, 

S lix =NTPF(Tmmr(i)-T(i)) 1 
R -r-

' A 
onde: 

NTPF: número de tubos por fileira 
T mmf : temperatura do MMF em um dado ponto 
T(i): temperatura da água no mesmo ponto 
R( resistência ténnica à transferência de calor do MMF 
para a água 

Esta resistência é definida por: 

(5) 
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R, 
Ln(R·~ ) Ln( R~ J 

_ _ _:_____:.:::1111_ + mmj + _ _ 
2 TC Kmmf L h. A. 2 TC K, L 

onde: 

he : Coeficiente de troca de calor por convecção extemo. 
Ae : área supcrficiai extcma. 
Rext : Raio extemo dos tubos . 
Rint : Raio intemo dos tubos . 
Rnunf: Raio da frente de solidificação. 
K1 : condutividade ténnica do tubo. 
Knunf : condutividade ténnica do MMF . 
L : comprimento dos tubos. 

(6) 

O valor de he é função exclusiva do t1uido de transporte , da 
taxa de ocupação do tanque e da vazão imposta , c foi calculado 
segundo a equação (7) , proposta por Zukauskas (Kakac et ai 
1987). 

( )

o'·' .. . . Pr 
Nu = (' Re' 1 Pr ' 

1 
_-. -

· O Prw 
(7) 

onde C 1 e C2 são constantes que dependem de Re. C0 é uma 
constante entre O e 1 para Re <I 03 e número de fileira s (NF) < 
16. Para quai squer outras condições. Co = I O valor de Re é 
baseado na velocidade múxima Umúx- que ocorre na seção 
transversal de menor úrea. 

RESULTADOS E COMENTÁRIOS 

O processo de descarga , no qual a energia ~ extraída do 
amwzenador , foi simulado para diversas configurações. O 
MMF escolhido foi o trisu!ü1to de sódio pcnta-hidratado , por 
causa de seus altos valores do ponto de fusão (= 49 °C), do calor 
latente (338 x 106 J/m:1) c da diponihilidade de suas 
propriedades tennotisicas (Rohsenow et ai. . I 985 ) Como os 
resultados têm um objetivo meramente comparativo , alguns 
parâmetros toram mantidos constantes em todas as 
simulações. São eles H = L= P= I m . Para todos os casos optou
se por uma temperatura inicial Tini = 55 "C enquanto a 
tcmp~ratura de entrada loi lixada próxima ú ambiente. Tin = 25 
"C. E importante observar que a taxa de ocupação múxima 
(quando os tuhos estarão se encostando) é de 78.5%. devendo o 
volume de MMF em cada simulaçüo respeitar este valor. O 
programa veritica se o volume de MMF (VMMF), o número de 
tuhos por ti !eira (NTPF) c o número de tilciras ( NF) são 
compatíveis com as dimensões da acumulador. O tempo de 
esvaziamento (TE) do actnnulallor ~ ddinido como sendo o 
tempo necessário para que a temperatura de saída atinja 25 .1 °C . 
Este tempo é diretamcnte proporcional no volume de MMF c ú 
resistência ténnica, e inversamente proporcinal ú úrea total de 
troca, detinida por: 

A,= TC D, L NT (8) 

Inlluência do Volume de MMF. O obietivo é ava liar o 
impacto causado pelo aumento do volume de MMF (VMMF). 
mantendo-se constantes NT e o arranjo (NF c NTPF) 
Observando que um aumento de VMMF implica em um 
aumento de De , tudo mai s pcnnanecendo constaúte. a 
resistência knnica diminui . Ohservaudo a equação (8) concluí-



mos que A1 aumenta com VMMF. Então , se o aumento de 
VMJv1F pressiona o tempo de esvaziamento para cima - dada 
a maior quantidade de energia estocada - a área total de troça e a 
resistência ténnica o pressionam para bai:\o. O resultado deste 
confronto é mostrado na figura 3, ao qual a tabela I se 

rctere.Nos três casos , v= I0-1m3fs , NF = 100, NTPF = 100. 
Para todos os casos que se seguem (a não ser quando disposto 
cm contrário) usaremos tubos de cobre com I o-4 m de 
espessura. 

Tabela I: Inlluência do Volume do Material de Mudança de Fase 

1-
Céro 

Céro1 
1.- VMfV1F (m3) 1

1
. 

. 0.2 
! .. l 

R e 
17 
42 

j h(w/m2_C) ! 
618 

Rt (CIW)_ 
0.73 
0.514 

At (m2) 
157 
220 

De(m) 
0.005 
0.007 
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o 00 10.00 ?O 00 .lODO 40 .00 50.00 60 00 

Figura 3: .Lntluência do Volume do Material de Mudança de 
Fase 

Pelos dados tabelados e os resultados apresentados na figura 3, 
pode-se concluir: 

I) O valor da integral sob as curvas aumenta com VMMF. Isto é 
natural , porque esta integral é proporcional à quantidade de 
energia estocada. 

2) O patamar de "temperatura inicial" tem menor duração ú 
medida em que VMMF aumenta. Isto ocorre porque a 
velocidade média do fluido, a uma vazão fixa, que é exatamcnte 
o caso, aumenta ~.:om VMMV, wmo ~.:onseqiiência do decréscimo 
da área de escoamento. 

637 ' 
"" ------ -+ j. 

769 0.41 283 0.009 

3) O patamar .de "regime pennanente" , que ocorre durante a 
mudança de fase , é tão mais duradouro quanto maior for 
VMMF. Isto ocorre porque a quantidade de energia a ser 
extraída (calor latente) é tão maior quanto for o VMMF. A 
potência instântaneamentc extraída também aumenta. mas não 
na mesma proporção. 

4) Este mesmo patamar é tão mais elevado quanto maior for 
VMMF. Isto ocorre porque , confom1e comentário anterior , A1 
aumenta c R1 diminui ~.:om este parâmetro. 

Mesmo antes de conceber este grálíco, a idéia de que o 
tempo de esvaziamento cresceria com VMMF era bastante 
intuitiva. A alinnati v a O) listada a~.: i ma parece servir de 
contraponto à esta intmção. Devemos per~.:eber , no entanto. que a 
diminuição da resistência externa ~.:ausada pelo aumento de 
VMM.F tem cada vez menos impacto sobre a resistência total R1 
(A resistência oferecida pelo MMF, por ser muito maior, domina 
o fenômeno) . Talvez para um escoamento no qual Rin = Rext · 
em tomo de um MMF de baixos valores de calor latente e 
densidade, o tempo de esvaziamento possa diminuir com o 
aumento de VMMF. Este caso. entretanto. seria Je pouw ou 
n((nhum interesse prático. 

• Influência do número de tubos 

a) Aumento simultâneo de NF c NTPF: 

Percebemos que um aumento em NT (com NF = NTPF) 
~.:ausa um aumento na resistência témüca , porque Dext 
diminui .Por outro lado , segundo a eq. (8) , um aumento em NT 
propicia uma maior área de troca total.O resultado deste 
confronto é apresentado na figura 4, a qual os dados da tabela 
(2) se referem. Nos três casos, v= J0-1m3fs c VMMF =O 6m3 

Tabela 2 -Influência do Número de Tubos (variação simultünea) 
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Figura 4 - A Influência do Número de Tubos 

Mais uma vez, dos valores tabelados e dos resultados 
apresentados na figura 4, obtém-se as seguintes constatações : 

I) O patamar de "temperatura inicial" tem a mesma duração 
para os três casos.Isto é razoável , visto que VMMF não vari<'ll. 
Pelo mesmo motivo a integral sob cada uma das três curvas tem 
praticamente o mesmo valor, a menos da diferença provocada 
pelo aumento no volume de encapsulante. 

2) O aumento da área total de troca em detrimento da 
condutância térmica mostrou-se extremamente benéfico para a 
extração de calor, reduzindo sensivelmente o tempo de 
recuperação do calor armazenado. 

3) O patamar de "regime pennanente" é tão mais duradouro 
quanto menor for a área total de troca A1. 

4
) Quanto maior for o diâmetro da cápsula maior será o tempo 

de solidificação completa 

Observação. O aumento da troca de calor com o aumento 
de NT é um rel1e:-.;o do maior impacto do número de fontes 
frente ao aumento de R1. Do ponto de vista do cilindro, uma 
redução no tempo de esvaziamento após a resistência ténnica ter 
sido aumentada só será possível se o volume de MMF em cada 
cápsula diminuir. Assim sendo, e:-.;iste um parâmetro que é uma 
medida da razão entre o fluxo de calor e a energia armazenada 
em cada cápsula. O comprimento característico CL é definido 

por: 

CL = volume da cápsula/área externa da cápsula 

Este parâmetro é o mais significativo para analisannos o 
tempo de esvaziamento. A tabela mostra que a perfom1ance do 
acumulador é tao melhor quanto menor for o valor de CL. 

B) Outras comparações: 

Para os próximos casos são mantidos constantes o VMMF igual 
a 0.2 m3 e a vazão, igual a 0.3 1/s. Percebe-se que um aumento 
do NF à NTPF constante tende a causar um aumento da 
resistência ténnica (através da redução de De). Ao mesmo 
tempo, A1 aumenta. O resultado deste confronto é mostrado na 
Figura (5 ), quando comparamos as curvas (8) e (9). Novamente 
um aumento de A1 em detrimento da condutáncia se mostrou 
benéfico para a transferência de calor , conlonne evidenciam os 
valores de CL. Por outro lado , quando o aumento do número de 
tubos NT se dá via aumento de NTPF, o aumento em R1 é 
minorado (por causa do mawr "estrangulamento" do 
escoamento) tomando esta opção mdhor que a anterior. Isto 
pode ser constatado comparando-se a curvas (7) e (9) na Figura 
(5). Observe que do caso (7) para o caso (9) o aumento de Rt foi 
de 38%, ao passo que do caso (8) para o caso (9) toi de 70%. 
Finalmente, o arranjo horizontal dos tubos (8) se mostrou mais 
solícito na recuperação de calor do que o arranjo vertical (7). 
Este efei to ocorre inclusive para Rc<l ()3 e NF < 16 , quando a 
constante C0 começa a ser aplicada. 

Tabela 3: Aumento de NT à NF ou NTPF C:onstante. 

Caso NTPF NF R e h(w/m2c) Rt(w/c) At(m2) _f)~t_m) __ j ---ºqm) __ - - ··- --- 144 ---'-- - - - - - f- - - - --- -
Caso 7 15 40 14 0.26 39.6 0.021 0.0053 ---- - - ------ f-- --- - -- - -- - --
Caso 8 40 15 56 254 0.21 39 .6 - 0 . ~~1 t 0.0053 __ 

40- f- --- - - f- - - --- - - -- -- -
Caso 9 40 20 221 0.36 65 .3 0.013 0.0033 

Tabela 4 -A Influência do Diâmetro das Esferas 

CASO Dext Nesf Rt(w/c) At(m2) h(w/m2c) CL_(m_l _I 
CAS010 10 1218132 43,0 382,5 302 0,001 6 I 

CASOU 20 147698 11,4 185,0 245 0,0033 I 

'----CASOIL L_- 50 - - _9l!l3- L._ 2,0 _ 72,9 186 0,0083 I 

'----
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Observação. os baixos valores de Re na tabela acima se 
devem ao fato de que para altos valores de Re a troca de calor é 
dominada pela resistência intema Ri , tomando a melhora em Rt 
imperceptível . 

I :nm --r --, --r --r --l ---,-- --T ---------,- -- ! 
o.m ~m oom mm mm 

rrintia; 

Figura 5 Aumento de NF via Aumento de NTPF ou NF 
Arranjos 

Resultados sim i lares aos apresentados para os tubos foram 
também obtidos para o encapsulante esférico. Neste caso todos 
os pontos têm geração de calor sendo 

V - N 1r ( f) :,, / ) 
r • ••sf /6 

(9) 
H 

O pan!metro investigado foi o diâmetro das estáas. A Figura 6, 
a qual a tabela 4 se retere, mostra como o calor é retirado de 
esferas com diâmetros de I O, 20 e 50 nun. Novamente a vazão é 
de l 1/s c VMM}' = 0.6 m3 A espessura do material 
encapsulante de cada esfera é de 0.1 mm e o arranJo é 
randômico. Novamente o aumento do número de fontes em 
detrimento do fluxo cm cada fonte se mostrou benéfico para a 
trãnsterência de calor. O tempo de recuperação do calor 
annazenado diminui com Ct.A área sob as três curvas tem o 
mesmo valor , dado o mesmo volume de MMF nos três 
casos.Mais uma vez , quanto maior for o diâmetro da cápsula 
mais elevado será o patamar de "regime pennanente"promovido 
durante a recuperação de calor,por causa da menor resistência 
ténnica oferecida em cada cápsula. 
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Figura 6 - A influência do diâmetro das esferas 

CONCLUSÃO 

160.00 

Em todos os casos o aumento da área total de troca em 
detrimento da condutância em cada cápsula se mostrou benéfico 
para a transterência de calor. A recuperação da energia 
annazenada depende fortemente do tamanho das cápsulas e da 
quantidade de MMF estocada. A escolha entre os tipos de 
encapsulantcs deve levar em conta custos de tàbricação e 
operação (bombeamento do fluido de transporte), pois do ponto 
de vista ténnico podemos manipular as variáveis de modo a 
obter resultados semelhantes em ambos os casos.Os resultados 
se mostraram qualitativamente semelhantes ao obtido por Ismail 
& Nebra , mas as diferenças na geometria impedem uma 
comparação quantitativa . A Figura (7) mostra uma comparação 
entre o modelo analítico de Alexiades & Solomon e o programa , 
tendo como base o caso 9. Percebemos que a temperatura de 
saída cai mais rapidamente no modelo analítico do que no 
progama. Isto era esperado , vi sto que este modelo assume que a 
supert1cie extema do encapsulante encontra-se á temperatura de 
mudança de tàse. 
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A.BSTRA.CT 

The heat recovcry lfom encapsulated phase change material 
(PCM) is investigaJed. AI1 one dimensional mathcmatical model 
is developed in order to evaluate the influence in the heat 
recovery of geometric parameters, such as diameter and number 
of capsules, and thennic parameters, such as volume of PCM 
and mass flow rate of the fluid throug the encapsulated material. 
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RESUMEN 

La determinación de/ tiempo de solidijicación de pieza.~ ohtenidas por fimdición h a sido ohJeto de múl
tiples investigaciones. ya que la calidad metalúrgica de la p1eza .final ohtenida depende de la velocidad de 
enfriamiento. Este trahajo ahorda la optimización de los procedimientos utilizados en microjilsión. mediante 
la realización de coladas instrumentadas con numerosas termocuplas y la simulación computacional de las 
transferencias térmicas existentes. ,)'e concluirá en la conveniencia de efectuar simu!aciones computaciona
les. ya que e !lo permite ais/ar e identificar cadà una de las variahles que inciden en la calidad metalúrgica. 

INTRODUCCJON 

El desarrollo de modernas técnicas de fundición de precisión 
ha conducido a la producción de piezas con propiedades no sofia
das hace una generación. Ello se debe a que los fundidores se han 
encaminado a encontrar métodos crecientemente avanzados de 
elaboración. 

A pesar de ello, la producción de piezas finas continúa 
planteando problemas que el fundidor no pucdc resolver siempre 
con su conocimiento práctico. Para obtener una pieza libre de 
defectos. se hace sumamente necesario el control de la solidifica
ción·. debiendo. por lo tanto. conocer las transferencias térmicas 
que rigen e! sistema metal/molde durante la solidificación. Tal 
estudio fué realizado por Biloni ( 1977) y Reddy et ai ( 1993) para 
moldes de arena. y por Huang et ai (1990) para moldes cáscara. 

Como la forma de la pieza y la naturaleza de la aleación son 
generalmente impuestas, cl fundidor solamente puede modificar el 
sistema de ataque y el mazarotado de la pieza. las propiedades 
térmicas dei molde. y el modo de llenado dei mismo. 

Dada la complejidad de los fenómenos que se ponen en jue
go en microfusión. las formas y dimensiones de los componentes y 
la composición de la aleación. cl antiguo método de ensayo y error 
para seleccionar varios parámetros dei proceso, resulta excesiva
mente lento y costoso. En efecto. los estudios estadísticos efectua
dos a posteriori sobre la solidificación no son suficientes para 
conseguir la optimización dei procedimiento. 

Sumado a lo anteriormente expuesto. cabe agregar que en 
moldes aglutinados con silicato de sodio. ai ser una tecnologia de 
reciente desarrollo (Kohl et ai, 1993), no existen referencias de 
otros autores que hayan trabajado en cl tema. 

Para alcanzar e! objetivo de este estudio, nos proponemos 
un método de análisis científico basado en la realización de cola
das instrumentadas y la simulación de transferencias térmicas que 
controlan e! procedimiento. Similares coladas instrumentadas 
fueron realizadas por Hamar ( 1986) para moldes convencionalcs 
de microfusión. Con este trabajo se demuestra. que a pesar de las 
complejidades existentes. es posible efectuar simulaciones compu
tacionales para determinar la influencia real de los distintos pará
metros de la colada. que afectarán la calidad final de la pieza a 
obtener. 

Para una buena simulación numérica de la solidificación es 
menester conocer las modalidades de transfercncia térmica en las 
distintas,partes dei sistema metal-molde. las cualcs se describcn en 
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forma detallada a continuación. 
Aspectos relacionados con la transferencia de calor. La 

fig. I muestra un molde de microfusión con todos los elementos 
típicos. La cavidad representa la forma que tendrá el producto 
final. Los accesorios a la izquierda de la cavidad permiten cl flujo 
dei metal fundido dentro de la misma. Para cl propósito de esta 
discusión, el proceso de confccción de la cáscara cerámica. no es 
realmente importante. Es suficiente notar que c! metal fundido es 
vertido dentro dei embudo, y fluye a través dei canal de llenado. y 
el canal de alimentación. antes de llenar la cavidad. Todo el en
samblado está generalmente precalentado antes de vertir el metal. 

Embudo de 

colada 

Canal de 

llenodo 

Cana l de 

Molde 
Pr-eco lentado 

Noyo 

Fig. l: Molde típico de microfusión 

En este tipo de moldes. los mecanismos de transferencia 
·calórica son los siguientes: Dentro dél metal. el flujo de calor es 
por conducción y convección: además. existe liberación de calor 
latente mientras el metal colado solidifica. Dentro dei molde ce
rámico. e! flujo de calor es por conducción. A través de la interfase 
metal/molde. la transferencia de calor es vía una combinación de 
conducción. convección y radiación. Finalmente. cl flujo de calor 
en la superfície exterior dei molde cerámico es fundamentalmente 
por radiación. La fig. 2 muestra con mayor detalle lo expuesto. 

En realidad. el llenado dei molde y la solidificación dei me
tal vertido ocurren simultáneamente. En moldes de pared delgada. 
especialmente si el sobrecalentamiento es bajo, cl efecto de solidi
ficación temprana puede ser significativo. Entonces se debe rcpre-



sentar conjuntamente: flujo fluído, solidifícación y transmisión de 
calor. Sin embargo, tal modelización cs bastante difícil de tratar 
conjuntamente. Una alternativa más mancjable en realizar el aná
lisis en dos etapas: (a) Unir flujo fluido y transferencia de calor en 
la cavidad mientras reemplazamos el molde con w1a apropiada 
condición d~ borde, y (b) conducción en la cavidad completamente 
llenada (pero sin llujo fluído), conducción en el molde y radiación · 
y convccción en la superfície dei molde. Este último caso es el que 
se abordará en el presente trabajo. 
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Fig. 2: Modos de transferencia calórica en el sistema metal-molde 

La precisa determinación dei comportamiento térmico dei 
molde es de suma importancia, por cuanto, las propiedades dei 
molde controlan la velocidad de enfriamiento de piezas de fundi
ción de precisión. y por lo tanto, aquellas propiedades ..:-.: la pieza 
que dependen de la velocidad de enfriamiento dei metal. Estas 
incluyen no sólo la nucleación y el crecimiento dei metal sólido 
desde el líquido. sino además la velocidad de reacciones de estado 
sólido (tales como transformación eutectoidc en aceros y fundicio
ncs de hicrro) y el establecimíento de tensiones residuales que 
controlan distorsión de partes. 

Dcbido a lo expuesto se destaca la importancia de la inves
tigación de los problemas de transferencia calórica en los moldes 
cáscaras en detalle. y de desarrollar métodos de tratamiento con 
ellos. 

El interés específico es el tratamiento dei comportamiento 
térmico de la cáscara cerâmica, es decir su habihdad para transferir 
el calor aportado por la solidificación de la pieza, hacia la superfi
cie exterior dei molde. donde el mismo puede ser removido por 
convccción o radiación bacia el medio circw1dantc. 

El problema de los moldes cáscar~ E! tratamiento dei mate
rial de molde cn cáscaras cerâmicas de fundición de precisión es un 
problema particular. A diferencia de los métodos de moldeo en 
arena y fundición cn coquilla. el molde no pucde ser considerado 
como un sólido homogéneo semi-infinito. E! mismo cs de cspesor 
finito (usualmente pequeno comparado con moldes de arena). con 
una estructura variante, y propicdadcs cambiantes. 

Es4;).!ttura de cáscaras cerâmicas. Si un molde cáscara es 
secciona& se ve inmediatamcnte que su estructura está formada 
por capas: lo cual es consccuencia dei método de construcción dei 
molde. Las capas primcra y segunda con sus respectivos respaldos 
de arena se destacan claramente. Detrás de estas capas hay usual
mente una porción de apoyo "concreto" dei molde, que comprende 
80 % o más dei espesor de la cáscara. 

La existencia de capas no es sorprcndente, ya que cada una 
de ellas tiene diferentes propósitos. La primera inmersión es se
leccionada para dar una fina tcrminación superficial. Por lo tanto. 
los constituyentcs de la misma son seleccionados para ser quími-
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camentc inertes con el metal. El respaldo "concreto" debe proveer 
resistencia mecânica para el molde durante el vertido y la solidifi
cación. Por lo tanto esta parte dei molde tiene el espesor requerido 
para las propiedades mecânicas necesarias para su fw1ción. 

Lo que hace el problema interesante -y complicado- es que 
cada capa contiene diferentes constituyentes. Cada Lma de ellas. 
por consiguiente. ticnc diferentes propicdadcs tém1icas. 

Los moldes objcto de este cstudio, cuya tecnologia fuera de
sarrollada por Kohl et ai. (I 993 ). y que se base fundamentalmente 
en la utilización dei silicato de sodio como aglomerante. ticnen las 
siguientcs características: la primcra capa conticne una harina 
refractaria ( en este caso la harina cs de circonio. pero pucde ser 
alúmina o silicc fundida) . Detrás de ella. está una capa de arena de 
circonio fina : nuevamcnte la arena pucde diferir dcpendicndo dei 
metal a ser vertido cn cl molde. Sigue otra inmcrsión que en este 
caso es virtualmente idéntica a la anterior. y clla también está 
respaldada con arena . 

Los siguientcs bafios sigucn los mismos princípios, pcro 
utilizan. partículas refractarias groscras cn ambos : el bafio y la 
arena. Puedcn utilizarse arenas con dtstintas granulomctrias con 
relación a las capas anteriores. lo cual conduce a diferentes pro
porciones entre arena y ligante. y por lo tanto. a conductividades 
térmicas distintas. Los refractarias utilizados son adcmás diferen
tes , y las partículas son groscras. en cuanto a su tamaiio. 

Existe. desafortunadamente. otra complicación: el molde cs 
poroso: esto cs. que hay vacios en la cstructura. Por lo tanto, el 
molde es permeable. lo cual implica que un porccntaJe menor de 
los vacíos cstán conectados. Es importante notar que no todos los 
vacios están conectados a la superfície dei molde: algunos están 
cnteramente aislados. Los vacios no son de tamafio uniforme, ni 
forma . ni están ellos neccsariamente orientados de la misma mane
ra. Mientras las grandes cavidades están presentes en la porción de 
respaldo dei molde. vacios pequenos pueden existir en todo el 
molde. El molde, lcjos de ser a un simple material estructuraL es en 
realidad bastante complejo. 

Debidc a lo cxpucsto. el tratamiento de los moldes tipo cás
cara cerâmica. es un problema particular. De este modo. el trata
miento preciso dei molde en una modelización matemática. y la 
utilización con significativa exactitud de propicdades térmicas dei 
mismo, tiene que ser realizada con swno cuidado. 

SIMULACION DE LA SOLIDIFICACION 

Hasta e! presente los cálculos de transferencia térmica eran 
efectuados con la ay-tda de fórmulas analíticas adaptadas a situa
ciones clásicas para piezas de forma simple. Las computadoras 
han pemlitido el desarrollo de métodos de cálculo numérico vecto
riaL en particular los métodos de cálculo cn diferencias finitas o en 
elementos finitos . 

La simulación computacional de la solidificación nccesita 
software càpaz y condiciones de borde muy precisas para acercarse 
correctamente a la dcscripción numérica. Esto se dcbe a los nume
rosos procesos de transporte de calor citados anteriom1ente, en 
comparación con moldes de arena o coquilla. 

Diversos investigadores estudiaron la simulación de la soli
dificación. utili1:ando C! método de elementos finitos A bis ( 1986). 
fundición de Alumínio ~ Kanetkar et ai ( 198S). aleaciones eutécti
cas : y Jia-Chin Liu et ai ( 1991 ). solidificación unidireccional de 
alcaciones monocristalinas. Otros investigadores hicieron incapié 
en las transferencias calóricas en diferentes intcrfases: Prasanna 
Kunw et ai ( 1991 ). y Fortin ct ai ( 1992) 

En este trabajo. la simulación fue resuelta con cl método de 
elementos finitos. utilizando el programa MSC/cal Dicho progra
ma permite la solución de problemas de Fourier en 3D rcales y 
complejos con la defínición llexiblc de bordes. condiciones inicia-



les, y propicdadcs termofisicas. 
La simulación completa de un proccso de microfusión con 

moldes comencionales fue realizada por Sturm y Sahm ( 1988). 
Chandra ( 1990). y Rizzo et ai ( 1993) 

La pieza seleccionada para este cstudio consistió en un ci
lindro esbelto, y el cstudio fué realizado en la parte central dei 
mismo. Dcbido a la esbeltez de la picza. se considera que en la 
zona estudiada cl mapa térmico poscc simetria radial. y por lo 
tanto, que no existe gradiente de temperatura cn el eje perpendicu
lar a la misma. 

A los fines de la simulación. el molde y su metal interior. 
son divididos cn numc,.osos elementos de volumcn que reprcsentan 
un sector de cilindro a causa de la simetria de este conjunto. Di
chos elementos de volumen tiencn contactos conductivos con sus 
vecinos. además los elementos exteriores intcrcambian también 
calor por conducción y radiación con la atmósfera convectiva que 
rodea el molde. 

La interfase metal-molde se modelizó suponiendo una pelí
cula o "gap" de airc. con un espesor determinado y una corrcspon
dicnte resistcncia tém1ica, la cual cs variablc con el ticmpo. 

En cuanto a las características tém1icas dei molde. y dcbido 
a las particularidades de los mismos. cs dccir: porosidad. y diferen
te composición para cada capa, fucron desarrolladas técnicas 
experimcntalcs cspecialcs para la dcterminación de las mismas . 
Dichas técnicas experimentalcs fucron desarrolladas en base a las 
investigacioncs de Hcndricks ( 1993 ). y consisten básicamente cn 
establecer una analogia entre la permeabilidad (la cual existe 
dcbido a la interconcxión de poros) y la transfcrcncia de calor dei 
molde en su conjunto. Tal analogia fuc razonablcmente comproba
da mediante experimentos llcvados a cabo con matcriales cuyos 
parâmetros eran conocidos. La descripción completa de estas 
procedimientos experimentalcs será motivo de una próxima publi
cación que se encucntra cn elaboración. Con las expcricncias 
realizadas se obtuvieron parâmetros termofisicos de un sólido 
ordinario no-poroso, de iguales dimensiones que el considerado y 
cuyo comportamicnto térmico es similar ai dei molde cstudiado. 
Estos datas fucron introducidos en el programa considerado, para 
efectuar la simulación. 
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Fig 3: Gráfica de la temperatura cn función de la distancia radial a 
partir dei centro dei cilindro (simulación) 

En la modelización, cada elemento debc contcncr un sólo ti
po de material cuyas características térmicas evolucionan con la 
temperatura, (Calor especifico, conduclividad térmica). Para la 
aleación es necesario también conocer el valor dei desprcndimicnto 
cntálpico cu función dei avance de la solidificación. 

La fig. 3 mucstra la simulación efectuada. de la variación de 
la temperatura en función de la distancia radial a partir dei centro 
dei cilindro cn la zona considerada. en un instante intcrmcdio 
durante el proceso de la solidificación. 

El cálculo rcquicre también la dcterminación dei campo 
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térmico inicial dei molde. que se realizó con la mcdición experi
mental con la a)uda de numerosas termocuplas. Tal medida podría 
habcrse obtcnido con la simulación dei llenado dei molde y los 
intcrcambios térmicos que lc son propios. a partir dei conocimien
to experimental dei modo dei derrame de la aleación cn el molde. 

EXPERIMENTOS DE LABORA TOR10 

Para validar el modelo de simulación emplcado aqui. se rca
lizaron numerosos experimentos de laboratorio con moldes de 
piezas cilíndricas. Los mismos se constmyeron con un cspesor de 
6 mm. aproximadamente. con barros refractarias de harina de 
circonio y silicato de sodio como aglomerante. tma primcra capa 
emplcando como refractaria arena de circonio y las sicte capas 
posteriores con chamote sílica aluminoso. 

Fig. 4 MontaJe dei molde cn el homo de prccalentamiento 

Se probaron diferentes tipos de alcaciones : alun1inio puro y 
alcación SAE 322, y cl vertido fué realizado en todos los casos con 
e! molde prccalentado a unos 350 °C. 

La fig . 4 detalla la disposición dei molde dentro dei homo de 
prccalentamicnto. Se colocaron 4 termocuplas con vaina de accro 
inoxidablc dentro dei alojamicnto para cl metal en cl centro dei 
cilindro (se utilizó un largo adecuado para eliminar el cfccto de los 
bordes y así tcner transfercncia de calor radial únicamente). En la 
misma altura dei cilindro pero dentro dei molde, se colocaron 4 
tcrmocuplas desnudas en diferentes capas. Se colocaron además 2 
tcrmocuplas externas ai molde a 'fin de registrar la temperatura 
ambiente. Dichas termocuplas fueron protegidas con pantallas de 
radiación (no esquematizadas cn las figuras) para minimizar el 
errar que produciría la radiación. La fig. 5 muestra el sistema de 
mcdición utilizado. 

Los datas cxpcrimentales obtenidos durante la solidificación 
fucron registrados con un sistema de adquisición de datas durante 
un ticmpo de 20 minutos. tomándosc 2 mediciones por segundo. 
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F1g. 5: Esquema dei sistema de mcdición utilizado 



Una vez efectuadas las coladas, se realizaron cortes en el 
metal y en el molde, a fm de registrar con la ayuda dei microsco
pia, las posiciones exactas de las termocuplas, tanto dentro dei 
metal como dei molde. Dichos datos fueron utilizados para cotejar 
las curvas de enfriamiento obtenidas experimentalmente y aquellas 
de la simulación. 
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Fig. 6: Curvas obtenidas 

La fig. 6 muestra la correlación entre las curvas obtenidas 
por medición y aquellas de la simulación numérica, en tres ubica
ciones distintas : una en e! centro dei metal y dos en el seno dei 
molde, una próxima ai metal y otra cercana ai borde dei mismo. 

CONCLUSIONES 

E! uso de un método computacional para obtener una buena 
descripción de la solidificación en una fundición de precisión, 
utilizando moldes aglomerados con silicato de sodio, ha sido pro
bado por medio de un trabajo numérico-experimental en un siste
ma metal-molde. Dicho método puede predecir la conducta de un 
sistema tridimensional sujeto a un transitaria térmico que involu
crc cambio de fase. 

Con el acuerdo logrado entre los resultados calculados y ex
perimentales, se puede concluír que un uso generalizado de la 
computadora para resolver problemas de diseii.o, puede mejorar la 
calidad de la fundición como así también bajar los castos de pro
duceión. 

La asociación de coladas experimentales instrumentadas y 
de simulaciones de transferencias térmicas presenta un gran interés 
para la optimización de los procedimientos de fundición. El estu
dio profundo de experiencias instrumentadas permite separar ·los 
efectos de variaciones múltiples difíciles de evitar en el momento 
de la colada. Esta es particularmente importante en campos donde 
piezas crecientemente complicadas son diseii.adas especialmente 
para utilizarse en remplazo de estructuras multicomponentes. 

Es evidente de este trabajo que la simulación dei compor
tamiento térmico de cáscaras refractarias utilizadas en fundición de 
precisión es una tarea dificultosa. La complejidad de los materiales 
involucrados, comprendiendo en ello cl hecho de poseer una es
tructura con capas de compuestos cerámicos porosos, presenta un 
problema desafiante para su análisis. Parte de los errares observa
dos pueden ser atribuídos a dificultades de obtener valores preci
sos para las propiedades termofísicas. siendo este uno de los pro
blemas más serias encontrados actualmente en el área de simula
ción de solidificación. 
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ABSTRACT 

The determination of the solidifícation time of pieces ob
tained by casting pr0eesses has been the subjcct matter of severa! 
research works. since the metallurgical quality of the final piece 
depends on the rate of cooling. This papcr deals with the optimi
zation of the procedures used in invcstment casting. by mcans 
castings with severa! them1ocouples and the computational simu
lation ofthe thermal transferences existing during such castings. lt 
was concluded that it is convenient to use mathcmatical models to 
perform computational simulations. sincc this allows separation 
and identification of each one of the variablcs which affect the 
metallurgical quality. 
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RESUMO 

() trabalho consiste na discussão de metodologias de ensaios para identi.ficar o .fenômeno conhecido como 
detonação em motores de combustão intema. Apresenta emprego de medição de pressão no interior da câmara de 
combustão e a medição de vibração causada no bloco do motor pela detonação. São discutidos os aspectos 
experimentais envolvendo cada uma das instrumentações propostas . 

INTRODUÇÃO 

Seglilldo Taylor ( 1976 ), nos motores de combustão 
interna, a elevação da pressão c da temperatura dos gases não 
queimados jtmto a parede da câmara de combustão, qtumdo a 
reação é suficientemente rápida e há suficiente quantidade de 
mistura reagente, resulta na observação do fenômeno 
conhecido como detonação. 

Este fenômeno gera ondas de choque, dentro da câmara 
de combustão, as quais são rcflctidas nas paredes dos cilindros 
resultando em surgimento de vibração do conjmlto. 

Neste trabalho é tcita a identificação da treqüência de 
vibração gerada pelo fenômeno de detonação nos cilindros de 
motores de combustão interna. São abordados aspectos 
referentes à calibração dinâmica de sensores de detonação 
comerciais, obtendo-se a curva de resposta em treqüência para 
os sensores utilizados na instrmnentação para medição de 
pressão. A identificação da freqüência da vibração gerada pela 
detonação está baseada na conversão do sinal em tempo real, 
através da transformada rápida de Fourier, pelo analisador 
dinâmico de sinais. 

Deste modo, é possível ter-se em tempo real o espectro 
de frequência do sinal adquirido. Tal sinal obtido no domínio 
do tempo é o utilizado por centrais de gcrencian1ento do 
sistema de ignição e alimentação dos motores modernos, 
tendo-se a identificação de detonação quando o sinal fornecido 
pelo sensor de detonação atinge tnna amplitude pré
estabelecida. 

O estudo baseado na análise do sinal de vibração no 
domínio do tempo, jlllltamente com mn sinal de referência, 
apresenta a identificação da ocorrência de detonação 
separadamente por cilindro. O trabalho aborda também o 
estudo da influência da posição espacial dos sensores ao longo 
do bloco do motor, com a finalidade de determinar mn ponto 
mais adequado para a a captação dos sinais. Foram ensaiados 
três motores de diferentes cilindradas. 

METOIX)lDGIA 

Na primeira parte do trabalho, os sensores de detonação 
utilizados usualmente pela industria automobilística passaram 
por mn processo de caracterização dinâmica de seu 
funcionamento. Desta torma toram estabelecidos seus 
comportamentos através das calibrações em frcqüência c 
amplitude. 
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A metodologia empregada para a calibração dos 
sensores foi a comparação dircta, onde se utiliza mn 
acelerômetro de referência cm montagem "back to back". 

As etapas subseqüentes consistiram cm três ensaios cm 
motores de combustão intema, com o intuito de analisar o 
comportan1ento físico do fenômeno de detonação quando se 
tem regimes diferentes de ftmcionamento. 

A indução do processo de detonação, para se obter 
dados sobre o fenômeno, pode ser realizada a partir de três 
metodologias distintas. Uma primeira forma é reduzir o 
número de octanas do combustível utilizado. Outra forma 
empregada para realização de ensaios em que se deseja 
controle sobre a detonação é utilizar um motor com taxa de 
compressão variável e a última consiste em modificar o ponto 
de ignição. 

Na metodologia onde a tendência de detonação ocorrer 
em função da composição do combustível, o emprego desta 
técnica resulta cm dificuldades para a realizar os ensaios, 
devido a troca periódica do combustível. Quanto ao emprego 
de mn motor com taxa de compressão variável, tàcilitaria o 
controle sobre o experimento, contudo este tipo de motor não 
está disponível para utilização. 

A metodologia utilizada para o levantamento dos dados 
neste trabalho, foi baseada na regulagem do ponto de avanço 
da centelha de ignição. Neste método, com o avanço da 
centelha, o pico de pressão amnenta e simultaneamente há mn 
decréscimo no período de compressão da mistura, medido 
desde o início da compressão. A tendência de ocorrência de 
detonação é resultado de tilll amnento da temperatura da 
mistura jllllto a parede do cilindro, em virtude do amnento de 
pressão. Este método tem como vantagem um melhor controle 
sobre a detonação e exposição do motor ao fenômeno por 
menor tempo, garantindo assim sua integridade. 

De modo a obter dados comparativos foram 
estabelecidas três configuraçõe·s distintas para um regime de 
fllllcionamento do motor. Regulou-se inicialmente o motor, de 
tonna a alcançar o Iorque máximo à plena carga. A partir 
deste ponto obteve-se 80% da carga através do avanço c do 
atraso do ponto de ignição. Com o ponto de ignição avançado, 
pode-se observar que o pulso de pressão apresenta oscilações 
após a máxima pressão, o que comprova a ocorrência do 
fenômeno de detonação. 

Foram utilizados dois motores com 1.0 litros e 1.3 litros 
de cilindrada, c mn motor com I .4 litros de cilindrada. 



como mencionado,primeiramente realizou-se a 
caract~;;rização dos sensores c sclecionou-sc 
necessária para a idcntiticação do fenômeno. 

a instrumentação 

CALIBRAÇÃO DOS SENSORES DE DETONAÇÃO 

A calibração em freqüência pcnnite a obtenção da curva 
de resposta cm freqUência , determinando o perfil de 
comportamento dinâmico dos sensores. Enquanto que a 
calibração em amplitude pennite obter a resposta em volts por 
wJidadc de aceleração dos sensores quando excitados em 
diferentes senóides lixas. 

A calibração dos sensores usados para medição de 
vibrações consiste cm determinar suas sensibilidades através da 
razão entre o sinal clétrico de saída pelo sinal mecânico de 
entrada (aceleração). 

O sensor de detonação de sensibilidade desconhecida SI , 
é montado o mais próximo possível do acelcrômctro de 
sensibilidade conhecida S2. As voltagens de saída VI e V2 dos 
dois transdutores são medidas, c, através de transformada rápida 
de Fourier, analisadas c comparadas. Como SI= Vl/[ms-2

] e S2 
= V2/[ms·2 j , a sensibilidade SI é dada por 

VI 
Sl=-.S2 

V2 
Eq. (I) 

Para a realização deste ensaio, utilizou-se o aparato 
experimental mostrado esquematicamente na fígura I: 

Figura I -Aparato experimental de calibração de sensores de 
detonação. 

Os sensores foram instalados segundo os esquemas 
mostrados na figura 2 e 3. A necessidade da construção de dois 
aparatos deveu-se ao fato de se ter dois tipos diferentes de 
sensores das marcas Bosch e Magneti Marelli que serão 
identificados pelas siglas aleatórias "sd" e "sb". 

- acelerômetro 

- -.. parafuso fixador 

- Gensor d~ detnnaçlo 

- suporte adaptador - -- - -1 

shaker 

Figura 2 - Sistema de Fixação para Sensor BOSCH 
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Figura 3- Sistema de Fixação para Sensor Marelli . 

A instnnnentação usada na calibração consi~te nos 
seguintes equipamentos: 

• Acelerômetro de referência 
• Excitador eletromagnético 
• Amplificador de carga 
• Controlador do shaker 
• Amplificador de potência 
• Analisador de sinais 

RESULTADO DA CALIBRAÇÃO [~)S SENSORES. 

O ensaio de calibração foi executado para wna série de quatro 
sensores tipo "sh" (shl , sh2, sb3 e sh4), e para dois sensores 
"sd'' (sdl e sd2). Nas curvas de resposta em 1reqüência 
observou-se a região na qual o sensor responde às vibrações de 
tonna 'linear'. 

Na fígura 4 tem-se a curva de resposta cm freqiiência e a 
curva de fàse do sensor sb3, e na tabela I tem-se a freqUência de 
ressonância c a lilixa de freqUência linear de todos os sensores 
calibrados. 

Taylor ( 1976) afirma que o fenômeno da detonação gera 
vibrações no bloco do motor nwna treqüência cerca de 7 KHz, 
freqüência esta, dentro da faixa de resposta linear dos sensores 
calibrados. Nota-se também que os picos de ressonância màxima 
ocorrem cerca de 30 kHz para os sensores tipo "sb" e cerca de 
13 k.Hz para os sensores do tipo " sd" Na curva de fase dos 
sensores pôde-se notar que as tàses permanecem razoavelmente 
constantes nos respectivos intervalos considerados. 

Em virtude da faixa de resposta linear apresentada pelo 
sensor tipo "sd", este sensor é caracterizado com ressonânte , 
pois é utilizado na sua faixa de ressonância. 

Para cada un1 dos sensores foi realizada a calibração em 
amplitude sujeitando-os a wn cm~jtmto de quatro senóidcs fixas 
(I , 92kHz, 2kHz, 3kHz e 7kJ lz ). 

A tabela 2 mostra os resultados obtidos para a calibração 
em amplitude utilizando uma senóide fixa de 7k1lz que se 
aproxima mais da frcqüência de vibração gerada pelo fenômeno 
da detonação, bem como o tratamento imposto até obter-se a 
sensibilidade dos sensores cm mV/(rnfs2
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Figura 4 -Curvas de resposta cm freqüência do sensor de 
detonação sb3 



Tabela 1 - Tabela de resultados da calibração cm frcqüência. 

FAIXA DE FREQÜENCIA DE 
FREQÜt~NC!A RESSONÂNCIA 
LINEAR (kHz) (kllz) 

sbl I ,75 ú 13,00 30,0 

~b2 I ,00 à 18,00 31 ,O 

sb3 0,97 à 13,50 28 ,4 

sh4 0,71 à 13,50 29,6 

sd1 1,22 à I O, 1 O 12,7 

sd2 1, 10 à 09,93 12,4 

Tabela 2 - Tabela de resultados da calibração em amplitude 

Vnns V(peak) Sensib. 

Na tabela 2 tt:m-se que: 

• Vnns = valor obtido pelo analisador 
• V(peak) = Vnns x Raizl21 
• Sensib. = sensibilidade dos sensores que é expressa em 

mi li-volts por unidade de aceleração 
• A CEI , = corresponde ao acelerômetro utilizado 
• sb e sd = correspondem aos sensores calibrados 

Pode-se perceber que o sensor que apresentou maior 
sensibilidade foi o sh4 . 

ENSAIOS EM MOTORES DE COMHUSTÃO fNTERNA 

Ensaio no motor com cilindrada de I. 3 litros . 

O sinal originado da detonação através da medição de 
pressão do interior do cilindro do motor pennitiu a identificação 
do fenômeno facilmente. O sinal de pressão foi analisado 
também quanto as componentes de lreqüência. 

Na figura 5 tcm-~c o curva de pressão e o respectivo 
espectro de freqüência para uma situação em que não existe 
ocorrência de detonação. 
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Figura 5- (a) Curva de Pressão (b) Espectro de Freqüência sem 
detonação 

A figura 6 mostra a curva de pressão obtida com 
detonação c o respectivo espectro de freqüência do sinal. Notam
se na .curva de pressão oscilações após o valor máximo, este 
perfil de oscilação é característico quando se tem a detonação. A 
curva de espectro de freqüência mostra um aumento na 
amplitude do sinal em tomo de 7 kHz, identificando o fenômeno 
de detonação. 

Figura 6- (a) Curva de Pressão, (b) Espectro de Frcqüência 
com motor detonando 

A identificação da detonação na curva de pressão medida 
no interior do cilindro, como pode ser visto nas figuras 
anteriores, é bastante simples se este sinal e o equipamento de 
análise estiverem disponíveis. Contudo a medição des4 pressão 
necessita mn aparato experimental não trivial , ou seja de wn 
sensor de pressão do tipo piezoelétrico, amplificador, e a 
instalação de uma linha pneumática até a câmara de combustão. 
O uso de uma linha para a transmissão de pressão até o sensor 
pode acarretar alteração de fase c amplitude do sinal gerado na 
câmara de combustão, c portanto atenuar o sinal promovido pela 
detonação, como mostrado por Vianna ( 19')4 ). Sendo assim , 
requer-se estudo complementar com a finalidade de avaliar o 
eleito da linha pneumática na medição dinâmica de pressão. 

Um segundo processo de identificação da detonação 
tratado neste trabalho utiliza-se da vibração transmitida para o 
bloco do motor, e foi tratado de duas tomms. A primeira tom1a 
utilizada para a identificação do sinal foi a da análise do sinal de 
saída do sensor de detonação no domínio do tempo. A segunda 
forma de análise deste sinal foi o tratamento do mesmo no 
domínio da freqüência . 

Pela figura 7 nota-se pelo sinal oriundo do sensor de 
detonação sb3 , no domínio do tempo. Ohserva-se dentro do 
tempo decorrido para o motor girar seu eixo de 720 graus, tem
se quatro pontos distintos de aumento de amplitude, que 
correspondem ao fenômeno ocorrendo cm cada un1 dos quatro 
cilindros do motor. Baseado na ordem de ignição do motor 1-3-
4-2, o primeiro aumento de amplitude corresponde a detonação 



ocorrendo no I o cilindro; a segtmda mudança de amplitude, a 
uma detonação no 3° cilindro c assim por diante. 

Pode-se visualizar a mudança de amplitude do sinal 
durante o período de ocorrência do fenômeno. Na curva 
mostrada tem-se mn segtmdo sinal indicando quando o primeiro 
cilindro do motor está no ponto morto superior ( PMS ). 
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Figura 7- Sinal do Sensor de detonação do domínio do tempo 
com sinal de PMS para referência. 

O sinal do sensor de detonação quando analisado no 
domínio da freqüência apresenta uma amplitude de valor mais 
elevado em tomo da freqüência de 7 kllz. Na 1igum 8 tem-se o 
sinal obtido do sensor com o motor operando sem ocorrC::ncia de 
detonação. Na figura l) tem-se o mesmo sinal capturado com o 
motor apresentando detonação. 
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Figura 8- Resposta do sensor de detonação para motor sem 
ocorrência de detonação. (a) Espectro de Potência; (b) 

Mapean1ento temporal do Espt.'Ctro de Potência. 
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Figura 9 - Resposta do sensor de detonação para motor com 
ocorrência de detonação. (a) Espectro de Potência , (h) 

Mapeamento temporal do Espectro de Potência. 

Ensaio no motor com cilindrada de 1.4 litros. 

Os resultados dos ensaios com este motor teve como 
objctivo detenninar o ponto de início de ocorrência de 
detonação. É apresentada uma avaliação de influência da 
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localização dd~; sensores no hloco do motort , de modo a otimil~tr 
a metodologia de identificação da detonação. 

Em virtude do motor testado ter sido modificado para 
competição, o método de identificação de detonação foi 
empregado como lcrramenta de avaliação para melhoria do 
desempenho do motor . 

Para realizar os teste de idcntiticação de detonação, toi 
necessário estabelecer um critério para garantir no motor a 
presença da detonação. Este critério foi avaliado segundo a 
observação de dois li::nômenos: o primeiro é o audível causado 
pelo fenômeno denominado de 'hatida de pino', c o segundo é 
quando o sinal fornecido pelo sensor de detonação atingiu uma 
amplitude preestabelecida. 

Para cfctuar os ensaios no motor, foi necessário a 
montagem de tuna bancada de ensaios própria para a situação. 
Esta bancada pode ser vista esquematicamente na figura I O,e é 
composta por:: 

I -Motor 
2 - Amplificador de carga 
3 - Osciloscópio HP54500A 
4 - Micro computador 
5 - Captação do sinal de pressão 
6 - Captação do sinal do ponto morto superior 
7 - Captação do sinal de vibração 
R -Conexão do osciloscópio com o computador 
l) - Canal receptor do PMS 
lO -Canal receptor dos sinais de pressão e vibração 
li - Sensor de pressão - Kistlcr 600 I 
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Figut:a 10- l·:squema do aparato experimental usado nos ensaios 

Foram realizados três ensaios nos quais instalou-se seis 
sensores cm diferentes pontos no bloco do motor, com o intuito 
de dctemlinar o local onde o sinal apresenta-se com maior 
amplitude c melhor definição. Os ensaios toram feitos para 
estados diferentes de detonação, ou seja foram leitos para quatro 
avanços diferentes do ponto de ignição. 

Os pontos no hloco do motor foram pré-definidos antes de 
qualquer ensaio e suas pos1ções podem ser vistas 
esquematicamente na figura I I . Na figura , a vista A corresponde 
ao lado oposto às velas, enquanto que a vista B corresponde ao 
lado das velas. As posições d c c ficam numa saliência no alto 
do bloco do motor, c a f fica no cabeçote do mesmo . 

/ 

i. 

Vi.ia A 

Figura I 1 - Posições dos sensores no h loco do I .4 



As posições dos sensores de detonação no bloco para os 
três ensaios podem ser vistas na tabela 4. 

Tabela 4 - Posições do sensores para os três ensaios 

sbl sb2 sb3 sb4 sdl sd2 

Posição ensaio I h a h d f e 

Posição ensaio 2 d h a h e f 

Posição ensaio 3 c a d c f b 

Realizando uma comparação dos resultados tomecidos 
pelos ensaios, na tabela 5 tem-se um quadro com a avaliação 
qualitativa apresentada pelos sensores nas múltiplas posições. O 
melhor posicionamento para captura do sinal se apresentou no 
ponto a, no lado oposto às velas e na parte superior do motor, 
próximo ao cabeçote do mesmo. 

Tabela 5 - Resultados dos ensaios para escolha do sensor e da 

Os resultados apresentados pelos ensaios com este motor 
mostram curvas dos sensores detonação e pressão em duas 
situações distintas, ouseja, em um regime sem ocorrência de 
detonação e no outro regime com o fenômeno ocorrêndo 
claramente. Foram realizados testes para diversas rotações entre 
2000 e 4000 rpm. 

As tiguras 12 e 13 mostram o sinal do sensor de detonação . 
conjuntamente com a curva de pressão, para o avanço de 40° 
muna rotação de 3000 rpm. As figuras 14 e 15 mostram os 
mesmos sinais para um avanço de 64° c mesma rotação. 
Amplitude Vibração (Vol15 

0.3 .----~-~-~-~-~-~-~----~---, 

0.2 

0.1 

o 

-0.1 

posição do mesmo no bloco -0.2 

Ensaio I Ensaio 2 Ensaio 3 Ensaio 3 
av=35° av = 27,5° av = 27° av = 30° 

Melhor sb3 I sd2 sb3 I sb4 sb2 I sb3 sb2 I sb3 
Definição 

Maior sbl I sd2 sb3 I sb2 sb3 I sb2 sb2 I sb3 
Amplitude 
Posições blhle alblh ald ald 

. -av: Avanço da Centelha de Jgmçao 

Nota-se que o ensaio 3 foi realizado para dois avanços 
diferentes de centelha, ou seja, os três ensaios mostram quatro 
estados diferentes de detonação. 

Para a determinação do ponto de início de detonação no 
motor utilizou-se o sensor sb3 instalado na posição a do bloco do 
motor para captar as vibrações no bloco, e o sensor de pressão 
da Kistler instalado cm uma vela com linha pneumática curta. 

Com o objetivo de estimar o ponto de i.túcio da detonação 
,no motor, realizou-se wn ensaio onde para cada rotação, 2000, 
2500, 3000, 3500 e 4000 rpm, avançou-se a centelha a partir de 
wna condição sem detonação até uma outra onde era garantida a 
presença da mesma. Com isso pôde-se estimar em que avanço 
numa certa rotação o motor começava a apresentar nitidamente o 
fenômeno. 

A tabela 6 mostra o ângulo de avanço da centelha a partir 
do qual o motor apresentava evidência claras de detonação. 

Tabela 6 - Ponto de início de detonação no motor Corsa 

rotação I rpm I 
ângulo de avanço! graus] 

Nota-se ainda pela tabela 6 que não houve tuna tendência 
linear da variação do ângulo de avanço critico em função da 
rotação, a não ser nas três primeiras rotações. 

Quanto ao pulso de pressão, houve aumento significativo 
de amplitude , porém não foi possível a observação da oscilação 
do pulso em virtude do amortecimento da linha pneumática de 
medição de pressão como mostrado por Vimma ( 1994 ). 

Ensaio no motor com cilindrada de } .O litros. 

Para os ensaios neste motor empregou-se o cabeçote com 
mn furo pennitindo a instalação do sensor de pressão em 
condições mais favoráveis para medição de pressão dinâmica na 
câmara de combustão. O sensor de vibração utilizado foi 
novamente o sb3 , instalado no lado oposto às velas. 
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Figura 12 - Curva de vibração - avanço 40° - sem detonação 
Pressão ( Bar ) 
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Figura 13 - Curva de pressão - avanço 40° - sem detonação 
Amplitude Vibração (Volt;) 

0.3 ,-----~-~-~-~----~-~------, 

0.2 

0.1 

-0.1 

-0.2 

-0.3 '---~-~---~-------~---~~--' 
-0 025 -0 02 -0.015 -0 01 -0.005 o 0.005 o 01 0.015 o 02 o 025 

t(s) 

Figura 14- Curva de vibração- avanço 64°- com detonação 
Pressão ( Bar ) 
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Figura 15- Curva de pressão- avanço 64°- com detonação 
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Como pode-se observar nas figuras acima, houve tml 

significativo aumento na amplitude do sinal adquirido pelo 
sensor de detonação, quando ocorria detonação ( avanço de 64°). 
Quanto à curva de pressão, esta apresenta uma ligeira oscilação 
próximo ao ponto de pressão máxima, caracteristíco da presença 
do fenômeno. Ainda cm relação a curva de pressão houve mna 
signuficativo aumento de pressão. Percebe-se que a detonação se 
mostrou mais intensamente no primeiro cilindro. 

Para detenninar a influência do avanço da centelha no 
comportamento do fenômeno de detonação ensaiou-se o motor 
para a rotação de 3500 rpm e avanços de 63° e 69°. Analisou-se 
então o pulso de pressão e o sinal de vibração adquiridos. 

Com o amnento do avru1ço, a runplitude média do sinal 
fornecido pelo sensor de detonação apresentou uma elevação. 
Como mostrado na figura 7 é possível identificar a origem da 
vibração separadamente por cilindro. Desta forn1a empregando a 
mesma técnica para a figura 17, os cilindros com o tempo motor 
antes e depois do cilindro onde o a pressão está sendo medida, 
apresentaram maior intensidade de detonação. 
Amplitude Vrbração (Volts) Pre;;sào ( Bar l 

o w 
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0.1 
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-0.025 -0.02 -0.015 -0 01 -0 005 o 0.005 0.01 0.015 0.02 o 025 
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Figura 16- Curva de vibração e Pressão- avanço 63"- com 
detonação 
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Figura 18- Curva de vibração e Pressão- avanço 69"- com 
detonação 

Nas curvas de pressão não se percebe variações de 
comportamento com o incremento do avanço. A constância do 
sinal de pressão para esta situação, deve-se a um problema de 
alimentação dos cilindros I e 4, que estão mais distantes do 
carburador em relação aos cilindros 2 e 3. De~ta fonna o motor 
apresenta uma acentuada detonação nos cilindros 2 e 3, c uma 
reduzida detonação nos cilindros I e 4 simultâncrunente. 

CONCLUSÕES 

As metodologias aplicadas pcnnitiram a identificação do 
fenômeno de detonação nos motores de combustão interna. 
Servindo como ferramenta para adicional para o trabalho de 
otimização de motores, como mostrado no caso do motor com 
cilindrada de 1.4 Titros. 

A simples detecção da ocorrência de detonação pode ser 
realizada de modo lacil utilizando o sinal no domínio do tempo 
capturado por um sensor de detonação corrtercialmcnte 
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empregado pela industria automobilística . Para o caso de estudos 
rc.:lacionando a amplitude do fenômeno para otimização do motor 
de combustão interna , a metodologia de identilicação no pulso 
de pressão c utilização do sensor de detonação com análise do 
espectro de treqüência apresentrun melhores resultados. 

1\ partir de wna comparação dos sinais das amplitudes das 
vibrações captadas no bloco c da dctinição das mesmas, pôde-se 
concluir que os sensores "sb" mostraran1-se mais apropriados 
para trabalhos de identilicação nos motores. Os sensores "sd" 
apresentaram bons resultados apenas para wna configuração 
específica de motor c posicionamento dclinido. 
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RESUMO 
Atualmente os combustíveis para alimentar motores de combustão interna em nível mundial são 

basicamente derivados do petróleo. O Brasil apresenta-se neste contexto como uma rara exceção, onde tem
se a possibilidade do uso do álcool hidratado como combustível alternativo. Os resultados obtidos desta 
experiência tem sido extremamente satisfatórios do ponto de vista técnico. Entretanto, a otimização do uso 
de motores alimentados com álcool com diferentes conteúdos de água ainda é uma questão em aberto.A 
desidratação do álcool junto ao parque produtivo representa cnstos muito elevados, dependendo do grau de 
água a ser eliminada nos processos de destilação. Neste trabalho é efetuado o levantamento expen·mental do 
desempenho de um motor de ignição por centelha alimentado a álcool com diferentes teores de hidratação . 

INTRODUÇÃO 

Desde o surgimento, no final do século passado, dos motores 
de combustão interna de quatro tempos para uso automotivo 
existe a preocupação no sentido de haver à disposição do usuário 
um combustível acessível e de baixo custo. Na verdade já em 
meados do século dezessete, os pesquisadores procuravam 
descobrir hidrocarbonetos gasosos e líquidos para serem 
utilizados como combustível. Mais tarde surgiria o álcool 
combustível, e, em 1861, Nikolaus August Otto, idealizador do 
motor de 4 tempos, já tinha em mente o uso desse álcool para 
alimentar seu motor (Penido, P. 1981 ). 

Em 1975 o preço do barril de petróleo ( que , dois anos antes 
era de U$$ 2,50 ) começava a disparar chegando a U$$ 10,00. 
Foi o bastante para surgir o proálcool, por várias razões, mas 
principalmente para tentar encontrar uma saída para a crise por 
que passavam os produtores de açúcar, devido à falta de 
demanda e a queda de preços no mercado internacional. Neste 
mesmo ano iniciava-se no CTA (Centro Técnico Aeroespacial) 
em São José dos Campos (SP) as pesquisas para se utilizar o 
álcool como combustível para alimentar motores de combustão 
interna. Foi desta maneira o segundo combustível a ser oferecido 
nos postos de serviço do Brasil juntamente com a gasolina para 
motores Otto. Estes estudos tiveram aplicação prática nos anos 
oitenta com enorme expansão na produção de motores 
alimentados a álcool, mas gradativarn.ente foi sendo reduzido 
até os dias atuais, onde a produção de automóveis alimentados a 
álcool é inferior a 4%. Nos anos oitenta a produção chegou a 
atingir 96% das unidades colocadas a venda no mercado( 1986 ). 

A maior vantagem do álcool como combustível, nos dias de 
hoje, é com relação aos níveis de poluentes que a combustão do 
mesmo lança na atmosfera que são muito menores que os da 
gasolina comum. Na vanguarda dos trabalhos feitos para se 
tentar solucionar o problema da poluição estão os Estados 
Unidos. Na Califórnia, pôr exemplo, existe até uma lei ligada a 
questão , denominada " Clean Air Act " ou decreto do ar limpo. 
Datada de 1990, ela determina a redução gradual nos níveis de 
emissões dos motores ao patamar zero ( 2% da produção total 
do ano 2000 ) até o fim do século, que tomará certamente 
impraticável o uso de motores de combustão interna. Talvez o 
mais nocivo produto da combustão do álcool sejam os aldeídos 
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acéticos por ele liberados. A questão básica sempre levantadada 
de que o álcool é uma fonte renovável de energia não nos parece 
de muito fundamento visto que a crise do petróleo é bem mais 
politica do que propriamente energética. Além disso, a terra em 
que é cultivada a cana de açucar vai perdendo suas 
propriedades gradativamente, daí a necessidade de 
descentralizar a produção inclusive para a diminuição dos 
encargos com frete. 

Neste trabalho é apresentada a análise experimental do 
desempenho de um motor alimentado com álcool com vários 
teores de hidratação. Os resultados indicam que é possível 
utilizar-se misturas álcool+água sem grandes perdas de 
potência,sem grandes alterações no consumo de combustível e 
sem grandes modificações no sistema de alimentação. 
Entretanto, é necessário uma otimização no ponto de início da 
ignição, no grau térmico das velas, na relação de compressão, 
bem como dos calibres do sistema de dosagem de combustível, 
quando tratar-se de motores carburados. Quando se tratar de um 
motor alimentado por sistema de injeção eletrônica de 
combustível deverá ser selecionado um programa computacional 
adequado para as condições de teste e funcionamento. 

O ÁLCOOL COMBUSTÍVEL 

Devido à pureza e suas propriedades térmicas, o álcool é, 
sem dúvida, um combustível muito diferente dos 
hidrocarbonetos derivados do petróleo, e por ser também mais 
homogêneo a combustão é bem mais completa, deixando um 
número menor de sub produtos ao final da combustão, 
produzindo inclusive teores de CO bem inferiores aos da 
combustão da gasolina. A única desvantagem do álcool com 
relação a poluição é a emissão exagerada de aldeídos (como já 
mencionado anteriormente) e de óxidos de nitrogênio. A questão 
do menor poder calorífico do álcool pode ser resolvida em parte 
através do aumento da relação de compressão, já que o índice 
de octano do álcool é bem superior ao da gasolina vendida no 
Brasil. O fato do álcool iniciar sua evaporação a apenas 78,2° C 
talvez seja, ainda hoje, o ponto em que devam ser concentrados 
os maiores estudos a fun de se conseguir otimizar o 
funcionamento do motor ainda frio. Quando o motor está na fase 
de aquecimento, o álcool pode ser prejudicial ao filme de óleo 
presente nas paredes dos cilindros, já que é solvente de alguns 



tipos de óleos, visto qué ainda não começou a evaporar. Este 
tipo de problema não acontece com a gasolina, visto que inicia 
sua evaporação a partir de 27 graus Celcius. 

O álcool, por ser um produto derivado da biornassa, é 
geralmente destilado e devido ao fato de ser altamente 
higroscópico, permanece misturado a este um certo teor de água, 
onde deve ser inicialmente separado por processos de retificação 
e químicos, se for o caso do álcool anidro. A partir de 96° GL, 
não se consegue mais extrair a água por processo comum de 
destilação , então deve ser utilizado um processo químico 
altamente dispendioso em termos financeiros. A matéria prima 
pode ser cultivada r<:gularrnente, Jogo renovável e pode ser 
obtida por grandes e pequenos agricultores, possibilitando assim 
uma boa distribuição econôrnica entre várias regiões. Esse álcool 
produzido a partir da biornassa pode prover de sacarídeos, 
amiláceos e celulósicos (Paul, J.K. , 1979). Corno a tecnologia 
utilizada na produção do álcool é bastante simples e amplamente 
conhecida, permite que pequenos produtores de cana de açúcar, 
por exemplo, possam também produzir esse combustível em 
minidestilarias, onde equipamentos mais simples podem ser 
aqui utilizados. Isso aplicado em grande escala reduziria a 
importação de petróleo, que hoje está ao redor de SOO mil 
barris/dia. Por outro lado o trinôrnio energia-economia-ecologia 
poderia encontrar um equilíbrio a partir da descentralização do 
setor de matérias primas para a produção de álcool através 
desses subsistemas. Também os subprodutos da cana de açúcar, 
por exemplo, o bagaço podem ser utilizados corno fonte de 
energia para a geração do vapor da própria caldeira da usina. 
Em Bristoti, A. e Tolrnasquin, M., 1987, encontram-se de forma 
abrangente urna análise técnica e econôrnica de microdestilarias, 
onde inclusive são enfocados aspectos ecológicos ligados aos 
resíduos gerados no processo produtivo. 

Do ponto de vista energético, o que deve ser ressaltado é o 
fato de que o custo para a extração da água do álcool vai se 
tomando muito elevado a medida que vamos nos aproximando 
da condição de álcool anidro propriamente dito, em razão da 
curva de destilação ter um ponto de inflexão ao redor dos 96% 
em volume de álcool. Isto é um caso de legítima autofagia como 
mostra claramente Me Cabe,M.R, 1967, ou seja, a destilação do 
álcool a partir de 90% em volume necessita urna certa 
quantidade de energia quase equivalente à energia obtida 
durante o processo de combustão do álcool. 

Uma saída para produzir um álcool energeticamente mais 
viável é através de rnicrodestilarias, que podem sem 
necessariamente grandes investimentos produzir álcool com teor 
entre 80 e 90% em volume, e que poderia ser utilizado na 
própria propriedade, tomando-a independente do ponto de vista 
energético e, consequentemente financeiro. Também do ponto de 
vista ambiental seria vantajoso, pois haveria urna dispersão dos 
resíduos gerados na produção. Serian1 menores quantidades de 
resíduos e em pontos bem distribuídos ; problema de fácil 
solução. ' 

O EXPERIMENTO 

Para realizar os tesies experimentais de desempenho e 
medição do consumo, com combustível com vários teores de 
conteúdo de água, foi utilizado um motor alimentado a álcool 
com 1,6 litros, diâmetro dos cilindros de 82,0 mm e curso dos 
pistões de 7 S, 7 mm, taxa de compressão 12: 1, com carburador 
de corpo duplo e fluxo descendente, estagiado a vácuo e com 
sistema de alimentação e escape do tipo fluxo cruzado. O motor 
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foi ligado ao dinamômetro através de um eixo cardã com duas 
cruzetas e de um eixo ranhurado para compensar a folga axial do 
conjunto. O banco de testes é um freio dinamométrico que 
utiliza correntes parasitas (correntes de Foucau1d), onde urna 
corrente contínua controla a magnitude do campo magnético que 
age corno elemento frenante do eixo do motor. A energia de 
frenagern é dissipada par o líquido de arrefecimento, que circula· 
em galerias internas ao redor das bobinas do freio. 

O trocador de calor original do sistema de arrefecimento do 
motor foi substituído por um outro de maior capacidade de troca 
de calor com aproximadamente 90 litros de .capacidade. Neste 
trocador existe a possibilidade de entrada de água da rede 
através de urna válvula controlada por um solenóide. Para as 
medidas de temperatura de bulbo seco e bulbo úmido utilizou-se 
um psicrômetro. Para medir a pressão do óleo foi usada a 
própria saída do sistema original do sensor de pressão e 
acoplada a um manôrnetro. As temperaturas do óleo e da entrada 
e saída de água do motor foram medidas por meio de termopares 
do tipo K. As medidas de giro do motor foram feitas utilizando
se um frequencímetro digital YOKOGA W A. A força de 
frenagem foi obtida por meio de urna célula de. carga acoplada à 
carcaça do dinamôrnetro. 

O combustível utilizado foi adquirido em wn posto de 
serviço da BR Distribuidora, apresentado urna composição de 
94,8° GL medidos com um alcolôrnetro de Gay-Lussac. Nos 
diferentes testes foi sendo adicionada água destilada e 
deionizada ao álcool, mantendo-se a regulagem original e 
posteriormente substituindo-se os calibres do primeiro de do 
segundo corpo do carburador. 

RESULTADOS 

Os resultados foram obtidos através de testes experimentais 
realizados de acordo com a NBR S484 de fevereiro de 198S 
editada pela ABNT, que descreve o método para testar motores 
para veículos automoti vos e mostra como apresentar as curvas 
características de desempenho (torque, consumo específico e 
potência efetiva) a plena carga e abertura máxima da borboleta 
do carburador. No presente caso foram obtidas as curvas de 
torque efetivo líquido e calculadas as curvas de potência efetiva 
líquida, ou seja, são curvas de desempenho do motor em 
condições normais de utilização. 

Para cálculo de potência de um motor de ciclo Otto devem 
ser usados os fatores de correção dados na norma como ko = 
(99/ps)12 (273 + t/298r, onde ps é a pressão do ar seco (kPa) e 
ta temperatura do ar de admissão ("C); ps = pb - I/7,S {el21

•
106 

• 

<5345
•5' (tu + 

273
))) - 0,49(ts - tu)pb/100}, onde pb é a pressão 

barométrica (kPa), ts é a temperatura de bulbo seco e tu a 
temperatura de bulbo úmido. O parâmetro ko normalmente varia 
entre 0,93 e I ,07. 

A fig. I mostra a curva de potência a freio em função do 
giro do eixo do motor, obtida de acordo com a norma acima, para 
as diversas combinações de hidratação e calibres do carburador. 
Na curva com álcool 94,8° GL, adquirido no posto de serviço, o 
motor foi equipado com os calibres originais de dosificação de 
combustível do carburador (132 e 162 no primeiro e segundo 
corpo respectivamente) e não foi alterada a posição inicial do 
ponto de ignição. As temperaturas de bulho seco e úmido foram 
18,2 e IS,6 OC, respectivamente, e a pressão atmosférica, 
98,29 kPa. As temperaturas do ar de admissão e do óleo do 
motor variaram entre 26 e 30 OC e I OS e 121 OC, 
respectivamente, do início ao fim do teste. 



A outra curva mosl.ra o resultado com o mesmo álcool mas 
outras temperaturas e fatores de correção com regulagem e 
calibres originais. Entretanto, com pressão atmosférica de I 02, I 
kPa e com temperaturas de 18,6 e 16, I "C para os termômetros 
de bulbo seco e úmido respectivamente. As temperaturas do 'ar 
de admissão e do óleo do motor variaram entre 26 e 28 "C e 11 O 
e 122 "C, respectivamente, desde o início até fim do teste. 
Observ~se aqui urna ligeira redução na potência em virtude das 
diferentes condições ambientes de pressão, temperatura e 
umidade 

Para as medições do motor alimentado com álcool 88,5° 
GL, os calibres foram mantidos os originais do motor, e não 
houve alteração na regulagem especificada pelo fabricante. As 
temperaturas de bulbo seco e úmido foram de 16,6 e 11,8 "C, 
respectivamente, portanto bastante inferiores às indicadas nos 
testes anteriores. A pressão atmosférica foi de 103,5 kPa. A 
temperatura do ar de admissão permaneceu quase constante ao 
redor de 32 "C e as temperaturas do óleo de lubrificação 
variaram entre 118 e 127 "C do início ao fim do teste. 

Para o combustível 89° GL, os calibres do primeiro e 
segundo corpo do carburador foram alterados para as medidas de 
140 e 170, respectivamente, e manteve-se o ponto inicial da 
ignição inalterado. Os termômetros de bulho seco e úmido 
marcaram 17,8 e 11,9 "C, respectivamente. A pressão 
atmosférica foi de 102,17 kPa. A temperatura do ar de admissão 
variou entre 23 e 26 "C e a do óleo de lubrificação de 11 O a 130 
"C do início ao fim do teste, respectivamente. 

Finalizando , a última curva mostra o resultado com álcool 
84° GL. Os calibres do carburador foram de 140 e 170 do 
primeiro e segundo corpo, respectivamente. As temperaturas de 
bulbo seco e úmido foram de 17,8 e 11,9 "C, respectivamente. A 
pressão atmosférica foi de I 02,18 kPa. As temperaturas do ar de 
admissão variaram entre 33 e 34 °C, e as temperaturas do óleo 

·de lubrificação ficaram entre 120 e 127 "C, do início ao fim do 
teste. 
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Figura 1. Curvas de potência líquida para os diferentes graus 
de hidratação. 

1019 

Em todos os testes foram efetuadas medidas das 
temperaturas de entrada e saída do líquido de arrefecimento do 
motor, que manteve-se entre 90 e 92 "C. Foram também medidas 
a pressões do óleo do sistema de lubrificação, que variou entre 
275 a 345 kPa do início ao fim dos testes. Essa variação é 
devido à diminuição de viscosidade do óleo em função do 
aumento de temperatura com o aumento de giro do motor. 

Como continuação dos testes, foi, inclusive iniciado o 
levantamento dos dados para cálculo de urna curva de potência 
deste motor alimentado com álcool 79° GL. Os calibres do 
primeiro e segundo corpo do carburador foram aqui alterados 
para 152 e 195, respectivamente. Aqui foram levantados apenas 
dois pontos para as velocidades de 4500 e 5000 RPM e que 
resultaram em potências de 47,49 e 48,743 kW respectivamente. 
Os testes foram neste ponto interrompidos por questões de 
segurança, pois embora o motor aparentemente tenha funcionado 
de forma regular com estas condições de alimentação, 
necessitava de uma nova regulagem do sistema de ignição e do 
próprio sistema de alimentação; embora em momento algum 
tenha-se notado qualquer tipo de funcionamento irregular, como 
ruído provocado por processo de combustão anormal 
(detonação). Isso serve apenas para demonstrar claramente a 
viabilidade do uso do álcool hidratado com teores de água 
superior ao usual como combustível para motores de ciclo Otto. 

Com relação à ausência de detonação podemos ressaltar que 
a Petrobrás realizou um trabalho para a medição do índice de 
octano em amostras de combustíveis (álcoois) com diversos 
graus de hidratação. A tabela 1 nos dá urna idéia clara que 
realmente a não ocorrência do fenômeno da detonação era de se 
esperar .Com o aumento gradativo do grau de hidratação temos 
um aumento, também gradativo , do índice de octano; logo uma 
diminuição na tendência à detonação. 

Tabela I. Octanagem do álcool para diversos graus de 
hidratação. 

IOM- lndice Octano motor 

IOR-lndice Octano Pesquisa 

A fig. 2 mostra a curva de consumo específico de 
combustível em função do giro do motor , utilizando-se álcool 
94,8 GL e calibres originais (132,162). Notar que o ponto de 
menor consumo específico é sempre ao redor do ponto de 
máximo torque do motor. 
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Figura 2 . Conswno específico para o álcool 94,8 GL. 

A fig. 3 mostra a curva de conswno específico em funçào do 
giro do motor para o álcool 88,5 GL com calibres originais 
(132,162). Notar que o conswno específico mínimo até diminuiu 
com a maior hidratação, permanecendo semelhante nas médias 
rotações e awnentando nas baixas . 
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Figura 3. Conswno específico para o álcool 88,5 GL. 

6000 

A fig. 4 mostra o gráfico do consumo total em uma hora de 
funcionamento em função do giro do motor para os álcoois 94,8 
GL e 88,5 GL . Notar que o consumo total de álcool 88,5 GL é 
menor do que o do álcool do posto (94,8 GL), o que não deixa de 
ser no mínimo curioso e alentador. Uma explicação para isto 
talvez seja o fato de que a densidade do álcool altamente 
hidratado seja superior, logo a sua retirada do carburador 
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através dos calibres seja prejudicada pelo núnimo awnento da 
perda de carga, logicamente çm níveis muito pequenos. 
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Figura 4. Curvas de consumo total para dois diferentes tipos de 
misturas (álcool 94,8 GL 88,5 GL). 

e 
:i 

140 -.---------.----------.----------,---------, 

1201 7~----=::: I I 

100-t----------+----------+--------~~~~~~~ 

\, 89 GL 

84 GL 

00 -+---------4----------+---------~--------~ 

60~,---+---,----r---.--~r---r-~ 

2000 3000 4000 
RPM 

5000 0000 

Figura 5. Curvas de torque para os diversos graus de hidratação. 

A fig. 5 mostra como o torque motor varia com a variação 
da hidratação, tendo sido medido diretamente em N.m. 

CONCLUSÕES 

De acordo com alguns autores, o uso do álcool hidratado com 
teores de água superior a o usual como combustível para motores 
de combustão interna pode trazer alguns inconvenientes como, 



por exemplo a redução do poder calorifico, com conseqüente 
aumento no consumo específico. Por outro lado, a água tem alto 
calor de vaporização, e com isso a temperatura máxima de 
combustão seria reduzida, o que possibilita um menor índice de 
formação dos chamados óxidos de nitrogênio, e aumenta 
também o poder antidetonante da mistura, mas na verdade isso 
também pode levar a um decréscimo na velocidade do processo 
de combustão, que pode ser compensado com o aumento do 
avanço inicial de ignição. 

Indiscutivelmente, entretanto, os dados apresentados neste 
trabalho são muito alentadores no que se refere ao uso de um 
álcool com maior teor de água do que o atualmente utilizado, 
pois a redução de potência do motor está dentro de padrões 
absolutamente aceitáveis e explicáveis devido às características 
do combustível utilizado e, considerando-se uma única 
modificação na regulagem de fábrica do motor, que foram as 
substituições dos calibres de dosificação do carburador à medida 
que aumentava-se o teor d~ água no álcool. Obteve-se com este 
motor de apenas I ,6 litros uma potência de mais de 48 kW com 
álcool 79° GL. Essa mistura contém aproximadamente 25% de 
água da massa. Para esse percentual de água, houve uma 
redução na potência de cerca de 15,5%, e como não efetuou-se 
nenhuma otimização do motor, o estudo mostra ser então 
realmente viável. 

(Stumpf,U.E, 1978) mostra, em estudos realizados com uma 
mistura hidro-alcoólica em um motor CFR que o consumo 
específico do combustível não é linear com a variação do teor 
alcoólico. Ele demonstrou que com li% de água no álcool 96° 
GL, o consumo específico aumenta em apenas 8%; após esse 
valor a curva inclina-se de forma mais acentuada até cerca de 
15%, e novamente fica mais plana até cerca de 30%. Existem 
alguns aspectos capazes de fornecer subsídios para explicar as 
diferenças entre consumo específico e potência como mostrado 
acima. Como anteriormente citado a água tem grande calor de 
troca de fase e enorme expansão volumétrica por ocasião dessa 
troca. Se por um lado existe um aumento do poder 
antidetonatne, por outro lado essa expansão age com se houvesse 
um aumento na relação volumétrica de compressão do motor e 
como a eficiência térmica aumenta com a taxa de compressão, 
tem-se definitivamente uma redução menor no consumo 
específico do que aquela teoricamente esperada. Isso em parte 
também vale para o potência. Pois embora haja uma redução na 
temperatura máxima de combustão em função do calor de 
vaporização e uma redução do calor desenvolvido pela 
combustão, devido a água teoricamente comportar-se como uma 
substância inerte; podem talvez ocorrer reações não conhecidas 
durante o processo de combustão inclusive formando produtos, 
que por meio de reações intermediárias aumentam a taxa de 
calor total desenvolvido durante a combustão. 

Finalmente, é necessário recorrer-se a alguns dados citados 
por (Dei Pino, J., 1994) a respeito da produção do álcool. E, 
como citado anteriormente, a quantidade de energia necessária a 
produção e destilação do álcool 96° GL é da mesma ordem de 
grandeza da quantidade de energia liberada pela combustão 
deste álcool, ou seja, é um caso real de autofagia. O autor afirma 
que, para produzir um álcool 85° Gl, essa quantidade de energia 
fica reduzida para tomo de 12 vezes, isto é, ao redor de 8%. 
Com estes dados e com os resultados acima colocados deve-se 
enfatizar novamente que o uso do álcool hidratado com teores 
superiores aos usuais é do ponto de vista do balanço energético 
viável e pode seguran1ente ser utilizado para alimentar motores 
de combustão interna, desde que haja uma otimização na 
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regulagem do motor para as diferentes condições de alimentação 
e, tudo isso significa economia de divisas para.o país e traz 
também grandes beneficias no que se refere ao aspecto 
ambiental . 
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ABSTRACT 

ln this work wide-open-thrott1e operating parameters 
(Brake Power , Torque and specific fuel consuption) of a 
production spark-ignition automotive engine is presented. 

The power break is the net the power for the engine ; 
this is depends only on the built acessories. 

Ali tests was performed using various concentrations of 
alcohol-water mixtures as work fuel. 
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SUMMARY 

A n a.na.lyttcal rnodel ha.s been developed to calcula te the fiam. e geom.etry pa.ram.eters of a spa.rk 
ignition engine. Th e model is bascd on a fiat combustion chamber shape. Th e fiam c geometry rnodel 
is part of a computer program that simulatcs t.he cyclc of spark ignition engines. According to thc 
model, the spaTk plug must be locat ed in the cylindeT head, but its position can be anywhere from the 
center to the corneT with the cylinder lineT. Th e effects of the spark plug position on combustion, 
emissions and performan ce were invc.~tigated. The gen eralized results have shown that combustion 
takes shorteT periods as th e spa.Tk plug is closer to th e center, and higher cylinder pressures are 
attain cd. The performance parametcrs looked insensitive to the plug position, but lower emission 
levels were regisl.ered with the plug located in the comer. Experiments carried oút on a research 
engin e have provided thF basic information to lh e program to perform the .simulations. 

lNTRODUCTION 

The need of the antomotive induc;try to reduce and con
trol emissions, to be in accordance with the regulation laws, 
contrasts with t.he always preseut objective to built more 
powerful engincs. One way car manufacturers nave bng 
been trying to overcome the problem it through better com
bustion chamber designs, in different aspects. ln this work, 
the effect.s of the spark plug location on comhustion , emis
sions and performance have heen st udied through simula
tions made wit.h a flame geometry model. The flame ge
ometry ruodel is written on an analytical basis, based on 
a combustion chamber of fia t surfaces (disc) . The spark 
plug can be located at any position in the cylinder head. A 
spherical flame front propagation is considered, wit.h center 
in the spark plug. The flame geometry model is part. of a 
spark ignition engine cyde simulation program, SPIE. 

SPIE is a zero-dimension model, which does not account 
for flow fields and variations in mixture temperature and 
properties through the corubustion chamber. Combustion 
occurs according to a mean fi ame front model, and t.he fiame 
speed is cakulated by a laminar flame speed expression mul
tiplied by a turbulent ftame speed factor. The model cal
culates the engine performance parameters, such as power , 
specific fuel consumption and mean effective pressure, the 
exhaust concentration of the main pollutant gases (C02, 
CO, NO, HC, etc. ), and other information relevant to ana
lyze the energy conversion in spark ignition engines. Better 
desctiptions of the SPlE program are given by Benson et ai. 
(1975) , Benson and Baruah (1976) anel Sodré (1995). 

FLAME GEOMETRY CALCULATION 

The parameters cakulated by the ftame geometry model 
are the flame surface area and the ftame contact areas with 

'Present address: PUC-Riu , Depart.ment of Mechanical Engi
neering, Rua Marques de São Vicente 225. Gávea, 22453-900 · 
Rio de Janeiro, Braz il. 
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the cylinder head, cylinder liner and piston crown. These 
para meters are evaluated as a function of the fiame radiuc;. 
The cakulation of the flame radius requires the knowledge 
of the combustion products volume and the piston position. 
Cylinder bore, vertical distance between cylinder head and 
piston at TDC (top dead center) position, and minimum 
spark plug distance from cylinder liner are al'lo required. 
Some integrais in the analytical process are solved numeri
cally, as a result of their complexity. 

There are eight possible flame positions for a ftat combus
tion chamber, with the spark plug located in the cylinder 
head (Fig. 1 ). ln the first case, the fiam e is described by 
a complete hemisphere, keeping contact just with the cylin
der head. ln the second case, the flame is a hemisphere 
cut by the piston, keeping contact with the cylinder head 
and the piston crown. The third ca.se depicts the ftame as 
a hemisphere cut in one side by the cylinder liner, where 
the fiame contacts the cylinder head and the cylinder liner. 
The fourth case is a sum of the second and the third. ln the 
fifth case, the ftame is a hemisphere cut ali around by the 
cylinder liner, without contact with the piston. ln case six, 
the ftame is a hemisphere cut by the eylinder liner and the 
piston cro'llrn, contacting the corner between those surfaces. 
Case seven is a sum of cases two and five. ln the eighth ca.o;;e , 
the ftame is occupying almost ali the combustion chamber, 
except the corner between the cy linder liner and the piston 
crown far from the spark plug. 

Only in cases one and two is an exact solution presented 
for ali the parameters. For the other ca.c;es, an exact solution 
is given just for the ftame contact areas with the cylinder 
head (Ach) and the piston crown (A 11., ). The fiame contact 
area with the cy linder liner (Ac~) and the ftame surface area 
( 8 f) are expressed in terms of integrais to be solved numeri
C'ally. ln most of the cases , t.he fi ame radius (R f) appears as 
an implicit integral funct.ion of the products volume (Vb), 
and is dcterruined through the application of a numerical 
iterative method. 
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Figure 1- Flame geomet.ry for a flat. comlmstion chamher. 

Flame Position Case 1 

Here, the flame is at. its beginning, and has contact with 
the cylinder head only, not reaching the cylinder liner or the 
piston crown. This case is the start point for any spark plug 
position in the cylinder head, except when it is located in 
the corner (o = 0). The expressions for vt,, Ac1, Ach Apc 
and S f are as follows, 

V 2 H3 
b = -7f f 

3 
(1) 

Ach = 1rRJ (2) 

Ac~ =O (3) 

Apc =0 ( 4) 

81 = 27rHJ (5) 

ln this case, thc flame radius is solved diredly from Eq. 
(1), 

R,=(~~ y/3 (6) 

Flame Position CasE' 2 

This is a continuation of case 1 , whcn thc flamc haB de
veloped enough to make contact with the piston crown, al
though it does not touch the cylinder liner due to a more 
central position of the spark plug. The geo.metric paraml'
ters are so given, 

vb = 1r(y+ h) [RJ- (y~ h)
2

] (7) 

Ach=7rRJ (2) 

Ac~ =O (.3) 

Apc = 1r[RJ- (y + h) 2
] (8) 

SJ = 21rR1(y +h) (9) 

The flame radius can he written in an explicit form from 
Eq. (7}, 
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H,= [ _ vb (y + h)2] 112 
7r(y +h) + 3 

(10) 

Flame Position Case 3 . 

This case can be a continuation of case 1, when the spark 
plug is located in a more off-center position than in case 
2, or the flame beginning, for a plug located in the corner 
between the cylinder head and the cylinder liner. The fi ame 
touchcs the cylinder head and the cylinder liner, and has not 
developed enough to make contact with the piston crown. 

lt is convenient now to define the following paramcters, 
as they are going to appcar frequently, 

[
o(D- o)- RJ] 

n1 = arccos 2R
1
(D/ 2 _o) (11) 

[ 
R}+o(D-o)] 

02 = arccos - R,D (12) 

_ . . [(D/2)2 + (D/2- o) 2
- RJ] 

03-arccos D(D/2 -o) (13) 

cq = arccos [ 
o(D- o)- [RJ- (y + h)2

]] 

2JRJ- (:q+h)2(D/'2-o) 
(14) 

05 = arccos [ 
RJ - (y + h) 2 + o( D - o)] 

nJH}- (y + h)2 
(15) 

_ [(D/2) 2 + (D/2- of- [RJ- (y + h)2
]] 

06-arccos D(JJ/2 -o) 

(16) 

Thc flame geomctric parametcrs are then written, 

Vb = ~{7fR}-1"'[RJ- ([CU/ 2-o)
2

cos
2
o+ 

o(IJ-o)! -(D/'2-o)cosn do (17) 1/ 2 ) 2] 3/ 2 } 

A e h = [RJ - (D /2) 2}(7r- o.)+ (JJ /2) 2
o2-

{ [
R2 (D )]2}1/2 

R1(D/2- o) 1- 2 ~~;/'2 = :) (18) 

Ar~ = lJ lo' { RJ- (IJ/'2)2-

1 ' 2 
(D/2- o)[(D/2- o)- DcosoJ} 

1 
do (19) 

Apc =0 (4) 

s, 2RJ{1fRJ-1~ 01 [RJ- ([CD/2-o) 2
cos

2
o+ 

o(D-o)] +(0/'2-o)cosa do 1/ 2 )2]1 / 2 } (20) 

Rf mm;t be solvcd by an itt'rativt> method from the cx
pression for t'b, as it will be in the subsequent cases . 



Flame Position Case 4 

Case 4 is a continuity of either case 2 or case 3. The 
flame has reached a stage in whích it makes contact with 
both the cylinder liner and the piston crown. The geometric 
parameters, then, become, 

) 
2] 3/2 

(D/2- o) cosa da (21) 

D 1"' { RJ- (D/2)
2

-

}
1/ 2 

(D/2- o)[(D/2- o)- Dcosa] da (19) 

(8) 

+o(D-o)] +(D/2-o)coso da 1/2 ) 2] 1/2 } (22) 

Flame Positíon Case 5 

Case 5 is typical for a very early ignition, a very late igni
tion or a slc.w flame propagation. The flame makes contact 
with ali the cylinder head, touches ali around the cyli.nder 
liner, but has not reached the piston crown yet. This case 
evolves from either case 1 or ca..<;e :1 The geometric param
eters are, 

Vb ~{1rRJ-1"[RJ- ([CD/2-o)
2

cos
2
o+ 

o(D-o)]
112 

-(D/2-o)coso)
2r12

do} (2;{) 

(24) 

1" 2 2 D 
0 

{R1 -(D/2)-

}
1/2 

(D/2- o)[(D/2- o)- Dcoso] da (25) 

Apc =0 (4) 

2Rt{1rRJ-1"tRJ- ([(D/2-o)
2

cos
2
o+ 

o(D- o)f
12 

+ (D/2- o) coso rr 12
rlo} (26) 
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Flame Position Case 6 

This case is an cvo!ution of either case 3, if the spark 
plug is located in the comer (o = 0) , or case 4, for any 
other plug location in the cylinder head. Typical of an off
center plug position, the flame has covered one complete 
si de of the combustíon charnber, and the propagation from 
then is parallel to the píston crown and cylinder head. The 
following equations describe the geometríc parameters, 

{[ 

2 (y+h)
2

] vb (y +h) R1 -
3 

1r-

A eh 

[ 
2 2 (y + hl] 2 Rt-(D/2)-

3 
a4-(Dj2) as-

(Df2-o)[RJ-(y+h)2r 12 x {1-

[ 
o(D-o)-[R}-(y+h)

2
] ]

2
}

112
} 

2[R}- (y + h)2jl/2(1J/2- o) 

) 
2] 3/ 2 

-(D/2- o) coso do (27) 

Ac~ n{ (y + h)a6 + 1~
3 

(RJ- (D/2)
2

-

(D/2-o)[(D/2-o)- DcosoJ)
112

do} (28) 

Apc [RJ- (y + hl- (D/2)
2](7r- a4) + 

(D/2) 2(7r- o:5)- (D/2- o) [RJ- (y + h)2
) 

112 

{ [ 
RJ-(y+hl-o(D - o) ]2}1/229 

x 
1 - 2[R}- (y + h)2)1 12 (D/2- o) ( ) 

+(D/2-o)coso dCl' ) 2] 1/2 } (30) 

Flame Position Case 7 

This is a continuíty of cases 2, 4 or 5, and is the ultimate 
stage of the fi ame for a central spark plug. The fiam e covers 
ali the cylínder head, touches ali around the cylínder líner 
anel makes contact with the piston crown. The geometric 
parameters are thus written, 

. .. ' ' ""'·~--h-----.-



Fb 7r(y+h)[R}- (y~h)2]-

2 r { 2 {r 2 2 1 J / 2 3Jo Rf- (D/2-o) cos o+o(D-o) 

2}.3/2 
-(D/2-o)coso} do (31) 

Ach = 7r(D/2)
2 

(24) 

A c~ D 1" {R}- (D/2)
2

-

1/2 
(D/2- o)[(D/2- o)- DcosoJ} do (25) 

Apc = 1r[R}- (y + h) 2
] (8) 

SJ. = 2Rt{7r(y+h)-1"[R}- (r(D/2-o)
2

cos
2

o 

+o(D-o)] +(D/2-o)coso do 1/2 ) 2] 1/2 } (32) 

Flame Positíon Case 8 

This is the last stage of the flame for an off-center plug. 
The flame covers all the combustion chamber, excluding 
the corner region between the cylinder liner and the pis
ton crown which is farther from the spark plug. The flame 
geometric parameters are so expressed, 

r ( {[ 2 (y+h)
2

] h = y+h) R1 -
3 

n-

[R2 ( /' )2 (y + h) 2
] 2 ,- D 2 -

3 
04-(D/2) os-

(D/2-o)[RJ7(y+h)2] X 

{ [ 
o(D-o)-[RJ-(y+h) 2

] ]
2

}
1

/
2

} 
1

- 2[RJ- (y + h)2jli2(D/2- o) -

2 (01 [ ( 3}
0 

RJ- l(D/2-o)
2

cos
2
o+ 

1/2 ) 2] 3/2 
o(D-o)] -(D/2-o)cosa da (33) 

Ac~t· = 7r(D/2)2 (24) 

Ac~ = D{(y+h)as+ l~(RJ-(D/2)2 -

(D/2- o)[(D/2- o)- D coso] da (34) ]
1/2 } 

Apc = [RJ-(y+h)
2

-(D/2)
2
](n-a4)+ 

2 [ 2 2]1/2 (D/2) (n-as)- (D/2- o) Rt- (y +h) 

R1 - y+h -aD-o 
{ [ 

2 ( )2 ( ) ] 2} 1/2 

x 
1

- 2[RJ- (y + h) 2 jli 2 (D/2- o) (29
) 
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s, 2Rt { (y + h)(1r- a4)-

i" "• 2 2 2 1/2 
.o [R1 - (fC0/2- o) cos o+o(D-o)] 

+(D/2-o)coso)] do 
2 1/2 } 

(35) 

ln the SPIE program, combustion is initiated with the 
products volume heing considered as a V!:'ry small percent
age of the total volume in the cylinder (1 /109

). The flame 
geometry subroutin!:' always starts with case 1. and through 
a series of tests decides which way to follow. The flame 
advance is detennined by the flame speed model. 

RESULTS 

Results of simulation tL">ing the flame geometry model de
scribed in the previotL'> section are shown next. The turbu
lent flame speed factor and thc ign.ition delay angle were set 
according to experiments made in a single cylinder Ricardo 
EG research engine. These parameters are estimated to 
make the pressure diagram furnished by thc program coin
cide with the experimental one. The engine featured a bore 
of 76.22m.m, stroke of 111.23mm, and a fiat combustion 
chamber (disc). Rwming conditions were 1500rev/min, 
fuel/air equivalence ratio 1.0, compression ratio 8.0 and ig
nition at 36° BT DC. The wall temperature was assumed to 
be 450K, for a coolant and lubricating oil temperature of 
343K. The minimum spark plug distance to the cylinder 
liner i.n the enginc was o = 7.53m.m.. The turbulent flame 
spee ... iactor and the ignition delay angle were kept the same 
for ali simulated plug positions. 

The influence of the plug position on the fi ame rclated pa
rameters using the can be observed in Figs. 2 to 6. A longer 
combustion time durat.ion is noticed as the plug is farther 
from the centcr position, in Fig. 2, which is a consequence 
of a longer flame travei path. The flame surface arca (Fig. 
3) and the cylinder liner contact area (Fig. 5) were more 
affected than the cylinder head and piston crown contact 
areas (Figs. 4 and 6) . Central spark showed the highest 
fla.me surface area (Fig. 3), while edge spark present.ed the 
highest cylinder liner contact area (Fig. 5). 

Figure 7 shows the spark plug position effects on the indi
cated power and mean effective pressure. It can be secn that 
there is no significant variation on the performance parame
ters when the spark plug position is altered. Figure 8 helps 
to explain why. Although a central plug positiof/produces 
a higher peak pressure, it happens by the time the piston is 
in the TDC position. The vohune of the cylinder contents 
varies little by this time, being the reason why there is no 
appreciable implementation on t.he work done. 0n the other 
hand, the peak pressure for an edge plug is smaller, but it 
happens when there is a bigger cylinder volume variation. 
ln the end, the work done for ali cases is approximately the 
same and, consequently, power and specific fuel consump
tion are the same as wcll. 

lt should bc mentioned that this analysis was made based 
on a fixed spark timing for ali plug positions. The engine 
conditions established in the sirnulation was set according 
to experiments for an edge plug, very near to the corner 
(o/ D = 0 .099). ln real circumstanct>.s for a central plug. the 
spark timing could possibly have to be retarded, due to the 
high peak pressure shown by the simulation. Th.is measure 



might be necessary to avoid knock and structural problems 
on the engine. 

Figure 9 shows the effects of varying plug position on ex
hauc;t hydrocarbons (HC) and nitric oxide (NO). The HC 
concentration is seen to be higher for a central plug, lower
ing as the plug is doser to the comer. Cornbu.stion chamber 
sources, such as crevices and fuel absorption/desorpti!Jn by 
the lubricating oil, produces more unburned HC for lnghet 
cylinder pressures (Sodré, 1995), which is the cas~ for a cen
tral plug. The NO formation is associated to high cylinder 
temperat.ures (Heywood, 1988), whieh explains why its eal
culated kinetic concentration is bigger for a central plug. 
Finally, Fig. 1 O shows the results for the equilibrium con
centrations of carbon monoxide (CO) and carbon dioxide 
(C02). No representatíve variat.íon is noticed for any of 
these elements, as they are more sensitive to the rnixture 
strength rather than to pressure or ternperature (Heywood, 
1988). 

CONCLUSION 

From the rcsults shown for the tested conditions, in which 
the spark timing and thc other engine variables were kept 
the sarne, it is conduded that no implement in performance 
is achieved by varying the plug position. Combustion takes 
a shorter period for a central plug, in which case higher 
cylinder pressures are attained. Lower HC and NO emission 
leveis are reached if the spark plug is locat~d in the farthest 
position from the center, the corner between the cylinder 
head and the cylinder liner. The concentrations of CO and 
co2 have shown no variation with the spark location. 
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RESUMEN 

Este traba;o presenta los prznczpaies resultados de una sene de estudzos paramétncos obtemdos con un modelo 
tennodmdnuco cerodwwnswnal dei Clclo de los motores de encendzdo por chzspa, que utzlzza como f/uui.o de trabajo una 
mezcia a.zre-fudrocarburo y que tzene en cuenta su cambzo de composzczón, la dlsociaczón y el equzlzbrw químlco, as i como 
la variaczón de las propzedades con la temperatura_ Los resultados mu.estrOJ'l el comporta.nuento de la composzczón de los 
prod.uctos con el volúmen y la temperatura; de la preszón medza mdzcada, temperatura máxzma y ejicrencia témuca con ia 
nqueza. as i como la van aczón de la ejicwncza térnuca con la preszón medla indlcada en funczón de la temperatura de la 
mezcla, relaczón de compreszón y la riqueza respectzvamente. Fznalmente se presentan las concluszones obtemdas. 

INTRODUCCION 

Para los estudios cuyos resultados se muestran en el 
trabajo se uWiza ill1 programa de cálculo generalizado de los 
ciclos de los motores de encendido por chispa que tierre en 
cuenta el cambio de composición del fluido de trabajo, la 
disoci~JLión y el equilíbrio quúnico de los productos de la 
combustión y la vari!lLión del calor específico con la 
temperatura, según el método postulado por Benson (1977). Se 
supone que se comprime lUla mezcla aire-hidrocarburo (CnHm) 
y se obtienen como productos de la combustión C02, CO, HzO. 
H2, 0 2 y N2; no se tienen en cuenta otros productos a causa de 
las temperaturas que entran en juego en los ciclos de los 
motores de encendido por chispa y porque apareceu en los 
gases en muy pequena cantidad. La determinllLión de los 
productos implica, entonces. seis incógnitas; el balance de 
masas para cada elemento (C,H,O,N) proporciona cuatro 
ecu~JLiones. las dos restantes para que el sistema sea 
determinado se obtienen considerando dos reacciones de 
disociación, las más car~JLteristicas son la agua-gas y la dei CO: 

CO + HzO ~ Hz + C02 y CO + 0.5 Oz~ COz. 
Para obtener las propiedades termodinámicas del 

fluido de trabajo ai final de la compresión se divide la etapa en 
lUla serie de procesos adiabáticos elementales. Aplicando la 
primera ley de la termodinámica y la ecu~JLión de estado se 
calculan las propiedades finales dei primer proceso elemental 
partiendo de las propiedades iniciales. Las propiedades finales 
de éste Se toman como iniciales del segillldO y se reslizan 
sucesivas iteraciones, desde el volumen máximo hasta el 
volumen I!lÍ11illlo de la cámara de combustión 

Para calcular la temperatura máxima del ciclo, 
temperatura final de la c::~mbustión o temperatura de llama 
adiabática, Tmax. se parte de ill1 valor supuesto (Benson et al. , 
1975), se utilizan las condiciones de equilíbrio quúnico para 
hallar la composición de los productos y se aplica a esta mezcla 
la primera ley de la termodinámica para encontrar lUla nueva 
temperatura R_Ue se compara con la supuesta. El proceso termina 
cuando la diferencia entre las dos temperaturas es menor que 
illl error previamente establecido. 

Las propiedades termodinámicas al final de la 
expansión se calculan de igual manera que en la compresión, 
pero se toma en cuenta el equilíbrio quúnico. 
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Una vez que se ha calculado el ciclo se pueden 
averiguar los parámetros característicos del motor, como son: 
La presión media indicada (pmi), la eficiencia indicada (TJ) y el 
consumo específico de combustible indicado (g) para diferentes 
valores de la relación de compresión (rc) y de la relación 
combustible-aire relativa o riqueza (F r ) 

ALCANCE DEL ESTUDIO 

El programa mediante el cual se desarrolla el estudio 
de! ciclo termodinámico de los MECH, permite realizar varios 
anáhsis; se puede calcular ill1 solo ciclo, para obtener como 
resultados los datos necesarios para grafi.carlo jilllto con la 
variación de la composición de los productos de la combustión 
durante la expansión; también se pueden variar los valores de la 
relación combustible-aire relativa, relación de compresión, 
temperatura y presión ai final de la admisión, para determinar 
su influencia sobre los parâmetros característicos de! ciclo. 

Los resultados que a continuación se . presentan 
correspondeu a ill1 motor con las siguientes características; 
diámetro del pístón, D, 0.0824 m; carrera, c, 0.076 m; relación 
de compresión, rc, variando entre 6 y 11; rel~JLión combustible
aire relativa, F,, variando entre 0.80 y 1.43, combustible C8H18, 

presión final de adrnisión, p ... 101.3 kPa; temperatura final de 
adrnisión, T ... 298 K. 

En la Fig. 1 se muestra cómo varia la concentración de 
co2 y co de los productos de la combustión a la temperatura 
máxima y ai final de la expansión para diferentes riquezas. 
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Fig. 1 Porcentajes de CO y C02 a T max y al final de la expansión. 



En esta figura se observa que el CO se encuentra 
presente en los productos a la temperatura máxima, aún para 
mezclas pobres, pero desaparece de los rnisrnos al final de la 
expansión. Se nota adernás, que a la temperntura máxima es 
mayor la concentración de CO que al final de la expansión. 
Para el C02 se aprecia el comportarniento contrario, lo que 
implica una reasociación; es decir, que durante la expansión 
parte del CO se combina con el ~ para formar C~. La 
diferencia entre la concentración de co y co2 al principio y al 
final de la expansión es rnirúrna para una cierta riqueza, esto se 
debe a que la influencia combinada de la disociación y del calor 
especifico sobre la temperatura máxima es rnirúrna. 

La Fig. 2 muestra la influencia de la riqueza sobre la 
temperntura máxima del ciclo para una relación de compresión 
constante. 
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Fig. 2 Variación de T max con la riqueza para rc=7. 

En la figura se observa que, al aumentar la riqueza 
aumenta la T max a causa de la disrninución del calor específico 
por la presencia del combustible, para riquezas superiores a la 
estequiométrica aparece un efecto contrario debido a la 
disociación. Por esta razón, el mayor valor de la máxima 
temperntura no se presenta para la mezcla estequiométrica, sino 
para una mezcla ligerarnente rica, puesto que para esta 
condición, la influencia de la disociación y de la variación del 
calor especifico con la temperatura es rnirúrna 

Ahora se annliza la influencia de la riqueza de la 
mezcla sobre la eficiencia, la presión media indicada y el 
consumo especifico de combustible. 

La Fig. 3 presenta los datos de eficiencia del ciclo 
contra la riqueza para relaciones de compresión entre 6 y 11. 

0.50 

: ~ 045 ~ ~ . r· 
"'" o.~ ~ 

0.35 r 
0.30 f 

0 .25 ~ 

·-·-·-· o-o--0._0:: ~, "-"-·-·--· "'- •, 
9- v-v_9_v · - ~ '·, • , 
• --• ·-• - • - '., v ',, o,~ ., '· • ... ,' .. • .... o-0-0 _ 0 • 

9 
. _ o, ,., 

-o .. "- "-, • ,, ~ , 
··o ... , • ........... \"' ·.'- • ::- .... 

' '• . "'-'·· 
o....._, '<" .. ,'- ~'Z'-.. • 0

· • , ' v·'-'o -6 • r =9 '-· o '', • "<2::• 
o r"z lO o r,- ' '-, 0~! e rr= 7 

v rc=8 • rc= Jl 
......... o 

0.20 L _ _ .t__ .J 

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 
Fr 
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En esta figura se observa que para una r c constante, la 
eficiencia disrninuye muy poco al enriquecerse la mezcla, hasta 
la riueza que produce la mayor temperatura máxima; esto se 
debe fundamentalmente al aumento del calor especifico de los 
productos debido al incremento de la temperntura máxima con 
la riqueza. Para relaciones combustible-airç superiores la 
reducción, más notoria, se debe a la influencia del exceso de 
combustible sobre la concentración de los productos, pues al 
aumentar la riqueza, crece la cantidad de CO presente en estos, 
lo que equivale a una reducción del calor surninistrado durante 
la combustión. Además, se observa que para una riqueza 
constante la eficiencia aumenta con la relación de compresión. 

La Fig. 4 presenta la variación de la presión media 
indicada con la riqueza para diferentes valores de la relación de 
compresión. 
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Fig. 4 Influencia de la riqueza sobre la prni para diferentes r c. 

En esta figura se ve que la prni aumenta con la 
riqueza, hasta que alcanza un valor ligerarnente superior al 
estequiométrico y luego el comportarniento se invierte. E1 
máximo ocurre para la riqueza que da la mayor temperatura 
máxima del ciclo y su valor aumenta al elevarse la relación de 
compresión. 

En la Fig. 5 se observa la influencia de la riqueza 
sobre.el consumo especifico de combustible, g, en función de la 
relación de compresión. 
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Fig. 5 Valores del consumo especifico de combustible Vs. la 
riqueza para diferentes rc. 



La gráfica pennite deducir q~ · t( tonsumo especifico 
de combustible aumenta al enriquec~'Jilezcla, lo que, como 
era de esperarse, se debe a la disminución de la eficiencia del 
ciclo al aumentar Fr (Fig. 3) ya que la eficiencia y el consumo 
especifico de combustible son inversamente proporcionales. 

En la Fig. 6 se presenta la variación de la eficiencia del 
ciclo ~do varia la relación de compresión, para diferentes 
riquezas. 
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Fig. 6 Valores de eficiencia vs. r c para diferentes riquezas . 

En la figura puede observarse que la eficiencia 
aumenta al elevarse la relación de compresión, pero disminuye 
a1 aumentar la riqueza; también se observa que las curvas se 
.hacen más densas cuando disminuye la riqueza de la mezcla, 
tendiendo a un limite. 

En la Fig. 7 se muestra la i..."lfluencia de la pmi sobre la 
eficiencia, para diferentes relaciones de compresión y riquezas. 
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Fig. 7 Valores de eficiencia contra pmi para diferentes 
relaciones de compresión y diferentes riquezas. 

En la figura se observa que para una relación de 
compresión cantante, si se aumenta la pmi a partir del punto de 
eficiencia máxima, la eficiencia varia muy poco, hasta alcanzar 
el punto de máxima pmi, que corresponde a máxima potencia; 
enriquecirnientos posteriores hacen disminuir notoriamente la 
eficiencia; también puede verse que a riqueza constante si 
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aumenta la relación de compresión, crece la eficiencia. La 
máxima pmi (máxima potencia) se obtiene para una mezcla rica, 
(Fig. 4), a causa de la disociación, con una eficiencia menor, 
(Fig. 5), respecto a mezclas más pobres. 

La Fig. 8 muestra la influencia de la pmi sobre el 
consumo especifico de combustible para diferentes relaciones 
de compresión 
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Fig. 8 Variación del consumo especifico de combustible con la 
pmi. 

En la figura se ve que para cada relación de 
compresión cuando se enriquece la mezcla a partir del punto de 
consumo núnimo, el consumo especifico de combustible 
experimenta un ligero incremento hasta que se alcanza la 
máxima pmi; un posterior aumento de la riqueza incrementa 
considerablemente el consumo especifico de combustible. 

En la Fig. 9 se observa cómo varia la presión media 
indicada con la concentración de Oxigeno a la temperatura 
máxima para una relación de compresión constante. 
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Fig. 9 Pmi vs. concenttación de 0 2 en los productos para Tmax y 
rc=7. 

En esta figura puede observarse que en la mezcla 
estequiométrica existe aproximadamente un 1% de Oz presente 
en los productos y que esta concenttación se reduce a la mitad 
en la mezcla de máxima pmi; esto pennite inferir que el 
parâmetro que más influye sobre la conversión de la energia 



qufrnica en trabajo es la cantidad de oxígeno presente en los 
productos y no la cantidad de hidrocarburo presente en la 
mezcla fresca, tal y como lo analiza Pye (1937) en sus estudios 
cuando establece una eficiencia térmica basada en el consumo 
de aire. 

La Fig. 10 muestra la influencia de la riqueza sobre la 
eftciencia, l] y el parámetro T]xf,, que es proporcional a la 
potencia (Arkhangelsky et al., 1971). 
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Fig. 10 Influencia de Fr sobre la eficiencia y la potencia para 
rc=7. 

En la gráfica se observa que la riqueza de máxima 
eficiencia y la de máxima potencia no coinciden; para una 
relación de compresión de 7, que es la que se analiza en la 
figura, la máxima eficiencia (máxima economía) se consigne 
para una F r menor que la unidad, mi entras que para obtener la 
máxima prni (máxima potencia) Fr debe ser mayor que la 
unidad. El área rayada caracteriza los valores de F r que 
controlan el motor entre la máxima potencia y el mínimo 
consumo. 

En la Fig. 11 se muestra la influencia de la presión de 
adrnisión sobte la pmi, para una mezcla estequiométrica y una 
relación de compresión de 7. 
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Fig. 11 Valores de presión de adrnisión vs. prni para Fr=l y 
rc=7. 

En esta figura se observa que al sobrealimentar el 
motor la prni aumenta apreciablemente, lo cual se traduce en un 
aumento considerable dei trabajo desarrollado por el motor. 
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CONCLUSIONES 

Con los estudios parHillétricos teóricos realizados en un MECH 
se pudo determinar: 
- E1 comportarniento del contenido dei CO y el C02 a la 

temperatura máxima del ciclo y al final de la expansión, para 
diferentes valores de la riqueza. 

- La variación de la temperatura máxima del ciclo en función de 
la riqueza. 

- Los valores de los principales parárnetros motoristicos. como 
son, eficiencia, prni y consumo específico de combustible, al 
variar, tanto la riqueza, como la relación de compresión. 

- Los valores de las riquezas que caracterizan el funcionarniento 
de máxima potencia y de mínimo consumo. 
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ANEXO 
A continuación se definen los parárnetros utilizados 

en el trabajo: 
- Relación de compresión, r c, relación entre el volumen máximo 

y el volumen mínimo entre los cuales evoluciona el ciclo 
- Relación combustible-aire relativa o riqueza, Fr . relación entre 

la cantidad de combustible presente en una mezcla y la 
cantidad dei rnismo presente en una mezcla estequiométrica 

- Temperatura máxima del ciclo, temperatura final de 
combustión o temperatura adiabática de llHilla, T max 

- Presión media indicada, prni, trabajo producido por unidad de 
volumen desplazado por el ciclo 

- Consumo especifico de combustible, g, cantidad de 
combustible consumido para producir un trabajo unitario 
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ABSTRACT 

This work presents the principal results of a serie of 
parHilletrical studies obtained with a zero dimensional 
thermodynarnic model of a spark ignition engine cycle. It works 
with a hydrocarbon-air rnixture as working fluid. The model 
considers the composition change, the dissociat.ion and the 
chernical equilibrium as well as the change of properties with 
temperature. The results show the temperature and volume 
effect on products composition, rnixture richness on mean 
indicated pressure, maximum temperature and thermal 
efficiency. ln addition to, the effect of the mean indicated 
pressure on thermal efficiency as a function of rnixture 
temperature, compression rat.io and richness. Finally 
conclusions are shown. 
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SUMMARY 

ln this paper we study the transient heat transfer in a piston of a diesel engine, by using a two 
dimensional finite difference analysis. An e/liptic scheme of numen·cal gn'd generation is used, so that the 
irregular shaped piston in the physical domain is transformed into a cylinder in a computational domain. 
The timewise variation of the temperature of severa/ points in thll piston is examined for different thermal 
loads and cooling regimes. 

INIRODUCTION 

The in-cylinder heat transfer has been generally recognized as 
a major factor influencing internal combustion engines efficiency 
and exhaust emissions. Therefore, the analysis of in-cylinder heat 
transfer is of irnportance for fuel economy, as well as for 
environmental preservation. 

The solution of heat transfer problems in internal combustion 
engines is very complicated for different reasons, ;,:cluding, 
among others: the cyclic temperature variation of gases inside the 
engine; the parts involved, such as pistons, do not have a regular 
shape; such parts are subjected to different heat transfer 
coefficients from the top, bottom and lateral sides, which may 
vary during the cycle; and the estimation of heat transfer 
coefficients constitute, in itself, a proulem. A review of available 
theoretical and experimental works on the subject was presented 
by Borman and Nishiwaki (1987). 

Different expressions for the time-varying heat transfer 
coefficient between gases and piston have been suggested in the 
literature (Borman and Nishiwaki, 1987, Heywood, 1988, 
Kornhouser and Smith, 1994 ). However, stress computations do 
not require the knowledge of the cyclic variation of temperature 
in the piston and are based on tirne-averaged heat transfer 
coefficients (Borman and Nishiwaki, 1987, Singh et ai, 1986, 
Prasad and Sarnria, 1990). Such is the case because the 
temperature only varies in a very srnalt' depth below the surface 
during·each cycle. 

ln this paper, we perform a two-dirnensional axi-symmetric 
fmite-difference analysis of thc transient heat conduction in a 
diesel engine piston. For such an analysis, we transformed the 
irregular shaped piston from the physical domain into a cylinder 
in a computational domain. The transient heat conduction 
equation was transformed into the computational domain, where 
it was solved with finite-differences by using the ADI 
(Altemating Direction lmplicit) method (Peaceman and 
Rachford, 1955). The solutions of the resulting tri-diagonal 
systems were obtained with a vector version of Thomas algorithm 
(Ortega, 1988) in order to take advantage of the vector 
capabilities of the Cray supercomputer at COPPE. The computer 
code used was thoroughly tested by comparing its results with 
analytical solutions available for regular geometries in cartesian, 
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polar and cylindrical coordinates (C o laço et al, 1995a,b ). A grid 
convergence analysis was performed by testing meshes, generated 
with Thompson's elliptic scheme of numerical grid generation 
(Thompson et ai, 1985, Maliska, 1995, Ozisik, 1994 ). The 
influence of the time step on the solution was also exarnined. For 
sake of sirnplicity, we have used tirne-averaged heat transfer 
coefficients at the piston surfaces. 

PHYSICAL PROBLEM 

Tht: physical problem considered here is the transient heat 
conduction in a diesel engine piston. The piston is assumed to be 
axi-symmetric; so that asymmetries due to the piston pin and oil 
cooling channels are neglected. The geometry and coordinates (in 
millimeters) relevant for this study are presented in figure I 
(Singh et ai, 1986 ): 

r + 

T1nf 
hinf 

)------62.00--- - ----1 

57.00 
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z 

Figure 1 - Geometry and coordinates 

The piston is supposed to be initially (t=O) at the temperature 

distribution T0 ( r ). For times t>O, the piston is subjected to 



convection (third-kind) boundary conditions at ali boundaries. 
The piston is heated through its top surface by the gases inside 

the combustion chamber. The gases temperature (T gas) and the 

heat transfer coefficient between gases and piston (hgas) are 
assumed to be constant. The piston is cooled by oil on its bottom 
surfaces and by a coolant fluid flowing through passages in the 

cylinder wall. The oil temperature (T oil), as well as the heat 

transfer coefficient between oil and piston (hoil) are supposed to 
be constant. The heat transfer to the coolant fluid is taken care by 

using a constant overall heat transfer coefficient (h,..,), which 
takes into account the heat transfer from the piston to the cylinder 
wall, the conduction through the wall, and the convection from 

the wall to the coolant fluid. The fluid temperature (T 00 ) is 
assumed to be constant. 

The mathematical formulation of such physical problem is 
given by: 

I oT(i',t) 2 
----=V T(r,t) intheregion, fort :o- O 
a• o t 

ar 
- k -- = h

1 
(T- T

1
) on the boundary surface r 

a~ , 

ar 
-=o 
élr 

for t > O 

on the symmet.ry axis (r -~ 0), fort > O 

T = r0 (i') for t = O in the region 

ar 

(I. a) 

( l.b) 

(I. c) 

( l.d) 

where h;, T; and are, respectively, the heat transfer 
o ii, 

coefficient, the fluid temperature and the normal derivative of 
temperature at boundary surfacc 1;. a* and k are the thcrmal 
ditTusivity and thermal conductivity, respectively. 

For the solution of thc problem given by Eqs. ( l) we havc 
used the finite-difference method as described next. 

ANALYSIS 

1be discretization of the piston presented in the figure l ts 
difficult due to its irregular shape. ln order to overcome such 
difficulty, we have transformed the irregular piston in lhe 
physical domain (z,r) into a cylinder in the computational domain 
(Ç,,T]), as shown in figure 2. 
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Figure 2- Physical and computational domain 
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ln figure 2, M and N are the number of !ines of lhe Ç, and T] 
variables, respectively. The transformation above is defined by 
the solution of two elliptic partia! differential equations, used to 
gencrate the finite-difference grid for the piston (Thompson et al, 
1985, Maliska, I 995 , Ozisik, I 994 ). ln the computational 
domain, such equations are given by: 

2 
a::~'~'- 2/3 ::~' +r ::'7'7 + J [P(Ç. 'I):: r+ Q(Ç. '7)::'7) =O .,., .,, ., 

(2.a) 

2 I 
a r.;.;- 2/J r.;'l +r rTJTJ + J (P(Ç. ry)rç + Q(Ç. ry)r'l- ~)=O 

(2 .h) 

where the subscripts denote partia! dcrivativcs and 

2 2 
a=z,+rTJ 

2 2 
r==.; +r.; 

fJ = =,g=TJ + rÇr'l 

J - - r +r~'::: 'I - -.; '7 ., 

(3.a,b) 

(3.c,d) 

P(Ç,,T]) and Q(Ç,,T]) are control functions, which can be used to 
refme lhe grid in regions of large tempcrature gradients 
(Thompson et al , I 985, Maliska, 1995, Ozisik, I 994). 

lbe problem given by Eqs. (I) is also transfonned into the 
computational domain (I;,,T]), where it is solved tor the 
temperatures T(Ç,,T] ,t). Since the transformiltion given by Eq. (2) 
is one-to--one for a non-vanishing jacobü• , .J, the solution T(z,r,t) 
in lhe physical domain can be obL ... vll hy knowing T(Ç,,T],l). ln 
the computational domain, prohlem (I) takes the fom1: 

I n(ç, ry,t) I [ ] [ ] 
=- a TÇé,-2/3 Té, +r T + PTé,+QT 

a• ri J2 '7 TJTJ TJ 

in l < é, < M; I < TJ < N. t > O ( 4.a) 

k r (a 7~ - fJ T TJ ) = h1 ( T - r1 ) at é, '0 I; I < '7 < N; t > O 
J-..a 

(4.b) 

k 
- --c=- (a 7~ - f1 T '7) = h2 ( T - T2 ) at Ç •• , M; I < '7 < N; t > O 

h /a 
(4 c) 

(fT
17

- flTç) = O at '7 I; I < é, < M; t > O (4.d) 

k 
---y(r 't

17
-fJT )=h3 (T-7))at'7 · N; I 

J v r .; 
Ç , M: t > O 

(4.e) 

T - T (Ç, 17) fort ~ O ;I ' é, ' M; I < TJ < N 
o 

(4f) 

where hi=hiC'rJ) and Ti=Ti(TJ), appearing in Eqs. (4 b-c) for i=l,2, 
are the heat transfer coetlicients and fluid temperatures, 
respectively, at each piston surface which transfom1s into the 

boundaries Ç,=l (i=l) and Ç,=M (i=2). Similarly, h3=h3(Ç,) and 

T3= T 3( E,) are thc heat transfer coefficient and fluid temperature, 
respectively, at each piston surface that maps into the boundary 
T]=N. 



Eqs. (2) subjected to appropriate boundary conditions were 
discretizcd by finite-differcnccs in order to gencrate the grid. Thc 
program 2DGRID (Co1aço et a1, 1995a) was used in this paper. 
Such program can treat boundaries composcd by line or circlc 
segrnents. Thc program also permits thc choicc of cithcr first
kind (fixed points) or second-kind homogeneous (orthogonality) 
boundary conditions at each surface. 

The so1ution of Eqs. ( 4) for the transient temperature fidd 
T(é,,T),t) was also obtained by finite-differences, by using the ADI 
(Alternating Dircction lmplicit) method of Peaceman and 
Rachford ( 1955). The resulting tri-diagona1 systems were solved 
with a vector version of Thomas' Algorithm (Ortega, 1988) in 
order to reduce the CPU time in the Cray 190 at COPPE. We 
havc used the program 2DrmA T based on such vectrorizable ADI 
method (C o laço et a!, 1995b ). This is a quite general program for 
the solution of transient linear diffusion problems in two
dimensional geometries. lt is capable of treating boundary 
conditions of first, second or third kinds, \vith constants or 
variable coefficients, as well as source terms in thc region. Thc 
program 2DHEA T was validated by comparing its results for 
regular geometries in rectangular, cylindrical and polar 
coordinates, with known analytical solutions (Úzisik, 1993). We 
performed more than 75 tcsts and the relativc error between 
numerical and analytical solutions was always less than I% 
(C o laço et al, 1995b ). Thc application of the programs 2DGRID 
and 2Dl IEA T to thc transicnt analysis of thc diesel cngine piston 
shown in figure I is described next. 

RESUL TS AND DISCUSSION 

For the results presented below, the values of varwus 
parameters were chosen as follows (Singh et a!, 1986 ): 

(i) Initial temperature: T0 =!20°C; 

(ii) Oil tempcrature: Toi1=50°C; 

(iii) Hcat transfer coefficient to the oil: hoit=l75W/m2°C; 
(iv) Piston thermal diffusivity: a*=0.97xl0-5m2/s; 
(v) Piston thermal conductivity: k=54W/m20C; 
(vi) Heat transfer coefficient to the gases in the combustion 

chamber: hgas=290 W/m20C. 
Other parameters of interest for the analysis were varied for 

the study of severa! test-cascs. The values of such paramcters 
appear below when required. 

Before obtaining results for the piston transient temperature 
field bv using the present numerical approach, a grid convergence 
analysis is required in order to assess the numerical erro r 
invo!ved in the solution. For the san1e reason, an analysis of the 
time step used in the ADI method shall be performed. 

Five different grids were generated. The number M of é, !ines 
and N of 11 !ines of each grid are presented in table I, while 
figure 3 shows grid G4, with M=20 and N=195. 

Table 1 - Finite difference ~ds 
Grid M N 
G1 30 195 
G2 30 163 
G3 20 163 
G4 20 195 
GS 20 210 

The temperatures of the 18 pomts shown m figure 4 were 
compared for the grids presented in table I . Such temperatures 
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were obtained tor time t=IO s and for a water cooled engine with 

h00=1400W/m2°C and Ta:,=85°C. The temperature of the gases in 

lhe combustion chamber was taken as T gas=800°C. The time step 
used was ,\t=lx!0-3s for grids Gl to G4; but such time step 
rcsulted in a unstable solution for grid G5. Therefore, we have 
used c\t=O 5xllr3s for grid G5 dueto stability requirements. 

0.0:?0 ü.030 0.040 0.05C 0.060 ü.OICl 

Figure 3 - Grid G4, M=20 and N=I95 

~ 1\\\ li'I !'.,~ , 
UlrUUUu~ 

J4 .. 
17 

_/ 
\_ 18 

Figure 4 - Points to test the grid convergence 

a e - e atJve temperature T bl 2 R I 1 erence m percent b etween gn ~ 

Point G1-G2 G2-G3 G1-G4 G3-G4 G4-G5 
1 0.024 0.002 0.002 0.027 0.001 
2 0.138 0.207 0.002 0.346 1.117 
3 0.348 0.061 0.124 0.412 0.941 
4 1.556 0.110 0.461 1.937 1.003 
5 1.600 0.115 0.483 1.999 1.022 
6 1.585 0.093 0.531 2.055 1.082 
7 1.642 0.094 0.556 2.139 1.086 
8 1.484 0.020 0.522 2.056 1.094 
9 1.511 0.031 0.534 2.108 1.109 
10 1.194 0.194 0.466 1.877 1.064 
11 1.220 0.220 0.450 1.915 1.082 
12 0.815 0.266 0.346 1.440 0.972 
13 0.959 0.304 0.285 1.565 0.965 
14 0.274 0.123 0.122 0.520 0.827 
15 0.445 0.224 0.074 0.747 0.753 
16 0.045 0.095 0.100 0.040 0.079 
17 0.056 0.159 0.244 0.029 0.080 
18 0.015 0.009 0.008 0.015 0.003 



The relative difference in percent for the ternperatures 
colnputed with the different grids used in this study are shown in 
table 2. It can be noticed in colurnns 3 and 4 of table 2, that the 
temperatures vary by less than 0.56 o/o by using M=30 instead of 
M=20, either for N=l63 or N=195 . Thus, it appears that the grid 
is sufficiently converged in the ~ direction for M=20. On the 
other hand, the ternperatures vary by more than 1. 5 %, for severa! 
points by usmg N=l95 instead ofN=163, as shown by co1urnns 2 
and 5 oftable 2. A relative difference of 1.1 o/o is observed for few 
points in colurnn 6 of tab1e 2, by increasing N from 195 to 21 O 
with M=20; but the CPU time increased by a factor of2.2 in such 
case. B111>ed on the foregoing ana1ysis, we decided to use grid G4 
with M=20 and N= 195 in this study. The use of grid G5 with 
M=20 and N=210 was avoided so that the CPU time would not 
be excessively 1arge. 

The effect of the time step on the so1ution was also 
exarnined. The solution changed by less than 0.002% by reducing 
the time step from 1 Q-3s to 1 Ü-4s. 0n the other hand, the so1ution 
became unstable when the time step was increased to 1 o-2s. 
Therefore, we have used in the examples shown below the time 
step ót=10-3s. 

After choosing the grid and the time step, we performed an 
ana1ysis ofthe timewise variation ofthe temperature in the piston 
for different coo1ing techniques and thermal1oads. The test-cases 
studied in this paper are summarized in table 3. 

Tab1e 3 - Test-cases 
Case Coolant Tao(0 C) hx(Wm?t:) Tgas(0 C) 

1 water 85 1400 800 
2 water 85 1400 1000 
3 water 85 1200 800 
4 a ir 25 123 800 
5 arr 25 123 1000 

Figures 5-9 show the variation for the temperature with time, 
until the steady-state is reached of se1ected points in the piston 
for cases 1-5, respectively. These figures show a temperature 
reduction for some of the points studied, due to the initial 
temperature of 120°C used in the analysis, which is larger than 
the oil and coolant temperatures. Such is the :::ase for a warm 
engine start-up. By comparing figures 5 and 6 for a water-cooled 
engine, we notice an increase on the temperatures of points 1-4, 
when the temperature of the gases inside the cylinder increase 
from 800°C to l 000°C, which correspond to a larger engine speed 
or load. However, the ternperature of points 10, 15 and l7 are 
very little affected by such increase on the gases temperature. 
This is not the case for an air-cooled engine, as can be noticed by 

comparing figures 8 and 9, for Tgas=800°C and Tgas=l000°C, 
respectively, which shows a general increase of the temperatures 
in the whole piston when the gases ternperature is increased. A 
comparison of figures 5 and 7 shows that for a water-cooled 
engine, the temperatures of the piston are very little affected by 
reducing the overall heat transfer coefficient to the cooling fluid 

from hao=1400 W/m2°C to hao=1200 W/m2°C. 
By comparing figures 5 and 8, we notice a general increase 

on the temperature leveis inside the piston, when the engine 
cooling system uses air instead of water. This fact shows that the 
piston rings in the air-cooled engine are more likely to degrade 
dueto thermal creep, than those in the water-cooled engine. Also, 
note that the radial ternperature difference between points 1 and 
2 is much larger for a water-cooled than for an air-cooled engine. 
This fact shows that the piston in the water-cooled engine is 

I 
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subjected to higher thermal stresses than in the air-cooled engine. 
The conclusion above can also be drawn by comparing figures 6 
and 9. Figures ~-9 also show that, for the test-cases studied, the 
steady-state is reached earlier for water-cooled engines than for 
air-cooled engines. The steady-state was reached after 
approximately 600s for a water cooled enginc and after 
approximately lOOOs for an air-cooled engine. 
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WATER COOLED -+- Point2 __ oo j Tco :85 °C 

-1<'-- Point3 

L hco = 1400 W/rd°C 

~ 
~ Point4 Tgas =800°C 
--+- Pant 10 

'l./' " -a- Point 15 

Point 17 

100.00 
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Figure 5- Temperature variation with time for case 1 
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Figure 6- Temperature variation with time for case 2 
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Figure 7- Temperature variation with time for case 3 
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Figure 8- Ternperature variation wíth time for case 4 
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Figure 9 - Temperature variation wíth time for case 5 

For illustration, the steady-state temperature distribution in 
the piston is shown in figures 10-14 for test-cases I to 5, 
respectively. Note in these figures the higher temperatures in the 
air-cooled engines than in the water-cooled engines. Also, note 
the higher temperature gradients in the radial direction in the top 
region ofthe piston for the water-cooled engines. 

Levei T ("C) 

F 337.549 

E 321. 599 

o 305 .849 

c 289 .999 

B 274 . 149 

A 258. 3 

9 242 .45 

8 226 .6 
Wa1 er cooled 7 2 10. 7:1 

T cc85 °( 6 194.9 -
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Figure !O- Steady state temperature distribution for case I 
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Figure II - Steady state ternperature distribution for case 2 
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Figure 12- Steady state temperature distribution for case 3 
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Figure 13 - Steady state temperature distribution for case 4 
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Figure 14- Steady state temperature distribution for case 5 

We have also compared the CPU times for the vectorized 
version of our code and for the sarne code with vectorization 
inhibited. The speed-up of the vectorized code over the non 
vectorized one was 5.5, on the Cray J90 at COPPE. 

CONCLUSIONS 

We have applied an elliptic scheme of numerica1 grid 
generation in order to solve the transient heat conduction problem 
in a piston of a diesel engine, subjected to time-averaged 
boundary conditions. 

The analysis performed reveals that, for the cases studied, the 
steady-state was reached earlier for water-cooled engines than for 
air-cooled engines. The temperature leveis are higher in the air
cooled engine piston; but the water-cooled engine piston is 
subjected to larger radial temperature gradients, and 
consequently, to larger thermal stresses. 

The use of a vector version of Thomas algorithm to solve the 
tri-diagonal systems resulting from the discretization with the 
ADI method, resulted in a speed-up of 5.5 over a non-vector 
version ofthe sarne code. 

Next steps to be taken as a continuation of the present work 
are the study of the piston subjected to time-varying boundary 
conditions; and the solution of the inverse problem of estimating 
such boundary conditions. 
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Summary 
ln this work the ignition process in Diesel engines is simulated. It is assumed that 
the droplets follow the gas phase and their distribution in the chamber is known. 
Also the molecular transports are neglected in t,he chamber scale, which permits to 
describe easily the gas phase in Lagrangean coordinate. From this model it is possi
ble to follow the ignition process through the chamber and to determine the effects 
of the droplets radii and temperature distributions on the ignition. 

lntroduction 

This paper is concerned with the ignition process 
in the combustion chamber of Diesel combustion 
engines, aiming to determine the ignition delay 
time. This delay has great impact on the tempo
ral change of the cylinder's pressure, which affects 
the noise, vibration and efficiency of the engine. 
Further, the understanding of the igni tic .. process 
may permit the use of new fuel compositions. 

Until recently the ignition problem was only 
studied experimentally. The fnst study about the 
influence of the temperature and pressure in the 
ignition delay was perform.ed by Wolfer (1938) . 
Since then severa! experimental works have been 
made to examine the influence of other parame
ters, e.g., spray and fuels characteristics, and ex
perimental conditions (Kimamoto and Kobayashi, 
1991). Nowadays, numerical studies on ignition 
are performed with a lot of computation time 
(Ramos, 1989, Reitz, Rutland, 1995). 

Another way to analyse the ignition process is to 
take relative simple models w'hich still include the 
main processes. This kind of procedure sometimes 
allows to obtain analytical results that help a bet
ter understanding of ignition process. ln this sense, 
Linán ( 1990) simulated the ignition in Diesel com
bustion engines with a non-uniform reacting mix
ture and pressure variation. This model is able to 
determine the region where the ignition occurs . 

An improvement in the ignition analysis was 
clone by Linán and Williams (1993). They stud
ied it in an unsteady, strained, variable-pressure 
fuel-air mixing, which is a common configuration 
found in turbulent mixing met in the combustion 
chamber. 
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ln this analysis we use the Linán's model (1990) 
to study the reactants mixture imposed by the 
droplets vaporization. 

Model and Mathematical Formulation 
We analyse the igni tion process of a droplet 

cloud inside a combustion chamber with chang
ing volume to simulate the processes often met in 
Diesel combustion engines. 

ln the model it is adopted a cylindri'cal com
bustion chamber with radius rc, and height l(t) 
at timP. t. The atomization process, which deter
mines the distribution of number, size, velocity, 
and temperature of the droplets inside the cham
ber, is neglected, then the droplets distri bution nd 

is assumed known at the injection time t = tinj. 

We assume that the droplets radii are very small, 
implying that they follow the gas phase fiow, and, 
consequently, the droplets vaporize without being 
affected by the difference of velocity between the 
two phases. 

Besides these, the fuel mass load in the combus
tion chamber of Diesel combustion engines is much 
smaller "than the air mass load as a consequence of 
the stoichiometric condition. This fact guarantees 
that the distance d between droplets is very large 
compareci to the mean droplet radius, a. There
fore the interaction among droplets does not alter 
the droplet vaporization rate. 

An estimative of the distance d between droplets 
is obtained assuming uniform the droplets distri
bution nd = N /V throughout the chamber, where 
N is the total number of the droplets in the cham
ber of volume V. Since the volume occupied by 

droplet is 1/ nd, then the distance d is 1/ nY3
. R e-



calling that in this model we take d"" 1/n~13 then 
~a. 

ln Diesel combustion engines the fuel is injected 
near the crank point where the pressure and tem
perature are high, consequence of the work clone 
to reduce the volume. We consider that the gas 
phase temperature and pressure values are very 
below the criticai point values. This assumption 
together with the zero difference between the ve
locities in the two phases and the large distance 
among · the droplets justify the use of the quasi
steady state model for the droplet vaporization and 
combustion processes. Furthermore, it is consid
ered the thermal conductivity of the liquid phase 
very large, leading to the temperature inside the 
droplet to be uniform, equal to the surface tem
perature. 

We consider that the piston velocity and the gas 
phase velocity, which is assumed zero at the fuel 
injection, are much smaller than the sound speed. 
Therefore, it is assumed that the pressure is uni
form, P = P(t), in the combustion chamber. 

ln this problem we consider that the charac
teristic diffusive (or conductive) time correspond
ing to the chamber scale is much larger than the 
characteristic time of the motion of the piston te, 
therefore the molecular transports ( diffusion and 
conduction) can be neglected in the combustion 
chamber scale. They are important only in the 
droplet scale, and are responsible for determining 
the droplet vaporization rate. Neglecting those 
processes make easier to describe the gas phase 
in the chamber scale in the Lagrangean coordinate 
system . 

ln this coordinate system we follow the fluid 
particle, which we assume with cilindrical symme
try, that at the injection time tinj is between the 
radii ( and ( + d(. For t > tinj the fluid par
ticle will be between r((,t) and r((,t) + dr((,t), 
where the function r satisfies the initial condition 
r( (,O) = ( and the boundary conditions r( O, t) = O 
and r(re,t) =Te. 

lt is assumed that each fluid parti de is filled with 
nd droplets per unit volume with the sarne radius 
and temperature, which correspond to the mean 
value of the radii a, and temperatures T5 , of the 
droplets. ln addition nd, a and Ts change contin
uously along the chamber. ln the chamber scale, 
the gas phase sees the droplets as a source of fuel 
and sources of heat and sinks of oxidant if there 
is combustion, and the intensities of these source 
and sink are determined by the droplet processes 
analysis. 

The nondimensional variables of this problem 

1040 

are 

T = tfte, x = r/re, Ç = (/re, J = ndo/nd, 

TJ = nd/ndo, rp = l(t)flo, O= T/To, (!=p/ fio, 

p = P/Po, Yo = Yo/Yoo, and YF = YF 

where T, x, Ç and J are nondimensional time, po
sition of the fiuid particle at r, its position at r; > 

and its volume in comparison of that at Tinj, re
spectively. Also, O, g, p, yo, YF, r/>, are nondimen
sional temperature, density, pressure, oxidant and 
fuel concentration and volume of the chamber at 
T relatively with that at Tinj· The subscript ( )o 
indicates the profile or a ':'alue of certain variable 
at the injection time and ( ) represents the average 
value of the initial profile, given by 

- 1 J Po =v, p dH0 , 
O V0 

- 1 J Yoo = ~ pYoo dHo, 
Povo Vo 

-· Po 1 J To = -
1

:> _ = -=--v; p1'o dHo, 
t.9 Po Po o Vo 

ndo = ...!:._ f ndo dHo 
Vo Jv0 

where Vo is the chamber volume at Tinj. 

The processes inside each fluid particle are de
scribed by the conservation equations (Fachini·,_ 
1992) 

la1 

2J( d( = rp(r) (1) 

:T (gJ) = r'nryo (2) 

:r(gJyF) = rilTJo- Jw (3) 

a . 
âr(gJyo) = -sJw (4) 

a a 
âr (gJO) =-(r- 1)p ar (J)- QdTJo + QJw (5) 

p = gO, (6) 

where Q = q / cpTo is the nondimensional heat re
leased from the chemical reaction per unit fuel 
mass, s = v /Yoo, where v is the amount of oxi
dant reacting stoichiometricaly with the unit mass 
of fuel and 1 = cp/ Cv. The chemical reaction is 
assumed to be one-step, irreversi ble and following 
the Arrhenius kinetics, thus the reaction term is 

w = Dar!YoY'Fexp( -0/0), (7) 

where 0 = E/ Rf'o, E is the activation energy, R 
is the universal constant of the gases, and Da = 
BteY00 is the Damkholer number, B is the fre
quency factor, and n and m are the global order 



of the reaction. The total heat exchanging qd be
tween the gas phase and each droplet is 

" ~ 3 
qd = (inL- inrOs + cdcv Yoo/ Ro;F a DOs/Dr) 

(8) 
where c1 and Cp are the specific heat of the fuel and 
of the ai r, respectively. 

From the quasi-steady state model for the 
droplet problem, the vaporization rate in is given 
by (Borghi et. al. 1985) 

where in = M iidotv/ f5o, M is the droplet vapor
ization rate, a( T) is the nondimensional droplet 
radius scaled by the initial radius ao, iido and /5o 
are references droplet number per volume and gas 
density, respectively, ÀtJ,e is the vaporization rate 
constant for pure vaporization and for vaporiza
tion with combustion respectively, Yoo/ Ro;F = 
47r /3 · ptf f5o i/doaÕ is the ratio of fuel and ai r 
masses inside the combustion chamber, ~ = 
2 ptf f5o ate/ aõ is the relation between the charac
teristic times of chamber volume variation te and 
of droplet vaporization, where a = k/ cp/5o is the 
the thermal difusivity (k and Cp are thermal con
ductivity and the constant pressure specific heat 
of the gas phase, respectively) The value of Àv,e is 

Àv = 1/ Le ln [(1- YF )/(1- YFs)], (10) 

Àe =ln [(s + Yo)/[s(1- YFs)] 1
fLe] , (11) 

where Le is the fuel Lewis number, Yo and YF are 
the nondimensional oxygen and fuel concentrations 
in the far region from the droplet surface, respec
tively, YFs the fuel concentration at the droplet 
snrface is related with the droplet temperature Os 
by the Clausius-Clapeyron formula 

y F s = ex P [;3 ( 1 - O B /Os)], (12) 

where Oa is the nondimensional boiling tempera
ture, ,l3 = L/ R9Ta, L is latent heat of vaporiza
tion, R9 is the gas constant, and Ta is the boiling 
temperature. The variables YF and Yo are the lo
cal oxygen and fuel concentrations in the chamber 
scale determined by equations (3) and ( 4) . 

From the assumption that thermal conductivity 
of the liquid phase is very large, the droplet tem
perature is uniform. lt is given by the conservation 
equation (Borghi et. al. 1985), 
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for Os < O B , ( 13) 

where PI and C[ are the density and specific heat 
of the liqnid, respectively, and L = L/cvTo is the 
non-dimensional latent vaporization heat, where 
to is a reference temperature. e is the nondimen
sional temperature far from the droplet surface de
termined by eq uation ( 5). 

When fuel has a high value for ;3, which is the 
case of the heavy fuels, the droplets are heated 
with very small vaporization rate until they reach 
the boiling temperature and only after that they 
vaporize. This fact permits to treat separately the 
two processes. ln the heating period Àv,e ~ 1, 
then the right hand side of equation (9) is in first 
approximation equal to O - Os. 

Equations (1) to (13) must be integrated with 
the initial conditions, T = Tinj, 

(lo= Po/ /5o, Yoo = Yoo/Yoo, Oo = 1à/To, 

y FO = 0, J = 1 , p = 1 , a = 1 , 0 s = 0 sO. ( 14) 

The position of the fluid parti ele at time T > Tinj 
is determined by the equation (1) in the derivativc 
form, 

Dx/D(, = J(,j<px, (15) 

which must satisfy the boundary and initial con
ditions 

x(O,r) =O, x(1,r) = 1, x((,Tinj) =.( (16) 

The chamber pressure in this problem is an eigen
value and its determination is by the imposition 
of the extra boundary condition (16) in equation 
(15 ). 

The volume chamber variation <p(r) is a known 
data determined by the piston motion . As <p( T) 
near the crank point can be described by a squarP 
law in the time, we here take it as 

where 1+Re is the relation of compression at T = 1. 

Ignition Analysis 
The ignition process is determined by the rapid 

increase of the temperature following the rapid de
crease of the reactants concentration. However, 
the induction period, the variadon of the temper
ature is only enough to vary the chemical reaction 
rate in an arder of unity. As the activation energy 
has a high value, then that variation is small, of 
the order of the inverse of the activation energy. 
So, the temperature in the induction time can be 
written as (Linán, 1974) 

(18) 



where E = 1/0. The reactants variation is of the 
same order, so 

Yo = Yoi(1 + t:f)o), Yo = YFI(1 + t:iJF)· (19) 

The value ( )I represents the chamber condition at 
the ignition. Also, from (6) and (18), the density 
and the pressure can be expressed as 

f! = f!I(1 + EQ), p = PI(1 + Ep). (20) 

The vaporization rate, radius and temperature 
of the droplets follow the same behavior of the vari
ables in the chamber scale ( 18) to (20). So that, 

J = 1[(1- t:i), o. = B,r(1 + t:Ô,), 

rn = ri~I(1 + t:ih), ai= aii(1 + t:â). (21) 

The time scale must be modified in order to ob
serve the variation of the properties of the order E 

and to be able to follow the processes. The new 
time is defined as 

r= r1(1 + Ef) (22) 

ln this new time scale the chamber's volume 
changes are given by 

tp = 'fJJ(1- Etp). (23) 

From ( 17), the expression for <P is 

0 = 2Rcrr(1- rr)/[1 + Rc(ri- 1)2]f. (24) 

Using these properties in equations (1) to (13) 
it is obtained 

fol 2Jd( d( = 'fJitp(f) (25) 

ô(Q- i)/ôf = aT]do (26) 

ô(iJF)ôf = -b/YFI exp(Ô) (27) 

ô(f)o)/ôf = -aTJdo- sb/Yoi exp(Ô) (28) 

ôÔ/ôf = (!- 1)81 jôf + Qo/BI exp(Ô)- x (29) 

p = ô + º (30) 

where a= mrrilJ/f!I, o= VriYÔIYFie-e;o1 , and 

X= TJdo[a(BI+l-!Bsi )/BI) + 

ct/ Cv fJoo/ Ra; F BsiaJf rulJB I ôÔs/ ôf] 

When the droplets number distribution is uni
form in the combustion chamber, the fuel con
centration is uniform too, the fluid particles have 
the same volume variation as the chamber volume, 
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and the function J becomes equal to the cham
ber volume, J = tp(r). The distribution TJdo of 
the droplets of differen te radii is TJdo = L:: i TJdoi. 
The fuel mass vaporization rate is given by TJdoa = 
l:;TJdoiai. So that the net heat, heat realesed by the 
work of compression less the heat for droplets heat
ing and vaporization, provided to the gas phase is 

x(ri) = (!- 1) dtpjdf-

N 

L { TJdo; [ai( O Ii+ L- /Bsii)/BJi) 
i=l 

+ Ct iJoo BsliaJi ~(Ôsi)l} 
cv Ra;F i f!I'-PiiBii dr 

(31) 
ln this case th'e ignition time r1 is easily deter
mined, it is given by the condition (Fachini 1992) 

Qb(ri)/BI(rr) = x(ri) (32) 

The interesting case occurs when the droplets 
distribution is not uniform, so that the fuel and 
oxygen concentrations are not uniform inside the 
combustion charnber. As we can see from equa
tions (27) to (29), for studying the induction pe
riod of the ignition the fuel and oxygen concentra
tions are not important . 

Using the condition that the fuel mass load is 
much smaller than the air mass load, then ar]do ~ 
1 and, consequently, x ~ 1 which, from (29), leads 
to 

ê = j (33) 

in first approximation. Moreover, the gas proper
ties change a little from the process of compression 
without droplets (Fachini 1992). Then, we may 
suppose that 

Br = Bisen(ri)(l- EÔr), (34) 

where Bisen is the temperature in the isentropic 
conditions at r = rJ . 

Then, the ignition problem is formulated by the 
energy conservation equation (29), that written as 
a function of the pressure is given by 

âpjôf-!ô}jôf = QDrlexp(-0/f)jsen)/Bisen 

YoiYFiexp(-ÔI)exp(p- i). (35) 

The formulation is completed by the equation (25) 
and with the following initial condition 

f ...... -00 i=p-+0 (36) 

lt is more convenient to use the, function U, 
p h - J, and the ti me 1r, defined as 

d1rjdf = QDrlexp[-0/Bisen + p(J -1)/t]hBisen· 
(37) 



Then, equation (35) written for U in the time 1r 

takes the form 4 . O 

âU/éh = [y01 yP1exp(-ÔI)]exp(U), (38) 

whose solution is 

(39) 

From (37) and (39), it is found that C1 = 1 and 

u = 7r----. o, as T----. -oo ( 40) 

The ignition occurs when U----. oo, which leads to 

As we do not know the evolution of p, it is not 
possible to integrate equation (37) together with 
equation (40) for finding the ignition time TJ. To 
avoid this difficulty p is expressed as a function of 
U. For this we multiply by 21[( the expression 
that defines the function U and integrate it in the 
interval O to 1. This procedure leads to 

p =I [<P + ;I 11 2)[ln(1- 1rYoiYFie-Ôr)(d(] . 

( 42) 
Then, substituting equation ( 42) in the (37) and 

integrating it between O::; 1r::; 1r;9 and -oo ::; f::; 
O, the value of the TJ is determined by 

_ jo 11rign { {1- 1) 
b exp[{l-1 )<f']df = exp [ 

-oo O i.p[ 

la1 

)[ ln(l- <PY0'1YF}i 1 )2(d(]} d<f> (43) 

where 6 = Q DTJ exp( -0 /fh )hfh . Observe that 
the left hand side of this expression is the heat 
realesed by the work of reducing the chamber vol
ume, and the right hand side of it is the heat gen
erated by the chemical reaction . 

Results and Comments 
It is presented now an example of the com

bustion inside a Diesel engine. The fuel is that 
the molecular weight is 184 g/mol , the latent 
heat of vaporization is 300 cal/ g, the liquid spe
cific heat is 0.42 cal/ gf{, the boiling tempera
ture is 508 ]{, and the stoichiometric ratio oxy
gen and fuel masses v is 3.16 (Taylor, 1985). lt 
is taken Cp = 0.2489 cal/gK, Cv = 0.1844 cal/gK, 
Da = exp(10), 0 = 21, Rc = 10. The initial 
droplets distribution is 'T}o = (1- 0.9()/0.55 , the 
ratio of oxygen and fuel masses Ro; F is 7 and the 
initial droplet radius is such that Ll = 5.625. The 
initial temperature of the gas phase is such that 
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Figure 1: Chamber pressure variation with time. 

with the volume redution of a factor 11 the tem
perature reaches the value of 1050 J( if the process 
were isentropic, and the initial temperature of thc 
droplets is 300 J( . 

ln these conditions, the behavior of the pressure 
in the combustion chamber is according to figure 
1. 

The imposed initial droplets distribution has a 
simple linear variation with the chamber radius, 
where the largest droplets density is at tlí.e center. 
So that, in that position with the droplets vapor
ization the fuel concentration will be larger than 
qther position. Then, the ignition occurs there first 
a:s it is showed in figure 2, since the gas phase tem
perature is assumed uniform, remaining so until 
the ignition. After ignition the chamber tempera
ture increases depending on the fuel concentration, 
as we can see in figure 3. 

Çonclusion 

'l'IJ <· simplified treatment of the ignition analy
sis lur a. nonuniform chamber temperature is possi
ble b('cause the combustion in a Diesel combustion 
engin(> occurs with very large air-fuel mass ratios, 
which !Pads to a small variation of temperature 
frorn tltf' isentropic value . 

'I :1 · ·r 1del can be also used for studying the 
"• 11. ". of main parameters on the vaporization, 
rgnr tiuu and combustion processes of the droplets, 
which allows to follow the pressure behavior in the 
chamber. 

Whithout losing simplicity, it is possible to im
prove this model including the effect of the differ
ence of the velocities between the two phases and 
the turbulence in the droplet vaporization rate. 



s.s ... 
'"'Oo8 

~.~~ .. 
~ .. 'Oou 

o.ooti-ooo 

....... 
o· o~' ....... 

S a?:> 

Figure 2: Behavior of the fuel concentration during 
the ignition in the chamber, the period of ignition 
is 0.9926 ~ r ~ 0.9972, but it is represented be
tween O to 1. 
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Figure 3: Behavior of the temperature inside the 
chamber. 
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Anotner step is to take the heat and mass molecu
lar transport between fluid partides and with the 
chamber wall. 
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RESUMEN 

Se presenta un modelo termodinámico multizona que se ha utilizado para predecir el 
comportamiento de un motor de encendido por chispa (ECH) de cuatro tiempos. E/ modelado inc/uye 
blowby, renovación de la carga, transferencia de calor, un exhaustivo análisis de la composición de los 
gases asi como de sus propiedades temzodinámicas y de transporte. El proceso de combustión se 
caracteriza mediante /eyes empíricas ajustadas experimentalmente. 

INTRODUCCIÓN 

Durante las últimas decadas se han desarrollado una gran 
variedad de modelos que describen la evolución de! fluido 
dentro de! cilindro de un motor de encendido por chispa (ECH) 
de cuatro tiempos. Estos modelos se pueden clasifícar en dos 
grupos principales: termodinámicos y Ouidodinámicos o 
dimensionales dependiendo de la resolución espacio-temporal 
dei campo de Oujo. Los modelos termodinámicos pueden 
clasifícarse en dos subgrupos: modelos de una zona y multizona 
de acuerdo con el número de fases en las cuales la carga 
contenida dentro el cilindro es dividida. Dei mismo modo, los 
modelos dimensionales pueden dividirse en um y 
multidimensionales en función dei número de dimensiones 
espaciales que ana!izan. 

La elección de un tipo u otro de modelado supone conjugar 
• una serie de factores como son el conocimiento dei proceso que 

realmente tiene lugar en el M.C .I.A., la obtención de datos 
experimentales que permitan comprobar los resultados obtenidos 
computacionalmente y e! grado de exactitud deseado dei modelo 
conjugado con el gasto computacional que lleva. 

Con el modelo que aqui se presenta se ha pretendido 
conseguir un cálculo razonablemente preciso y predictivo en el 
cilindro sin un cxcesivo incremento en cl tiempo de cálculo a la 
vez que se analizan todos los fenómenos que tienen lugar dentro 
de él. Como criterio básico se ha intentado analizar por separado 
cada uno de los fenómenos que tienen lugar dentro de un ECH 
con objcto de conseguir una modularidad que permita 
posteriores mejoras. Consecuencia de esta modularidad es el 
hecho de una posible transfonnación a un modelo dimensional: 

El modelo desarrollado permite simular distintos tipos de 
combustible con diferentes composiciones de aire realizando Wl 

exhaustivo análisis de la composición y de las propiedades 
termodinámicas de la mezcla de gases contenida dentro dei 
cilindro, considerando un total de 13 especies químicas 
diferentes. Asímismo permite emplear diferentes correlaciones 
para el cálculo de la transferencia de calor (tanto convcctiva 
como radiativa) y de las propiedades de transporte a la vez que 
pennite simular diferentes leyes de quemado ya sea mediante 
leyes empíricas con coeficientes variables o bien ajustadas a 
partir dei análisis de diagrmnas presión-volumen obtenidos 
experimentalmente. Dei mismo modo se realiza un modelado 
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termodinámico para analizar el flujo de masa a través de las 
válvulas de admisión y escape y las pérdidas por blowby 

ESTRUCTURA DEL MODELO 

El modelado termodinámico de los gases contenidos dentro 
de! cilindro se realiza considerando un sistema abierto. El 
modelo es apropiado tanto cuando el gas contenido dentro dei 
sistema puede considerarse uniforme en composición y estado en 
cada punto e instante de tiempo, como cuando el estado y la 
composición varian de un instante a otro debido a la 
transferencia de calor, transferencia de trabajo y de flujo de 
masa a través de la frontera dei sistema y/o desplazamiento de la 
frontera. Las ecuaciones fundamentales que se utilizan para 
modelar un sistema como el mencionado son la ecuación de 
conservación de la masa Eq. (I) y la primera ley de la 
termodinámica Eq. (2). 

( I ) 

(2) 

de tal modo que a partir de la integración en e! tiempo de Eq. 
(I) y Eq. (2) se puede calcular la evolución dei estado de los 
gases presentes en e! cilindro en función dei ángu!o girado por e! 
cigüefíal. 

Desde un punto de vista meramente tennodinámico se 
pueden distinguir una serie de procesos claramente 
diferenciados a lo largo de los 720 grados que dura e! ciclo 
operativo de un ECH de cuatro tiempos (Heywood, 19R8). Estos 
procesos son: proceso de compresión, combustión, expansión, 
.escape y admisión. 

El proceso de compresión comprende el intervalo de tiempo 
que va desde que se cierran las válvulas de admisión hasta que 
comienza el proceso de combustión. La mezcla de gases que se 
comprime está formada por una mezcla aire combustible y gases 
residuales y reciclados de escape. 

Durante este proceso la mezcla contenida dentro dei cilindro 
intercambia masa con e! exterior a través de los segmentos de! 
cilindro. Además existe una transferencia de calor entre los 
gases y la pared interior dei cilindro, culata y cabeza de! pistón, 



y el pistón realiza un trabajo sobre los gases ai comprimidos. 
Durante la compresión, en e! cilindro se tiene una única zona de 
modo que solo existe una única presión p y una única 
temperatura T. 

El proceso de combustión en un motor ECH tiene lugar 
cuando salta la chispa en la bujía, aproximadamente unos 20° 
antes de que el pistón alcance e! punto muerto superior. Este 
proceso dura hasta que se quema el combustible contenido 
dentro de la cámara. 

Durante la combustión e! es~do termodinámico y la 
composición dei gas quemado es no uniforme ya que se tienen 
diferentes zonas de m.'lsa quemada y no quemada a diferentes 
temperaturas. Un amilisis de la combustión en M.E.P. bajo e! 
enfoque dei Primer Principio, o lo que es lo mismo, baJO un 
modelado termodinâmico, es capaz de cuantificar estos estados 
dei gas (Ramos, 1989). 

=,,,,,, .. ,~~~ \~'<.-:0.. Q 
,-...~ 

\ \'--

>:6-t~~, 

l~ -
/ -- ~ -- -----

Figura I -Esquema de la llama en un ECH durante e! proceso de 
combustión. U zona no quemada, A zona quemada, W trabaio, Q 

flujo de calor transferido hacia las paredes (Heywood, 1988). 

E! modelo multizona desarrollado considera la geometría de 
la câmara de combustión y la presencia de los gases quemados y 
los no quemados (figura I). En este modelo, la mezcla contenida 
en el cilindro se divide en dos zonas, quemados y no quemados, 
los cuales están separadas por una superfície discontinua (la 
llama) de volumen despreciable. Durante un diferencial de 
ângulo de giro, existe transferencia de masa de la zona de no 
quemados U hacia la zona de quemados A. La temperatura y 
composición de los gases quemados y no quemados son 
diferentes, y la presión es uniforme a través de la câmara de 
combustión. Asímismo no hay transferencia de calor entre la 
zona quemada y no quemada. Si bien puede parecer que este 
modelo es extremadamente simple, los dalos experimentales 
muestran que estas suposiciones están bien justificadas 
(Ferguson, 1986; figura 6). 

El proceso de expansión tiene lugar después dei proceso de 
combustión. Este proceso dura hasta justo antes de la apertura 
de Ia válvula de escape. Este proceso es idéntico ai proceso de 
compresión salvo que ahora se produce una expansión de la 
mezcla contenida dentro dei cilindro dando lugar a un trabajo 
sobre el pistón. La mezcla esta formada por los productos de 
combustión dei combustible con e! aire, los cuales se encuentran 
a una presión y temperatura elevada. 

El propósito de los procesos de escape y admisión es renovar 
la carga de gases quemados que hay ai final de la carrera de 
potencia y admitir carga fresca para el próximo ciclo. Debido a 
que la apertura de las válvulas no es instantânea, a Ia variación 
de volumen dentro dei cilindro, a los efectos de inercia de la 
masa gaseosa y a los fenómenos de propagación de ondas dentro 
dei sistema êle admisión y escape, la presión en la admisión, 
cilindro y escape durante estos procesos varían de una fonna 
complicada. El modelo elegido para analizar el proceso de 
rcnovación de la carga en un ECH corresponde a] modelo 
cuasiestacionario. El modelo cuasiestacionario considera ai 
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motor como un conjunto de elementos (colectores de admisión y 
escape, cilindro, compresor, turbina, etc.) interconectados en 
serie, considerando que el flujo a través de cada uno de ellos se 
comporta como estacionaria durante cada intervalo de tiempo 
analizado pero variable de uno a otro. Asímismo, no considera 
los fenómenos de inercia de la masa gaseosa ni las ondas de 
presión que se propagan en los conductos. La no consideración 
de este último fenómeno no supone una fuente de errores 
importante (Reyes, 1993 ). 

Dependiendo pues dei proceso que se este considerando se 
deben evaluar unos ténninos u otros en las ecuaciones Eq . (I) y 
Eq. (2). Esto ha hecho que se hayan desarrollado una serie de 
submodelos que son: modelo para e] cálculo de la composición 
de los gases (mezcla de gases quemados o mezcla de aire más 
combustible más residuales y reciclados de escape) así como el 
cálculo de Ias derivadas parciales de las fracciones molares con 
respecto a la presión, la temperatura y el dosado relativo. 
Cálculo de las propiedades termodinâmicas y de transporte tanto 
para un gas individual como para una mezcla de gases. 
Submodelo para e] cálculo de la transferencia de calor (radiativa 
y convectiva), análisis dei flujo de masa (proceso de renovación 
de la carga y pérdidas por blowby), submodelo para el cálculo de 
la fraccion de masa quemada y submodelo para el cálculo de 
parâmetros geométricos como son la superfície de contacto de 
los gases, volumen de cada zona, etc. 

COMPOSICIÓN DE LOS GASES 

El conocimiento de Ias fracciones molares de cada uno de los 
gases que compone la mezcla de gas total es necesario para 
calcular las propiedades tennodinámicas y de transporte de la 
mezcla. Para calcular Ias fracciones molares debe distinguirse 
entre dos tipos de mezcla de gases: mezc]a formada por aire más 
combustible, gases residuales y reciclados de escape 
denominada mezcla de gases no quemados y una segunda mezcla 
fonnada por los productos de combustión dei airc con el 
combustible denominada mezcla de gases quemados. 

Mezcla de Gases Quemados. El cálculo de las fracciones de 
gases quemados se realiza a partir de Eq. (3) de modo que cn 
equilibrio termodinâmico las fracciones molares de los productos 
de combustión son función de la presión, la temperatura y d 
dosado relativo. 

n+ m . ! 

x/3-{CfimO,N, I --i;-2-·{01 1 %N·N2 " %ArAr}} ~ x
1
H 

+ x2D I x/N + x;H2 + x 5·0H + x6·CO ·1 x,-NO " xi 0 2 + 
x9H 2 O ' x 111·C02 1 x11 ·N2 1 x12 Ar (3) 

Los produ c tos de combustión a bajas temperaturas ( 1700K) 
para mezclas pobres son (\, N2, I-120, C02 y Ar , y para mezclas 
ricas H2, CO, N2, H20 , C02 y Ar. Para temperaturas superiores 
(Horlock and Winterbone, 1986) se deben considerar todos los 
productos de combustión indicados en Eq. (3) tal y como se 
puede observar en la figura 2. Para la resolución de las 
ecuaciones se considera además de las ecuaciones de balance 
atómico para cada elemento, siete ecuaciones de equilibrio 
químico. El método de resolución se basa en la reduccion dei 
sistema de ecuaciones no lineales a otro de sólo dos ecuaciones 
dependientes de x13 y h x/x4. Esta resolución es distinta a la 
presentada por Olikara y Borman ( 1975) de modo que es más 
rápida en tiempo de calculo además de no presentar los 
problemas de mal condicionamiento de la matriz entorno a 
dosados relativos comprendidos entre I y 1.1 que son los 
dosados relativos típicos de funcionamiento de un EC H. 



El calculo de las derivadas de las fracciones molares con 
respecto a la prcsión, temperatura y dosado relativo se realiza 
derivando el sistema de ecuaciones no lineales que permiten 
calcular las fracciones mol,ares de los productos de combustión y 
resolviendo e! sistema que se obtiene. 
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Figura 2 - Resulllidos obtenidos de las fracciones molares de los 
productos de combustión en equilibrio de una mezcla aire

isooctano en función dei dosado relativo a 30 atms y 2250 K. 

Mezcla de Gases No Quemados. El otro tipo de mezcla a 
con.siderar es la formada por e! aire, el combustible, los gases 
residuales y los gases reciclados de escape (durante los procesos 
de compresión y adrnisión). 

Las fracciones molares de los gases que fonnan una mezcla 
de aire más combustible se puedcn obtener a partir de Eq. (3). 
Para calcular las fracciones molares de una mezcla airc más 
combustible que contienc una fracción en peso f de gases 
reciclados y de escape se debe aplicar Eq. ( 4) 

y, = y,'·( 1- yJ+y,"y, (4) 

donde Y, es la fracción molar de los productos de combustión en 
la mezcla aire más combustible y y,' y y," son las fracciones 
molares de un gas i cualquicra en la mezcla de aire-combustible 
y de productos de combustión respectivamente. 

PROPIEDADES TERMODlNÁMICAS 

Para evaluar Eq. (2) es necesario conocer la energía interna 
u, la entalpía h, los calores específicos a presión cP y volumen 
constante c,, la relación de estas calores específicos r y e! peso 
molecular l'm en la zona de quemados y no qucmados tanto para 
cada gas que compone la mezcla como para la mezcla de gases. 

El modelo usado para predecir las propiedades 
termodinárnicas considera una mezcla frozen en la zona no 
quemada y una mezcla cn equilibrio tennodinámico en la zona 
quemada (Carreras et ai., 1993). El modelo de cálculo de las 
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propiedades está basado en curvas polinomiales dei tipo de la 
ecuación Eq. (5) que fijan las propiedades tennodinámicas a 
partir de las lablatS JANAF ( 1971) 

(5) 

Los coeficientes A, son fijos y distintos para cada especie. 
Por integracion de Eq. (5) se obtiene la entalpía específica de 
cada especie. Una vez obtenidas estas dos propiedades 
tennodinámicas para cada cspecie y conocida la composición, e! 
cálculo de las propiedades termodinámicas consiste en la suma 
de las propiedades de cada especie ponderada con la fracción 
molar de cada una de ellas Eq. (6) 

W=L:w;·x, (6) 

donde W es una cualquier propiedad termodinámica de la 
mezcla. 

Scfíalar que para aplicar e! primer principio de la 
termodinámica Eq. (2) se deben de cvaluar las derivadas con 
respecto a la presión, la temperatura y e! dosado relativo de la 
energía interna específica, entalpía específica y de la constante R 
de los gases. Dichas derivadas se calculan sin más que derivar 
en Eq. (6). 

PROPIEDADES DE TRANSPORTE 

Las propiedades de transporte que se analizan son la 
viscosidad y la conductividad de la mezcla de gases contenidos 
en e! interior dei cilindro. Estas propiedades fisicas juegan un 
papel importante en los fenómenos de transferencia de masa, de 
calor y de momento de una parte dei sistema a otra. 

La carga dei motor está constituída siempre por una mezcla 
de gases y en rclación a ello hay que seiialar que las propicdades 
fisicas antes mencionadas no son aditivas, siendo notable la 
desviación en e! caso de que las propiedades de los componentes 
sean muy diferentes entre si. 

La viscosidad de una mezcla de gases puede calcularse a 
partir de la ccuación Eq. {7) 

(7) 

donde x, es la fracción molar de cada gas, J.L, la viscosidad de 
cada gas y 'f/ij una función de los pesos moleculares y 
viscosidades de los gases que forman la mezcla (Reid et ai. 
1987). 

La conductividad térmica de una mezcla de gases puede 
definirse de forn1a análoga a la realizada para la viscosidad de 
una mezcla de gases. Entre las diferentes correlaciones que se 
han implementado destacan la de Wassiljewa, la de Heywood y 
la de Ferguson. 

IRANSFERENCIA DE CALOR 

Las diversas formas de transferencia de calor que se analizan 
son la transferencia de calor por convección y por radiación 
entre c! gas contenido dentro dei cilindro y las paredes que lo 
rodcan. Se considera tres temperaturas fijas para las paredes que 
rodean ai gas contenido dentro dei cilindro. Estas tres 
temperaturas estan asociadas a la culata, paredes dei cilindro y 
cabeza dei pistón. 



Para calcular la transferencia de calor mediante convección 
se considera un coeficiente convectivo hc promediado 
superficialmente siendo diferente para cada zona (Pucher, 1986). 
Se consideran diversas correlaciones semiempíricas para 
calcular e! coeficiente de transferencia de calor convectivo hc en 
motores. Todas ellas se basan en la definición dada por Eq.(8). 

(
hc·L) (p·v·L')m (J.l·Cp)n T = const · \-J..L-) · -k- (8) 

Dentro de la familia de correlaciones se han implementado 
distintas expresiones como las propuestas por Woschni, Annand 
o Eichelberg (Mufíoz and Payri, 1989). 

El cálculo de la transferer~:a de calor radiativa solo se 
considera en la zona de quemados durante los procesos de 
combustión y escape. Para el cálculo de la misma se han 
implementado las correlaciones de Annand y de Flynn. 

FLUJO DE MASA 

Los flujos de masa que se consideran en un ECH son los 
asociados ai proceso de renovación de la carga y e! flujo de masa 
asociado a las pérdidas por blowby. 

Pérdidas por Blowby. Se puede considerar que el flujo de 
masa tiene lugar siempre en dirección dei cilindro hacia el carter 
y que es proporcional a la masa contenida en el cilindro 
(Ferguson 1986). 
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Figura 3 -Resultados obtenidos de la fracción de gas residual en 
un ECH en función de la presión en e! colector de admisión para 

diferentes tiempos de cruces de válvulas 

Renovación de la Carga. La solución de la ecuación de la 
energía requiere dei conocimiento dei flujo de masa instantáneo 
a través de las válvulas de escape y admisión durante cada paso 
de integración. Para e! cálculo de este flujo se ha introducido un 
modelo cuasiestacionario de tal manera que e! flujo instantáneo 
a través de las válvulas se calcula suponiendo que estas se 
coportan como un oríficio con una sección equivalente de flujo. 
Las ecuaciones que relacionan e! flujo a través de este orificio 
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son función dei salto de presiones, dei coeficiente de descarga 
instantáneo y dei área de referencia (Heywood, 1988) tal como 
se puede observar en la figura 3. 

LEYES DE COMBUSTIÓN 

El proceso de combustión se caracteriza mediante leyes 
empíricas que se han ajustado a partir dei análisis de diagramas 
presión-volumen obtenidos experimentalmente. Estas leyes 
perrniten conocer en cada instante la fracción de mezcla fresca 
que ha reaccionado con e! aire pasando a productos quemados. 

Leyes Empíricas. Entre las diferentes leyes empíricas se 1-tan 
implementado la Jey dei coseno (Carreras et ai., 1993) y la ley 
de Wiebe Eq. (9) (Heywood, 1988). 

x6 =1-exp[-a·em • I J (9) 

Esta última ley está caracterizada por dos parámetros a y m. 
El parámetro a constituye un indicador dei grado de combustión, 
es decir de la fracción máxima de calor puesta en juego. E! 
parámetro m da idea de como y cuando se libera energía. En la 
Figura 4 puede verse que a medida que m disminuye mayor es la 
velocidad de quemado ai inicio de la combustión y viceversa, 
cuanto mayor es m mayor es la tasa de liberación de energía en 
el estado final de la combustión. 
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Figura 4 - Ley de combustión de Wiebe Eq. (9) para diferentes 
valores de m y a = 6. 908 

Ajuste Experimental. El ajuste de las Jeyes empíncas se ha 
realizado a partir dei análisis de datos de presión-volumen 
obtenidos en un motor monocilindrico. La aquisición de pares de 
valores presión-volumen se ha realizado cada grado girado por el 
cigüefíal. Empleando el método de Marvin y el MLK (Amann, 
1985) se obtiene la fracción de masa quemada en función dei 
ángulo girado por el cigüefíal. En concreto para el motor 
mencionado anteriormente la ley de Wiebe se ajusta mediante 
los coeficientes a= 4.68 y m = 2.07. 

PROCEDIMIENTO DE CALCULO 

Una vez presentados los diferentes submodelos que modelan 
cada proceso que tiene lugar en el ciclo de un ECH, en este 
apartado se presentan los pasos a seguir para obtener cJ estado 
de los gases presentes en el cilindro en función dei ángulo 
girado por el cigüefíal. Para calcular la presión y las 



temperaturas dentro dei cilindro se debe integrar la ecuación de 
la masa Eq. (I) y de la energía Eq. (2) aplicada ai contenido dei 
cilindro o a cada zona dei mismo siguiendo los pasos que 
muestran la figura S. Durante e] paso de integración 
correspondiente a un diferencial de giro dei cigüeõal se utiliza la 
información proporcionada por cada uno de los submodelos 
anteriormente descritos. 

Composición y Derivadas Fracciones Molares 

FiguraS- Diagrama de flujo para cl cálculo en el cilindro 

En primcr lugar se debc calcular la compostción y las 
derivadas de las fracciones molares con respecto a la presión y la 
temperatura. Una vez conocidos estos valores se deben evaluar 
las propiedades tennodinámicas, de transporte y las deriv:- 'as de 
las propiedades termodinámicas respecto de la presión y la 
temperatura A continuación se debe de evaluar e] coeficiente 
convectivo de transferencia de calor. Caso de que exista 
combustión se debe calcular la fracción de masa quemada desde 
la zona de no quemados a quemados o bien emplear los datos de 
los registros experimentales presión-volumen. Finalmente se 
debe evaluar la variación de masa dei sistema debida a] flujo de 
masa a través de las válvulas de admisión y escape (caso de que 
se encuentre el ciclo en los procesos de escape y admisión), la 
debida a pérdidas por blowby y las relaciones geométricas dei 
sistema como pueden ser el volumen ocupado por los gases 
dentro dei cilindro o las superficies de transferencia de calor 
(para la zona de quemados y no quemados). Una vez realizados 
todos estos pasos ya se puedc integrar Eq. (I) y Eq. (2) en cada 
zona. 

A continuación se presentan diferent~s gráficas donde se 
comparan los registras presión-volumen obtenidos 
experimentalmente con los valores simulados. 

RESULTADOS 

En la figura 6 se comparan las curvas de presión instantánea 
en e] cilindro medida y calculada para un ECH monocilíndrico 
con una relación de compresión de 6.8 a 3000 rpm durante los 
procesos de compresión, combustión y expansión. Se observa un 
buen ajuste especialmente durante el proceso de compresión en 
e] que la diferencia máxima entre los datos obtenidos 
experimentalmente y mediante simulación es dei 0.06%. 

DPrapte los procesos de combustión y expansión los valores 
calculados de presión se situan ligeramente por debajo de los 
obtenidos experimentalmente. La diferencia máxima entre el 
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valor calculado y el simulado es dei 2.37% en el proceso de 
combustión y dei 4.49% en el proceso de expansión. El error 
absoluto medio cometido durante todo el ciclo cerrado es dei 
1.5%. 
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Figura 6 - Comparación presión medida y calculada 

A partir de los datos experimentales de la figura 6 y 
empleando e! método MLK se ha obtenido la ley que caracteriza 
la fracción de masa quemada en función dei ángulo 
adimensionalizado girado por e! cigüeõal tal y como se puede 
observar en la figura 7. Así mismo se puede observar el ajuste 
obtenido empleando la ley de Wiebe. E! inicio de la combustión 
tiene lugar 8 grados antes de que e! pistón alcance el punto 
muerto superior. Esto se traduce en un aumento brusco de la 
presión a partir de ese punto tal y como se puede observar en la 
figura 6. El final dei proceso de combustión tiene lugar 49 
grados después dei punto muerto superior. 
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Figura 7 - Fracción de masa quemada obtenida 
experimentalmente y ajustada 

Dei análisis de la figura 7 se puede observar que hasta que 
no se ha quemado la mitad de la masa contenida en el cilindro 
aproximadamente, el modelo ajustado proporciona valores 
inferiores de fracción de masa quemada que los datos obtenidos 
experimentalmente. Esto se traduce en que la presión obtenida 
mediante simulación va a tomar valores inferiores que la presión 
obtenida experimentalmente tal y como se puede observar en la 
figura 6. Sin embargo, el ajuste realizado es lo suficientemente 
bueno tal y como se puede advertir en la figura 6. 



CONCLUSIONES 

Se ha desarrollado un modelo termodinámico multizona para 
calcular la presión instantánea dentro dei cilindro de un ECH. El 
modelo creado pennite conocer la composición de la mezcla 
quemada y no quemada a lo largo de todo el ciclo teniendo en 
cuenta las reacciones de disociación de las diferentes especies 
consideradas ( 13 en total). Permite además conocer las 
propiedades terrnodinámicas y de transporte de la mezcla 
quemada y no quemada. También analizar la fracción de masa 
quemada durante Ia combustión empleando diferentes Ieyes de 
quemado o bien emplear leyes de quemado que se obtienen de 
registras experimentales de la presión frente ai volumen. El 
modelo también pennite analizar la transfcrencia de calor 
convectiva y radiativa mediante diferentes correlaciones, conocer 
la cantidad de masa que entra y sale dei cilindro durante el 
proceso de renovación de la carga y ver como afecta el reglaje de 
las válvulas entre otros tàctores. Asímismo, y de gran 
importancia, la simulación pcnnite realizar estudios 
paramétricos además de calcular el diagrama indicado dei motor. 
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ABSTRACT 

A multizonc thennodynamic modeling is presented that has 
been used to predict lhe behavior in a spark ignition engine. 
Modeling includes blowby, gas exchange processes, heat 
transfer and a deep analysis of lhe gas composition as well as 
therrnodynamical and transport properties. The combustion 
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proccss is charactcrised by experimental adjustment of empirical 
laws. 
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RESUMO 

Neste trabalho é apresentado um estudo comparativo do desempenho de um programa simulador onde os 
, . coletores de admissão de descarga são modelados pelo método dos volumes de controle e pelo método da 

ação das ondas .. Os valores calculados pelo dois métodos são comparados com os resultados experimentais. 
Para validar o método da ação das ondas um coletor de descarga foi especialmente construído. Os 
resultados indicam que o método da ação das ondas melhora sensivelmente o desempenho do programa 
simulador, muito embora aumente o tempo de cálculo. 

INTRODUÇÃO 

O fluxo de massa que atravessa as válvulas de 
admissão e descarga depende da geometria das válvulas e das 
condições existentes nos coletores e no cilindro. Quando a 
válvula de descarga se abre, uma onda de pressão se propaga no 
coletor e, ao se chocar com a atmosfera, se refl~te e volta em 
direção ao cilindro como uma onda de expansão. Neste caso, a 
atmosfera se comporta como uma parede isobárica. Uma 
sucessão de ondas de compressão e expansão se repetem até o 
fmal do processo. 

Os processos de admissão e descarga podem ser 
modelados por dois métodos diferentes. O primeiro método, 
proposto por Sherman et al (1970), ignora a ação destas ondas e 
trata os coletores como volumes de controle, admitindo 
simplesmente que os gases nos seus interiores possuem 
propriedades correspondentes à estagnação, uniformes e 
constantes. Benson ( 1 986) propõe que as variações espaciais e 
temporais das propriedades sejam consideradas na modelagem 
dos coletores de admissão e descarga, como uma alternativa ao 
método clássico dos volumes de controle. Outros autores, entre 
eles Oh veira ( 199 5) mostram que a compreensão e cálculo dos 
efeitos da ação das ondas é indispensável, tanto para otimizar o 
desempenho dos programas simuladores quanto para realizar um 
correto "matching" dos turbocompressores pulsantes. 

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo 
comparativo entre o desempenho de um programa simulador de 
motores de combustão interna com os eoletores de admissão e 
descarga modelados, tanto pelo método da ação das ondas 
quanto pelo método clássico dos volumes de controle. 

Para compreensão do processo físico e validação do 
modelo numérico de propagação das ondas, foi desenvolvido um 
coletor de escapamento especial que, além de eliminar a 
interferência do processo de descarga dos outros cilindros, 
permitia a instalação de uma instrumentação adequada para 
metlir a amplitude e freqüência de passagem da onda em várias 
:o(,vo.:s do coletor. 

Os resultados calculados pelos dois métodos 
são comparados com os resultados experimentais. São analisados 
a influência dos dois modelos tanto sobre as curvas de pressão 
no interior do cilindro quanto sobre as curvas de desempenho 
global do motor. 
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MODELAGEM DOS COLETORES 

Modelo considerando um ·volume de controle. Trata-se 
de um modelo de programação relativamente mais simples, 
muito embora dependa do conhecimento preciso de algumas 
relações geométricas e cinemática das válvulas. Neste modelo o 
fluxo de massa é calculado pela combinação das equações da 
conservação da massa e da energia aplicadas a um escoamento 
compressível isoentrópico. Na entrada e saída das válvulas as 
propriedades são de estagnação. Após a expansão na garganta 
da válvula a pressão é mantida constante, dissipando a energia 
cinética. No início do processo o escoamento pode alcançar 
velocidades sônicas para gradativamente diminuir sua 
velocidade, a medida que a pressão interna diminui e a área de 
passagem da válvula aumenta. 

O limite sônico é defmido por: 

k 

~ =(k+l)k-1 (I) 

~ 2 

Para os escoamentos sônicos (M=I) : 

k ( 2 ):: : 

RT. k+l 
(2) 

PiVa os escoamentos subsônicos : 

Os índices e, s e g referem-se às condições na entrada, 
na saída e na garganta da válvula. ca é o coeficiente de descarga 
da válvula e é função das suas características geométricas. 



i 

c, =-1,5(~}1 (4) 

Onde Hv é a elevação instantânea da válvula e Dv seu diâmetro 
nominal. 

Modelo Considerando a Acão das Ondas. Neste 
método, a amâmica dos escoamentos em coletores é considerada, 
sendo as propriedades dos gases variantes no espaço e no tempo. 

O modelo baseia-se nas equações diferenciais parciais 
de conservação de massa, quantidade de movimento e energia 
que governam a propagação de ondas em um meio compressível. 

O método adotado neste trabalho para a solução 
destas equações foi proposto por Benson ( 1986 ). 

O escoamento é considerado transiente em regime 
subsônico, sônico e supersônico. Admite-se por hipótese que os 
fluidos nos coletores comportam-se como gases perfeitos 
compressíveis e invíscidos. Os efeitos de atrito e troca de calor 
com as paredes dos coletores são negligenciados, sendo o 
escoamento homoentrópico, ou seja, com entropia constante no 
espaço e no tempo. O tratamento das ondas de pressão é feito via 
processos isoentrópicos, o que só é justificado para pequenas 
relações de pressão quando da transição do regime subsônico 
para supersônico. A Fig. 1 apresenta esquematicamente o 
domínio de aplicação do modelo dinâmico dos coletores. 

EJ
""""'"" u+~ dx 

õx 

p p+~ dx 
õx 

p õP 
p+- dx 

õx 

Cilindro 

Figura I : Dinâmica de coletores -modelo esquemático. 

As equações de conservação para um 
escoamento homoentrópico, unidimensional de seção transversal 
constante, são: 
• conservação da massa 

ôp ôp ôu 
-+ u-+ p-= O (5) 
ôt ôx ôx 

• conservação da quantidade de movimento 

at at liP 
-+u-+--=0 
à à pà 

(6) 

• conservação de energia - é satisfeita pela segunda lei 
da termodinâmica aplicada a processos isoentrópicos. 

z -(iPJ = dP = kP ='kRT 
a - ôp rev dp p (7) 
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ou, para uma mudança de estado entre um ponto de referência 
com ~ef, P ref e Pref constantes e um ponto genérico com a, P e 

p, 

2k 

p ( p Y (a~~~ 
P,ef = l Pref j = laref j (8) 

A expressão (8) pode ser reescrita na forma diferencial 
e substituindo-se em (6) e (7), obtem-se as equações de 
conservação de massa e quantidade de movimento em função de 
apenas a e u, caracterizando um sistema de duas equações e 
duas incógnitas: 

• conservação de massa 

àl àl k-1 ât 
-+u-+--a-=0 (9) 
à à 2 à 

• conservação da quantidade de movimento 

ât 2 àl at 
-+--a-+u-=0 (lO) a k-1 à à 

O sistema formado por (9) e ( 10) pode ser escrito na 
forma matricial, cuja a matriz coeficiente tem autovalores reais e 
diferentes, representados por y, = u+a e y2= u-a, que conforme 
Oliveira (1995), mostra a natureza hiperbólica deste sistema de 
equações. No caso de escoamento interno aos coletores de 
descarga, onde observa-se grandes variações nas propriedades, o 
método de solução mais adequado é o das características. 

SOLUÇÃO PELO MÉTOOO DAS CARACTERÍSTICAS 

'. 
O método das características se baseia no conceito de 

curvas características, sobre as quais as equações diferenciais 
parciais do sistema hiperbólico são transformadas em equações 
diferenciais ordinárias, que são de fácil discretização e 
resolução. 

Com aplicação do método de mudança da natureza do 
sistema (9) e (10), chega-se às expressões diferenciais ordinárias 
ao longo das características: 

• para Yl : 

da + k - 1 du = 0 ou da 

du dt 2 dt 

dx 
com inclinação dt = u+a 

• e para Y2: 

k-1 

2 
(11) 

da k-1du da k-1 
-----=Oou -=+-- (12) 
dt 2 dt du 2 



dx 
com inclinação - = u - a 

dt 

É conveniente adimensionalizar as varáveis a, u, x e t. 
Admitindo-se um estado de referência para o fluido e um 
comprimento qualquer Xref de referência, pode-se defmir o 

seguinte grupo adimensional: 

a 
A=-; 

are[ 

a Z= ref f 

xref 

X 
X=-; 

xref 

Adota-se igualmente para os dois dutos Pref = l.O bar 

e Xref igual ao incremento ~ no duto de exaustão. A 

temperatura de referência T ref é admitida entre 800 e I 000 K no 

duto de exaustão e 300 K no de admissão de acordo com a 
recomendação de Alegre (1993 ). Com estas temperaturas 
minimiza-se os erros provenientes da hipótese de gases 
perfeitos: constante do gás R e a razão de calores específicos k 
constantes no interior de cada duto. 

Integrando-se as equações ( 11) e ( 12) e incluindo-se a 
novas variáveis adimensionais, chega-se a forma fmal das 
equações governantes: 

k -1 
À=A+--U 

2 
válido para (~) = U +A 

Jc 

k -1 (dZ) f3 = A - --U válido para - = U - A 
2 dZ P 

As constantes À e p são as variáveis de Riemann, e as 
características correspondentes a U+A e U-A são, 
respectivamente, as características À e p. 

PROCEDIMENTO DE CÁLCULO 

O método de solução das equações características 
adotado neste trabalho segue o esquema proposto por Benson 
[1982] e detalhado por Oliveira(l995). 

Os dutos de admissão e exaustão são discretizados, 
com 13 e 215 nós respectivamente, sobrepondo-se uma malha de 
cálculo sobre o diagrama de posição de tal modo que os 
extremos dos dutos correspondam aos nós extremos da malha. O 
incremento ~ da malha é fixo e t;Z varia de acordo com o 
critério de estabilidade de Courant-Friedrich-Lewis. As 
características À e p são calculadas a partir das condições 
conhecidas no instante anterior e das condições de contorno. Os 
contornos são: o carburador, que é modelado como o escoamento 
de um reservatório para um duto; o cilindro, cujo o modelo são 
os processos nas válvulas de admissão e descarga e o duto de 
escapamento com uma das extremidades abertas. 

Os valores calculados com esta configuração estão 
coerentes com os valores apresentados na literatura 
esoecializada, Benson (1986) e Watson (1982). 
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METODOLOGIA DE ENSAIOS E INSTRUMENTAÇÃO 

Para avaliação dos modelos, foram planejados ensaios 
no dinamômetro hidráulico Froud utilizando-se um motor de 4 
cilindros, de 1000 cm3 

, a gasolina. 
Primeiramente foram feitos testes com o 

motor com um coletor de descarga especial, com seção 
constante, alimentado unicamente por um cilindro, de maneira a 
evitar a interferência do pulso de pressão oriundo de um 
cilindro vizinho. Os resultados destes testes permitiram, 
simultaneamente, a compreensão de vários detalhes do processo 
e validação da solução numérica. 

Os coletores foram instrumentados com dois 
sensores piezoeléctricos de pressão instalados em um adaptador 
resfriado a água de sorte a manter sua linearidade em torno de 
0,8%. Um sensor foi instalado próximo à válvula de descarga e o 
outro a um metro de distância. Um terceiro sensor de pressão 
foi instalado no interior do cilindro. Todo o sistema de medição, 
aquisição e tratamento de dados de pressão tem um a incerteza 
de 2%. O coletor de admissão foi mantido o original. 

Os ensaios foram realizados com o motor operando 
entre 2000 e 4000 rpm, ± 10 rpm. 

ANÁLISE DOS RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

O modelo de combustão progressiva, de uma zona de 
combustão, foi empregado na simulação por independer de 
dados experimentais. A cinética de reação do NO e CO não foi 
considerada. 

100 

020 

10<00 1~s2 J9JU 21~~ m~ J2Jtt ~61 ~~ w~ ~5M 52651 m~ 

1000.,., 

(a) 
140 A."iVE~========~~FVE.:;_ ________ ...::;_FVA 800 

~ - -(bw) Cb•) 
700 

' \ ~ 

020 " ..... _ __::·:::~---:::-~-~---~-~=-~-:...::.- -- 100 

103 EIS !3970 175 52 21134 247 16 28299 31881 3~463 39045 42627 46209 497 91 HJ 73 56955 605 37 

e <piW) 

---- ExpáDentll. ---- Simulaçlo JOOOrpm 

Figura 2 - Pressão no coletor de descarga e no cilindro por 
ângulo a 2000 rpm (a) e 3000 rpm( b) medido e simulado 

A Fig. 2 apresenta os diagramas de pressão por 
ângulo do eixo de manivelas obtidos simultaneamente no coletor 



de exaustão, próximo à, válvula de descarga, e no interior do 
cilindro, para 2000 e 3000 rpm. 

Verifica-se que há uma boa concordância entre os 
resultados experimentais e simulados a 2000 rpm, Fig. 2(a). 
Segundo Benson, a pequena flutuação observada na curva 
simulada de pressão no coletor, a aproximadamente 160 graus, 
pode ser atribuída a instabilidades nas condições de contorno do 
método numérico. Isto porque, numericamente, verifica-se neste 
ponto a transição do regime sónico para subsônico na onda de 
pressão gerada no instante da abertura da válvula de descarga. 
Entretanto, os resultados experimentais registram a mesma 
flutuação na mesma região para todos os ensaios realizados. 

A 3000 rpm, Fig 2 (b ), verifica-se que os resultados 
da simulação afastam-se mais daqueles obtidos 
experimentalmente, apresentando erros para a amplitude da 
pressão no coletor de até 40% a 260 graus. Cabe salientar, 
entretanto, que estas variações observadas nos diagramas de 
pressão klt> coletor não podem ser associadas à simulação da 
pressão no interior do cilindro, uma vez que os resultados, para 
este caso, não apresentaram erros superiores a 10% na 
amplitude da pressão. 

Para outras rotações os resultados são semelhantes 
aos de 3000 rpm. 

Com o objetivo de se entender melhor o fenômeno 
físico de propagação de ondas no coletor de exaustão, foram 
realizados ensaios nas mesmas condições de operação do motor, 
porém com dois sensores de pressão deslocados de um metro no 
coletor de exaustão. Os resultados destes ensaios estão 
apresentados na Fig. 3, juntamente com o sinal do PMS. 

v 1.00 
(volts) I Seruor B: 1 m do seiiSor A 

p 0.80 
,.·\ 

/\ 
I I 

(!Viba:) 

0.60 

i 
0.40 .. ., 

0.20 

0.00 

~.20 

-0.40 

-0.60 
l>t~0.002s 

' 

~ 
FVE 

AVA FVA PMS 

\I 

AVE == 

Smsor A: próximo 11 válvuúl 

-0.80 -+-
-0.0458 -O.Oll8 -0.02 18 -0.0098 0.0022 0.0142 0.0262 0.0182 0.0502 

t(s) 2000JjJIIl 

(vo:) 1.00 l 
p 0.80 

(!Vil>•) 
0.60 /• . 
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0.40 l . 
I 

0.20 

0.00 1·~ • . ~ J\\ 
AVE ' ' FVE), '-. A~ 

-0.20 . . 53 '------
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-0.40 

-0.60 

-0.80 
tJ. t::::0.002 , \ I Sensor A: prdximo a vdlvula 

1.00 ·--+---+--+-+--
-0.0209 -0.0149 -0.0089 -0.0029 0.0031 0.0091 0.0151 0.0211 0.0211 

t(s) JOOO rpm 

Figura 3 - Pulso de pressão no coletor de descarga medidos com 
sensores a I metro de distância, a 2000 e 3000 rpm. 

1054 

A aquisição dos dados experimentais seguiu a mesma 
metodologia dos ensaios anteriores, utilizando-se um sensor "A" 
próximo à válvula de escape, e um outro "B", a I m de distância 
de "A". Ambos os sensores utilizaram adaptadores refrigerados, 
com características dinâmicas semelhantes. Os sinais de 
variação de pressão foram adquiridos para urna escala de tempo 
maior, compreendendo vários PMS, a fim de avaliar o 
amortecimento da onda de pressão no coletor durante a fase 
fechada do ciclo. 

Os resultados experimentais apresentados na Fig. 3 
permitiram a constatação dos seguintes fatos importantes: 

• a amplitude da onda de pressão do ciclo 
anterior, presente no interior do coletor no momento em que a 
válvula de escape se abre, é da ordem de 0,08 bar a 2000 rpm e 
0,2 bar a 3000 rpm; 

• o tempo requerido para a onda se propagar 
de um sensor para o outro é aproximadamente 2 ms para as duas 
rotações, o que equivale a uma velocidade de propagação da 
ordem de 500 m/s. 

Esses resultados levam a crer que a interferência das 
ondas geradas num mesmo cilindro durante dois ciclos 
consecutivos é tanto mais expressiva, quanto maior for a rotação 
do motor. Tal hipótese é reforçada quando se compara as 
distâncias percorridas pelas ondas de pressão geradas a 2000 e 
3000 rpm durante um ciclo termodinâmico completo. Supondo 
uma velocidade média para a onda de 500 m/s, e sabendo-se que 
a duração de um ciclo a 2000 rpm é 60 ms e a 3000 rpm é 40 
ms, verifica-se que mna onda gerada a 2000 rpm percorre 
aproximadamente I O metros a mais que a onda gerada a 3000 
rpm, o que representa 4 vezes o comprimento do duto de 
exaustão. 

A interferência de ondas remanescentes de ciclos 
anteriores pode justificar as discordâncias observadas nos 
diagramas simulados e experimentais de pressão no coletor. Isto 
porque, a cada iteração, na abertura da válvula de escape, 
admiti-se na modelagem dos coletores que os gases estão em 
repouso, sendo a ação das ondas do ciclo anterior 
desconsiderada. 

Quartdo se simula na mesma disposição mostrada na 
Fig. 3, constata-se que a onda de pressão simulada requer o 
tempo de 1,65 ms para se propagar à mesma distância do sensor 
"A" ao sensor "B". Observa-se, também, que da mesma forma 
que na curva experimental, nas curvas simuladas a instabilidade 
atribuída ao método desaparece. 
Na Fig. 4 observa-se que os modelos dos coletores têm forte 
influência sobre a pressão no interior dos cilindros. Os 
valores calculados com o modelo considerando os efeitos 
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20 
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Figura 4 - Pressão no interior do cilindro por ângulo 
experimental e simulados com os dois modelos de coletor 



dinâmicos da ação das ondas estão bem mais próxunos dos 
valores experimentais que a calculada com o coletor modelado 
como um volume de controle. Como a Potência de Atrito, de 
acordo com o modelo proposto por Farinha e Vianna( 1990), é 
proporcional à pressão máxima no interior do cilindro, os 
resultados da .· simulação, considerando-se a dinâmica dos 
coletores, serão mais aderentes ao resultados experimentais, 
obtidos em banco de ensaio. 

A Fig. 5 apresenta os resultados obtidos para a 
potência efetiva observada em função da rotação do motor. Uma 
variação inferior a 8% é verificada entre os valores calculados 
com os dois modelos de troca de gases. A curva de potência 
simulada obtida considerando-se a dinâmica de escoamentos nos 
coletores aproximou-se mais do caso experimental. As 
diferenças observadas entre os resultados numéricos e 
experimentais variam de 3,7 a 17,4% para o modelo de troca de 
gases com dinâmica nos coletores e de 10,3 a 22,1% para o 
modelo com propriedades constantes nos coletores. 

Potl!nch Efetlva 

1.7 - !7.4 'Yo 

" j_----~----~---~-----------+--·· - - - --
Figura 5 -Curvas de potência efetiva simulada e experimental 

Quanto ao rendimento volumétrico, Fig. 6, observa-se 
uma maior discordância entre as curvas simuladas com variações 
de até 14% nos resultados. Em relação ao caso experimental, 
verificam-se diferenças de 5,4 a 8,5% e 16,3 a 20,6% para os 
modelos com e sem dinâmica nos coletores, respectivamente. 
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Figura 6 - Curvas de rendimento volumétrico simulada e 
experimental. 

Cabe notar que a utilização do modelo de troca de 
gases sem dinâmica para os coletores implicou em grandes erros 
para o rendimento volumétrico, mas não para a potência efetiva. 
De acordo com a curva de rendimento volumétrico , Fig. 6, a 
diferença entre as massas admi~idas calculadas pelo programa 
simulador, não acarreta grandes variações no cálculo da potência 
efetiva. Tal comportamento pode ser explicado em parte pelo 
aumento da potência de atrito verificado na Fig. 7, bem como 
pela variação de de pressão no interior do cilindro, Fig. 4. Nesta 
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figura observa-se um aumento na pressão max1ma dos ciclos 
indicados simulados, que é condizente com as curvas obtidas 
para o rendimento volumétrico e potência de atrito, uma vez que, 
para uma rotação fixa, quanto maior for a pressão máxima do 
ciclo, maior será a potência de atrito dissipada. 

Potência de Atrito 

+--- - - - f----- - - - - -·- -+-------r-· 
. 1soo 

rmp 

Figura 7- Curvas de potência de atrito simuladas considerando
se os dois modelos de coletor de admissão e descarga 

CONCLUSÕES 

Com base nas discussões e resultados apresentados, 
pode-se inferir que a modelagem dos coletores de admissão e 
descarga pelo método da ação das ondas aporta uma significativa 
melhoria no desempenho do programa simulador na predição 
dos parâmetros de desempenho global do motor. 

A simulação das propriedades termodinâmicas 
espacial e temporal no interior dos coletores mostrou-se uma 
ferramenta poderosa para compreensão dos fenômenos 
transientes e seus efeitos sobre o desempenho global do motor. 
Verificou-se que a sucessão de ondas de pressão e expansão que 
se repetem até o fechamento da válvula, interferem no valor da 
pressão no interior do cilindro. Como o modelo de dinâmica do 
coletor representa melhor o fenômeno físico para as rotações 
mais baixas, conforme foi constatado experimentalmente, as 
curilas de pressão no interior do cilindro e consequentemente os 
resultados da simulação são consideravelmente melhores nestas 
rotações e, possivelmente, nas cargas parciais, onde a fração de 
gases residuais é naturalmente maior. No caso do modelo 
considerando as propriedades nos coletores constantes, as 
diferenças entre os valores simulados e experimentais não 
sofrem variações muito significativas com a rotação do motor. 

Por fim, a inclusão da dissipação de energia pelo atrito 
seguramente melhorará significativamente o desempenho do 
modelo de dinâmica dos coletores. 

REFERÊNCIAS 

Alegre, J.A.A.V-- 1993, Simulação dos Processos e 
Análise Exergética do Motor Diesel. Tese de Doutorado, Depto. 
de Energia da UNlCAMP. 

Benson, R.S.- 1982, The Thermodynamics and Gas 
Dynamics of Internal Combustion Engines - Volume I, Editado 
por Horlook, J.H e Winterbone, D.E., UMlST. 

Benson, R.S.- 1986, The Thermodynamics and Gas 
Dynamics oflnternal Combustion Engines- Volume ll, Calderon 
Press, Oxford. 

Farinha, C.C. , Vianna, J.N.S.- 1990, Um Modelo de 
Quantificação da Potência de Atrito em Motores do Ciclo Otto
Anais do Ill ENCIT, p. 823-829. 

Oliveira, G.L.- 1995, Simulação de Motores de Ignição 
por Centelha - Análise Teórica e Experimental dos Processos 



Tennodinâmicos - Dissertayào d.: Me~traJo - Depto. Je 
Eng~nharia Macânica- UnB. 

Shapiro,AH. I !)54. fhe D\namics and 
Them1odynamics of Compressible Flmd Fio\\ . Volum~: 2. fhe 
Ronald Press Cornpany 

Shennan,R.H. , Bumberg.P.N. - Thc Influem.:~: of 
lnduction and E:Jlaust Process on Emission~ and Fud 
Constlll1ption in Spark lgnited Engme. SAE Paper 770880 . 
1970. 

Watson, N., Janota, M.S.- I 'J82. Turhocargmg. the 
Internal Combustion Engine -1be Macmillan Press Ltd. p. 581-
584. 

ABSTRACT 

This work presents a comparative studv of the perlonnance of a 
simulation computer program where the inlet anJ exhaust 
manitolds are mode!ed by the control volwne method and ú1e by 
the wave action method. Results obtained by both methods are 
compared \\ith experimental data. To validate the method of 
wave action an e:Jlaust manifold was specilically built. 'lbe 
results shO\v that the wave action method improves considerably 
the performance ofthe simulation sofl\\are, although it increases 
the processing time. 
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SUMMARY 

A mode/ of soot combustion in a ceramic fi/ter trap is presented as pari of a complete retro-fit 
emission-control·system for heavy-duty Diesel engines. The model considers an inverse regenerating jlow 
that "cleans" lhe catalyzed filters. Results from a numerical simulation show that, with the proposed 
scheme, problems due to high temperatures and high temperature gradients can be notably dinzinished. 
The system is capable of achieving the regeneration of the jilters in a reasonable time, according to these 
numerical results. 

INTRODUCTION 

Ceramic filter traps will probably be used in the near future as 
the main components for rctro-fit systems to be used in hcavy 
duty diesel engincs. The strict legislation adoptcd in the leading 
industrialized countries, i.e. U.S. and the European Community, 
will be sooner or !ater adoptcd by other countrics, specially those 
with severe air pollution problems in large metropolitan arcas. 
The Mcxico City Metropolitan Arca (MCMA) is a typical 
example of this situation. With close to twcnty million 
inhabitants and over three million vehicles of ali typcs, the 
conditions of its overloaded atmospherc havc lcd the Mexican 
Government to virtually adopt the U.S. Enviromental Protection 
Agency (EPA) lcgislation (Anonymous 1993). 

The emissions ofparticulate mattcr, limited by the EPA to the 
specific valuc of 0.067 g/kWh for 1998 and !ater for urban buses, 
has led the authors, among other researchcrs around the globc, to 
look for altcrnativc or additional solutions to the ones adoptcd 
by engine manufacturers. The reason for this is the statement of 
the National Institute of Occupational Safety and Hazards 
(NlOSH) and the EPA in the sense that ''exposure of human 
beings to diesel exhuast gases represents a carcinogenic risk" 
(Anonymous, 1988). 

Some problems encountered during thc rcgeneration of 
ceramic filters are extremely high regencration temperatures as 
comparcd to exhaust gas temperatures (T;::>:700°C), uncontrolled 
combustion processes and filter melting or cracking due to high 
local temperatures or temperature gradients (Hardcnbcrg, et ai. , 
1987) (Kojetin, et a!., 1993) (MacDonald and Simon, 1988). 
These problems are avoidcd with the use of catalyzed filter traps 
and the use of an inverse regencrating flow. 

SYSTEM ELEMENTS ANO REGENERATlON 

The proposed systcm considers the use of two Degussa® 
catalyzed ceramic filters to collect particulate matter at thc 
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exhuast of a diesel engine. With thc catalytic coat, soot ignition 
temperatures can bc rcduced from T;::>:700°C to T""450°C (Engler 
and Müller, 1994). ln order to clean the filtcrs , an invcrse 
rcgenerating air-flow of high tempcrature and enough oxygcn 
concentration is induced through thc filter. The filter elcment 
and the directions of filtration and regeneration are shown in 
figure I. 

~--------------=-----------------

1 

EXHAUST 
FLOW 
DIRECTION 

figure I. 

A thcrmal energy reservoir (TER) was designcd to heat the 
regenerating air flow. The TER basically consists of threc 
elcctric resistors working at 24 V DC with an output of 600 W 
each, attachcd to an extended hcat transfer surface. Energy is 
supplied to the reservoir whilc there is no air tlow through it; 
when one of the filters needs rcgeneration , an a ir flow is induced 
through the TER and fed to the filter. At this time, exhaust 
gases are forced through the othtr filter, so that thc particulate 
filtering is never interrupted. Duc to its characteristics thc 
reservoir provides and air flow with variable temperatures. It is 
imporant to assure that the regenerating air-t1ow has the 
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Figure 2. Axial and radial components ofthe regenerating tlow 

necessary conditions to make the process self-sustainable after 
some time. When ali the soot within the filter has reached the 
ignition temperature, the filter regeneration is assumed to 
continue without the need of further externa! energy, as long as 
there is sufficient oxygen concentration in the tlow. 

The major problems encountered during the regeneration of 
ceramic traps are related with the involved temperature leveis. 
On one hand, the highest temperature on the ceramic material 
should stay below li 00°C in order to avoid cracking of the 
element. On the other hand, the temperature gradients in the 
material should stay in the range of ± 35°C to neglect negative 
effects on the durability of the filter due to thermal stresses 
(MacDonald and Simon, 1988). 

Both problems are eliminated by the use of the inverse tlow, 
which dissipates the heat released during the combustion o r soot, 
helping temperature leveis stay low during the process. 

PROCESS MODEL 

ln order to model the regeneration process of the filter , the 
whole filter was reduced to a representative section, consisting 
of an inlet and outlet channel. This section was divided into 
differential elements, each of them including part of the inlet and 
oultet channels, filter wall and soot layer. Mass and energy tlows 
are considered to exist between the elements. This simplification 
is shown in figure 2. 

Besides these, the following simplifications were made : 

• Pressure drop along the channels is neglected when compared 
to the pressure drop across the filter wall. 

• Accumulated soot is considered to have the sarne temperature 
as the filter wall at any moment. 

• Soot is equally distributed along the channel. 
• Convective heat transfer between the radial tlow and the filter 

wall is considered to be total. 
• According to the expected temperature leveis , the reaction 

rate of the soot combustion is assumed to be kinetically 
controlled (Gilot, 1993). 

According to these simplifications, and once the energy and 
mass balances between the elements were made, the following 
equations, which describe the process were obtained: 
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The equation describing the combustion process is : 

R02 =k p02 
(7) 

An exact solution to these equations is rather cumbersome, as 
it is a set of non-linear differential equations. For this reason, the 
system was solved using a numerical approach, for an 
approximate solution. 

NUMERICAL SIMULA TION 

The set of equations shown was solved using a finite 
differences scheme. For this purpose, the simplified section of 
the filter was divided into smaller elements. Each element is 
characterized by a specific temperature and specific axial and 
radial air-flows between thcm. These can be seen in figure 2, 
where Mix and Miy stand for the inlet axial and radial tlows, 
while Max and Moy stand for the outlet axial and radial tlows. 

Further simplifications to those presented in the analitical 
model were made. These simplifications are: 

• Convective heat transfer is considered to exist between the 
axial tlow and the filter wall in both channels. 

• Conduction heat transfer is ncglected in the-' air, as the 
predominant heat transfer mode is convection. 

• Heat realeased during combustion is considered to be totally 
transferred to the radial tlow at the outlet. 

• Ignition of soot in one element starts when the temperature 
within it, which is considered to be the sarne at any moment 



for the soot layer and the filter wall, reaches a criticai value 
(ignition temperature ). 

One of the most important things to consider in the simulation 
of the process is the condition at which the regenerating air flow 
enters the filter. This condition depends on the cooling 
performance of the thermal energy reservoir used to heat the 
regenerating air. 

The cooling performance of the reservo ir was estimated using 
a finite element approach. Results showed that the element is 
capable of providing air flows with an ave:age temperature of 
700°C and 800°C during a 120-second time, for volumetric flows 
of 46m3/h and 22m3/h, respectively. The energy reservoir will 
provide enough energy for the regeneration process to take place 
if, with the mentioned flow characteristics, the self-sustainability 
condition is reached within 120 seconds. 

Simulations were made considering different regenerating air
flows according to the expected cooling performance ofthe TER. 
ln this paper, only two of the simulations are reported. These 
represent the extreme working conditions of the TER, so that 
their results are limits to different air-flow conditions. The 
extreme conditions mentioned are the following: an air flow of 
22 m3fh and averge inlet air temperature of 800°C (simulation 
A), and an air flow of 46m3/h and 700°C (simulation B). 

RESULTS 

The figures shown below represent the expected temperatures 
and related times involved in the regeneration process, for 
simulations A and B. Figures 3 and 4 show the temperature 
profiles of the filter wall (Tf) and the outlet air (Ta), at the left 
hand side of the filter, according to figure 2, that is, the side 
where the regenerating air-flow enters the filter. 

It can be seen in both figures that the temperature of the fi! ter 
material stays considerably below the air temperature, showing 
that the inverse regeneration scheme helps to dissipate the heat 
released in the combustion of soot particles. The temperatures 
reached at this point are the maximum expected in the process (as 
explained ahead), and these maximum temperatures never 
surpass the limit of 11 oooc. 
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Figure 4. Simulation B 

Figures 5 and 6 show the temperatures of the fi! ter wall (Tf) 
and the outlet air (Ta) at the extreme right hand si de of the filter, 
whére the regenerating air-flow leaves the fi! ter. This part of the 
filter is the last to reach the ignition temperature, so the time for 
this to happen is the time required for the process to become self
sustainable according to the assumptions made above (65 
seconds and 74 seconds aproximately after the regenerating air 
flow is induced, for simulation A and B respectively). 
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Figure 6. Simulation B 

Figures 7 and 8 show the temperature profiles of the outlet air 
for different positions of the filt~r. The figures show how the 
maximum temperatures of the process occur at the air-flow inlet 
of the filter, and illustrate how the combustion process diffuses 
progressively through the filter. The time needed for the 
regeneration process to become self-sustained ap'flears once 
again in these figures. ln this case, what is important is the 
regenerating time taken from the moment the ignition of soot 

•Starts and not when the air-flow is induced. The times are 38 
and 47 seconds for simulations A and B respectively. 
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ln figures 9 and I O the temperature gradients appearing in the 
ceramic material during the process can be seen. These gradients 
are plotted against time for different positions in the filter. Node 
2 represents the side where the air-flow enters the filter, and node 
29 represents the side where the air-flow leaves the filter. ln both 
cases, the gradients stay considerably under the ±35°C limit, 
assuring that the durability of the filter will not be affected by 
thermal stresses. 
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Figures II anél 12 are plots of the outlet air temperatures 
along the filter for different moments ofthe regeneration process. 
They show schematically how combustion diffuses progressively 
through the filter. 
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Finally, figures 13 and 14 show the percentage of regeneration 
achieved in the process with time. This percentage was 
calculated comparing the amount of soot found inside the fi !ter at 
a certain moment to the initial load of soot in the filter. 
Simulation A showed a 47.8% of.regeneration after 153 seconds, 
when the simulation was stopped. For the sarne regenerating 
time, simulation B achieved a regeneration of 45.4%; for 189 
seconds, 56.4%. ln both cases, the results were approached by 
cxponcntial equations, in order to estimate the time needed for 
the process to reach values of 95 and 99% of regeneration . The 
equations are shown below: 
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Figure 14. Simulation B 

According to these, for simulation A, 508 and 752 seconds are 
needed for the process to reach 95 and 99% regeneration, 
respectively. For simulation B, 525 and 777 seconds respectively 

are needed. ln other words, in order to ach ieve a 95% 
regeneration the expected limits are 8.47 and 8.75 minutes. For a 
99% value, the limits are .12.53 and 12.95 minutes. 

ln ali cases, the time needed for regeneration is far below thc 
time needed to load the filter, which can be assumed to takc 
something between 30 and 90 minutes depending on the 
conditions of load and speed of the engine. ln this way, while 
one of the filters is being c leaned, the other one filters thc 
exhaust gases with no inconvcniencc whatsoever, as thc time 
needed fo r a filter to be loaded to a point where the increase in 
back pressure is important is far below thc expected regenerating 

time. 

CONCLUSIONS 

According to the obtained results: 
• Energy stored in the thermal energy reservoir is enough to 

start the regcneration of the filter, and to take the process to a 

self-sustained regime. 
• The time needed for regenerating onc of the filtcrs is by far 

lcss than the time necdcd to load it. 
• The inverse regeneration air-flow helps dissipatc the heat 

released during the combustion of soot. 
• The ceramic material of the filter is not affected by high local 

temperatures encountcrd during the process in this schcme. 
• The durability of the fi ltcr is not diminished by thermal 

stresses due to high tempcrature gradients. 
• The proposed regenerating system is theoretically feasible 

and capable of achieving the limit values set by the Mexican 
Government, the EPA and the European Community . 

• Simulation results have to be compared with experimental 

evidence. 
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NOMENCLATURE 

M rcgcnerating air mass tlow 
P air prcssure 
R air specific constant 

Ao transversal arca of the channel 
T temperature 
t time 

Cp specific heat of ai r 
h convcction heat transfer coeffic icnt 
I channel width 
e channel wall thickness 
p porosity of ceraÍnic material 
p ceramic material density 
C specific heat of ceramic material 
x longitudinal direction 
y transversal direction 

OR heat released by the combustion reaction of soot 
Ro2 oxygen consumption rate during combustion 
k combustion rate constant 
02 oxygen concentration in the air 

subscripts : 

x longitudinal direction 
y transversal direction 
i inlet channel 

o outlet channel 
f fitter wall 
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RESUMO 

Afim de facilitar o processo de fabricação de termopilhas, tem-se adotado a tecnologia de fabricação de 
circuitos termoelétricos a eletrodos depositados, onde a medição da temperatura é distribuída numa região que 
depende das propriedades elétricas e dimensionais dos dois metais em contato. O conhecimento dessa região 
tem grande importância na otimização de instrumentos que utilizam essa técnica de medição da temperatura. 
Nesse trabalho será apresentado os resultados de um estudo teórico dessa região de transição do poder 
termoelétrico. Será apresentado uma relação entre a variação do poder termoelétrico em função de grandez< s 
adimensionalisadas. 

INTRODUÇÃO 

Os fenômenos termoelétricos são largamente utilizados no 
campo da instrumentação (ex. termopares) c da conversão de 
energia (resfriamento ou geração tcrmoelétrica). Os desen
volvimentos científicos neste campo estão frequentemente cen
trados na obtenção de materiais com poder tcrmoelétrico eleva
dos. Dispositivos a termopilha são realizados com o obj<vo de 
aumentar o fraco valor da força eletromotriz (f.e.m.) termoelé
trica. Contudo a dificuldade de realizar as junções termoelétricas 
de maneira simples e barata acabou bloqueando a difusão dessa 
tecnologia no meio industrial. A tecnologia de fabricação de cir
cuitos bimetálicos via deposição clctrolítica (ou química) 
facilitou a construção de termopilhas p0is eliminou a necessidade 
de soldagem das junções (Calve! e Prat, 1956, Thery e Pauquet, 
1980). A principal aplicação desse tipo de termopilha é a cons
trução de transdutores de fluxo de calor (Andreta et ai., 1983, 
Thery e MarechaL 1980). Nesse dispositivo em particular a sensi
bilidade de medição é fortemente dependente das propriedades 
termoflsicas dos materiais utilizados e das dimensões de cada 
célula (Güths. 1994). A otimização dos parâmetros dimensionais 
requer o conhecimento do ponto exalo onde se dá a medição da 
temperatura cm cada junção da termopilha. 

Neste trabalho será apresentado uma ~nálise teórica do poder 
termoelétrico em circuitos a eletrodos depositados, com ênfase na 
região de interface da junção onde a medição da temperatura é 
realizada. Será igualmente apresentado um estudo do poder 
termoelétrico para diferentes pares de materiais em função das 
espessuras dos pares termoelétricos. 

CIRCUITO BIMETÁLICO 

Como descrito no parágrafo anterior, a necessidade de simpli
ficar o modo de fabricação de circuitos termoelétricos 
(eliminando a soldagem) conduziu à utilização de circuitos bime
tálicos, realizados por deposição eletrolítica (ou química) de uma 
camada metálica de grande condutividade (material 2- Fig. I) 
sobre um suporte metálico de condutividade inferior e poder 
termoelétrico diferente (material I. Fig. I). 
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materlal2 
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Figura I - Circuito termoelétrico bimetálico 

Para definir o poder termoelétrico ao longo de um tal cir
cuito, a definição de Hannay ( 1959) será utilizada: "o poder 
termoelétrico de um material é a medida da tendência dos porta
dores livres de se deslocar de regiões quentes para regiões frias. 
Esse deslocamento resulta na aparição de uma diferença de po
tencial de Seebeck de amplitude suficiente para anular a corrente 
elétrica criada pelo deslocamento de cargas no circuito." 

Para calcular o poder termoelétrico num ponto qualquer de 
um circuito não-homogéneo deve-se, então, estabecer a relação 
entre a corrente elétrica neste ponto e os gradientes de potencial e 
de temperatura, e depois deduzir qual relação deve existir entre 
essas quantidades para anular a corrente elétrica nesse ponto do 
circuito. 

Regiões Metálicas Homogéneas 

Nas partes não recobertas do circuito bimetálico em presença 
de um gradiente térmico, a lei de Ohm local se generaliza sob a 
forma: 

j = O"E-O"aV'T (I) 

onde j = vetor densidade de corrente (A/m), cr = condutividade 
elétrica (Siemens/m), a= poder terrnoelétrico (Y/K), E = vetor 
gradiente de potencial elétrico (Y/m) e V'T = vetor gradiente de 
temperatura (K/m). Para anular a densidade de corrente local, o 
gradiente de potencial elétrico deve ser proporcional ao gradiente 
de temperatura. A corrente elétrica será anulada se: 

a= 
E 

V'T 
(2) 

o que corresponde à definição habitual do poder termoelétrico. 



Regiões Recobertas pelo Depósito Metálico 

O mesmo método pode ser utilizado para determinar o 
poder termoelétrico nas regiões recobertas pelo depósito 
metálico. Considerando a temperatura constante segundo a 
direção transversal do circuito, a corrente clétrica circulando 
segundo a direção axial deve ser nula. 
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Figura 2- Definição das superfícies de integração das densi
dades de corrente 

X 

As expressões das correntes I 1 e I2 atravessando as super
ficies transversais são obtidas através das relações de definição: 

II = ffsdJ dSI e I2 = ffs2hdS2 (3) 

onde SJ , S2 =área da seções transversais I e 2 (m2). Quando as 
espessuras do depósito e do substrato são constantes e as linhas 
de corrente plenamente desenvolvidas, as equações precedentes 
se reduzem à: 

IJ = SJ.i] e 12 = S2h (4) 

Por definição, a corrente atravessando a seção transversal da 
camada bimetálica segundo a direção 0-x deve ser nula, ou seja: 

I = (cr]SJ +cr2S2lEx - (aJcrJSJ+a2cr2S2)ôTx = O (5) 

Essa expressão pode ser identificada como a lei de Ohm 
generalizada aplicada aos condutores apresentando uma condu
tividade elétrica equivalente (creql-

I = creq (SJ + S2) Ex - creq aeq (SJ + S2)~ Tx = O (6) 

Por comparação das equações 5 c 6 obtêm-se que a condu
tividade linear pode ser expressa por: 

creq (SJ + S2) = crJ SI + a2S2 (7) 

ou seja 

CTcq 
CTJ SJ + u2S2 

SJ + S2 

o que conduz a um poder termoelétrico equivalente (aeql dado 
pela relação: 

aeq 
a]CT]S] + a2u2S2 

uJSJ + u2S2 

(8) 

(9) 

O poder tcrmoelétrico eq uivalente (acq) depende então não 
somente dos poderes termoelétricos dos materiais envolvidos, 
mas igualmente das condutividades clétricas c das áreas da scçõcs 
transversais. 
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EFEITO SEEBECK EM CIRCU ITOS BIMETÁLICOS 

Um termopar realizado por metalização parcial de um tio ou 
filme metálico gera uma diferença de potencial. por efeito 
Seebcck. proporcional à diferença de temperatura entre as extre
midades dos cletrodos depositados Uunçõcs tcrmoclétricas). 
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Figura 3 -Termopar a elctrodo depositado: circuito equ ivalente 

A diferença de potencial entre os pontos A c B do circuito 
(fig.3) é obtida por integração do gradiente de potencial clétrico 
entre estes dois pontos. Como: 

E a L\T ou 

a integração de A a B conduz à: 

VB - VA 

a v 
ax 

B 

f a 1 dT 
1\ 

aT 
a

ax 
(lO) 

(li) 

Seguindo a mesma metodologia, a diferença de potencial 
medida por efeito Scebcck (V) é obtida pela integração do gra
diente de potencial sobre o caminho A-D. 

B C D 

v f a I dT + f a cq dT + f a I dT 
A B C 

(12) 

c considerando que as temperaturas nas extremidades do circuito 
são iguais (TA=Tn). então: 

V = (aJ -acq)(rn-Tc) (13) 

Ou seja, a f.e.m. Secbeck é proporcional a diferença de poder 
termoelétrico entre o substrato c a região com o depósito 
metálico. A Fig. 4 mostra a diferença de poder tcrmoclétrico de 
alguns pares de materiais cm função da relação de áreas (S2/S 1) 
dos mesmos. 

Nota-se que o bismuto depositado sobre uma base de Anti
mônio atinge uma grande diferença de poder tcrmoelétrico, mas 
requer uma grande espessura de depósito. A causa é a baixa dife
rença de condutividade elétrica dos dois materiais. Na fabricação 
de tcrmopilhas com pequenas dimensões essa característica pode 
ser prejudicial, pois a alta condutância térmica provoca um "curto 
circuito" térmico entre as junções, diminuindo a sensibilidade do 
dispositivo. O mesmo pode ser dito para o par ferro/Constantan. 

Já os pares cobrc/Constantan c ouro/Constantan (sendo o 
Constantan o substrato), apesar de apresentar uma diferença de 
poder tcrmoclétrico apenas regu lar. não requerem um depósito 
muito espesso. O motivo é o alto cont ras te de condutividad.: 



elétrica dos dois materiais. O par Chromci/Aiumel não apresenta 
grande interesse prático, pois a deposição desta liga é de diflcil 
realização. 
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Figura 4 - Diferença do poder termoelétrico cm função da relação 
de áreas (S2/S 1) (índice 2 = depósito; índice I = substrato) 

REGIÃO DE INTERFACE 

Na otimização de dispositivos que utilizam circuitos a cle
trodos depositados (ex. fluxímetros), o conhecimento do ponto 
exato onde ocorre a medição da temperatura tem uma impor
tância fundament al. Conforme visto na Eq. l 3 a f.e .m. Seebeck 
aparece quando existe uma diferença de poder termoelétrico, no 
caso a J·Ueq · Como aeq é constante ao longo da região 
depositada, a medição da temperatura ocorre na região de 
transição em que aeq evolui para a J. Para caracterizar de uma 
maneira mais simples a evolução de aeq , considera-se o ci rcuito 
em questão, conectado a um voltímetro com resistência interna R. 
Se o termopar produz uma f.e.m. então haverá uma corrente 
elétrica circulando, e ela atravessará preferencialmente a camada 
depositada que necessariamente apresenta uma maior 
condutividade e létrica. A Fig. 5 mostra esquematicamente as 
linhas de corrente. 

linhas de corrente T B I TC 
elétrica ..--c~----'";2=-~ 

1

-.·;:_"'.- ~~, ; "'4> ,' .. .' !§& 
~: ~ ; .. ?._'f!!i_ .• j I t ~"' 

/ . -~ . '·'"'·' i 

R -· ( \ ) "v / 

Figura 5 - Linhas de corrente em um circuito bimetálico 

Quando um a corrente elétrica I atravessa o circuito, a repar
tição entre os condutores (indicados por I e 2) se efetua segundo 
as relações: 

lt c (14) 

e substituindo na Eq. 9 obtêm-se 

aeq ( 15) 
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A aná lise das linhas de corrente pode, dessa forma, 
determinar a evolução do poder termoelétrico. As linhas de cor
rente foram determinadas através de um programa de simulação 
numérica (programa Fluent) empregando uma analogia térmica
elétrica, onde: 

condutividade térmica =condutividade elétrica 
temperatura = potencial elétrico 

fluxo de calor = corrente elétrica 

A região de transição da célula termoelétrica apresentada na 
Fig. 6 foi discretizada: 120 x 30 células, coordenadas ortogonais, 
problema bidimensional ; e como ccndições de contorno foram 
consideradas as superflcies superior e inferior isoladas, e as faces 
direita e esquerda submetidas a temperaturas constantes e 
diferentes. A Fig.6 mostra esquematicamente as linhas de fluxo 
(que correspondem as linhas de corrente elétrica) na região de 
interface depósito-substrato, e também a evolução do poder 
termoelétrico nessa região para um substrato de constantan com 
25 Jlm de espessura e um depósi to de cobre com 5 11m de espes
sura. 
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~ 
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r 
' 

o 100 200 

distância (flm) 

Figura 6 - Linhas de corrente e poder termoelétrico para 25 11m 
de constantan e 5 Jlm de cobre 

Nota-se que a transição do poder termoelétrico ocorre nos 
primeiros 50 Jlm contados a partir do início da junção. A Fig. 7 
mostra a distância em que ocorre 98% da variação do poder 
termoelétrico para o par cobre/constantan em função da relação 
de espessuras. 
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Figura 7 - Distância a partir da junção em que ocorre 98% da 
variação do poder termoelétrico para o par cobre/constantan em 
função da relação de espessuras · 

·····--, 



Os resultados apresentados na Fig. 7 indicam que a variação 
do poder termoelétrico ocorre quase que totalmente em uma 
região inferior a 60 Jlm, contados a partir do início da junção. 
Esse resultado auxilia na det~·rminação das células de medição da 
temperatura numa discreti z,ição de dispositivos que utilizam 
circuitos termoelétricos a ele trodos depositados. 

CONCLUSÃO 

A análise das linhas de corrente circulando pelo circuito 
termoelétrico permitiu a determinação do poder termoelétrico em 
cada ponto do circuito. Verificou-se que a transição do poder 
termoelétrico ocorre nos primeiros 50 Jlm contados a partir do 
início de uma junção cobre/Constantan. Numa análise de 
diferentes pares de materiais determinou-se a diferença de poder 
termoelétrico em função da relação de espessura dos materiais. 
Os restt\rados apresentados auxiliam na determinação das células 
de medição da temperatura numa discretização de dispositi vos 
que utilizam circuitos termoelétricos a eletrodos depositados. 
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ABSTRACT 

The termopilc confection with a grcat number of junctions 
has a inconvenient thc necdcd of welding lhe junctions. ln order 
to ordcr to overcome this trouble the plated thermopilcs 
technology has been adopted. Thc temperaturc mcasure is 
distributed in a region that dcpends of the electrical propertics 
and dimensional charactcristics of the metais in contact. Than is 
important know this region for optimization of dcviccs bascd in 
this principie. Will be presented a theoretical analysis of the 
transition region of thermoclectric power, and a n: lation between 
thc thermoelectric power and the characteristic dimension. 
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Summary 

7he ohfec/ o(lhts communicatum is w show how new heat jlux sensor.,· concetved in ou r lahoratory. can 
he used in lhe Sludy o(hea/ lransfi:r tn a ventilated a ir gap which is an importem/ pari of'a composile .1olar 
wa/1. hrsl we present lhe experimental conjiguration and some resulls ahou/ lhe generalfimL'Iwnntng of'the 
wa/1. Then. local wr velocily and temperature measurements are realised lo poinl the experimental 
dtjjiculties in lhe delerminatwn o( lhe energy ha/ance on wr thmughing the wa/1. Oijferenl methudv are 
compared and we show lha! heal jlux measuremenl allowed us lo measure prectsely and directly the heal 
transférs tn lhe wa/1 wtth a very stmple expenmental device. 

!NTRODUCTlON 

The use of solar cncrgy for thc hcating of buildings. through 
storagc walls. has bccn thc objcct of many studics sincc thc works 
of Trombc (Trombc.l974. Bilgcn.l 9Rú. Zrikcm. 1987) Thc 
standard Trombe wall suffers large Lhcrmal tosses during cold and 
lcss sunny pcriods as wcll as undesirable cnert,'Y transfcrs in the 
summer. With the help of archttccts. wc havc destgncd a solar wall 
of composite typc which includcs an insulating panei locatcd at thc 
bac~ ofthc storagc wall which diminatcs thc prc\'iously mcntioncd 
di~wbacks . Encr!,'} is transfcrred from thc outside Lo the insidc by 
conduction through the massive wall and then bv convcction. using 
thc phenomcnon ofthermo-circulation of air bctwecn thc wall and 
thc insulating partition. This wall was built into a tcst ccll of 
GENEC at CADARACHE (in south castcm Francc), and was 
tcstcd undcr rcalistic opcrating conditions. 

Wc havc instrumentcd and workcd with it for more than one 
ycar in ordcr lo study its opcration during thc heating pcriod and 
during thc summcr. Thc main originality of this work is thc use of 
hcat thermal !luxmctcrs. Thcsc scnsors are particularly intercsling 
as their slight Lhickness (, 2 mm) and thcir mctallic nature (of a 
printcd circuit type) do not interfere so much when conducling 
mcasuremcnls. Thcir time constant of I sccond makcs Lhem a 
pcrfcctly adaptcd instrument lor Lhe study of heat transfcr undcr 
variablc operating conditions (Thcry. 1980 Lcclercq. 1982 ). 

ln this articlc. wc prcscnt how. by adjustemcnt of thc 
cmissivity of thc hcat !lux scnsors wc can obtain vcry prcciscly 
inforrnations on thc differcnl hcat cxchanges ( conductivc. 
radiativc and convcctive) which havc a grcat ciTcct on thc cnergy 
pcrformance of this solar componcnt. 

EXPERIMENTAL SET-UP 

The experimenl was pcrfonned in a rural environment in 
southcastem Francc at Cadarache (Latitude: 43°39' 1 S" N: 
Longitude: 5° 4(,' 21" E: Altitude: 2(,8 m) 

The tcst ccll consists of a singlc room. Thc undcr!loor spacc 
and lhe attic are sub_1cctcd to natural vcntilation . Thc dimcnsions 
of Lhe cell are sho-wn in Figures I el 2. The south façadc consists 
of a TROM BE wall of composttc typc. 
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Figure I -Vertical cross scction ofthc tcst cc!L 

lollo'lll' cunc rc-t~ blod,_\ 

Figure 2- Horizontal cross scction ofthc tcst ccll 

Thc storagc wall is madc up of solid concrcte blocks. An 
insulating panei was placed around the sides of thc storagc wall to 
reduce lateral heat fosses. The insulating wall limiting thc 
vcntilatcd air laycr is placcd on a wooden framc and can bc 1110\ed 



in ordcr to allow acccss to thc instrumcntation . This woodcn lramc 
also limits Lhe hcat transfer betwcen Lhe air and the concrete 
blocks. 

This paragraph details Lhe inslnunentation sct up as vvell as Lhe 
location of some of the sensors (Figures 3 and 4 ). 

Many sensors have bccn used : 
-X hcat 11uxmeters of tangential gradienl tvpc 

(dimcnsions : !Sx 15 cm2
), of av·cragc scnsitivity O. IOOm V.m"/W 

including an integratcd lypc T lhem1ocouplc. 
- <) K thermocouples , 
- 2 hot wire anemomelers , 
- 3 a ir lemperature probcs. 
- I dry resultant tcmperaturc probe (blaek globe). 
- 3 pyranometers measuring the solar vertical global flux, Lhe 

solar horizontal global 11ux and thc horizontal diffusc llux 
rcspcclively. 

- I oulside lemperature probc. 
- I ancmometer measuring the wind spccd al I O meters above 

ground levei. 
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Figure 3- Vertical eross scction oflhe composite vvall 

lnside thc vcntilatcd air layer, an aluminium [ílm (low 
cmissivitv in intrarcd) placed on some heat lluxmetcrs allows the 
comcctive hcat tlux (FcvT, FevM. FevB) cxchangcd between the 
wall and Lhe air circulating in thc a ir layer to bc cv aluatcd. Thc 
heat lluxmcters, covercd by black fílm, allow to mcasurc lhe global 
flux exchanged. in other words lhe radialive flux exchanged 
bctwecn Lhe wall and the insulaling panei facing lhe sensor -r lhe 
comectiv-e flux ciled earlier. Tne intq,'Tated thcrmocouplcs ofthcsc 
heat fluxmeters will detem1inc an avcragc walltcmperalurc. 

EXPERIMENTAL RESUL TS 

Winter period Thc firsl vear measuremenls rcvealed sev-era! 
phenomena and led us to certain wnclusions. A fter the study of the 
exchanges inside the exterior air laver. the space bctwecn Lhe 
outside face of thc wall and Lhe transparent eover was set at 3 cm 
in order to maximize the solar supphes and to reduee thermal 
tosses. ln ordcr to limit night tosses, Lhe gluing was replaccd by a 
lransparent polycarbonatc sheet. ''hich has a lower solar 
transmission ( t ,., 0 .60) but also a lower hcatloss coeiTteienL 
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Figure 4- Viev' ofthe internal side ofthe \vali 

An inverse thermosiphon phenomcnon vvas obsened during 
days with less or no sun in Lhe V\Ínler. lndccd, when the wall 
bccomcs colder than lhe room. a circulation of air. from the uppcr 
vent lo lhe lowcr vcnt. lakes place and cools Lhe room. To a,·oid 
this phenomcnon. lwo svstcms vvere tested : 

- Thc ftrst consists in pulting a llextble plaslic lilm on Lhe 
lower vent (sce lígure bclow). Thc postlton of Lhts lilm varies 
according lo lhe direction of Lhe tlow. ln a case vvhcre lhe wall 
heats Lhe air. a slight depression due to natural com·cclton 
displaees Lhe lilm from the 'ent On thc othcr hand. Lhe plastic lilm 
is presscd against lhe vent which prev ents any circulation in the a ir 
laver. 

, - The second eonsists of a system whieh eontrols a molorized 
slu.itter '' ilh the hclp o r a h caL lluxmeter 'ia an clcctronic 
command box. 

The heat fluxmeler plaeed on Lhe mstde of Lhe storage wall 
givcs lhe neccssal} infonnation to the eommand box. When the 
llux is positive. the shuller is open and when negallve. closed. ln 
lhe summcr position. lhe shullcr doses when lhe !lux is positive 
and opens when lhe !lux is negative. This opcration can somctimes 
lcad to cooling. 

F igurcs 5 and 6 indicale Lhe tcmpcralure and llov\Talc I c v eis 
rccordcd during two wintcr days. 
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Figures 5 and (, shm' Lhe propcr opcration of thc wall. Onc 
must note Lhe tcmpcraturc leveis rcached by thc storagc mass 
(68°C on Nmcmbcr 26 on thc outsidc part. 38 °( on Lhe insidc 
part) and Lhe tempcraturc of air outlet (Tuv) rcachcs 30 °C. Thc air 
Oow rate reachcs 70 m3/h in thc bcginning of thc cvcning. It 
should also be pomtcd out that on Nmcmbcr 25 , lollowing a bad 
day. Lhe 1\all bcing complctcly dischargl-"rl, lhe mvcrsc 
thcm1osiphon is aYOidcd (lrom 6H to I OH) thanks to Lhe 
motorizcd shutler. 

Summcr pcnod_ Figurc 7 indtcalcs lirst that thc solar incidcnt 
Oux is lcss in thc stunmcr on a vertical plane surface oricntcd 
south ( 900 \V/m' in wintcr. 500 W 1m2 in thc summcr), duc to the 
position of Lhe sun. Morcovcr. thc insulating panei plays its rok: of 
barrier against tmdesirablc inputs during lhe summer pcriod (lhe 
temperaturc of lhe insulating panei on the inside facing is 
cquivalcnt to Lhe room tcmperature). 
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Figure 7 - Summcr 

ENERGY BALANCE ON AIR. 
Onc of thc essentml obJective of this work is to improve thc 

performanccs of lhe wall m energy rccuperatton lor solar heatmg 
ofbuildings. So wc have to know prcciscly how thc solar gains are 
transmittcd to the rooms in parttcular by thcrmoclrculation m the 
\·entilalcd air laycr. First wc prcscnt hcrc the classical experimental 
problcms and thcn wc show it is possible to acquirc a bcttcr 
knowlcdgc of thc opcration of thc air laycr from thc thermal llux 
measuremcnts. Wc pcrformcd the convcctive, radiativc Oux 
cxchangcs and thcrmal balance calculations on the air crossing the 
vcntilatcd laycr Thc rcsults prcscntcd bclow conccmcd thc case in 
which thc wall is working in cncrgy transmission to thc room. that 

1s thc \Cnts are opcncd. Thc mr circulatc naturally through thc 
walL Wc havc stcady ambient conditions in the room . 

Usually. in this conliguration, thc cstimation of thc cnergy 
balance on air is based on temperalures and a ir Oo\o\o mcasurcmcnl. 

For cach air vcnt. tcmpcrature and ,·clocity protilcs have bccn 
rcaliscd (figures 8 to II). ln thc ca~c of the temperaturcs wc can 
observe that for the lowcr air vcnt thc lemperature is almosL a 
constant ( 17 to I ':1 o c) w1th an avcragc v alue which 1s lhe a1r 
tcmpcraturc in Lhe room. On thc othcr hand lhe ai r lcmpcraturc on 
lhe uppcr vcnt is nol homogcncous, ( from 20°C lo 30°C ). Thcn 
in this case it is very dillicult lo choosc a good localisation lor a 
charactcristic air tcmpcrature mcasurcmcnt. 

ln a classical approach of the air encrgy balance we have to 
mcasure the air tlow Lhrough Lhe gap, thcn we realise some velociLv 
prolilcs in the scction arca of lhe inlet and outlct of lhe air lay~r 
(_70 cm x I (i cm) So wc can observe vcry imporLant variations in 
thc upper onc (figure I I) 

This rcsults show us thc numcrous problcms to cstimatc 
prcc1sclv lhe hcat ams bv Lhe solar wall for thc butldm 
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Figure 8 - Temperature- Lower vent 
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Figure 9- Temperature -Upper vent 

Onc othcr approach in Lhe study of thc typc of component is to 
use adaptcd corrclation from which it is possible to to calculate 
the valuc of a convcctive exchangc coellicient hc. We are now 
talking about thermal exchanges by natural comcction bctwccn lhe 
air and thc walls of an opcn rectangular cavity with vents on thc 
top and bottom paris. ln this case wc do not nccd air vclocity but 
only tcmperature mcasurcments. From bibliographical rcscarch wc 
can collcct some diffcrent correlations . This thennal transfcr 
problem by natural convcction in a vertical air channcl is classical. 
lt has been Lhe subject of much rcscarch. The diffcrcnt boundary 
conditions (isolhcrmal plates, constant llux) lcad us to choosc the 
corrclations suitcd to our case. The natural convcction opcrating 
conditions in a vertical heatcd channcl go through Lhree diflerent 
transfcr modcs according Lo the RA YLEIGH numbcr: 
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pg~TL3 
Ra = - - -

, . a 

lU 7 < Ra Laminar flow. 

(I) 

107 < Ra < I o9Transition opcrating condition 
109 < Ra Turbulcnt operating condition. 
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Thc corrclations givcn bclow are corrclations cstablishcd in thc 
case or a vertical and tsothcrmal plate. ln ordcr lo stud1· thcsc 
diiTcrcnl corrclations. '"' uscd thc mcasurcmcms or severa! davs 
rccordcd at Cadarachc. Thc mcasurcmcnt slcp and thus lhe 
calculation stcp is 5 minutes. Thc GRASHOF numbcr (Gr=Ra/Pr) 
ts highcr lhan I O){ during thc studicd pcriod. Thc rciations 
proposcd b1 dif"fcrcnl aulhors for a numbcr ofGRASHOF bcl11 Ccn 
I oX and I 1il2 are · 

(Churchill. I lJ75) 

Nu ~ [O.R25+0.3R7(RaH 017 )(1 + 0.67 Pr '156
) 

0
']

2 
(2) 

(Jaluria.I9RO) Nu = 0.13 Ra 11 

( Fischcndcn. Saundcrs 1990) : Nu 

(Alambdari. Hammond 19X:; ) 

{3) 

Ol07Gr 1
·' (4) 

Nu o~ I(055 Gr 11 )6 + (0095Gr 1 1
)
1'1 1 

'' (5) 

(Aiambdari. Hammond 19X3) 

rr . . , , \" '" 
hc= l 1 ts ! ~r ) i +(Ln(sr) ' ' )" wtth 

L\ \ L ' ) 

Af=tTp-Tfluid) t<>l 

ln tàct wc can sec from figure 12 that thcrc is important 
varialions (- 25'7;,) m lhe hc valucs accordmg thc ddlcrcnt aulhors. 
Thc ligurc 7 prcscnt thc oblaincd rcsults 1\tth l:alculalcd 
cocfficicnts on a 1110 da)s period. We can sec lhal tl is dirticultto 
makc a good choice. E1·cn· experimental situation is special <llld 
remcmber that temperalure definition are not C\ idenL 

STUDY OF THE THERMAL EXCHANGEU_N __ l}-IE 
YENTILATED AIR LA YER 

Study of comectivc hcat exchange. 

Thesc diffcrcnt corrclations 11Íll be comparcd to the rcsulls 
obtaincd "ith heat tluxmeler mcasurements perti:mned on the 
mtemal face ofthc storagc '' ali. E1aluation oflhe experimental 

1070 

<lO 

_.15 
v 
" 
~ 
&s 
<J 
.= 

2.0 

1.5 

1.0 

o 

++-+++ 
+ ++ 

AAA + + +'- f. + t.AilAAA + + 
â

6 
+-++~/A At. + 

At,.A+++ +t.A AA 
AA ++t+A 

AIJ.MA 

- A'lfr.-: A Alanlari + FN.:IuUn • Oudill 

4 8 u ffi ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

"Jirrc (tn~) 

Figure 12 Com ec111e cxchange coefl!cients 

comecli1e cxchangc coeffíc1enl1S poss1ble bv rnod1J\mg th.:: lnlra
rcd CllliSSi llly o r lhe hcal lluxmetcrs . A heat tluxmeter COI cred bl 
a poltshcd aluminium lilm of 1en lo11 infra-red emissi\it\ 111ll 
onh bc scnsil.n c lo thc heal. translc r b1 com cction 

Wc lhcn hav.:: 
Flux comec!i1c measured = hcexp (Tp- Ttluíd) (7 ) 

111 \1h1ch Flu:~. comecti1c measurcd 1s lhe a1cragc llux measurcd 
by lhe·· rcllcclil·c ·· hcal tluxmctcrs. Tp is thc a1crage lcmpcrature 
of lhe partit1on. and Ttlwd is thc aycragc tcmpcrature of thc a1r 
I (luv+TLI J/2 i 

On thc othcr hand_ mthc case 11hcrc thc llux sensor IS CO\·crcd 
"1th a film ha\'lng an emtSSI\ 111 closc lo thal of a concretc 
parl1l1on (E ·"' I). the rm:asurcd llux 1s thcn thc sum of thc thcrmal 
cxchangcs by wmeclion and by radiat1on belween thc 11ali and 1ts 
em ironment 11 is 1mponan1 10 note that 1hc aluminilUll tihn local h 
drsrupl s lhe exchangcs b\ modil\ ing lhe 1 alue of lhe surfacc 
lcmpcralure Thc radiilli\ c componcnt of thc lltrx Ciln bc nblilincd 
bv making thc dtfference bet\\een lhe tlux using thc L\\O 1\pcs of 
rilm mthout neglcctmg to makc a s light corrccuon 111 surfacc 
tcmpcratun: for thc calculation uf thc convcclin: componcnt 
1 Lassuc. I <JX<J and Zalcwski. I9<J2 ). 

Cor!l.Jl-ª!:iS01l9i.JJw_9_Lil"crcn!_çalcula!~9~ tlux i!.Dd the experimental 
1.1_~ Onl~ the llux corrcsponding to thc CHURCHILL. 
FISCHENDEN and ALAMBDARI correlations "iii bc prescmcd 
in Figurc 11° I 3 

) '>o F-lux ( W/m') t'l:.,rdu!l 

j) 11 ~ • l <'tnc'Cl!H: 11ux- "''P'·;nmcnt 

~ ';()~ t· ~~ ~ 
) ';(I ' 1 i' : ,. ~~ \,J . A 1 \ 

-..:..;r ---;r I '"-'hc,~ck-rr:..;r c-~M 
5 !I 1- i\lamlxLn -::t" I k>t.U> 

- 'i O ( 12 2"1 3h IX (~ ) 7 2 X4 '-)( ~ 

Figure 13 : Com CC( I\ c hcat llux. 

Thc corrclations closcst to thc cxpcrnnental !lux are the 
corrcla\Jons g1ven lor a verttcal plane pla1e "i1h constant 
lempcralure Thc h~ pothCSIS o r non-intcraclton o r lhe 2 pi ates IS 

1crifii..xl . Thc f1schcnden corrclatíon sccms to be thc best suíted to 
C\ aluatc the !lux cxchangcd 111 thc a1r laycr Thc com ccti1 c 
exchanges bctween the insulating pane! and thc a1r can be 
c1·aluatcd 111 thc same way. Thc sum or thc com·ecti1·e cxchangcs 



will lead us to the evalualion of the energy exchanged in lhe air 
layer. 

Enefgy results inside the air laycr: A precise knowledge of thc 
anergy balance of the air crossing lhe ventilated layer is a key poinl 
in determining the efficiency of lhe solar wall we designed, for the 
thermal energy is transmittcd to lhe room via lhe venlilaled nir 
layer. The main difficulty comes from the assessment of the air 
flow rate in the air layer. Three mcthods are compared in order to 
use in lhe best possible way, the instrumentalion sct up. and 
especinlly to validate one appronch whcn comparcd lo another. 

Thc rcsulls prescntcd below werc obtaincd over severa I wintcr 
days ( from thc 8th to the li th April 1995 ). The acquisition step is 
5 minutes. The circulation in Lhe air layer was unhindercd, the 
room was not heated other lhan by the heat inputs of the wall. 

Results determined from calculated convective nux: Use of heat 
fluxmcter sensors showed that Lhe Fishcnden correlation allowcd 
us to instantly and accuratcly calcuJatc tlte quantity of cncrgy 
transmitted to the air by the woll. This corrclation will also be 
opplied to lhe calculation of convective nux (low) cxchangcc.t 
between the air and the insulating panei. Thc energy transmitted to 
the a ir is obtained by the following calculation. · 

dEn = [ Flm<.,11 • Flux;~"'"d] .Sech. dt (R) 

in which Scch is lhe exchange surface which corrcsponds lo lhe 
product of the width of the air layer by the distance bctwccn the 
vents. 

Energy balance on air: This method is tricky as it requires a 
knowlcdgc of thc llowratc in thc air layer and of Lhe tempcratures 
(TLv ct TU\') at the inJet and the outlet vcnts in lhe insulating panei 
respectively. 

Rccordings of air spccd profiles and of air temperature5 
performcd on the vents show that in our experimental 
configuration, local measurements are not recommendcd. 
Mappings at the upper vent levei allo\\cd us lo detem1ine the 
location which would gi\'C the average tcmperature (Tu\') from a 
locaJ mcasuremenl. By using an arithmctical rncthod (Log-Linear) 
we were able to determine the avemge !:pced (Va,-c) dc.lincd from 
the local speed measurements at the lower \'Cnt levei. At thc same 
time, anolher anemometer is placed in lhe centcr of the lower vent 
(Vcentral). This measured speed (Vccntrol) is used as o reference 
to establish a relation bctween lhe central spccd and the !1\eragc 
speed. 

V ave= COB x "central (9) 

in which COB is a simple coefficicnt with a numcrical value 
depcnding not only on thc si7c of the vents but also on thc 
flowrate. ln spite of this, for a precise vent sizc, lhe dctcrmination 
of the value of lhe coc.fficienL (COB) is verv casv to rcproduce 
according to lhe number oftests and does not vary much when Lhe 
Oowrote is low (less lhan 10%). 

ln lhis case the cnergy bnlance of Lhe a ir crossing the ventilatcd 
layer will be wriuen: 

En=pCp Svent Ynve(Tuv- Tlv) (lO) 

Head loss considerations: The now in the air laycr is perfom1cd 
naturolly by thermosiphon. Thc flonTntc is dircctly linkcd to: 

-Tire air tempcraturc diiTcrencc cxisting bchn:cn lhe lop vcnt, and 
the bottom vent. 
- The swn of the head loss due to the passnge through the venl.s 
and lhe frielion in the ventilated layer. 

Thc global heaL loss, due lo ITicLion and to Lhe singular heat 

I . I H r y M VL, 
OSSCS. IS cqua lO â RJ<>I~I =">plohol X--~-

2g 
in which Çglobal the sum of lhe head loss coellícients, 

VLA is thc speed in the air layer 
y M is lhe specilic overagc wcight of the a ir. 

(li) 

By assimilating Lhe air lo a pcrfccl gas. by setling lhe 
hypothesis of a pennancnl and unidimcnsionnl flow following thc 
\'ertical (z) and by ncglccting lhe viscosity ciTccts, one can wrile 
thal lhe head loss betwccn lhe cnlry ( lower ,·enl) and lhe exil of Lhe 
channel (upper vent) is equivalcnt to: 

óH"'"'"' =[rdz. (12) 

Supposing thal lhe temperoture varies in a linear woy, from thc 
lwo previous rclations we cnn deduce the ai r speed in lhe ventilatcd 
layer. 

V~,,, ., Cdx JlgH(T,., ~ T,J]![(Tuv + T,, )] in m/s (13) 

in which (' d = ~ -~- is 11 dischargc cocfficicnt 
Ç1!1nhnl 

With lhe sum of lhe head loss cocflicients thus dctennincd. il is 
then possible to calculatc the air tio\\ rate in lhe a ir laycr. 

Q J 
. ---· --

T - T 
Cd S g 11 __ m:_ ·- ··-' ·'. x J(,()() (m1/h) 

r.,, T + T 
11\" \,\ 

( 14) 

The point of this method is to bc able to dcduce Lhe air llowrate 
only from the measuremcnts of lhe nir lempernlure at lhe 1·ent levei 
ai lhe top and at the bottom or the insulalcd panei. We must 
ne,·erthclcss be carcful as se,·cral approximations are neccssary to 
linallv obtain the lollo\\ ing energy results: 

En~ pCp Q(Tuv- TLv) ( 15) 

(:<llllp:jrÍS()IJ _nf_ thç _, :Jrimrs. ~liiTSfC!ll_ rçsu]t~ : __ Thc comparison o r 
thcse three asscssmenls of lhe thcrmnl cncr~· to lhe room is shown 
in Figure 14 for a 4 days pcriod. 

o 12 24 3t' 48 60 84 
llours 

~ Fnt.·rp~~ rakul:•tctllforn ti~henden correlnlion 

--- Fnctp\ halmu.:e tlll ai r 
-1- -r llcad 1oss cnnsilJcratious 

Figure 14: Comparaison bctween lhe 3 methods. 

96 

The good agrccmcnL bctwccn lhcse curves allows us to 
validate each of the approachcs during a detcmlined experimental 
period. From this result. the precision of Lhe corrclations uscd for 
the cnlculation or the corwccli~c exchanges can be l'crilicd as well 
as tbe evalualion of thc Oowrate inside lhe air layer, both being 
requircd to modclthe system. 
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CONCLUSION- DISCUSSION: 

The experimental study of lhe composite TROMBE ,,ali 
during a whole year enablcd us to obtain better undcrstanding 
regarding the working of this composite wall. The winter period 
contributed lo show the importance of the "'outside part --. Some 
changes were made, such as replacing the glazing by an aheolar 
polycarbonatc, which limits thc night losscs. 

During less sunny days, whcn thc wall is dischargcd, nn 
inverse air thcrmnl-circulalion was obscrvcd. To prevcnt this 
phcnomcnon, two syslems were testcd at lhe lower venl levei: 
- n Oexible plastie lilm as well as a motori1.ed ahuUer controllcd by 
a hcal lluxmclcr. Each systcm has ils advanlagcs and its 
drawbacks. Thc plaslic film is nol costly. casy to sei up but it 
crcatcs an addilional head loss. Thc automat i e shutter ercalcs lcss 
pcrturbalion on lhe air flow, bul is more expcnsivc and more 
complex to set up and control. lt could bc uscd for summcr 
cooling. 
The heat fluxmelcrs , key tools of our instrumentalion, allowcd us 
to estimate thc thcrmal characteristics of thc storagc wall , to 
quanlify lhe convccti'c and rndiali,·c cxchangcs insidc the air l;l\ cr 
11nd lo cvalulltc thc e.nergy transferrcd to thc test room Also .. ali 
this acquircd data guidcd us in the choicc of corrclalions and 
thennal characlcrislics nccessary for c<,mpull'r motlclling A 
lhcrrnal simulation prograrmnc a IIm' íng us to knol\ lhe thermal 
and encrgy pcrfom1ances of various solar \1 ali designs. is 
undcrgoing dcvclopmcnt and validalion . li "iii givc lhe dcsigncrs 
precise information aboul lhe lhcm1al perlormanccs of lhe 11 ali 
<wcr lhe yeM for difTcrcnl sites. 

Dclinilion of tcrms: 

Cp : Mass hcal at constant pressure (J/kg° K) . 
En : Energy supplied by the air layer (K.I) 
Fglob. vcrt : Solar irradiation on a vertical plane surface (W 1m2

) 

FcvT : Convective heal Oux measured b~· thc heal Ouxmeter placcd 
ntthc lop of Lhe ui r luycr (W/rn2

). 

FC\'M Com·cclivc he111 flux rncasured i11 lhe middlc of lhe air 
layer (W/rn 2

) . 

Fc' 8 Convcclivc flux mcasured al thc h(lllom of thc air ln~· cr 
(Wim 2

) 

Fcv = ( Fc\ H+ Fc' M + FcvB) /3 (W/m') 
FglobT: Global Oux (conveclive + radíati\c) mcasurcd by thc hcal 

Ouxmeter placcd at the top of thc ai r laycr (W 1m2
) . 

FglobM Global flux (eonvective + radíalive) mcasurcd by thc 

heal Ouxmctcr placcd in Lhe middlc of the air laycr 
(W/m 2) 

FglobB : Global Oux (eonvective + radiativc) mcasurcd by lhe hcal 
fluxmclcr plaecd al lhe boUom of lhe air layer 
(W/m').Fluxlol = (FglohT I FglobM I Fgl(lhB)f:l (W/nt') 

Fcxl : lkal !lux rncasured on lhe outsid..: r;te..: oflhc wall (W/m' ). 
g : Accelcralion (m/s'). 
11 : llcighl bcl1n:cn vcnLs (rn). 
Scch : Exchange surface (m 2

) . 

SLA: A ir layer surfaec (m'). 

Sven( Vcnts surfaec (m') 

Tamb: OuLdoor lcmpcrature. 
T room : Temperalure of the room. 
TcvT : Surfaee Lemperature of the wall mcasured at lhe lop of lhe 

air layer (°C). 
Te,·M : Surface temperature of Lhe wall mcasurcd in Lhe middlc of 

Lhe air layer (0 C). 
Te v B : Surlace temperaturc of Lhe wall measurcd at Lhe bollom of 

thc a ir layer CC). 
TST : Surface lempcraLure of Lhe 11all mcasured al l.hc lop of lhe 

air la~·er ("C) 

TSM : Surlacc Lcrnpcmture of the wall mcasurcd ín lhe middlc of 
Lhe air layer ("C). 

TSB : Surfacc lcmperature of lhe \\ali measurcd at the bollom of 
lhe nir lnycr (0 C). 

Tp = (TSH+TSM+TSB)n ec) 
TaT: A ir lcmpcralurc measurcd near FC\·T (0 C). 
TaM: Air lcmpcralure measurcd near FevM (°C) 
TaB: Air lempcralurc mcasurcd nem FcvB (''C). 
TSc.xl : Surfncc lcmpl'rnture oflhe \\ali on lhe outside li1cc (°C) 
Tíns LA : Surface temperai me of lhe in:sulnling panei (°C ). 
Tin~ room : Surfacc Lcrnpcralurc of lhe insulalor roorn sidc (°C). 
Tfluid : Avcrnge tempcrnLurc oflhc fluid eC) 
TLv · A ir lcrnpcralure ai lhe lo\\cr venl (0 C). 
Tuv : Air lcmpcralure ai the upper 1enl t°C) 
6-T ~" ( Tuv- TL' ) n :) 
Pr : Numbcr of Pnmdlt 
VLA ·A ir spccd in thc \Cntilntcd ln~u tm/s ) 
Vm-c · Avcragc valnc 0flhc air ai lhe lo,,rr 1·cnl b ·cl (m/s). 
O· A ir flow rate (m~/h) 
, . : Kinemalic , ·isc.ositv (m' /s). 

p • Mass volume oflh~ lluid (kg/m·\ 
)~: Thcrmal conductíntv (\V / rn ''(') 

fi · Dilatalinn coellícicn.l ai consl;ml JliCSSIIIL' ( K- li 
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C.P. 6R503. 21945970 Rio de Jnnciro. Brazil. 
*Dcpmtmcnl of Enginccring. 
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SUMMARY 

< ' 

ln the past, many analytical predictions and numerical simulations of the bubhle plume problem have heen 
developed so as to accurately predict the main properties of the jlow. The prese111 work shows how an 
electroresistivity probe system can be devised to meamre mean and instantaneorts properties of the flow with 
the purpose of corifirming the hypotheses made by the exístíng theories. 111e exper/menta/technique requlres a 
carefully developed statistical data processing in arder to achieve relia h/e results. Graphs of gas fraction, 
bubble rise ve/ocity and bubble size are presentedfor different e::perimental conditions. 

INTROQUCTION 

The complexity of multiphase flows together with its 
application in many ficlds of fluid s engineering has givcn ri se to 
considerable efforts directcd to a good understanding of thc 
phenomenon. This search for a better undcrstanding hns rcsultcd 
in a substantial improvement in the early advanced phys ica l nnd 
mathematical treatmcnts of the problcm. i\lso the dcvclopment of 
specific instrumentation and experimental techniques for 
validation of the main hypothescs has dramatically increased in 

importancc and in number. 
Applications of gas-liquid bubble plumcs are widely 

encountcred in nature and technology. Oil well sub-sea blowouts 
(Milgram. 1983). (Bcall and Horler. 1991 ). pneumatic 
breakwaters, ice formation prevention in lakes, aeration in water 
purification and steel gas-stirred melt vesscls (Castillejos and 
Brimacombe, 1987) are only a few of a host of possihl e 

examples. 
The purposc of this work is to carry out an experimental 

program in order to confirm the hypotheses about the nature of 
the physics of the problem that are made in the existing bubble 
plume theories. T he paper shows how a double channcl 
electroresistivity probe system can be devised to accurately 
measure mean and instantaneous properti~s of the flow. Thc 
results are compared with those given by thc theories . 

The flow field is schematically illustrated in figure I. 

frce 
surfacc 

liquid 
cnlrainmcnt 

gas source 

rigure I - The flmv fi c ld . 

ZOEF 

ZOFE 
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Whcn gas is discharged from a nozzlc. thc continuous gns 
stream is broken into di screte buhbles duc to the Kelvin
Helmholtz instahility proccss. The ri s ing plumc cntrains watcr. 
gcnerati ng an upward motion thnt rcsults in a large rec irculation 
zonc in thc singlc phasc rcg ion . Thc llow is axisi mctric and can 
be hypothctically dividcd into three di stinct regions: the Zonc of 
rlow Establishrncnt (7.0FE). thc Zonc o f Estnhlishcd rlow 
(ZOEF) and the Zone of Surface Flow (ZOSF) . The length of 
each zone is determined by a balance betwcen the existing forces 
in the flow, i.e .. inertia and surface tension hnlance the buoyancy 
force in the ZOFE and ZOSF. respectively. Buoyancy is the 
driving force in the ZOEF. which is , gencrally, thc most extense 
regi on of the plume. 

Thc developmcnt of th c bubhlc plume thcory is based on the 
analysis of thcrmnl buoyant phrmcs. This analogy was firstly 
suggcstcd hy Sir Gcoffrcy Taylor. who subsequcntly turncd it 
into a so lid thcory. ln 191íR. Kohus prcscntcd n sirnplificd theory 
together with sorne measurcmcnts of propcrties of the liquid 
phase. This work was follo wed by a more comprehensive theory 
by Ditmars and Cedcrwall ( 1974 ). These authors, considcred an 
integra l model analogous to that proposed by Morton . Taylor and 
Turner ( 1956) for thermal plumes. Both last models adopted th c 
Tay lor entrainment hypothesis with a constant entrainment 
coeffic ient. Hussain and Siegel ( 1976) proposed 'an integral 
model that ronsidercd a top-hat vcloci ty distribution. instead of 
a gaussian one. Milgrarn ( 1983 ) furth er improvcd the previous 
theories. using a considerable arnount of experimental data to 
advan ce functional relationships for thc entrainmcnt and 
momentum amplification cocflicicnts. Thcsc rclati onships. allicd 
to an integral rnodel. form lhe theory to which thc experimental 
data set obtained in the present work is goi ng to be compared. ln 
fact. th~ integral thcories have been extended to a number of 
situations so that various effects such as the formation of 
hydrates. the forrnation of surface currents and of recirculating 
cclls. thc variation of thc entrainmcnt coefficicnt and of the 
momen tum arnplification factor. the dcllection of the olume by 
th e ac tion of a cross current, can be accounted for. J·or more 
dctai ls on thcse nspects of thc integral methods. thc reader is 
referrcd to Barbosa .Ir .. Aradbury nnd Sil va Fre ire ( 1996). to 
Santos and Silva rrcirc ( 1994 ) and to Santos and Silva Freire 
( 199)). I lere. tire rcsults will basi ca lly hc comparcd with lhe 
thcory of M ilgrarn ( 19R3 ). 

Flcct rorcsistivi ty scnsors hns hecn c\ lcn siv clv nsed li>r the 
chnractnisntion of gas-liqnid llmv pn>Jwrtit•s (S l.' rimwn ct ai.. 
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1975), (Lewis and Davidson. 19R3). A douhle channcl 
electroreslstivity probe is capable of measuring ali the properties 
of the gas phase (Tacke et ai.. 1985), (Castillejos and 
Brimacombe, 1987) and. when combined with other techniques. 
i.e. laser Doppler anemometry (Sheng and lrons. 1992), (Zhou 
and Brimacombe, 1994), the tlow field. including the single 
phase region, can be entirely mapped . 

EXPERIMENTAL WORK. 

Experimental Metbod. The tlow properties are measured 
using the Electroresistivity Sensor Method developed by 
Bradbury in collaboration with Barbosa Jr. (see Silva Freire, 
1995). The working principie of this technique is the difference 
in electrical conductivity between the phases. The development 
of a reliable detection systcm providcs a good recognition of a 
local moving interface in the tlow. Thc electric signal associated 
to the moving interface carrics the information on the tlow 
properties. 

As indicated by Herringe et ai. ( 1974), this technique is the 
most suitable when the liquid phase is the electrically conductive. 
The main adversitics of the method are its destructivc and 
intrusi v e characteristics; lhe presence of a sensor affects the 
plume structure. Anotber limitation of the method is its feature of 
measuring only properties oftbe dispersed phase. 

Data Processjn~ and Analysjs, Data interpretation is the most 
difficult task in tbe signal analysis procedure. lt is nearly 
impossible to discern a small bubble, whose centre is travetled 
across by tbe sensor tip, from a large bubble whose externa! 
surface is only slided over. ln addition, one should take into 
account lhe destructiveness of the measuring process. 

Bubble deformation, detlection and deceleration due to 
surface tension in the vicinity of the sensor tip are also factors 
that prevenis the exact knowledge of the time interval that a 
bubble takes to cross the sensor. 

Such pbenomena are minimised when small , and less 
intrusive, sensors are used. Still, a statistical treatment is 
necessary, since a complete comprehension and control of the 
sensor/tlow interactions are beyond present day knowledge. ln 
this paper, during the data acquisition process, filtering 
techniques were used to avoid bad or spurious signals. 

Experimental Apparatus. The apparatus is schematically 
sbown in figure 2. It comprises a water tank, an air injection 
system, a 2D traversing mechanism and a data acquisition and 
analysis system. 

oscilloscope 

1 1 20 traversc 

0.0 

o o 
o 

air flow meter 

Figure 2 - The experiment11l apparatus. 

The glass water t11nk h11s dimcnsions 300x300x400 mm. Thc 
water is filtcrcd and slightly salted . The air lnjection system is 
composed ot' a mass tlow meter and different injectii:m nozzles. 
The air is also filtered and is injected through a nozzle located on 
the centre of thc hottom of lhe tank . 

The data acquisition and analysis system consists of a 
microcomputer with an interface data acquisition board, an 
oscilloscope, a signal conditioner module and an 
electroresistivity probe. The electroresistivity probe is shown on 
figure 3. 

2 .0 + OJ mm 

Figure 3 - The electroresistivity probe. 

Two 0.2 mm diameter stainless steel needles were electrically 
insulated, with exception of their tips, and soldered to instrument 
wires. The needles were vertically placed in a parallel array . The 
upstream spacing between the electrodes was 2.0 ± 0.3 mm. 

The signal conditioner module electronic diagram is 
illustrated in figure 4. lts most important component is a water 
levei detector integrated circuit. whose main characteristic is the 
fast response in time in indicating · phase changes. This was a 
crucial aspect when developing the electronic device to work in a 
turbulent bubble plume. 

The data acquisition systcm is conceived in such way that the 
circuit output is digital. Avoiding analog/digital conversions, 
trigger settings etc., a faster data processing is achieved . 

Since the circuit output is digital, the bubble data acquisition 
logic is based on binary arithmetics. The values I and O are 
attributed to air and water. respectively. Thus, for a certain 
instant at a certain point in the plume, the possibilities of phase 
combinations that can reach thc probe tips (A and 8) can be 
st11ted as the pairs: [11ir. air) ; [air, watcr): (water, air) ; [water, 
watcr)- or [I. I); [I. 0): [O. I); (0. 0) . 

ln the cnd of an observation period. there will be two binary 
arrays, one f(Jr each necdlc. containing informrttion about the 
phases that stroke the sensor in lhe previous instant. 

Measuring Proccdurc. Thc probc is pl11ccd pcrpcndiculllriy to 
the tank bottom . The watcr depth is kept constant and equal to 
0 .32 111. Mc11suremcnt s of bubblc plume propcrties are m11de for 
scvcralnozzle types and g11s flow rate conditions with the aid of a 
traversing mechanism. Two types of nozzle are used, a single 
ori!ice (4 mm dia.) anda "shower type" nozzle (13 o~ifices, I 
mm dia. each). The glass llow rates 11re 3 litres/min (0.00005 
mJ/s) and 1.8 litrcs/min (0.00003 m3/s). 

The reading frequency of both probe channels is get to 4 kflz. 
that is. the data acquisition system reccivcs a ncw information 
about the phase thnt mcets the sensor tips at each 0 .25 ms. Each 
sample wntaininp. I 0,00() sensor rcalfinp.s is rallecf n sample 
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block. About 50 sample blocks per reading point ofthe plume are 
necessary to achieve a reliable statistic sample. 

in from the 
probes 

12 Volts 

BCI09 

out to +-----1 
digital 

l/0 card 4. 7 H2 

voltage levei shifler 

Figure 4 - The signal conditioner module. 

Measurement of Bubble Plume Properties. The output signal 
of the probe channels at a given point of the plume IS illustrated 
in figure 5. The time delay between the arrival of a bubble at 
each needle can be observed. 

I Jpstream 

Electrode (A) 
Downstream 

Electrode (B) 

..-----.r------~---~ Voltage 

' bubble 
signal '\. 

time 

Figure 5 - The bubble output signal. 

a) Measurement ofGas Fraction. Thc mcasurcment of local 
gas fraction is easier than other propertics mcasurcmcnt bccausc 
its output signal requires no proccssing. Following Torai ( 1981 ), 
for a sufficient long sampling pcriod, the gas fraction at a given 
point of the plume tends to be the fraction of the sampling pcriod 
in which the gas phase meet the sensor. Acing a lime-averagcd 

property, only one channel is necessary to mcasurc thc local gas 
fraction. Usually, thc upstream channcl (A) is chosen. 

b) Measurement of Bubble Rise Velocity and Size. Bubble 
velocity and size were measurcd using two differcnt approaches: 
cross-corrclation and two-state signal mcthods. 

Cross-correlation of the electrodcs output signal generates a 
function that exhibits a maximum at a time delay corresponding 
to the most probable transpor! time of the bubblcs between the 
electrodes. This method has severc limitations since it ignores the 
particular evcnts occurring at the probe tips. The technique 
allows the mcasurcmcnt of only thc most probablc bubblc 
vclocity. providing no dircct information on thc probability 
distribution of the velocities. Thus, whcn dcriving information 
about.bubblc size, it must bc assumcd that ali bubbles travei at 
thc most probable vclocity. The two-state signal method involves 
the mcasurcmcnt of time dclays bctwccn consecutivc pairs of 
similar signals and thus yiclds a time dclay spectrum. The 
problcms arising during thc mcasuring of bubblc vclocity by thc 
latter method are thosc duc to probe wcttability and bubblc 
trajectory (Castillejos and Brimacombc, 1987). 

ln this work, thc criterion for bubblc sclcction proposed by 
Lewis and Davidson ( 1983) was associated to the two-statc signal 
mcthod in ordcr to accurately measurc bubblc vclocity and sizc. 
thns avoiding thc occurrcnce of the problems mentioned above. 
The criterion is based on two statemcnts: (I) if a bubble hits the 
sensor ohliqucly, t2 and (t3 - t1). sec figure 5, will he diffcrent and 
the bubble is rejected; (2) if the bubble velocity varies as it 
crosses the sensor, t1 and (t3 - t2) will be different and the bubble 
is rejected. Tolcrancc of ± 15% is applicd to both statements. 

Thus, according to the two-statc signal mcthod, thc risc 
velocity of an acceptcd bubblc will be the arithmetic mean 
between: 

es and 
t. 

whcrc cs is the electrode spacing . 

(I) 

The mean diametcr of an accepted buhblc will bc thc 
arithmetic mean bctwcen: 

(2) 

Figures 6 and 7 show the bubhle rise velocity and bubble 
mcan diamctcr spcctr<~. ohtaincd with thc two-state signal 
method, and thc associated normal distributions at a given point 
of the plume. 
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RESULTS 

Gas Fraction Measurement. Figure 8 shows gas fraction 
radial distributions at diiTcrcnt heights. Most integral theories 
assume that thc density dcfect radial profiles have a gaussian 
shapc. Thc theoretical distribution is: 

(3) 

wh~re co is thc ccntreline gas fraction. n is an arbitrary constant 
and 8 is the plume wfdth; the radius at which the gas fraction 
falis to the half of the centreline v alue. 

J\lso according to lhe thermal plumes analogy, the gas 
fraction profilcs should exhihit similnrity. This nssumption is 
verificd in figmc 9, whcrc thc pammctcrs are refcrred to c .. nnd 
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Figure 6 - Bubble velocity spectnnn. 
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Figure 7 - Bubble mean diameter spectrum. 

Centreline gas fraction distributions for different injection 
conditions are plotted and compared with the theory in figure I O. 
lt is shown that, except for the region close to the nozzle - lhe 
region where lhe plume preserves its jel characterislics - . lhe 
values of the axial gas fraction for different injection conditions 
are nearly the sarne. Thus, the assumplion made by ali integral 
theories that the flow in the ZOEF region is independent of its 
initial conditions in the ZOFE is valid. 

A typical bubble plume radius dislribulion is shown in figure 
11. 

Bubble Rise Velocity. Likewise the gas fraction, and yet in 
accordance with the thermal buoyant plumes analogy, lhe liquid 
phase velocity radial profiles can be expressed in a gaussian 
form: 

U1(r,x) = u,. (x)e(-PÃr
2
j5

2
(xJ) (4) 

1076 

where À. is lhe ratio of the two-phase region radius to the induced 
singlc phase jct radius. Gencrally, the integral models assume 
that À. is con~tanl. being 0.8 a typical value. Unfortunalely, the 
value of À. cannot hc chccked by the prescnt work. This would 
requirc mcasuring thc liquid phasc propcrtics. which is 
impracticablc through thc use of ele<;troresistivily prohes. 

The theories also suppose lhat thc gas phasc' velocily equals 
the liqui<i phasc velocily plus an npproximalely constant slip 
velocily: 

ug(r,x) = u,(r.x) + ub. (5) 

ln huhbly flows, thc slip vclocity, ub, is supposed to be the 
terminal velocity of a singlc huhble in a stagnant liquid. 

ln Figure 12, it is shown thal the bubble rise velocity radial 
distribution h as a, gaussian form, thus presenting similarity. 
Figure 13 shows the centreline bubble velocity for two differenl 
injection nozzle conditions and lhe same air flow rate. The 
agreement with the theory is good. 
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To eslimalc lhe huhhle slip velncit~·. some exprrimcnls werc 
cmried nut Thc nir llow mie was dt•ut·nsed lo n minimum vnh1r 



so that only a single bubble was releascd at a time. Thus. 
violently reducing the flow entrainment and avoiding interactions 
bet\veen the bubbles. it was possible to simulate a single hubble 
in a stagnant liquid. 

As can be observed in figure 14, thc bubble slip velocity is 
approximately constant. 'À typical value, used by Milgram ( 1983) 
and Ditmars and Cederwall ( 1974), is U.35 m/s. ln this paper. lhe 
arithmetic mean of the measured slip velocities is 0.365 m/s. The 
calculated error is 4%: that is here considered to be satisfactory . 
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1.00 

1.00 

Bybble Sjze Measyrement Likewise the bubble velocity. the 
bubble size measurement needs a statistical background. As 
stated by Castillejos and Brimacombe (1987), the probe has equal 
probability o r piercing the bubbles at any point on their projected 
frontal arca and the measured chord Jength may vary from zero to 
the largest vertical dimension of the bubble. Besides that. one 
can also assume that the discrete bubbles are sphcres of various 
sizes randomly distributed over the plume. Obviously. this 
hypothcsis becomcs invalid at lhe vicinity nf lhe nozzlc. 

Severa! methods were developed in order to calculatc the 
mean diameter of a pierced bubble. ln this work. it is simply 
assumed thal lhe mean buhble diametcr at a givcn point of thc 
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plume is the most probable value of thc probability dcnsity 
function associated with the bubble pierccd length histogram at 

that point. 
ln figure 15, the variation of the calculated mean bubble 

diameter, Db, along the centreline is plotted for different air flow 
rates and injection nozzles. Though the scatter, it is observed that 
from a determined region on, the bubble size becomcs 
independent of the flow conditions; the bubbles reach a nearly 
constant size just spreading radially along the plume nxis. 
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CONCLUDING REMARKS 

An experimental program was developed in ordcr to measure 
the gas phase properties of a round bubblc plume. The 
electrorcsistivity sensor technique was the cmployed 
experimental method . Due lo lhe random nature of the mensuring 
process, a statistical data processing. as well as filtering 
techniques and bubble selection criteria (Lewis and Davidson. 
1983), were devcloped with lhe purpose of eliminating reading 
errors and achieving reliable values. 

Hypotheses and results obtaincd by lhe integral bubble plumc 
theories were compared to thc present work experimental results 
for severa! experimental conditions. 

Gas fraction, bubble rise velocity and average bubble size 
graphs were shown. As a result, the physical hypotheses seemed 
plausible, specially in the region far from the injection nozzle and 
the free surface. 
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SUMMARY 
This paper presents the local void fraction measurements in a bubble column using the electrical 

resistivity probe teclmique. The bubble column consists of a 80 mm ID Plexiglas pipe where the air is 
.introduced at the bottom of the column through a peiforated plate. The local void fraction distribution is 
measured by the displacement of the resistivity probe in the radial direction. Herein the signal conditioning is 
discussed and the influence of the threshold levei is analyzed. From the conditioned signal it is possible to 
obtain the void fraction, the bubble frequency and the bubble residehce time distribution. The comparison 
between the area averaged void fraction calculated from the local measurements and the volumetric void 
fraction validates the resistivity probe technique both for bubbly and c hum flow. 

INTRODUCTION 

Two-phase 11ows consisting of simultaneous 11ow of liquid
vapor or liquid-gas are encountered quite frequently in power 
generation systems, heat exchangers, chemical reactors, oil 
industry, and other industrial processes. ln these two-phase flows, 
severa! flow regimes are encowltered where the gas phase may 
occur in various pattems from small bubbles to large slugs or as a 
continuous phase with or without liquid films or droplets. The 
bubble size and their distributions in these regimes vary v. ~ 'h the 
liquid and gas superficial velocities, flow geometry and local 
conditions. A detailed knowledge of the flow regimes and local 
flow characteristics is very important in developing predictive 
tools. ln addition, theoretical modeling of two-phase flow studies 
is often based on very specific local hydraulic conditions. An 
experimental verification of such analytical descriptions thus 
requires a very fine and detailed determination of the relevant 
local parameters. 

ln the study of two-phase flow there has been a strong need 
for instruments able to measure the detailed distribution of 
various local parameters such as the distribution of the two 
phases, the bubble size distribution and the bubble frequency. 

One of the requirements of a suitable measuring method 
would be the absence of obstructions in the flow channel. At least 
three methods meet this requirement: laser-Doppler anemometry, 
ultrasonic pulse transmission and particle image velocimetry. 
However, these methods are only applicab~ where the dispersed 
phase is sufficiently dilute, i.e., for low void fractions . 

ln view of the intention to measure local variables in gas
liquid flows with void fraction possibly ranging from zero to 
unity it is inevitablc to use a probe technique. ln a recent review 
work, Cartellier and Achard (1991 ) have shown that the most 
powerful probe techniques are electrical resistivity probe, optical 
probe and hot film anemometry. Among these techniques, the 
advantage of electrical resistivity probe is that both the sensor 
and the detecting electronic circuit are easy to be realized. ln this 
work, such a probe was used for the measurement of the void 
fraction distribution of an air-water flow in a bubble colwnn. 

Since the fundamental works of Serizawa et ai (1975) and 
Herringe and Davis (1976), continuous progress has been made 
with respect to the application of electrical resistivity probe 
technique to studying local two-phase flow parameters (Van der 
Welle, 1985; Kataoka et ai, 1986; Teyssedou and Tapacu, 1988; 
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Bamea and Shemer, 1989; Kocamusiafaogullari and Wang, 1991; 
Liu and Bankoff, 1993; Leung et al, 1995). 

lHE ELECTRICAL RESISTIVITY PROBE TECHNIQUE 

Measuring Principie. ln principie the electrical resistivity 
probe method consists of a instantaneous measurement of the 
local electrical resistivity in the two-phase flow by means of a 
sensor electrode. A typical resistivity probe is depicted in fig. I. 

ininsulated I 
length 

Figure 1 - Typical resistivity probe. 

---+ second 
electrode 

insulation 

wire 

Basically the sensor works as an identifier of a phase 
surrounding the probe tip. Since the circuit is opened or closed 
depending on \o\nether the sensor is in contact with gas or liquid, 
thc probe beill!ves in principie like a switch, yielding a two-stage 
signal. Such a signal shows a nearly immediate response to water 
contact with the probe, but a delayed response to bubble contact, 
due to the required dewetting time of the probe tip. lndeed, the 
sensor does not penetrate the interface without deforming it. 
Moreover, the instantaneous resistivity depends on the fraction of 
the sensitive tip area wetted by one phase, and therefore, long 
sensitive length induces smooth signal transitions. Minimization 
of this delay, i.e., approximation of a square wave shape, is 
desirab1e for signal conditioning, and may be obtained by proper 
design of the probe tip. However, to obtain a true square wave 
type signals, a proper threshold voltage has to be used as a 
triggering criterion. The value of threshold voltagc can be 
obtained by processing the data for void fraction and by 
comparing it with other reference measuring method. 



~ 

Signal conditioning. lbe most common method of signal 
conditioning is based on a single threshold levei whose 
intersections with the raw signal determine the starts and the 
ends of rectangular waves, producing thus a succession of gas 
residence times. lbis approach has the inhcrent disadvantage that 
signals which do not reach the threshold levei will be undeter.ted. 
Hence the threshold levei must be set as close to the Jiquid signal 
leve! as possible, in order to minimize the influence of the 
dewetting time and to take account of small bubb!es. 

No agreement exists in the hterature, neither for the 
recommended threshold levei, nor for the resulting performance. 
Nevertheless, the threshold levei usually ranges from I 0% to 
50% ofthe static high levei signal. 

l11e problem is further enhanced in practice by shifts in the 
liquid signal levei. lbis problem can be avoided by comparing 
the samples with a self-adjusting threshold levei. First the data 
were divided in many data blocks (typically 32000 samples). 
Before a data block entered a phase discrimination routine, the 
maximum M and the minimum N values of signal were 
determined in advance. The threshold levei Tis given by: 

T=(M- N)·S+ N (I) 

where S ranges from zero to one. 
'Ibe main advantage of this phase discrimination method is 

that every data block has a flexible threshold levei, even for the 
sarne value of S. lbis is of practical importance if the liquid 
signal levei drifts. 

Signal processing. As the conditioned signal for bubbly flow 
consists of a train of square waves, the signal has to be processed 
such that the gas phase residence time distribution, the number of 
bubbles passing through the probe location and the void fraction 
information can be obtained. 

The local void fraction is defmed as the time average of the 
phase indicator function X by: 

) T 
a= lim-J X(x ,t)dt 

T-.• To 
(2) 

in which X as a function of position x and time t equals one for 
the gas phase and zero for the liquid phase. 

As the conditioned signal is given in discrete binary form, 
equation (2) can be written as: 

) N 

a=-LX(i) 
N i o l 

(3) 

in which N is the total number of samples and X (i) the binary 
signal. 

The residence time for a bubble follows from the block length 
of the square wave signal, i.e., from the number of continuous 
samples n in the gas phase, and from the sampling frequency f : 

n 
T.=

b f 

EXPERIMENTAL RESULTS 

(4) 

Description of the experimental facility. A schematic 
diagram of the air -water bubble column is illustrated in figure 
2. The test section is made ofa 1600 mm long with 80 mm i.d. 
Plexiglas tube. The local measuremenl station is Iocated al 
L/D=l5. 

The air lo lhe test seclion is supplied from the building 
central air system. It is injected into the mixing chamber 
placed at the colunm bottom. The air flowrate was controlled 
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and measured with a mass flow controller DROOKS-5851-E. 
"lbe bubble generator consists of a perforated plate with 45 
boles of 2 mm diameter equally separated. 

local probe 
H 

H o perforated plate 

air injection 

Figure 2- Schematic ofthe experimental facility . 

ln this work the experimental results were obtained for six 
different values ofthe gas flowrate, from 0.36 to 4.52 m3/h 
(gas superficial velocity between 0.02 and 0.25 m/s), both 
expressed in standard conditions (0°C and 101 K.Pa). 

A Vernier, with graduations to an accuracy of I mm, was 
attached axially at the outside of the test section to allow the 
measurement of the water height in the colurnn. From the 
initial water height Ho measured before the air injection and 
lhe air-water mixture height H, the volume average void 
fraction can be obtained by: 

H-H0 a=--- (5) 
H 

The electrical resistivity probe. 'Ibe local measurement 
station consists of a probe displacement mechanism, the 
electrical resistivity probe and the driven voltage-sensitive 
circuit. The probe was inserted in thc test section through a 
probe support tube (3.0 x 2.0 mm) fixed to the di~;placement 
mechanism. A Vernier, with graduations to an accuracy of 
0.05 mm, was nsed to traverse the probe in the radial 
direction. A high resolution mechanism was necessary to 
evaluate probe positions in flow stream accurately and to 
ensure reproducible results. 

The design of the electrical resistivity probe is shown in 
figure 3. ln this probe, one electrode is the exposed tip of an 
othcrwise isolated wirc and the return electrode is . the 
supporting tube. The inner electrode is a 150 J.lm diameter 
stainless steel wire, accurately cut under a microscope at the 
tip. The conical tip of the sensor was made as short as possible 
(35 J.lm) to minimize the effect of bubble deformation. The 
stainless steel wire was inserted into a 0.2 mm i.d. thin plastic 
sleevc. This plastic tube containing the sensor was then 
inserted into a 0.6 mm i.d. x 0.9 mm o.d. stainless steel tube. 
Epoxy insulation was applied to the entire sensor and allowed 
to run back whilst drying, to expose only a small tip area. The 
exposed Iength was roughly two times lhat of the wire 
diameter. 

The sensor was driven by a voltage-sensitive circuit 

consisting of a 1.5 volt battery anda 2.2 MO. potentiometer 
connected in serics with the probc to the ground. The 
potentiometer was adjusted to give an optimum output voltage 
for mcasurements. If the sensor tip is in the liquid phase, the 
circuit will be closed and the voltage output will be lower. 
When a gas bubble hits the sensor tip, the circuit continuity 
will be broken and the output will read a high voltage. The 



voltage drop across the probe during closed circuit (liquid 
signal) approximated 0.5-0.6 volts. This low voltage 
effectively reduced electrochemical phenomena at the sensor. 

Figure 3- Design ofthe clectrical resistivity probe. 

For each preset experimental condition the probe signals 
were digitized by a data acquisition system utilizing a pcrsonal 
computer and a Keithley-MetraByte DAS-1401 high-speed 
analogue-digital I/0 expansion board. 

A typical resistivity probe response in two-phase bubbly 
flow (2 kHz sample rate) is shown in figure 4. As mentioned 
above, it can be observed that the signal shows a nearly 
immedi~te response to water contact with the probe, but a 
delayed response to bubble contact, due to the required 
dewetting time ofthe probe tip. 

Owing to the large volume of data generated, the sampling 
rate of the data acquisition was set at 4 kHz, and the total 
sampling time was 80 s. It was fotmd that this combination 
provided a sufliciently number of bubbles for the statistical 
analysis of the flow. On average, 500 to 2500 bubbles were 
detccted in each acquisition of raw data. 

It is to be noted that the san1pling rate may seen to be very 
low when compared with some investigations carried out on 
vertical bubbly two-phase flows. However, it is important to 
note that in a bubble colurun the velocities are very low, and 
thus it becomes essential to have a total san1pling time as long 
as possible to get enough bubbles. This simultaneously l.eads to 
a low sampling rate due to the overall limitations of the data 
acquisition system. 

ln principie, the resistivity probe is able to detect only 
bubbles greater than 250 ~m because the exposed length of the 
sensor tip. 1nen, for a !}picai bubble relativc velocity of 20 
cm/s, even with such low sampling rate, a bubble passing the 

sensor tip will produce at Jeast five samples at high levei 
voltage. 

Influence of threshold levei. As mentioned above, a proper 
threshold levei has to be applied to the raw signal in order to 
obtain a true square wave type signal. When the threshold levei 
S, defmed as a percentage of the voltage gap bchveen the static 
leveis, evolves from 0% to I 00%, so does the local void 
fraction. Hence, for a given experiment, it is always possible to 
find an optimum threshold in order to retrieve the void fraction 
determined from another technique. 

Some preliminary experiments for three different flow 
conditions were done to investigate the influence of the 
threshold levei on the void fraction determination. A !}pica] 
value of Lh.e void fraction sensitivity to the choice of the 
threshold, obtained from these preliminary experimental 
results, is given by: 

t;;a ~ -0.02 
IJ.S 

(6) 

where both void fraction and threshold levei are expressed in %. 
For example, if the threshold levei is increased from 20% 

to 30%, the void fraction will typically decrease by 0.2%. This 
value of sensitivity may be compared to the better sensitivity 
results for different probe tcchniques reported in the work of 
Cartellier and Achard ( 1991 ). 

A comparison between the 'ideal' void fraction obtained 
from a detailed observation of the raw data, and the void 
fraction obtained for S=0.2, is presented in table I. 

Table 1 - Error dueto the threshold levei. 

I RUN # Void Void Error (%) 
fraction fraction 

Ideal s =0.2 
4 6.93 7.00 + 1.0 
5 4.93 4.90 + 0.6 
6 3.40 3.30 -2.9 

Residence time distribution. The bubble residence time 
histogram at the pipe center (r/R=O.O) and near to the pipe wall 
(r/R=0.875), for the sarne gas superficial velocity (Jg=O.IO m/s) 
are shown in figure 5. 

RESISTJVITY PROBE - RUN # 4 

>C 1 ,O -r---.....----,----,-.allll--::=---r---r----,...---.,.----, 

III 0 9 --- ---- - - odJ f----- -~ 

~ o:8 --- +----=m~~.,.-_ ____ - ----.--1------~ ... _ _ _ - -

...J 0,7 --~-~•-· ·------·-· ··-------- fdl------ ·----- --- -----
<t z 
(!) 
ii) 

~ 

0,6 r--------+----~--1----+--~----- 1--- --+------

0,5 ... ·- - -------· ,______ ··-·- - - - - --..l r------------~---~----1-----l 

0,4 .............. ----·· -------·-~~-t-- ~i----~~~~~~-
0,3+-----+-----~----~--~-----+-----+-----r----~ 

570 575 580 585 590 

TIME (ms) 

595 600 605 610 

Figure 4- A typical resistivity probe response in bubbly flow (2kHz sample rate). 
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The munber of bubbles passing the probe tip is greater at 
the pipe center tltan near the pipe wall . Nevertbeless, the 
bubble residence time distribution at these two positions are 
quite similar, showing a large nwnber of bubblc witlt a 
residence time of less than 5 ms. For a typical bubble relative 
velocity of 20 cm/s, it corresponds to a bubble diameter of l 
mm. 

r/R = 0.000 Jg = 0.1 O m/s 

2,0 -...-------------.. 
w 
~ 'iii' 1,6 

o ~ 1 ,2 +--lk-D-...--- - -
z c 
i= =o o 8 ..m-~:J-B-H...JiJ-11-U-z ' 
::::J~ 
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~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

ci...:N'C'i .. o.ô<Cir-:cx:ia> 

BUBBLE RESIDENCE TIME (ms) 

w 

It should be noted the relatively lower munber of bubbles 
with a residence time less than 0.5 ms. As it was mentioned 
above, the resistivity probe is able to detect only bubbles 
greater than 250 J.llll due to the exposed length of tlte sensor tip. 
Then, only a few number of very small bubbles ( <0.1 mm) 
were detected by the probe. 

r/R = 0.875 Jg = 0.1 O m/s 

1 ,O ...---------------. 

~ 'iii' 0,8 

~ ~ 0,6 +--Iii--.---- - ----- - - - -----· -- - -

i= 5 0,4 -ln-U-lHHJz (,) 
::::J-
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Figure 5- The bubble residence time histogram for two radial positions. 

Bubble freguency. The bubble frequency radial profiles, for 
different gas superficial velocities, are shown in figure 6. As it 
was expected, the nwnber of bubbles passing by the sarne 
radial position increases as the gas superficial velocity 
increases. Moreover, the bubble frequency decreases from the 
center to the pipe wall. It can be observed that, even for a total 

sampling time of 80 s, there are some fluctuations in the bubble 
frequency profiles. 

These fluctuations are more important for the higher gas 
superficial velocity, where a chum (intcnnittent) flow pattem 
was observed. 

RESISTIVITY PROSE 
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z w 
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::::J 
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RADIAL POSITION (r/R) 

Figure 6- The radial profile ofbubble frequency. 

------~- 5l 

-+-Jg = 0,02 m/~ I 
-m-Jg = 0,05 m/s 

-6---Jg =O, 10 m/s 

-*-Jg = 0,15 m/s 

-Jg = 0,20 m/s 

-.-Jg = 0,25 m/s 

a=am~[~-(~)"] (7) 

Void fraction distribution. The void fraction radial profiles, 
for different gas superficial velocities, are showtt in figure 7. 
For ali experimental conditions, the void fraction profiles are 
close to a parabolic shape. It should be noted that the profile 
shape of the bubble frequency is similar to void fraction 
profiles. Moreover, the bubble frequency distributions are 
directly proportional to the void fra'ction. 

ln the following an attempt is made to fmd a distribution 
fimction for the void fraction profiles. Since these protiles are 
dose to a parabolic shape, the distribution fwtction may be 
given by: 

The best fit for the void fraction distribution function 
parameters are swnmarized in table 2. As it was expected, the 
values of n are very close to 2. 
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Tablc:: 2 - Void fraction distribution function parameters. 

Jg 0.02 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 
_ím/s) 

amax 0.08 0.16 0.24 0.30 0.34 0.38 

n 2.0 2.0 2.2 2.4 2.5 2.5 

Average void fraction. The void fraction is assun1ed to be 
evenly distributed in the axial direction. The pipe arca is 
divided into concentric rings according to thc radial position of 
the local measurements. The arca average void fraction is 
obtained by multiplying the local void fraction by. the area ratio 
and summing them together. 

Figure 8 shows the comparison ofthe arca avc::rage void 
fraction obtained by the probe method and by the column height 
measurements. The volume average void fraction was obtained 
from equation ( 5 ). Most of data were with a 20% error range 
compared to the column height measurement. This disagreement 
is probably due to the effect of bubble coalescence in the bottom 
ofthe bubble column. ln fact, a higher void fraction zone is . 
expected just upstream of the perforated plate, resulting in an 
overprediction of the vo!Ufile average void fraction . 

ln analyzing the averaged data, the drift flux presentation is 
an appropriate method. The correlation equation is given by 
Zuber and Findlay ( 1965 ): 

<J > 
__ g_=C

0 
<J>+V. 

<a> [!J 

(8) 

where J g , J, C0 and Vgj are the superficial gas velocity, 

total volumetric flux, distribution parameter, and drift velocity, 
respectively. The angle parenthesis denotes an arca average 
value of the parameter enclosed. 

ln the bubble column the liquid superficial velocity is zero, 
and the total volUfiletric flux is equal to the gas superficial 
velocity. ln figure 10, the area average gas velocity is plotted 
against the gas superficial velocity. The slope gives the value of 
the distribution parameter and the y-interception gives the drift 
velocity. 

The best fit of the experimental data gives the value of the 
distribution parameter equal to 2.75. 1bis value is higher than 
the recommended value of 1.2 for developed bubbly flow in a 
round pipe. Nevertheless, in a sinlilar work with no liquid flow 
carried out by Shieh et ai ( 1990) the distribution parameter was 
found to be 2.26, for the sarne range of gas superficial velocity. 

RESISTIVITY PROSE 

-0,5 0,0 0,5 1 ,O 

RADIAL POSITION (r/R) 

Figure 7- The radial profile ofvoid fraction. 
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Figure 8- Comparison between area average and volume average void fraction. 
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Figure 9 - The drift flux plot. 

ln the drift-flux model proposed by Kataoka et ai ( 1987) for 
upward gas flow in stagnant liquid, the distribution parameter 
is given by: 

(~=~ · o 
2.8 < a>+l 

0.1 s;< a >s; 0.3 85 (9) 

For a typical arca average void traction value of 0.15, this 
equation gives a parameter distribution value of2.68. 

TI1e drift velocity is fotmd to be 0.47 m/s from this plot, 
which is in agreement with the drift-flux model for cap'lmbble 
flow inside a large pipe diameter proposed by Kataoka and Ishii 
(1987): 

v~ = 0.54~gD( ~) (lO) 

For the air-water flow inside a 80 mm diameter pipe, this 
model gives a drift velocity of about 0.48 m/s. 

CONCLUSIONS 

The electrical resistivity probe teclmique for measuring 
local parameters in a dispersed bubbly flow has been described. 
1he local void fraction and bubble frequency proliles and the 
residence time distribution were obtained for different gas 
superficial velocities in a air-water bubble coltmm. 

The radial void fraction proliles show a parabolic 
distribution for ali tested flow conditions. The local proliles of 
the bubble frequency follow the void fraction profile behavior 
very closely. 

The one-dirnensional analysis of the averaging llow 
quantities is presented by the drift-flux model. We lind that the 
distribution parameter is equal to 2. 75 which is consistent with 
the void traction proliles. The drift velocity is found to be 0.47 
mls, which is in agreernent with the drift-flux model for large 
pipe diameter. 
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RESUMO 

O presente trabalho apresenta uma técnica experimental para detecção da ebulição subresfriada através 
da análise das flutuações dos sinais de transdutores de pressão. Este trabalho foi realizado no lnstitut fuer 
Kerntechnik und zertoerungsfreie Pruefverfahren von Hannover -IKPH/Aiemanha em um pequeno circuito 
termohidráu/ico com uma seção de testes composta por uma barra aquecida em um canal anular. Para a 
detecção da ebulição subresfriada são utilizados sensores de pressão piezoresistivos e técnicas de análise 
espectral e de correlações de sinais. Nos experimentos foram feitos estudos dos parâmetros de influência na 
ebulição subresfriada e os seus efeitos . 

INTRODUÇÃO 

A otimizaçào e o desenvolvimento do projeto de trocadores 
de calor tem como objetivos tentar, sempre que possível, 
minimizar falhas, reduzir custos e gastos com material e 
aumentar eficiência através de altas densidades de calor. Devido 
a sua grande utilização em plantas de processo, o 
,desenvolvimento de trocadores de calor mais eficientes é de 
grande significado para a indústria moderna permitindo 
economia de capital e energia. 

A ebulição subresfriada consiste no regime de troca de calor 
de maior interesse para o projeto térmico de equipamentos de 
troca de calor, por permitir que altos fluxos de calor sejam 
atingidos de maneira estável para moderados superaquecimentos 
da superficie. Diversos fatores afetam o processo de ebulição 
subresfriada podendo ser mencionados: a pressão do sistema, a 
velocidade de escoamento do fluido , o grau de subresfriamento, o 
fluxo de calor, o acabamento da superficie de aquecimento e as 
características de molhamento do fluido em relação ao material 
da superfície. Na ebulição subresfriada. devido ao alto tluxo de 
calor, as bolhas de vapor são geradas nos núcleos de ativação da 
superfície aquecida. Estas bolhas crescem, destacam-se e 
condensam no líquido subresfriado. A condensação ocorre num 
tempo muito curto(ms) na forma de implosão das bolhas de vapor 
provocando pulsos de pressão e aumento da turbulência na 
camada limite. Este aumento dü turbulência promove uma 
transferência de calor mais efetiva diminuindo a diferença de 
temperatura entre a parede e o líquido subresfriado, melhorando 
o coeficiente de troca de calor. 

Devido à implosão das bolhas de vapor o fenômeno da 
ebulição subresfriada é acompanhado por pulsos de pressão, 

· ruídos acústicos e algumas vezes por vibrações, os quais podem 
ser detectados através de sensores dinâmicos e técnicas de análise 
espectral e de correlações de sinais. 

MONTAGEM EXPERIMENTAL 

Um esquema do circuito experimental do IKPH é mostrado 
na Fig: I . O circuito é formado por uma parte de alimentação do 
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refrigerante (A) constituída por uma bomba, dois trocadores de 
calor refrigerados a ar, pressurizador, degaseificador, válvulas de 
regulagem, dois desvios de tluxo, um ventilador e uma parte (B) 
composta pela seção de testes e sua alimentação elétrica. 

A seção de testes (Fig.2) é formada por uma câmera de 
entrada e uma câmera de saída de alumínio, um canal de 680 mm 
de comprimento e 20 mm de diâmetro composto por várias peças 
de policarbonato para fixação dos detectores e visualização da 
ebuliçd.o e um aquecedor de aço inoxidável com 11.5 mm de 
diâmetro e 680 mm comprimento ativo, aquecido indiretamente 
através de um transformador regulável de corrente contínua(20 
kVA). A seção de testes é acoplada ao circuito através de duas 
mangueiras flexíveis para que as vibrações procedentes do 
circuito sejam em parte amortecidas e não afetem o estudo da 
ebulição subresfriada. 

Para se poder obter reprodutibilidade dos resultados e se 
evitar problemas de corrosão química e depósito de materiais na 
seção de testes utiliza-se água desmineralizada como fluido 
refrigerante. 

PIU.SSl'RJZADOR 

VE..NTO.ADOR 

A B 

Fig. I: Circuito Experimental do IKPH. 
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Fig.2:Seção de testes anular. 

OBTENÇÃO E REDUÇÃO DOS DADOS 

Para o conhecimento dos parâmetros de operação do 
circuito e o seu controle durante os experimentos efetuam-se 
medidas da temperatura na entrada e saída da seção de testes, 
medidas da queda de tensão e corrente na barra aquecida e 
medidas de vazão de refrigerante. 

A detecção da ocorrência da ebulição subresfriada é feita 
através da medida das flutuações de pressão em alguns pontos 
do canal refrigerante. Para uma melhor análise dos efeitos 
produzidos pela ebulição, são realizadas outras medidas 
dinâmicas como deslocamentos da barra aquecida e 
acelerações da seção de testes. 

A Fig.3 apresenta um desenho esquemático dos sinais 
medidos. As flutuações de pressão são obtidas através de 
quatro minitransdutores do tipo Kulite XTM-190-50. Dois 
destes detectores (D2X,D2Y) estão instalados no meio da 
seção de testes defasados de 90° nas direções X e Y. Os outros 
dois detectores (DIX,D3X) estão instalados na direção X 
deslocados 100 mm axialmente em relação ao meio da seção 
de testes. Os deslocamentos da barra aquecida são medidos no 
meio da seção de testes por meio de dois detetores 
indutivos(W2X,W2Y) do tipo Reutlinger WSG-69 defasados 
de 90° nas direções X e Y. Para análise das vibrações da seção 
de testes é utilizado um acelerômetro tri-axial (B2X,Y,Z) do 
tipo Kulite TGY 600-100 também posicionado no meio do 
canal. 

Para análise da ebulição subresfriada nos campos de 
frequência e tempo, os sinais dos detetores foram 
condicionados por filtros passa alta e passa baixa para a região 
de frequência de interesse(3 a 480 Hz), amplificados para um 
máximo de 1.5 V e gravados. 

A redução dos dados gravados em fitas analógicas foi feita 
através de uma sequência de programas existentes no 
computador HP21 MX do IKPH·. A transformação dos dados 
analógicos em digitais foi obtida através de conversores ADC 
com uma taxa de amostragem de 1200 Hz. Os dados 
digitalizados foram então classificados por detetor e 

\ 
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armazenados em blocos de I 024 pontos na memona do 
computador. Para a transformação dos dados para o campo de 
frequência foram utilizadas janelas do tipo ·'Hanning" e o 
algoritmo FOURI. o qual trabalha com as FFT ('"Fast Fourier 
Transformation") desenvolvidas por Cooley e Tukey( 1965). A 
análise dos dados no campo de frequência foi realizada 
através do cálculo das funções estatísticas como 
Autoespectro(ASLD), Correlação Cruzada (KSLD) e 
Coerência com o programa pRAPH . 

Fig.3:0iagrama de obtenção dos dados. 

A função ASLD representa a intensidade de um sinal 
temporal x 1 (t) no campo de frequência, enquanto que a KSLD 
representa a intensidade de dois sinais x 1 (t) e x2(t). A ASLD 
e a KSLD são calculadas através da transformação complexa 
de fourier dos sinais x 1 (t) e x2(t), X , e do conjugado desta 
transformação , x* , mostrado nas Eq. (I), Eq. (2), Eq. (3) e 
Eq. (4). 

t 

X; (jw, t) = J X; (t).e- íw'dt 

t 

x:(jw,t) = Jx;(t).ejwtdt 

ASLD
1
(jw) = X,(jw,t).X;(jw,t) 

t 

KSLDI.2(jw) = X, (jw, t).x; (jw, t) 
t 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

A função coerência é utilizada como uma medida 
normalizada da similaridade entre dois sinais,Eq. (5). Se dois 
sinais contém a mesma informação para uma determinada 
frequência, a coerência para esta frequência tem valor máximo 
e igual a I. Se dois sinais são totalmente independentes em 
uma determinada frequência, o valor da coerência para esta 
frequência é mínimo e igual a O. 

jKSLD1.2(jw)j
2 

cr2(jw) = ASLD,(jw).ASLD2(jw) (5) 

Para se obter uma boa estatística dos dados foram 
realizadas gravações de 3 minutos dos detetores para cada 
condição de medida. Devido a necessária limitação do tempo 



de análise por motivos técnicos(tempo de computador,etc ... ), é 
utilizado um erro estatístico para o cálculo das funções de 
Fourier dado pela Eq . (6), 

(6) 

onde tm e D.f representam respectivamente o tempo de medida 
e a resolução da frequência no campo de análise. 

Nos experimentos realizados perm1t1u-se um erro 
estatístico de 12.5%, o qual para uma resolução de I Hz 
resultou num tempo de 64 s de gravação dos sinais. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 
,j I 

Como j á citado na introdução, a ebulição subresfriada é 
caracterizada pela implosão das bolhas de vapor na corrente de 
líquido subresfriado originando pulsos de pressão e aumento 
de turbulência na superfície de troca de calor. Assim sendo, a 
ebulição subresfriada pode ser detectada através da ocorrência 
dos pulsos de pressão. A frequência e a amplitude destes 
pulsos são funções do grau de subresfriamento, da velocidade 
média no canaL da pressão, do fluxo de calor e do acabamento 
superficial da parede aquecida. 

Para uma melhor compreensão deste fenômeno realizou-se 
uma série de medidas experimentais para a P=l.2 bar, variando 
o fluxo de calor, velocidade média no canal e o grau de 
subresfriamento. A Fig.4 apresenta um conjunto de 
autoespectros e sinais temporais do detetor de pressão D2X 
para as condições de fluxo de calor 55 W/cm2, rugosidade da 
superfície 4J.lm e velocidade média no canal de 1.5m/s ~ :mo 
função do grau de subresfriamento. 

Para todos os detectores foi realizada uma medida de 
referência inicial (D.T= 77.5 K) sem aquecimento, de forma a 
serem identificados sinais provenientes do circuito e que 
tenham influência na seção de testes. Do autoespectro de D2X 
pode ser observado a influência da rotação da bomba e de uma 
ressonância do fluido através de picos bem definidos à 48 Hz e 
140 Hz respectivamente. As amplitudes máximas alcançadas 
foram de 2 mbar. Com o início do processo de transferência de 
calor através da superficie da barra e com a queda do grau de 
subresfriamento para D.T= 43 K, nota-se que o autoespectro de 
pressão apresenta um aumento do nível de ruídos ( I x I o-II 
para I x I0-7 dB) na região de si nais de alta frequência entre 
200 a 500 Hz. Isto é explicado através do início do processo de 
ebulição subresfriada. O movimento de liberação das bolhas da 
parede aquecida e a subsequente condensação das mesmas no 
fluido subresfriado, provoca um aumento do nível de ruído dos 
detectores de pressão. 

Uma diminuição do grau do subresfriamento para 
D.T=32 K, provoca o alcance de um limite entre o campo de 
ebulição subresfriada sem pulsos periódicos para o campo de 
ebulição subresfriada com pulsos caracterísiticos. Isto pode ser 
visto através do primeiro pico totalmente desenvolvido 
referente aos pulsos de condensação no autoespectro de D2X. 
A este limite também está associada a parada de crescimento 
do nível médio de ruído dos detectores de pressão. Este 
fenômeno pode também ser observado nos sinais temporais de 
D2X, pelo aparecimento de sinais periódicos de alta 
frequência(pulsos de condensação) acoplados a sinais de baixa 
frequência. Para este grau de subresfriamento, o autoespectro 
de pressão apresenta um pico da frequência fundamental dos 
pulsos (I I 6 Hz) e outro pico da frequência múltipla(232 Hz). 
O pico de 232 Hz é um múltiplo da frequência fundamental, o 
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qual se refere a forma não harmônica dos pulsos. Um fato 
importante a se observar, é que quando o limite para a 
iniciação dos pulsos característicos é atingido, tanto a barra 
aquecida como a seção de testes passam a ser excitadas pelos 
pulsos de condensação, o que pode ser verificado nos altos 
valores de coerência para as frequência dos pulsos mostrados 
nos gráficos da Fig.5 . 

As maiores amplitudes dos sinais dos detetores de pressão 
ocorre para o grau de subresfriamento D.T= 26 K. Este fato se 
deve a sobreposição da frequência fundamental dos pulsos com 
a frequência natural de I o modo da barra, gerando uma 
ressonância. 
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A Fig.6 apresenta de forma mais detalhada os autoespectros 
e as amplitudes dos sinais dos detetores na direção X, para o 
caso de ressonância. Desta figura pode ser observado que a 
excitação à vibrações produzida pela frequência fundamental 
dos pulsos de pressão (78 Hz) e o seu 20 e JO harmônicos, 
produzem deslocamentos relativos de 0.05 mm para o 
aquecedor, pulsos de pressão da ordem de 0.15 bar e 
acelerações da seção de testes da ordem de 0.04 g . 

Com a diminuição do grau . de subresfriamento para 
t.T= I4 K, o autoespectro de D2X mostra ainda uma frequência 
dos pulsos de condensação (3 1.25 Hz) com uma intensidade 
bem pequena. Os sinais temporais perdem a forma periódica e 
as amplitudes assumem valores da mesma ordem do começo 
dos experimentos. Isto se deve à coalescência das bolhas de 
vapor significando o término da ebulição subresfriada e início 
da ebulição em massa. 

A Fig. 7 representa a variação da frequência dos pulsos de 
condensação com o grau de subresfriamento para as condições 
de fluxo de calor 55 W/cm2 , velocidade I .5 m/s e rugosidade 
4f..Lm. Nesta figura também pode ser observado, para todas as 
medidas com aquecimento, a existência de uma banda de 
frequência próximo a 10 Hz com um nível de ruído 
relativamente alto comparativamente ao resto do espectro.Este 
fàto se deve aos movimentos de baixa frequência da vareta 
aquecida em função das deformações térmicas. 

Na Fig.8 pode ser observado a variação da amplitude e dos 
autoespectros de D2X em função do fluxo de calor para 
velocidade I . 75 m/s, grau de subresfriamento 32 K e 
rugosidade 8f..Lm. 
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Fig.5:Coerência entre os detectores para t.T= 32 K. 
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Ao lado da dependência dos pulsos de condensação em 
relação a parâmetros termohidráulicos, é também de interesse o 
conhecimento da distribuição dos pulsos na direção ax ial e 
longitudinal do aquecedor. Na Fig. 9 são mostrados os 
autoespectros e amplitudes dos sinai s de D2X,DIX e D2Y para 
a velocidade de 1.5 m/s, fluxo de calor de 55 W/cm2 e t.T=26 
K, caso de ressonância. 
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Fig.9:Sicronização dos pulsos de pressão na ressonância. 

Interessante a se observar na Fig.9, é a perfeita 
sincronização em relação aos sinais temporais para os pulsos 
de pressão, tanto na direção Y como na direção X. Apesar da 
distância axial de I OOmm entre D2X e DI X e da diferença de 
temperatura do fluido de 1.6 K entre os dois pontos de medida, 
a qual implicaria num deslocamento de I O Hz(Fig. 7) para a 
frequência dos pulsos de condensação, existe uma perfeita 
sincronização geral dos pulsos detectados no canal. 

A Fig. I O mostra um outro caso de sincronização dos pulsos 
de pressão próxima a região final da ebulição subresfriada 
(f=43Hz) , t.T=I8.5 K, V= 1.5 m/s e fluxo de calor 55 W/cm2. 

A sincronização dos pulsos, como também as modificações 
das frequências dos pulsos e suas amplitudes, podem ser 
explicadas da seguinte maneira: Pesquisas realizadas por 
Griffith & Wallis (1960), Bergles & Rohsenow (1964) e 
Bucher ( 1979) mostram que para fluxo de calor e velocidade 
constante, as dimensões das bolhas de vapor aumentam com a 
queda do grau de subresfriamento. Ao mesmo tempo, a 
dinâmica do processo de condensação e a altura dos pulsos 
diminui . Estes dois efeitos concorrentes atuam conjuntamente 
no fenômeno de sincronização das bolhas de vapor. Com a 
queda do grau de subresfriamento, o número de bolhas que são 
produzidas e a amplitude dos pulsos de condensação crescem 
levemente. A partir de um determinado grau de 
subresfriamento. estes pulsos se tornam tão grandes, que 
através da propagação das ondas de pressão, as bolhas de vapor 
que estão sendo formadas nas vizinhanças são descoladas da 
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parede. Decisivo para este efeito é a queda de pressão local que 
atua contra o crescimento das bolhas de vapor, através dos 
pulsos negativos de condensação. Com isto, há o aumento da 
pressão interna nas bolhas o que leva à repentinas implosões 
das mesmas. A partir de uma determinada temperatura do 
fluido, alcance de um adequado tempo de crescimento e de 
condensação para as bolhas de vapor, é desenvolvida a reação 
em cadeia. Com a queda do grau de subresfriamento, a 
velocidade de condensação das bolhas é diminuida, a 
amplitude dos pulsos de pressão se torna pequena e a onda de 
pressão não é mais suficiente para o deslocamento das bolhas 
de vapor. A reação em cadeia é extinguida. 
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CONCLUSÕES 

O presente trabalho teve como propósito principal o 
desenvolvimento de uma técnica de medida que permitisse a 
detecção da ocorrência de ebulição subresfriada em 
equipamentos de troca de calor por meio de transdutores de 
pressão. As medidas rea lizadas permitiram mostrar a 
dependência da frequência e da amplitude dos pulsos de 
pressão em relação ao grau de subresfriamento, fluxo de calor, 
velocidade do fluido refrigerante no canal e o seu 
relacionamento com as vibrações da superficie aquecida. 

Do que foi apresentado, pode ser concluido que existe um 
campo limitado da ebulição subresfriada onde existem pulsos 
característicos de pressão bem determinados, os quais 
melhoram o processo de transferência de calor mas também 
podem excitar as superfícies aquecedoras à vibrações, 
principalmente no caso de sobreposição da frequência 
fundamental dos pulsos de pressão às frequências naturais de 
JO e 20 modo da superfície de aquecimento. 

Decisivo para esta excitação à vibrações é uma força 
periódica produzida pela distribuição não simétrica dos pulsos 
de pressão radialmente. Esta distribuição não simétrica na 



seção anular é gerada pelo maior número de instrumentações 
na direção X no interior do canál. Este tipo de escoamento, 
com diferentes turbulências nas paredes da superficie do 
aquecimento, é de se esperar em escoamentos complexos em 
feixe de . barras/tubos com diferentes tipos de canais e 
distribuição de velocidade; como no caso de trocadores de 
calor , geradores de vapor reatares nucleares, 
evaporadores,etc ... 

Em função dos resultados observados sugereise a operação 
de equipamentos de troca de calor em condições de ebulição 
subresfriada com a monitoração dos pulsos de condensação 
por meio de transdutores de pressão. Desta forma, conhecidas 
as frequências naturais do equipamento e seus componentes, 
pode-se obter altas taxas de transferência de calor e evitar-se 
condições de ressonância que possam vir ocasionar falhas 
mecânicas. 
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ABSTRACT 

The present work consist in the experimental analysis of the 
phenomenom of subcooled boiling with piezoresistive pressure 
minitransducers.The experiment was perfomed in a small 
thermal-hydraulic loop at IKPH-Hannover University,using a 
test section of a heated rod in a annular channei.It was 
investigated the influence of severa! parameters in the 
subcooled boiling and in the rod vibration. 
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RESUMO 

Uma nova técnica de medida foi elaborada, a qual consiste na utilização de termopares como sensores para 
medida de velocidade instantânea e de flutuações de temperatura em escoamentos turbulentos. Essa técnica se 
baseia na utilização de três tennopares introduzidos no escoamento, onde dois deles, separados por uma pequena 
distância ao longo do escoamento, fazem as medidas simultaneamente. Ao comparar as equações diferenciais 
obtidas para dois termopares chega·se a equações algébácas bastante simples para a velocidade e para a 
temperatura, as quais podem ser resolvidas em cada instante de tempo. Uma simulação da técnica é apresentada. 

INTRODUÇÃO 

Este trabalho consiste na descrição de uma nova técnica de 
medição de flutuações de temperatura e de velocidade em 
escoamentos turbulentos de baixa frequência. Essa técnica procura 
fazer, principalmente, as correções necessárias em medidas feitas 
por termopares em escoamento de gases de combustão. Como uma 
extensão, a técnica permite também obter as flutuações de 
v\!locidade do escoamento. Na seção de resultados uma simulação 
da técnica é feita utilizando alguns dados teóricos. 
· É conhecido que o principal problema em medidas feitas por 
termopares se encontra na transferéncia de calor entre o gás e o 
termopar. As medidas de temperatura obtidas por termopares, além 
de serem atenuadas, sofrem um atraso de resposta devido aos efeitos 
da inércia térmica do sensor, que está relacionada a essa 
transferência de calor. Para corrigir isto, geralmente é determinada 
a constante de tempo do termopar que está diretamente ligada ao 
coeficiente de transferência de calor. A constante de tempo 
representa praticamente o tempo de atraso de resposta do sensor e 
está relacionada portanto com a mudança de fase e atenuação nas 
medidas realizadas. 

Com o intuito de superar este problema, um método baseado 
em dados de 3 termopares foi elaborado por Reis (1994). Este 
método consiste basicamente em obter a temperatura do primeiro 
termopar em função do segundo, a uma certa distância do primeiro, 
e comparar com a temperatura do terceiro termopar. Este último é 
posteriormente colocado na mesma posição e com o dobro do 
diâmetro do primeiro. Comparando as duas equações diferenciais 
obtidas - para o primeiro e terceiro termopares - chega-se então a 
uma equação algébrica simples para a temperatura do gás cujos 
coeficientes são função somente dos dados medidos e das 
propriedades constantes do escoamento e do termopar. 

O termopar, atualmente, constitui apenas mais uma das muitas 
técnicas de medidas de temperatura existentes . Os grandes avanços 
ocorridos nas últimas décadas em eletrônica, em tecnologia material 
e em computadores permitiram o surgimento de várias técnicas 
modernas de medidas em campos de escoamento. Essas técnicas 
mais avançadas e mais sofisticadas proporcionaram uma análise 
mais detalhada dos campos medidos, bem como uma grande 
contribuição em áreas complexas de Mecânica dos Fluidos 
Experimental . Chamadas de diagnósticos ópticos ou técnicas laser, 
esses processos de medidas, discutidos por Lederman e Sacks (1984) 
e por t>eterson (1979), vieram complementar as técnicas de sondas 
existentes. 
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Apesar das vantagens oferecidas pelas novas técnicas de 
medidas elas apresentaram alguns inconvenientes como algumas 
dificuldades no uso e, principalmente, exigências de equipamentos 
sofisticados que eleva bastante os seus custos. Além disso elas não 
são adequadas para utilização em ambientes industriais severos. 
Devido a esses inconvenientes a preferência pelas sondas antigas, 
como termopares, continua sendo maior porque são técnicas de 
medidas de custo muito mais baixo. 

Para medidas de temperatura o termopar é ainda o instrumento 
mais utilizado por apresentar além do baixo custo, respostas rápidas 
de variações de temperatura no escoamento. É um instrumento bem 
simples, de fácil manuseio e instalação, cobre um amplo intervalo de 
temperaturas e, diferente de muitos outros transdutores de 
temperatura, o termopar não está sujeito a problemas de 
auto-aquecimento. 

O termopar continua sendo usado extensivamente como um 
diagnóstico de combustão em chamas gasosas turbulentas (Y oshida, 
1988 e Yoshida et ai., 1989} e em chamas de spray turbulentas 
(Queiroz e Yao, 1990 e Son et ai., 1989). É frequentemente usado 
para calibrar e documentar a exatidão de técnicas laser como 
observado por Son et ai. (1989). No trabalho de Chandran et ai. 
(1985) os sinais de termopares compensados comparam bem com 
medidas feitas pela técnica de espalhamento molecular Rayleigh. 

O método de compensação a ser apresentado a seguir é um 
método que leva em consideração principalmente a transferência de 
calor por convecção entre o termopar e o escoamento. Caso outros 
fenômenos (radiação, por exemplo) sejam significativos, as 
correções podem ser acrescentadas após a realização da 
compensação. É um método que se baseou em várias relações para 
a transferência de calor, relacionadas por Reis (1994 ), antes de se 
obter uma fórmula para a constante oe tempo. A constante de tempo, 
portanto, foi considerada como função do tempo, ao contrário do 
que é geralmente utilizado por muitos autores: uma constante de 
tempo média. Daí a importância do presente método. 

Além de sua utilização comum em medidas de temperatura o 
termopar também pode ser utilizado para medidas de velocidade 
como é feito no trabalho de Motevalli et ai. (1992). No trabalho 
deles uma técnica é descrita, a qual se baseia na utilização de dois 
termopares para medidas de velocidade e temperatura em 
escoamentos turbulentos de baixa velocidade. Nessa técnica, referida 
como CCV ("Cross-Correlation Velocimetry"), os registras de 
temperatura dos dois termopares são correlacionados para 
determinar a velocidade média do escoamento. A técnica CCV se 
baseia no conceito de "vórtice congelado" no qual as estruturas 
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vorticais retém suas formas e características em um curto período de 
espaço e de tempo em escoamentos de baixa turbulência. 

Outras utilizações de sondas em medidas de velocidade estão 
nos trabalhos de Cox (1977) onde é proposta uma técnica de 
correlação cruzada para medidas dos perfis de temperatura e 
velocidade média simultâneas usando uma única sonda. Bradbury e 
Castro (1971) e Gaster e Bradbury (1976) empregam uma técnica de 
"pulsed-wire" para medidas de velocidade em escoamentos 
altamente turbulentos. No entanto, essa técnica perturba muito o 
escoamento localmente. Mesch at ai. O 971) também usaram o 
conceito de correlação cruzada entre dois sensores em escoamentos 
bifásicos. 

Neste trabalho, o mesmo procedimento utilizado para fazer a 
compensação das medidas de temperatura foi feito para obter as 
flutuações de velocidade. As duas equações diferenciais 
correspondentes a dois termopares no escoamento são comparadas. 
A velocidade está embutida na constante de tempo. Ao comparar as 
duas equações, partindo da hipótese de que as temperaturas e as 
velocidades são correspondentemente iguais nos dois termopares, 
chega-se também a uma equação bastante simples para a velocidade, 
similar àquela obtida para a temperatura. Portanto, a velocidade 
pode ser obtida em cada instante de tempo. 

O MÉTODO DE COMPENSAÇÃO 

Medidas de Temperatura. Um termopar, ou qualquer 
mecanismo de imersão, indica apenas sua própria temperatura. Em 
geral não será igual à temperatura do gás a menos que precauções 
especiais sejam tomadas. Basicamente há quatro fenômenos bem 
definidos que ocorrem entre o termopar e o gás envolvente: (I) 
transferência de calor da sonda ou para a sonda por radiação, (2) 
transferência de calor por condução através dos fios do termopar, (3) 
conversão de energia cinética em energia térmica na camada limite 
em tomo do termopar, e (4) transferência de calor da camada limite 
para a junção por convecção. Em certas situações na área de 
combustão os três primeiros fatores são bem menos significativos do 
que os do último. Portanto, nesses casos, é comum em medidas 
feitas por termopares considerar apenas a transferência de calor por 
convecção. 

Derivações das equações individuais para as transferências de 
calor por radiação, por condução e por convecção são geralmente 
feitas separadamente quando os efeitos do meio são pequenos de 
modo que a presença de um não influencia os valores dos outros 
efeitos. Em muitos trabalhos envolvendo aplicações de termopares 
em combustão é admitido que os efeitos de radiação para a 
vizinhança, condução para as bordas e efeitos catalíticos (reações 
catalíticas em sondas não revestidas), são pequenos comparados com 
os efeitos de convecção. Segundo Son et al . ( 1989), se radiação ou 
condução para as bordas é significativa, pode ser possível aplicar 
correções aproximadas após a realização da compensação para a 
inércia térmica. 

Com as hipóteses acima mostra-se pela conservação da energia 
aplicada à junção (sensor) do termopar que. 

MC ál'(t) • h A (T (t) - T(t)), 
P dt 1 

(I) 

onde T/1) e T(t) são as temperaturas do gás e da junção do termopar 
no instante de tempo 1. CP, Me A são o calor específico, a massa e 
a área superficial do termopar, respectivamente, e h é o coeficiente 
de transferência de calor. Reorganizando obtém-se: 

t ál'(t) • T,(t) - T(t) 
dt 

sendo -r, a constante de tempo, dada pela relação abaixo: 

(2) 
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MC 
"t . _, (3) 

h A 

A constante de tempo é praticamente uma medida do tempo de 
resposta do sensor às mudanças do meio. Geralmente são utilizados 
alguns procedimentos para avaliar o tempo de resposta do sensor do 
termopar antes da utilização em medidas transientes de temperatura. 
Esses procedimentos consistem em seções de testes onde o sensor 
é submerso em um banho de temperatura conhecida. A temperatura 
do banho é variada e então observada a resposta resultante. Os 
modos mais simples de variações da temperatura são: a) mudança 
linear, b) mudança em degrau (brusca) e c) mudança periódica na 
temperatura ambiente. 

A constante de tempo ou a taxa de resposta do sensor de 
temperatura obviamente depende das propriedades físicas do sensor 
e das propriedades físicas e dinâmicas do ambiente. Essas 
propriedades dependem da temperatura e assim o tempo de resposta 
do sensor varia também com a mudança na temperatura. Além disso, 
o coeficiente de troca de calor depende fortemente do número de 
Reynolds, consequentemente a resposta do sensor varia também com 
a velocidade no ambiente de medição. Daí a grande dificuldade para 
se determinar a constante de tempo. 

O sinal de voltagem medido pelo termopar deve ser 
primeiramente transformado em sinal de temperatura antes que a 
compensação seja realizada. Isto porque as equações acima estão em 
termos de temperatura e a relação entre voltagem (fem) e 
temperatura para o termopar não é linear. Na compensação digital, 
a relação fem-temperatura é simplesmente avaliada em termos da 
curva polinomial dada para cada termopar. Na compensação 
eletrônica, a mesma operação é realizada usando um linearizador 
eletrônico antes da compensação. No entanto, a linearização digital 
é usualmente mais exata que a linearização eletrônica, conforme Son 
et ai. (1989). 

Após o processo de transformação do sinal em temperatura a 
etapa seguinte consiste na compensação propriamente dita. O 
problema principal na compensação se encontra na determinação da 
constante de tempo -r. Usualmente uma constante de tempo média 
é usada em compensação digital, como também é feito em 
compensação elétrica. Poucos estudos utilizam mais de uma 
constante de tempo média ou uma constante de tempo instantânea 
envolvendo medidas simultâneas de temperatura e de velocidade 
como no trabalho de Yoshida ( 1988). 

Neste trabalho é admitido uma constante de tempo como 
função do tempo, avaliada em termos das diversas correlações de 
números de Nusselt Nu0 existentes para um escoamento sobre uma 
esfera (Reis, 1994 ), uma vez que o formato da junção de medida do 
termopar pode ser considerado como esférico. Essas correlações de 
Nun apresentam uma forma semelhante à relação dada abaixo pela 
Eq. (4). Para a grande maioria dos gases o número de Prandtl pode 
ser admitido como aproximadamente constante e igual a 0,7. Com 
isto, uma forma bem razoável para Nu0 em um escoamento sobre 
uma esfera de diâmetro D é admitida: 

Nu
0 

• 2,0 • c1Re0 • (4) 

onde c1 em são constantes; c1 é uma constante envolvendo o número 
de Prandtl. 

O coeticiente de transferência de calor é dado por h = Nu0 k/D, 
sendo k a condutividade térmica do gás. O número de Reynolds é 
dado por Re0 = pvD/p, onde p e J.1 são a densidade e a viscosidade 
do gás, respectivamente, e v a velocidade. Considerando as 
propriedades do gás (p, k e p) e do termopar (Pr. CP; Pr = 
densidade ào material do termopar) constantes, o inverso da Eq. (3) 
para a constante de tempo pode ser colocado na seguinte forma: 



c, (5) 
D' 

onde c2 = .J 2kl PT C,, e c, = ( 6kc /PT CP )( plp )"'. Admitindo pequenas 
variações de k, p, J.l , PT e CP com a temperatura, c2 e c, podem ser 
consideradas como constantes. A Equação (2), com -r dado pela 
Equação (5), torna-se: 

t c2 c3 v,. (6} 
T - T D' D'·• 

onde o ponto sobre T indica derivada com respeito ao tempo. 
Aplicando a Eq. (6) para dois termopares de diâmetros 

peq~hos diferentes e separados por uma pequena distância ao longo 
do escoamento, pode-se admitir as seguintes considerações para 
efeito de cálculo: devido a distância entre os termopares o fluido 
leva um determinado tempo para ir do primeiro ao segundo termopar 
à jusante. Considerando que o fluido se propaga convectivamentc 
com a velocidade média do escoamento entre os dois termopares, 
esse tempo é simplesmente a pequena distância dividida pela 
velocidade média. Multiplicando isso com a frequência de variação 
da velocidade, ou da temperatura do gás, obtém-se a diferença de 
fase resultante. Mas com os termopares separados por uma distância 
bastante pequena essa diferença de fase torna-se muito pequena, e 
assim pode-se admitir que a velocidade na posição do primeiro 
termopar é aproximadamente igual a velocidade no segundo 
termopar (v1 z v2) e também a temperatura (T,, z T,z}. 

Combinando então as duas equações chega-se à seguinte 
equação algébrica simples para a temperatura do gás: 

A T
1

2 
, BT, , C • O , (7} 

sendo os coeficientes A. 8 e C dados por 

c D 
A • .2..(~)'• 

D,' D 1 

B • T1 

D, ·•. (-}' T, - A(T1 , T
2

) , 

DI 

D . 
C . (~)'•TT TT ATT D l I - I l • I 2 . 

I 

A temperatura do gás é simplesmente obtida resolvendo a 
Equação (7). Nota-se nos coeficientés da Eq. (7) a independência 
da velocidade. naturalmente, e da constante c,. 

O uso de dois termopares foi a primeira tentativa para se 
resolver o problema proposto, porém surgiram algumas dificuldades. 
A principal foi devido ao mal condicionamento da Equação (7), ou 
seja, qualquer erro mínimo no cálculo dos coeficientes A, 8 e C 
implicava num grande erro na solução T,. Os coeficientes da 
Equação (7) envolvem derivadas das temperaturas dos termopares 
I e 2. O esquema utilizado para as derivadas de T 1 e T2 foi o 
esquema de diferença central, um dos que ocasiona menos erros. No 
entanto, mesmo pequenos erros nas derivadas, e consequentemente 
nos coeficientes A, 8 e C, provoca grandes desvios na solução de T,. 
Além disso a diferença de fase originada pela distância entre os 
termopares, a qual não foi considerada nas hipóteses anteriores, 
contribuiu muito para o surgimento de grandes erros na solução. 
Porém, se a diferença de fase fosse considerada, uma equação bem 
mais complexa seria obtida no lugar da Equação (7). Uma solução 
seria diminuir a distância entre os dois termopares mas isto pode não 
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ser muito conveniente. 
Alguns autores utilizam dois termopares bem próximos para as 

medidas e com uma constante de tempo média. No entanto nesse 
procedimento deve-se verificar até que ponto uma medida feita por 
um termopar não influencia na medida feita pelo outro quando os 
dois estão muito próximos. Por outro lado se os termopares forem 
colocados muito distantes um do outro surgirá uma grande diferença 
de fase e consequentemente grandes erros ocorrerão na solução 
final. 

O procedimento então a ser adotado consistirá na utilização de 
três termopares, descrito como a seguir: 

Primeiramente dois termopares serão usados como 
anteriormente mas, desta vez, o segundo termopar 
possuirá um diâmetro igual ao do primeiro. As medidas 
então "realizadas", em um certo intervalo de tempo, terão 
como objetivo apenas calcular as constantes a e b da Eq. 
{8), mostrada abaixo. 
A seguir o primeiro termopar (à montante do segundo) 
será substituído por um terceiro com o dobro do diâmetro 
e novas medidas de temperatura "serão realizadas" (de 
preferência em um mesmo intervalo de tempo do item 
anterior). 
Com as constantes a e b determinadas, e com as novas 
medidas do segundo termopar, a temperatura do primeiro 
será obtida como função da temperatura do segundo 
usando a Equação (8). 
A Equação (7) será calculada usando essa temperatura do 
primeiro, obtida do segundo, e a temperatura do terceiro 
(com o índice 2 nos coeficientes substituído por 3). Com 
isto elimina-se a diferença de fase que havia 
anteriormente, uma vez que o primeiro e terceiro 
termopares ocuparão a mesma posição no escoamento. 
As derivadas das temperaturas dos termopares T1 e T, 
serão obtidas através do esquema de diferença central e 
assim os coeficientes A, 8 e C serão calculados e a 
temperatura do gás obtida. 

Para obtenção da temperatura do primeiro termopar como 
função da temperatura do segundo será admitida a seguinte hipótese. 
Como os termopares I e 2 estão relativamente próximos é possível 
admitir um comportamento linear da mudança de temperatura entre 
os dois termopares. Desse modo, uma relação para a temperatura do 
primeiro termopar como função da do segundo é admitida para suas 
flutuações: 

T
1
' - aT,' , bT1 

(8) 

onde as constantes a e b são determinadas no intervalo de tempo 
considerado. Utilizando a técnica de mínimos quadrados chega-se 
às seguintes equações: 

(9) 

a'f_,T',T, • b'f_,T,' • 'f.,T'1/, 

deste modo as constantes a e b são determinadas. As flutuações Í 1 

e Í 2 nas equações acima são referentes às primeiras medidas (veja 
primeiro item do procedimento descrito acima). Para obter a 
temperatura do primeiro termopar deve-se somar a temperatura 
média, a qual é praticamente a mesma temperatura média do 
segundo termopar. 

Medidas de Velocidade. O mesmo procedimento utilizado 
anteriormente para a temperatura pode ser utilizado para obter a 
equação da velocidade. Do mesmo modo, aplicando a Equação (6) 

, 
I 



para dois termopares de diâmetros diferentes e admitindo que a 
velocidade na posição do primeiro termopar é aproximadamente 
igual a velocidade no segundo termopar (v1 z v2) e também a 
temperatura (TK 1 z T,2 ), chega-se a: 

a.ll • Pu • y - O, 

sendo os coeficientes a, f3 e r dados por 

c' 
] -- -

a. • (T1 - T,) (Dp,)2 .• ' 

c,c, c,c, T1c, 
p • (T -TX-- • --).-

I 
2 D/ D,'- Dt· D,' D,>-• 

c, 
y • (T -TX-)'. 

I l DID, 
T1c, 

D' 
2 

t,c, 
D' I 

t,c, 
Dl-•' 

I 

(10) 

A velocidade do gás é então obtida resolvendo a Equação (I O) 
e calculando v = u11

"'. Os coeficientes acima, assim como os 
coeficientes da equação (7), são funções somente dos dados de 
temperatura dos termopares em cada instante e das constantes 
envolvidas. 

RESULTADOS 

Uma simulação do método anteriormente descrito foi feita 
admitindo a temperatura e a velocidade do gás conhecidas e 
variando de forma senoidal com o tempo. Com a velocidade a 
constante de tempo foi calculada utilizando uma relação para o 
número de Nusselt diferente daquela utilizada pelo método. Com 
isto a equação diferencial do termopar foi resolvida, usando o 
método de Range-Kutta, e a temperatura do termopar foi obtida. 
Desse modo foram determinadas as temperaturas para os três 
termopares considerados e estas soluções foram usadas como dados 
de entrada para o método. 

Com as temperaturas dos termopares I e 2 as constantes a e b 
da Eq. (8) foram determinadas através do sistema de Equações (9) 
e, assim, a temperatura do primeiro foi calculada como função da 
temperatura do segundo conforme a Eq. (8). As derivadas das 
temperaturas foram determinadas pelo esquema de diferença central. 
As propriedades constantes do gás e do material do termopar são 
conhecidas a uma temperatura média do escoamento. Com isto os 
coeficientes A, B e C da Eq. (7) foram calculados e a Temperatura 
do gás obtida e comparada com aquela dada inicialmente. 

Um resultado é mostrado na Fig. (I) onde se pode notar a 
diferença de fase e atenuação com relação a temperatura do gás em 
medidas feitas por termopares. Neste exemplo, a velocidade foi 
admitida como sendo v= 1,0 + 0.7sen(l5,7lt) e a temperatura do 
gás, com a mesma frequência e fase , é vista na figura. A distância 
entre o segundo e o terceiro termopar foi de 5mm e seus diâmetros 
foram de I e 2mm, respectivamente. Neste caso, os erros máximos 
no cálculo da temperatura do gás ocorreram justamente nos pontos 
extremos e foi da ordem de 1 I% com relação a flutuação. A 
diferença média foi menor que I% na temperatura do gás. 

Para verificar a flexibilidade do método as derivadas de T(t) 
foram calculadas em intervalos de tempo maiores, ou seja, usando 
pontos mais distantes do conjunto de dados. Esse resultado é 
mostrado na Figura (2). Nessa figura as derivadas foram calculadas 
usando incrementos de tempo 5 vezes· maior que o admitido para o 
conjunto de dados inicial. No caso mostrado o erro médio verificado 
foi da ordem de 6% e o máximo ocorreu justamente no primeiro 
ponto e foi aproximadamente de 30%, o qual pode ser simplesmente 
descartado. Porém para frequências muito altas esses erros 
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aumentaram bastante, mas com a implementação de filtros digitais 
no método esses erros podem ser reduzidos. 

(--) Temp. do termopar (-) Temp do gás 

---.._ 
~ f ~~ 

UJUr \ - ---
950 

900 

850 

aos5 06 0.7 0.8 0.9 
Tempo(s) 

Fig. I - Atenuação e diferença de fase em medidas com 
termopares 

(--) Temp. do gás (-) Temp. calculada 
1XU~----~-------r-------r------~------, 

1150 

1100 

r050 
~1000 
Q. 

E 
~950 

900 

850 

aaa 5 0.6 a 7 o 8 0.9 
Tempo(s) 

Fig. 2- Temperatura compensada com erros nas derivadas de T 

A fim de simular ruidos nos sinais dos termopares os dados de 
temperatura foram somados com números gerados aleatoriamente no 
intervalo de -5 a +5K (isto corresponde a erros de até 25% na 
temperatura do termopar, dependendo do diâmetro) e o conjunto de 
dados resultante foi utilizado na compensação. Os resultados podem 
ser vistos na Tab. (I) e na Fig. (3 ). Nota-se que a medida que os 
diâmetros dos termopares são reduzidos os erros na solução 
diminuem bastante. Isto era esperado uma vez que quanto menor o 
diâmetro do termopar melhor será a resposta. 

Tabela I - Influência da redução dos diâmetros 

Diâmetros (mm) Erros(%) 

DI DJ max. med. 

0,50 1,00 111,0 48,8 

0,20 0,40 48,5 10,1 

0.10 0,20 29,0 03,6 

0,08 0,15 12,7 04,4 
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(--) Temp. do gás (-) Temp . comp. clruidos 
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Fig. 3 - Temperatura compensada com erros de ruídos: 
(a) D,=0,2mm e D3=0,4mm, (b) D1=0,1mm e 

D3=0,2mm, (c) D,=0,05mm e 0 3=0, I mm. 

Porém o objetivo é trabalhar com diâmetros não muito 
pequenos e para isto será necessário eliminar ao máximo os erros 
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provenientes de ruídos. Uma outra desvantagem do presente método 
é o seu desempenho com relação à frequências muito altas, mas isto 
é uma característica da grande maioria dos métodos de 
compensação. Com a implementação de filtragem digital para 
eliminar os erros de ruídos o método torna-se mais eficiente. 

Nos resultados para a velocidade calculada pela Eq. (10) os 
erros máximos ocorreram em determinados pontos, equidistantes e 
afastados de meio período, como pode ser visto na Fig. (4). E, além 
disso, correspondem aos pontos onde ocorreram um maior erro no 
cálculo da temperatura. 

(-.)Dados fi~rados ()Dados exatos 
1 .8,------.-----,---~---~----, 

t(s) 

Fig. 4- Velocidade calculada com filtragem digital 

Uma outra observação é que esses pontos estão próximos (mas 
não coincidentes) dos pontos correspondentes à máximos e mínimos 
da temperatura do termopar. Nesses pontos, de acordo com a 
equação diferencial (2), a temperatura do gás é igual a temperatura 
do termopar e como a velocidade é proporcional a razão TI(T, - T), 
conforme a Eq. (6), seria esperado que os maiores erros na 
velocidade ocorressem justamente nesses pontos. A curva mostrada 
na Fig. (4) foi melhorada com uma filtragem digital. Os erros 
máximos com relação a flutuação da velocidade foram bastante 
reduzidos. 

CONCLUSÃO 

Os resultados para a velocidade ainda não estão muito 
satisfatórios. Utilizando filtros digitais mais adequados resultados, 
provavelmente, bem melhores podem ser obtidos. Além disso, como 
os erros máximos ocorreram em pontos correspondentes aos erros 
máximos na temperatura do gás. reduzindo esses erros na 
temperatura com um outro filtro, é possível obter resultados ainda 
melhores para a velocidade. Isto será implementado posteriormente. 
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ABSTRACT 

A new technique for measuring lhe instantaneous velocity and 
temperature in low frequency turbulent flows by using a 
thermocouple set has been developed. This technique make use of 
three thermocouples in which two accomplish the measurements 
simultaneously. The principie of this technique consists in 
comparing the differencial equations oftwo thermocouples in order 
to compensare the effect of thermal lag. The new feature of this 
method is the use of simple algebric equations to obtain 
instantaneous values of velocity and temperature, in which the time 
constant of the sensor is not necessarily constant. A theoretical 
simulation of this technique is present. 
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SUMMARY 

A measurement systemfor low air jlow velocities. based on constant current hot wire anemometer (CCA), 
was built and calibrated using ordinary /aboratory facilities. Thc system is easy to be assembled, jlexible 
and can be usedfor measurements ofvelocities ofthe order of2cm!s, proper ofnatural convective processes. 

INTRODUCTION 

The selection of instrumentation for flow velocity 
measurements is an essencial part of convective heat transfer 
research. The main features to consider the correct choice are: 
kind of fluid, conditions of flow, precision of measurement and 
cost. ln the case of natural convection processes, high precision 
of measurement at low cost is hard to attain the last two 
criterions are hard to be put together. 

Nowadays, in advanced research, convective flow velocity 
measurements can be done by means of sofisticatily systems, 
such as laser Doppler anemometry (LDA), whose order of 
precision may be down to ± 0.1 %. With deli cate assembly, 
limited flexibility and demanding highly skill technical 
supporting for operation (Mesquita, 1993 ), the LDA has as main 
disadvantage its high cost. Some of them can be as expensive as 
hundreds of thousands of dollars. Otherwise, a good combination 
between precision and cost can be reached by means of hot wire 
anemometry techniques (HWA). With broad use in research as 
well as in industry, the HW A is able to measure from very low 
to very high velocities, such as 0.005rn!s (ASHRAE, 1993), and 
Mach 14 (Parobek et ·ai, 1989), allowing applications to 
diversified situations, Iike: medical research (Alipour et. ai., 
1994), hypersonic aerodynamic (Stefson, 1988), (Logan, 1989), 
and (WatmutT, 1995), combustion analysis (Nakanishi et. ai. , 
1981), criogenic fluid flow ( Castaing et ai , 1993 and 1994 ), and 
automobilistic industry (Takahashi et. ai., 1990). · 

Compared to LDA, the HW A has a relativily low cost - a 
good system may cost 20 to 30 % of a LO A. Unfortunately, due 
to limitations of resources in many Latin America Universities, 
such amount of money is still too high and the purchase of a 
HW A is not viable, raising difficulties to the researches in areas 
like thermal comfort. Moreover, many of the HW A in Latin 
America laboratories are imported. 

The purpose of this work is to present an alternative 
technique that allows the development of a system for measuring 
low air flow velocities using ordinary laboratory facilities and, 
therefore, assist convection heat transfer research. 

THE HOT WIRE ANEMOMETER 

ln natural convective phenomena, particularly those related 
to thermal comfort analysis, air flow velocities of the order of 
cmls are very common. For this range, measurement 
instrumentation such as Pitot tubes or vane anemometers are not 
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recomended, and the HW A appears as an alternative. HW A is a 
technique for measuring very low flow velocities that provides 
high precision, simplicity and flexibility, at relatively low costs. 

HWA was first investigate by L.V. King, in 1914. lts 
principie of work is based on convective heat transfer from a 
wire with low resistance, heated by Joule's etTect when 
traversed by an electrical current, where the heat transfer rate is 
a function of ai r flow velocity, governed by King's law: 

H= (A+ B~).(Tw- Tr) ( 1 ) 

Considering the thermal heat power produced by Joule's etTect, 

( 2) 

and replacing Eq. ( 2 ) into Eq. ( I ), the flow velocity can be 
written in the form, 

( 3 ) 

After King, other relations were suggest (Ower and Pankhurst, 
1977), 

( 4) 

Based on the principie exposed above, three kinds of HW A 
may be constructed: constant current (CCA), constant 
temperature (CTA), and constant voltage (CVA). This work 
deals with the constant current anemometer (CCA), and this was 
choosen due to its sirnplicity of construction. 

ln CCA, a constant current I passes across a wire with 
resistance Rw , which is exposed to an air flow whose velocity is 
unknown. When the air flows over, the heat transfer rate 
changes the wire resistance, causing a drift óe on circuit voltage. 
Consequently, applying air flows of known velocities over the 
wire, it is possible to establish an empírica) relation between vr 
and the resultant voltage E. 



The CCA technique hav.e been intensively used on 
measurement of flow velocity fluctuations with different kinds 
of fluids ( Stainback and Nagabushana, 1995). However, in the 
case of flow induccd by convcction, most of thc scicntific work 
done in Latin Armerica are made with imported HW A systcms. 

Tbc high cost of a complct system and the depcndence on 
replacement parts (probes have a short life), raises difficulties to 
researchcrs. Using commom laboratory facilities, likc dc-power 
supply, ND conversor and a small computer, it is possible to 
construct, instead ofbuying, a CCA system. 

CCA CONSTRUCTION 

Figure I shows the CCA measurement system diagram. 

ND datalog 
Conversor system 

Figure I - CCA functional elements. 

Primary Probe. According to (Ower and Pankhurst, 1977), 
(Perry, 1985), (Kawakita and Silvares, 1995), (Tse and Morse, 
1989) and (ASHRAE, 1993 ), effects of heat conduction along 
the wire edges can be minimized if a ratio 1/d > 200 (thickness 
to lenght ofwire) is adopted. A single tungsten wire was used to 
make the CCA sensor. It was 27.50mm long and 0.11 mm thick 
(1/d = 250), assembled inside a pvc tube 150.0mm long and 
25.0mm internal diameter, whose entry face was shaped in an 
elliptical form to reduce boundary effects on the air flow. 

The tungsten wire was chosen, instead of platinum, as 
advised by most of authors, due to its mechanical strength, ten 
times higher than that of platinum (Ower, 1977) and due to its 
lower cost. 

The tungsten wire was cut, washed in solvent and handled 
with gloves to avoid adhesion of grease. lt was mounted through 
two symmetric boles at the central section of the pvc tube, and 
fixed on it by means of micro-connectors. After connected to the 
power supply and signal transmission cables, the micro
connectors were covered with a diclectric and thermal isolating 
resine. 

An ordinary potentiometer (O-I OQ/5W-Iinear) was directly 
coupled to one of the edges of the wire and inserted in an 
isolated box to provide thermal stabilization. Figure 2 presents 
the assembled element of the measurement system, as it was 
suggested by (Prandtl and Tietjens, 1934), (Doebelin, 1966) 
(Ower and Pankhurst, 1977), (Tse and Morse, 1989) and 
(Pereira, 1995). Table I presents values of resistances for ACC 
circuit. 

i : 

--+ 
--+ 
--+ 

!RvW 
I 

computer ~ I ND 'Rw ' 
1 

Figure 2- ACC circuit. 
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Table I - ACC circuit resistances. 

Element Resistance (Q) 
sensor 0.76 

potentiometer 2.96 
signal transmission cable 

(4m) 1.98 
power supply cable (5m) 5.68 

Power Supply. A 0-30V, 0-3A, direct current, high stability 
power supply was used to provide power tor the CCA. lt works 
in an special way, called cross-over condition for constant 
currentl voltage, that allows continuous transition between 
current and voltage in response to a change in the charge of the 
CCA circuit. The intersection of the two modes of opperating is 
presented in figure 3 (manufacturer manual, 1995). 

exit 
voltage 

(V) 

constant current (A) 
+--------------.lo máximum 
I • • • • IVo máximum 

exit current (A) 

Figure 3 - Cross-<>ver point condition. 

constant 
voltage 

(V) 

Thus, when operating in cc mode, a constant current can be 
achieved, while voltage changes, until the circuit voltage 
reached the adjusted value. 

Analog/Digital Conversor. A good CCA system depends 
intrinsicly on an efficient ND transduction of signal (E) 
produced by the sensor. Then, to convert the analog voltage 
signal to digital, a 8-channels ND conversor was connected 
betwecn thc sensor and the computer. The remaining channels 
wcre used for thermo-couple signal transduction for recording 
ambicnt temperature. 

Data Acquisition System. Processing signals from HWA by 
means of digital systems has exceptional advantages (Chew and 
Ha, 1988) comparing to analog systems (Giover, 1965). Thus, a 
PC computer was uscd, with an apropriated software, for 
processing and recording the signals from the ND conversor. 

ST ABILITY TESTS OF CCA 

As soon as the measurement system was built, two kinds of 
tests werc performcd to verify the CCA stability: sensor at 
isolatcd medi um and opcnned to atmospherc. 

Sensor Stabilidadc at lsolated Environmcnt. Figure 4 
presents the behavior of signals from the sensor as it was 
enclosed in a thermal isolated box, providing the value of Eo , 
against V o . 

'I 
·~ 

t 
i r, ,. 



0 ,750,-------------------------------, 

o ,6 2 5 

> 0,500 

(lJ o ,3 7 5 

-'-' 0,250 
ri 

o 
> O ,I 2 5 

194819:58 20:08 2018 20:28 20:38 20:48 20:58 
Time[h) 

Figure 4 - Sensor response in a thennal isolated medi um. 

Sensor Stability at Openned Environment. To simulate the 
conditions where the system must operate, the sensor was 
assembled inside a vertical channel I .Om high and 0.35m square 
cross section, with its upper side openned to the surroundings, 
and coupled to an ai r tlow stabilization chamber at its base, as it 
can be seen on figure 5. 

lamp 

channel 

i 
sensor · 

i stabilization 
i chamber 

Figure 5 " Openned channel tor CCA testing. 

With the A/D conversor and thc computcr in opcration, 
current and voltage controls were adjustcd at zero and the powcr 
supply was tumed on. To achieve cross-over mode operating 
conditions, voltage control was fixed at maximum value and 
current was slowly risen from zero to 0.85A, observing the 
sensor signal behavior displaycd by thc computcr. Currcnt 
adjustment was made in such a way that the tungsten wire 
temperature was hot enough to detect very low air tlows but still 
remainning below its limit of work, 250°C (Doebelin, 1966). 
Figure 6 presents the sensor signal behavior âs a time function. 

After establishing &o at oppened medium, which 
corresponded to vo , a disturbance was introduced in the themal 
equilibrium by tuming on a 60W incandcscent lamp, fixed at the 
channel exit, I.Om distant from the sensor. As the air into the 
channel was hcated, a llow was fonned bctwecn thc stabilization 
chamber and the vertical channel, and went through the sensor. 
The aim of this test was to verif)t the applicability of the CCA 
system when submited to real conditions of natural convcctive 
air tlow devclopment. 

During the tests, care was taken to ensure that only the air 
tlow was responsiblc for sensibilizing thc CCA sensor (Perry, 
1985) and (Pereira, 1995). To get this, air physical properties 
were monitored. Temperature (inside chamber and channel, wet 
and dry bulb) and room pressurc were controled. Figure 7 
presents the sensor signal behavior at this test. 
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Figure 6 - Sensor response in an openned medium. 
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Figure 7 - Sensor responsc in a convective air flow test. 

CALIBRATION 

CCA calibration is one of the most important part of its 
design However, at the sarne time, it is the best oportunity to 
identil)t mistakes. The cvident condition to achieve precision is 
to calibrate the CCA for the sarne fluid that it is supposed to 
work with. The main mistake sources are: changes at tluid 
properties (specific mass, viscosity and temperature), bad 
position of the sensor, and changes in flow conditions. 
According to literature, the wind tunnel is the best way to 
calibratc HWA systems (Taira, 1989), (Blcssm;lnn, 1990), 
(Taira and Pereira, 1995) and ( Hsieh et. ai., 1995). 

Closed wind tunnels are better when temperature control is a 
necessary condition. Tunnels with testing section area smaller 
than 0.6m allow a high quality flow (Taira, 1989). But, there are 
some more characteristics nedded to use a wind tunnel in HWA 
calibration process: low turbulence, unifonn velocity profile, and 
confined flow (Roma, 1972). 



Following intbrmations of (ASHRAE, 1993), CCA 
calibration tests were made into a miniature wind tunnel (0.25m 
square section), under confined flow conditions, adjustable fan 
velocity, uniform room temperature, and using a Pitot tube as a 
measurement standard (Taira, 1989), (Pereira, 1995) and 
(Mariani and Pimenta, 1995)c A O.Olmm column of water 
sensibility micromanometer of the Betz type, ideal to very low 
air velocity, was used to detect the pressure difference at the 
Pitot. A smoke tractr system was used for measurements at the 
lower range ofvelocity. 

Before starting calibration, the distribution of velocity at the 
wind tunnel testing section was analysed to determine its profile 
in the range of interest. To do so, the test section was divided 
into 16 cells, and velocity measured in each center of them, 
according to (Perry and Green, I 984) and ( ASHRAE, 1993 ). 
Figures 8 and 9 presenl the results for the higher value of 
interest velocity. 
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Figure 8 - Velocity profile at Y -coordinate wind tunnel 
test section for v= 1.27 rnls. 
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Figure 9- Velocity profile at Z-coordinate wind tunnel 
test section for v = 1.27rnls. 
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The sensor was assembled at the intersection point (y=5 and 
z=6, figures 8 and 9) of the curves determined by these tests, 
with the wire positioned perpendicular to the air flow (Vack, 
1989). Copper-constantan type thermocouples were fixed at the 
test section and one of them, with measurement tip protected by 
dielectrical film, was fixed at the rniddle point of the tungsten 
wire. After that, the whole section was sealed and the calibration 
tests started. To transform pression readings through Betz 
micromanometer (mm of water column) to velocities (m/s), the 
Bernoulli equation was used, 

v r= 4.42.(hwater f pr) 112 ( 6) 

Most of the air flow velocity measurements in engineering 
are made at situations Where the air is at or near atmospheric 
pressure. Under such conditions, the air can be treated as an 
incompressible fluid and considered as a perfect gas. Thus, the 
values of its specifíc mass (pr) may be determined at excelent 
aproximation by(Roma, 1972) , (ASHRAE, 1993), 

pr= (Patm- 0.38.Pdynamd-(0.754.Trr' ( 7) 

ln spite of that, during the calibratrion tests, temperature 
(atmospheric, wet and dry bulb) and pressure were monitored 
(Mariani and Pimenta, 1995). Figura I O presents the CCA 
system calibration curve. 
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Figure 10 - ACC calibration curve. 

Figure I I presents the tungsten wire temperature variation 
as it was submited to a I .27m/s ai r flow with constant velocity. 
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Figure II- Temperature distribution in tungsten wire 
under a 1.27rn/s air tlow. 

Figure 12 presents tungsten temperature distribution at 
inverse condition of thc previous test. 
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Figure 12- Temperature distribution in tungsten wire 
with air flow velocity changing from 1.27 to Orn/s. 
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RESULTS 

The CCA system presented an exceptional stability, even 
when exposed to atmospheric conditions at laboratory room, 
figures 4 and 6. These results were verified during consecutive 
days of tests. When submited to a convective air tlow at the 
vertical channel, induced by a 60W lamp, the CCA presented a 
very high sentibility, figure 7. 

The tungsten wire, with 1/d = 250, improved the mechanical 
strength of the sensor, avoiding problems of breaking or buming 
as described by (Tse and Morse, 1989). 

The calibration in a wind tunnel demanded a pre-calibration 
of the tunnel itself to establish the velocity distribution at the 
test section, and ít was not an easy task, figures 8 and 9. The 
CCA calibration was made very carefull, paying special attention 
to the thermal control of the test section of the wind tunnel. The 
results provided an exponential type smooth curve for velocities 
between 0.02 and 5rn/s, figure I O. Using a software program for 
mathematical analysis, it was possible to achieve an empirical 
relation between the sensor response signal and the air tlow 
velocity: 

E= 0.3527 + 0.07993*E[-(vr I 0.6952)] ( 8 ) 

A computer program was used to comparing the experimental 
results to the values obtained in Eq. (8), and estimate the 
uncertainity of measurements, (Kline, 1985). The deviations 
were of order of I% to velocity range of 0.02 to 5rn/s. 

The sensor time constants, were calculate by the 
fundamental relation ofheat transfer: 

mCdT = UA(T arnb- T)dT ( 9) 

or, in differential form, 

mC(UAr' dT/dt + T = Tamb ( lO) 

Using 

mc(UAr' = tt ( II ) 

lntroducting Eq. (I I) in Eq. ( lO), results 

ttdT/dt+T=Tamb (12) 

Solving Eq. ( 12), results (Marinho and Medeiros, 1991) 

( 13) 

Thus, using Eq. (13), the sensor time constants during cooling 
and heating were 15 and 39.5s, respectively. These values are 
high but suitable for natural convection heat transfer 
measurements. 



ill 

CONCLUSIONS 

A constant current hot wire anemometry system, for 
measuremcnt of very low air flow velocities was construct using 
minimum laboratory resources. The CCA system was calibrated 
and tested at real natural convection conditions, presenting 
excellent results. The system is suitable for applications where 
velocities of an order down to O, I m/s are to be measured. 

The main technical advantage of this system is that its 
electrical power can be started even whcn there is no air flowing 
over the wire and work continuously for two weeks or more , 
when in a clean room, without burning ofthe wire. 

The Operation of the CCA system was possible only due to 
the high stability of the power supply source and the digital 
signal processing possibilities. These are the minimum 
laboratory facility requirements. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta um estudo experimental do escoamento ao redor de cilindros de base quadrada 
posicionados transversalmente ao fluxo livre. Imagens geradas em um túnel hidrodinâmico são capturadas em 
película fotográfica, digitalizadas e adequadamente processadas, para permitir uma análise qualitativa do 
escoamento. Além disso, um procedimento experimental é proposto para a determinação do número de 
Strouha/ característico do escoamento, a partir da interpretação de imagens colhidas em fita magnética. Os 
resultados assim obtidos são comparados com-dados da literatura, apresentando boa concordância. 

fNTRODUÇÀO 

Pela sua ampla aplicação em diversos ramos da engenharia, o 
escoamento ao redor de corpos não-aerodinâmicos tem sido 
objeto de inúmeros estudos de natureza teórica e experimental. 
Este tipo de escoamento produz, na maioria das vezes, 
descolamento da camada limite, ocasionando a formação de 
vórtices. Sob determinadas condições, estes vórtices são emitidos 
alternadamente de ambos os lados do corpo, dando origem à 
ch;unada esteira turbilhonária de Von Kármán. A freqüência de 
emissão dos vórtices (n) relaciona-se com a velocidade média na 
seção transversal do escoamento (V) e com a dimensão 
característica do corpo sólido (D) através do número de 
Strouhal (Sr), definido pela relação: 

Sr -
n. D 

v (I) 

Dentro de uma larga faixa de velocidades, o número de 
Strouhal - que mantém estrita . dependência com a forma 
geométrica do obstáculo, Kawakita e Silvares (1993)- apresenta 
boa estabilidade, podendo ser considerado constante na maioria 
das aplicações práticas. Sobre este padrão de comportamento 
fenomenológico apoia-se o princípio de funcionamento dos 
medidores de vazão a efeito vórtice (vortex flowmeters), que pode 
ser assim resumido: Uma vez conhecido o número de Strouhal 
característico do escoamento em torno de uma dada geometria, a 
velocidade média do fluxo livre pode ser determinada com o 
auxílio da Equação (I), quantificando-se o número de turbilhões 
emitidos por unidade de tempo, provenientes de um mesmo lado 
do corpo. 

A literatura apresenta diferentes métodos para a determinação 
experimental da freqüência de emissão de turbilhões ao redor de 
corpos rombudos. Modi e Dikshit ( 1975) obtêm bons resultados 
empregando um transdutor de pressão bastante sensível, 
posicionado na linha de centro da esteira turbilhonária. Outros 
autores o fazem a partir da análise espectral da velocidade, ou de 
suas flutuações, coletada num ponto previamente estabelecido da 
esteira. Nestes casos, o sinal de velocidade pode ser obtido por 
diferentes técnicas, tais ccmo: anemometria de fio quente -
Van Atta ( 1968), Okajima ( 1982). Ota et a/. ( 1987) e Kawakita e 
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Silvares ( 1993) - . anemometria laser Doppler - Durão e/ 

a/. ( 1988), Tokumaru e Dimotakis (1991 ), Durão et a/. ( 1991) e 
Mansy e/ a!. ( 1994) - ou, ainda, velocimetria por imagens de 
partículas- Agüi e Jiménez ( 1987). Sarpkaya ( 1977) e Sarpkaya 
e Kline ( 1982), por sua vez, estabelecem a freqüência de emissão 
dos vórtices monitorando as flutuações da força de sustentação 
atuando sobre o corpo sólido, cujo caráter cíclico decorre do 
desprendimento dos vórtices alternados. Esta última técnica é 
aplicada nos medidores de vazão disponíveis comercialmente, 
instrumentados, via de regra, com transdutores piezoelétricos 
sensíveis a pequenas oscilações do obstáculo. 

O presente trabalho propõe um estudo experimental do 
escoamento em torno de cilindros de base quadrada posicionados 
perpendicularmente ao fluxo livre, com vistas á sua eventual 
aplicação em medidores de vazão a efeito vórtice. Análi ses 
qualitativas e quantitativas do escoamento - incluindo a 
determinação do número de Strouhal - são realizadas. mediante o 
emprego exclusivo de técnicas de visualização em meio 
hidrodinâmico, associadas ao processamento de imagens. 

INSTALA CÃO E PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

A montagem experimental aqui utilizada compreende vários 
elementos, responsáveis pela geração, captura, digitalização e 
processamento das imagens oriundas dos escoamentos 
investigados. A discussão que se segue apresenta as principais 
características construtivas e operacionais desta instalação, 
fornecendo especificações e informações técnicas sobre a 
instrumentação empregada. 

Aparato Experimental. Em inúmeras situações, os fenômenos 
associados ao movimento dos fluidos podem ser melhor 
observados na água do que no ar - Clayton e Massey ( 1967), 
Werlé ( 1973 ), Mordotf ( 1986 ). Existe uma grande variedade de 
dispositivos experimentais concebidos para a geração de 
escoamentos em meio líquido, dentre os quais inserem-se os 
chamados túneis hidrodinâmicas. Segundo Erickson (1981 ), tais 
disposi tivos substituem com vantagens os túneis aerodinâmicos, 
particularmente no que concerne à visualização de escoamentos 
incompressíveis de baixa velocidade. 
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O sistema de geração de escoamentos utilizado no âmbito 
deste trabalho consiste de um túnel hidrodinâmico vertical, 
especialmente projetado e construído para a realização de ensaios 
de visualização - Figura I. Confeccionado em material 
composto - fibra de vidro e resina de poliester isoftálica -
montado sobre estrutura de aço. este equipamento é capaz de 
operar em · regime de descarga contínua ou intermitente (blow
down), sempre pela ação da gravidade. 

Figura I - Túnel hidrodinâmico vertical em circuito aberto, 
operado pela ação da gravidade. 

No modo contínuo de funcionamento, as válvulas (VI) e (V2) 

são reguladas simultaneamente, de maneira que o nível de água 
do reservatório superior (RS) se mantenha constante. Nesta 
condição, a velocidade média na seção de testes (ST) permanece 
inalterada durante todo o tempo de realização dos ensaios. 

A operação em modo intermitente (blow-down), por sua vez, 
é realizada fechando-se totalmente a válvula (VI) , até que o nível 
do reservatório superior atinja seu ponto máximo. Neste instante, 
o sistema de acionamento do túnel (SA) é desligado, aguardando-
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se o tempo necessáno para que o fluido no interior do 
reservatório (RS) se tranqüilize. Somente então, com a abertura 
da válvula (VI), tem-se inicio o ensaio propriamente dito. 
Evidentemente, este modo de operação provoca uma diminuição 
contínua da velocidade média na seção de testes. em decorrência 
da redução do nível de água no interior do reservatório (RS} Esta 
circunstância apresenta-se como fator limitante para a realização 
de alguns tipos de ensaios, sobretudo aqueles de longa duração. 
Em contrapartida, este procedimento experimental gera um 
escoamento livre na seção de testes de qualidade 
significativamente melhor que em modo contínuo de operação. 

Embora, neste trabalho, todos os ensaios tenham sido 
realizados em modo blow-down, é importante salientar que, 
mesmo em regime de descarga continua, ensaios preliminares 
realizados com um anemômetro de fio quente, para velocidades 
do fluxo não perturbado compreendidas entre 0.05 e 0,20 m/s, 
comprovaram. a excelente qualidade do escoamento na seção de 
testes, que alia boa uniformidade do perfil de velocidades e 
reduzida intensidade turbulenta - sempre inferior a 1,0 %. Este 
baixo nível de turbulência, quando comparado com instalações 
similares operando na mesma faixa de velocidades, deve-se ao 
projeto acurado da contração (CT) e à presença de telas e 
colmeias (TC) no reservatório superior (RS), que atuam como 
manipuladores de turbulência. 

A seção de ensaios. designada por (ST) na Figura I, possui 
dimensões internas 146 x 146 x 500 mm e foi projetada de maneira 
a permitir a rápida substituição do modelo. Construída em 
alumínio aeronáutico. esta seção é dotada de janelas de 
observação intercambiáveis, confeccionadas em acrílico 
transparente de boa qualidade óptica, permitindo acesso visual ao 
escoamento através de qualquer uma de suas quatro faces. 

Um único modelo (CP), usinado em liga de alumínio com 
excelente acabamento superficial. foi utilizado em todos os testes 
realizados. Com o objetivo de minimizar as influências das 
paredes do canal sobre a estrt~tura do escoamento, este modelo foi 
construído com seção transversal de 5 x 5 mm, produzindo uma 
razão de bloqueio interior a 4%. 

Dispositivo e Técnica de Visualização. A visualização de 
escoamentos sempre constituiu uma importante ferramenta para o 
estudo do movimento do fluidos. Os métodos de visualização 
descritos na literatura são numerosos e englobam diferentes 
níveis de sofisticação. As publicações de Clayton e 
Massey ( 1967), Merzkirch ( 1974), Goldstein ( 1983) e 
Freymuth ( 1993) constituem excelentes revisões do assunto, 
apresentando diversas técnicas experimentais utilizáveis em meio 
hidrodinâmico. Dentre elas, a injeçào de traçadores líquidos 
destaca-se como a mais intensamente empregada, devido à sua 
simplicidade e reconhecida eficácia. Apesar destas qualidades, 
sua implementação requer uma série de precauções e, sobretudo. 
uma boa dose de paciência. 

Na Figura I. o dispositivo de injeção (DI) é constituído de 
um reservatório pressurizado, ligado a uma longa agulha 
hipodérmica de 0,6 mm de diâmetro externo, dobrada em forma 
de L e instalada no interior da seção de ensaios com o orifkio de 
saída a 45 mm acima do modelo (CP). A velocidade e a pressão 
de injeção são controladas por intermédio de uma válvula de 
agulha, para produzir um filete de corante nítido e estável , 
introduzindo o mínimo de perturbação possível sobre o 
escoamento. 

A escolha do traçador adequado a um determinado tipo de 
ensaio constitui uma tarefa eminentemente empírica. Os corantes 
alimentícios, os produtos fluorescentes, os pigmentos de tintas e 
o leite in natura, incluem-se entre os principais fluidos utilizados 



para esta finalidade. No presente trabalho, empregou-se uma 
solução aquosa de pigmentos de tinta PV A com grande poder de 
tingimento, à qual foi adicionada uma pequena quantidade de 
álcool etílico, para tornar a viscosidade da mistura mais próxima 
à da água. 

Sistema de Captura e Processamento de Imagens. A correta 
iluminação do objeto constitui, sem dúvida alguma, o primeiro 
passo para a obtenção de uma imagem de boa qualidade. Além 
disso, deve existir perfeita sintonia entre os sistemas de 
iluminação e de car-<ura utilizados, o que nem sempre pode ser 
conseguido facilmente. Com efeito, os foto-sensores eletrônicos 
ou as emulsões químicas foto- sensíveis são incapazes de registrar 
com fidelidade absoluta aquilo que é observado pela visão 
humana. Em vista disso, na maioria dos trabalhos experimentais 
envolvendo a visualização de fenômenos fí sicos, uma série de 
testes preliminares devem ser realizados. até que se obtenham 
imagens exploráveis cientificamente. 

Em todos os ensaios realizados no contexto desta pesquisa, 
utilizou-se uma iluminação branca, refletida, difusa e em 
contraluz, proveniente de dois holofotes verticais, constituídos, 
cada um deles, de seis lâmpadas GE do tipo Photo-tloo, 
totalizando 6000 W de potência. Este tipo de lâmpada mostrou
se absolutamente adequado para o tipo de trabalho realizado, 
produzindo uma iluminação com alta temperatura de cor, a um 
custo moderado. 

As imagens geradas no túnel hidrodinâmico foram capturadas 
em película fotográfica ou em fita magnética, segundo o tipo de 
ensaio realizado. 

No primeiro caso, regi stras estáticos ou congelados do 
escoamento foram efetuados com o auxílio de uma câmera Nikon, 
modelo F4s, do tipo SLR (Single Lens Reflex), equipada com 
objetiva de aproximação macro Nikkor 60 mm f/2.8 AF. 
utilizando película fotográfica Kodak Ektacolor Pro 160 GPX, 
24 x36 mm, que proporciona boa fidelidade de cores e tons de 
contraste adequados à reprodução por scanners. O tempo de 
exposição foi regulado em 1/60 s, com abertura focal f/5.6. 

As cópias fotográficas foram produzidas em papel e 
posteriormente digitalizadas em um scanner do tipo flat bed, de 
600 dpi ópticos. Em seguida, para a supressão de ruídos 
indesejáveis e a realização de pequenos retoques, estas imagens 
foram sub'l'letidas a um processamento digital , realizado por 
intermédio do software Corei Photo Paint 5.0. De acordo com a 
nomenclatura empregada por Economikos et a!. ( 1990), este tipo 
de tratamento denomina-se processamento de baixo nível, em 
oposição ao processamento de alto nível, que envolve o 
reconhecimento e a manipulação de objetos gráficos, bem como a 
aquisição de dados quantitativos associados ao fenômeno 
estudado. 

O procedimento experimental adma descrito permitiu 
identificar alguns dos regimes de escoamentos que ocorrem ao 
redor da geometria analisada. 

Para a obtenção da freqüência de emissão dos vórtices, 
necessária ao cálculo do nl!mero de Strouhal, desenvolveu-se um 
método baseado exclusivamente na interpretação de imagens 
dinâmicas do escoamento, previamente registradas em fita 
magnética. Em sua essência, o procedimento mostra-se 
relativamente simples, podendo ser executado de acordo com as 
seguintes etapas: 
-Captação das imagens em fita magnética, à razão de F 

fotogramas por segundo, o que implica na aquisição de um 
fotograma a cada 1/F de segundo - o va:or de F depende, 
naturalmente, da filmadora utilizada; 

- Identificação e numeração dos fotogramas quadro a quadro; 
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-Contagem de um número (N) preestabelecido de turbilhões 
emitidos de um mesmo lado do corpo, a partir da visualização 
das imagens gravadas do escoamento, reproduzidas em slow 
motion; 

-Anotação do número atribuído ao fotograma inicial (10 ) -

primeiro turbilhão - e ao fotograma final (lN) - último 
turbilhão da seqüência; 

- Cálculo da freqüência de emissão de turbilhões, através da 
equação: 

N. F 
n (2) 

A identificação e numeração dos fotogramas poderia ser 
facilmente efetuada, mediante a utilização de uma filmadora 
munida de placa TC (Time Code). De fato, os equipamentos que 
dispõem de leitor e gravador de TC geram, antes do registro da 
imagem em fita, um código magnético paralelo, que permite a 
identificação precisa de cada um dos fotogramas, dispensando o 
uso de qualquer dispositivo adicional de controle. 

Neste trabalho, entretanto, as imagens foram capturadas por 
intermédio de uma câmera Panasonic, modelo NV-MSIPX, 
formato SVHS I NTSC, com um único CCD (Charge-Coupled 
Devices I Solid State Discrete-Array Sensors) de 1/2 polegada, 
equipada de uma objetiva 8-80 mm f/1.4 com função macro, 
desprovida de placa TC. Em vista disso, antes de seu registro em 
fita magnética, as imagens obtidas foram primariamente 
processadas em um controlador de fotogramas, posicionado entre 
a filmadora c o vídeo gravador, conforme mostra a Figura 2. 

FILMADORA 

CONTROLADOR DE 
FOTOGRAMAS 

IMPRESSORA 

• • 
C/) 

o 
~ z w 
w 
o 
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<> w 
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Figura 2 - Sistema de captura e tratamento de imagens animadas 
de escoamentos. 

O controlador de fotogramas acima mencionado, trata-se, na 
verdade, de um micro computador CBM, modelo A-500, com 



processador Motorola MC 68000 e placa digitalizadora 
DigiView Gold 4.0, de fabricação New Tek Co. Através deste 
sistema, os diversos fotogramas que compõem a imagem animada 
de um dado ensaio podem ser precisamente identificados e 
numerados eletronicamente, tomando-se passíveis de serem 
digitalizados quadro a quadro, em até 737x482 pixel e 8 bits de 
cores, ou seja, 256 tons de cinza. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A Figura 3 apresenta, através de um conjunto de imagens 
estáticas colhidas em película fotográfica, a estrutura da esteira 
produzida pelo cilindro de base quadrada, para valores do 
número de Reynolds- baseado no lado da seção quadrada (L) e 
na velocidade de aproximação do escoamento livre (V) -
compreendidos entre 3 e 220. 

Na Figura 3(a), observa-se que o filete de corante líquido 
utilizado como traçador, ao incidir contra a superficie frontal do 
modelo divide-se em dois, contornando o corpo sólido sem 
descolamento expressivo. Neste caso, verifica-se um feixe de 
emissão independente do tempo, com simetrias longitudinal e 
transversal quase perfeitas, caracterizando um regime de 
escoamento onde os efeitos viscosos assumem substancial 
importância. 

A Figura 3(b) mostra que, ao contrário do verificado no 
regime anterior, os efeitos de inércia se fazem presentes de 
maneira mais significativa. Como resultado, o feixe de corante 
torna-se incapaz de acompanhar os contornos do obstáculo, 
notadamente em sua face posterior. A região da esteira 
caracteriza-se, neste caso, pela presença de dois filamentos 
independentes e bem definidos, que se fundem apenas a uma 
distância considerável do cilindro. A esteira turbilhonária pode 
ser dividida em duas regiões bastante distintas. Na primeira 
delas, localizada imediatamente após o corpo sólido - cerca de 
duas a três dimensões características - o escoamento apresenta 
uma boa simetria longitudinal. Nesta região, entre os dois 
filamentos de corante verificou-se, durante a realização dos 
ensaios, a existência de duas bolhas de recirculação estáveis, mas 
de difícil registro fotográfico. Na zona mais afastada do modelo 
ocorre uma degradação contínua da simetria originalmente 
observada. A estabilidade do filete é comprometida, surgindo 
ondulações cujas amplitudes aumentam no sentido do 
escoamento. 

Como era de se esperar, estas instabilidades amplificam-se 
substancialmente com o aumento do número de Reynolds, 
originando a formação da estrada de vórtices de Von Kármán -
Figura 3(c). Imediatamente atrás do modelo, pode-se distinguir 
uma região de recirculação com forte assimetria longitudinal. 

A Figura 3(d), por sua vez, mostra uma esteira turbilhonária 
melhor definida, mas ainda em desenvolvimento. A exemplo do 
caso anterior, identifica-se claramente a presença de duas regiões 
distintas: Na primeira delas, localizada nas proximidades do 
obstáculo, ocorre a formação e o desprendimento dos vórtices. Na 
segunda região, observa-se o transporte destes vórtices através da 
esteira. O artigo de Modi e Dikshit ( 1975) relata, ainda, a 
existência de uma terceira região, no interior da qual os vórtices 
se dissipam e perdem sua identidade, gerando um campo de 
escoamento turbulento. No caso do presente estudo, esta região 
encontra-se fora da janela de observação, motivo pelo qual o 
fenômeno não pôde ser visualizado. 

Por último, a Figura 3(e) mostra uma esteira já plenamente 
desenvolvida, onde o centro de cada estrutura turbilhonária pode 
ser facilmente identificado. 
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(a) ReL = 3 

(b) ReL = 45 

(c) ReL = 65 

(d) ReL = 90 
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(e) ReL = 220 

Figura 3 - Estrutura do escoamento ao redor de um cilindro de 
base quadrada posicionado transversalmente ao fluxo 
livre. Visualização em meio hidrodinâmico efetuada 
através da injeção de corantes líquidos. 



Uma comparação entre o conjunto de imagens da Figura 3 
com aquelas apresentadas por Coutanceau e Defaye ( 1991) e 
Gersten ( 1983) para cilindros circulares, permite verificar que as 
configurações dos escoamentos ao redor de ambos os tipos de 
obstáculo guardam entre si enorme semelhança. Por outro lado, a 
presença das arestas que caracterizam os cilindros de base 
quadrada favqrece o descolamento da camada limite, antecipando 
a formação dos vórtices em regimes mais brandos que aqueles 
verificados no caso dos cilindros circulares. 

Os ensaios para a determinação do número de Strouhal, por 
sua vez, foram realizados na faixa de Reynolds compreendida 
entre 75 e 1230. 

A Figura 4 estabelece uma comparação entre os resultados do 
presente trabalho com os dados experimentais de 
Okajima ( 1982). obtidos por anemometria de fio quente. Na 
faixa de Reynolds onde os ensaios se sobrepõem, observa-se uma 
boa concordância dos resultados. comprovando as 
potencialidades do método de contagem de fotogramas para a 
determinação do número de Strouhal. 
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Figura 4 - Evolução do número de Strouhal em função do 
regime de escoamento: comparação dos resultados 
experimentais obtidos do presente trabalho com os 
disponíveis na literatura. 

Uma estimativa preliminar dos erros envolvidos neste 
procedimento acusam uma incerteza máxima da ordem de 3% na 
determinação das frequências de emissão de vórtices. Este valor 
pode ser reduzido substancialmente às custas de pequenas 
adaptações no sistema, já em estudo. 

Finalmente, é interessante assinalar que, embora as 
tecnologias atualmente disponíveis para a captura e o 
processamento automático de imagens dificultem a 
implementação do método proposto a nível industrial, sua 
utilização em laboratório pode ser de grande interesse, sobretudo 
na aferição ou validação de outras metodologias. 

CONCLUSÃO 

A concepção de medidores de vazão eficientes pressupõe a 
utilização de obstáculos que, além de introduzirem uma perda de 
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carga moderada no escoamento, assegurem uma boa estabilidade 
do número de Strouhal, numa ampla faixa de operação. A forma 
geométrica do corpo sólido constitui, pois, aspecto de 
fundamental importância na concepção de medidores de vazão 
eficientes. 

A visualização de escoamentos insere-se neste contexto como 
um instrumento extremamente poderoso para a análise 
experimental qualitativa e quantitativa de escoamentos, podendo 
contribuir significativamente na definição de geometrias 
adequadas a este tipo de aplicação. 
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ABSTRACT 

Experimental investigation has been performed on the 
incompressibleflow around a square cylinder. Images generated 
by flow visualization in a water tunnel are captured in 
photographic fllm, digitalized and processed for qualitative flow 
analysis. An experimental procedure for determination of the 
Strouhal number based in the interpretation of images recorded 
in magnetic tapes is also proposed. Results are in agreement 
with data available in the /iterature. 
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RESUMO 

Duas sondas de Pito/ de 5 furos para a determinação da direção e velocidade de gases em câmaras de 
combustão. de formatos hemisférico e cónico, refrigeradas a água. foram construídas e calibradas 
utilizando três métodos diferentes de correlação de dados a partir de dois sistemas de referências. A sonda 
hemisférica apresentou maior dificuldade de fabricação e a correlação de dados. de fácil utilização. 
dependeu fortemente da qualidade de fabricação. A sonda cónica apresentou maior facilidade de 
construção e as correlações obtidas também são de utilização simples, através de gráficos ou computador. 

apresentado por Treaster e Yocum ( 1979), com modificações 
para permitir a refrigeração à água. 

INTRODUÇÃO 

A medição da velocidade e direção do escoamento de 
gases em câmaras de combustão é uma necessidade básica para 
o entendimento dos fenômenos físicos e químicos que ocorrem 
no interior de câmaras de combustão e queimadores. As 
condições no ambiente de medição, tais como alta temperatura e 
atmosfera reativa, impõem dificuldades na execução de 
medições. Medidas de velocidade e direção com tubo~ .!e Pitot 
de 5 furos, refrigerados com água, constituem uma opção em 
investigações de câmaras de combustão. Mesmo se tratando de 
um dispositivo intrusivo, a utilização de sondas de Pito! tem 
proporcionado resultados que não diferem muito dos obtidos 
com a utilização de métodos não invasivos, tal como a 
Anemometria a Laser (Beltagui et ai., 1993). 

Tubos de Pitot de 5 furos são sondas que possuem em sua 
extremidade 5 tomadas de pressão, as quai s, através de 
relacionamento conveniente de suas leituras permite detenninar 
a direção e o módulo da velocidade dos fluidos no escoamento. 
O formato clássico da sonda, para aplicação em câmaras de 
combustão é a sonda de cabeça hemisférica, c:om refrigeração 
forçada por circulação de água. Esta sonda foi derivada da 
sonda de cabeça esferoidal, cujo desenvolvimento teórico e 
método de calibração foi descrito por Lee e As h ( 1956 ), para 
determinação do escoamento no interior de rotores de máquinas 
rotativas. Chedaille e Braud ( 1972), W!screvem as sondas para 
aplicação específica em câmaras de combustão e que foram 
utilizadas nas pesquisas realizadas no IFRF - lntemational Flame 
Research Foundation. 

Treaster e Yocum ( 1979), entre outros, <"!escrevem a 
tàbricação e o método de calibração de d-:is outros tipos de 
sondas: wna de formato prismático e outra composta por um 
feixe de 5 tubos cujas extremidades são cortadas por um ângulo 
de 45° em relação ao seu eixo. Ambas as sondas têm por 
finalidade a obtenção dos campos de velocidade em máquinas 
rotativas e não dispõem de refrigeração. Devido às geometrias 
externas de cada sonda, hemisférica, prismática ou angular, os 
métodos de calibração adeq uados para cada uma delas são 
diferentes. 

Neste trabalho toram construídas e calibradas duas sondas 
diferentes para aplicação em câmaras de combustão (Fig. I) : 
wna sonda de formato hemisférico e uma sonda de: formato 
cônico, ambas com refrigeração forçada por circulação de água. 
A sonda de formato cônico é uma derivação do modelo 
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Figura I - Tuho de Pitot de 5 furos, de formato hemisterico e 
cônico. 

Figura 2 - Sistema de referência com ângulo cônico e ângulo 
diédrico. 
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Figura 3 - Sistema de referência com ângulos horizontal e 
vertical. 

Dois sistemas de referência são comumente utilizados 
para determinação da direção da velocidade . No primeiro 
sistema o par de ângulos de referência são o ângulo cônico ; e o 
ângulo diédrico 8, conforme Fig. 2. O segundo sistema é 
expresso em função dos ângulos horizontal a e vertical p, (em 
inglês, "yaw" e "pitch"), que são os ângulos das projeções do 
vetor velocidade nos planos horizontal e vertical com o eixo da 
sonda, conforme a Fig. 3. A sonda hemisférica pode utilizar os 
dois sistemas de referência, enquanto na sonda cônica somente é 
possível a utilização do par de ângulos horizontal e vertical. 
Neste trabalho, a sonda hemisférica foi calibrada utilizando os 
dois sistemas de referência. 

CALIBRACÃO DA SONDA HEMISFÉRICA 

Calibração com o sistema de referência 1/J e 8. Com a 
aplicação da teoria do escoamento potencial numa esfera. como 
mostrado por Lee e Ash ( 1956), é possível calcular a 
distribuição de pressões sobre a sonda, em que a pressão Pn em 
um orificio genérico n , situado na superficie da sonda é dado 
por: 

1 [ (v )'l Pn = p, + 2 p V 
2 

I - Ji J (I) 

onde Ps é a pressão estática do escoamento longe da esfera, p é a 
densidade do fluido, V é a velocidade do escoamento longe da 
esfera e Vn é a velocidade do escoamento no orificio n. 

Definindo o fator de recuperação de pressão kn por: 

kn=[J-(~J] (2) 

a equação anterior pode ser escrita como: 

Pn = P, + kn 
I 2 pV ' (3) 

O fator kn é função do número de Reynolds e do ângulo 
constituído entre o vetor velocidade e o orificio n da sonda. 
Chedaille e Braud ( 1972) relatam que, no intervalo onde a 
maioria das medições normalmente são feitas, para Reynolds 
entre I 00 e 60000, foi verificado experimentalmente que o fator 
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de recuperação de pressão varia muito pouco com o número de 
Reynolds; entretanto, na vizinhança do ponto de separação da 
camada limite e após este, kn não obedece à teoria do 
escoamento potencial e seu valor precisa ser obtido através de 
calibração da sonda para cada posição em relação ao vetor 
velocidade. A rugosidade superficial e fatores construtivos 
também desviam o comportamento do escoamento em relação ao 
previsto para o escoamento sobre uma esfera perfeita e sua 
influência requer, em adição, a necessidade de uma calibração 
experimental. 

A calibração da sonda é feita orientando-se a mesma em 
diferentes posições em relação a um escoamento de velocidade e 
direção conhecidas, como o que pode ser obtido em um jato 
livre. Neste trabalho, foram utilizados dois métodos de 
interpretação dos dados: o método proposto por Lee e Ash 
( 1956) e o método utilizado pelo lFRF - lntemational Fiam e 
Research Foundation, descrito por Wright ( 1970). 

Método de Lee e Ash. Combinando as equações que fornecem 
a pressão em cada um dos cinco oritlcios. as seguintes relações 
podem ser obtidas: 

P,- P, k, -k 
=- ·'=X( 

Po-P
3 

k -k Jll I/J,8} 
o 3 

(4) 

P, - P. k - k --·= ,_. 
Po - P 

3 

k - k = >';,J ( 1/J • t5) 
o 2 

(5) 

onde kn é o fator de recuperação de pressão do oritlcio n, e XuJ e 
Y243 são parâmetros de calibração em função dos ângulos rp e t5. 

A determinação da magnitude da velocidade é feita 
aplicando a equação geral da distribuição de pressão entre o 
centro da sonda (orificio O) e qualquer um dos outros quatro 
orificios, como, por exemplo o orificio 3: 

V= 

2.0 

1.5 

101 

-1. 

-l. 

2 Pn-P, 
p k(l-k) 

160° 

340" 

- 2.0L,---~'---------=-'~-----!----,L=----,L--.,-J 
-1.5 - 1.0 - 0.5 O 0.5 l.O 15 

(6) 

Figura 4 - Gráfico típico de calibração para sonda de tixmato 
hemisférico (Trigo ct ai. , 1989). 



Para a sonda em questão, a aplicação destas equações gera 
um gráfico com curvas de calibração conforme a Fig. 4. 

A utilização deste método no levantamento do campo de 
velocidades em um escoamento real é laboriosa e sujeita a erros 
de interpretação e de leitura do gráfico. A automação para 
utilização em computador, por outro lado, também não é fácil, 
haja vista a necessidade de interpolação gráfica e a dificuldade 
de ajustar as curvas de angulo t/J constante a uma (ou mais) 
equação matemática. 

Método do IFRF. A fim de simplificar a forma de apresentação 
e utilização dos dados de calibração. pesquisadores da IFRF 
utilizaram três fatores de calibração: 

(7) 

sendo um fator do ângulo t/J, 

k,. = 
pV' 

J'L.:( Po - p,)' 
(8) 

é um fator de velocidade e 

k = 2 (p(l- p.) 
p pJ '1 

(9) 

um fator de pressão estática. 

A detenninação do ângulo l5 é feita a partir da relação 
teórica: 

(10) 

A função tangente permite obtenção de ângulos entre O e 
90°, sendo que, para determinação do quadrante do angulo 8 
medido, deve ser feita uma verificação conveniente de quatro 
inegualdades, conforme descrito em Wright, 1970. 

A análise matemática dos fatores acima, aplicada à teoria 
do escoamento potencial numa esfera, mostra que k~ é função 
dos ângulos t/J e o, porém, é uma função fraca de o, de maneira 
que a influência do angulo ·o na variação do fator k~ pode ser 
negligenciada (Wright, 1970). O fator k,. é função também dos 
ângulos t/J e o, sendo que, para calibração de t/J de O a 45", a 
influência do angulo o no valor de k,. também pode ser 
desprezada, apresentando uma variação de cerca de 2%. 

Maior importância tem o comportamento da sonda na 
determinação do angulo diédrico o. Se os dados obtidos para a 
sonda não apresentar uma correlação conveniente com a Eq. 
( 1 0), o método em questão não pode ser utilizado. A correlação 
é mais facilmente obtida conforme a superficie da sonda se 
aproxima da forma geométrica de uma esfera perfeita. 

O método de calibração utilizando o outro sistema de 
referência, ângulos horizontal e vertical, será apresentado com a 
descrição da calibração da sonda de formato cônico. 

CALIBRAÇÃO DA SONDA CÔNIÇA: 

Ao contrário da sonda de formato hemisférico, expressões 
analíticas desenvolvidas a partir da teoria do escoamento 
potencial aplicadas a sonda de formato cônico não são obtidas. 
A geometria cônica, com mudanças abruptas de contorno, que 
ocasionam descolamentos do escoamento e maior sensibilidade a 
efeitos de viscosidade, dificulta um modelamento teórico, que 
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poderia ser utilizado para formatar o equacionamento de 
calibração da sonda. Deste modo, a calibração da sonda para 
representar a velocidade e direção do escoamento medido é feita 
a partir de 4 coeficientes adimensionais empíricos, descritos em 
Treaster e Y ocum ( 1979). Os coeficientes são definidos 
conforme: 

(II) 

( 12) 

(13) 

(P-P ) 
C . == I'Malira 

P,.,.,m ( _ P) 
Po 

(14) 

( 15) 

Cpa e Cpp são os coeficientes que representam as 
diferenças de pressão nos planos horizontal a e vertical /3, Cptotat 
é o coeficiente de pressão total e Cpestatica é o coeficiente de 
pressão estática. 

Devido à normalização das diferenças de pressão com o 
valor médio das quatro pressões estáticas medidas, estes 
coefic!"'ltes são independentes da velocidade e dependem 
apenas da direção do escoamento numa faixa limitada de 
ângulos. O procedimento de calibração é similar ao adotado 
para a sonda hemisférica, ou seja: num escoamento com direção 
e velocidade conhecida, posiciona-se a sonda em diversos pares 
de ângulos a e /3, e mede-se a pressão em cada orificio. 

DESCRIÇÃO DO DISPOSITIVO E DO PROCEDIMENTO 
EXPERIMENTAL 

Um esquema da montagem para calibração é mostrado na 
Fig. 5. Um jato livre de ar é obtido pelo escoamento através de 
um duto. Uma calibração prévia do jato é feita relacionando-se 
a vazão de ar passando pelo duto com a velocidade do jato livre 
medida através de um tubo de Pitot convencional, em diversos 
pontos na extremidade do duto, determinando-se uma região 
onde a velocidade do jato é constante e função apenas itla vazão 
no duto. Para que a direção do escoamento seja conhecida a 
medição é feita na extremidade de saída do duto onde é sabido 
que a direção do escoamento é paralela ao eixo axial. A sonda 
é posicionada em relação ao jato de ar, variando-se 
convenientemente os pares de ângulos t/J e o ou a e fJ conforme o 
sistema de referência utilizado. Dois dispositivos de 
posicionamento foram utilizados: para o sistema de referência t/J 
e l5 o dispositivo foi especialmente construído para esta 
finalidade, e para o sistema de referência a e fJ foi utilizado uma 
morsa esférica convencional, normalmente usada como 
dispositivo de usinagem. Como o dispositivo especial para os 
ângulos rp e o tinha limitação até 25" no angulo rp, foi 
estabelecido uma relação matemática de equivalência entre os 
dois sistemas, permitindo a abrangência de rp até 45" com a 
utilização da morsa esférica. Em cada posição escolhida era 
medido as diferenças de pressão entre o orificio central (n" O) e· 
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os outros quatro orificios e o orificio central e a pressão 
atmosférica. Na calibração com o sistema de referência de 
ângulo cônico e diédrico, o ângulo 1/J foi variado a cada 5" e o 
angulo o a cada 20". Com o sistema de referência de ângulos 
horizontal e vert ical, a e f3 foram variados a cada I 0". 

lliNTILo\DO" 

Figura 5 - Esquema da bancada de calibração. 

APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Os resultados da calibração da sonda hemisférica para 
determinação da direção da velocidade, segundo o método de 
Lee e Ash, são apresentados na Fig. 6. Não está apresentado 
neste gráfico as curvas de determinação dos coeficientes de 
velocidade ko-kJ. A obtenção de curvas de ko-k3 constantes 
requer uma interpolação gráfica, pois os dados experimentais 
obtidos da medição planejada dos ângulos 1/J e o não resultam em 
valores constantes do coeficiente ko-kJ. 

y 243 

so• 

100. 

180" 

- 5~3----~2~----~-lr-----~o~----~1------*z------,3 

Figura 6 - Gráfico de calibração para a sonda hemisférica, 
segundo o método de Lee e Ash. 
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Figura 7 - Coeficiente k41 em função do ângulo cônico 1/J, para a 
sonda hemisferica. 

As figuras 7 e 8 apresentam as curvas de calibração 
obtidas, segundo o método descrito em Wright ( 1970), para o 
coeficiente k.p em função do angulo 1/J e da correlação 
experimental entre o angulo o medido e o angulo o fornec ido a 
partir da Eq. ( I 0), para todos os pares de angulos 1/J e o 
utilizados. Observa-se que, para a sonda em questão, foi obtida 
correlação razoável de dados, possibilitando a utiliz-ação prática 
deste método de calibração. A Fig. 9 apresenta o 
comportamento do coeficiente de velocidade Kv, para cada 
angulo o medido. A dispersão do coeficiente Kv aumenta muito 
com o angulo 1/J e não apresenta um comportamento muito 
homogêneo em relação ao angulo o. Mesmo assim, dentro de 
uma variação aproximada de 7%, é possível a utilização deste 
coeficiente para determinação da grandeza da velocidade, 
conhecido o angulo 1/J. 

A Fig. !O apresenta os valores obtidos para os coeficientes 
Cpa e Cpp para a sonda hemisférica no intervalo de -30 a +30" 
dos ângulos a e fl. A aplicação deste método também 
apresenta boa correlação, diminuindo a precisão quando os 
ângulos de aproximam dos limites de -30 e + 30". As Fig. I I e 
Fig. 12 apresentam as curvas dos coeficientes de pressão total e 
estática em função dos ângulos a e /3. 
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Figura 8- Correlação experimental entre o ângulo o real e o 
ângulo o determinado pela relação teórica. 
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Figura 9 -Correlação experimental do coefi ciente de velocidade 
K,., para a sonda hemisféri ca. 

7,0 ~ 30 
-30 

5,0 -20 20 30 

-10 o 10 
~ 

3,0 a. . -· 20 o 
.! 1 • ··· f ..•. 
c: 1,0 -· 10 
cu ., . 

~ ' :§ ~ o 
-1,0 ' j 

j \ 

~ ·- .. \ ' -10 . \ o -3,0 
_ _. 

- --· ~', 
-20 

-5 ,0 ... _ \ -30 a " • 
-7 ,0 

-4,5 -2 ,5 -0 ,5 1,5 3,5 5,5 7,5 

Coeficiente Cp~ 

Figura I O - Gráfi co de correlação dos coeficientes Cp a e Cpp 

para determinação dos ângulos a e /3, para a sonda hemisférica. 

A Fig. 13, apresenta os resultados da calibração da sonda 
cônica, no intervalo de -20 a +20". Embora tenham sido fei tas 
medições até o intervalo de -48 a +40" para esta sonda, os 
resultados obtidos acima de 20" apresentaram grande dispersão 
de valores, impossibilitando a utilização da sonda em ângulos 
maiores do que 20". As Fig. 14 e Fig. 15 apresentam as curvas 
de calibração para os coefici entes de pressão total e pressão 
estática para a sonda cônica. 
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Figura I I - Coeficientes de pressão total para a sonda 
hemisférica. 
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Figura 12 - Coeficientes de piessão estática para a sonda 
hemisférica. 
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CONCLUSÃO 

Os resultados obtidos para ambas as sondas e métodos de 
calibração permitem delimitar a utilização destes para medição 
da direção e da grandeza da velocidade de escoamentos em 
câmaras de combustão. 

A sonda hemisférica apresenta boa correlação de dados 
experimentais segundo qualquer método de calibração, 
permitindo a escolha adequada conforme a aplicação desejada. 
O método de Lee e Ash é apropriado para utilização manual dos 
gráficos obtidos, embora seja de difícil compilação dos dados, 
principalmente para determinação do coeficiente de velocidade. 
O método empregado pela lFRF, e apresentado por Wright, é de 
fácil utilização e compilação dos dados, e é favorável a aplicação 
através de rotinns de computador, e mesmo em simples planilhas 
de cálculo, já que é possível obte~ equações simples de 
correlação de dados. Este método, porém, é sensível à 
qualidade da fabricação da sonda, no que se refere ao tormato 
esférico e a rugosidade superficial, já que o sucesso da 
calibração depende da boa correlação de dados com a Eq. (I 0). 
Duas das sondas fabricadas foram descartadas pois não 
apresentaram boa correlação através desta equação. 

A calibração da sonda hemisférica pelo sistema de 
referência dos ângulos horizontal e vertical também permite boa 
correlação de dados, com a vantagem de necessitar uma 
quantidade menor de medições para a calibração do que usando 
a referência ~ e õ. Este sistema tem a desvantagem de 
necessitar das curvas de calibração de pressão estática para 
determinação da velocidade do escoamento, ao contrário dos 
métodos de Lee e Ash e do lFRF. Nos limites de medições 
executadas os dois sistemas de referências angulares apresentam 
praticamente a mesma abrangência espacial. 

A sonda cõnica também se mostrou possível de utili7.ação 
para medições de direção e velocidade de escoamento, porém 
com uma abrangência espacial menor do que a sonda 
hemisférica. Esta necessita de um número menor de medições 
para calibração, porém para determinação da velocidade do 
escoamento é necessano uma calibração adicional, 
correspondente ao coeficiente de pressão estática. Na 
interpretação de dados em câmaras de combustão, através de 
rotinas de computador, a sonda cônica acoplado ao sistema de 
referência de ângulos horizontal e vertical necessita de um 
número maior de ajustes de curvas e interpolação do que a sonda 
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hemisférica e o método da IFRF. Do ponto de vista de 
tàbricação, a sonda cônica é de mais simples construção do que 
a sonda hemisférica. 

Entre as sondas, métodos de calibração e sistemas 
testados, a sonda hemisférica apresenta-se, no conjunto, como a 
melhor opção, desde que os cuidados de fabricação sejam 
suficientes. O sistema de referência de ângulos cônico e 
diédrico, com o método de interpretação de dados utilizado pela 
lFRF, apesar de necessitar um número maior de pontos de 
calibração, proporciona maior facilidade para medição dos 
escoamentos em câmaras de combustão, já que a direção e a 
grandeza da velocidade pode ser obtida a partir de 3 correlações 
matemáticas, propícias à automação em programa de 
computador ou planilha de cálculo. 
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ABSTRACT 

Fivc hoJe Pitot tubes are utilized to determine thc 
magnitude and direction of the gas velocity in a combustion 
chamber. Two Pitot probes were built , one spherical and one 
conical, both water c<~)led. They were calibrated applying three 
ditTerent data correlation procedures, based on :wo angular 
reference systems. The spherical Pitot probe was harder to 
built, the feasibility of the data correlation depending on the 
precision of the gcometry and of the surface finishing. The 
correlating equations sugested by IFRF are simple to use. The 
conical Pitot probe, on the other hand, was easier to manufacture 
and the corresponding correlating equations are easy to apply. 
The region covered in space, however, is limited and the 
equations require a lot ofmanipulation so that they are obtained. 
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SUMÁRIO 

A medição de grandes vazões em condutos{órçados constitui num grande desafio para os engenheiros 
que aluam nas áreas de usinas hidrektricas ou grandes instalações de bombeamento de água. O método de 
Pressão - Tempo (Método de Gibson), fornece a vazão permanente, deduzida das variações temporais da 
diferença de pressão estática entre duas seções da tubulação. h"stas variaçõe~ são criadas pelo f echamento 
rápido de uma válvula à jusante. A partir da obtenção do hL~tórico de d[{erenças de pressões, são procedidas 
as devidas integrações para se obter a vazão no regime permanente, ou seja, aquela quando a válvula estava 
totalmente aberta, antes do trans iente hidráu/iço. b ·tuda-se, neste trabalho, a influência da distribuição das 
tomadas de pressão no conduto. 

INTRODUÇÃO 

Medições precisas da eficiência de hidroturbinas é essencial 
para o monitoramento das condições das wüdades e para 
avaliações economtcas referentes a substituições destas 
unidades. O conhecimento da curva real de rendimento obtida 
após a determinação da vazão, em diversos pontos de operação 
das turbinas, permite uma análise mais detalhada de possíveis 
melhorias no rendimento global das instalações, seja pela 
otimização das faixas operativas ou até pela substituição dos 
rotores das turbinas, após uma avaliação de custo-beneficio. 

A medição de vazão em condutos forçados, de grandes 
diâmetros, constitui um grande desafio para os engenheiros que 
atuam nas áreas de usinas hidrelétricas ou grandes instalações 
de bombeamento de água. Os métodos prescritos nas normas 
técnicas (Cortina Salgada, Diluição, Molinetes, etc.), além de 
exigirem instalações complexas e de alto custo, são de validades 
discutíveis, em termos da precisão exigida. 

Embora taxas de escoamentos absolutas devessem ser 
conhecidas precisamente, poucos medidores de escoamentos de 
hidr_oturbinas, em serviço, têm sido calibrados em campo. O 
método de pressão-tempo, ou método de Gibson, no qual a taxa 
de escoamento é deduzida através dos awnentos de pressão 
durante o fechamento de uma válvula a jusante (Figura 1), 
fornece um método relativamente barato para medir taxas de 
escoamentos em condutos fechados. 

Objetiva-se com este artigo é apresentar os resultados 
preliminares de um projeto em desenvolvimento na 
Universidade Federal de Uberlândia (UFU), onde, inicialmente, 
o diferencial de pressão é simulado via computador, fazendo uso 
de uma teoria já estruturada sobre transientes hidráulicos 
(Wylie e Streeter, 1978; Chaudhry, 1979). Apartir destes 
diferenciais de pressão, obtém-se, através do método de Gibson, 
a vazão no estado permanente, ou seja, aquela existente antes do 
início do fechamento da válvula. 

Numa segunda etapa do projeto, o resgistro do diferencial de 
pressão-tempo será obtido utilizando-se de uma instalação 
experimental em desenvolvimento no Depattamento de 
Engenharia Mecânica da UFU. 

DESENVOLVIMENTO TEÓRICO 

Nesta sessão, serão relacionadas as equações básicas que 
representam os fenômenos físicos em estudo. Inicia-se 
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mostrando a celeridade das ondas de pressão, as equações para 
o t:scoamento transitório e o método das características. Trata
se de teorias já bastante estruturadas, podendo ser encontradas 
em Bordón e Tiago Filho (1992), Chaudhry (1979), Souza Jr. e 
Santos (1993), Wylie (1984) e Wylie e Streeter (1978). Em 
seguida, a teoria relativa ao método de pressão-tempo será 
fimdamentada . 

Na figura 1, apresentam-se os componentes básicos do 
sistema utilizado neste estudo, que são o reservatório, a 
tubulação e a válvula. São posicionados os pontos de tomadas 
de pressão nas seções "a", "b" e "c". 

HR: 
Re:serv. j 

_j_ --oi 

Área, A 

Figura 1 -Representação esquemática do sistema 
composto pelo reservatório, tubulação e válvula. 

Celeridade das Ondas de Pressão. A celeridade (a), que 
representa a velocidade de propagação do som em um meio 
fluido infmito, para a situação most~ada na figura I: fode ser 
calculada atraves da segumte expressao: ' 

a= CKD 
f-r-e-E Ct 

(I ) 

onde K e p representam, respectivamente, a compressibilidade e 
a densidade do fluido. No denominador, tem-se a influência do 
diâmetro (D), da espessura (e) e do módulo de elasticidade (E) 
do tubo. A constante Ct é fimção do tipo de •ancoramento 
utilizado na tubulação (Wylie e Streeter, 1978). 

Equações Diferenciais do Transiente Hidráulico. Duas 
equações básicas são aplicadas a um volume de controle, 
contendo uma parte do conduto, para a obtenção das equações 



diferenciais do movimento transitório: a segunda lei do 
movimento de Newton e a equação da continuidade. As 
variáveis dependentes são a elevação da linha piezométrica 
H(x,t), acima de um plano de referência fixo e a velocidade 
média V(x,t), numa seção transversal do conduto. As variáveis 
independentes são a distância x (figura 1) e o tempo t. 

Aplicando-se a segunda lei de Newton ao volume de 
controle, obtém-se a equação diferencial do movimento (Wylie 
e Streeter, 1978): 

OH av av tviVI 
L2 = g- + V- + - + -- = O 

8x 8x 8t 2D ' 
(2) 

onde g é a aceleração da gravidade (m/s2
) , H é a altura 

piezométrica (m), V é a velocidade média do escoamento (m/s) 
e fé o fator de atrito. 

Aplicando-se a lei da conservação de massa, para um 
determinado volume de controle, segundo Wylie e Streeter 
(1978), obtém-se a equação diferencial da continuidade, que 
co.nsiderando os efeitos de compressibilidade da água e de 
elasticidade do tubo. Desta forma, obtém-se: 

8H 8H a2 8V 
Ll = v - + - - v sene + -- = o 

8x 8t gàx , 
(3) 

onde e é o ângulo de inclinação do tubo e "a" representa a 
celeridade da onda de pressão. 

Ll e L2 são duas equações diferenciais parciais não 
lineares entre V e H, em função de x e t. Estas equações podem 
ser resolvidas por diferenças fmitas, através do método das 
caracteristicas. 

A Solução pelo Método das Características. As equações 
L I e L2, do item precedente, contêm duas incógnitas, V e H. 
Essas equações podem ser combinadas como L=Ll+ÀL2. 
Quaisquer dois valores reais distintos de À fornecem duas 
equações, em função de V e H, que expressam o mesmo 
fenômeno fisico representado por Ll e L2 e que podem 
substituí-las diante de qualquer solução. 

A obtenção de dois valores reais para À leva a dois pares 
de equações que são agrupadas e identificadas como equações 
C e C de acordo com a figura 4 (Wylie e Streeter, 1978). 

t p Rn-s 

X 

Figura 4 - Linhas Características no plano xt. 

Estas equações são as seguintes: 

gdH dV g f vJvj 
- +- - -Vsene + --=o 
a dt dt a 2 D 

dx 
- =v+a 
dt 

- ~dH - dV + Vsene + fvJVI = o 
a dt dt 2D 

dx 
dt=v-a. 

(4) 

(5) 

( 6) 

(7) 
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As Eqs. ( 4) e (5), pertencem à característica c·, enquanto 
as Eqs. (6) e (7) pertencem à C. 

Cada uma das equações, (4) e (6), contêm duas incógnitas 
para um ponto conhecido de sua característica, mas na 
intersecção de c+ com C no ponto P, as duas equações podem 
ser resolvidas para a determinação de VP e HP. Neste ponto, as 
Eqs. (5) e (7) também podem ser resolvidas para a obtenção de 
x e t. Portanto, a solução é procurada sobre as características, 
partindo-se de condições conhecidas e achando-se novas 
interseções para a determinação de cargas e velocidades 
posteriores. 

O método das Características sem interpolações (Wylie e 
Streeter, 1978), apresenta as seguintes equações finais. 
utilizando-se agora a vazão (Q) ao invés da velocidade: 

C+ : HPi = Cp - B QPi 

C : HPi = CM + B QPi. 

(8) 

(9) 

onde Cp e CM são constantes calculadas em função das 
condições conhecidas no instante anterior, da seguinte maneira : 

CP = Hi-1 + B Qj.J -R Qj.J IQj.d 

CM = Hi+l - B Qi+l +R Qi+l jQi+ll· 

As soluções para HP e QP são dadas por: 

onde B =algA e R = f t;x/(2gDA 2 ) 

( 10) 

(II) 

(12) 

(13) 

Condições de Contorno Básicas. Na extremidade a 
montante, ou da esquerda, do conduto, a equação da 
característica C fornece uma equação com duas incógnitas QP1 
e HP 1 (figura 6a). Para resolver a equação é necessária uma 
condição exterior ao conduto. 

A X ·I A X 

3~•r---+--+---4-~ 

' - o 1 ~~"···-i+!· f.T=FI 

Figura 5 -Plano xt para o método das Caracteristicas 
com interpolações. 

Na extremidade a jusante, ou da direita, do conduto 
(figura 6b ), a característica c+ também fornece uma equação 
com duas incógnitas QPNs e HPNs- Uma condição externa faz-se 
necessária. 

~fu_--····-··: c: 
t ! 

6x ~ x 

, ........ jf' 
~ 

I > N N S•Nt 1 
(•) (b ) 

Figura 6- Característica nos Contornos. 



la. Condição: Reservatório na Extremidade a Montante 
com Elevação Especificada 

Em um grande reservatório, a montante, a elevação da 
superfície acima do plano horizontal de referência pode ser 
assumido constante durante uma pequena duração do transiente. 
Assim. 

HP1=HR . (14) 

2a. Condição: Válvula na Extremidade a Jusante da 
Tubulação 

Segwtdo Wy li e e Streeter ( 1978), tem-se: 

(Oo1f onde Cv = ---
2H0 

1: = abertura adimensional da válvula 
Ho = perda de altura no estado permanente através da

válvula 
Q0 = vazão no estado permanente. 

(15) 

Método de Pressão-Tempo em Condutos Fechados. No 
desenvolvimento a seguir. assume-se a hipótese de escoamento 
turbulento. ligeiramente compressível , não uniformemente 
distribuído sobre uma seção transversal do conduto. A 
integração da equação do movimento, para o método de 
pressão-tempo admite que a descarga variável no tempo, no 
volume de controle da medição, é invariável com x (teoria da 
coluna rígida). 

Conservação de Massa. A conservação de massa para um 
escoamento compressível é dada pela equação: 

à à 
-(pA) + - (pUA) = O. 
àt àx 

(16) 

Figura 7 - Volume de controle para conservação de massa. 

Princípio da Quantidade de Movimento. A figura 8 ilustra 
os fluxos de quantidade de movimento axiais e também as 
forças agindo num volume de controle, de comprimento 
infinitesimaL t:.x, numa seção não uniforme de um conduto 
inclinado. O princípio da quantidade de movimento iguala a 
taxa no tempo de acumulação da quantidade de movimento, 
dentro do volume de controle, ao escoamento líquido da 
quantidade de movimento. mais a soma de forças agindo sobre o 
volume de controle. 

lll7 

I! Ststema de Controle 

c~ 
. f z I 2 1
1 ~li aA + ~(P 11 dA)àx 

'\ A~ 

Peso;pgAl!.x 

PW\o Horizoatll de R.Herinci.a. _ ___:L_ __ 

Figura 8 - Volume de controle para a conservação 
da quantidade de movimento. 

A equação resultante, de acordo com a norma da ASME 
PTC 18 (1992), é a seguinte: 

~(pUA)+ ~(pÇU2A) + AôPw + 
àt àx àx 

dz 
+ pgA- + TWW = O. 

dx 

(17) 

Surgem, nesta relação, algwts termos tais como o 
coeficiente de soma Ç, que é igual à soma do fator de correção 
da quantidade de movimento [3 , mais o fator de intensidade de 
turbulência 1;, mais o coeficiente de pressão Kw Estas 
grandezas, juntamente com Pw e T w, são definidas a seguir: 

Ç=f3+Ç+Kw (18) 

'- f3 = -
1-f u2

dA 
U2 A 

(19) 

Ç = +Ju'
2

dA (20) 
UA 

P = ±fpdA (21) 

1 s-Tw = W 'twdW (22) 

1 s-Pw = W PwdW (23) 

P - Pw 
(24) Kw = --2-. 

pU 

Para um volume de controle no conduto, a Eq. (17) é 
transformada numa expressão, igualando mudança de 
quantidade de movimento ao pulso, pela integração, sobre o 
tempo, apartir de um tempo inicial t; até o tempo fmal tr e sobre 
o comprimento do volume de controle, localizado entre uma 
posição a montante Xu e uma posição a jusante Xd. Antes de ser 
integrada, a equação deve ser modificada, expandindo suas 
derivadas e subtraindo a Eq. (16), multiplicada por U. 
Assumindo-se que a descarga, variável no tempo no volume de 
controle, é invariante com z, o que implica em fluido 
incompressível, de densidade uniforme e paredes do conduto 

p 
rígidas. Assim, utilizando-se hw =~+z , a equação resultante 

pg 

(Schohl e March, 1991) é a seguinte: 



tt 2 gf Q Q; - Or = F {(hwd - hwu) - 2(hwdi - hwu;) + 
. Q, 

lt 

xd 
( 25) 

Q
2 Ç" Ç" f 1 f" àÇ" +- [ _d - _u + -(- + -)dx]}dt 

2g Ai Au2 xu A2 dh àx 

onde f' e Ç" representam a variação sobre o tempo de f e Ç com 
relação aos valores iniciais permanentes; ou seja: 

f= f; + f" 

ç = s; + Ç" · 

(26) 

(27) 

A Eq. (25) é a expressão usada na aplicação do método de 
pressão-tempo para determinar a descarga, em condutos 
fechados não tmiformes e inelásticos, conduzindo a um 
escoamento não tmiforme e incompressível. 

É necessário assumir que as distribuições de velocidade e 
pressão, como também as flutuações de velocidades turbulentas, 
permanecem constantes durante o tempo em que o escoamento 
é levado ao repouso (isto é, que Ç" e f' são iguais a zero). 
Embora estas hipóteses não sejam satisfeitas durante a medição 
e registro de pressão-tempo, é necessário se fazer desta forma 
porque as fimções Ç"(t) e f'(t) geralmente são indeterminadas. 
Análises e discussões apresentas por Schohl e March ( 1991) 
sugerem que os erros, associados ao fato de se abandonar estas 
fimções, são desprezíveis. 

Algoritmo de Pressão-Tempo. O algoritmo de pressão-tempo 
consiste de uma fórmula de integração numérica para 
determinar a descarga, de acordo com a Eq. (25), como também 
de procedimentos para defmição dos pontos de início e fmal do 
intervalo de integração no registro de pressão-tempo. A Eq. (25) 
é, primeiramente, simplificada, despresando-se os termos com 
coeficientes variáveis no tempo e retirando-se os subscritos w 
das alturas piezométricas. O algoritmo pode ser empregado num 
código computacional para a determinação da descarga, apartir 
de registros de pressão-tempo obtidos. Na atual fase deste 
projeto, o algoritmo de pressão-tempo determina a descarga, 
usando-se registros de pressão-tempo gerados numericamente. 

4 

3 
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• 
~2 . 

.r:; 

1 I . 
~ 

Intervalo de Fechamento 
da Válvula 

Ponto Final r Recomendado 
pela Norma 
j 

Linha 

Of<h'toJ'cif +-.1= o;: \ 1 \ I' I' I I I' 1' " f o~o i i I I \I v" v 

Linha de 
-Jl Operação 

lo-- --- - Intervalo de Integração ----- -ol 

-21 I ~ 
o I 2 3 4 Tempo lsl 6 7 8 9 

Figura 9- lnt~gração numérica de um registro de Pressão
Tempo (Almiquist e Kirkpatrick, 1986). 

A curva de pressão-tempo mostrada na figura 9, apresenta 
anotações relevantes para o algoritmo de pressão-tempo. O 
intervalo de integração extende-se desde o tempo em que a 
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primeira onda de pressão, gerada pelo fechamento da válvula , 
influencia o sinal de pressão, até o tempo, depois que a válvula 
foi completamente fechada. em que a magnitude da oscilação de 
pressão decrescente é minima. A linha de operação. que 
extende-se desde um ponto inicial arbitrário até o início do 
intervalo de integração, defme a média da diferença de altura 
inicial no estado permanente, através do volume de controle. A 
linha estática, que extende-se desde o fmal do intervalo de 
integração até um ponto final arbitrário, defme a diferença de 
altura através do volume de controle. Esta diferença 
normalmente é zero, a menos que seja influenciada por uma 
significativa vazão de fuga . A linha de recuperação, que conecta 
as linhas estática e de operação, defme a variação do segtmdo 
termo no integrando da Eq. (25), sobre o intervalo de 
integração. 

No algoritmo de pressão-tempo usa-se a regra do trapézio 
para integrar numericamente a distribuição de pressão 
diferencial de acordo com a Eq. (25). desprezando-se os termos 
com coeficientes variáveis no tempo. Para uma diferença 
incremental no tempo, L'l.tn=tn-tn-1 , a figura 9 ilustra as áreas 
entre o sinal de pressão e a linha de recuperação, 
correspondendo aos primeiros dois termos no integrando da Eq. 
(25). Aplicada a estas áreas incrementais, a expressão para o 
cálculo de Qn é a se!,'I.Ünte: 

gL'l.t 0 I 
Q - Q I = - - (- (fl.h + fl.h I) -n n - F 2 n n -

L'l.h; 2 2 
- -2 (Qn + On-1 ) ] 

2Q; 

(28) 

onde Mu=(hd - hu)n e o subscrito i refere-se à condição iniciaL 
no estado permanente, no ponto fmal da linha de operação 
(correspondendo a n=O). O rearranjo da Eq. (28) resulta numa 
fórmula quadrática para a descarga Ou . Dada uma estimativa 
inicial do seu valor, a descarga inicial, no estado permanente, Q; 
(ou Qo). é determinado através de iterações. para. 
sucessivamente, fornecer a estimativa de Q; , até que descarga 
final calculada seja igual a zero, ou igual à vazão de fuga. se 
houver. 

Na seleção do intervalo de integração, na norma ASME PTC 
18 ( 1992), recomenda-se que para registros de pressão-tempo 
que apresenta uma oscilação amortecida, após o fechamento da 
válvula, o fmal do intervalo de integração deverá coincidir com 
o primeiro pico após o completo fechamento da válvula. A 
influência da seleção do ponto fmal é minimizada quando este é 
escolhido numa posição além da oscilação amortecida, como 
ilustrado na figura 9. A amplitude do sinal de pressão é 
suficientemente pequena. de forma que a descarga seja 
praticamente insensível à escolha do ponto fmal. 

RESULTADOS 

Como foi mencionado anteriormente, o registro de pressão
tempo será gerado numericamente, tendo como base os aspectos 
teóricos descritos. Para um caso específico, cujos dados de 
entrada serão apresentados posteriormente, aplica-se o 
algoritmo de pressão-tempo para se obter. de forma indireta. a 
vazão no estado permanente. 

Explora-se, inicialmente, a variação das posições das 
tomadas de pressão, sendo que no primeiro caso, fixa-se uma 
delas jtmto à entrada da válvula e a outra será localizada em 
posições subsequentes a montante da primeira. A distância entre 
elas será, a cada passo, aumentada até que o comprimento do 
volume de controle seja igual ao próprio comprimento do 
conduto. Para cada distância entre as tomadas. gera-se o arquivo 
de diferencial de pressão versus tempo. Em seguinda, calcula-se 
a vazão no estado permanente. Compara-se esta vazão com 



aquela utilizada na geração do diferencial de pressão versus 
tempo, calculando o erro entre elas. Será possível, então, 
analisar o erro relativo à distância entre as tomadas de pressão. 
A norma ASME PTC 18 (1992) estabelece que a distância 
mínima entre duas tomadas de pressão não deve ser inferior a 
I O metros (33 ft). Com esta análise toma-se possível estabelecer 
as posições das tomadas que poderão proporcionar o menor erro 
no cálculo da vazão permanente. 

Numa etapa posterior. será analisado o erro obtido no 
cálculo da vazão quando as posições das duas tomadas de 
pressão são variadas simultaneamente, mantendo-se fixa a 
distância entre elas. Isto significa que o comprimento do volume 
de controle será sempre o mesmo. 

O erro entre a vazão Q0, utilizada no algoritmo para a 
geração do arquivo de diferencial de pressão versus o tempo, e 
aquela vazão (Q;), calculada pelo método de Gibson, será dado 
pela relação abaixo: 

(29) 

O primeiro resultado, portanto, apresentado na Fig. 11 , foi 
elaborado, considerando-se a figura 10 a seguir, que relaciona 
também os dados de entrada do programa. 

L= 600 [m) g= 9 .8067 [mhfl 

0= 0 .5 [m] Uo= 0.47743 [~/o] 

L 
Fleeer? a tório 

I i h 9 f d b 
o , 2 lO 

f -Tubulaçao Vál? ui a 

Figura 10- Representação esquemática do sistema 
composto pelo reservatório, tubulação, válvula e as 

posições para colocação das tomadas de pressão. 

A tubulação foi subdividida em dez seções igualmente 
espaçadas. Uma primeira tomada de pressão se manterá fixa na 
seção "a" e a segunda será, paulatínamente, deslocada desde a 
seção "b" até a seção "I". Em cada passo, calcula-se a vazão, 
pelo método de Gibson. assim como o erro. calculado através 
Eq. (29). O resultado é apresentado na figura li . 

12 

10 

0 +-~--.-~--.-~--~~-.,-~-,--~-.---
0 100 200 llO 400 500 600 

Comprimento do Volume de Controle [m] 
Figura li - Erro no Cálculo da Vazão versus o Comprimento 

do Volume de Controle. 
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Nota-se que, à medida que o comprimento do volume de 
controle aumenta, aumenta-se o erro. O comprimento total da 
tubulação L, foi dividido em dez partes iguais, então cada seção 
mede 60 metros. Este é o menor comprimento do volume de 
controle, que nesta primeira análise, se forma quando a tomada 
de pressão fixa está localizada na seção "a" e a outra na seção 
"b". Exatamente com esta disposição, obtem-se o menor erro. O 
maior erro foi obtido quando a segunda tomada de pressão se 
posiciona na seção "!", ou seja, o comprimento do volume de 
controle se iguala ao comprimento total do conduto. 

A justificativa para o aumento do erro, quando se aumenta 
também o comprimento do volume de controle, está relacionada 
com o fato de que a Eq. (3) da contínuidade, é válida para um 
líquido compressível no ínterior de um conduto elástico. O 
parâmetro "a", que é a celeridade da onda de pressão, formada 
com o fechamento da válvula, é que íntroduz estas 
características. Já a Eq. (25), relativa ao método de Gibson, 
assume que a descarga é variável no tempo, no volume de 
controle, e invariente com a distância x. Isto implica em fluido 
íncompressível, de densidade uniforme e paredes do conduto 
rígidas. Portanto, quanto maior o comprimento do volume de 
controle, mais significativa toma-se esta diferença entre a 
geração dos registros de pressão-tempo e o método de Gibson. 

Uma outra análise deverá ser feita, afun de identificar a 
posição do volume de controle em que se poderá obter a vazão 
com menor erro. As tomadas de pressão serão colocadas. 
ínicialmente, nas posições "a" e "b"da figura 10, numa próxima 
etapa serão colocadas nas posições "b" e "c", depois "c" e "d", 
até que alcance "j " e " !". Em cada etapa, calcula-se a vazão e o 
respectivo erro. Assim será construído um gráfico, relacionando 
o erro, no eixo vertical, com a posição daquela tomada mais a 
montante (com relação às duas tomadas). Ou seja, a posição que 
vai da seção "b" até a "I" (figura 10). Este gráfico é apresentado 
na figura 12. 

o 
I= 
w 

18 

s 10 

Posição da Tomada de Pressão à Montante 

Figura 12- Variação do erro no cálculo da Vazão com relação 
à posição do volume de controle, de acordo com a Fig. 10. 

Nota-se que, à medida que o volume de controle se afasta da 
fonte geradora do transiente hidráulico - a válvula - o erro na 
determínação da vazão aumenta. Portanto, a posição que 
proporciona o menor erro na vazão é aquela cujo volume de 
controle se extende da seção "a" até "b". Isto será alvo de novos 
estudos, através de registros de pressão-tempo gerados 
experimentalmente para confirmação deste resultado. 

O comprimento mínimo dos volumes de controle analisados 
até aqui é de 60 m, obtendo-se um erro também mínimo de 
1,6%, quando o volume de controle localiza-se entre as seções 
"a" e "b". Mas esta distância entre as tomadas de pressão é 
consideravelmente alta. Subdividíndo-se a tubulação em 50 
partes iguais, cada uma terá um comprimento de 12 metros. 
Posicionando-se as tomadas de pressão junto à válvula, obtém
se um baixo erro. da ordem de 0,45%. Nestas condições, 



constata-se o menor erro, novamente, localizando-se o volume 
de controle nesta seção jWlto à válvula, ou seja , jWlto à fonte 
geradora do transiente hidráulico. 

A figura 9 faz parte dos resultados dos relatórios referentes à 
implementação do método de Gibson na Great Falis Hydro 
Plant, no estado do Tenneessee, USA (Almquist e Kirkpatrick, 
1986; Schohl e March, 1991). A posição do volume de controle, 
neste caso, é no centro da tubulação, cujo comprimento é 8,60 
metros. O relatório fornece a vazão de 44.432 [m3/s] para o 
estado permanente. Através do algoritmo, referente ao presente 
trabalho, obtém-se uma vazão de 43.994 [m3/s]. O erro, 
calculado através da Eq. (29). considerando-se Qo como sendo a 
vazão fornecida pelo relatório e Qi aquela do presente trabalho, 
foi da ordem de 1%. Trata-se de um erro consideravelmente 
baixo, levando-se em conta o fato de que esta é apenas uma 
primeira etapa de um projeto de pesquisa, o que, sem dúvida, é 
bastante animador. 

CONCLUSÕES 

Todas as conclusões que serão aqui apresentadas, terão 
como retaguarda o objetivo principal que nortea este artigo, que 
divulga o que está sendo feito, jWltamente com os resultados 
obtidos, nesta primeira etapa de implementação do método de 
pressão-tempo para medição de grandes vazões. Todos estes 
resultados deverão ser confirmados nas etapas posteriores do 
projeto, através de experimentação. 

Então , de acordo com o que foi apresentado, pode-se chegar 
às seguintes conclusões preliminares: 

i) Quanto menor o comprimento do volume de controle, 
menores são os erros cometidos no cálculo da vazão. A 
norma ASME PTC 18 (1992) limita este comprimento, 
estabelecendo que ele não deve ser inferior a 10 metros (33 
fi). Mas existem, na literatura, trabalhos que utilizam 
comprimentos menores do que este, proporcionando 
excelentes resultados no cálculo da versão. Em Schohl e 
March (1991 ), por motivos de limitações física s, o 
comprimento foi de 8,60 metros e obteve-se grande sucesso 
no cálculo da vazão. Testa-se, até neste ponto do trabalho, 
comprimentos até de 3 metros, obtendo-se erros de 0,25% 
no cálculo da vazão. Acredita-se, portanto, que este seja um 
aspecto merecedor de um estudo mais aprofundado, no 
sentido de se obter subsídios para uma ampla discussão no 
que se refere a esta limitação imposta pela norma; 

ii ) Quando o volume de controle se afasta da fonte geradora do 
transiente hidráulico, a válvula, o erro da vazão calculada 
torna-se maior. Serão necessários maiores estudos, inclusive 
a nível de experimentação, aumentando-se a frequência de 
aquisição de dados para se confirmar este fato. Até o 
momento, trabalhando-se com até 200 leituras por segWldo, 
chega-se a este resultado. Em Watt et ai. ( 1980), trabalha-se 
com 2000 leituras por segWldo, colocando o volume de 
controle jWlto à válvula ; 

iii) Com a implementação do método sobre os dados 
provenientes dos estudos realizados por Schohl e March 
(1991), obtém-se excelentes resultados, com erros da ordem 
de L%. Isto mostra que se pode ter bastante confiança no 
método. Mas a posição do volume de controle no centro da 
tubulação, tendo uma frequência de aquisição de apenas 60 
leituras por segWldo, torna-se mais um incentivo para um 
aprofundamento nos estudos do método, dando grande 
ênfase à etapa experimental. 
Com todos estes subsídios, parte-se para a etapa seguinte do 

trabalho, exatamente a fase de experimentação, para o 
estabelecimento dos conceitos e verificação das conclusões que 
foram tiradas até agora. Deseja-se também obter novas 
conclusões e certezas, que serão objetos de novas'publicações. 
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ABSTRACT 

The measurement of high flowrates in closed conduits IS a 
challenge to engineers working in hydroeletric plants and 
pumping Wlits. The pressure-time method (or Gibson method) 
provides the steady-state flowrate from the differential static 
pressure between two sections of the conduit as a function of 
time. This differential static pressure is obtained by closing a 
downstream valve. After the pressure-time records are obtained, 
they are integrated numerically to compute the steady-state 
flowrate, i. e., the flowrate when the valve is completely open. ln 
the present work the influence of the position of the pressures 
taps on the conduit is investigated. 
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SUMMARY 

Many theoretical and experimental studies have been made to access the actual values of the retard
ing torques of a turbine flowmeter but because of the com p/ ex flow interaction and their tiny value this 
has been an uneasy task. The aim of this work is to obtain a consistent analytical expression, experimen

tally established, which represents the equilibrium equation of a turbine meter for the whole flow range. 

INTRODUCTION 

Turbine type flow meter is an especial turbomachine 
with no power output. When rwming at constant speed, in equi
librium, the driving torque is equal to the retarding ones. The 
retarding torques are dueto the blade surface (T,) and rotor hub 
skin friction (Th), due to the bearing friction (Tbrt), due to the 
friction between the disk surface ofthe hub and the support (Tr), 
dueto the drag at blade tip clearance (Tb1), and dueto the retard
ing force caused by the pickup (Tp), when a magnc:a.c type is 
used. The Td, which provides the turbine motion, comes from 
the mean flow energy through the rotor blades. This torque may 
be calculated using the angular momentum analysis or the airfoil 
theory applied for a turbomachinery, as used by Blows (1981), 
Rubin et. ai. ( 1965) and Thompson and Grey ( 1970). Eq. (I) 
below, presents the equilibrium equation in this situation. Fig. I, 
from Favaretto (1995), illustrates ali the involving torques in a 
running turbine meter. 

Figure I - Driving and retarding torques 
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Many theoretical approaches and experimental studies 
have been made to access the actual values of the retarding 
torques but, because of the complex flow interaction with the 
meter and their tiny values, performing each torque has been a 
difficult task. The aim of the present work is to obtain a consis
tent analytical expression, experimentally established, which 
represents the equilibrium equation of a turbine flow meter for 
the whole flow range. The purpose of this study is also to better 
understand the flow behaviour in order to design new prototypes 
and/or improve the performance ofthe old ones. 

ln the present paper, two retarding torques measured 
experimentally are presented. The other ones were analytically 
performed by using expressions which carne from the technical 
literature or especially here developed. The equilibrium equation 
for the whole flow range ofthe prototype tested is also presented 
and discussed. 

The bearing retarding force and the magnetic pickup 
drag were measured experimentally using a special developed 
test rig. The effect of the magnetic pickup on the calibration 
curve is also analysed. An optical pickup, with no drag effect, 
was developed. A comparison between the two situatÍons with 
and without the magnetic force is analysed through the calibra
tion curve ofthe turbine meter tested. 

EXPERIMENTAL ANAL YSIS 

Bearing Retarding Torgue. The test rig used for measuring 
the bearing retarding force was described by Favaretto (1995) 
and comp~ises a driving motor with a continuous speed control, 
a load cell using strain gages, a dynarnic arnplifier bridge and a 
computer data acquisition system. A single ball bearing and a 
complete turbine rotor with double bearings were tested for 
severa! rotational speed within the flow range of the turbine 
meter, according to its calibration curve. The tests were taken 
with three different fluids: air, water and low viscosity oil. Fig. 2 
illustrates the test rig developed. 

Measuring the bearing retarding force consisted of re
cording the strain signal from the load cell pressed by a punctual 
contact ofthe blade surface ofthe turbine meter rotor. The inter
nal ring ofthe ball bearing rotates driven by the servo-motor ata 
selected speed. The rotational velocity ranged from 200 RPM up 
to 3000 RPM, which is within the flow range of the prototype 
tested. Fig. 3 shows a particular test with oil as the working 
fluid and at the rotational ~peed of 1550 RPM. The turbine rotor 



was tested in the sarne rig, showed in Fig. 2, replacing the ball 
bearing. 
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Figure 2- Test rig for measuring the bearing drag torque 
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Figure 3- Bearing retarding torque (1550 RPM in oil) 

The data acquisition system is able to record sarnples for 
the computer hard disk at a frequency of 2.6 Khz. Each test 
consisted of an average of 500 sarnple points with the first 100 
sarnples acquired without load and the remaining 400 under 
stress. The plot discontinuity shown in figure 3 represents, 
practically, this situation. 

The load cell was particularly developed for very small 
torces. lt consists of a rectangular stainless steel blade with a 
thickness of 0.2 mm and fixed onto a stiff support. The load cell 
is able to record forces as low as 0.002 N. A complete analysis 
for a particular case is formed for severa! tests in different rota
tional speed. 

The experimental results are presented in Figs. 4, 5 and 
6. Fig. 4 shows the relationship between the bearing drag retard
ing torque for a single glass ball bearing in air and in water 
medium. Fig. 5 presents for the sarne ball bearing retarding 
torque now operating in a low viscosity oil (31.2 Cst at 40°C). 
The last figure, Fig. 6, shows the results for a complete turbine 
meter rotor)n water. The rotor hub comprises two glass ball 
bearings, similar to the previously tested one, in parallel ar
rangement and running inside the water. From figure 6 one can 
see the linear characteristic of the relationship between the 
bearing retarding torque and the rotational Sp.!ed N (RPM) of 
the rotor: 

Tbrt = 4.19956 X 10-3 N (2) 
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Figure 4 - Bearing torque x Rotational speed 
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Figure 5- Bearing torque x Rotational speed (Fluid Oil) 
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Figure 6 - Bearing Torque x Rotational Speed 
(Turbine rotor prototype in water) 

The experimental results showed a linear behaviour with 
small of uncertainty. The uncertainty ranged from ± 3% up to ± 
8.5% with the small values for the oil tests, the medium values 



for water and the high values for the air tests. One important 
effect noticed during the measuring tests was the vibration in
duced by the load cell, itself. Tiny transient effects produced in 
the torque transmission from the motor, pulley, and/or from the 
belt drive were transmitted up to the turbine rotor and arnplified 
by the load ce/1 blade. This fact produced a torque fluctuation 
dependent on the fluid used. ln oil, due to the dumping effect 
caused by the high viscosity, small fluctuations were noticed, 
whereas in air, the opposite was found. Measurements close to 
the natural frequency of the load cell blade were also avoided 
due to the resonance effects which caused high torque fluctua
tion. 

lt is important to compare the magnitude of the retarding 
torque measured in different media. As it was expected, the 
torque measured in oil assumed higher values than in water. 
This was probably, because the oil viscosity (absolute, Jl or 
kinematics viscosity, v) is bigger than the water viscosity. The 
sarne comparison between water and air is not so clear. It is 
interesting to notice that the retarding torque measured for both 
fluids are of the sarne order of magnitude being the absolute 
viscosity of the water about fifty times the air viscosity and the 
kinematic viscosity ofthe air eighteen times the water. 

Magnetic Pickup Retarding Torque. The magnetic retarding 
effect was measured using the sarne previous rig, though, in a 
slight different arrangement. lnstead ofspinning the internal ring 
of the ball bearing, as for the bearing drag tests, the servo-motor 
moves the load cell upwards pressing the punctual contact ofthe 
blade rotor. Fig. 7 characterises the physical arrangement of the 
test rig. 

o 
',) 

____, Motor Shaft 

Leve r 

0 o 

Load CeH 

::::::®::::::: 

Turbine 
Rotor 

Figure 7- Test rig for measuring the magnetic pickup 

A turbine rotor prototype is placed under the effect·ofthe 
magnetic field and in contact with the load cell. As the rotor has 
an even number ofblades (eight) we used opposite blades to set 
up the test. The first blade is placed under the effect of the 
magnetic field and the fifth one is pressed by the load cell. The 
servo-motor moves the load cell upwards and against the mag
netic force. The purpose of this movement is to take the system 
out of the equilibrium. The magnetic force is continuously re
corded through the load cell, till the equilibrium is dismissed. 

ln order to simulate a real situation, the rotor was as
sembled keeping the sarne tip clearance and sarne distance 
between tip blades and the magnetic sensor. The rotor was free 
to tum restricted only by the bearing friction and the magnetic 
effect of the pickup. A punctual contact between the turbine 
blade and the load cell was adopted to reduce the influence of 
others frictions. 

Figure 8, shows a record of the magnetic retarding force 
from the data acquisition system. 
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The x-coordinate of this figure shows the angle between 
the blade and the lever position. 

0.040 l 

0.035 ~ 
l 

0.030 --1 

i - I z 0.025 --, -... I ... ... 0.020 _j C> 

""' -i 
J X 0.015 ' 

>~ 
l >< 

0.010 -1 X 

10 15 20 25 30 35 40 45 

BladeAngle 

Figure 8 - Magnetic pickup retarding torque 

From this figure (Fig. 8) one can easily see the distinct 
situations ofthe magnetic influence. The first region is the rising 
part of the curve, where the retarding force increases from zero 
up to the rnaximum value. The record reaches the maximum 
value when the contact between the cell and the blade is almost 
disconnecting. The following region shows the load cell relief 
during the rotor's tum. Figure 8 also shows a small step of dis
continuity ofthe results happening about the blade angle of 40°. 
This was due to vertical movement of the lever with the mag
netic retarding effects acting one the approaching (the sixth) 
blade. 

Actually, the data shown in Fig. 8 have an additional 
retarding effect. The bearing's static friction is always includeu 
in these records. ln order to access the bearing static friction a 
set of measurement was taken with the sarne test rig. The sarne 
procedure was adopted, however, without the influence of the 
magnetic pickup. The magnetic pickup force is obtained by 
subtracting this value from the previous one (fig. 8). The bear
ing static friction measured was 0.003893 N ± 0.000641 N, so 
the maximum magnetic pickup retarding force was 0.03405 N ± 
0.0016 N with an estimate uncertainty of ± 4. 7% FS. Tfíe re
tarding torque can be calculated by multiplying the force value 
by the cantilever arm (30.9 mm) ofthe load cell. 

The influence of the magnetic retarding torque on the 
turbine rotor is quite different from the previous reti:IJ-ding ef
fects identified by the equilibrium equation (Eq. 1 ). This retard
ing efiect oscillates from zero up to a maximum, every time a 
blade passes near by the pickup, whereas the other ones, act 
continuously depending, normally, on the rotational speed. The 
magnetic effects depend on the blade position, number Z of 
blades and on the rotational speed. It varies every an&Uiar sector 
of21t/Z rad in a sinusoidal oscillatory feature as shown in figure 
9. Figure 9 presents the variation ofthe magnetic pickup retard
ing torque for severa! rotational speed ofthe turbine flow meter 
prototype tested. 
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Figure 9 - Magnetic retarding torque versus rotatioanal speed 

For the equilibriurn equation (Eq. 1), though, the average 
value for a long period oftime ofthe magnetic retarding effect is 
of interest. Thus, as the blade position is fixed with respect to 
the magnetic pickup, the average effect 'f can be calculated by 

p 

the RMS of any result (curves) shown in figure 9 (T RMs). The 
value of T RMS remains constant (independent on the turbine 
rotational speed) and given, in Nm, as: 

r: = T RMS = 0.0003231743 (3) 

The magnetic pick up a!so caused an electric generated 
power due to the running blades near by the magnetic field. The 
value of this effect was neglected due to the very low value 
obtained ( < 10·8 Nm). 

THEORETICAL ANAL YSIS 

The left hand si de of the equilibriurn equation is identi
fied as the driving forque and may be calculated using the angu
lar momentum approach or by the airfoil theory. 

The infinitesimal driving torque (dTd), according to the 
angular momenturn (Rubin et ai. , 1965), can be calculated as: 

dTd = 2:r pV/ [tanfi2 - w~zr } 2 
(4) 

where the variables Vz and /32 are represented in figure I O, r 

is the radial coordinate, Wa the rotational speed of the turbine 

meter and p the specific gravity. 

m uNrwa 

I~ p, V, [).V 

'~~<Wo 
Figure I O - Momenturn approach for a constant blade angle y 
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Applying the airfoil theory (Shepherd, 1969), the driving 
torque of any turbomachine may be obtained. If the blade súrface 
drag is not the only retarding eftect and is placed to the right 
hand si de of the equation, the infinitesimal driving torque, for a 
turbine type tlowmeter, will be given, by: 

d~=.!..pvzzcz[2:rKosint5 ]rdr (5) 
2 cosp"' 

where, Ko is the cascade coefficient, c is the chord of the 

straight blade and o (o= /h - y) is the angle of incidence. 
The outlet tlow angle (/32) differs from the blade angle 

(y) due to the inability of the fluid to follow the blade. The 
actual value of Pz is always difficult to be accessed. Theoreti
cally, there are some approximate techniques to evaluate Pz. 
Expei-imentally, one may measure it by using Laser Doppler 
Velocimetry techniques (LDV). At the present work an analyti
cal process described by Schlichting, 1959, was used. The ex
perimental analysis with LDV is still under way. 

as: 
Thus, for the previous equation (Eq. 5), Poo is calculated 

I 
ta n p,. = - (ta n p 1 + ta n p 2 ) 

2 
(6) 

where PJ is the inlet tlow angle. The difference between the 
blade angle r and the inlet tluid angle PJ is known as the angle 
of incidence o. The blade angle of the present turbine prototype 
is 12,3° .± 1°. 

ln order to integrate equations 4 or 5 ali over the radial 
coordinate r one must know Vz (mean axial velocity) and tl).e' 

rotational speed W0 • These two variables were obtained from the 
calibration curve of the turbine prototype so, for any particular 

tlowrate one may obtain the V. and W 0 • 

The retarding torques, presented in the right hand si de of 
Eq. 1, are calculated using the analytical expressions developed 
by Blows ( 1981 ), Rubin et. ai. ( 1965), Thompson and Grey 
( 1970) and Tsukamoto and Hutton ( 1985) or experimentally, 
already presented i{l this paper. 

- The blade surface drag torque Ts , was expressed by: 

T_ _ J Jr _ _!_J V2 ~ CDsinf3"'] J. s - u1d- p z c 2 rur 
2 COS f3oo 

(7) 

where the CD is the total drag coefficient ofthe blades. The total 
CD included the blade surface drag, the induced drag (Senoo, 
1987) and the wake effect due to the trailing edge (Klein, 1977). 

The wake effect is function of the energy loss thickness 
õm , at the trailing edge. This loss thickness was assumed to be 
ofthe order ofthree time the size ofthe blade thickness for both 
sides of the blade (suction and pressure side). This assumption 
is supported due to the straight blade shape adopted in this 
turbine tlow meter. This straight blade prototype has "" cusp at 
the trailing edge. 

- The rotor hub friction torque Th, is expressed using the 
following expression presented by Thompson (1970): 



I;,=~ Zp V/ CD CS cosr [(_!L) tanr +(-I-) tan P1] 
2 I+q I+q 

(8) 

where q is function ofthe space-to-chord ratio (s/c) and defined 
as: 

1íKo 
q=--cosr 

2s I c 
(9) 

Another expression for the Th was used based on the skin 
friction for rough surface presented by Schlichting, I 960. The 
results obtained showed not much difference from the previous 
expression (Eq. 8). 

- The disk surface slip drag between the rotor hub and 
the support Tfi is expressed by Eq. I O (Favaretto, I 995): 

where f.J is the absolute viscosity, rc and re the radial coordinate 
ofthe hub and the shaft ofthe prototype rotor, respectively. ó:z is 
gap between rotor hub and support. 

- The retarding Iorque due to the blade tip clearance, Tb,, 
is given by Eq. II (Thompson, I970): 

0,078 2 3 
Tb, = o 43 p w a r, c t Z 

2 Re · 
(II) 

where Re is Reynolds number, r, radial coordinate of the blade 
tip and t the thickness of the blade. The Reynolds number is 
function ofthe tip clearance Llr and defined as: 

(12) 

Another expression may be used to evaluate the blade 
tip clearance Iorque, based on the joumal bearing analogy pro
posed by some authors. The following expression (presented by 
Blows, 1981) was also tested with similar results of Eq. II: 

where rp is the radius of the turbine meter case and FA is the 
area factor, that is, a percentage of the tip area to the total case 
are a. 

- The bearing retarding Iorque Tbr/, measured experimen
tally, was expressed by previous equation (Eq. 2). 

- The mean magnetic pickup torque Tp = 'f . is constant 
p ' 

(that is independent on the rotational speed), and is given by the 
Eq. 3. 

With the above expressiorrs it is possible to calculate the 
right hand side ofEq. I. Figure II shows a comparison between 
the driving torque, left hand side of Eq.l, and the summation of 
the retarding torques. As one can see from this figure the maxi-
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mum differenc~ between the driving and retarding Iorque is 
about I 0%. This difference, which is due to the analytical mod
els adopted tor the driving and retarding torques, remains as a 
challenge for improving this work in the near future. 
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Figure II - Comparison between driving torque and retarding 
torques 

PERFORMANCE ANAL YSIS 

The influence of the magnetic pickup on turbine meter 
performance was also analysed based on the calibration curves. 
The two different situations were studied: with and without the 
influence of the magnetic picknp. The calibration curves were 
obtained using the water test facility described by Ferreira et ai. 
(199I). The test rig is an intermittent gravimetric calibration 
syst&lll for water flowmeters ranging from O. I up to 5 lls with an 
uncertainty ±0.5% FS. The following figure (Fig. 12) presents 
the two calibration curves. ln this figure, Ki (%) represents a 
percentage deviation coefficient from the meter factor 
K (Iitres/pulse), as a function ofthe flow rate. 

To eliminate the magnetic effect an optical pickup was 
developed using an inrrared emitter/receptor device. The new 
pickup produced no detected retarding effect on the meter rotor. 

From figure 12 it is apparent that the friction produced 
by the magnetic effect is important at the beginning of the cali
bration curve. The magnetic pickup caused a significant delay in 
the motion of the turbine meter. Therefore, without magnetic 
retarding torque, the turbine started running at much lower flow 
rate (0.73 l/s) than with the magnetic sensor (1.067 !Is). Thus, 
using an optical pickup, the "operational range" of this prototype 
increased from about 28%. 

Assuming that the "usage flow range" of the prototype 
tested is the region of the calibration curve where the meter 
factor (K) lays within the linearity of ±2.5%, is easy to see, from 
figure I2, that the useful flow range is smaller for the magnetic 
pickup than for the optical one. 

The linearity of the calibration curve, apart from the 
beginning part, did not show significant changes. Although the 
flow range tested not included the whole range it is beiieved that 
the behaviour of the calibration curve would not be affected a 
high flow ranges. As was shown previously, the magnetic retard
ing torque is constant (independent on the rotational speed) and 



the remaining retarding torques depend upon the rotational 
speed (N) or/and on the tlow rate. Therefore, the greater is the 
tlow rate the least significant is the magnetic eftect. 
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4.00 5.00 

The equilibrium equation presented by this analytical/ 
experimental model showed reasonable good results comparing 
the right with the left hand side. A comparison for the driving 
torque of both theories, airfoil and momentum, presented some 
disagreements along the whole range tested. There are some 
reasons for this divergence: a) to assume v. constant, instead of 
an inlet velocity profile and b) to calculate the outlet flow angle 
/32, instead of measuring experimentally. These are the most 
important reasons, according to the authors. 

The use of the magnetic pickup signal alters the turbine 
meter performance only in the beginning region of the calibra
tion curve. This is important because affects the operational 
range and also the useful flow range. The substitution of the 
magnetic pickup for an optical or an RF pickup type will in
crease the flow range allowing measurements at much lower 
flow rates. 

The perfect knowledge of the retarding effects of a tur
bine flow meter will allow to predict the performance and to 
improve the design of new prototypes. 
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SUMMARY 

A preliminar)' study on the liquid fibn motion under the action of gravitational and centrifugai fields is made. 
The film mass and momenlum equations are developed using a boundary layer approximation. The momentum 
integral formulation is then employed to reduce the system of partia/ differential equations 10 a set of 
ordinary differential equations which are readily integrated using Runge-Kutta scheme. Numerica / and 
experimental values are compareci with each other to assess the model. 

INTRODUCTION 

Motion of tluids in the form of a liquid film, developi:.g 
along so lid walls of various shapes and oricntations, occurs in 
quite a fcw processes and engineering systems. Applications may 
be found in thcrmal desalination and drying systems, nuclear 
rcactors, gas absorption and dcsorption relatcd problems, and 
gas-liquid separation systems. Sincc thc pioneering work of 
Nusselt on the laminar film tlow modcl, in 191 G, a large number 
of thcorctical and experimental studics havc been reported 
conccrning the film thickness distribution , tlim friction factors 
and heat transfcr coeftlcients. Despite the efforts spcnt during the 
last seven decades, studies on the llow of tlim · '!lder the 
combincd action of centrifugai and gravitational forces are not 
known. at least to thc authors. This work addresses the topic of 
developing a hydrodynamic model to describe the tlow of a film 
over the internal wall of a cylindrical chambcr, under the 
combined action of the gravitational and centrifugai fields. 

PROBLEM FORMULATION ANO GOYERNING 
EQUATIONS 

A falling liquid , driven by gravitational and centrifugai 
lie lds, rcsults whcn a nozzle discharges a liql!id over the inner 
wall of a cylindrical chamber in a tangential direction. Thc 
chamber curvature exerts a centrifugai field on the liquid tlim 
pulling it aga inst the wall. The gravity force, acting along the 
axial direction , pushes the film downward. Thc tluid particles 
describe a spiral path as they move t11ward the bottom of the 
chamber. 

A force balance on a lluid element shows the gravity and the 
pressure gradient pushing the film and the wall shear stresses 
opposing the tluid tlow. These forces bal ance the momentum tlux 
across the clement boundaries. see Fig. I for reference. The 
momemum source in e direction is given by the lilm inlet 
condition. The wall shcar stress in e direction dissipates the 
angular momentum until the tluid rotational velocity disappears. 
From this moment on, the liquid tlows as a free falling tilm. The 
momentum tlux along the axial direction. z, increases, but it is 
balanced by the axial wall shear stress component. The llow 
reaches thc asymptotic limit of a free falling tlim when the 
rotati onal velocity vanishes and the axial vel oci ty protlle attains a 
fully developed state. 
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Figure I - Liquid film tlowing inside a cylindrical chamber 

The cylindrical coordinates are used as a natural choice 
given by thc problem geometry. The radial, azimuthal and axial 
coordinatcs are, respectively, r, e and z, see Fig. I. The velocity 
components along the r, e and z directions are, respectively v, w 
and u. The film behavior is dominated by the irregular motion of 
the interface, where the liquid and the air alternate each other in a 
rapid succcssion , and is intrinsically time-dependent. !\:; a lirst 
approach to the problem, the conservation equations are time 
averaged (Levich, 1962) and thc tlow is considered axisymmetric. 
Thi s procedure eliminates the time dependent terms and any e 
dependence. Furthermore, considering that the averaged film 
thickness, õ, is small compared to the cylinder radius, R0, a 
'bound ary layer' approximation is used. Neglecting the axial 
gradient of thc shear stress term in relation to the radial gradient, 
the conservat ion equations are then simplified. Based on this 
order of magnitude analysis, the conscrvation equations. in 
conservati ve form , read: 

dv au 
-+-=0 (I) 
dr az ' 

w2 I dP 

p dr ' 
(2) 

~( vw) + ~(uw) = .!.[~('re)] · ar az p ar (3) 

-(uv)+-(uu) = ---+- -('trz) - g a a 1 aP t [ a J 
Ur az p dz p dr 

(4) 



The variables p, 't and g refer to the liquid density, shear 
stress and gravity. respecti vely. The boundary conditions are 
given below: 

i) lnitial conditions, specifying the velocities at a given position 
zo: v(r,zo) = vo(r,zo) ; w(r,zo) = wo(r,zo) and u(r,zo) = uo(r,zo). 
ii) No slip at the wall: v(R0 ,z) = w(R0,z) = u(R0,z) =O. 
iii) At the liquid interface (r = Ro - 8), there is no shear, the 
pressure is constant, P = Pi , and v = Ui(z)·a8/az, where Ui(z) 
refers to the u velocity at the interface. 

lt seems unlikely that a full analytical solution of the 
equations (I) through (4) can be obtained. Although, the 
literature describes successful applications of the momentum 
integral method introduced by Kàrmàn-Pohlhausen (Schlichting, 
1960). Despite the giving approximate results, the use of an 
integral method is particularly encouraging in the present case, 
since the deseendent liquid tlim velocity is in the direction of the 
pressure gradient. The method is applied patterning the 
pioneering work of Taylor (1949) on swirl atomizers. To obtain 
the conservation equations in the integral form, the set of 

·equations (I) to ( 4) is integrated throughout the liquid film, 
which has a definite thickness 8. The integral form of the 
equations becomes: 

a Ru 
- Ju · dr=O, 
az < R0 -u 

r 2 

P( r, z) - Pi = p J ~ dr , 
r 

R0 -Õ 

a Ro 
az f UW. dr=- 't w9 

R
0
-Õ p 

a Ro a Ro [ r w2 l 
- J uu·dr=-- J J -·dr ·dr 
az az r 

R0 -Õ R0 -Õ R0 -Õ 

_ 'twz -g·8 
p 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

The pressure gradient, aP/az, evaluated accordingly to Eq. 
(6), was substituted into the axial momentum equation, Eq. (8). 
Also, 'twe and 'twz represent the wall shear stress acting along 
the azimuthal and axial directions, respectively. 

To apply the momentum integral method, it is necessary to 
assume an arbitrary form for the velocity distribution throughout 
the liquid film. This is achieved considering the u and w velocity 
components being represented by a product of functions of z and 
11 only, 

u = U(z) · f(11) , w = W(z) · h(11) (9) 

where 11 = (Ro-r)/8(r) and 11 varies from O to l. 
With the assumptions for the functions f and h, the variables 

U, W and 8, which are functions of z only, determine the 
behavior of the liquid film. Substituting Eq. (9) in Eqs. (5), (7) 
and (8), one obtains : 

a(u 8) ---a;:- X = O , (I 0) 

a ( 't 
-a UW8) Ç=-~ 

z ' p 
( ll) 
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a ( 2 ) 1 a ( 2 2) - u 8 ljl=-- w 8 ç 
az Ro az 

_ 'twz _ g·8 
p 

where the coefficients x. Ç, <p and Ç are: 
I I 

X = f f d11 , Ç = f f h d11 , 

o o 

I 111 

ljl= jf
2

ct11. Ç= ffh
2

ct11d11. 

o ()I 

( 12) 

( 13) 

These cocfficients are uniquely determined once 
assumptions for the velocity profiles are made but, a choice of an 
appropriate velocity protile for liquid tllms is not a closed issue. 
The literature lacks of experimental data and few results are 
presented for laminar tlow of falling liquid films (Alekseenko, 
1984) and theoretical proposals for turbulent profiles 
(Malamatenios, 1994 ). Despi te lhese efforts, none of them 
reporled results for films with two veloeity components, as found 
in the present case. ln lhis work a choice is made to the simples! 
power expressions which, satisfying the boundary conditions, can 
also represent typical turbulent velocity profiles, 

r( 11) = h( 11) = 11 ;;, . (14) 

Substituting Eq. (14) into Eq. (13) , the values of the 
constants are found to be X =0.88, Ç = 0.78, ljl=0.78 and Ç = 
0.44. 

Thc wall shear stresses along lhe e and z directions are 
determined assuming a resultant wall shear slress, 'tw = <•we2 +'t 
w}lO.S and a effective velocity Y=(U2+W2)0.5 corresponding 

to 'tw (White, 1974). Furlhermore, 'tw and V are related through 
a Blasius friction factor for a turbulent channel, 

~ = O 03 · R e - 0·25 
2 . õ 

pV 
(IS) 

where Reli= (V8)/v 
A limiting value of Re8 > I SOO is used as a transition 

criteria for the tilm turbulent regime (Levich, 1964). Using Eq . 

( l 5), 'twe and 'wz are written as: 

'we = 'tw · Sin<p , 'twz = 'tw · Cos<p . ( 16) 

where <p = arctan(W/U). 
The set of equations (I 0) to ( 12) describes thc velocities and 

averaged thickness of the liquid tlim. It is solved numcrically 
with the aid of the auxili ary equations detlncd through Eqs. ( 13) 
to ( 16). The integration routine employs a standard Runge-Kutta 
mcthod and was implemcnted using lhe Mathematica® package 
(Wolfran, 1991). 

EXPERIMENTAL APPARATUS ANO MEASUREMENT 
TECHNIOUES 

The experimental apparatus consisted of a cylindrical 
chamber made of transparcnt Plexiglas with an internal radius, 
R0 , of 68 mm. Thc liquid is injected tangentialy to the internal 
wall chamber lhrough a nozzle. The nozzle cenlerline crosses the 
origin of the z axis. Thc working liquid, tap watcr, runs through a 



closed pumping loop, , where its flow rate and temperature are 
measured. 

Three electrical probes spaced at 135, 120 and I 05 degrees 
from each othcr measured the instantaneous interface position for 
three axial positions at 185 mm, 327 mm and 515 mm below the . 

nozzle centerline. The average film thickness, Õ at each a'xial 

position, was obtained averaging the probe readings from 
different angular positions. Figure 2 shows the schematics of the 
test s~tion and the probes locations. The probes could bc 
displaced along the chamber radius, from the inner side of the 
wall towards lhe center. They sensed the phase surrounding its 
tip. The water, as a conducting liquid, doses lhe clectrical path 
between the probe's tip and its stainless steel stem. When the tip 
is in the air, the circuit is open, otherwise it is closed. 

As the probes are displaced toward the center, they reach the 
wavy interface region, where the liquid and the gas occurres in 
rapid succession. The three channel electronic circuit measured 
the sharp variation of the electrical signal and directed it to a data 
acquisition board driven by a PC-AT computer. The signal was 
then digi tized and the local void fraction, a(r), was calcul ated , an 
approach used elsewhere (Guimaraes et ai , 1993). 

L_ ~------~ 
O r 1------t 

(a) 

Figure 2 - Schematics of the test section and probe location 

The void fraction is defined as the time average of the gas 
density function, Ng(r,t), 

a[r]= ~1 JN g (r,t)dt (17) 

I 

where r is the radial position of the probc's tip and t is the time. 
The gas density function is the step function that indicates lhe 
occurrcnce of gas at the probe's tip: Ng(r,t)=l when the gas 
surrounds the tip : otherwise, Ng(r,t) =O. 

Taking data at 7 to 12 discrete radial positions, starting from 
the inner chamber wall, it was possible to determine the interface 
probability di stribution function , PDF. This PDF was fitted 
according to a normal distribution, which gave the best 
agreement. The time average film thickness 8 was taken as the 
radial position wherc the PDF of the local void fraction is 
PDF[a(r)] = 0.5. When 

PDF[a(r}] = 0.5 => 8 ± 68 (95%) 
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The uncertainty of the time averaged film thickness, 68, was 
assoc iated to the interfacial waves periodicity. For the 
experimental purposes it was considered to be twice the standard 
deviation giving a 95% of contidence to the average value of 8. 
Figure 3 depicts the probe's set-up (a) and the resulting PDF (b). 
ln Figure 3.b, the solid line represents the adjusted curve and the 
dots .represent the experimental data. 

lL 
Cl 
c.. 

liquid film 

I 

electrical probe 

(a) 
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0 .00 -+_.'<r--r-*"=-:..:.-- +-_ -r 
0.00 1.20 2. 40 8 3 .60 4.8 0 

Radial distance from de wall (mm) 

(b) 

Figure 3 - (a) Probe's set-up and (b) resulting PDF 

The flow direction was measured employing wall tuffs. A 
cotton thread was used to visualize the flow and measure its 
direction. The thread was attached to the probe stem, next to the 
chamber wall, and followed the liquid stream. The deviation of 
the th read inclination regarding the hori zontal direction was then 
measured at each probe location. 

The data were taken for one liquid mass tlow rate (tap water, 
average temperature 20°C), of 2.3 kg/s. Nearly 80 experimental 
points were acquired to render the three averaged tilm thickness 
and tlow angles corresponding to the axial positions of 185 mm, 
327 mm and 515 mm below the nozzle centerline. 

EXPERIMENTAL RESUL TS AND MODELING 
COMPARISON 

Thc experiments were run for mass flow rate of 2.3 kg/s. The 
values of the variables directly measured during lhe experiments 
(film thickness 8 and tlow directi on <p) are shown in Table I. ln 
Table 2 are presented the averaged values o f 8 and <p for each 
axial position together with the U and W velocities, resulting 
from lhe mass balance and vector decomposition. The uncertainty 
of each variable follows its averaged value. Concerning the film 
thickness, the uncertainty reflects the wavy nature of the 
interface. When measuring the tlow direction. on the other hand, 

, 
I 



the uncertainty results from the intrinsic subjectivity of the direct 
visual inspection. 

Table I - Experimental data: tlim thickness and tlow direction for 
three angular positions and three axiallocations. 

8 <p±5 
I · (mm) (degrees) 

Probe # I 2 3 I 2 3 
Z(mm) 

-185 2.5±0.8 3 O+ .8 2.2+0.6 27 35 25 
-327 2.3+0.6 2.6+1.0 3.2+0.8 40 40 40 

-5 15 2.8±1.0 2.6±1.0 2.8±1.2 45 49 45 

Table 2 - Averaged values of film thickness, tlow direction, and 
azimuthal and axial velocities at three ax ial locations. 

z 8 (jl ±3 w u 
(mm) (mm) (degree) (m/s) (mls) Re8 8/Ro 

- 185 2.6+0.4 29 3.8+0.3 2.1±0.3 11 300 0.04 

-327 2.7±0.5 40 2.4+0.4 2.0+0.4 8400 0.04 

-515 2.7±0.6 46 1.9±0.5 2.0±0.5 7500 O.Q± 
-- - -- --- -- --

Table I shows a non unitorm tlim thickness distribution 
along the e direction. This Jack of azimuthal symmetry decreases 
as the axial distance from the nozzle increases. The tendency to 
uniformization is due to the radial pressure gradient, nevertheless 
this behavior contradicts one of the hypothesis of the numerical 
model. The Jack of axis-symmetry retlects, consequently, on the 8 
averaged v alue for a z location, as well as on its uncertainty , as 
shows T<1ble 2. Concerning the flow directi on, one observes a 
similar behavior of the experimental data. The non-uniform 
behavior along e is dueto the single liquid injection point on the 
cylindrical chamlier. ln fact, the tlow at the coordinate z = O is 
intrinsically non-symmetric. 

The others model's premises are readily satisfied. The fllm 
thickness to cylinder radius ratio is 0.04 ensuring the 'boundary 
layer' approximation. The film Reynolds number, Re8, spanned 
between 11300 to 7500, well above the laminar transition limit of 
1500, see Table 2. The experimental data of Table 2 and the 
model results are presented in Figures 4 and 5. 

ln Figure 4, the experimental data on film thickness and tlow 
direction are shown in conjunction with the results calculated by 
the model. The film thickness and the tlow direction at the tlrst 
measuring station are input in the model as initial values. Hence, 
data and model coincide at that position. Regarding the film 
thickness , it is worthwhile to notice that the model predicts 
negative slope for the curve and the experimental data do not 
follow the sarne trend. ln fact , it remai ns nearly constant, within ± 
0.05 mm, while the model approaches the asymptotic limit of a 
free falling tlim. These deviations are attributed to both, 
experimental and modeling shortcomings. The experimental 
deficiency is mainly related to the Jack of axis-symmetry and to 
modeling simplifications. The model does not take into acount 
neither the wave structure of the interface nor the surface tension 
effects on the pressure field. Despi te of that, one has to stress that 
the experimental and numerical results still lie within the 
uncertainty limit of the tlim thickness measurement. Focusing 
now on the flow direction, the expérimental data and model 
exhibits the sarne behavior. As the axial distance increases, the 

flow angle also increases, indicating that the velocity ratio UI W 
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increases. The velocity component W decreases continuously 
under the action of the shear stress, until vanishing. 

- -
Figure 5 shows the average ax ial ( U ) and tangential ( W ) 

velocities, as calculated from a mass balance and a vector 
decomposi tion , respectively. The solid !ines represent the values 

as delivered by the model. Referring to W , the model and 
experimental data exhibit si milar behavior. On the other hand. the 

experimental data tor the U are nearly constant , within ±0.05 
mls, throughout the range of the experimental points. The model 
predicts a positive slope. This discrepancy resu lts from the 
propagation of the uncertainties of the tlim thickness 

measurements: U result from the ratio between the volumetric 
f1ow rate and the flow area (the pipe perimeter times 8). Despire 
of that, the model results lie within the uncertainty limits of the 
experimental data. 
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CONCLUSIONS 

This preliminary study on the liquid tlim motion under the 
action of gravitational and centrifugai tlelds discloses a notable 
mechanism of momentum source along the axial direction: the 
pressure gradient due to the rate of change of the tlim thickness 



along z direction . This momentum sourcc occurs by the existencc 
of lhe tluid rotational vclocity and produccs, bcsides the gravity 
fo rce, an extra acce leration term in thc liquid film . 

The boundary layer approximations used to derive the 
conservation equations reveals lhe coupling among the 9, z 
momen!Um equations and the mass conservation . They show the 
basic mechani sms for film di stribution and have proved to be 
consistent with lhe physics of the problem, revealing: film 
thickness, flow direction and the axial (U) and azimuthal (W) 
velocities along the z axis. Thc so lutions exhibited convergence 
to the asymptotic limit where W vanishes and thc film behaves as 
a free r"alling film. 

The model and the experimental data exhibitcd agreement in 
some of thc variables predictcd and measurcd. The gap between 
the experimental and numerical rcsults. in absolute terms, stayed 
les.j; tlhan 0.5 mm for film thickness, 5 degrees for tlow direction 
and 0.2 m/s for both, U and W vclocities. These disagreements 
provcd to be hard to solve on the experimental hardware. 
Nonetheless the predictcd values wcrc always within the 
uncertainties of the experiment. The gap between the 
experimental and numcrical results is attributed mainly to the 
Jack of axis-symrnetry in the now. 
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RESUMO 
Este estudo analisa a etapa de pré-aquecimento da carga de um reatar catalítico, à luz da Metodologia 

"Pinch" de recuperação de energia em redes, e da Programação Matemática, em especial a formulação do 
Transporte da Programação Linear. Objetiva-se a otimização do processo de craqueamento catalítico mini
mizando o consumo energético da unidade e o número de equipamentos térmicos, buscando-se a melhor inte
gração energética para o processo. 

INTRODUÇÃO 

Esta análise aborda o estudo de caso da otimização da 
etapa de pré-aquecimento, da carga do reator catalítico da refina
ria de petróleo de Paulinia, da PETROBRÁS (REPLAN). Nessa 
etapa produtiva, a carga do reator catalítico (a corrente de gasó
leo) deverá alcançar um determinado nível de temperaturas 
(2730C), para poder entrar no reator da unidade de craqueamen
to. Para tanto, dispõem-se de correntes quentes de processo que 
transferem energia ao gasóleo. Entretanto, existe a necessidade de 
uma transferência adicional de energia à carga., e para isto dis
põem-se de um forno na unidade de craqueamento. Este trabalho 
pretende minimizar a intervenção do forno, no processo, fazendo 
uso de conceitos da "Metodologia Pinch", de recuperação de 
energia em redes, que irá assegurar a obediência ao Segundo 
Principio da Termodinâmica. Isto é conseguido através do Méto
do dos intervalos de temperatura (Linnhoff and Flowe~, 1978), 
utilizando como parâmetro chave, a menor diferença de tempera
turas observada na rede. A partir deste ponto, mostra-se que o 
problema originalmente apresentado pode ser também formulado 
através da Programação Linear. Através deste aspecto, resolve-se 
o problema da máxima recuperação energética (mínima interven
ção do forno). Em seguida, buscar-se-à encontrar o menor núme-

. ro de equipamentos térmicos que permita alcançar a máxima 
recuperação energética, para o processo. Esta busca caracteriza 
um problema adequado à Programação Linear Inteira. Esta etapa 
é satisfatoriamente resolvida, através da relaxação do problema 
linear inteiro a um problema linear. Como resultados, são apre
sentados a intervenção mínima do forno, e as necessidad~ de 
água de resfriamento para a unidade, além do menor número de 
trocadores de calor necessários ao mínimo consumo energético 
para as condições observadas na REPLAN, e para outras condi
ções propostas, da menor diferença de temperaturas da rede. Os 
resultados obtidos para o consumo de utilidades, principalmente 
a intervenção do forno, e para o número de equipamentos mos
tram uma significativa redução do consumo energético do pro
cesso de pré-aquecimento do gasóleo, a partir da melhor integra
ção energética da planta. 
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DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

Uma parte da unidade de craqueamento catalítico da refi
naria de Paulínia, dispõem de uma bateria de trocadores de calor 
para o aquecimento da carga de gasóleo, afim je que esta alcance 
a temperatura requerida (273 OC), para entrar no reator catalítico. 
Para a etapa de aquecimento, são utilizadas 5 correntes quentes 
de produtos, provenientes de várias partes da refinaria, que ne
cessitam transferir energia afim de reduzirem suas temperaturas 
finais, e para isso transferem energia ao gasóleo. Um forno está 
colocado antes do reator catalítico, para fornecer à carga de 
gasóleo, um complemento energético no caso de a troca de ener
gia com as 5 correntes não levá-la à temperatura pré-reator dese
jada. Uma representação esquemática da unidade é apresentada 
na Fig. I. 

NAFTA 
130°C 

LCO 

240°C 

aaoc 1.12MW 
ODEC PROD 

c 320"C 

170"C 1.93MW 
HCO 

c 
245"C 

n"c 

226 
c H p/ reato r 

27J"c 
10.61 MW 

Fig. I Esquema da bateria de pré-aqucimento, na Unidade de 
craqueamento catalítico da REPLAN. 

Na unidade real, descrita pela Fig. I, percebe-se que a 
necessidade de intervenção do forno é de I 0,61 MW. Além disto, 
a carga térmica envolvida com as utilidades de resfriamento, é de 
20,35 MW. 

É exatamente esta troca térmica entre as 5 correntes quen
tes e a corrente de gasóleo, que se procurará otimizar para reduzir 
o consumo energético da Unidade. 

Os dados térmicos para todas as correntes de processo, 
encontram-se na Tabela I, onde Cp representa a capacidade 
calorífica média da fração do petróleo, em sua faixa de tempera
turas. 



O MÉTODO DOS INTERVALOS DE TEMPERATURA 

A Metodologia "Pinch" de recuperação de energia em 
redes (Linnhoff and Flower, 1978) tem como base, descrever o 
problema térmico através de intervalos de temperaturas, entre os 
quais poderá haver transferência de energia entre as correntes de 
processo quentes e frias. Porém, deverá ser assegurado que a 
transferência ocorra, sempre em obediência ao Segundo Princípio 
da Termodinâmica, ou seja, uma corrente de processo quente que 
esteja em um intervalo de temperaturas inferior ao de uma corren
te fria, nunca poderá transferir energia àquela, por ferir ao Se
gundo Princípio. 

Tabela I. Dados Térmicos para o aquecimento da Carga do reator 
catalítico, na REPLAN. 

Correntes I Ti Tr Cp d Q 
(OC) .. . (OC) ('.7.) ( 111"<') (f ) r<· 

Gasóleo 77 . ... 273. 204,4 0,93 7800 

Nafta .. 130. 50. 274,1 0,75 13680 

LCO ... 240. 40. 11,7 0,97 520 

OdecProd 320. ···•• 80. 22,3 1,10 950 

HCO 245. 170. 183,1 1,00 5200 

OdecRec 348. 210. 50,1 1,10 1800 

Essa obediência é conseguida, introduzindo-se um parâme
tro denominado ~T mín representando a menor diferença de 
temperaturas da rede. Tomando-se as temperaturas terminais das 
correntes quentes, subtrai-se o valor de ~Tmín. Às temperaturas 
terminais das correntes frias adiciona-se o valor de ~Tmín. Todas 
as temperaturas são então ordenadas, eliminando-se repetições. 
Esse procedimento é conhecido como o Método dos Intervalos de 
Temperatura (Linnhoff and Flower, 1978), c representa uma 
maneira simples de se considerar a Segunda Lei da Termodinâ
mica, no problema da análise da integração energética. 

Em cada intervalo de temperatura, pode-se transferir ener
gia de correntes quentes para correntes frias, uma vez que garan
te-se, com a disposição em intervalos (ver Fig. 2, onde i represen
taria uma corrente de processo fria e j uma corrente quente), a 
existência de uma adequada força motriz para o processo de 
transferência de energia, sempre satisfazendo à Segunda Lei da 
Termodinâmica. 

n + 1 

n 

n- 1 lt 

Fig. 2 Representação dos Intervalos de Temperatura, da Metodo
logia "Pinch" . 

A OTIMIZACÃO ENERGÉTICA E A PROGRAMAÇÃO MA
TEMÁTICA- O ALGORITMO DO TRANSPORTE 

O problema do pré-aquecimento da carga de gasóleo. pode 
ser formulado, também, como um problema de Programação 
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Matemática. Para tanto, deve-se perceber que as transferências de 
energia dentro do processo. podem ser similares ao transporte de 
uma certa atividade, de um centro fornecedor,· até um centro 
consumidor. Essa atividade a ser "transportada" no problema em 
questão, é a energia. Os "centros fornecedores" dessa atividade 
serão as correntes de processo quentes, que têm possibilidade de 
transferir energia para reduzirem suas temperaturas finais. De 
forma semelhante. o "centro consumidor" de energia será a cor
rente de gasóleo que precisará alcançar uma temperatura especifi
cada, para entrar no reator catalítico. 

Assim, o processo de pré-aquecimento do gasóleo, será 
transformado num problema de transporte de uma atividade, que 
neste caso é a energia. E isto permitirá caracterizá-lo como um 
problema de Programação Linear, adequado à Formulação do 
Transporte. 

Deve-se agora, tentar quantificar a capacidade de transfe
rência de energia entre as correntes de processo, para cada inter
valo de temperatura. Pode-se imaginar que as correntes de pro
cesso foram subdivididas em n partes, onde n é igual ao número 
de intervalos de temperatura, obtidos. Dessa forma, cada sub
corrente é caracterizada por dois sub-índices sendo o primeiro, o 
que identitica a corrente de origem c o segundo o intervalo de 
temperatura analisado. Assim, pode-se escrever para o cálculo 
das necessidades de aquecimento da corrente fria i , no intervalo 
de temperatura k, ai,k : 

ai.k = C~'ik ( Ti+l - TJ (I) 

onde Cpi,k representa a capacidade calorífica média da corrente 
fria i, no intervalo k (kW. oc-1). De um modo semelhante, o 
cálculo das necessidades térmicas das correntes quentes j , no 
intervalo de temperatura I. bj,l pode ser calculado por: 

b 1 =Cr(T,-T) J . j .l j+ J 
(2) 

onde Cpj ,l representa a capacidade calorífica média da corrente 
quente j, no intervalo de temperatura I. Cada sub-corrente fria 
Ci,k deverá satisfazer sua necessidade energética, trocando ener
gia com sob-correntes quentes hj,l situadas em intervalos de 
temperatura não inferiores ao seu (k ~ I) ou trocando energia 
diretamente com as utilidades quentes (no caso, recebendo ener
gia do forno). Analogamente, cada sub-corrente quente hj,l 
deverá transferir energia para sub-correntes frias situadas em 
intervalos de temperatura inferiores ou iguais ao seu, ou transferir 
energia diretamente para as utilidades frias (para tanto, dispõem
se de água de resfriamento à pressão e temperatura ambiente). 

!\ formulação do problema do transporte, quando apli-cada 
ao processo de pré-aquecimento do gasóleo, seguirá a mesma 
notação empregada na literatura (Cerda eta/ii. 1983). No modelo 
do transporte, o objetivo é minimizar o uso da energia provenien
te das utilidades de processo (no caso, água de resfriamento e 
energia para aquecimento, proveniente da intervenção do forno), 
uma vez que deveremos necessáriamente incorrer em custos. 
Desta forma. a função objetivo representativa do problema do 
pré-aquecimento do gasóleo pode ser escrita como: 

C 11 L L 

Minimizar I I I I cik,jl qik,jl 
i ~ l j c l k = l 1= 1 

(3) 



Sujeito às seguintes restrições: 

i=I , .... ,C ; k=I, .... ,L (4) 

j=l, . . ,H ; I=I ..... ,L (5) 

i=l k-1 

onde: 

<lti.n• 2 o V(i, j, k, I) (6) 

e, 

M, para k >I 

I, para j= H e i ;t c 
c,._j, = 

I' para j ;t H e i=C 

(7) 

o, em todos os outros casos 

A função objetivo do problema da REPLAN é representada 
por (3), e direciona o processo de otimização no sentido de mi
nimizar a transferência de energia, entre correntes de processo 
(quentes ou frias) e utilidades (água de resfriamento ou a inter
venção do forno). A equação (4), significa que a corrente de 
processo fri a i. no intervalo de temperatura k, requer uma deman
da energética (ai, k), que deve ser suprida pela transfc . .::ncia de 
energia das correntes quentes j, (i= L .. H) nos intervalos de tem
peratura/, tais que I 2 k. 

A equação (5), refere-se à capacidade da corrente quente j, 
no intervalo de temperatura /, em transferir energia para as cor
rentes frias i, (i= I , ... C) nos intervalos de temperatura k, tais que k 

s I. A equação (6) refere-se a não negatividade das variáves de 
decisão (no caso, o fluxo de calor transferido entre correntes). 
Por fim, a equação (7) refere-se aos coeficientes de custo da 
função objetivo. O fato de se desejar priorizar as trocas de ener
gia entre as correntes de processo se faz notar, pela escolha de 
um custo unitário nulo quando se prioriza a troca térmica entre 
correntes de processo. 

Como os somatórios em (3), estendem-se a todas as corren
tes e todos os intervalos de temperatura, torna-se necessário 
precaver-se contra a possibilidade de se tentar transferir energia 
entre uma corrente quente e uma corrent~ fria, estando a primeira 
em um intervalo de temperatura inferior ao da segunda (o que 
fere a Segunda Lei da Termodinâmica). Isto é feito pela imposi
ção ao modelo, de um custo extremamente elevado (M). Em 
outras palavras , com esse valor de M, para as ass<)ciações (ou 
"matches'') proibidos. força-se o modelo a procurar uma solução 
que evite esses "caminhos" extremamente custosas. 

A partir da definição do modelo. e de seu domínio (as 
equações de restrição) , busca-se a solução do problema. O algo
ritmo Simplex é empregado nessa tarefa. Entretanto, esse proce
dimento requer uma solução básica inicial factível para iniciar a 
busca da solução ótima. Os problemas energéticos. quando trata
dos através da formulação do transporte, c respeitando ao Segun
do Princípio da Termodinâmica. apresentam a solução básica 
inicial factível já sendo a solução ótima (ou muito próxima à ela) 
(Cerda eta/ii, 1983). Utilizou-se nesta análise a Regra do Canto 
Noroeste [6] . para a obtenção da solução básica inicial factível. 
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A solução ótima para o processo de aquecimento da carga 
de gasóleo, foi encontrada como sendo de 5,9 MW térmicos, para 
a intervenção necessária do forno, além da redução na necessida
de de resfriamento, para 16,55 MW, quando ~Tmín = J20C. 

Conhecendo-se os valores mínimos para a energia a ser 
suprida à unidade, parte-se para a obtenção do menor número de 
equipamentos térmicos (no caso trocadores de calor ou "coolers") 
que atenda a esse mínimo energético. 

O NÚMERO MÍNIMO DE EQUIPAMENTOS TÉRMICOS 
QUE REALIZA A MÁXIMA RECUPERAÇÃO ENERGÉTICA 
- O PROBLEMA LINEAR INTEIRO. 

A função objetivo neste caso, deve enfocar a minimização 
das associações possíveis entre as correntes de processo 
(alocação de equipamentos térmicos: permutadores ou coolers). 
Cada associação será representada pela variável Yi,j , onde i é 
representativo das correntes frias (i = I, ... . , C, onde C indica as 
utilidades de processo para resfri<:~mento); e j é represen-tativo 
das correntes quentes de processo, U = I, .... , H, onde H indica 
utilidades de processo para aquecimento). 

A variável Yi ,j é uma variável inteira do tipo binário, as
sumindo o valor unitário quando uma associação puder ser efetu
ada (ou seja, quando puder ser colocado um trocador de calor 
realizando a troca térmica entre uma corrente quente j e uma 
corrente fria i), e o valor nulo quando a associação é infactível. 

Logo, pode-se escrevem novo modelo de otimização, 
como: 

C H 

Minimizar L LYi.J 
i=l J=l 

Sujeito a: 

com: 

C !, 

IIqi<;l =bi.l ' .i= I , ... ,H 
i = l J:, I 

V(i,j,k,l) 

L 
L bH,l = (bH)min 

1=1 

L 
L ack ==(ac) · k=1 . m1n 

(8) 

k= I , .... , L 

(9) 

I= I , ... , L 

(lO) 

(li) 

( 12) 

onde (bH)mín representará a mínima quantidade de energia 
transferida pela utilidade quente às correntes frias do processo, a 
qual é obtida quando da resolução do P.L. correspondente à 
máxima recuperação energética (bH = 5,9 MW, no caso); da 

mesma forma, (ae)mín representará a mínima energia transferida 



das correntes quentes à utilidade fria, também obtida na etapa da 
otimização da recuperação energética (ac = 16,6 MW. no caso); 

e ainda: 

L L 

Í.:Í.:qik.jl::::; ui.jYi.j 
k= I l=k 

{
i= 1,2, ... ,C 

para j = I ,2, ... ' H 

e com 

Yi.i =O ou 1 {
i= 1,2, .. . ,C 

para j == 1 ,2, .. . , H 

(13) 

( 14) 

onde Ui,j representará a máxima quantidade de energia possível 

de ser transferida entre uma corrente quente hj e uma corrente 

fria Ci; 

Ui ,j pode ser obtido através da aplicação da regra do canto 

noroeste (Luenberger, 1984) a um "tablcau" de um problema de 
transporte padrão c que inclui apenas as "sub-correntes" quentes 
(hj,l que representa as contribuições de energia, da corrente hj. 

nos intervalos de temperatura I = I ..... L) e as "sub-corrcntes" 
frias (ci,k que representa as demandas de energia, da corrente Ci, 

nos intervalos de temperatura k = I ..... L) (Cerda eta/ii, 1983). 

A RELAXAÇÃO DO PROBLEMA LINEAR INTEIRO 

A solução para o problema da rede de trocadores de 'calor 
como estabelecido anteriormente, não é tão simples de ser efetu
ada sem um procedimento computacional especial. Entretanto, 
pode-se mostrar que existe a possibilidade de se transformar, sob 
certas condições, o P.L. !. em um P.L.I. relaxado, ou seja abrindo
se mão da integralidade das variáveis y, uma vez tendo um limi
tante para a transferência de calor entre as correntes de processo 
(Cerda eta/ii, 1983). Dessa forma, toda solução para o P.L.I. será 
também uma solução para o P.L.I. relaxado, mas o contrário não 
necessariamente é verdadeiro. Em outras palavras, a relaxação do 
P.L.I. proporciona uni limitante inferior para o problema conside
rando a integralidade. Este procedimento também gera um pro
blema bem mais simples de ser resolvido. 

Da literatura (Cerda eta/ii, 1983), adota-se que (q,t,.Y,) 
é uma solução ótima para o problema estabelecido, apenas se: 

L L 

LLqik.jl = ui.jYi.j 
k=l l=k 

{
i= 1,2, ... , C 

para j = 1 ,2, ... , H 
(15) 

Se Yij =O todos os qik,jl para k = !, ..... ~ e I = k, .... ,L são 

nulos, e a expressão acima permanece válida. Por outro lado, se 

Yi ,j>Oe 

L L 

IIqik.jl < ui_j·Yi.j 
k=l l=k 

( 16) 

então, como a restrição de integralidade foi retirada, y i.i = Yi,j

Desta maneira, o valor da função objetivo do problema relaxado 
é também diminuído. O valor ótimo então, ocorre quando o 
problema linear inteiro não relaxado tem como restrições, um 
conjunto de igualdades estritas. Este teorema foi proposto por 
Balinski em 1961 para o chamado Problema de Transporte de 
custos fixos, do qual o modelo de P.L.I. do mínimo número de 
equipamentos é um caso especial (Cerda et ali i, 1983). Então: 
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I L L 

Yij =~LÍ.:qik,jl 
I,J k = I I= k 

{
i= 1,2, .. . ,C 

para j = 1 ,2, ... , H 

( 17) 

Essa expressão assegura que os valores de Y\; serão nulos quando 

o "match" (ci,hj) não é implementado pela rede de trocadores. 

Substituindo Yi.i pela expressão ( 17), a função objetivo do pro

blema linear inteiro relaxado pode ser escrita como: 

Minimizar ff-1
-ttqik.jl (l8) 

i=l j=l u i,j k=l 1=1 

Adotando valores muito elevados para os coeficientes de 
custo da função objetivo (para se evitar associações proibidas do 
ponto de vista termodinâmico), o somatório pode ser estendido à 
todas as rotas possíveis. 

Agora. o problema linear inteiro relaxado pode ser escrito 
como um problema de transporte passível de ser resolvido pelos 
métodos da Programação Linear, como o método Simplex: 

.f-,H L L 

Minimizar LLLLCik . .il qik.il 
i=l j=l k=l 1=1 

Sujeito a: 

H L 

LLqik.il == ai.k , i= l, .. .. , C 
i=l 1 ~ 1 

C L 

LLqikjl = b . l 'j= I, .. .. , H . J, 
i=l k=l 

com: 

qik,jl ~o V ( i,j, k, I) 

e onde 

(19) 

k=l, .... ,L 

(20) 

k=I, .... ,L 

(21) 

(22) 

J M, se i= C e j =H ou se k >I 

C ik.il = l -1
- , em todos os outros casos 

u I,J 
(23) 

De acordo com a literatura (Cerda et alii, 1983)., Tiplitz, 
em 1973, sugeriu que uma solução muito satisfatória para o 
problema P.L.I. relaxado, pode ser derivada da solução ótima 
obtida do problema de transporte fazendo-se: 

L L 

Yi . .i ==I, se IIqik.jl >o 
k=l 1=1 

ou 
L L 

Y;.i ==O, se IIqik.jl ==o 
k=l 1=1 

(24) 

; 
' l 

~ 
' i 
1 



No problema analisado, foram encontrados nove equipa
mentos térmicos, como o mínimo número para o processo. Des
tes, cinco fazem a transferência de energia entre correntes de 
processo (são permutadores), três são resfriadores ("coolers"), 
para resfriar as correntes de processo quentes e I associação 
refere-se à carga térmica fornecida pelo forno, à corrente de 
gasóleo. 

Em seguida, arbitrou-se um conjunto de valores de ~Tmín 
para avaliar-se o comportamento do consumo energético da rede. 
Para cada valor de ~Tmín proposto, a solução foi encontrada 
através da formulação do Transporte . Os valores obtidos encon
tram-se na Tabela 2, onde OH e Qc representam respectivamen
te, a intervenção energética do forno, para aquecer a carga de 
gasóleo, e o consumo energético em termos de água de resfria
mento. 

Tabela 2- Utilidades consumidas pela rede, para valores de 
~T mín arbitrados 

ôT mfn (OC) QH(MW) Qc(MW) 
8 5,0 ., 15,8 
12 5,9 16,6 

16 6,9 17,3 
20 7,8 18,0 

24 8,7 18,8 

28 9,6 19,5 

32 10,6 20,2 

36 11,4 20,9 
40 12,3 21,6 

O objetivo de se propor diferentes valores de ~T mín, é o 
de se conhecer, em outras condições de operação da rede (Rossi e 
Bannwart, 1994 ), quais as necessidades energéticas envolvidas. 

Para cada valor de ~T mín proposto, formulou-se nova
mente um modelo visando ao menor número de equipamentos 
térmicos. Sempre acoplando OH e Qc, ao conjunto de restrições 
do modelo linear inteiro (posteriormente relaxado) obteve-se, 
sempre, um conjunto solução de 9 associações factíveis para a 
rede (5 permutadores de calor, 3 resfriadores e I associação 
representativa da intervenção do forno). 

CONCLUSÕES 

Em comparação com a unidade real. o número de resfria
dores ("coolers") foi reduzido de quatro para três. Pode-se notar 
que a metodologia envolvida na resolução desse problema espe
cífico, pode ser de grande auxílio e estímulo para o pessoal en
volvido com a reestruturação da unidade ou mesmo, com o proje
to de uma nova. 

Comparando-se a intervenção energética do forno, para o 
aquecimento final da carga de gasóleo. obtido através da Formu
lação do Transporte c o valor real observado na planta, percebe
se uma substancial redução na forma de energia de aquecimento, 
da ordem de 44% (Rossi, 1995). 

O processo de aquecimento da carga de gasóleo, mostrou
se adequado ao tratamento do problema através da formulação do 
Transporte. Uma vez estando o problema termodinâmicamente 
bem posto (respeitando-se à Segunda Lei da Termodinâmica), a 
Regra do Canto Noroeste pode ser empregada para fornecer uma 
solução básica inicial tàctívcl , que pode ser tomada como a pró
pria (ou muito próxima dela) solução ótima, tanto no caso da 
máxima recuperação energética, quanto no caso da minimização 
do número de equipamentos térmicos. 
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ABSTRACT 

This work analyses the utilisation of the Transportation 
Problem Formulation, in Linear Programming, to a heating secti
on of the catalytic cracking of an oil refinery (REPLAN). The 
task is to find the minimum energetic consumption and the 
minimum number ofthermal cquipments to carry out the task. To 
claim these objectives, it is also used concepts from the "Pinch
Point" methodology of heat exchanger networks. 
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RESUMEN 

Se desarrolló un modelo de reactor tanque agitado, heterogéneo, isotém1ico, para la biodegradación 
anaerobia de materia orgánica en fase sólida. Este tipo de reactor es típico en el tratamiento de resíduos 
sólidos urbanos. El modelo se constmyó en base a las ecuaciones de balance promediadas en el volumen de 

reacción. Se analiza e/ caso de alimentación periódica, y se estudian las distribuciones características que 

se generan en la fase sólida. 

INTRODUCCION 

Se desarrolló un modelo de reactor tanque agitado, 
heterogéneo, isotérmico, para la biodegradación anaerobia de 
materia orgánica en fase sólida. 

Suponiendo un reactor con mezcla perfecta, que los 
sustratos solubles intermedios no son volátiles, que no hay 
efectos difusivos importantes en las partículas, y que no hay 
reacciones de degradación en la fase t1uida se obtuvo un modelo 
general utilizando promediación volumétrica para cada una de 
las fases y especies involucradas (Whitaker, 1986). La fase 
sólida se supuso compuesta de partículas esféricas que 
conservan su diámetro, con la reacción de hidrólisis heterogénea 
ocurriendo en un frente de reacción móvil, y que la biomasa en 
general se deposita y desarrolla sobre estas partículas (Negri y 
otros, 1993 ). En base a este esquema se construyó un modelo 
genérico que permite analizar distintas variantes y 
simplificaciones (por ejemplo estado estacionaria o transiente), 
además de individualizar los términos de flujo interfacial a tener 
en cuenta en el modelado propiamente dicho. 

En particular se consideró un caso típico de este tipo de 
reactores ya sea a escala laboratorio, banco o piloto, como es el 
de alimentación periódica dei sustrato sólido. Esto da lugar a la 
aparición de una distribución de tiempos de residencia dentro de 
la fase sólida (en cualquier instante coexistirán en e] reactor 
sólidos con distintos tiempo de pennanencia). Se analizaron las 
distribuciones de tiempos de residencia y su influencia en los 
parámetros volumétricos que caracterizan el sistema 
heterogéneo. En especial se analiza la distribución de un caso 
de interés experimental (con el objetivo puesto en la obtención 
de datas cinéticas y de transporte), como es e] de un reactor 
batch con extracciones periódicas de producto. 

SISTEMA REACCIONANTE 

El sistema reaccionante consiste de tres fases: una Ü1 se 
continua líquida (contiene compuestos volátiles intem1edios y 
microorganismos libres), una fase sólida (el material orgánico a 
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degradar y el grueso de la biomasa activa depositada) y una fase 
gaseosa (biogas generado en la degradación anaerobia). Se 
consideró un esquema cinético simplificado a tres grandes 
reacciones (y consecuentemente a tres tipos de 
microorganismos): hidrólisis, producción de ácido acético 
(acidogénesis) y producción de biogas (metanogénesis) a partir 
dei ácido acético (Negri y otros, 1993). Para la etapa de 
hidrólisis se consideró además de la etapa heterogénea, la 
existencia de una fase homogénea, en la que los sólidos volátiles 
solubles de alto peso molecular se degradan a monómeros de 
b&jo peso molecular factible s de ser metabolizados por las 
bacterias acidogénicas. Se supone entonces una cinética 
globalmente secuencial con una reacción heterogénea y otra 
homogénea iniciales (hidrólisis), y dos reacciones con sustratos 
en la fase continua (acidogénesis y metanogénesis). 

fJ 

o 

Figura 1 - Rcpresentación dei sistema 



Se desprecian los efectos difusivos en las partículas, por lo 
que la fase sólida no presentará gradientes de concentración. 

MODELADO DEL REACTOR 

Se modeló el reactor en base a una representación en 
promedios volumétricos teniendo en consideración tres fases 
distintas: una continua (a) constituída por el líquido y dos fases 
discontinuas: una sólida (ft) y otra gaseosa (r) (Fig. I). La 
forrnulación general para una especie (i) en la fase a se puede 
representar de la siguiente forma: 

! {ea(Piat) + ~ · ((~a)(Piat) + ~ {Pia~a) = 

=-<>z·(L;a)+i JPia(11ia-!:l'afthapdA+ 

Aap 

+i fPia(~ia-!:l'ayhardA (1) 

A ar 

donde e representa la fracción volumétrica de la fase 
considerada, ( ) representa una variable o expresión 

promediada en el volumen total y ( )a representa un promedio 

volumétrico intrínseco (en el volumen de la fase). Los témünos 
integrales tienen en consideración los flujos convectivos 
interfaciales y j_ representa el flujo difusivo de UJla especie. 

Por último el supraíndice - representa la perturbación espacial 
de una variable promediada (Whitaker, 1986). 

Con las hipótesis de: i) mezcla perfecta en el reactor; ii) el 
esquema cinético presentado más arriba, con tres tipos de 
bacterias: hidrolíticas (h) para la etapa paralela inicial, 
acidogénicas (a) y metanogénicas; iii) reacciones despreciables 
en la fase fluida (no hay reproducción de bacterias en la fase 
continua); iv) sólo el gas es volátil; v) se desprecian efectos 
difusivos en la partícula; vi) no se considera la muerte de 
bacterias; vii) la fase sólida está constituída de partículas 
esféricas que conservan su diámetro; se puede obtener el 
siguiente sistema de ecuaciones para las distintas especies 
consideradas en las distintas fases. 

En la fase continua (a), las especies (i) consideradas son: 
sólidos volátiles solubles (Sv5 ), monómeros solubles (SM) , 
ácidos orgánicos (S A), gas disuelto (C a' ), bacterias hidrolíticas 
libres (X!z' ), bacterias acidogénicas libres (X a' ) y bacterias 
metanogénicas libres (Xm' ): 

d(e~vs) =-khoSv
5

X h 
dt 

d(eaX~z') = FJP aap 
dt h 

(2) 

(3) 
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d(e~M) SAIX:a ( _ , ) 
~-- - -" + I l1 • - ra v +S 1 

a M 

( k110Sv5 XJz +3cpS~;Xh) 

d(e~a') = ~~: aap 

d(c~A) S4Xm ( ) SMXa 
-Jlm -·- --- + l-r~ Jla - - --

dt Km+S A Ka+SM 

d(eaXm') = F,C:P aap 
- ""m dt 

SAXm -G. d(eacd) =(I- r"' ll'm K +S~ 
- m . dt 

( 4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Se ha considerado una cinética de primer ordcn en la 
concentración de bacterias soportadas hidrolíticas para la etapa 
de hidrólisis homogénea y cinéticas de tipo Monod para las 

demás reacciones consideradas. F,C:P representa el flujo 
·~m 

interfacial de biomasa que pasa dei estado libre ai soportado y 

viceversa, y a ap es el área intertàcial entre las fases a y /3. G 

representa e1 flujo intcrfacial de biogas. 
En la fase sólida (/3) las especics (i) consideradas son: 

sólidos volátiles insolublcs (Svi), bacterias hidrolíticas 
soportadas (X~z), bactcrias acidogénicas soportadas (Xa), y 
bacterias metanogénicas soportadas (Xm)· Un punto importante 
en el comportamiento dei sólido es que en realidad se tiene en 
todo momento en el reactor la coexistencia de distintas fases 
sólidas con distintos tiempos de pennanencia. Esto se 
contempla en el desarrollo presente con la consideración de 
di stintas fases sólidas para cada período de alimentación (jAT) 

dÇ . . 
J =- q;.\Jzj 

dt 

dXJz ap . ( _ = ) 
(i[= -Fxh aap + l~z khoSvsXh+3rp.S2iX!t 

sM~ra_ 
dXa F~.~P a fJ +r~, Pa -K~;-\l - =- \ a a ' ----;,l . (/ 

SAXm 
dXm _ -F~p a fJ + 1~1 11m K +S 4' 

dt · m _ - - \ a m · 

(9) 

(lO) 

(11) 

( 12) 

Aquí mtevi.lmente se ha supueslo una cinética de primer orden c:n 
la concentración de bacterias soportadas hidrolíticas para la 
etapa de hidrólisis heterogénea, en la que se sigue su evolnción 
con una reprcsentación de frente móvil. Las conccntracioncs de 
microorganismos en la Ütse sólida resultan de una prom..:diación 



según e! tiempo de residencia que caracteriza a cada fracción de 

sólido presente: 

11 . 
Xt =.I ~XIj , l = h,a, m 

j=l 
(13) 

( 14) 

donde e! supraíndice en la fracción volumétrica de la fase sólida 

indica e! intervalo de! tiempo a que pertencce (no es un 
exponente). Las distribuciones tempora!es de cada fase se 

discuten en e! punto siguiente. 
En la fase gaseosa (]) se considera sólo la existencia de 

biogas (CG): 

(15) 

Este sistema de ecuaciones define a! modelo presentado cn 
forma adecuada. Un concepto importante que se desprende de 
esta formulación, es e! hecho de la existencia de distintas fases 
sólidas caracterizadas por su tiempo de pem1anencia en e! 
reactor y que deben ser caracterizadas en foma adecuada. 

DISTRIBUCIONES DE SOLIDO 

Dada una alimentación periódica, en cualquier instante se 

tendrá una distribución de partículas de distinto ticmpo de 

residencia (t R). Definido un factor de dilución li= o/v, donde 

Q es e! volumen de recambio y V e! volumen de! reactor, y cl 
período de alimentación (L1T), la fracción de partículas ( 91) con 

tm tiempo de retención t R = i AT queda definida como sigue: 

91i =li (1-li)i , i= o. 1. 2. 11-1 ( 16) 

y la fracción de partículas con un ticmpo de residencia 

t R ~ 11 AT resulta: 

(17) 

Basados en la hipótesis de volumen de partículas 

conservado, se puede obtcner la fracción volumétrica de 
partículas con distintos t R: 

c/J = E p 91 i' i = O, 1. 2, 11 
( 18) 

Con la suposición hecha de partículas esféricas de igual 
diámetro, e! área intcrfacial para cada fase se pucde obtcncr 

según la cxpresión: 

(I 9) 
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En base a estas distribuciones se puede obtener la evolución 
de cada una de las fases en e! reactor. 

APLICACION DEL MODELO 

Una posible aplicación de! modelo, pennitiría analizar un 
caso muy sencillo de digestión anaerobia de materia orgánica 

compuesta fundamentalmente de resíduos vegetales (Viturtia, 
1989, Viturtia y otros, 1992). Se analizó en este trabajo una 

serie de reactores batch con una única alimentación inicial, 
trabajando a pH y temperatura constantes, con extracción 
periódica de parte dei material, para realizar los análisis 

p 

o 2 4 6 8 10 

n (días) 

Figura 2 - Variación temporal de la fracción volumétrica de 
sólidos en relación a su valor inicial 

correspondientes, reemplazando e! volumen extraído con 
soluciones "buffer". Esta fonna de trabajo se encuadra 
perfectamente en e! planteo propuesto, a la vez que lo simplilica 

considerablemente, ya que hay una sola fase sólida que ingresa 
a! reactor en e! instante inicial , y las extracciones posteriores 
modilican su fracción volumétrica pero su evolución es ímica . 
Los reactores tienen un volumen unitario de 130 cm3 y en cada 
uno de ellos se reemplazan diariamente 10 cm3 de material , lo 
que da un factor de dilución 8 = 1113. Con esta infom1ación se 
puede analizar la evolución temporal de la fracción volumétrica 

de sólido (P = & pj c/J), sabiendo que 9111 es la única 

fracción existente. Esta evolución puede verse en la Figura 2, 
donde se presenta en absicas la evolución temporal , representada 

por e! parámetro 11, ya que AT es unitario. Esta afecta por un 
lado las composiciones de la fase sólida , que resullan 

simplificadas grandemente (en las ecuaciones I 3 y 14, ln 
sumntoria no existe), y pamlclamcnte, habicndo supucsto 
desprcciablc la fracción gaseosn, se pucde seguir igualmente la 
evolución de la lracción volumétrica de líquido que va 

aumentando cn el tiempo. 



CONCLUSIONES 

Se ha desarrollado un modelo de reactor heterogéneo para la 
digestión anaerobia de materia orgánica en fase sólida. Se 
utilizó un esquema cinético que incluye las etapas de hidrólisis, 
acidogénesis y metanogénesis. 

Sobre la base de promedios volumétricos se han 
identificado las hipótesis y simplificaciones hechas. Se obtuvo 
un modelo general que si bien puede ser matemáticamente 
complicado es resoluble con métodos di sponibles. 
Esencialmente queda destacado e! carácter heterogéneo del 
sistema y la posibilidad de identificar expresiones cinéticas de 
una calidad más intrínseca. 

Analizando e! caso de alimentación periódica, se analizaron 
las distribuciones temporales y sus efectos en los parámetros 
característicos dei sistema heterogéneo (fracciones volumétricas 
y áreas superficiales ). 

Se analizó la aplicación dei modelo a un experimento 
sencillo de un reactor batch con alimentación inicial y 
extracciones periódicas. Un emprendimiento experimental en 
esta dirección debería pennitir la identificación de parámetros 
"intrínsecos" para un sistema heterogéneo de las características 
de un biodigestor anaerobio. 
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AT3STRACT 

MODELING OF STIRRED T ANK REACTORS FOR THE 
ANAEROBIC BIODEGRADATION OF ORGANIC SOLID 

WASTE. 

A heterogeneous stirred tank reactor modcl tor the 
anaerobic dcgradation of soiid organic matter IS prescnted. This 
kind of reactor is oflen uscd for the treatment of municipal solid 
wastc. The development of the equations based on the volume 
averaging of the b<1lance equations is presented and discussed 
for a reaction scheme that includes the hetcrogeneous hydrolysis 
reaction, besides the acidogenic and methanogcnic steps f!Je 
case of a periodic reactor feed is analysed and the characteristics 
distributions of the solid phase present in the reactor are 
identified. 
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ABSTRACT 
The regime of applicability of quasi-steady state approximation and the errar resulting from its 

utilization are considered for divers photo-reactor scales. Formal integral equations are used to clarify, in 
more mathematically consistent manner, the nature of estimated concentrations deviations. For laboratory 
sca/es, the MSSA application must be carefully analyzed for the substituted mono- and di-chloride products 
predictions and probably it not could be acceptable for substituted tri- and tetra-chlorine ones. For 
industrial scale the deviations are sufficiently lessened so that the MSSA should be certainly applied, yetfor 
poly-ch/orine produ eis prediction under an extensive range of operational conditions. 

INTRODUCTION 

Conventional processes for producing chloromethane 
derivatives are the thermal or photochemical reaction of methane 
and chlorine in the gas phase, normally at atmospheric pressure. 
TI1ermal reactions are conducted at high temperatures (between 
700 and 750 K). TI1e photochemical reaction is carried out at 
lo\v temperatures (below 400 K) to minimize undesired by
products and tar fom1ation, but it seems economically feasible 
for medium- or small-scale production. Qualitatively, the photo 
chlorinating has the following characteristics: 

1. It has many steps, some of them ranging from low to 
intem1ediate rate of reactions while others are extremely 
fast. The reactivity of the involved chemical species varies 
in a wide range of values. 

11. The reaction proceeds through a chain mechanism involving 
atomic and free-radical species. These intermediate species 
undergo homogeneous tennination steps -in the bulk of the 
fluid- and heterogeneous termination reactions by 
interaction with the reactor wall. 

m. The heat of reaction is high and the reactor may require 
cooling to avoid undesirable side reactions. Thus, both in 
the thermal energy and in the species mass balances, non
homogeneous botmdary conditions are present. Morcover, 
the inclusion of thc radiation (photon) balance generates a 
system of coupled partia! integer-differential equations. 

Tims, a photo-chemical reaction is indirectly affected by the 
typc and scale in a way that is usually unpredictable a priori. At 
the moment of making a satisfactory scale-up, the need of 
keeping the process under given conditions (e. g. flux regime) 
frequently becomes a factor that limits tl1e variation ficld of 
some operative variables (e. g. velocities) and consequently 
tums unpractical , if not impossible, to have complete similitude 
in some relation among diffusion, convection and chemical 
reaction characteristic times, already established in the rcference 
situation (usually, laboratory an<llor pilot-plant data). 
Particularly, in the case of a photo-reactor, and added to this 
mother, there is the fact that dimension changes may also modify 
the radiation field distribution and, tlms, the characteristic photo 
reaction time, even in them1al control absence, ifthere is any. S0 
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the validity of lhe extrapolation of lhe MSSA from tl1e reference 
situation is, a pn·ori, not obvious.-

Various studies on photopolychlorination [De Bemardez 
and Cassano, 1986; Clariá et ai., 1988; Cabrera et ai. , 199l.a] 
have demonstrated the MSSA validity when: (i) the residence 
time is high, (iij the molecular chlorine concentration is low, and 
{iii) lhe initial velocity is high. The effects of these variables 
have been resumed to a simple variable, the initial vclocity 
dimensional expression [Cabrera et a!., !991.b]. ln the 
mcntioned works, these conclusions together with a first 
interpretation of tl1c velocities field effcct were obtained by 
computational experimentation by comparing the exact solution 
values with to the MSSA corresponding ones applicd to thc full 
reactor and to ali free radicais. 

ln this paper, a comprehensive MSSA validity vs. reactor 
scale analysis is made using the formal integral equations, put 
forward by us in a recent work [Cabrera et a/. , 1996], that 
describe the deviation field associated to differcnces between lhe 
exact and approximate solutions. A comparative analysis for 
both typical scales, industrial and laboratory ones, 'is done 
focusing the attention on scale-up purposes. 

KINETIC MODEL 

The rcaction proceed by photochemical dissociation of 
molecular chlorine producing two atomic activatcd species 
(initiation ~tep); atomic chlorine initiates a chain mechanism 
involving methane, different free radicais with onc, two and 
thrce substituted chlorine, hydrochloric acid, methyl and 
methylene chioride, chloroform and carbon tetrachloride 
(propagation steps); atomic and free radical species can stop the 
chain reaction (tennination steps) by two diffcrcnt mechanism: 
homogencous (in the fluid phase) recombination between any 
two of them (sometimes a third body is required to provide for 
energy dissipation) and heterogcneous deactivation by collision 
with the reactor walls. Termination reactions that lead to the 
fom1ation of chloroethane derivatives are of negligible 
significance in the photochemical route [De Bemardez and 
Cassano, 1986]. The reaction mechanism can be represented as 
follow: 



lnitiation step: 
Cb 1 2 C!• ---> 

Propagation steps: 
C I-L + Cl• 2 CH3• + CIH ~ 

CH3• +HCI 2' C I-L + C!• ~ 

CH3• + Cb 3 CICH3 + Cl• ~ 

CICH3 + C!• 3' CH3• + Cb ~ 

CICH3 + C!• 4 CICH2• + CIH ~ 

CICH2• + CIH 4' CICH3 + C!• ~ 

CICH2• + Cb 5 CbCH2 + C!• ~ 

ChCH2 + C!• 5' CICH2• + Cb ~ 

ChCH2 + C!• 6 CbCI-I• + CIH ~ 

CbCH• + CIH 6' CbCH2 + C!• ~ 

CbCH• + Ch 7 ChCH + C!• ~ 

ChCH + Cl• 7' CbCH• + Cb ~ 

CbCH + C!• 8 C h C• +CIH ~ 

ChC• +CIH 8' ChCH + C!• ~ 

ChC• + Ch 9 CI4C + Cl• ~ 

CI4C + Cl• 9' C h C• + Ch ~ 

Homogeneous termination steps: 
CH3• + Cl• lO CICH3 ~ 

CICH2• + Cl• 11 CbCH2 ~ 

CbCH• + Cl• 12 CbCH ~ 

C h C• + Cl• 13 Cl4C ~ 

Cl• + Cl• +M 14 Cb +M ~ 

Heterog\!neous termination steps: 
C h C• + wall 15 p 

-~ 

CH3• + wall 16 p 
-----> 

CICH2• + wall 17 p 
---> 

Cl2CH• + wall 18 p 
~ 

C I• + wall 19 p 
~ 

The kinetic constants for the mechanistic sequence 
corresponding to the production of mono, di, tri and 
tetrachloromethane have been verified experimentally with an 
acceptable degree of accuracy by Cabrera et ai. (199 La). A 
value for the thennal initiation has been taken from the 
literature [Pratt, 1969]. 

Let us simplify the notation by setting: 

C h :1 ChCH2 :4 HCI :7 ChCH• :lO 
CH4 :2 ChCH :5 Cfh• :8 ChC• :11 

CICH3 :3 Cl4C :6 ClCH2• :9 C1• :12 

Rate oflnitiation 

According to Irazoqui et ai. (1976) U1e rate of chlorine 
dissociation into atomic species, R1 , can be written as follows: 

Joo a 
RI = O dv<Dv ev (I) 

For the photochemical chlorination of Iow molecular weight 
hydrocarbons the primary quantum yield ( <DJ may be assumed 
equal to 1 for ali wavelengths [Ciariá et a!. , 1988]. The Local 

Volumetric Rate of Energy Absorption (<) is the distinct 

variable and U1e most characteristic property of photochemical 
systems, it depends upon the optical and geometrical 
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characteristics of the lamp, reactor and reflector (if used), the 
energetic characteristics (output power and its spectral 
distribution) of U1e lamp, and the radiation absorption 
characteristics of reactants, inert and products. Details of the 
Emission Reception Radiation Models for different 
photoreactors can be found in the monographic work of Cassano 
and Alfano (1989). The particular details for the cylindrical 
reactor inside the elliptical reflector are summarized in lhe 
works of Clariá et ai. ( 1988) and Cabrera et ai. (199l.a). 
Furthermore, L VREA is a flillction of the chlorine concentration. 
ln its turn, Uüs concentration depends upon the stable, atomic 
and free radical species reaction rates and, obviously, 
temperature. Hence this rate of initiation alone is the resulting of 
three overlapping fields: a radiation field, a concentration field 
and a temperature field. 

Homogeneous Propagation and Temünation Reactions 

The type kinetic equations for describing the homogeneous 
propagation and termination reaction rates (steps 2 to 9 and 2' to 
9', and steps 10 to 14, respectively) is given by: 

O; ( p,Ç,) = P; ( p,Ç,) 'I'; ( p,Ç,) + Q; ( p,Ç,) (2) 

where P; (p,Ç,) and Q; (p,Ç,) depend on the atomic chlorine 
concentration and the some reactive species. Consequently, 
analytical solutions for the reactive intem1ediate concentrations 
are cumbersome to the point of U1e impracticable for a rigorous 
approach. 

We will apply the local or micro steady-state approximation 
to U1e reactions involving atomic and free radical species. Tlms, 
by setting Oj = O (i = 8, 9, ... , 12), algebraic equation for lhe 

local concentration of atomic chlorine and the free radicais may 
be obtained. A simple iteration procedure by successive 
approximations allows to obtain U1e concentrations of these 
intem1ediate species. Once they are obtained U1e stable species 
local reaction rates can be estimated more easily. Unfortunately, 
as it will be analyzed Urroughout the paper, the validity and 
exactitude of this approximation depends upon the 
characteristics of the photoreactor (mainly reactor length and 
radiation source power output), the operating conúitions (mainly 
chlorine initial concentration, flow rates and temperature) and 
U1e reactivity leveis of the involved free-radicals. ln view of this 
complexity, it is certainly a prerequisite for any progress when 
tllderstanding the influence of the MSSA approximation on 
predictions for scale-up purpose, to perfonn a rigorous 
comparation between exact and approximate prediction of U1e 
model. Hence one can applied the concepts developed in a rccent 
work [Cabrera et a!., 1996] to makc more efficient U1e numerica1 
solution of the problem. 

I!eterogeneous Tcnnination Rcactions (at the reactor walls) 

It has been always considered that undcr nonnal operating 
conditions the heterogeneous tennination reactious (steps 15 to 
19) do not affecl sensibly the exit product concentration [De 
Bemardez and Cassano, 1986; Clariá et ai., 1988). A complete 
evaluation of their significance, particularly regarding the 
potential effect of changes in thc collision efficiency of these 
processes has been made in a recent work [Cabrera et ai., 1996]. 
However, an insight in the relevance of these heterogencous 
rcactions into the scale-up process has not been maúc yet; they 
will be analyzed in a follow-up paper. 



REACTOR MODEL 

The photoreactor here analyzed is a cylindrical tube located 
in one of the focus of a cylindrical reflector of el!iptical cross 
section. The tubular larnp is in the other focus. The steady state 
operation has been modeled with a two-dimensional 
homogeneous model considering: (i) lncompressible flow of a 
Newtonian fluid, (ii) Azimuthal symmetry inside the reactor, 
(iii) Fully developed laminar flow, (iv) Constant phy~cal 

properties, (v) Velocity profile independent of the mass transfer 
rates, (vi) Negligible thermal effects of the employed radiation 
(valid for the employed wavelengths and considering proper 
cooling- of the infrared radiation produced by the lamp), (vii) 
Negligible viscous dissipation, (viii) Negligible axial conduction 
when as compared with convective flow, (ix) Axial diffusion 
negligible as compared with the convective flow, (x) Fickian 
fom1s may be used for the diffusion coefficients of the 
multicomponent mixture [Stefan - Maxwell forms can also be 
used as it was done by De Bemardez and Cassano, 1986], (xi) 
Non-adiabatic reactor walls. 

The corresponding mathematical model, formulated from 
first principies, was presented by De Bemardez and Cassano 
(1986) for an annular reactor and by Clariá et ai. ( 1988) for a 
cylindrical reactor irradiated from outside. The radiation 
emission-absorption photon balance, N species mass balances 
and the thermal energy balance, must be solved simultaneously. 
TI1e radiation balance can be incorporated into the mass 
balances, this operation tums the resulting system of N+ 1 
equations into a new one of integro-difft:'rential nature. ln a 
recent paper [Grau et ai., 1996}, the mathematical aspects of 
transforming the system of P.D.E. with non-homogeneous 
boundary conditions representing the model into an equivalent 
system of integral equations was described. Severa! additional 
transformations were developed to obtain the formal integral 
solutions for predicting radial and axial concentration and 
temperature profiles for reaction regimes of very different 
reactivities (slow, intermediate and very fast reactions). The 
solutions showed convenient features for the iteration procedure 
required by numerical solution using the necessary successive 
approximations. 

BREAKDOWN OF THE EXACT SOLUTION 

ln order to analyze the validity of MSSA for divers 
photoreactor scales we focused on the use of decomposition of 

the local concentration, 'I' i (p,Ç), in tenns of the local 

concentration corresponding to MSSA, 'l'~s ( p,Ç) , and the 

intrinsic local deviation, íjí~s ( p,Ç), in the fonn: 

t ss t -ss 'I' i (p,~) = 'l'i (p,~) + 'I' i (p,Ç) (3) 

ln addition to this, on the basis of the idea that for practical 
purpose, it frequently results convenient to apply the MSSA to 
the whole reactor, we introduce a new decomposition as follow: 

(4) 

in which ~Vts (p,Ç) is referred to as a local deviation relative to 

composition resulting of the assumption that the MSSA reach 

full validity on whole reactor íjl~s ( p,Ç). 
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Use of these decomposition al!ows us to relate both deviations 
as: 

(5) 

FORMAL INTEGRAL EXPRESSIONS FOR DEVIA TIONS 

For intermediate hlghly reactive species, an approximate 

expression that describes the íjí~s ( p,Ç)-field have the following 

form [Cabrera et ai. , 1996]: 

X 

l 
í 2 d - 1 
~R [QHi / Cd(p,Ç,) 2j-ss -

X -l -J+p J"'i (p,Ç) 
a.; Dim'i 

2 a ss - } 
- (1- p ) --::-ljli (p, Ç) 

a.; 
(6) 

ln view of Eq. (2) a convenient definition of the ti 

parameter (diffusion mass transfer-to-homogeneous reaction 
characteristic times ratio) is given by: 

(7) 

D 
lffi 

where t and K are positive parameters less than 1. 

Use ofthis definition in Eq.(6) yields: 

t . -

2 Pi(< ,K) fs- -~<s-s) a ss -
-(1-p) --

0
dÇe -="'i (p,Ç) (8) 

P; (p,Ç) aç 

By virtue of Eqs (3) and (8), the \Vt5
(p,Ç)-field can be 

described reasonably well by: 

+ 

a [ ss -] --=- "'i < p, s) a<; 

a [-ss -] --=- 'Vi (p,Ç) 
a c. 

(9) 

when P; {t , K) I P; (p , s) is approximately equal to I. It is 
rigorously true for firths order kinetic. 

ln Eq.(9), the first term is the contribution associated to the 
fact that, rigorously, the steady state approximation h as only 
local validity but not in the reactor as a whole. The second and 
third terms are related to the intrinsic local deviation which may 



change to be null as from a certain entrance Iength depending on 
the velocity parabolic profile ( 1-p2

) and the homogeneous 
reaction-to-convective characteristic times ratio. Nevertheless, 
even when the intrinsic local deviation be null from the position 
where the MSSA starts to have full validity, the first term 
contribution makes the local deviation not become null 
necessarily. ln other words, the fact that the intrinsic local 
deviation be null does not imply the local deviation be null too, 
and so the calculated local values are the correct ones, through 
the entrance induction Iength is overcome. As mentioned before, 
it is due to the fact that an integral reactor counts with what 
happens upstream where the MSSA may not reach full validity. 

Moreover, the local chemical reaction rate may be 
influenced by physical processes, e.g., mass transfer, heat 
transft:r and radiation field distribution which are usually 
controlled by the size and structure of the reactor, as well as of 
the other physical and geomctrical parameters of the source
reactor system. These effects may result in changes of the local 
behaviour of reacting chemical species and the MSSA could 
become a non-valid hypothesis. To deal with a complex relation 
between the regime of applicability of the MSSA and the 

photoreactor scale the t>e"haviour of local deviations, lj)ts ( p,~), 
will be analyzed now for scale-up purposes. 

SETTING UP THE PHOTOREACTOR SCALES 

For bringing out the essential features of the approach a 
representative set of photoreactor design parameters was taken 
(shown in Table) and the effects of the main process variables, 
e.g., power lamp, temperature and pressure, were analyzcd for 
two typical scales on a wide range of operative conditions. 

Table- Gcometrical Characteristics of Source-Reactor Systems 

Geometrical Characteristic of Industrial 
Reactor, Reflector and Lam.P. Reactor Scale 

Laboratory 
Reactor Scale 

Reactor length (mm) 1200 200 
Reactor diameter (nun) 25 4 
Lamp 1 TL40 W/09N TL29 D16/09N 
Lamp nominallength (mm) 1200 200 
Lamp diameter (mm) 38 16 
Output power/Length (W/mm) 7.08 X 10.3 7.24 X 10.3 

Lamp2 TL 100 W/09N TLK 40 W/09N 
Lamp nominallength (mm) 1200 200 
Lamp diameter (nun) 38 38 
Reflector length (mm) 1200 200 
Ellipse semimajor axis (mm) 1070 535 
Ellipsc eccentricity O .4 O .4 
Output power/Length (W/nun) 12.78 X 10.3 10.83 X 10.3 

1 Philips Actinic Lamp used for low power analysis 
2 Philips Actinic Lamp used for high power analysis 

RESULTS AND DISCUSSION 

The discussion is made easier by showing only the local 
deviation of the species that has major incidence on ali steps of 
the chain reactions sequence, i.e., the atomic chlorine (C I• ). 

-ss Thus, each set of figures shows the \j/12 (p,~)-map for laboratory 

and industrial scales, under similar operative conditions. 
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Regions have been delimitcd in accord with deviation leveis 
established by following scale: 

0000000 ~~~~N-OOOOOOOOOOoO 
-------O"OOf'-\OV)~('f')N- ""';' 

I I I I I I I I 

~~~~=§~~g~~~g 

lllllllllllillli 11111·:::·:\·: 
Reference Case: As reference operative conditions were 

assigned the following values. Temperature: 298 K, Pressure: 
760 mmHg, Reynolds number: 1500, Chlorine-to-methane feed 
molar ratio: 9.5 , Initial chlorine molar fraction : 0.15. 

Figures l.a-b show the lj).'; ( p,~) -map for both photoreactor 

scales and the reference conditions put forward above. 
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Figure I - Reference situation. Deviation leveis ofthe atomic chorine 
with radial and axial photoreactor positions for: 
(a.) Laboratory sca1e and (b.) Industrial scale 

As it can be observed, high deviations occur at the entrance 
region where MSSA starts to be not va1id. It is evident that in a 
significant part of the Iaboratory reactor the effects due to the 
velocity profile non unifom1ity, have strong influence. The 
vc1ocity parabolic profile causes tlte occurrcnce of minimum 
residence times in the proximity of reactor axis and great ones 
near the wall. The ftmctional relationship between ve1ocity 
pro file and the deviations indicated on the R.H.S. of Eqs (8) and 
(9) may become extremely dependent upon tlte exponential 
factor, the more so if lhe parameter t/ai (convective-to
homogeneous reaction times ratio) takes larger values. For 
industrial scale thc convective mean characteristic time is 
typically greater than laboratory scale Jor this study case, 37.5 
times greater). Then, the cxponential parameter produces an 
attenuation effect much more localized at tl1e entrance region. 
Consequently, the deviations are narrowed down to the 
proximity ofthis region . 

Additionally, the velocity parabolic profile determines that 
the average concentration estimation must be done with a weight 
function (1-p\ Therefore the combination, deviation profiles 
and weight function growing coincidentally toward tltc reactor 



axis, contributes to make the average deviation more evident. 
So, thought the deviations are important in a reduced region at 
the entrance, their incidence over predictions of the average 
conversions and compositions of stable species .vmy lead to 
significant errors. 

Computational experimentation makes it evident. For 
laboratory scale, the errors involved in estimation ofthe reactant 
conversions (Ch: 7.65%, CH4: 7.09%) and product compositions 
(ClCH3: ~.46%, ChCH2: 12.05%, ChCH: 16.32%, Cl4C: 
27.58%) are high especially as the polychlorine substitution 
levei increases. For industrial scale, the prediction errors of both 
performance indicators, reactant conversions (Clf 0.38%, C~: 
0.26%) and product compositions (ClCH3: 0.07%, ChCH2: 
0.41%, ChCH: 0.66%, Cl4C: 1.14%), are sufficiently lessened so 
that the steady state approximation should be applied certainty. 
ln a laboratory scale, the MSSA application must be carefully 
analyzed for the substituted mono- and di-chlorine products 
prediction, and probably it could not be acceptable for 
substituted tri- and tetra-chlorine ones. 

Power Lamp Effects: Figures 2.a-b show how the \jl;;(p,Ç) 

deviation levei evolves in the photoreactor for output power-to
length lamp ratios greater than the setting values for the 
reference case, 50% and 80% for laboratory and industrial 
scales, respectively. These percentages of increments are no 
arbitrary, they solely respond to available commercial lamps. 
Computational experimentation with virtual highly powered 
lamps confirms the observable trend to a more wide range of the 
power-to-lengti1 lamp ratios. 
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straight assoc1anon between local validity of the MSSA and 
their application to the whole reactor. Only when the 
contribution of this term is so small in relation with the 
contributions corresponding to other terms on R. H. S. of Eqs (8) 
and (9), this straight association is an acceptable simplification 
for practical purposes. As the corrective term diminishes when 
the power-to-length lamp ratio decreases and the chlorine 
concentration increases, the MSSA holds better for the lowly 
powered lamps. 

The above argument was corroborated by computational 
experimentation. For laboratory scale reactor ti1e prediction 
errors ofthe reactants conversions (Ch: 9.74%, C~: 9.49%) and 
products compositions (ClCH3: 8.77%, ChCH2: 16.32%, ChCH: 
22.12%, Cl4C: 35.85%) increase in relation to the case of lower 
power-to-length lamp. A similar behavior was observed for 
industrial scale reactor since the reactants conversions (Ch: 
0.28%, C~: 0.19%) and products compositions (ClCH3: 0.00%, 
ChCH2: 0.21 %, CbCH: 0.48%, Cl4C: 0.87%) increase too. A 
special remark must be made for laboratory scale. The 
predictions based upon the MSSA applied to whole reactor can 
not yields to satisfactory values in general. It was found that the 
satisfactory predictions resulting from the straightforward 
extrapolation to the whole reactor may be fortuitous and that an 
adequate evaluation of the first term on the R.H.S. of Eqs (8) 
and (9) may be necessary. 

Temperature Effects: ln a chemical reactor, the length 
required to reach an almost stationary value of the atomic and 
free radical species depends upon many parameters and 
particularly upon the temperature if the values of the relative 
activation energies acquires significance. Then, a temperature 
increase reduces the entrance length where ti1e MSSA is not 
valid. ln a photochemical reactor tiüs tendency is less evident 
since increment of the temperature does not influence 
substantially on production rate of the atomic chlorine (Cle) 
which takes place mainly by photochemical via. Figures 3.a-b 

show the \jl1
5~ -map at 400 K. 
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(a) 

Figure 2 - Effects ofthe lamp power. Deviation leveis ofthe atomic 0.75 
chorine with radial and axial photoreactor positions for: P 1\{J{/{}/ >> 

(a.) Laboratory scale and (b.) Industrial scale 0.50 <·><:. <•::::: 

A power-to-length lamp increase produces a decrease in the 
production-to-consumption process characteristic times ratio for 
the atomic chlorine (C I• ), thus reducing consequently the 
entrance length at which concentration reaches a relatively low 
levei of the intrinsic deviations. But even though the intrinsic 
local deviation contribution may be smaller, the opposed effect 
of the lamp power on the contribution of first tenn on the R. H. S. 

of Eqs (8) and (9), [ IJI~
5 

( p,Ç)- \v:' ( p,Ç)], may invalidate any 

1147 

(b) 

Figure 3- Effects ofreactor temperature. Deviation leveis ofthe 
atomic chorine with radial and axial photoreactor positions for: 

(a.) Laboratory scale and (b.) Industrial scale 



By comparing the maps illustrated in Figure 3 with those 
shown in Figure 1, it can be concluded that high temperatures 
improve slightly the conditions for a better application of MSSA 
in both reactor sca!es. There is no doubt about this when the 
reactant conversion and the products compositions errors 
predictions are analyzed. For laboratory scale the reactant 
conversion (Ch: 8.79% and CH4: 7.53%) and product 
compositions (ClCH3: 6.00%, ChCH2: 13.18%, ChCH: 19.92%, 
Cl4C: 27.29%) are similar to reference case. Even the 
differences in the substituted poli-chlorine products predictions 
are of little importance. A similar behavior can be observed if 
one carries out the same comparation for industrial scale (Ch: 
0.50%, CH4: 0.28%, and, CICH3: 0.50%, ChCH2: 0.04%, 
ChCH: 0.60%, C!4C: 1.20%). 

Pressure Effects: Figure 4 illustrate the wt~ -map under 

equivalent conditions to the ones in Figure 1, excepts that the 
pressure was setting ten times lower (76 mmHg). 
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Figure 4 - Effects of the reactor pressure. Deviation leveis of the 
atomic chorine with radial and axial photoreactor positions for: 

(a.) Laboratory scale and (b.) Industrial scale 

Again one obtains some unexpected changes. lt is evident 
that the deviation levei increases practically one order of 
magnitude and the radial gradients are nearly equalized. A 
pressure diminution involves two effects: an increase of 
diffusion coefficient and a decrease of species concentrations. A 
comprehensive computational experimentation reveis that the 
former effect impacts less than the latest. It is due to the 
methane photo-polichlorination involves first-order bimolecular 
reactors. For laboratory scale at low pressure, the deviations are 
very high even for mono-chlorine substituted products. Clcarly, 
the reactant conversions (Ch: 33.59%, CH4: 31.99%) and 
product compositions (CICH3: 30.19%, ChCHf 73 .29%, CbCH: 
141.29%, CI4C: 424.25%) error predictions become excessively 
greater. ln spite of this, for industrial scale reactors the 
deviations are found within the practical acceptability limits 
(Ch: 0.51%, Cfu: 0.39%, and, CICH3: 0.22%, ChClh 0.6 1%, 
ChCH: 1.05%, Cl4C: 3.23%). 

t 14X 

CONCLUSIONS 

ln integral reactors as the one here analyzed, the integral 
equations that describe the intrinsic local deviation and local 
deviation fields, Eqs (8) and (9) respectively, constitute a 
valuable too! to provide a qualitative and quantitative analysis of 
the regime of application of the MSSA for divers photoreactor 
scales. These integral equations can give an easy insight to the 
magnitude of the error that could be introduced in the reactor 
simulation for scale-up purposes. 

Particularly, from the photochlorination system analyzed it 
can be concluded that: i): For laboratory scale still under the 
more favorable conditions, i.e., lowly powered lamps, high 
temperatures andlor high pressures, the application of the MSSA 
must be carefully analyzed for an acceptable prediction of the 
substituted mono- and di-chlorine product, and probably it could 
not be acceptable for substituted tri and tetra chlorine ones. il): 
For industrial scale still under more unfavorable conditions, the 
prediction errors introduccd by application of MSSA are 
sufficiently lessened so that the steady state approximation 
should be applied with certainty in general. iii) The MSSA 
becomes a valid hypothesis just as much as the reactor scale 
increases. 

REFERENCES 

Cabrera, M. I., Alfano, O. M. and Cassano, A. E., !99la, 
"Selcctivity Studies in the Photochlorination of Methane I: 
Reactor Model and Kinetic Studies in a Non-lsothermal, 
Polychromatic Environment", Chem. Eng. Comm .. 107, pp. 95-
122. 

Cabrera, M . 1., Alfano, O. M. and Cassano, A. E., 199lb, 
"Sclectivity Studies in the Photochlorination of Methane II: 
Effect of the Radiation Source Output Power and Output 
Spectral Distribution", Chem. Eng. Comm .. 107, pp. 123-150. 

Cabrera, M. I., Grau, R. J. and Cassano, A. E., 1996, "The 
Tubular Reactor in Laminar Flow Regime: An Integral Equation 
Approach - ill. Application to Reactor Modeling Involving Free
Radical Reactions", to be pub!ished. 

Cassano, A. E. and Alfano, O. M., 1989, "Photoreactor 
Design", in Handbook of Heat and Afass Transfer, vol. 3: 
"Catalysis, Kinetics and Reactor Design", ChcrcmisinoffN. P. E 
ed.; GulfPublishing Co. , Houston, Ch. 16, pp. 583-670. 

Clariá, M. A., Irazoqui, H. A. and Cassano, A. E., 1988, "A 
Priori Design of a Photoreactor for the Chlorination of Ethane", 
AIChE J., 34, pp. 366-382. 

De Bernardez, E. R. and Cassano, A. E., 1986, 
"Methodology for an Optimal Design of a Photoreactor. 
Application to Methane Chloroderivatives Production", Ind. 
Eng. Chem. Process Des. Dev., 25, pp. 601-612. 

Grau, R. J., Cabrera, M. I. and Cassano, A. E., 1996, "The 
Tubular Reactor in Laminar Flow Regime: An Integral Equation 
Approach -II. Non- Isothennal System with Complex, Arbitrary, 
Homogeneous and Heterogeneous -at the Wall- Reactions", to be 
published. 

lrazoqui, H. A., Cerdá, J. and Cassano, A. E., 1976, "The 
Radiation Field for the Point and Line Source Approximations 
and the 1lrree- Dimensional Source Models: Applications to 
Photoreactions", Chem. Eng. J. , II , pp. 27-37. 

Pratt, G., 1969, Gas Kinetics , Jolm Wiley & Sons. 



.. .._ 

VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

METHANE PHOTO-POLYCHLORINATION lN THE NON-ISOTHERMAL 
TUBULAR REACTOR lN LAMINAR FLOW REGIME. 

II. W ALL REACTIONS INFLUENCE vs. SCALE-UP 

María I. Cabrera, Ricardo J. Grau and Alberto E. Cassano 
Instituto de Desarrollo Tecnológico para la Industria Química (INTEC) 

Güemes 3450 (3000) Santa Fe- Fax: 54-42-550944- Argentina 

ABSTRACT 
A comprehensive analysis ofnonpetmeable (nonreactive) vs. petmeable (reactive) wa/1 reactor is made 

to analyze the wa/1 reactions influence in the plwto-reactor modeling with scale-up purposes. Startingfrom 
the fomw/ integral equations for deviation jields introduced by this simplification, put forward by us in a 
recent work, the effects of the mo/ecule-wa/1 collision efficiencies, pressure and wall specific sutface are 
carefully analyzed. The uncertainty of the knowledge of precise values of col/ision efficiencies have no 
significam effect on the modeling of industrial reactors. but it should deserve some attention in laboratory 
ones. The simplification shou/d be reasonable for the cases where diffusion is a partially controlling 
regime such as industtial scale, or /aboratory sca/e at notmal or high pressure. 

INTRODUCTION 

ln order to achieve a simpler mathematical modeling of 
photoreactors, the microsteady-state approximation has generally 
led to essential simplifications in the diffç:rential equations 
which describe the local behavior of reacting chemical species. 
ln part I of this work [Grau et ai., 1996.a ], we used formal 
integral equations to clarify, in more mathematically consistent 
manner, the regime of applicability of this approximation for 
scalc-up purposes. Another frequent simplification is based on 
the assumption that wall reactions have no influence on the 
modeling. To achieve a similar scope to development for MSSA, 
and now, to analyze this additional simplification, we propose 
here an entirely similar procedure to deal with the more 
iinportant features ofwall reaction effects. 

In reactive systems, like the ones involved in pyrolitic and 
photochemical processes, kinetics studies of the wall reactions 
are complicated due to the fact that, as soon as quite small 
amounts of products are formed, these react in tum and interfere 
with the course of the over-all reaction including the 
homogeneous ones. Tiüs difficulty is further increased by the 
necessary conditioning the wall. For the photochlorination 
process here analyzed, a considerable fraction of the chain 
reactions could be given by the heterogeneous ones if the free 
radicais collision efficiency against the wall would be of the 
order of unity. Studies confronted against the problems 
mentioned and the exactness related to the quantification of 
these complex phenomena, concluding that the contribution of 
the heterogeneous reactions represent less than 2%, suggested 
collision efficiency values of the order of 10·5 [Chiltz et ai., 
1963]. Even thought the uncertainty_ this sufficiently low values 
indicated that there is a very low probability for a free radical to 
be captured by molecule-wall collisions. 

So, for practical purposes it is frequent that the 
heterogeneous -at the wall- reactions could be negligible relative 
to homogeneous one. Various photo-polychlorination studies [De 
Bemardez and Cassano, 1986; Clariá et a/., 1988; Cabrera et a/., 
1991] have shown this to be an acceptable simplification in most 
practical situations. ln the referenced works, this conclusion has 
been obtained by computational experimcntation comparing the 
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exact so1ution values with the ones corresponding to the no 
inclusion of the wall reactions in the kinetic scheme and using 
the collision efficiencies reported by others. 

Under normal conditions these reactions should not be very 
important; but when high radiation intensities combined with 
low operating pressures are used, and reactors having a high 
wall surface-to-volume reactor ratio are present, they can not be 
neg1ected without a rigorous simulation using for instance, 
computation experiments. To this purpose, the solution method 
proposed in this paper will be very useful. 

ln what follows, the analysis is extended supporting it on 
the appropriate analytica1 expressions for the concentration 
deviations introduced by the wall reactions, obtaining them from 
integral equations put forward by us in a recent work [Cabrera et 
a/., 1996]. The usefulness of this general approach is illustrated 
by analyzing the wall reaction influences on the cylindrical tube 
photoreactor modeling with scale-up purposes. 

KINETIC ANO REACTOR MODEL 

The kinetic sequence describing the initiation, propagation 
and homogeneous temünation rcaction rates was described 
elsewhere [Cabrera et ai., 1996 and referenccs therein]. I·Iere we 
focus on discussing the mechanistic aspects and reaction rates of 
heterogeneous (at the wall) reactions: 

CbC• + wall 15 p --CH3• + wall 16 p 

ClCH2• + wall 17 p 
----> 

CbCH• + wall 18 p --C I• + wall 19 p --
Thc reaction rate at the wall is usually described in the 

following fom1 [Noyes and Leighton, 1941]: 

A• 
Ao 
Ao 

+ wall Ao 

A• 
B 

+ wall 
+ wall 

(kw1) 

(kw2) 

(kwJ) 



Here A• is, in generic notation, an intermediate species and Ao 
a wall adsorbed species. Applying simple adsorption-desorption 
theory, the steady-state approximation for the Ao species and 
assuming low concentration of the intermediate species A• (a 
valid assumption for free-radicals and atomic species) the 
following equation is obtained: 

Rate ofheterogeneous termination = kw [A•] (I) 

where [A•] represents the generic intermediate species 
concentration. 

Following the notation setting in PartI: 

C h :1 ChCH2 :4 HCI :7 ChCH• :lO 
c~ :2 CbCH :5 CH3• :8 ChC• :II 

CICH3 :3 Cl4C :6 CICH2• :9 Cl• :12 

in our problem of multiple wall reactions we can express in a 
more general way the heterogeneous reactions kinetic constants 
as: 

kwj = kc,j cri i= 8, ... ,12 j = i + 7 (2) 

where kcj is the rate of collisions (number of collisions per unit 
time) ofthe intermediate species with the reactor wall and cr; is a 
collision efficiency. The value of kcj is obtained from the kinetic 
theory of gases (wall reactions are always negligible in liquid 
systems due to the intermediate species slow diffusion process 
towards the reactor walls). The collision efficiency for. free 

radicais is generally considered equal to 10-S or lower [Noycs, 
1951; Chiltz et a/., 1963] while for atomic chlorine avalue of 

I o-4 is recommended [Noyes, 1951]. Substituting the values of 
kc,j and cr; in Eq. (2), one gets: 

k . =N T112 
WJ i 

i=8, ... ,12 j=i+7 (3) 

V alues for N; were givcn elsewhere [Cabrera et a/., 1996]. 
Further ahead in this paper a parametric study of thc effect of 
this adoption on the reactor performance will be reported. 

With this background the reaction rates for the 
heterogeneous reactions are described by: 

0wi(~) = kwjljli(~) i = 8, ... , 12 j = i + 7 (4) 

where ~ is the dimensionless axial coordinate. 

As we indicated above, the photoreactor here analyzed is a 
cylindrical tube located in one of the focus of a cylindrical 
reflector of elliptical cross section. The tubular lamp is in the 
other focus. The mathematical model corresponds to a fairly 
comprehensive case for which thc following consideration apply 
[Cabrera et a/. , 1996]: (i) Steady-state operation and 
incompressible flow of a Newtonian fluid, (ii) Azimuthal 
symmetry inside the reactor, (iii) Fully developed laminar flow, 
(iv) Constant physical properties, (v) Velocity profile 
independent of the mass transfer rates, (vi) Negligible thcnnal 
effects of the employed radiation (valid for the employed 
wavclengths and considering proper cooling of the infrared 
radiation produced by the lamp), (vii) Negligible viscous 
dissipation, (viii) Negligible axial conduction when as compared 
with convective flow, (ix) Axial diffusion negligible as 
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compared with the convective flow, (x) Fickian fonns may be 
used for the diffusion coefficients of the multicomponent 
mixture [Stefan - Maxwell forms can also be uscd as it was done 
by De Bemardez and Cassano, 1986], (xi) Non-adiabatic reactor 
walls. 

A system of coupled integro-differential equations results 
from writing in dimensionless form the mass, thermal and 
radiation balances. From the mathematical point of view, 
consideration of the heterogeneous termination reactions lcads to 
a problem of non-homogeneous boundary conditions which 
appear as such in the species mass balances. We have recently 
developed a set of integral equation, expressed in terms of 
Green' s functions, which are formally obtained from the original 
set of differential equations of the model [Grau et al., 1996.b]. 
The solutions showed convenient features for the iteration 
procedure required' by numerical solution using the necessary 
successive approximations. These equations will be used now to 
study the regímen of applicability of the simplification 
introduced by solving the equations without considering 
heterogeneous reactions. 

LOCAL DEVIATIONS AND INTEGRAL EQUATIONS 

The local contribution of heterogeneous -at the wall
reactions is given by the differcnce between the composition 
local value, 'Vi , and the contribution due to the homogeneous 

ones, ljl~. On the basis of this argument, we make use of the 
following decomposition: 

"'i ( p, ~) = "'~ ( p,~) + íjí~ ( p,~) (5) 

where íjí~ is an intrinsic local deviation. 

The equation that describes exactly the íjí~ (p, ~)- ficld is 

given by [Cabrera et a/., 1996]: 

-w 
ljli (p,~) - (i:~(l~~(p) 

1 An- Àn 

2 p 7 4 ) 
- (p -4- 24) 

x Shwi ljli (I,~) 

+ -
1 f;d~ Gi (p,~/1,~) Shwi lj/; (l,~) 

ai 

for i = 8, 9, .. . ,12 (6) 

where the kemel G i ( p,~ 11, ~) in terms of a complete set of 
orthonormal eigenfunctions ~n( p) was presented elsewhere 
[Grau et a/., 1996. b]. For this case, the Sherwood number can be 
written in an appropriate formas: 

Shw; I a;= (N; T 112 I 4) (v I Z) aR I 4 (7) 

here, v is the mean fluid velocity, Z is the reactor length, andaR 
is the reactor wall surface-to-reactor volume ratio. 

However, for practical purposes its is more easy to compare 
the exact values lj/

1 
with the one resulting from the assumption 

that the wall reactions have a null effect in t11e whole reactor, 
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íjJ~. Then, it is more convenient to define a local deviation, IVt, 
using tl1e following decomposition: 

(8) 

Eqs (5) and (8) allows us to write ilie following relationship 
between boili deviations: 

IV;w ( p,/;) = [ ljl~ ( p,l;) - íjJ~ ( p,/;)] + íjí~ ( p,l;) (9) 

A replacement ilie Eq. (6) into Eq. (9) results in: 

IV;w (p,Ç) = [ljl~(p,Ç)-íjf~(p,Ç)] 

l 4 l 00 ~n(IHn(p) 2 P 7 - L 2 2 -(p ----) Sh\v; 'l';(l.Ç) 
1 An À.n 4 24 

I J~ - - -
+-

0
di;G;(p,Ç / l,Ç)Shw; 'V;O.Ç) (lO) 

0.· 
I 

The first term takes care of ilie local homogeneous 

contribution, ljl~, it differs from ilie one estimated under ilie 
assumption iliat ilie wall reactions have a null effect in ilie 

whole reactor, íjJ~. The second term is a formal one which 
accounts for tl1e non-zero gradient at ilie wall imposed by non
homogeneous boundary condition at ilie wall, rigorously its 
contribution is null except in p= I. The iliird one incorporates the 
cause-effect relation iliat ilie wall reactions have on ilie 
deviations into tl1e whole reactor, incorporating ilie tubular 
reactor integral nature. 

Taking into account ilie Sherwood number definition given 
by Eq. (9) an increase of collision efficiency ( contained in N;) 
and tlle reactor wall surface-to-reactor volume ratio (aR) increase 
proportionally to Shw;/a.; parameter, while temperature has 
similar effect but wiili a potential attenuation ofilie order of0.5 . 
The fluidodynamic condition effects can be inferred form the 
presence ofilie convective and diffusional characteristic times in 
ilie a; parameter (diffusive-to-convective characteristic times 
ratio) contained implicitly in Green's functions. A decrease of 
the characteristic diffusion time do not fali on Shw;/a; but it 
diminishes proportionally ilie value of a; factor contained in the 
exponential term of Green's functions, ilius rising exponentially 
the influence levei of reactions on ilie wall toward the whole 
reactor. However, tl1e convection characteristic time effect 
(residence time) is slighter due to opposed influence tQ Shw/a; 
and a; is ilie one iliat leads to a partia! compensation of opposite 
effects. 

RESUL TS AND DISCUSSION 

ln order to perfonn the computational experimentation we 
used the sarne set of geometrical characteristics of source-reactor 
systems and reference operative conditions set in Part I of this 
paper. Computational results confirm iliat ilie temperature and 
residence time have a relativcly low influence on tl1e deviations 
introduced by tl1e wall reactions. However thcy are sensitively 
affected by ilie collision efficiencies, the molecular diffusion 
coefficients and tl1e reactor wall surface-to-reactor volume ratio. 
Consequently, the features of the approach put forward above 
will be applied to a study case, but only focus on discussing tl1e 
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system response to changes of iliese more sensitive operative 
variables. 

As we mentioned in Part I, ilie discussion is made easier by 
showing only tlle local deviation concentration of ilie atomic 

chlorine. Each set of figures shows ilie \ilt ( p,l;) -map for 
laboratory and industrial scales, under similar operative 
conditions. Regions have been delimited in accordance wiili 
following deviation ranges: 

o~o~o~o~o~o~~qoqoog 
~~g~g~g~~~~~~~~~o~o 

Reference Case: The collision efficiencies for CH3•; 
CICH2•; CbCH• and CbC• free radicais were assumed to have 
ilie sarne order of magnitude equal to 10·5

. Instead, for atomic 
chlorine Cl• we adopted 10"4 The other kinetic parameters were 
taken from well-established published data [Cabrera et al., 
1996]. 

Figure I shows ilie \j/1~ (p,l;)-maps for laboratory and 
il)dustrial photoreactors operating at process conditions taken as 
reference, i.e., temperature: 298 K, pressure: 760 mmHg, 
Reynolds number: 1500, chlorine-to-methane feed molar ratio: 
9.5, and initial chlorine molar fraction: 0.15. 

(a) 

1.00 

(b) 
Figure 1 - Reference case. Deviation leveis ofthe atomic chorine with 

radial and axial photoreactor positions for: 
(a.) Laboratory scale and (b.) Industrial scale 

ln both cases, it is seen iliat close to ilie reactor wall iliere is 
a greater deviation levei, relatively much more narrowed for 
industrial scale. The form of Eqs (6) and (1 O) provides, tlrrough 
ilie ilieir relationships indicated on ilie R.H.S., a substantial 
insight regarding iliese observable effects. Since 'for industrial 
scale the wall surface-to-reactor volume ratios are smaller ilian 
the laboratory ones (Shwi is 6.25 times smaller) and conversely 



the diffusion characteristic times are rather largess (l/ai is 30 
times greater), the wall reactions affect moderately the 
deviations in a small region close to them and just tenuously for 
point located far away from them due to a smaller Sherwood 
number and a s!ow transfer process in radial direction as 
consequence of partially controlling diffusion regime. 

However, even if the wall reactions may introduce 
deviations either moderate or great significance within a very 
narrow region close to the wall, such distribution lost its impact 
at the moment of calculating the average concentrations which 
are definitely important for practical applications. This comes 
evident when the definition of average concentration for a 
tubular reactor with laminar flow regime is inspected: 

<"'i<s)>= 4 J~d"P<t- -p 2
) '1'/iJ.s) ctt) 

Note that the local contributions of the concentration, 'I' i (p,Ç,), 

to the average value, ('I' i (I;)), are attenuated with a weight 

function given by (1-p2), so that the local contributions within 
0.7 < p < 1.0 have an attenuated incidence by a factor between 
0.51 at p = 0.7, to 0.00 at p = 1.0. 

Computational experimentation reveis that for laboratory 
reactor seale in spite of the moderate deviation leveis, lhe 
prediction errors of the average reactant conversions (Cb: 
0.68%, CI-14: 0.58%) and product compositions (CICI-13: 0.48 %, 
CbCI-12: 1.36 %, CbCH: 2.66%, C14C: 4.20 %) are close to lhe 
acceptability limit within the range of admissible experimental 
errors. For industrial reactor scale, not only the prediction errors 
of average reactant conversions (C h: 0.02%, Cih 0.0 I%) but 
also the average product compositions ones (CICI-13: 0.00 %, 
ChCH2: 0.00 %, ChCH: 0.06%, Cl4C: 0.14 %) are very low. 

Clearly, under these conditions (low collision efficiency) 
and for practical purposes, the effect of reactions on the wall is 
of difficult observance because it is in the order of the 
experimental errors. 

Collision efficiency effects: ln order to analyze the effects of 
the eventual uncertainty as regards the knowledge of the values 
of collision efficiencies, a representati v e range of values of them 
was taken and the equations that describe the deviation fields 

were solved within this range. Figure 2 shows the 'iji 1~ ( p,Ç,) 

maps for laboratory and industrial photoreactors using extreme 
values of the collision efficiencies, i.e., cr = 10° for atomic 
chlorine (C I• ), and cr = 10·1 for other free radicais (Cl-13• ; 
CICI-12•; ChCH• and CbC• ). 

On Figure 2, it can be observed the deviation leveis as well 
:.:s the regions influenced by the wall reaction increase in 
relation to case lhe smaller efficiencies collision values (see 
Figure I). ln spite of these changes, the impact of ali them on 
the average reactant conversions and product compositions 
prediction errors (Ch: 0.95%, CI-14: 0.56%, and, CICI-13: 0.07%, 
Cl2CH2: 0.50%, CbCH: 1.94%, Cl4C: 4.70%, respectively) is 
minimal for industrial scale. While, the error leveis tum dovm 
the validity of this conclusion for a laboratory scale (Ch: 
!4.47%, C&: 12.82%, and, ClCH3: 10.97%, ChCI-h 26.89%, 
CbCH: 44.72%, Cl4C: 64.23%). 
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Figure 2 - Collision efficiencies effects. Deviation leveis of the atomic 
chorine with radial and axial photoreactor positions for: 

(a.) Laboratory scale and (b.) Industrial scale 

It should be remarked that the above conclusion 
corresponds to an extreme values of collision efficiencies. ln 
rigor, the existing uncertainty as regards the knowledge of them 
-in relation to one or two magnitudes orders- is irrelevant for 
practical purposes when free radicais diffusion process is 
controlling as it happens at industrial scale, even at low 
pressures operations (of the order of 76 mmHg). 1l1e diffusive 
limitation makes the deviations acquire local significance, and 
be highly concentrated in a very narrow region adjacent to the 
wall. Opposite to what happens with the MSSA, this type of 
distribution influence the average concentrations value slightly 
for a velocity parabolic profile reactor. Consequently, variations 
in the collision efficiency value magnitude order to ( 1 0'4 to 1 0'3 

for Cle, 10·5 to 10·4 for other free radicais) established 
significant local deviations near the wall, but they have a very 
low effect on lhe reaction producls conversions. This conclusion 
lost it validity when di!Tusion is no lhe limiting one like the case 
of laboratory reaclors because a higher velocity transport in 
radical direction equalizes the concentration gradients thus 
leading to major deviation leveis in the reactor center proximity. 
11ms, changes of magnitude order in the collision efficiency 
values havc significant effccts on the product distributions. 1l1e 
situation is more criticai when thcy are operated at low 
prcssures. Only for industrial scale the wall reactions can safely 
be neglected in most practical situations. Hence, a fcasible 
simplification, when the reactor scale increases, will be to 
disrcgard lhe heterogencous tcnnination stcp in the kinetic 
mcchanism, tlms, for ali chemical species the reactor wall is 
nonpenneable. 

Prcssnrc effccts: A controlling diffusivc regime 
attcnuates tl1e helerogencous reactions effccts on the wall 
proximilies. A prcssure increasc ( or dccrease) has an oppositc 
effcct on the diffusion proccss rate, decrcase (or increasc). 1l1cn, 
tllc influcncc of wall reactions may becomes dcpendent upon the 
prcssure, thc more if the photoreactor is operatcd at grcatly low 

or high prcssurcs. Figure 3 shows the ljl1~ ( p,Ç,) -maps for 



' laboratory and industrial photoreactors at low pressure (76 
mmHg). 

1.00 

(a) 

0.75-1 :~. ~~~'----'--~ ""'-'----~.:;_,

p 

0.50 

0.25 

(b) 
Figure 3 - Pressure effects. Deviation leveis ofthe atomic chorine 

with radial and axial photoreactor positions for: 
(a.) Laboratory scale and (b.) Industrial scale 

Clearly, when the difTusion regime is very fast (10 
times greater than in Figure 1) the wall reactions have a more 
elongated region of influence. A greater mobility of radicais 
leads to a net increase of radial fluxes which increase the 
efTectiveness of reactions on the wall and equalizes upward the 
radial gradients with the consequent increase of the deviation 
levei on all the transversal sections. For these conditions the 
consideration of nonpermeable wall is not a simplification 
reasonably acceptable. Eq.(l O) accounts to this through the 
functional relationships with a; parameter. 

For laboratory scale the reactant conversion (Ch: 3.96%, 
CH4: 3.8C%) and product concentrations (CICH3: 3.68%, 
ChCH2: 7.44%, ChCH: 10.93%, Cl4C: 11.93%.) prediction 
errors increase in relation to reference case in which the 
pressure was ten times greater. Again, for industrial scale the 
error are extremely low (C h: 0.42%, CH4: 0.31 %, and, ClClh 
0.14%, ChCH2: 0.48%, CbCH: 1.00%, Cl4C: 1.74%). TI1en, the 
consideration of nonpermeable wall is an acceptable 
simplification for industrial reactors. But, the situation 
established for laboratory reactors is difTerent even at low 
operation pressures (e. g. of the order of 76 mmHg) owing to 
less controlling difTusive regimen. 

Wall surface-to-reactor volume ratio efTects: A decrease in 
the wall surface to reactor volume ratio increases the 
characteristic time of heterogeneous reaction but also increases 
the difTusion characteristic time very much. The local deviations 
near the wall are slighter but radial profiles are more 
pronounced. TI1en, the lower wall surface-to-reactor volume 
ratio the smaller deviations is. For practical purposes, the 
consideration of nonpermeable wall could be a good 
simplification for lower reactor surface/volume ratios, i. e., for 
industúal scale reactors. 
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CONCLUSIONS 

Particularly, for the photochlorination system analyzed, 
these results confirm that the uncertainty of the knowledge of 
precise and exact values of collision efficicncies, which could be 
in the range of one or two magnitude orders, have no significant 
efTect on the prediction error of the average conversions or 
product composition in a industrial scale photo-reactor, but it 
should deserve some attention in a laboratory reactors. 

Moreover, the consideration ofnonpermeable (non reactive) 
wall reactor should be reasonable for the cases where difTusion 
is a partially controlling regime of the transport rate of the 
species such as industrial scale, or laboratory scale at normal or 
high pressures. For these cases, although significant deviations 
in the region close to the wall occurs their influence is lessened 
when average concentrations are calculating for practical 
purposes. 

Although this treatment has been applied to photo-reactor 
modeling with scale-up purposes, it is generally valid for the 
study ofheterogeneous reaction efTects in catalytic wall rcactors. 
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RESUMEN 

En esta comunicación se analizan, caracterizan y clasijican las transformaciones fluido-sólido reactivo, 
tales como: disolución de sólidos en líquidos, vaporización de sólidos en gases y reacciones heterogéneas só
lido-fluido no catalíticas. Se fonnulan las ecuaciones fundamenta/es para su modelado. 

INTRODUCCION 

Con e! término generalizado transformaciones fluido-sólido 
reactivo nos estamos refiriendo a las reacciones sólido-jluiio 
no catalíticas, a las disoluciones de sólidos en líquidos y a las 
vaporizaciones de sólidos en gases - conocidas también como 
sublimaciones. Todas ellas tienen en común los mismos proce
dimientos básicos de modelado, y en sus correspondientes pro
cesos suelen emplearse cquipos similares . Estas transformacio
nes juegan un rol importante en la lecnología de muchos proce
sos industriales , lo cual justifica cl interés que ha despertado su 
modelado por parte de numerosos investigadores, destacándose 
entre los pioneros: Shchukarev (I 896); Noyes y Whitney 
(1897) . Ejemplos de ellas se encuentran en los pr0cesos de: 
combustión de combustibles sólidos; gasificación de carbón; 
combustión de deshechos sólidos , y en muchas industrias de 
procesamiento de minerales . 

La información básica necesaria en análisis de proceso se 
obtiene mediante "experimentación" y "tratamiento cinético", 
lo cual involucra un conjunto de tareas, tales como: caracteriza
ción dei reactivo sólido y elección dei reactivo fluido; selección 
dei reactor experimental; programación y ejecución de los expe
rimentos; estima de las variables estadísticas adjuntas a los datos 
experimer.tales; selección y desarrollo de modelos , estima de 
sus coeficientes y de sus variables estadísticas adjuntas; dis-cri
minación de modelos; etc. 

De los diferentes problemas que se presentan y deben resol
verse durante el tratamiento cinético, aquí nos interesa analizar 
el que ataiíe a la selección y desarrollo de modelos para los di
ferentes casos que pueden observarse, respecto de la naluraleza 
de la transformación , dei comportamiFnto de la superficie inter
facial , y de los cambios estructurales que experimenta la partícu
la reactante. Para ello comenzaremos analizando las caracterís
ticas generales y particulares que presentan las transformaciones 
fluido-sólido reactivo, y continuaremos con la formulación de 
las ecuaciones fundamentales dei modelado. Concluiremos con 
una clasificación general de las transformaciones fluido-sólido 
reactivo, mediante la cual puede especificarse fácilmente para 
que caso es válido cada uno de los modelos que han sido desa
rrollados. 

CARACTERIZACION DE LAS TRANSFORMACIONES 
FLUIDO-SOLIDO REACTIVO 

Transformaciones por lnteracciones Físicas 

En estas transformaciones las especies químicas pasan de 
una fase a la otra sin que sus estructuras químicas se vean alte-
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radas. Como ejemplos tenemos las disoluciones de sólidos en 
líquidos y las vaporizaciones de sólidos en gases . Ambas pue
den ser formuladas como: 

A(Fl 

B(S) ~ B(F) (1 -1) 

Es común observar que estas transformaciones son reversibles ; 
que su velocidad puede ser controlada por la velocidad de 
transferencia de masa dei soluto , o por la velocidad de disocia
ción de los iones o de las moléculas sólidas; y puede ser poco 
sensible a las variaciones de la temperatura. En relación a su 
modelado cinético, debemos destacar los trabajos de: Shchuka
rev (1896); Noyes y Whitney (1897); Hixson y Crowell (1931); 
y Wilhelm et ai. (1941) . 

Transformaciones por lnteracciones Químicas 

Estas transformaciones se caracterizan porque: no todas las 
especies químicas presentes en las fases fluida y sólida conser
van sus estructuras químicas; generalmente, el calor de la 
transformación (calor de reacción) es alto, y ; no siempre son 
reversibles. Respecto de su velocidad cabe seiíalar: 1 °) puede 
ser controlada por la velocidad de transferencia de masa, o por 
la de difusión dei reactivo fluido a través de regiones sólidas po
rosas, o por la velocidad de las etapas de adsorción~reacción
desorción, o por la velocidad de formación de la interfase reac
cional ; 2°) no siempre es controlada por el cquilibrio químico , 
y; 3°) dependiendo de las etapas que la controlan, puede ser 
muy, mediana o poco sensible a las variaciones de la temperatu
ra. 

Tomando en cuenta el estado de agregación de los produc
tos formados, la presencia de reacciones homogéneas acopladas 
y el númoro de reactivos sólidos, distinguimos diferentes tipos 
de reacciones fluido-sólido reactivo . A saber: 

- i) Reacciones fluido-sólido reactivo simples 

Se caracterizan por el hecho de que las especies químicas 
participan en una única reacción química independiente. Por ej .: 

a) Reacciones con fluidificación - gasificación o licuefacción -
dei reactivo sólido 

b) Reacciones con formación simultánea de un producto sólido y 
otro fluido 
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c) Reacciones con formación de un producto sólido 

a A(F) + b B(S) i=% w w(Sw) (1-4) 

donde: a, b, q y w, son coeficientes estequiométricos. Una in
troducción ai modelado de estas reacciones, puede verse en la 
mayoría de los libros de texto que se utilizan en "Ingeniería de 
las Reacciones Químicas y Diseno de Reactores" , por ej. : Le
venspiel (1964) y (1988); Petersen (1965); Smith (1970) ; Fro
ment y Bischoff (1990); Carberry (1980); Farina et al.(1986). 
En términos específicos, el tema ha sido tratado por: Delmon 
(1969); Szekely et ai. (1976); Habashi (1980), y; Doraiswamy y 
Sharma (1984). También debemos mencionar las monografías 
de Szekely (1977) y de Gavalas (1986), y las revisiones que 
realizaron: Ramachandran y Doraiswamy (1982); Alfano y Ar
ce (1982); Sahimi et ai. (1990). 

- ii) Reacciones fluido-sólido reactivo mixtas 

Estas reacciones se realizan en dos etapas sucesivas. La se
gunda es siempre una reacción química homogénea, mientras 
que la primera puede ser: a) una disolución o vaporización dei 
reactivo sólido; b) una reacción fluido-sólido reactivo química 
simple dei tipo (l-2) o (l-3). Por ej .: 

- a) primera etapa por disolución o vaporización 

1 a etapa) 

2a etapa) 

B(s) P B(FJ 

a A<FJ + b B<Fl # q Q(Fl 

el modelado de esta transformación puede verse en Baldi y 
Specchia (1976). 

- b) primera etapa por reacción simple 

1 a etapa) a1 A<Fl + b B(s) # q1 Q<Fl 

2a etapa) a2 A(FJ + q2 Q<Fl # r R(FJ 

de acuerdo con Alfano y Arce (1982), esta transformación se 
presenta en la combustión de carbón. 

- iii) Reacciones fluido-sólido reactivo complejas 

En estas reacciones se haUan involucrados dos o más reacti
vos sólidos, y uno o más reactivos fluidos. Como ejemplo im
portante de estas reacciones tenemos la reducción de óxidos me
tálicos con carbón: 

2Me0(Sll + (l + v)C(S2J # 2Me(SW) + 2vCO(GJ + (1 - v)C02(GJ 

donde: Me es un metal. Aunque aparentemente esta ecuación 
indica que se trata de una reacción sólido-sólido, el mecanismo 
actual pasa a través de intermediarias gaseosos: 

MeO<s11 + co<GJ <=t Me<sw1 + COz<G> 

co2<G> + c <sz1 # 2 co<G> 

El modelado de estas reacciones ha sido tratado por Szekely et 
ai. (1976). 

CARACTERISTICAS GENERALES OE LAS REACCIO
NES FLUIDO-SOLIDO REACTIVO 

Las reacciones homogéneas se nos presentan con una imagen 
relativamente clara, según la cual la reacción se inicia cuando 
las especies químicas reaccionantes se encuentran en un punto 
dei espacio con la orientación adecuada. Si las condiciones de 
reacción son apropiadas, entonces una cierta proporción de estos 
eventos reactivos dará como resultado nuevas especies químicas, 
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a las que Uamaremos productos. La velocidad de estas reaccio
nes es determinada por la composición de la mezcla reaccionan
te, la temperatura, y la presión. 

En cambio, las reacciones fluido-sólido reactivo presentan 
una situación completamente distinta, ya que ai ser sólido uno 
de los reactivos entonces necesariamente la reacción debe tener 
lugar en la zona de su superficie que se halla en contacto con el 
reactivo fluido, a la que denominaremos superjicie interfacial. 
A esta zona debe arribar el reactivo fluido, producirse la reac
ción y desde allí deben emigrar los productos fluidos . 

Se ha observado experimentalmente que no todas las superfi
cies interfaciales de los sólidos reactivos se comportan dei mis
mo modo. En algunos sólidos lo hacen como si, desde e! mo
mento que los reactantes se ponen en contacto, toda la superfi
cie interfacial tuviera un grado de reactividad independiente dei 
tiempo y de las coordenadas de la superficie. Es decir que se 
comportan como si la superficie interfacial fuera uniformemente 
reactiva . A las reacciones fluido-sólido reactivo que exhiben es
te comportamiento las denominaremos transformaciones por 
ataque uniforme . 

En otros reactivos sólidos se ha observado que la superficie 
interfacial no es uniformemente reactiva , sino que su grado de 
reactividad es función dei tiempo y/o de las coordenadas de la 
superficie. Es decir que dentro de la zona que ocupa la superfi
cie interfacial debemos distinguir una subzona, a la que denomi
naremos interfase reaccional, donde tiene lugar la reacción. En 
estas transformaciones, la formación de la interfase reaccional 
no es instantánea, sino que se forma luego que ha transcurrido 
un cierto tiempo de contacto entre los reactantes, denominado 
periodo de latencia o de incubación, o tiempo de inducción. A 
las reacciones fluido-sólido reactivo que se comportan de este 
modo las denominaremos transformaciones con reactividad 
no uniforme. En algunos casos se ha observado que la superfi
cie interfacial presenta diferentes grados de reactividad , siendo 
los puntos de mayor reactividad donde inicia su ataque el reac
tivo fluido . Algunos autores, por ej. Boldyrev et ai. (1979), de
nominan a esta clase de reacciones topoquímicas o autolocaliza
das . En otros casos, se ha observado que la superficie interfa
cial inicial se halla parcial o totalmente desactivada, o bien en 
ella se encuentran adsorbidas especies químicas diferentes de 
las dei reactivo fluido. Estos casos , como ha sido seiíalado por 
Shieh y Lee (1992), se caracterizan por e! hecho de que la in
terfase reaccional se forma a medida que la superficie interfacial 
se activa o se eliminan las impurezas adsorbidas. 

E! cambio que experimenta una partícula esférica no porosa 
que se transforma por ataque unifonne y otra que lo hace si
guiendo un comportamiento topoquímico, puede verse en las 
Figs . 1-1 y 1-2, respectivamente. 

o o o 
t:O t>O t»O 

Figura 1-l. Transformación por ataque uniforme. 

o o o 
t :o t: ti t >ti 

Figura 1-2. Transformación por ataque no uniforme de tipo au
tolocalizada . 

Además de los comportamientos diferentes que puede exhi-



bir la superficie interfacial, también debemos mencionar los 
cambios estructurales que experimenta la partícula reactante -
como por ej . , los que se muestran en las Figs. 1-3 y 1-4. Estos 
cambios tienen incidencia directa sobre el régimen de velocidad 
que gobiema la reacción, y a través de ellos pueden ocurrir va
riaciones graduales de regímenes o pueden dar lugar a la apari
ción de regímenes metaestables. La naturaleza de estos cambios 
depende de las especies químicas reactantes, de la formación o 
no de productos sólidos que permanezcan adheridos a la partícu
la reactante, y de diversos factores, como por ej .: la presión, 
la temperatura y la concentración dei reactivo fluido; el grado 
de pureza dei reactivo sólido, su porosidad, los tratamientos fí
sicos y químicos a los que fue sometido previamente; etc. 

t=O t) o 

Figura 1-3. Partícula reactante no porosa que da un producto 
sólido no poroso que permanece adherido a la partícula . 

t =o t) o 

Figura 1-4. Partícula reactante porosa que da un producto flui
do y otro sólido poroso que permanece adherido a la partícula. 

ETAPAS JNVOLUCRADAS EN LAS REACCIONES 
FLUIDO-SOLIDO REACTIVO 

En la Fig. 1-5 presentamos un esquema de las etapas de 
transporte y de reacción química involucradas en una reacción 
fluido sólido-reactivo, de tipo generalizada. Este esquema está 
basado sobre los que se utilizan tradicionalmente en el estudio 
de reacciones heterogéneas sólido-fluido catalíticas- ver por ej. : 
Levenspiel (1962), Froment y Bischoff (1990) y Szekely et al. 
(1976) . Se diferencia de éstos en que aquí hacemos una distin
ción entre las etapas involucradas en la fase fluida de las que lo 
están en las fases sólidas, y de las que lo están en la interfase. 
También presentamos a la fonnación de la interfase reaccional 
como una de las posibles etapas controlantes de la velocidad ini
cial de la transformación, hecho que ha sido observado experi
mentalmente en numerosas transformaciones fluido-sólido reac
tivo; y se indica expresamente la participación activa de la inter
fase reaccional en las etapas secuenciales adsorción-reacción
desorción, a través de las cuales pueden justificarse cambios de 
mecanismos cinéticos que han sido observados en muchas reac
ciones heterogéneas, cuyo sólido reactivo ha sido sometido pre
viamente a diferentes tratamientos físicos y/o químicos. 
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Etapas involucradas en 
la fase fluida 

Etapa (A.O) 
Reactivo fluido 

Difusión a través de la 
capa límite que rodea a 
la partícula reactante 

Etapa (A.1) 
Reactivo fluido 

Difusión a través de 
estructuras sólidas 

porosas o poco porosas 

Etapas involucradas 
en la fase sólida 

Etapa (8.1) 
Reactivo sólido 

Formación de la 
interfase reaccional 

Etapas involucradas en la 
interfase reaccional 

Etapa CAB.2) 
Adsorción del reactivo 

Etapa (AB.3) 
Reacción química interfacial 

Etapa (AB.4) 
Desorción del producto 

Etapa (A.5) 
Producto fluido 

Difusión a través de 
estructuras sólidas 

porosas o poco porosas 

Etapa (A.6) 
Producto fluido 

Difusión a través de la 
capa límite que rodea a 
la partícula reactante 

Etapa (B.S) 
Producto sólido 

Formación 

Figura 1-5 . Etapas involucradas en las reacciones fluido-sólido 
reactivo. 

ECUACIONES FUNDAMENTALES 

Consideremos e! caso de una 
partícula sólida que se halla en 
contacto con un fluido - como por 
ej. e! de la figura adjunta -. Si am
bos se encuentran en condiciones 
de no equilíbrio termodinámico, 
entonces la variación que experi
menta la masa de la partícula, de
bida a la interacción fisicoquímica 
mutua, puede ser expresada como 

ctlp I - = (-n.nF> dS =- nFn 
dt 0 

r. 
-part!cula 

fluido l 
(1-5) 

donde: MP y n, son la masa y la superficie externa de la partícu
la, respectivamente; t, tiempo; n, vector normal a O; Of , vec
tor densidad de flujo de masa total de las especies químicas flui
das; nf, flujo másico medio total de las especies químicas flui
das , evaluado en O y calculado como 



nF=:&n;=~J 
i=1 n n 

I 
:& (-n.n;) dS 

i=1 

sujeto a la siguiente restricción: 

(1-6) 

(HG1) "en n no hay acumulación de materia de las especies 
químicas fluidas. • 

Muchos de los modelos que han sido desarrollados para in
terpretar los cambias que tienen lugar en las transformaciones 
fluido-sólido reactivo, se basan, implícita o explícitamente, so
bre Ia ecuación de balance de masa macroscópico (1-5). En esta 
ecuación no se contemplan otros fenómenos que también pueden 
modificar la masa de la partícula, los cuales se explicitan en la 
siguiente hipótesis : 

(HG2) "la variación de la masa de la partícula reactante se de
be únicamente a la interacción .fisicoquímica que experimenta 
con el fluido que la rodea, quedando excluidos los fenómenos 
de disgregación o rotura de la partícula, y de aglomeración o 
sinterización con otras partículas. " 

La formulación de nF en función de los flujos másicos de las 
especies químicas fluidas, n;, se basa sobre las ecuaciones este
quiométricas de cada transformación , tal como veremos a conti
nuación. 

Caso 1: Transformaciones por lnteracciones F~icas 

De la ec .(1-1), tomando cn cuenta que la única especie quími
ca fluida que puede difundir desde n hacia la fase fluida - y 
viceversa - es el soluto B, obtenemos 

nF = ns = ms Ns 

cuya sustitución en la ec .(J-5) nos da 

dMp 
- = - lllsNsO 
dt 

(1 -7) 

(1-8) 

o bien , en función de la masa dei sólido reactivo B, 

dM 
dt = - l1ls NsO ( 1-9) 

donde: H, es la masa de reactivo sólido B asociada a Ia partícula 
reactante; ms. peso molecular de B; n8 y N8 , son el flujo mási
co media y el flujo molar media dei soluto, respectivamente, 
evaluados en n. 

La (1-9) es la ecuación fundamental dei modelado de trans
formaciones fluido-sólido reactivo por interacciones físicas que 
satisfacen la hipótesis (HG2). Es considerada fundamental por el 
hecho de que ha sido deducida independientemente de las carac
terísticas estructurales de la partícula, de la naturaleza de Ia in
terfase reaccional y de los mecanismos cinéticas involucrados . 
Esta ecuación puede emplearse tanto en el modelado de partí
culas reactantes formadas por un reactivo sólido puro, como así 
también en el modelado de partículas constituídas por un sólido 
inerte poroso no disgregable, cuyos poros se hallan ocupados 
total o parcialmente por un único reactivo sólido 8. El flujo mo
lar medio N8 es calculado comúnmente mediante la "ley de la 
transferencia de masa de Newton": 

Ns = kc<Cso - Ca) (1-10) 

donde: k0 , es el coeficiente de transferencia de masa; C80, con
centración molar dei soluto evaluada en n; c8 , concentración 
molar dei soluto en el seno de la fase fluida 

En los casos de disoluciones o vaporizaciones de partículas 
no porosas, para evaluar C80 suele adoptarse frecuentemente el 
criterio que utilizaron Noyes y Whitney (1897) , generalizado 
posteriormente por Bird y col. (1964). Este criterio consiste en 
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suponer que c80 es igual ai valor que tiene la concentración de 
saturación dei soluto B en el solvente A, cuando se trata de diso
luciones de sólidos en líquidos; y C80 = Pv/R T, en los casos de 
vaporizaciones, donde Pv es la presión de vapor dei sólido B. 
Para el tratamiento de ambos casos adoptaremos C8o = Cs*, y 

Ns = kc<Cs* - Cs) (1-11) 

La ec.(1-11) con C8* constante, ha sido empleada en nume
rosas investigaciones relativas a la disolución y a la vaporización 
de sólidos no porosos , pero debe tenerse en mente que es válida 
sólo cuando la formación de C8* resulte instantánea, e indepen
diente de las coordenadas internas de n. 

Caso 2: Reacciones Químicas Simples 

Para formular nF nos basamos sobre las reacciones (1-2) y 
(1-3), en las que observamos que hay sólo dos especies químicas 
fluidas : el reactivo A y e1 producto Q. Por lo tanto, 

nF = nA + I"Q (1-12) 

Para vincular nA y I"Q con la velocidad de la reacción, debe
mos tomar en cuenta, en primer lugar, que las ecs .(l-2) y (1-3) 
deben satisfacer la siguiente restricción 

w 
:& III;V;=O 

i=A 
(1-13) 

y, en segundo lugar debemos formular la hipótesis (HG1), la 
cual más que una hipótesis es una restricción impuesta por el 
principio de conservación de la masa dei sistema. Esta restric
ción puede expresarse aproximadamente como : 

n; n = v; m; rs O. (1-14) 

donde: 111;, es el peso molecular de la i-ésima especie química; v;, 
coeficiente estequiométrico (v; > O, para los productos; y v; < 

O, para los reactivos); n., interfase reaccional; rs, velocidad de 
reacción química heterogénea, específica media por unidad de 
interfase reaccional. 

La ec.(1-14) es exacta si y solo si la partícula reactante no es 
porosa , y resulta una buena aproximación cuando la partícula 
reactante es porosa, las especies químicas fluidas son gaseosas 
y en el interior de los poros no hay reacciones homogéneas . 
También debemos hacer notar que a través de esta ecuación 
quedan diferenciados los roles que juegan Ia superficie externa 
de la partícula, n, y la interfase reaccional, O., y deberíamos es
perar que ambas resulten iguales sólo en algunos casos particu
lares, como por ej. : partícula no porosa , constituída por un reac
tivo sólido puro que se transforma por ataque uniforme en una 
reacción dei tipo (1-2) . 

Multiplicando la ec .(l-12) por n, y teniendo presente lares
tricción (1-14), nos da 

nF n = (q 111s - a mA) rs O. (1-15) 

y aplicando la restricción (1-13) a la ec .(1 -2), obtenemos 

q l1lc.! - a mA = b l1ls 

cuya combinación con las ecs .(1-5) y (1-15) nos da 

dMP - = - b ms rs Dr 
dt 

(1-16) 

o bien , en función de la masa de reactivo sólido 8 asociada a la 
partícula, 

dM 

dt 
b ms rs Dr (1-17) 

En cambio , ai aplicar la restricción (l -13) a la ec .(1-3), 
obtenemos 



q IIIQ - a mA = b mu - w mw 
cuya combinación con las ecs.(l-5) y (1-15) nos da 

cttp - = cw mw - b mu> rs n, C1-18> 
dt 

Finalmente, combinando la ec. ( l-18) con las relaciones de 
vínculo siguientes 

Mp=M+Mw (1-19) 

M0 
- M Mw - Mw" 

bmu wmw 
(1-20) 

obtenemos nuevamente la ec .(l -17), y además la siguiente ecua
ción de balance de masa para el producto sólido 

dMw - = w mw r 5 n, 
dt 

(1-21) 

donde: M y Mw, son las masas dei reactivo sólido B y dei pro
dueto sólido W, asociadas a la partícula reactante. 

Como bien podemos apreciar, el modelado de reacciones dei 
tipo (1-3), puede basarse sobre la ec.(l-17) o la (1-21}. Aquí 
adoptaremos la ( 1-17), y la consideraremos ecuación fundamen
tal ya que también ha sido obtenida independientemente de los 
cambios estructurales de la partícula, de la naturaleza de su in
terfase reaccional y de los mecanismos cinéticas involucrados en 
rs. 

Si en una reacción se halla involucrada la Etapa (A.O), en
tonces NA y rs quedan vinculados entre sí a través de la (1-14), 

C 1-ZC) 

con NA calculado por una ecuación similar a la (1-10) 

(1-23) 

donde: CA11 y NA , son la concentración molar y el flujo molar 
medio dei reactivo fluido A, respectivamente , evaluados en O; 

CA , concentración molar dei reactivo fluido A en el seno de la 
fase fluida . 

Ecuaciones Fundamentales en Función dei Grado de 
Transformación dei Reactivo Sólido 

Por definición dei grado de transformación dei reactivo só
lido, 

X = W - M 

Mo 
(1- 24) 

y combinación con las ecs. ( 1-9) y ( 1-17) obtenemos las siguientes 
ecuaciones fundamentales: 

- para disoluciones y vaporizaciones de sólidos 

dX mu Ns n 

dt w 
- para reacciones fluido-sólido reactivo 

dX b lllu rs O, 

dt M0 

(1-25) 

(1-26) 

Ambas ecuaciones fundamentales contienen implícitamente 
adjuntas las hipótesis (HG1) y (HG2) . 

ASPECTOS GENERALES DEL MODELADO DE LAS 
TRANSFORMACIONES FLUIDO-SOLIDO REACTIVO 

AI analizar los diferentes criterios que se han utilizado en el 
modelado de las transformaciones fluido-sólido reactivo, se con
cluye que el modelado de las disoluciones y vaporizaciones de 
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sólidos se basa sobre la ec.(l-25), mientras que el de las n:ac
ciones fluido-sólido reactivo sobre la ec.(l -26); y, en esencia, 
el problema de modelado consiste en resolver estas ecuaciones 
combinadas con: modelos de N8, NA, rs, n y O,; ecuaciones 
de continuidad de Ias especies químicas fluidas; y relaciones de 
vínculo, respetando restricciones propias para cada sistema. 
También se observa que en la mayoría de Ias publicaciones se 
ha utilizado la siguiente hipótesis: 

(HG4) "/a transformación se realiza a temperatura constante" 

Si bien es cierto que la adopción de esta hipótesis reduce consi
derablemente e! grado de dificultad que suele presentar el mode
lado de las transformaciones fluido-sólido reactivo , debe tenerse 
presente que su cumplimiento depende de diversos factores , cu
yos efectos deberían ser analizados cuidadosamente. 

En relación a los modelos de r8 , cabe decir que en muchos 
casos se han utilizado los mismos que se emplean en el trata
miento cinético de reacciones homogéneas, siendo de uso fre
cuente el modelo dei tipo ley de la potencia: 

(1-27) 

siendo k el coeficiente cinético; C As la concentración molar de A 
evaluada en n,, y n e! orden de reacción con respecto de A. 

Con menor frecuencia se han empleado modelos dei tipo 
Langmuir-Hinshelwood-Hougen-Watson, siendo e! más común 

k CAa 
rs = ----

+ k, CAs 
(1-28) 

AI respecto , cabe destacar que Hougen y Watson (1962) , ai re
ferirse a las reacciones sólido-gas no catalíticas, sugieren para 
su tratamiento utilizar modelos similares a los que se emplean en 
la catálisis heterogénea sólido-gas. Szekely et ai. (1976), rea
firman esta sugerencia. También es importante seiíalar aquí los 
modelos desarrollados por Habashi (1965) y (1980) , sobre la ba
se de la teoria electroquímica de la corrosión. 

El conjunto de relaciones de vínculo está constituído, gene
ralmente, por: ecuaciones fenomenológicas que vinculan a los 
coeficientes de transporte, de transferencia y cinéticas con las 
variables dei proceso; ecuaciones de estado. La formulación de 
restricciones se realiza tomando en cuenta las ecuaciones este
quiométricas de la transformación y el tipo de contactar en el 
que tiene lugar la transformación . 

EI modelado de n depende principalmente de la forma de la 
partícula, de la rugosidad de su superficie, dei tipo de ataque 
que experimenta, y de la formación o no de un producto sólido 
que permanezca adherido a ella . En cambio, e! modelado de n, 
requiere que se modele primero la superficie interfacial , O~o pa
ra lo cual deben tomarse en cuenta las características estructura
les iniciales de la partícula reactante, los cambios que experi
menta durante la transformación , y el régimen que gobierna la 
velocidad de la transformación. En el modelado de n, interesa 
conocer el tipo de ataque que experimenta la superficie interfa
cial, por parte dei reactivo fluido . Unicamente en los casos de 
transformaciones por ataque uniforme, podemos esperar que n, 
resulte igual a 01• Analizando los procedimientos de modelado 
de n, de 01 y de n,, es posible especificar para que caso es válido 
cada uno de los métodos que han sido desarrollados para mode
lar a las transformaciones fluido-sólido reactivo . 

CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES 
FLUIDO-SOLIDO REACTIVO 

A modo de conclusión de este trabajo, presentamos una cla
sificación de las transformaciones fluido-sólido reactivo , en la 
cual hemos tomado en cuenta la estructura inicial de la partícula 
reactante y los cambias que experimenta durante la transforma-

~- ·---.__.... 



ción, y la naturaleza de la superficie interfacial: 

- Transformaciones I, cuyas características más importantes 
son: la) partícula reactante no porosa, formada por un reactivo 
sólido puro; lb) superficie interfacial uniformemente reactiva y 
coincidente con la superficie externa de la partícula reactante; 
Ic) no hay formación de productos sólidos que queden adheridos 
a la partícula; ld) la transformación se inicia en el mismo mo
mento que los reactivos sólido y fluido se ponen en contacto. 

- Transformaciones 11, muestran las siguientes características: 
lia) la partícula reactante presenta, inicialmente o durante la 
transformación, una o más regiones sólidas porosas; llb) la su
perficie interfacial es uniformemente reactiva; II c) la trans for
mación se inicia en el mismo momento que se ponen en contacto 
los reactivos sólido y fluido. 

- Transformaciones III, son caracterizadas por: llla) una par
tícula reactante no porosa, formada por un reactivo sólido puro; 
Illb) no hay formación de productos sólidos que permanezcan 
adheridos a la partícula; JIIc) una superficie interfacial coinci
dente con la superficie externa de la partícula reactante; IIId) la 
velocidad de formación de la interfase reaccional es la que con
trola la velocidad inicial de la transformación . 

- Transformaciones IV, se caracterizan porque: IVa) la partí
cula reactante presenta, inicialmente o durante la transforma
ción, una o más regiones sólidas porosas; IVb) la formación de 
la interfase reaccional es la que controla la velocidad inicial de 
la transformación . 

Las principales diferencias que ellas presentan se sintetizan 
en la Tabla 1-1. 

Tabla 1-1. Clasificación de las transformaciones fluido-sólido 
reactivo. 

Partícula Clase I 

de 
Porosidad: Ataque: es Transformación I 

es E > 0? uniforme? 
I 

no si Transformación I 
si si Transformación II 
no no Transformación III 
si no Transformación IV 
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ABSTRACT 

Paying homage to the one hundred years of the publications 
about the solid disolution models of Shchukarev (1896) and 
Noyes and Whitney (1897), a serie of works are presented by 
the authors . 

Differents models which have been developed in order to 
interpret the changes occurring in fluid-solid reactive process, 
such as solid disolution and sublimation, and non-catalytic solid
fluid reactions, are considered. 

ln this first paper, thc fluid-solid reactive process is 
characterized and classified according to the initial structure of 
de reactant particle, its evolution along with the time and the 
nature of the reactional interphase. Also, the basic modeling 
cquations based on a heterogeneous criteria are developed . 
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RESUMEN 

Se analiza el modelado de partículas reactantes que se transforman por ataque uniforme, correspondien
" ' tesa los casos de partículas no porosas sinformación de productos sólidos- Transformaciones 1-, y de partí

culas porosas o no porosas con o sinformación de productos sólidos porosos- Transformaciones 11. 

INTRODUCCION 

Aquí analizaremos el modelado de transformaciones fluido 
sólido reactivo, cuyas caracterizaciones, ecuaciones fundamenta
les dei modelado, y clasificación fueron dadas previamente por 
Quiroga et ai. (1996). Trataremos e! modelado de las Trans
formaciones I y II, las cuales tienen en común una superficie in
terfacial uniformemente reactiva, y se diferencian por las carac
terísticas estructurales que presenta la partícula reactante. Las 
ecs.(1-1) , (1-2), (1-3), etc., y las Figuras 1-1, 1-2, 1-3, etc., 
corresponden a las presentadas en Quiroga et ai. (1996). 

MODELADO DE TRANSFORMACIONES I 

Las hipótesis para el modelado de las Transformaciones I 
son las siguientes: 

(H Gil) "reactivo sólido puro, no poroso, sinformación de pro
duetos sólidos adheridos a la partícula"; 

(HGI2) "la transformación se inicia e.'l e/ mismo momento que 
los reactivos sólido y fluido se ponen en contacto, siendo la su
perficie interfacial, 01, coincidente con la superficie externa de 
la partícula reactante, n , y uniformemente reactiva, con un 
grado de reactividad independiente de/ tiempo y de las coorde
nadas de C". 

(HGI3) "en las disoluciones y vaporizaciones de sólidos, debe 
cumplirse en todo momento: C80 = C8*" . 

El cambio que experimenta una partícula reactante esférica 
que satisface las hipótesis (HGIJ) y (HGI2) se muestra en la 
Fig. 2-1. De las hipótesis (HGII) a (Hdl2) inferimos que para 
una reacción dei tipo (1-2) debe cumplirse que: CA, = CA0; c0, 

= c00 ; y n = n, = n~> siendo n, la interfase reaccional. 

o o o 
t: o t>O t»O 

Figura 2-1 . Cambias que se observan en una partícula esférica 
que experimenta una Transformación I. 

Regímenes de Velocidad 

En las Transformaciones I sólo pueden estar involucradas las 
Etapas (A .O), (AB.2) a (AB.4) y (A .6) - ver Fig . 1-5 -, siendo 
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sus velocidades , individuales o combinadas, las que gobieman la 
velocidad de la transformación. A través de ellas pueden presen
tarse los siguientes regímenes de velocidad: 

- Régimen 1-1 o régimen de control químico: la velocidad de 
la transformación es controlada por la velocidad combinada de 
las Etapas (AB.2) a (AB.4). Para una reacción dei tipo (1-2), se 
tiene que: CAs = CA y Co, = Co . 

- Régimen 1-2 o régimen de control por transferencia de ma
sa: la velocidad de la transformación es controlada por la velo
cidad de la Etapa (A. O) o de la (A .6) . Este régimen se presenta 
en algunas disoluciones y vaporizaciones de sólidos . Cuando se 
presenta en reacciones dei tipo (1-2), se tiene que: CAs = O, si la 
reacción es irreversible; CAs y c0, son iguales a sus respectivos 
valores de equilibrio, si la reacción es reversible. 

- Régimen 1-3 o régimen de control mi:xto: la velocidad com
binada de las Etapas (AB.2) a (AB.4) sondei mismo orden de 
magnitud que las velocidades de las Etapas (A. O) y (A. 6). Para 
una reacción dei tipo (1-2), CAs y c 0, deben calcularse como 

(2-1a,b) 

Modelado de la SuperfJCie Externa 

La extensión de la superficie externa de una partícula reac
tante depende de su volumen, de su figura y de la rugosidad de 
su superficie, los cuales cambian en el curso de la transforma
ción. A cada figura o forma le corresponde un modelo de su
perficie externa, y dada la diversidad de formas que pueden 
presentar las partículas, deberíamos esperar infinitos modelos 
para n. SegÚn la forma que presente la partícula reactante y la 
rugosidad de su superficie, el modelado de n puede resultar sen
cillo, o con una mediana o alta complejidad . Resulta sencillo 
cuando la partícula presenta una superficie lisa y su forma es 
similar a alguna de las que se muestran en la Fig. 2-2, pudiendo 
entales casos, calcularse V y n como 

v = CTv e b c 
(2-2a,b) 

0 = CTo<f b + e C + b C) 

donde : V es el volumen de la partícula, y f, b y c sus longitu
des características (largo, ancho, alto, diámetro); CTv y 110 , coefi
cientes de forma respecto de V y de n, respectivamente. 
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Figura 2-2. Partículas reactantes con formas modelables. 

- a) Caso de partículas que se transforman manteniendo su 
forma inicial: ay = tlyo y a0 = a0 o 

En este caso es válido suponer que todas las caras de la par
tícula se desplazan a igual velocidad, y por consiguiente cada 
una de ellas se habrá desplaza.do una longitud q desde el momen
to que se inició la transformación . Es decir 

e = e· - 2q; b = b0 
- 2q; c = c• - 2q (2-3a,b,c) 

Si elegimos e• como la menor de las longitudes características 
iniciales de la partícula, y definimos 

f = 2qtf• B = e•tb• C = e•tc• (2-4a,b,c) 

(con: O < B ~ 1; O < C ~ 1) 
entonces ai hacer las sustituciones correspondientes, obtenemos 

V= V0 [1 - (1 + B + C)f + (B +C+ BC)f2- BCf3J (2-5) 

[ 
2(8 + C + BC) 3BC ] 

n = n• 1 - t + f2 
1 + B + C 1 + B + C 

(2-6) 

con 

dV 

df 

e· n 
(2-7) 

2 

siendo la (2-7) una propiedad de las partículas que se transfor
man manteniendo su forma inicial. Las ecs.(2-5) y (2-6) son 
funciones continuas de f, a través de la cual se hallan acopladas, 
y dependen únicamente de los coeficientes geométricos B y C, 

cuyos valores están acatados entre O y I. Para relacionar f con 
X, utilizamos la ec .(l-24), la relación de vinculo M = r V, y 
suponiendo que la densidad dei reactivo sólido, r. se mantiene 
constante, obtenemos 

v = v• C1 - x > (2-8) 

cuya combinación con la ec .(2-5) nos da 

BCf3 - (B + C + BC)f2 + (1 + B + C)f = X (2-9) 

Para calcular n en función de X, debe resolverse la ec.(2-9) 
en f, y sustituir su valor en la ec.(2-6). 

- b) Partículas conFormas 012 

Puede demostrarse que si los valores de los coeficientes B y 
C resultan, simultánea o indistintamente, iguales a I ó tendientes 
asintóticamente a O, entonces las ecs.(2-5) y (2-6) se reducen a 

V = V 0 (1 - f)O+ml 

n = n•(1 - f>m 

(2-10) 

(2-11) 

de las cuales, teniendo presente la ec.(2-8) , obtenemos 

O = n• (1 - X)m!O +ml (2-12) 

con: m = B + C. La ec.(2-12) es exacta únicamente para partí-
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cuJas esféricas (B = C = 1; m = 2). Resulta una muy buena 
aproximación cuando los efectos de borde son despreciables , 
por ej.: a) cilindros alargados- agujas- (B = 1; C -+ O; m = 1); 
b) discos y placas planas (B -+ O; C -+ O; m = 0) . A los efectos 
de poder identificar fácilmente las partículas que presentan al
guna de estas figuras, las denominaremos Partículas con For
mas 012, y tendremos en mente la siguiente igualdad: e • 
n• tv• = 2( 1 + m). Cuando estas partículas se transforman por 
ataque uniforme, admiten el siguiente cambio de variable, el 
cual facilita su tratamiento matemático, 

uO +m) = 1 - X (2-13) 

cuya derivada con respecto de t y combinación con la ec.(2-12) 
nos da 

du dX 
(1 + m) um- = -

dt élt 
(2-14a,b) 

n = n• um 

con u = C 1 - f> = fI e • . 
- c) Partículas que no mantienen su forma inicial 

En el tratamiento de estos casos se ha utilizado tradicional
mente el siguiente modelo 

n = n•e1 - x>r (2-15) 

con p estimado de datos experimentales, siendo sus valores es
perados: 

a) transformaciones homotécticas, de acuerdo con Delmon 
(1969) : p = 2/3. 

b) partículas isométricas : p -+ 2!3, entendiéndose como tales 
aquellas cuya figura puede contener interiormente una esfera 
tangente a todas sus caras - N úiíez y Spiell ( 1985). 

c) elipsoides de revolución: 2/3 > p > 1/2 . 

d) elipsoides aplanados: 1/2 > p > O. 

Modelado de Transformaciones I a 118 ll rs Constantes 

Para modelar Transformaciones I a N8 y a r 5 constantes, sólo 
se requiere combinar las ecs.(1-25) y (1-26) con la (2-12) o la 
(2-15), e integrarias. Por ej., para el caso de Partículas con 
Formas O 12, obtenemos 

dX - = (1 + m)(1 - X)ml( l+m) 
d'T 

(2-16) 

en la que el tiempo adimensional .,. es definido como : 

.,. = 2 m8 N8 t 2 b ms rs t 
(2-17a,b) .,. = 

r e· r e· 
debiendo emplearse la ec.(2-17a) para disoluciones o vaporiza
ciones de sólidos, y la (2-17b) para reacciones fluido-sólido 
reactivo. Combinando ahora la ec.(2-16) con las ecs.(2-13) y 
(2-14a,b), obtenemos 

du 
- = - 1 (2-18) 
d'T 

cuya integración, sujeta a u = 1 en .,. = O, nos da 

U = 1 - 'T = ( 1 - X) 11(1 + ml (2-19) 

y su representación gráfica se muestra en la Fig. 2-3. Esta 
ecuación con m = 2, ha sido denominada, por Wilhelm et ai. 
(1941), como: "ley de la raíz cúbica de Hixson y Crowell". La 
combinación de las ecs. (1-25) y (1-26) con la (2-15), y poste
rior integración, nos da como resultado una ecuación similar a 



la (2-19), debiendo sustituirse 1 I ( 1 + m) por ( 1 - p) . El mode
lado de Transformaciones I con N8 y rs en función de X, puede 
verse en Quiroga et ai. (1994) . 

M 

0.1 

o,, 

0.2 0.4 0.6 

Curou: 
1l • =o 
il • = I 
3l • = 2 

0.8 t 1 

Figura 2-3. Representación gráfica de la ec.(2-19) . 

MODELADO DE TRANSFORMACIONES 11 

Caracterización y Clasificación 

Las Transformaciones II se caracterizan por el hecho de que 
la partícula reactante presenta , ai comienzo o durante la trans
formación, una o más regiones sólidas porosas; la superficie in
terfacial es uniformemente reactiva . Tomando en cuenta la po
rosidad inicial de la partícula reactante, f o, la formación o no 
de productos porosos que permanezcan adheridos a la partícula, 
pueden clasificarse entres grupos . A saber: 

- Transformaciones 11-A: partículas con f
0 > O, y no hay 

formación de productos sólidos - disolución y vaporización de 
sólidos (1-1), y reacción de tipo (1-2) . 

- Transformaciones 11-8: a) reacciones de partículas con f
0 

-+ 

O, y formación de un producto fluido y otro sólido poroso que 
permanece adherido a ella; b) disoluciones o reacciones de un 
sólido 8 puro que ocupa totalmente la estructura porosa de un 
sólido inerte no disgregable. 

- Transformaciones 11-C: a) reacciones de partículas con E
0 > 

O, y formación de un producto fluido y otro sólido poroso que 
,permanece adherido a la partícula; b) disoluciones o reacciones 
de un sólido 8 puro que se halla depositado sobre la superficie 
interna de un sólido inerte poroso no disgregable. 

Regímenes de Velocidad 

En términos generales, los regímenes de velocidad que pue
den presentarse en las Transformaciones II, son los siguientes: 

- régimen 11-1 o régimen de control químico: la velocidad de 
la transformación es controlada por la velocidad combinada de 
las Etapas (AB. 2) a (AB. 4) (ver Fig . 1-5). 

- régimen 11-2: las velocidades de las Etapas (AB.2) a (AB.4) 
son dei mismo orden de magnitud que las de las Etapas (A . l) y 
(A.5). 

- régimen 11-3: las velocidades de las Etapas (A.O), (A.l), 
(AB.2) a (AB.4), (A.5) y (A.6), son todas dei mismo orden de 
magnitud. 

- régimen 11-4 o régimen de control por transferencia de ma
sa: la velocidad de la transformación es controlada por las velo
cidades de las Etapas (A. O) y (A .6). 

Hioótesis de Modelado 

Entre principales hipótesis que han sido adoptadas en e! mo
delado de las Transformaciones 11, debemos mencionar la 
(HG3), y 
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(HGIJ 1) "la transformación se inicia en el mismo momento que 
los reactivos sólido y fluido se ponen en contacto, siendo la su
perficie interjaciai uniformemente reactiva, n1 n,, con un 
grado de reactividad independiente dei tiempo" 

(HGII2) "la estructura de la partícula reactante es continua, 
tanto en las fases sólida como en los poros". 

Transformaciones II-A en Ré&imen 11-1 

Las características principales que se observan en las Trans
formaciones II-A que proceden en Régimen 11-1, son: el volu
men de la partícula reactante varía muy poco, pudiendo supo
nerse que es aproximadamente igual ai inicial; cambian la den
sidad, fp, y la porosidad, f, de la partícula, la cual desaparece 
cuando X = 1. Entre los principales métodos de modelado que 
han sido propuestos para estos casos, debemos mencionar ai de 
Petersen (1957), y ai de 8hatia y Perlmutter (1980) y Gavalas 
( 1980) . Estos métodos se caracterizan por la simplicidad con 
que pueden formularse n1 y f ; y se basan, implícita o explícita
mente, sobre las hipótesis (HG3), (HGIIl) y (HGII2), y, 

(HIIA1) "los poros están interconectados entre si, se asemejan 
a cilindros alargados y su número permanece constante, siendo 
la superjicie poral igual a n1" . 

Estos métodos tienen en común: 

1 °) E y X están vinculados por 
1 - f 

1 - X = -- (2-20) 
1 • E0 

2°) para t > O, el radio dei poro es: r = ro + q 

3°) la hipótesis de poros cilíndricos largos, permite inferir que 
mantienen aproximadamente su forma inicial, y por lo tanto : 

(2-21) 

de la que resulta, teniendo presente (HIIA1), 

df n1 
(2-22) 

dq vo 

donde: VP y Op, son el volumen y la superficie dei poro. 

4°) El modelado , para reacciones dei tipo (1-2), está basado 
sobre la ec.(1-26), la que ai ser combinada con la derivada de f 

con respecto de t, nos da 

dq b ms rs 

dt 

cuya integración sujeta a q 
constante, nos da 

b m8 r5 t 
q=---

(2-23) 

O en t O, para el caso de rs 

(2-24) 

-a) Modelo de Petersen: "poros interconectados ai azar" 

Para una reacción a r5 constante, siguiendo el procedimiento 
de Petersen (1957), obtenemos 

(
0 (G - - ~) 

X = [<1 + T)2 - 1] (2-25) 
(1 - € 0

) (G - 1) 

con T = q/r 0
, y 

4€0 

G3 - G + 
27 

[2G - 3(1 + T)] 
(2-26) 

(2G - 3) 

o (2-27) 



b) Modelo de Bhatia y Perlmutter, y Gavalas: "volúmenes de 
poros distribuidos al azar" 

En la formulación de f, Bhatia y Perlmutter (1980), e, in
dependientemente, Gavalas (1980), propusieron un modelo de 
poros cilíndricos cuyos volúmenes se hallan distribuídos ai azar, 
según la distribución de Poisson- Sahimi y col. (1990) y Gava
las (1986). Es decir 

N 
f = 1 - exp{- 2-r lf'Li(ri" + q)2) 

i=1 

= 1 - (1 - € 0
) exp{- 2-r(2B 1q + Boq2)) (2-28) 

con 

Bo 
N 

:E P L· 
i :1 I 

N 
81 = lf Li rio 

i=1 
(2-29a,b) 

donde: ri y Li, son e! radio y la longitud dei i-ésimo poro, res
pectivamente; NP, número de poros. Combinando las ecs.(2-28) 
y (2-24) obtenemos 

X = 1 - exp{ - r [1 + 0.25 ~r]} (2-30) 

con 

4-r B1 b ms rs t Bo 
r = ~ = (2-31a,b) 

2-r 8,2 

De la ec.(2-28), teniendo presente la (2-22), obtenemos 

~ = S&o M"(1 - X) [1 - ~ ln(1 - X)] 112 (2-32) 

Las ecs.(2-30) y (2-32) son válidas únicamente para reac
ciones fluido-sólido reactivo a r5 constantes. Ambas tienen un 
único parámetro: ~- La representación gráfica de la primera, pa
ra~ > 2, da una família de curvas sigmoideas, cuyos puntos de 
inflexión se hallan ubicados en r = [(2~)112 - 2J /~. 

Transformaciones II-A en Régimen 11-2 y 11-3 

Tomando en cuenta los cambios estructurales que experimen
ta la partícula y las velocidades de las etapas involucradas, e! 
modelado de Transformaciones II-A que proceden en Régimen 
II-2 o II-3, resulta, generalmente, una tarea compleja y difícil. 
En estos casos n1 es función dei perfil de la concentración dei 
reactivo fluido en e! interior de los poros, CAP• cuya forma de
pende de las velocidades de las etapas involucradas, tal como se 
muestra en la Fig. 2-4, para e! caso de una partícula esférica. 
Es común asociar los perfiles de CAp• a los valores que toma e! 
módulo de Thiele, t, en cada caso, debiéndose esperar t = 
te t). En e! Caso A, de la Fig. 2-4, observamos que e! perfil de 
CAp experimenta un cambio brusco, lo cual nos permite inferir 
que la velocidad de reacción es mucho mayor que la de difu
sión, y por consiguiente podemos prever· que se presentará 
cuando los valores de t resulten altos. Un sistema reaccionante 
que se comporta de este modo, presenta las siguientes caracterís
ticas: e! cambio de tamaõo de la partícula es notable, pero no 
así los que experimentan f y fp; y, en su modelado, es válido 
suponer que la reacción tiene lugar en una "zona" comprendida 
entre R(t) y e! que !e corresponde a r para CAp = O- "zona de 
reacción" -. En los Casos B y C, observamos una caída menos 
pronunciada de CAp que en e! caso anterior, lo cual nos permite 
inferir que la velocidad de reacción es ligeramente mayor que 
la de difusión, correspondiendo entonces a valores intermedios 
de t. Tomando en cuenta que e! espesor de la zona de reacción 
de los Casos B y C es mucho mayor que e! dei Caso A, pode
mos prever que se observarán cambios simultáneos en f, rp y 
e! tamaõo de la partícula. E! Caso D se presenta cuando la ve
locidad de difusión dei reactivo fluido es ligeramente mayor que 
su velocidad de rcacción, es decir a valores bajos de t; y pode-
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mos prever que los cambios más notables estarán relacionados 
con los que experimenten f y fp· 

Caso A C!i Caso B CR Caso c CR Caso D CR 

[J[J[1.[Zf 
r,o RI ti r,o Rltl r,o RI ti r,o Rltl 

Figura 2-4 Perfiles de concentración dei reactivo fluido en una 
partícula esférica porosa que experimenta una Transformación 
II-A y procede en Régimen II-3. 

E! modelado de cada uno de los Casos A a D se realiza en 
forma independiente. E! Caso A puede modelarse con cierta 
facilidad, tal como veremos enseguida, mediante e! modelo 
"zona de reacción". E! modelado de los Casos B a D, general
mente, suele basarse sobre e! moJelo "homogéneo", acerca dei 
cual nos referiremos más adelante. La formulación dei problema 
de modelado a través dei "modelo homogéneo" puede verse en 
Gavalas (1986). 

Modelo "Zona de Reacción" 

o Vn.dc=~''D 

t =o t >o t>>O 

Figura 2-5. Esquema representativo dei modelo "zona de reac
ción". 

E! modelo "zona de reacción" de Petersen (1965), se basa 
sobre las hipótesis (HG3), (HGII1), (HGII2), y las siguientes: 

(HIIA21) "la reacción tiene lugar en una zona que a modo de 
piei cubre uniformemente la partícula, siendo su espesor pe
queno comparado con la longitud característica de la partícu-
la"; 

(HIIA22) "a medida que la transformación avanza, el tamaflo 
de la partícula disminuye, mientras que su interior permane
ce esencialmente sin reaccionar, debido a que el reactivo fluido 
se agora en la zona de reacción "; 

(HIIA23) "en la zona de reacción, la difusividad efectiva dei 
reactivo fluido es constante". 

Una representación esquematizada de las hipótesis (HIIA21) y 
(HIIA22) se muestra en la Fig. 2-5. E! modelado de una reac
ción de tipo (1-2), se basa sobre la ec.(1-26) combinada con la 
(l-22), con NA expresado como 

dCAp I 
- - DE -

NA - dy o 
(2-33) 

donde e! origen de la coordenada "y" es definido sobre la su
perficie externa de la partícula, n. 

A través de (HIIA21) y (HIIA22) inferimos que n1 se halla 
ubicada en la zona de reacción, y en e! caso que e! espesor de 
ésta tienda a cero entonces n1 .... n. Siguiendo e! procedimiento 
de Petersen ( 1965), y tomando en cuenta la (H IIA21), utiliza
mos la siguiente ecuación de continuidad de CAp en la zona de 
rcacción: 

d2 CAp 
DE-- = a a, r5 

dy2 
(2-34) 



sujeta a las siguientes condiciones de contorno 

dCAp 
CAp = O -- = O en } .. "' 

dy 

- a) Reacción en Régimen 11-2 

CAp = CA en y = 0 

- b) Reacción en Régimen 11-3 

en y 0: CAp = CAo 

. eE dCAp l--NA = kc( C Ao · CA) 
dy o 

(2-35) 

(2-36) 

(2-37) 

con a, = 0,/Vp. Por integración de la ec.(2-34) obtenemos 

dCAp I = [2 a a, I< F [CAl ] 112 

dy o OE 
(2-38) 

con F [CAl definido como 

(2-39) 

si la reacción procede en Régimen 11-2, y 

(2-40) 

si lo hace en Régimen 11-3. En este último caso, para hallar CAo 
debe obtenerse la solución de la ec .(2-40) con la (2-37) . 

Como resultado dei problema de modelado, para reacciones 
en Régimen 11-2 de Partículas conFormas 012, obtenemos nue
vamente la ec.(2-19), con T definido ahora como 

(2-41) 

y a, = n,;vo. habiendo utilizado la ec.(2-12) para n,. 

Modelado de Transformaciones 11-8 

Modelo "Frente Móvil de Reacción" 

Las principales características que presentan las Transforma
ciones Il-8, son: € 0 

.... O, y durante la transformación se forma 
un producto sólido poroso que permanece adherido ai núcleo de 
la partícula que aún no ha reaccionado . Estas características pe
culiares fueron tomadas en cuenta por Yagi y Kunii (1955), 
quienes, para interpretar la velocidad de la transformación, pro
pusieron el modelo "frente mó vil de reacción". Este modelo, 
cuyo esquema representativo se muestra en la Fig. 2-6, ha sido 
bien descripto en la mayoría de los libros de textos de ingeniería 
de las reacciones químicas. En la aplicación de este modelo a 
Transformaciones 11-8, se han adoptado, implícita o explícita
mente, las hipótesis (HG3), (H Gil I), (HGII2), y las siguientes 

(HII81) "01 se ha/Úl ubicada sobre la interfase que delimita las 
regiones sólidas pertenecientes al reactivo no poroso y ai pro
dueto poroso, y es uniformemente reactiva"; 

(HIIB2) "a lo Úlrgo de Úl región porosa de/ produclo sólido no 
hay desaparición ni generación de reactivo fluido, cuya difusivi
dad efectiva permanece constante"; 

y, como ecuación básica de modelado la (1-26) . De (HII81) in
fe.rimos que en todo momento 01 = n, y resulta fácil imaginar
nos que el volumen dei núcleo sin reaccionar se contrae de un 
modo similar ai que lo hace el volumen de una partícula reactan
te en una Transformación I. Por consiguiente para n1 podemos 
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utilizar el modelo (2-12) o e! (2-15), es decir 

n1 = 0°(1 - X)miO +ml n, = 0°(1 • X)P 

o cS
IPfllteie~MCCión 

proloct. 
IIÍiiio 

t> O I })0 

Figura 2-6. Modelo "frente móvil de reacción" . 

Transformaciones 11-B en Régimen 11-3 

En una Transformación ll-8 que pro
cede en Régimen II-3, se establece un 
perfil de concentración, dei reactivo flui
do, similar ai de la figura adjunta, en la 
que los valores de Cru y de CAo son desco
nocidos. Para evaluarlos debe resolverse 
la ecuación de continuidad de CAP• la cual, 
para Partículas con Formas 012 y tenien
do presente (H8112), expresaremos como 

~[ym dCAp] = O 

dy dy 

(2-42a,b) 

(2-43) 

sujeta a las siguientes condiciones de contorno - Gavalas (1986) 
y Villa et ai. (1992) -, 
C.C.1) en y = yo 

(2-44a,b) 

D~~ = kc(CA 
dy y=y o 

C.C.2) en Y = Yc 
(2-45a,b) 

dCApl 
D~ =a rs 

dy y = yc 

domk: Yc = f /2, es la posición dei frente de reacción, medi
da desde el centro de la partícula; yo = f o /2; n y n, se ha
llan ubicadas en yo e Yc, respectivamente. 

Para el caso de una partícula esférica y reacción de primer 
orden con respecto dei reactivo fluido, obtenemos 

a B a(B - 1) 
T = 1 • ( 1 • X) t /3 + - [1 - ( 1 - X )2131 - X 

2 3 
(2-46) 

con 
a rs( CA) Sh DA 

a = B (2-47a,b) 
kc CA 2 DE 

2 b ms rs(CA) t 
'T (2-48) r e o 

Si B » 1, y los valores a son grandes, entonces la (2-46) se re
duce a la ecuación de Ginstling y 8rounstein (1950), la cual co
rresponde ai caso de reacción controlada por la velocidad de la 
Etapa (A. I). 

Modelado de Transformaciones II-C 

En la bibliografía relativa ai tratamiento cinético de reaccio
nes gas-sólido reactivo, se observa que las que se comportan 
como Transformaciones II-C, han sido tratadas, en algunos ca
so, por modelos desarrollados para Transformaciones II-A y 11-
8, y, en otros, mediante e! modelo "homogéneo" . Para la elec
ción del método de modelado que debe utilizarse en cada caso, 
resulta útil el criterio propuesto por Mantri et ai. (1976), en 
función de los valores del módulo de Thiele, t, que presentamos 



~ 

en la Tabla 2-l. 

Tabla 2-l. Criterio ampliado de Mantri et ai. (1976). 

Valores de t Método de modelado 

t > 100 Frente móvil de reacción 
0.5 < t < 100 Zona de reacción o zona difusa 
t < 0.5 Modelo homogéneo 

Petersen: ec.(2-25) 
Bhatia-Perlmutter-Gavalas: ec.(2-30) 
Bhatia-Perlmutter (1981) y (1983) 

Modelo homogéneo 

Este modelo, también denominado "volumen de reacción", 
ha sido utilizado por diversos autores, en el tratamiento de 
Transformaciones 11-A y 11-C. Las hipótesis que se adoptaron 
comúnmente fueron : i) (HG3); ii) partícula esférica; iii) CAp• 
cuasi estacionaria; iv) reacción química pseudohomogénea, con 
r A = k CApn CoP, siendo r A la velocidad de reacción por unidad 
de volumen de la partícula, C8 concentración molar dei reactivo 
sólido, n y p orden de reacción con respecto de A y de 8, res
pectivamente. 

Tomando en cuenta las hipótesis precedentes (i) y (iii), e! 
modelo "homogéneo" se basa sobre la resolución dei siguiente 
sistema de ecuaciones diferenciales : 

V.coEVcAp> 

dCo 
- b rA 

dt 

r A (2-49) 

(2-50) 

sujeto a las siguientes condiciones inicial y de contorno 

Cl) en t = O CAp = 0 C8 = Co· (2-51a,b) 

CC1) en r = O 
dCAp 
--=o (2-52) 

dr 

CC2) en r = R CAp = CAo 

dCAp 
DE -- = kc(CAo • CA) (2-53a,b) 

dr 

El análisis de resultados que se han obtenido para diferentes 
casos, puede verse en Ramachandran y Doraiswamy (1982). 
Destacamos aquí que para t < 0.2, el problema de modelado se 
reduce a la sola resolución de la ec.(2-50) con CAp = CA, y X = 
1 - Co/C8 •. Es decir 

dX 
- = ( 1 - X)P 
dr 

(2-54) 

con T = b r A t/C8 •. Por integración de ec .(2-54), obtenemos 

Para p = 1: X - exp(- 1) 

Para p = 0: X = T 

Para p = 2: X=T/(1+T) 

(2-55) 

(2-56) 

(2-57) 

Consideraciones finales acerca de las Transformaciones II 

Dadas las limitaciones que tienen los procedimientos tradi
cionales de modelado de Transformaciones 11, basados sobre la 
teoría dei continuo, han comenzado a utilizarse otros métodos 
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basados sobre la teoría de la "percolación " , los cuales resultan 
más complejos que los primeros, pero permiten estudiar con 
mayor detallc cualquier reacción sólido-fluido cn un medio po
roso. Sahimi y ~ol. [ 1]. ai referirsc a esta..s reacciones, senalan 
que ellas están acompanadas a mcnudo por una altcración conti
nua de la estructura dei medio poroso y, a conversiones altas, 
exhiben un comportamiento tipo pcrcolación, es decir que la ma
triz dei medio sólido y/o de la fase fluida pierden su conexión 
macroscópica. 
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ABSTRACT 

The goal of this paper is to analyse the kinetic modeling of 
fluid-solid reactive process, regarding to the cases of nonporous 
solids particles without formation of solids products -
Transformations I - and porous solids particles with and withoul 
formation of solids porous products - Transformations II -
assuming an uniform reactive interface during the process. 



VI ENCIT I VI LATCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

TRANSFORMACIONES FLUIDO-SOLIDO REACTIVO 
PARTE III 

MODELADO CINETICO DE TRANSFORMACIONES III Y IV 

A3Cm Oscar D. Quiroga(•), Jorge R. Avanza<••), Angel J. Fusco(••) y Luis T. Villa(•) 
(•) INIQUI - Facultad de lngeniería 

Universidad Nacional de Salta 
Buenos Aires 177 - 4400 Salta - Argentina 

(••) Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura 
Universidad Nacional dei Nordeste 

9 de Julio 1449- 3400 Comentes- Argentina 

RESUMEN 

Se ana/iza el modelado de partículas reactantes que se transforman por ataque no uniforme, correspon
dientes a los casos de partículas no porosas sinformación de productos sólidos- Transformaciones III-, y de 
partículas porosas o no porosas con o sinformación de productos sólidos porosos- Transformaciones IV. 

INTRODUCCION 

Trataremos aquí el modelado transformaciones fluido-sólido 
reactivo que se comportan como Transformaciones III y IV. 
Ambas se caracterizan por el hecho de que la superficie interfa
cial exhibe un comportamiento no uniformemente reactivo, y se 
diferencian por las características estructurales que presenta la 
partíc.ula reactante, siendo no porosas las primeras, y porosas 
las segundas. Las ecuaciones referenciadas en este trabajo como 
(1-1), (1-2). (1-3), etc ., ai igual que las Figuras 1-1, 1-2, 1-3, 
etc., corresponden a las presentadas en Quiroga et ai. (1996a), 
mientras que las ecs.(2-1), (2-2), (2-3), etc ., y las Figuras 2-1, 
2-2. 2-3, etc., a las presentadas en Quiroga et ai. (1996b). 

TRANSFORMACIONES III 

Caracterización 

Estas transformaciones se presentan cuando E 0 
.. O, no hay 

formación de productos sólidos adheridos a la partícula, y la in
terfase reaccional, fl., es función delriempo, t, y de las coorde
nadas de n1• La velocidad de formación de n, y su extensión, 
son los objetivos principales dei modelado. 
Hipótesis de Modelado 

Las hipótesis generales que se adoptan en su modelado, son 
la (HG3), y 

(HGIII1) "la partícula reactante está constituída por un reactivo 
sólido puro, no poroso, y no hay formación de productos sóli
dos adheridos a e/la" 

de la cual resulta n1 = n. 

Regímenes de Velocidad 

La velocidad inicial de la transformación es controlada por 
la velocidad de la Etapa (B.l) -.ver Fig. 1-5 -, y luego , a me
dida que avanza el tiempo de contacto, el control puede estar 
dado por la velocidad de las Etapas (A.O), (AB.2) a (AB.4) y 
(A. 6). A través de todas ellas distinguimos cuatro regímenes de 
velocidad. A saber: 

- régimen 111-0: controla la velocidad de la Etapa (B.l). 

- régimen III-I o régimen de control químico: controla la ve-
locidad combinada de las Etapas (AB. 2) a (AB.4). Para una re
acción dei tipo (1-2), que se desarrolla en este régimen, se tie
ne que: cAs = CA y c0• = c0 . 

- régimen 111-2 o régimen de control por transferencia de 
masa: controla la velocidad de las Etapas (A.O) y (A.6). En una 
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reacción química dei tipo (1-2), se tiene que CA, = O, si la re
acción es irreversible, o que CAs y c0, son iguales a sus respec
tivos valores de equilíbrio, si la reacción es reversible. 

- régimen 111-3 o régimen de control mixto: la velocidad 
combinada de las Etapas (AB. 2) a (AB.4) son dei mismo orden 
de magnitud que las velocidades de las Etapas (A. O) y (A. 6). 

Clasirlcación 

Tomando en cuenta los mecanismos involucrados en la for
mación de n,. estas transformaciones pueden clasificarse en: 

-Transformaciones III-a o de tipo "topoquímicas". 

-Transformaciones 111-8 o de tipo "activación uniforme de n1". 

Modelado de las Transformaciones III-a 

El modelado de las transformaciones topoquímicas o autolo
calizadas, se basa sobre la adaptación que hizo Delmon (1969) 
dei modelo nucleación y crecimiento - Johnson y Mehl (1939), 
Avrami (1939) a (1941) -. La descripción física de esta adapta
ción, puede resumirse dei modo siguiente: 

"a partir dei momento que se ponen en contacto los reactante; 
fluido y sólido, sobre n1 se forman puntos preferenciales vul 
nerables ai ataque dei reactivo fluido, desde donde se inicia . 
avanza la reacáón, hecho que se manifiesta por la formació 
de agujeros que crecen hacia e/ interior de la partícula. " 

Una representación esquematizada de estas ideas se muest1. 
en la Fig . 3-1, para el caso de una partícula reactante esférica 
no porosa, sobre cuya n1 se forma en t = tL un único sitio ac
tivo, desde el cual crece un "germen inmaterial". 

O silw o o \\"\ "''"c. u 
t :o 

Figura 3-1. Esquema representativo dei modelo "nucleación y 
crecimiento". 

Sítios activos 

Denominaremos sitio activo a cada uno de los "puntos prefe
renciales", e indicaremos con N, ai número total de ellos que 
pueden contabilizarse en un dado t, por unidad de superficie 



inicial de la partícula, no . Aquí admitiremos su existencia, pero 
no analizaremos las causas de su origen, las cuales pueden ser 
diversas, por ej.: heterogeneidades que suelen presentar las su
perficies de los sólidos, originadas por defectos cristalinos o im
purezas, u otras que han sido seiíaladas por diferentes autores, 
tales como Delmon (1969) y Boldyrev et ai. (1979) . La apari
ción de los sítios activos sobre n., se produce en el momento que 
se establecen condiciones favorables, y puede ser: 

i) instantánea - todos aparecen en e! mismo tiempo -, 

N, = N," t (para t :!: td (3-1) 

ii) secuencial- cada sitio activo tiene su tiempo de aparición -. 

Los sítios activos, según la naturaleza de su origen, se clasi
fican en "espontáneos" y "potenciales ". 

- Sítios activos espontâneos: aparecen independientemente de 
los tratamientos fisicoquímicos a los que fue sometida previa
mente la partícula, coo una probabilidad uniforme - es decir que 
no está influenciada por la presencia de accidentes o de impure
zas superficiales. Su velocidad de aparición secuencial suele ex
presarse como 

dN, 
- = rN 
dt 

(3-2) 

donde: rN , es la velocidad de aparición de sítios activos por uni
dad de no . Delmon (1969) y Bamford y Tipper (1980) presentan 
diversos modelos para rN, basados sobre diferentes hipótesis. 
A modo de ejemplo, presentamos aquí los modelos de velocidad 
de aparición que sigue una "ley" de aceleración, 

rN = kNg( t - tL)g coo g :!: o (3-3) 

y el de aparición secuencial de orden n debida a la presencia de 
una especie química "E" 

- para n = 

rN = kNI NEoeXp{- kNI(t - tL)} 

para n = 2 

kN2 NE"2 
rN 

[1 + kN2 NEo( t - tL)]2 

(3-4) 

(3-5) 

- Sítios activos potenciales: soo los que se forman sobre no, a 
través de diferentes procesos fisicoquímicos a los que fue some
tida previamente la partícula, y se hallan ubicados en puntos de
finidos. Su activación se inicia a partir dei momento que la par
tícula se pone en contacto coo el reactivo fluido , a una veloci
dad secuencial que es calculada como 

dN, 
- = Np rP = rN 
dt 

(3-6) 

También puede verse en Delmon (1969), que para r P se han 
propuesto diversos modelos, de los cuales presentamos aquí e! 
correspondiente ai de velocidad de activación que sigue una 
"ley" de aceleración 

rp = kN(g+l) (t - tL) g coo g ~o (3-7) 

Mediante un balance de población de sítios activos potencia
les, de la ec.(3-7) se obtiene 

[ 
kN(g +li ] 

NP = Np" exp - -- (t - tL)g +l 
1 + g 

(3-8) 

rN [ 
kN(g +ll ] 

kN(g +I)Npo(t - tL) g exp - -- (t - tL)g +l (3-9) 
1 + g 
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Las ecs.(3-3) a (3-5) y (3-9), soo fundamentales en el mode
lado de Transformaciones III-a . 

Volumen dei gt>rmen e interfase reaccional 

Consideremos una partícula reactante esférica , constituída 
por un reactivo sólido puro y no poroso, en la que sobre n1 apa
rece en t = tL un único sitio activo, a partir dei" cual e! reacti
vo fluido inicia su ataque. Como consecuencia de este ataque se 
forma en la partícula un hueco, cuyo volumen crece uniforme
mente en las tres direcciones. Este hueco corresponde a un ger
men inmaterial de radio q, coo centro donde estaba el sitio acti
vo, siendo la interfase reaccional igual a la superficie de inter
sección de su volumen coo e! de la partícula . 

Para t > tL, el volumen dei germen, 
v,, y su interfase reaccional, n,, pueden cal
cularse en función de q, a través de relacio
nes trigonométricas áplicadas a la figura ad
junta, obteniéndose 

v, = V0 (4f3 - 3f4 ) 

n, = nof2(1 - f> 

f:tÇ~~\ 
'\I!7 

(3-10) 

(3-11) 

coo f definido ahora como f = q/d0 
( O ~ f ~ 1); y vo = 

1f d 0 J/6, y no = 1f d 0 2. 

La ec.(3-ll) predice que n, es nulo ai comienzo de la trans
formación, debido a que f = O, luego pasa por un máximo, e! 
cual corresponde a f = 2/3, y se anula nuevamente en f = 1. 
Si la densidad de la partícula, r, se mantiene constante durante 
la transformación, entonces se deduce que: X = v&/V 0

, y 

dX dv, 
(3-12) 

dt V0 dt 

cuya combinación con la ec.(l -26)- teniendo presente la (3-11) 
y que en este caso es n, = n, -, nos da 

df b ms rs 
(3-13) 

dt 2 r do 

La integración de esta 
condición inicial 

ecuación debe satisfacer la siguiente 

CI) X = f = O en t ~ tL (3-14) 

y es inmediata si la transformación se realiza a rs constante, ob
teniéndose entonces 

b m8 rs 
f = -- (t - tL) ;: T 

2 r do 
(3-15) 

Por sustitución de la ec.(3-15) en la (3-10) se obtiene elmo
delo siguiente 

X = 4r3 - 3r4 (3-16) 

cuya importancia principal se encuentra en su desarrollo teóri
co , por cuanto, dada la escasa probabilidad de que en una partí
cula se forme un único sitio activo , es de esperar que tendrá un 
uso práctico limitado en el tratamiento cinético de Transforma
ciones III-a . 

Cuando aparecen sobre nl> instantánea o secuencialmente, 
varios sítios activos desde donde crecen los gérmenes , para cal
cular sus respectivos volúmenes se utiliza el siguiente modelo 
aproximativo 

v,= a, Vofp (3-17) 

siendo a, el coeficiente de forma dei germen , y p su factor de 
crecimiento, cuyos valores son: p = 1, crecimiento en una di
rección; p = 2, crecimiento en dos direcciones , y; p = 3, cre
cimiento entres direcciones . La ec.(3-17) ha sido empleada 



tradicionalmente en e) desarrollo de modelos para el tratamiento 
cinético de Transformaciones III-a, debido principalmente a la 
sencillez con que puede manejarse matemáticamente, pero debe 
tenerse presente que su alcance es limitado , por cuanto no toma 
en cuenta el hecho de que durante el crecimiento de los gérme
nes se produce entre ellos un solapamiento . Por tal motivo, es 
lógico esperar que a través de ella se obtengan sólo modelos 
aproximativos, como por ejemplo los que presentamos a conti
nuación . 

Modelos aproximativos 

De acuerdo con Delmon (1969), el grado de transformación 
que experimenta una partícula reactante en la que crecen varios 
gérmenes inmateriales, puede expresarse como 

X = (3-18) 
v• 

Para calcular el volumen total de los gérmenes, VG, debe tomar
se en cuenta el modo con que aparecen los sítios activos. A sa
ber: 

- Aparición instantánea 

(3-19) 

cuya combinación con las ecs .(3-15), (3-17) y (3-18), da 

X = s. 'TP 

con B1 = O'~"N.o . 

- Aparición secuencial 

VG = J: n•v,rNdt 

de la que resulta, teniendo presente la (3-12), 

dX 

dt 
= v• dt v• 

(3-20) 

(3-21) 

(3-22) 

Combinando las ecs.(3-15), (3-17) y (3-22), obtenemos final
mente 

dX 
TP (3-23) 

dr b lllJ! rs 

La ec.(3-23) es válida tanto para sítios activos espontáneos 
como potenciales. Mediante la sustitución de rN, se obtiencn di
ferentes modelos aproximativos, a los cuales quedan adjuntas 
hipótesis relativas ai tipo de sitio activo y a sus mecanismos de 
aparición . Por ej . , para el caso de aparición secuencial de sítios 
activos espontáneos con velocidad secuencial que sigue una ley 
de aceleración, ec.(3-3), obtenemos 

X = B
8
r(l +p+ gl (3-24) 

con Bg definido como 

u,n•lc:N8 r d" r +g) 

g) Bg (3-25) 
(1 + p + b ma rs 

El desarrollo de modelos más exactos, que toman en cuenta 
el volumen real de los gérmenes, puede verse en Delmon 
(1969) . 

Modelos de Prout - Tompkins y de Avrami 

Estos modelos fueron desarrollados originalmente para el 
tratamiento cinético de reacciones sólido-sólido, pero también 
han sido utilizados para correlacionar datos cinéticos de reaccio
nes fluido-sólido reactivo dei tipo Transformaciones III-a. 
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- Modelo de Prout-Tompkins (1944) 

exp(kPT t - kTP) 
X = 

+ exp( kPT t - kTP) 

cuya derivada con respecto de t, 

dX 
- = kPTX (1- X) 
dt 

(3-26) 

(3-27) 

permite inferir que la ec.(3-26) representa un fenómeno de natu
raleza autocatalítica . También se conoce esta ecuación como 
modelo de Austin-Rickett (1939). 

- Modelo de Avrami (1940) 

X = 1 - exp(- lc:A tp+n) (3 -28) 

en la que p es el factor de crecimiento de los gérmenes, sus va
lores son los que se indicaron ai respecto en la ec .(3-17); el va
lor dei coeficiente n depende dei modo de aparición de los sítios 
activos : n = O, aparición instantánea; n = 1, aparición secuen
cial a velocidad constante. 

Modelado de las Transformaciones 111-8 

En cierto modo, las Transformaciones 111-B pueden ser con
sideradas como casos particulares de Transformaciones I, en las 
que la formación de n, es la etapa controlante de la velocidad 
inicial, pero una vez que se ha formado en n1, a medida que 
aumenta el tiempo de contacto , n1 tiende a comportarse como 
uniformemente reactiva . El tiempo requerido para la formación 
de n, suele denominarse "tiempo de inducción", y es un pará
metro característico de estas transformaciones. 

Shieh y Lee (1992), a los efectos de explicar la presencia dei 
"tiempo de inducción", a través de fenómenos diferentes de los 
que comprende el modelo "nucleación y crecimiento", plantean 
diversas causas, a las que resumiremos aquí en las dos siguien
tes: 

- (A). Sobre n• se hallan adsorbidas impurezas, cuya elimina
ción da lugar a la formación de n,. En estos casos, el "tiempo 
de inducción" es el tiempo requerido para eliminarias, lo cual 
puede realizarse por desorción térmica , o bien mediante reac
ción química con el reactivo fluido. 

- (B). La velocidad inicial de la reacción está controlada por la 
velocidad de adsorción dei reactivo fluido - Etapa (AB.2)-
o por la velocidad de desorción dei producto fluido - Etapa 
(AB.4) -. En estos casos el tiempo requerido para la adsorción 
de A o para la desorción de Q, es el "tiempo de inducción". 

En ambos casos, de acuerdo con Shieh y Lee (1992), lave
locidad de formación n, puede expresarsc como 

d9 n, 
k,( 1 - e) e = (3-29a,b) 

dt n. 

cuya integr~ción, sujeta a la condición inicial e e• en t O, 
nos da 

n, = n.n - ( 1 - e•)exp(-t/tm>l (3-30) 

con k, = 1/tin• donde: tm, es el tiempo de inducción . 
Para n~o sin introducir un error apreciable, pueden emplear

se los modelos que se desarrollaron durante el modelado de las 
Transformaciones I. Por ej ., para Partículas con Formas 012 , 
combinando la ec.(3-30) con la (2-12), obtenemos 

n, = n• [1 - (1-e")exp(-t/tin)] (1 - X)ml(l+ml (3-31) 

El procedimento de modelado de las Transformaciones 111-6 
consiste en combinar la ec .(3-31) con la (1-26), lo cual, tenien
do presente a la ec .(2-13), nos da 



du 
-
dt* 

con 

C!) 

t 
t* = -

tin 

-h r*[1- (1·9°)e-t*] 

u = 1 

rs 
r* 

rso 

en t* = o 
2 b ms rso tin 

h=--~-r f o 

(3-32) 

(3-33) 

(3-34a,b,c) 

donde: h, es el módulo de reacción; rso, es la velocidad de re
acción evaluada en t = O. 

- Reacciones en Régimen III -I a rs constante 

Si la reacción se realiza a rs constante, entonct:s r* = 1 y la 
integración de la ec.(3-32) es inmediata, dándonos 

u = 1 - h[t* - (1·9°)(1 - e·t*)] = (1 - X)l/(l+m) (3-35) 

la cual, para tin-+ O, se reduce a la ec.(2-19). La representa
ción gráfica de la ec.(3-35), con r = h t*, m = 2 y 9° = O 
puede verse en la en la Fig. 3-2, junto con la de la ec.(2-19). 

K 

O.B 

0.6 

o 

~· 1" 

o 

Cu.ruils: 
1>11•0.1 
1> " = o .5 
3) " • o .15 
4) " • 1 
5) " • 2 

T 

Figura 3-2. Representación gráiica de las ecs .(2-16)- curva (a)
y de la (3-35) con 9° = O y diferentes valores de h - curvas 1 a 
5 -, ambas con m = 2 y r = h t* 

Reacciones en Régimen III-3 

En e! modelado de reacciones fluido-sólido reactivo que se 
comportan como Transformaciones 111-B y proceden en régimen 
de control mixto , deberá tenerse presente que las relaciones de 
vínculo (2-la,b) no son aplicables a estes casos, dado que no 
cumplen la condición de n, igual a n, con que fueron formula
das. Las nuevas relaciones de vínculo para CAs y CQ., son aho
ra las siguientes 

CAs = CA. ~9 
kc 

CQs = CQ + 
q rs e 

kc 
(3-36a,b) 

las cuales deben combinars~.; con las diferentes expresiones ciné
ticas que se adopten para rs, y finalmente resolverse en esta 
variable. 

- Disoluciones de sólidos en líquidos 

La presencia de un tiempo de inducción en algunas disolu
ciones de sólidos en líquidos , puede ser explicada como: "e/ 
tiempo requerido para que e/ solvente disocie las moléculas só
lidas ubicadas en n1 , y la migración dei soluto desde la zona 
de disociación ". Según esta explicación, el tiempo de inducción 
está vinculado a la formación de C00 , cuya velocidad puede ex
presarse como 

dCoo = ~(Co* -Coo> 
dt 

(3-37) 

la que ai ser integrada, sujeta a la condición inicial Coo = C000 

en t = O, nos da 
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Coo = Co*[1 - (1 - C0 )e-t*] (3-38) 

con kd = 1 /tin, C = C00o/C0* y t* = t/tin. Finalmente, sus
tituyendo la ec.(3-38) en la (1-10), obtenemos 

No= kc(C8 *[1-(1-C 0 )e-t*] - C8} (3-39) 

la cual debe resolverse combinada con la ec.(1-25) . 

TRANSFORMACIONES IV 

Caracterización y Clasificación 

Las características principales que se observan en las Trans
formaciones IV, son: (a) la partícula reactante presenta, ai co
mienzo o durante la transformación, una o más regiones sólidas 
porosas, y; (b) la velocidad de formación de la interfase reac
cional es la que controla la velocidad inicial de la transforma
ción. Estas transformaciones tienen en común la caracterización 
(a) con las Transformaciones II, y la (b) con las Transforma
ciones III. Por lo tanto, la clasificación de las Transformaciones 
IV se obtiene como resultado de combinar las clasificaciones 
de las Transformaciones II y III. Es decir: 

(a) Según el modo con que se forma 0,. 

- (a.l) Transformaciones IV-a: la formación de la interfase 
reaccional es de tipo autolocaliz.ada o topoquímica . En 
estes casos la formación de n, se realiza dei modo des
cripto por el modelo "nucleación y crecimiento", 
adaptado por Delmon (1969). 

- (a.2) Transformaciones IV-8: la interfase reaccional se 
forma a medida que la superficie interfacial se activa. 

(b) Según la naturaleza de la estructura inicial de la partí
cula reactante y los cambios que experimenta durante la 
transformación 

- (b.l) Transformaciones IV-A: reacciones con fluidificación 
de partículas reactantes porosas- de tipo (1-1) y (1-2). 

- (b.2) Transformaciones IV-8: reacciones de partículas reac
tantes no porosas con formación de un producto fluido 
y otro sólido poroso que permanece adherido a la par
tícula . 

- (b.J) Transformaciones IV-C: reacciones de partículas reac
tantes porosas con formación de un producto fluido y 
otro sólido poroso que permanece adherido a la partí-
cula. · 

Para identificar la clase a la pertenece cada transformación 
lo haremos como: Transformación IV-i.j (con: i = a, ll; j = 
A, B, C). 

Regímenes de Velocidad 

En principio, los regímenes de velocidad que distinguimos 
en las Transformaciones IV son los mismos que observamos pa
ra las Transformaciones II , pero a estos debemos agregarle 
ahora el de la Etapa (8.1) (ver Fig. 1-5). Es decir: 

- régimen IV-O: la velocidad inicial de la transformación es con
trolada por la velocidad de formación de n, - Etapa (8.1). 

- régimen IV-I o régimen de controi químico: la velocidad de 
la transformación es controlada por la velocidad de las Etapas 
(AB. 2) a (AB.4). 

- régimen IV-2: las velocidades de las Etapas (A8.2) a (AB.4) 
sondei mismo orden de magnitud que las de las Etapas (A.l) y 
(A.5). 



- régimen IV-3: las velocidades de las Etapas (AB. 2) a (AB. 4) 
son dei mismo orden de magnitud que las de la Etapas (A.O), 
(A.J), (A.5) y (A.6). 

- régimen IV-4 o régimen de control por transferencia 
de masa: la velocidad de la transformación es controlada por 
las velocidades de las Etapas (A.O) y (A.6). 

Las Transformaciones IV se inician en régimen IV-O, pero 
luego , a medida que avanza el tiempo de reacción , pueden cam
biar gradualmente a otros regímenes de velocidad. 

HiOOtesis Generales de Modelado 

Las hipótesis que se adoptan en el modelado de reacciones 
fluido-sólido reactivo que se comportan como Transformaciones 
IV, son la (HG3) y 

(HGIVI) "reactivo sólido puro"; 

(HGIV2) "la estructura de la partícula reactante es continua, 
tanto en la fase sólida como en los poros. " 

Transformaciones IV-a 

No se han desarrollado modelos específicos para todos los 
casos de Transformaciones IV-a que puedan presentarse a dis
tintos regímenes de velocidad. Sólo tenemos referencia para el 
caso de Transformaciones IV-a.B en régimen IV-I, e! cual, 
de acuerdo con Delmon ( 1969) puede ser tratado como una 
Transformación III-a que procede cn régimen III-I. 

Transformaciones IV-6 

En c! modelado de estas transformaciones se utiliza cl mo
delo "activación de la supcrficie intcrfacial" de Shieh y Lee 
(1992), combinado con los métodos desarrollados para e! mode
lado de las Transformaciones II. En su prescntación original, 
Shich y Lee (1992) lo combinan con el modelo "frente mó vil de 
reacción " , a los cfectos de tratar datas cinéticas provenientes de 
reacciones gas-sólido reactivo que se comportan como Trans
formaciones IV-ftB. El procedimiento de modelado cs muy 
simplc, só lo rcquicrc que cn c! desarrollo de modelos para Trans
formaciones II, se rcemplace la hipótesis (HGill) -(n,. = nJ -
por la ec .(3-30), es decir: n,. = n1 [1 - (1-9°)exp(-t/tin)] . 
Para ejemplificar este proccdimiento trataremos primero cl caso 
de Transformaciones IV-fl.A en régimen VI-l, y luego e! de 
Transformacioncs IV-Il.C con valores dei módulo de Thiele me
nores que 0.2. 

Transformaciones IV-6.A en régimen IV-I 

El modelado de este caso puedc realizarse fácilmente combi
nando e! modelo "activación de la superficie interfacial" con los 
modelos de "poros cilíndricos" de Petersen (1957), de Bhatia y 
Perlmutter (1980) y de Gavalas ( 1980). El análisis de estas mo
delos puede verse en Quiroga et ai. (l996b), sobre e! cual nos 
basaremos aquí. 

En este caso, también se cumple que para cualquier tiempo 
de reacción: r = r 0 + q, donde r y r 0 son e! radio actual e 
inicial dei poro, respectivamente; y q es e! desplazamiento que 
experimenta la superficie interfacial desde que el momento que 
los reactivos sólido y fluido se pusieron en contacto . Retomemos 
ahora las ecs.(2-20) a (2-22) : 

1 - E 
1 - X = 

1 - E 0 
(2-20) 

(2-21) 

(2-22) 
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donde: VP y fip, son e! volumen y la superficie dei poro . A través 
de las ecs.(2-20) a (2-22), y por combinación con la (1-26) , ob
tenemos 

dX 

dt 

dq b m8 rsn, 

(1-E 0 )V 0 dt Mo 
(3-40) 

de la cual, tomando cn cuenta la cc.(3-30), obtcnemos 

dq b ms rs 
- = -- [1 - (1-9°)e·<*] (3-41) 
dt r 

cuya integración debc satisfacer: q = O en t = O. 
Para cl caso de una reacción dei tipo (1-2) a r5 constante 

con 9° = O, combinando la integral de la ec .(3-41) con el mode
lo de Peterscn, obtencmos 

E 0 {1+ h(t* - 1 + e-<*)}2{G-1-h(t* - 1 + e·<*)} - G + 
X = ------------,--------------------------------

(1 - E
0 )(G - 1) 

(3-42) 

con h = b ms rs tin/ rro y t* = t/tin- Procediendo de igual 
modo con cl modelo de Bhatia-Pcrlmutter-Gavalas, obtcnemos 
ahora: 

X = 1 - (3-43) 

- exp{-h(t* - 1 + e·<*) [1 + 0.25 ,Ph(t* - 1 + e·<*)]} 

con tP definido por la ec.(2-3lb) y h = 41f b B1 ms rs- tin/ r 

Transformaciones IV-6.C con • < 0.2 

Tomando cn cuenta las ideas gcnerales dei modelo "homo
géneo", podemos exprcsar la supcrficie interfacial , n~o dei mo
do siguientc 

(3-44) 

donde p representa cl orden de rcacción con rcspecto dei reacti
vo sólido. 

Combinando ahora la ec.(3-44) con las ccs.(l-26) y (3-29b), 
para es caso rs constantes obtencmos 

dX 
h r*(1 - X)P[1 - (1 - 9°)e·<*) (3·45) 

dt* 

con t* = t/tin y h = b ms rs - Sg· tin· 
Integrando la ec.(3-45) con diferentes valores de p 

obtenemos los modelos siguientes: 

-para p = 1 

ln(1 - X) 

-para p = O 

- h[t* - (1 - 9°)(1 - e·<*)) (3-46) 

X = h[t* - (1 - 9°)(1 - e-<*)) (3-47) 

-para p = 2 

h[t* - (1 - 9°)(1 - e-<*)) 
X = ----------- (3-48) 

+ h[t* - (1 - 9°)(1 - e-<*)) 

CONSIDERACIONES FINALES 

La importancia que tiene el tratamiento de datos cinéticos de 
transformaciones fluido-sólido reactivo, resulta evidente toda 
vez que pensamos que es el método apropiado que permite, a 
partir de datos experimentales, obtener la información básica 
confiable que se requicrc a nivel ingenieril para disenar y operar 
los equipas de proceso. 

Asociados ai tratamiento de datas cinéticas de transforma
ciones fluido-sólido reactivo , suelen presentarse diversos pro
blemas . Uno de ellos está relacionado con la selección y cl de-



sarrollo de modelos específicos para correlacionar datos cinéti
cas de un sistema experimental. Este problema suele presentar 
diferentes grados de dificultad , y muchas veces no puede solu
cionarse con la rapidez y facilidad que se desea , justificándose 
entonces el empleo de modelos empíricos. 

A través dei modelado teórico se procura formular, sobre la 
base de principies fisicoquímicos y con el mayor grado de deta
lle posible, los cambias asociados a la transformación que tiene 
lugar en el contactar experimental; y así de este modo lograr 
una interpretación más aproximada de las relr.ciones causa-efec
to. Los esfuêrzos realizados en e! modelado teórico de trans
formaciones fluido-sólido reactivo han sido grandes, ello ha 
quedado documentado por numerosas publicaciones que han 
aparecido desde 1896 hasta la fecha, siendo sus pioneros Shchu
karev (1896) y Noyes y Whitney (1897). Este cúmulo de in
formación ha contribuido grandemente a cimentar la base dei 
conocimiento científico que disponemos actualmente sobre el 
tema. 

Tomando como objetivo principal la necesidad de facilitar la 
selección y el desarrollo modelos, tanto en las Partes I y II de 
Quiroga et ai. (1996a,b) , como así también en este trabajo , he
mos presentado y analizado diferentes modelos basados sobre 
la teoria dei continuo; y hemos podido comprobar que la clasi
ficación que propusimos en la Parte I para las transformaciones 
fluido-sólido reactivo, resulta útil a los efectos de establecer cua
les son las hipótesis adjuntas a cada modelo , y a través de ellas 
inferir para qué régimen, naturaleza de la interfase reaccional y 
características estructurales de la partícula reactante, es válido . 
También hemos podido comprobar que la mayoría de estos mo
delos tienen como base común las ecuaciones fundamentales 
(1-25)- disolución y vaporización de sólidos - y (1 -26)- re
acciones fluido-sólido reactivo -. 

Finalmente, a modo de conclusión de esta serie de trabajos , 
podemos decir que, en cierto modo, la formulación dei pro
blema de modelado de transformaciones fluido-sólido reactivo 
se presenta como un gran rompecabezas, donde las ecs .(l-25) 
y <1-26) son piezas claves, que deben combinarse con modelos 
der5, NA, N8 , n, n1 y 0., debiendo seleccionarse cada uno de 
ellos a través de: la naturaleza fisicoquímica de la interacción 
sólido-fluido; el régimen que controla la velocidad de la trans
formación; la naturaleza de la superficie interfacial; y las carac
terísticas estructurales de la partícula reactante. 
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ABSTRACT 

The kinetic modeling of reactant solids particle with 
nonuniform reactional interface during the process is analyzed. 
Different cases regarding to nonporous solids particles without 
formation of solids products - Transformations III - as well as 
porous or non porous particles with and without formation of 
porous solids products - Transformations IV -, are considered. 
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RESUMO 
O trabalho aborda dois aspectos importantes no processo de desenvolvimento de um esquema numérico 

para o tratamento de escoamentos independentemente do regime de velocidade. Inicialmente, é proposto um 
método de aceleração de convergência para um algoritmo não-viscoso implícito anteriormente desenvolvido. 
Este aumento de eficiência se baseia na diagonalização do operador implícito. Posteriormente, o esquema é 
estendido de forma a tratar também escoamentos viscosos. Experimentos numéricos foram realizados para 
configurações típicas de interesse e os resultados mostram boa concordância com a literatura. Uma redução de 
custo computacional de mais de 50% em relação ao algoritmo original é observada. 

INTRODUÇÃO 

O presente trabalho é desenvolvido a partir do algoritmo 
implícito de fatoração aproximada de Beam & Warming (1978) 
escrito em forma delta, o qual tem como variáveis dependentes 
o vetor de variáveis conservadas. Este algoriuno apresenta bons 
resultados somente na faixa compressível, o que provavelmente 
ocorre porque a baixas velocidades, nas quais o escoamento é 
predominantemente incompressível, os gradientes de densidade 
são muito pequenos. Uma vez que o algoriuno é escrito na 
forma delta e a densidade é escolhida como uma das variáveis 
dependentes, o cálculo de sua variação pode apresentar valores 
numéricos da ordem de grandeza do erro do próprio método e 
portanto não ser fisicamente representativo. Este problema é 
contornado através de uma escolha apropriada das variáveis 
dependentes. No método proposto, assim como em Chen & 
Pletcher (1991 ), são escolhidas como variáveis dependentes as 
variáveis primitivas, ou seja, pressão, componentes cartesianas 
de velocidade e temperatura. A constatação de que a baixas 
velocidades os gradientes de pressão são significativos justifica a 
sua escolha como uma das variáveis dependentes. O método de 
fatoração aproximada de Beam & Warming (1978) envolve a 
resolução de matrizes tridiagonais de blocos cheios. O trabalho 
de Pulliam & Chaussee (1981) propõe uma mudança no 
operador implícito mostrando que é possível reduzir este 
problema à resolução de matrizes tridiagonais de blocos 
diagonais, o que significa uma redução considerâvel no número 
de operações realizadas por iteração. A resolução do algoriuno 
diagonal reside na possibilidade de se escrever a matriz 
jacobiana envolvida como um produto de matrizes que envolve 
uma matriz diagonal. Como para o algoriuno a/1-speed (assim 
será referenciado o trabalho de Martins, 1994, a partir do qual o 
presente trabalho é desenvolvido, neste artigo) as matrizes 
jacobianas são diferentes daquelas encontradas no método de 
Beam & Warming (1978), o algoriuno diagonal não é 
diretamente aplicável. No trabalho proposto é mostrado que 
manipulando o algoriuno a/1-speed de maneira apropriada pode
se aplicar o algoriuno diagonal de maneira bastante semelhante 
àquela apresentada por Pulliam & Chaussee (1981). 

As equações são escritas em fonna de lei de conservação 
com coordenadas curvilíneas generalizadas . Para marcha no 
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tempo, é aplicado o método de Euler implícito. Para 
discretização espacial são utilizados esquemas centrados de 
segunda ordem e instabilidades oriundas de não linearidades são 
controladas com a adição explícita de termos de dissipação 
artificial. Experimentos numéricos mostram resultados bastante 
semelhantes ao esquema all-speed no que concerne precisão e 
estabilidade, com custos computacionais reduzidos a até 30 % 
do custo com o método original. O acréscimo de termos 
viscosos à formulação é feito somente no lado explícito do 
algoriuno, dado que o fator preponderante na solução de 
problemas estacionários é o modo como é feita a discretização 
do lado direito. O lado implícito é, portanto, mantido. 

FORMULAÇÃO TEÓRICA 

Inicialmente, serão apresentadas apenas as equações de 
Euler, uma vez que a implementeção computacional do 
operador implícito é completamente aproveitada quando são 
resolvidas as equações que envolvem termos viscosos. As 
equações de Euler bidimensionais podem ser escritas em forina 
de lei de conservação para um sistema de coordenadas 
curvilíneas generalizadas que se conforma ao corpo que se 
queira resolver. O sistema resultante pode ser encontrado em 
Azevedo (1988). Na derivação do algoriuno para todos os 
regimes de velocidade, densidade é substiruída por pressão e 
temperarura com auxílio da equação de estado p = pRT . O 

vetor de variáveis dependentes será composto por variáveis 
prumuvas (p,u, v, T) em vez das variáveis conservadas 
(p,pu,pv,e) (Chen & Pletcher, 1991). As equações de Euler 
serão então escritas: 

iQ(q) + tE(q) + iF(q) =o 
iJr a; Ôl7 

O vetor de variáveis primitivas é: 

(1) 

onde p é pressão estática, u e v são componentes cartesianas de 
velocidade e T é temperarura. O superscrito t significa matriz 



transposta. Os vetores algébricos que aparecem na Eq. (I) 
podem ser escritos 

p 

T 
pu 

Q = J-l T 
pv 

E= J-1 

F = J-1 

T 

-( p +~(i+ 2) 
r -l) 2RT v 

pU 

T 
puU 
--+R .t T p.,x 

pvU 
-+R.t 

[~+ : ( 2 p.,y2)] 

(r - t) 2RT u +v U - pÇ I 

pV 

T 
pu V 
-+Rpn T "IX 

pvV 
-+RprJ 

[
_E_+ : ( 2 y2)] 
(r - t) 2RT u +v V- P'lt 

(2) 

(3) 

(4) 

onde U e V são as componentes contra variantes de velocidade 
dadas por: 

U = .;1 +Çxu+Çyv , V= rJt +rJxU+I/yV. 

R é a constante dos gases perfeitos, y é a razão de calores 
específicos (C~C.) e J é o jacobiano da transformação . .;1 , .;x , 
.;y • 'lt • 'lx e 'ly são tennos de métrica. Suas expressões 
podem ser encontradas em Azevedo (1988). Aplicando o 
método de Euler imP,Íícito para marcha no tempo, obtém-se 

n+l n (42)n+l' 
Q = Q + óJ Or + óJO(t:.l) (5) 

O termo que envolve a derivada no tempo é então 
substituído pela expressão vinda da equação diferencial original : 

n+l n iE iF ( )
n+l 

Q = Q - óJ a; + ar, + t:.tO(t:.t) (6) 

As não linearidades são removidas através da expansão dos 
termos em série de Taylor em torno derf : 
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Qn+l = Qn +Dn(qn+l -qn)+O(t:.t2) 

En+l = En + A"(qn+l -qn)+O(óJ2) • 

Fn+l =Fn +Bn(qn+l_qn)+O(óJ2) 

(7 . a,b,c) 

onde D, A e B são as matrizes jacobianas: 

D" • (!f A" • (:f B" • (:)" (8) 

Substituindo as Eqs . (6) , (7) e (8) na Eq. (5), aplicando a 

,_. - . da h d A n n+l n ,atoraçao aproxima e c aman o uq = q - q : 

[~ + '"(n·r'( ~) ][~ + '"(n·r'(~) }·,. · 
-J(iEn éFn) -ru(Dn) ~ +--;;;- + O(ru) . 

(9) 

que reproduz o algoritmo all-speedna sua forma original. 
Na Eq. (9), a matriza jacobiana A pode ser escrita de 

maneira modificada, se for aplicada a regra da cadeia: 

aJ aJ42 • 
A=-=--=AD (10) 

âJ ô2 âJ 

Aplicando a relação obtida na Eq.(lO) na Eq.(9) tem-se: 

[/ .ru(v• r'( a:: r][/+ &( D" rt~r ]6q• 

( )-l(mn a<nJ = -t:.t D
11 

- .f- +O(t:.t) 
a; a,, 

(II) 

As matrizes jacobianas Â e Ê constituem, por defmição, um 
sistema hiperbólico, i. e., têm autovalores reais e um conjunto 
completo de autovetores . Este fato garante a existência de 
transformações similares (Pulliam & Chaussee, 1981) que 

podem ser utilizadas para diagonalizar Â e Ê : 

• -1 
A = TÇ A.; T.g 

• -1 
B = T11 A ,,r,1 

(12) 

Substituindo na Eq. (11) e escrevendo as matrizes identidade de 
modo conveniente: 



(13) 

O operador acima pode ser escrito de fonna modificada, se 7',; 
e T, forem retirados de dentro dos operadores de derivadas: 

(14) 

Urna vez que T~ e T" são funções de ~ e 17 , a retirada das 

matrizes para a esquerda dos operadores é urna aproximação. 

Simplificando a expressão e chamando T~ - 1T,
1 

de N obtém-se: 

(15) 

Esta é a forma fmal do algoritmo aqui proposto. A 
resolução do lado esquerdo deste algoritmo envolve a resolução 
de duas matrizes tridiagonais de blocos diagonais e três 
multiplicações explícitas por matrizes cheias em todo o campo. 
Isto requer menos esforço computacional que a inversão de duas 
matrizes tridiagonais de blocos cheios corno no algoritmo em 
sua forma original (Martins, 1994). A implementação deste 
algoritmo segue os passos seguintes: 

1) Cãlculo explícito do lado direito em todo o campo. 

2) Multiplicação explícita pela matriz(Tç -I )n 
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3) Resolução de tridiagonal de blocos diagonais em Ç . 

4) Multiplicação explícita por N-l. 
5) Resolução de tridiagonal de blocos diagonais em '1· 

6) Multiplicação explícita pela matriz(D -IT
17 
t 

7) Atualização e aplicação das condições de contorno. 

Foi apresentado então o desenvolvimento para as equações 
de Euler. Com o acréscimo de termos viscosos, fenômenos 
como o estabelecimento de camada limite e forma~ão de bolhas 
de recirculação secundárias podem ser capturados pela solução. 
Evidentemente, ast equações de Euler não dão suporte para a 
captura de fenômenos deste tipo. No caso presente, a 
implementação de termos viscosos se dará somente no lado 
direito do algoritmo. 

O lado direito (/?.HS) será agora escrito: 

RHS = -h(õ(E- Ev) + ó(F- Fv)) + o(ru) (16) 

a; ÔTJ 

Note-se que no caso das equações de Euler, tem-se 
E v = Fv = O . Os termos de fluxo viscosos são dados por: 

As componentes do tensor de tensões viscosas podem ser 
escritas corno: 

(17) 

Na equação anterior, a notação de Einstein para somatório onde 
há índices repetidos foi utilizada. o é o delta de Kronecker e J.l 
é o coeficiente de viscosidade dinâmica laminar. A hipótese de 
Stokes, ;.. = -(2 I 3) J.l , foi utilizada. 

Para f3x e fJy da equação da energia, tem-se: 

f3x = •xxu+-r.zyv-qx 

f3y = '.zyu+-r.wv-qy 
(19) 

Utilizando ainda a notação de índices, as componentes de 
fluxo de calor podem ser escritas como: 

iJ[ J.l &; 
qx. = -K-- = --y-- ' 

J àx; Pr àx; 
(20) 

onde K é o coeficiente de condutividade ténnica, e; é a energia 
interna específica, T é a temperatura e Pr é o número de 
Prandtl. 



i· 
I• 

!i' ,, 
d' 
n~ 

i' 
I• 
I' 
I 

ii 

:'· 
.J:: 

~ .. 

Para as equações acima descritas, uma adimensionalização 
ronveniente é adotada. Nas equações originais é feita, 
considerando que P é uma propriedade genérica, a substituição 

P = PP ._1 nas propriedades dimensionais . Agrupando as 

constantes de maneira conveniente, chega-se à forma fmal dos 
novos vetores de fluxo: 

E=J-1 

F=J-1 

pU 

T 
puU R ( J: ) --+RpÇx -- Çxf"xx +~oyf"xy 

T Re 
pvU R( J: ) --+RpÇY -- Çx-rxy + .,y-r Y.Y 

T Re 

[__]'!!__) +_!!_(u
2 

+v
2)]u- pÇ1 --R

1 
(çxPx + ÇyjJ y) (r -I 2RT e 

pV 

T 
puV R ( ) --+RpTJx -- 1Jxf"xx +1Jy~xy 

T Re 
pvV R ( ) --+Rp1Jy -- 1Jxf"xy +TJyf"Y.Y 
T Re 

(21) 

[(r~ 1) + 2~T (u 2 
+ v

2)]v- PTJt- ~JTJxPx + TJyP y) 

(22) 

sendo Que: 
Re Prefvreflref 

Pref 

A~ barras foram omitidas para simplificar a notação. As 
equações incorporam agora alguns parâmetros novos, a saber, o 
número de Reynolds (Re), o número de Prandtl (Pr) e o 
coeficiente de viscosidade dinâmica, os quais dizem respeito à 
relação entre forças de inércia e forças viscosas e condução de 
calor. Na presente implementação, Pré admitido como 0.72 e JJ 
é admitido como constante. O cálculo do número de Reynolds 
depende da adimensionalização adotada para as variáveis e do 
comprimento de referência escolhido de acordo com a 
configuração em questão. 

Na aplicação. das condições de contorno, para o caso das 
equações de Euler; é imposta condição de não escorregamento 
em paredes sólidas para o cálculo das componentes cartesianas 
de velocidade. Para temperatura e pressão é imposto gradiente 
nulo na parede. Para estas equações, rigorosamente, não se 
pode fazer uma imposição deste tipo. Defmidos os contornos, a 
distribuição destas propriedades é automaticamente defmida. 
Contudo, para efetuar o cálculo numérico, alguma condição de 
contorno deve ser imposta. Para o presente caso, este tipo de 
imposição não apresentou problemas. Para as equações de 
Navier-Stokes, as imposições dos valores de temperatura e 
pressão são mais simples que no caso das equações de Euler 
porque hã transporte de calor e poder-se-ia, por exemplo, impor 
parede adiabática. Mesmo que na prática possa ser difícil 
reproduzir esta condição, há completo sentido físico em impor 
gradiente de temperatura nulo na parede. Para a velocidade, na 
parede, faz-se u=v=O. Condições de contorno de entrada e 
saída, em ambos os casos, são implementadas com o uso de 
relações características unidimensionais (Martins, 1994). 

RESULTADOS 

Será apresentado inicialmente um resultado para as 
e~uações de Euler bidimensionais, fazendo uma sucinta 
comparação dos resultados obtidos em Martins (1994) e o 
algoritmo proposto . A Figura 1 mostra a malha usada na 
solução do escoamento em um bocal convergente-divergente em 
regime transônico. 

F-.gura 1 - Malha computacional 49x22, para conr~guraçlio do bocal. 

Foi usado neste exemplo o modelo linear de dissipação 
artificial com E =0.5. Comumente, este valor é encontrado 
experimentalmente e deve ser grande o suficiente para controlar 
oscilações e pequeno a ponto de não interferir na qualidade da 
solução. O problema do bocal é inicializado fixando-se 
velocidade nula e um valor para a pressão e outro para 
temperatura em todo o campo. Na última linha, i. e . . na seção de 
saída , impõe-se o valor da pressão estática como sendo um 
terço do valor da pressão estática no interior do bocal. Tudo se 
passa como se no instante inicial existissem duas porções de gás 
separadas por um diafragma localizado na saída do bocal que 
fosse subitamente retirado. Neste problema, as condições 
iniciais são tais que se tenha, na solução convergida, 
escoamento subsônico na entrada do bocal, número de .Mach 
unitário na garganta e um choque fraco Jogo após a constricção. 
A distribuição de pressão na linha central, ou linha de simetria, 
é mostrada na Figura 2. Nota-se perfeita concordância com os 
resultados encontrados por Martins (1994). O resultado mostra 
que, no caso presente, a aplicação do método de aceleração de 
convergência em nada compromete a qualidade da solução fmal. 
Um estudo detalhado para a configuração do bocal é feito em 
Azevedo et ai. (1992). Nesta referência, são feitos experimentos 
mudando-se as características geométricas do bocal, mudanças 
nas condições iniciais e são pesquisados valores de dissipação 
artificial que melhor se aplicam em cada caso. 

1.00 

0 .80 

P/P. 0.80 

o.40 -i I 0 

0.20 -+- ---.- - ---,c---..----,----,----, 
-2.00 -1.00 0.00 1.0 

.~ 

F'~gura 2 - Distribuição de pres.~ão na linha de centro do bocal. 
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F'JgUra 3 - Histórico de convergência para a confaguração do bocal. 

Verifica-se, pela Figura 3, que as características de 
convergência foram também mantidas . Para a formulação 
presente, porém, o mesmo resíduo fmal foi atingido em 38% do 
temRO necessário com a formulação de Martins (1994). Os 
resultados para escoamentos a baixo número de Mach, embora 
não apresentados aqui, demonstram muito boa concordância 
com os de Martins (1994), de modo semelhante ao exposto neste 
trabalho para o caso transônico. Um estudo bastante extenso da 
aplicação do algoritmo diagonal ao algoritmo para todos os 
regimes de velocidade é encontrado em Ferrari (19%). Neste 
trabalho, foram analisados escoamentos em torno de diversas 
configurações e regimes de vôo para casos eslacionários. Em 
todos os casos, para as equações de Euler, a qualidade da 
solução e as características de eslabilidade e convergência do 
algoritmo foram mantidas, reduzindo o tempo de convergência 
de cerca de 70% em relação ao tempo necessário para o 
algoritmo a/1-speed original. 

Para formulação viscosa, a primeira configuração testada 
foi a do degrau a jusante ou backlmrdfacing step, como 
conhecido na literatura inglesa. Um esboço da configuração de 
interesse é mostrado na Figura 4. 

Q 

F'agura 4 - Degrau a jusante ou backward-facing step_ 

Para este experimento, M =0. 1 e o número de Reynolds, 
com comprimento característico com base na altura do degrau, é 
de 100. O ponto P da Figura 5 corresponde à quina do degrau e 
o ponto Q, ao canto. Nota-se, próximo à superfície, a defmição 
da camada Iini.ite. Logo após o degrau, junto à parede vertical, 
vê-se defmida uma bolha de recircuiaÇão. Esta solução se 
estabeleceu de modo semelhante ao se resolver as equações de 
Euler para a mesma configuração. Na solução para 
implementação viscosa, no entanto, nota-se o aparecimento de 
bolhas de recirculação secundárias, próximas ao canto, na parte 
inferior do degrau. O surgimento de bolhas secundárias é um 
fenômeno eminentemente viscoso, qual seja, a inversão de fluxo 
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na camada limite, que valida a formulação utilizada. Para este 
experimento, não foi verificada uma solução estacionária. Há 
constante surgimento e desaparecimento de bolhas secundárias e 
o ponto de recolamento da bolha maior caminha para direita a 
cada iteração. O campo de vetores apresenlado corresponde a 
um estádio intermediário da solução . 

F"agura 5 Distribtúção de velocidades para a confaguração do degrau 

A segunda configuração para a qual se aplicou o algoritmo 
viscoso foi a do cilindro circular a baixo Reynolds (Re=30). 
Para o caso presente foi resolvida apenas metade da 
configuração e para linha central aplicou-se condições de 
contorno de simetria. Este procedimento foi aplicado porque 
espera-se que, nesla faixa de Reynolds, se estabeleça a 
configuração estável de vórtices gêmeos, a qual é simétrica. A 
Figura 6 mostra o campo de velocidades para o caso do cilindro 
circular. Verifica-se o eslabelecimento de um ponto de 
desç ~lamento sobre a superfície do cilindro e a formação estável 
de uma bolha de recirculação. Para números de Reynolds entre 
5 e 40, resultados experimentais mostram o estabelecimento da 
configuração estável de vórtices gêmeos. Acima de 40, há 
emissão alternada de vórtices. Estes valores limites variam de 
acordo com condições de laboratório como nível de turbulência 
do escoamento não perturbado e rugosidade da superfície do 
cilindro (Roshko, 1954). 

-------
-----------------:__ 
~----

~-:::.~-~ ~ 
-s~~~~ 

~~~ ~ -

Figura 6 - Distrbtúção de velocidades para a coufaguração do cilin
dro, Rey =30. 

Nos exemplos examinados no presente trabalho com a 
formulação viscosa, trabalhou-se numa baixa faixa de números 
de Reynolds. O presente método não incorpt;~ra um modelo de 
turbulência. Por esta razão, os casos foram testados a baixo 
Reynolds para garantir que o escoamento estaria inteiro numa 
faixa laminar. Para uma formulação mais complela, onde se 



pudesse prever pontos de transição laminar turbulento e captura 
de camada limite turbulenta, o emprego de um modelo de 
turbulência seria recomendado. 

COMENTÁRIOS FINAIS 

Um método de diferenças fmitas aplicado à solução das 
equações de Euler/Navier-Stokes no ~aso bidimensional foi 
apresentado. Os resultados se apresentam satisfatórios em uma 
ampla faixa de números de Mach e com custo computacional 
consideravelmente reduzido. O erro produzido pela alteração no 
operador impücito é largamente · compensado pelo ganho nu 
custo de cada iteração. · Foi mostrado que as alterações 
necessãrias para tornar um código al/-speed diagonal seguem 
praticamente a mesma metodologia descrita por Pulliam & 
Chaussee (1981). A precisão e a qualidade da solução dependem 
apenas do modo como foi discretizado o lado direito do 
algoritmo, o qual foi mantido para o caso das equações de 
Euler. Para o caso onde foram levados em consideração termos 
de viscosidade e de condução de calor, manteve-se na parte 
implícita o mesmo algoritmo empregado para a resolução das 
equações de Euler. Rigorosamente, as matrizes jacobianas 
presentes no operador implícito deveriam ser recalculadas 
levando em conta termos novos na formulação. Se isto fosse 
feito, provavelmente obter-se-ia um código mais robusto, 
fisicamente mais realístico para análise transiente e com melhor 
razão de convergência, pois estariam sido levados em conta com 
maior rigor aspectos fisicos envolvidos. No caso presente, 
contudo, a utilização das matrizes jacobianas originais mostrou
se suficiente. Levando em conta que estão sendo estudados 
apenas problemas de estado estacionário, verifica-se a não 
necessidade, para o caso presente, de mudar a forma das 
matrizes jacobianas. Há autores que utilizam códigos 
semelhantes ao apresentado para as equações de Navier-Stokes, 
implementando os termos viscosos só na parte explícita, para a 
resolução de problemas não-estacionários. Em Guruswamy 
(1992), um algoritmo com estas características é utilizado na 
resolução de problemas de aeroelasticidade com bons 
resultados . 

O método proposto apresenta as mesmas características de 
estabilidade e precisão do algoritmo para qualquer regime de 
velocidade original. Resultados experimentais mostram redução 
no custo computacional de mais de 50% . Foram mostrados 
casos considerando a implementação de termos viscosos e os 
resultados mostram-se coerentes, dentro da faixa de Reynolds 
na qual se trabalhou. A malha computacional deve concentrar 
mais pontos próximo à parede sólida para cálculo de camada 
limite e condições de contorno próprias para parede sólida 
devem ser implementadas. Não é empregada a aproximação de 
camada fma. A extensão do método para problemas 
tridimensionais envolve mudanças nos operadores formalmente 
idênticas àquelas apresentadas para o caso bidimensional , não 
envolvendo dificuldades conceituais adicionais . 
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SUMMARY 

The work address two important aspects in the development 
process of a numerical scheme capable of simulating all-speed 
flows. lnitially, a convergence acceleration method is proposed 
for an inviscid, implicit algorithm which had been previously 
developed. This efficiency increase is based on the 
diagonalization of the implicit operator. Afterwards, the 
proposed scheme is extended in order to also treat viscous 
flows. Numerical experiments were performed for typical 
configuratios of interest, and the results show good agreement 
with the literature. A computational cost reduction of more than 
50% with regard to the original algorithm is observed. 
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SUMMARY 

Stationary and non - stationary flows are of great interest from the practical view point. We 
present in this work an exact solution of the equations that describe the flow between two 
parallel plates with the gap partially filled with a porous media. The upper plate oscillates 
longitudinally while the lower one remains stationary. Analytical expressions for the velocities 
and temperatures are derived and analysed as functions of porosity and thermal conductivity. 

1. lntroduction 

Engineering applications such as petroleum wells 
drilling, flows in porous media, elastic waves propaga
tion in soils, etc., have motivated a great deal of interest 
on stationary and non-stationary flows between parallel 
plates. Severalauthors(Ishgaki, 1971 - Cox, 1991) have 
determined velocity and temperature profiles of these 
Aows modeled by the Navier-Stokes equations. Despite 
the large number of works, in some specific cases of lu
brification mechanics, such as journal bearings - where 
the surfaces are porous material and there is a lubrifi
cating film between them - exact solutions are hardly 
found in the literature. 

The present work is a generalization of Stokes' sec
ond problem sturlied by Schlichting .(1968) and it com
plements the study of Carrocei (1982). 

We present the analysis of a viscous, incompressible 
flow between two parallel, horizontal plates. The space 
between them is partially filled with an isotropic non
homogeneous porous media. The upper one oscillates 
longitudinally while the lower one remains st.ationary 
(see Fig. 2.1). 

ln section 2 we model the problem and section 3 
shows the numerical results obtained solving the cor
responding equat.ions. 
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ln the fourth section we discuss the results . 

2. Mathematical Model 

y* 

free flow 
2h --+-------------+ x* 

porous media 

Figure 2.1: Geometrical description of the problem. 
U*(t*) represents the velocity of the upper plate. 

Consider a two-dimensional How of an incompressible 
fluid between two parallel infinite plates separated by a 
distam·e 2h. The upper plate oscillates longitudinally 
and the lower one remains stationary, as shown in Fig-



ure 1. Suppose that the ftow does not change in the x 
direction and that there is no pressure gradient acting 
on the ftow. The analysis of the problem must be di
vided accordingly to the two regions, one in which the 
fluid Aows freely and the other for the Aow through the 
porous media. 

Let us denote with 1 and 2 the variables correspond
ing to the free Aow and in the porous media respec
tively, then let uj be the ftow velocities, v1 the kine
matic viscosities and é the permeability of the porous 
media. Ifthe upper plate's motion is given by U*(t*) = 
Uo cos w* t• with Uo and w* constants, then the momen
tum equations are: 
free ftow âui = 8U*(t*) + 

11 
8

2ui (2_1) 
at• at• I 8y•2' 

ftow in the porous media 

(2.2) 

âui 
at· 

8U*(t*) 8
2
ui + 112 [U*(t*)- uiJ, + 112 ~.·2 c at· vy "' 

subjecte<! to the following boundary conditions 

uj(h, t*) = U*(t*), ui( -h, t*) =O, 

ui(O, t*) = ui(O, t*), âui I Bui I 
8y• y'=O = f}y• y'=O. 

Under the sarne ftow hypothesis defined before, con
sidering the heat transfer by convection zero, and de
noting by T1* the temperatures, K; and c; the thermal 
conductivities and specific heat constants, the equa
tions for the ternperature distributions are: 

_1 _ __ K---' + _1_ _1 ar a2r v· (au~ )2 

ât• - 1 oy• 2 c; âl.j* ' 

with the boundary conditions 

1j(h,t*) 
Tt(O,t*) 

811*1 K!-
8y• y"=O 

1'*(-h t*) = 1' 2 ' ), 
12(0, t*), 

. õl2' K2- · 
8y• y•=O 

Let us define the dirnensionless pararneters 

t = t• III 
h2' 
h2 

w=w*
v' 

1/·1 
a; = _t 

IIJ' 

f3t =o ' 
uj 

u; = Uo' 
r-To 

1 ' (). = ,.., To 
1 1-

y• 
Y=h, 

u· 
U= Uo' 

(h= 112h
2 

I!Jé ' 

(2.3) 

(2.4) 

1180 

then, using (2.4) in (2.1),(2.2) and (2.3) we finally ob
tain the equations for the velocities and temperature: 

âu; 
at 

80; 
8t 

8U(t) _8
2
u; + f3·1U(t)- u;J, _ +a1 ~.2 1 

8t vy 

a; 8
2
0; , (âu;) 2 

~ ~.2 + a1Ec; a 
1 '-'.'1 y 

(2.5) 

(2.6) 

valid for j = 1, 2. ln (2.6), Pr; and Ec; represent the 
Prandtl and Eckert numbers for the regions. 

lt can be observed that although the system is nonlin
ear because equation (2.6) is coupled with (2.5) by the 
qnadratic term, it can be studied with a linear a~al
ysis, solving first (2.5) and using the result as a non 
homogeneity in (2.6) . 

Equation (2.5) i..<> solved utilizing the method of sep
aration of variables, assuming a general solution of the 
form 

u;(y, t) cos wt + cos wt 
+ 

[c11 cosa1ycosha;y 
c2; sina;ycosha;y 
+c3; cos a1y sinh a3yJ 
+c4; sina3ysinha1y 
[cs; cosa1ycosha;y 
cs1 sina3ycosha;y 

where 

+sinwt 
+ 
+ c1; cosa1ysinha1y 
+ cs; sina;ysinha;yJ, 

(2.7) 

a 1 = Re ( yíW) , a2=Re(~). 
with the following boundary conditions: 

u 1 (1,t) = coswt, U2( -1, t) = 0, 

u1 (0, t) = u2(0, t), âu1
1 8u21 

8y y = O = 8y y = O • 

Solving (2.5),(2.6) Í..<; reduced to solve a linear al
gebraic system, for which we used a program written 
in the symholic manipulation language Mathematica 
(Wolfram,l988). We developed the study of the de
scribed prohlem for the cases: a) the two plates have 
given, constant temperatures. b) the upper plate is adi
ahatie and the lower one is isothermic and c) the upper 
plate is isothermic and the lower one adiabatic using 
the following boundary conditions: 



a) 
Ot(l,t) = 1, 

01 (0, t) = 02(0, t), 

b) 

ao11 = o, 
8y y=l 

01 (0, t) = 02(0, t), 

c) 

01 (1,t) =O, 

3. Results 

u 

8()21 - o 
ay y=-1 - , 

Figure 3.1: Velocity u as function of time and space for 
w = lO and é= 0.1. 

We present in this section the results obtained evalu
ating numerically the solutions of equations (2.5) and 
(2.6) yield by the program written in Mathematica com
mented before. 

Figure 3.1 shows the evolution in time of the veloc
ity profiles of case a) with w = 10 and é = 0.1. One 
can observe in it that, due to the oscillation of the up
per plate, the plane velocity profiles corresponding to a 
uniform fiow are deformed into a curved surface. 

The analysis of the velocity 's behavior on a time in
terval equal to a half-period of oscillation T /2 = 1r jw, 
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~ 1=0 

-e- I= T/8 

-Q- I=T/4 

--8- I=JT/8 

~ I=Tn 

-+- I=JT/4 

Figure 3.2: Dependence of u on time, with y varying 
between the plates in case a). The parameters are w = 
lO,é=O.l. 

with w = 10 is summarized in Figure 3.2. It is shown 
there that even in the absence of an externa( pressure 
gradient, inversion of motion is verified at severa! in
stants, for example at t = T/4. These inversions are 
consequences of the viscous forces and the inertia of 
the fiuid. 

---à- & = 0.10 

-e- &=0.25 
y 

-B- & = 0.50 

--+- & = 0.75 

-t- & = 0.90 

u 

Figure 3.3: Dependence of the velocity u on the perme
ability é in the case a) of two isothermic plates. 

The dependence of the velocity on the permeability is 
presented in Figure 3.3, for which we m;ed a frequency 
w = 5 and é varying between 0.1 and 0.9. lt can be 
observed that the inertia forces in the porous media 
are two orders of magnitude smaller than the viscous 
forces, verifying Darcy's law (Batchelor, 1967). 

We next illustrate the inftuences of the thermal con-



1 

Figure 3.4: Dependence of (} on time in case c) for y 
varying between the plates. The frequency is w = 10, 
ê = 0.1 and K = 1. 

ductivity and permeability on the temperature profiles 
for the cases a), b) and c). 

Figures 3.4-4.1 show the variations of temperature in 
the space between the plates as functions of time for the 
three cases, when the ratio between the thermal con
ductivity coefticients and the ratio between the Prandtl 
and Eckert numbers are unity. It can be seen that the 
profiles are similar, and that large temperature varia
tions in the porous media are due to the fluid motion 
and to the heat conduction. 

The results for the temperature profiles when w = 5 
and t = 1, for the cases in which the ratio between the 
thermal conductivity coefficients of the porous media 
and the free fluid varies between 10-2 and 104 and per
meabilities equal to 0.1, 0.5 and O. 75 are presented in 
figures 4.2 and 4.3. It is verified that the maximum 
temperature of the flow in the porous media, at that 
instant, decreases with the permeability. It can also be 
observed that the difference between the thermal con
ductivity coefficients changes the temperature, produc
ing the separation of the curves at the interface between 
the two media. 

4. Comments and Conclusions 

The values between 5 and 20 for the dimensionless 
frequency were established through numerical exper
imenU, utilizing a program written in Mathematica. 
The range of permeabilities between 0.1 and 0.5 is of 
particular interest in Tribology because it better repre
sents real engineering cases and, thus, we choose thcse 
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Figure 3.5: Temperture (} as a function of space and 
time in case a) of two isothermic plates. 

values for the analysis in this paper. 

We have determined that high permeabilities, besides 
diminishing the lubrificant fiuid retention, also diminish 
the dumping property of the porous media to mechan
ical shocks in journal bearings. 

With respect to heat transfer and because we are 
dealing with low velocities and low temperatures, we 
verified that heat conduction is the dominant phe
nomenon. 

For the range of perrneabilities considered here one 
can deduce, observing the deforrnation of the corre
sponding profiles, that the flow velocity and the stress 
increase with the permeability. 

The difference of ternperatures in the neighborhood 
of the interface increases with the ratio between the 
thermal conductivity coefticients. ln the porous region, 
the temperature increases rnarkedly and its rnaxirnurn 
value decreases with the permeability. 

Using a syrnbolic manipulation language for this kind 
of problem yields interesting results from the physical 
point of view .. F'rom the practical point of view, the re
sults are also encouraging because one can obtain fast 
and very accurate values. For example, the determi
nation of the numerical solutions for the velocity and 
temperature for this paper were obtained in 50s and 
lOOs respectively. 
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RESUMO 

Apresenta-se um modelo teórico para análise do comportamento operacional de mancais axiais de 
deslizamento, com base na teoria isotérmica da lubrificação hidrodinámica. A equação de Reynolds, em 
coordenadas polares, foi resolvida na sapata setorial, através do método das diferenças finitas. Foram 
realizadas simulações computacionais numa ampla faixa de relações VRe, alb bem como para vários 
ângulos do setor da sapata. Uma vez determinada a distribuição de pressões na sapata, diversos parâmetros 
adimensionais de operação e desempenho do manca/ foram calculados, tais como: Capacidade de carga, 
vazões no contorno, centro de pressão, perda de potência e variação da temperatura do lubrificante. 

INIROPUCÃO 

Esse estudo possibilita a análise preditiva do comportamento 
operacional de mancais axiais, figura (I), usando parâmetros 
&dimensionais plotados em tabelas que oobrem uma grande faixa 
de relações IJRe, a/b e 6o. 

Num mancai axial ocorre a lubrificação hidrodinâmica 
regida pela equação de RC)nolds, e o obstáculo maior é a 
dificuldade de se encontrar uma solução analítica para essa 
equaçio. Foram propostas várias soluções aproximadas mas 
todas do muito complexas e os cálculos muito longos. Pinkus 
(1958), William A Gross et al. (1980), Jean Frêne (1982) e 
outros, usaram métodos numérioos para resolvê-la, Nesse 
trabalho foi aplicado o método das diferenças finitas com 
algumas modificações e a equação foi usada em coordenadas 
polares por se adequar melhor à geometria da sapata 

F 

Figura I - Esquema de um mancai axial. 

MODEW FíSICO 

ElemeniD 
fiiCl 

Seja o escoamento entre duas placas planas inclinadas entre 
si. A placa inferior ou colar giratório, está animada de um 
movimento de translação uniforme com velocidade constante, a 
placa superior é fixa e inclinada de um ângulo a muito pequeno 
cm relação à horizontal. O movimento de rotação do colar aliado 
à inclinação da sapata e à visoosidade do óleo dão origem à 
formação da película de óleo que, em forma de cunha, separa 
totalmente as superfícies, devido à pressão criada pelo 
movimento relativo do mecanismo. 

No dimensionamento de um mancai, o projetista fixa 
previamente os cluunados 'parâmetros independentes', que são: 
• Dimensões da sapata setorial; diâmetros externo, Re e 

interno, R; e ângulo do setor, 6o. 
• Velocidade da placa móvel, N. 
• Espessura mínima do filme de fluido, a, e desnível da 

sapata, b. 
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• Força axial atuante no mancai, F 

A análise preditiva do comportamento operacional de um 
mancai axial pode ser feita através dos parâmetros ditos 
'dependentes' ou 'resultantes'. 
• Fator de carga axial (adimensional), T 
• Perda de potência (adimensional), Ho 
• Centro de pressão (adimensional), 6p e R:p 

• Vazão de lubrificante (adimensional), nas laterais q,;, q..,, na 
entrada q,. e na saída 'los 

• Visoosidade do óleo lubrificante,, 
• Coeficiente de fricção (adimensional), a 
• Elevação da temperatura, 11t 

FORMULACÃO DO PROBLEMA 

As condições de escoamento são para um fluido 
incompressível, em regime isotérmico, e com certas restrições 
apresentadas a seguir: 
1. O meio é contínuo. 
2. O fluído é newtoniano. 
3. O escoamento é laminar. 
4. Não há deslizamento entre o fluído e a superficie de contato. 
5. As forças de campo no fluído são desprezadas. 
6. A visoosidade do fluido é constante ao longo do filme. 
7. A densidade ou massa volumétrica do fluído é constante. 
8. A espessura do filme é muito pequena em relação à largura e 

o comprimento das superficies em contato. A relação entre 
essas grandezas deve ser da ordem de l o·3 

• Essa hipótese é 
fundamental , senão a equação de RC)110lds não se aplica. 
Na equação de Reynolds a espessura do filme é medida na 

direção de y e as condições no contorno são: 

-Na superfície I , para y =O ~ u = u1 
- Na superficie 2, para y = h ~ u = u2 

v=O 
v =v2 

w=w1 
w=w2 



Y, 

:b 
Figura 2 - Sistema de eixos. 

Considerando que a superficie superior na figura 2 seja fixa: 
v2 = u2 = w2 = O, u, = u e w, = O, A equação de Reynolds é: 

_!_(r h) apo )+_!_~(h) apo) =611Uaho (1) 
ar0 ° 0 ar0 r0 ae 0 ae ae 

Em seqüência, para transformar a Eq. ( 1) para a forma 
adimensional, foram usadas as seguintes equações: 

r=::. ; h=~ ; P= :~(ir (2) 

U =21tr0 N = 21trR. N 

Substituindo as Eq. (2) em (1) e simplificando, tem-se: 

!...(r h) ap} +.!.~(h) ap} =l21tr(R)2 ah 
ar ar r ae ae L ae (3) 

METODOLOGIA DE SOLUCÃO 

Distribuicão de Pressão A relação (3) é a 'equação de 
Reynolds' na forma adimensional e o objetivo é integrá-la 
numeric:amente através do método das diferenças finitas para 
obter o valor das pressões nos pontos nodais. As pressões no 
oontomo do domínio de integração são nulas. 

P1.i =Al1.i. P1.i• ' +A21.i.Pi.i-I +A31.i.P1• 1,i +A41.i.Pi-I ,i +A5;.i 

(4) 
AI a A5 são chamados 'Coeficientes da Equação de Diferenças 

Finitas' e são dados pelas equações a seguir: 

denom .. 
I, J 

( ri+I2+ ri) h; ( ri_ ,2+ ri) h~ 
----,:---+----::---

.6. r2 .6. r2 

(h; +2h i+ J (h; +2hi- J 

+ +---:--
ri .6.92 ri .6.92 

.J -- I 

2 (~) h! 
A 11.; = <l r ' dcnom;,; 

(
r._, +ri) h) 

A2;,i = .6. r2denom,,i 

AJ . 
1,) 

(h, +2hi+l) 3 

rj .6. 92 denomi,j 

_ 61t. ri( h,_1 - h1• 1) (R.) 2 
AS . - -

'·l .6. 9denomi.i L 

(h, +2 h,_, r 
A4 ;,i = r. t..92denom,,i 

J 

(5) 
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Nas equações acima h representa a espessura adimensional 

do filme de fluído, cuja fórmula é: 

h=~- a+b e 
b --b--9 

o 

\, I 
!!j 

-N 

-- - -- . '"Lf=43"-
Figura 3 - Domínio de integração 

(6) 

Para se resolver o sistema de equações, usou-se o método 
iterativo de Gauss-Seidel, com fator de sobrerelaxação ótimo Ào 
e a Eq (4) se escreve: 

Pn .. = P . +À0(Al .. P .• , +A2 . . P . ,) 
I ,J l , J l , J l , J I , J l,J -

+ À0(A31 .. P .• , . + A4 .. . P. 1 . + A5 . . ) 
,J t ,J l ,J · - ,J l,J 

(7) 

onde: 

À 
o 

2[1-(t-À)t ] 

À 
(8) 

O fator À é calculado para cada caso no programa e é dado 
por: 

À=[oo{~) +(~r oo{~)l 2 
. l+(=r 

(~) 

Estabelecendo-se que Pij = PDij = O, calculam-se então 
melhores aproximações sucessivas para as pressões dentro do 
domínio. Este processo pára quando o erro for menor que 
0,0001. 

erro 

'

Pn -P,.j l,J ,J 

-,Pn. j 
I,J 

(lO) 

Após estudo minucioso, ooncluiu-se que o número ideal das 
divisões da malha deve ser de 250 x 250. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Os pioos de pressão, na linha circunferencial média da 
sapata, ooorrem numa posição circunferencial, próxima à saída 
do óleo; essa tendência é cada vez mais significativa à medida 
que aumenta a inclinação das sapatas, isto é, à medida que 
diminue a relação alb. Os pioos de pressão, na linha radial 
média da sapata, ooorrem aproximadamente no Centro dessa 
linha. 



Figura 4 - Distribuição da presslo &dimensional na sapata 
~ 

Capaci4Astç dç carga F A capacidade de carga é dada por: 

F= t r p T1 Nb;2r R! cl)dr (11) .. 
A Eq.(ll) se calcula nwnericamente usando o método de 

~:~;(~rt-9 t! P(~j) rül) (12) 
b ja l i•l 

A capacidade de carga aesoe de maneira muito acentuada 
com o aaéscimo da relação a/b, podendo amnentar até 17 vezes 
quando a/b varia de 0,2 a 1,0. Análogamente, maiores relações 
URc amnentam a capacidade de carga. Essa tendência é mais 
significativa para menores valores do ângulo 9o do 'setor. 

A titulo de validaçao do código computacional, conforme 
mostrado por Mouallcm (1996), diferenças geralmente menores 
que 90/o foram detectadas entre as soluções nwnéricas do 
presente trabalho e soluções analíticas enoontradas cm Gross et 
al. (1980) e outros. 

Fator de carga T A parte entre parênteses na Eq. (12) é a 
carga adimensional Fv em fimção da qual se estabelece o futor 
de carga &dimensional T dado por: 

T= TJN (~)' ~[1-(1-~)']_!:_ (13) 
P 2 R, Fv 

1.00 ---~· .. ·--·-r-.. -·-· -, --··· '· 
L / lle l.; : ! ;,1 

: 0.&0 

'1l 
..t 

~ 0.80 

-.!1 
" 0.70 

~ 
i 
~ .. 
E 

0.80 

f 0.50 
o , 
• 
.§ 0.<10 
" :i 
I! 
~ 
< 

O.:J> 

. 11• ---- ·~-:- -· ____ .. _ -·-T--.. ----~--r~ 
I , J ~ 

. , , -:-~··r··- -· -- -· ._..__I 
l/2 I 

__ 
2~ ,--::-=·I~-~~- -~:3 __ .._0>--

, I 

0.01 0.10 1.00 
Fator Adillleuloaal T 

figura 5 - Fator de carga adimensional T, para 9o = 55° 
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Figura 6- Fator de carga &dimensional versus o ângulo do setor. 

Vazão do lubrificante A vazlio na sapata se compõe de duas 
componentes, wna devida ao cisalhamento e outra ao gradiente 
de pressão. 

(14) 

Os gradientes de pressão foram calculados supondo que o 
campo de presslo no contorno é wna fimção de segundo grau na 
direçao ortogonal a esse contorno. Expressando arbitrariamente 
os componentes da vazlio cm termos da velocidade N, da largura 
da sapata L, do desnível b, do raio externo Re, e de wn valor 
adimensional q, tem-se: 

Q=q 1t R. N L b (15) 

Vazão na saída Os Usando as Eq. (14) e Eq. (15), tem-se: 

1.20 

LIO 

1.00 
s 
r:t' 
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Figura 7- Vazão na saída qos versus 9o para L IRe = 1 I 4 
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11, 

I 
~r ,. 

L 
ll 

-1 L L' h3 ~P qs =---- - dr 
121t R. ~ r 00 

R, e.e, 

(16) 

Q5 = 1t R. N L b { [•-± ( ~J] h~m + q5 } (17) 

Os valores entre colchetes são denominados qos. A figura (7) 
mostra que, para um mesmo valor de a/b, a vazão adimensiooal 
na saida diminue quando aumenta o ângulo do setor. 

Vazão na entrada Q; É a vazão de suprimento de 
lubrificante para alimentar a sapata. Para calcular QE usa-se a 
Eq.(l4) com sinal contrário, obtendo-se: 

! .... 
,; ... • ~ .. 

Jol 

• .. 
õi .. 
i 
i 
E 
=i 
< 
c .. .. • > 

L th3 ~p q =--- - dr 
E 121t Re • r 00 

(18) 

R. e-o 

QE = 1t Re N L b[ (-I+ 
2 
~J ( 1 + ~) + qE] (19) 

Os valores entre colchetes estão indicados por q.,. nas tabelas . 
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Figura 8- Vazão na entrada qos versus eo para L IRe = I I 4 

Vazão no raio interno Ü1!J É a vazão de lubrificante que 
sai pelo raio interno da sapata. sendo dada por: 

___ hr I L r· 3 ~p de 
qR, - l21t R. o ar r•Ri/Re 

(20) 

QRi = 1t R. N L b qRi (21) 

Vazão no raio externo O!!! Analogamente, é a vazão de 
lubrificante que sai pelo raio externo da sapata. isto é: 

-l L r·h) ~p de q ----- r 
RE - 12 1t R. o ar r~l 

(22) 

QRE = 1t R. N L b qRE (23) 
Um resultado importante desse trabalho, foi a verificaçao de 

um erro muito pequeno,(~ 0,15 %) quando se realiza o estudo 
de balanço de vazões de entrada, saida e laterais. Observou-se 
ainda que a vazão lateral é praticamente independente da 
espessura mínima do filme de óleo. Conclue-se também que a 
vazão do óleo através de um mancai de geometria fixa, varia 
com a velocidade mas é independente da viscosidade e da carga. 

Perda de potência Ho É a potência dissipada pelo 
cisalhamento no fluído. A força elementar de atrito dF, que se 
opõe ao movimento da placa móvel é a tensão de cisalhamento 
multiplicada pela ãrea elementar. A perda de potência se calcula 
então multiplicando-se F. pela velocidade U: 

au 
dH 0 = U dF. = TJ U- dA (24) ay 

Ho = 27tNTJ fR• feo {27tr;N + roho BPo 'J drode (25) 
Jlj Jo ho 2TJ aa 

H,='"~' R'(.a,L,(I•;lH·- ~JH~J}26] 
Na Eq.(26), Ho é 'a perda de potência dimensional', e os 

valores entre chaves representam H, que é chamado 'Coeficiente 
de perda de potência adimensiona/', e a é o 'Coeficiente de 
fricção adimensional ', definidos a seguir: 

• I BP 
a = M ~e""'""' r; h, - (27) .i..J.i..J ae 

.r-1 o• l 

6.00 -.:~- Ll•-uJ' 
_ Llae•t/.C 

::r:: 
...: • c 

S.OO 

c -;; 4.00 
c .. 
E 

~ 
.!!! 3.00 ... 

i 
~ 200 

• ... .. 
ct 

1.00 

a/O 

(28) 

-- --·· ···- -··· 
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Figura 9 - Perda de potência H para L I Re = 11 4 e L I Re = 1/3 

Elevacão da temperatura. ~t Conhecendo as vazões, e 
admitindo que o calor gerado por atrito é totalménte transferido 
para o lubrificante, e através da equação de balanço de energia 
obtém-se: 
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& = ---.--2-H---;.0 ---~ 
J p Cp [2 QE -(Q .. +QIIi)] 

(29) 

Para mn mancai de geometria fixa, pode-se obter mna 
oonsiderável diminuição do aumento de temperatura 
modificando apenas a razio alb. 

Centro de Presslo. 9r e Rr É o ponto de aplicaçlo da 
resultante das tOrças. Inicialmente se determina esse ponto (Xr, 
y,.) através de mn sistema de eixos cartesianos oonvenientemente 
rolocado no centro do circulo que originou o setor. Calwla-se Xr 
e y,. apiK:.do o momento primeiro cm rclaçlo a x: 

R r· 1 2 X., = .=~. P . r cos9 dr d9 F Jl, ~J J ' 
y • ll, 

(30) 

\ \ R. • • 2 

x, =F Ar A9 L L P;,j rj cos9; 
" i·l j•l 

(31) 

Posteriormente, aplican~se o momento em rclaçlo ao eixo 
yobtém-se: 

y = R. r· r P . r2 sen9 dr dO (32) , F. G J~ ... , j I . 

ll, 

R. • • 2 

Y =- Ar A9 ""'""' P . r scn9 (33) ' F L..t L..t J,J J ' 
• i·l j•l 

Por meio de uma mudança de coordenadas tem-se: 

R., = Jx! + Y! e" = arctg ~ (34) , 

Para situar melhor a posição desse ponto, adotou-se a seguinte 
adimensionalizaçlo, possibilitando que R., e 9r sejam relativos a 
um set.or rujas dimensões (largura e ângulo) variam de O a 1. 

R = _R"'"o,,_-_R.;_; 
' R, -R; 

(35) 

Os valores obtidos nas tabelas variam entre 0,57 e O, n para 
o ângulo e entre 0,31 e 0,61 para o raio. 
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Tabela 1 - Resaltadoa Obtidas para a~ L IRe = 114 

a/b 8o T q.; -~- q.,. Qoo 9r Rp ' H 
1,00 Ml L4346 0~1489 0"102 OOIIX I NlQO 0~1.12 01112 2011lW 

ss I 0764 0283 04067 0,.9376 167YJ 06207 04204 14420 
40 08714 o 1037 0.3798 O!m7 16421 06089 046S7 IOSS3 
2S 06984 o !S07 0.3217 0.996S 1.5691 0.5928 04970 o~ 

0.90 Ir} 111.1 o l.CQO 0"201 I Olnl6 16111 OMJO 031.&9 22'i3 
ss OIS2S 0.3286 04070 08493 LSitiO 0629S 04218 l.S~ 

40 06923 0.3040 0.3Mll 08689 1.5S39 0.6169 04663 1140S 
2S O.SSi'O 0.2S10 0.3220 0.9064 14797 0-'9911 04972 072Sl 

O,Ml Ir} 0117~ ' o 1.tQ2 o•294l 07"16 ru7 06'1~ o 319'í 2U79 
ss 06609 0.3288 04072 07609 14982 06397 04236 16930 
40 O.S383 0.3044 0.3Ml4 07l99 146S6 06262 04671 1.2418 
2S 043S3 0.2S14 0.322S 081~ 1..3900 06079 0497S 07918 

0.10 Ir} 06'171 0-w<U 0"297 06~~~ I.&Wl 0.66111 032'i3 26823 
ss o -4984 0.3292 04076 06723 14102 06St6 042S8 18S74 
40 04078 0.3048 0.3Ml9 06906 1.3772 06372 04681 1.3646 
2S 0.3319 0.2S19 . 0.32.10 07247 1.2999 0617S 04979 08733 

0,60 Ir} 0.&7'11 03.&915 i 0 ... 300 o~n 1.3d3 0.613~ 0.3327 29710 
ss 0.3632 0.3296 04081 o.5834 1.3222 066~ 04287 2.0608 
40 0.2989 0.30SS 0.3816 06007 1.28116 06S04 04694 l.Sl73 
2S 0.24S3 0.2S216 0.3238 06328 1.2094 0.6291 04984 097S7 

o.so Ir} I 0.32A6 03~ 0.4304 O_.f717 ,_2l!(M 0.1021 0.3QJ 3.3376 
ss 0.2S29 0.3302 04087 04940 1.2342 06832 0432S 2X'!lS 
40 0.20911 0.3063 0.382S O.Sl03 11999 0.666S 04712 17138 
2S 01743 0.2S3S 0.3248 O.S397 11182 06434 04991 11092 

0,40 Ir} 0.2123 OJ§OS 0 ... 309 I 03191 .1727 o.m· i 0.3~~ 3.8236 
ss o 16S4 0.3311 04097 04040 11460 01048 04377 2.6677 
40 01388 0.307S 0.3&37 04188 11109 06867 04736 19790 
2S 01173 0.2S48 0.3262 04449 10262 0661S O.,S002 1.2924 

0.30 Ir} 0.1240 '03SIS 0_4318 0.3002 Ul849 l o:JS42 0.3731 4.S117 
ss 00986 0.332S 04lll 0.3129 10S77 0732S 044SO 316S8 
40 00842 0.3094 0.38S7 0.32S7 1021S 07129 04771 . 2.36"7 
2S 00730 0.2S66 0.3283 0.3476 0..9329 068SS O,SOIS l.S64S 

0,2S Ml 0.0896 0.3S:: 0_432S 0.2SSO L0410 0..7720 0.3847 4.98SO 
ss 00722 0.333S 04122 0.2666 I 013S 07496 04499 3Sl31 
40 0062S 0.3107 0.)870 0,2782 0,9766 07294 04796 . 2,6372 
2S OOSS2 0.2SMl 0,3298 O.l97S 088S7 07007 OS029 I 7603 

Tabela l - Res.ttadas Obtides para a Relaçlo L I Re = 1/ 3 

alb 9o T qn Qre q.,. Qoo 9r Rp H 
1.00 Ml I~ 0.3000 04047 08910 L~ 6233 03187 4604 

ss t2(l69 0.273J 0.3741 09134 1.s61S 06087 04S46 11036 
40 10273 0,2410 0.3379 09376 l.Sl71 O.,S974 04869 1.2SOS 
2S 01J2f17 o 1789 0.2669 0,9Ml3 14263 OS844 O.S120 07964 

0.90 80 1.2264 0.3003 04049 O.lmO .S13 0.6323 03809 6S61 
ss 0.9S89 02734 0.3744 08289 I -t77S 06168 04SS4 18412 
40 08184 • 0.2413 0.3382 08S23 14323 06046 04873 1.3S3S 
2S 07361 o 1791 0.2671 08932 1.3398 O,S908 O.S122 08644 

0.80 80 0~ 1 0.300S 0.40S 0.7229 4296 0.6426 0.3837 c88Ml 
ss 074S8 02737 0.3748 07440 1,3933 06261 04S64 2,0048 
40 06387 0.2417 0.3387 0766S 1.3474 06131 04878 14764 
2S O.S771 o 1794 0,267S oaoss I 27 0,5982 O.S12S 0,9462 

0.10 80 07 6 0.3008 040SS .0.638S IS9 0_6S48 03871 3_ 677 
ss O,S6Sl 0.2741 O 7S3 06S89 I 191 06371 04S78 2,2031 
40 04861 0.2421 o 392 061kl3 lí22 06231 0488S 16263 
2S 04417 o 1797 o l679 07110 116SO 06071 O.S129 10468 

0.60 80 . O.S2 5 .301 o. OS9 I.SS39 1.2621 0.6692 0.391S 3.Sl3 
~s 04143 0.2747 OJ7S9 05733 1.2247 06S02 04S95 24498 
40 o 585 0.2428 0399 0,5934 11766 063S2 04894 18139 
2S o 2&3 o 1Ml2 0268S 06274 I 076S 06178 OSI34 11742 

o.so Ml o i29 0..3(]17 0406S 0.4689 11783 0.6868 0.3974 3 9S48 
S5 o to 0,27SS 0.3768 o 48'10 11401 06663 04619 27671 
40 o 38 0.2437 0,3409 ososs 10906 06SOO 04906 2,0573 
25 o W8 o 1Ml8 0,2693 05364 09868 06311 O,S142 1,3416 

0.40 80 70 0.3026 0.4074 0.3&33 10944 0.708S 040S3 4S440 
ss o 1927 0,2767 0,3780 0.3998 I OSS2 06864 046SI 319S6 
40 o 1700 0,2449 0,3423 04163 I 0040 06687 04923 2.3897 
2S O IS97 o 1817 0,2105 04432 089S7 06480 Q,SIS2 15740 

0.30 80 o 1409 0.3038 0.4087 02967 10101 J!.7364 04166 5.381_5 
ss 01170 0,2784 0,3799 03110 09700 07126 04699 3 8186 
40 O lOS! 0,2468 0,3444 03249 09166 06934 049SO 2,8Mll 
2S o 1009 o 1829 0)722 03469 08023 06706 OS169 19231 

0.2S 80 0.1031 0.3047 04097 0.2S27 0.9683 0.7536 04240 59742 
ss 00869 0,]:197 OJ8J3 0,26S6 0!1272 07291 04732 4~ 
40 00790 0,2481 0,34S9 O;I179 08724 o '1091 04969 3,2308 
2S 00771 o 1&38 o,m3 0,2970 07S4S 06851 0,5182 2.1764 



Tabela 3- Resultados Obtidos para a Relaçio L IRe= 112 

a/b O o T qri qre qos qoe Sp RP H 
1.00 80 18654 o 037 03530 08313 13886 06052 04511 29017 

55 16067 o 1665 03071 08594 13332 05925 04981 20189 
40 I 5385 o 1291 OJ594 08859 12747 05846 o 5224 14869 
25 16827 00781 o 1872 09226 11883 o.5n5 05500 09471 

0,90 80 14839 0,2039 o 3533 07549 t3127 06130 04521 31372 
55 12820 o 1667 03074 07819 1.2563 05994 04987 21868 
40 1,2303 o 1292 02597 08074 I 1965 05910 05228 16136 
25 13488 00781 0,1874 08424 11083 o 5834 05503 I 0305 

0,80 80 I 1559 02042 03537 06782 I G67 06221 04534 34176 
55 I 0025 o 1670 03078 07041 11791 06075 04993 2,3876 
40 09647 o 1294 0,2600 07282 I 1179 05985 05233 I 7658 
25 I 0607 00782 o 1876 0,7613 I 0275 o 5903 o 5507 11314 

0,70 80 osn5 02047 03542 06012 1160(; 06327 04550 3 7579 
55 07648 o 1674 03083 06256 11015 06171 05002 2,6331 
40 07387 o 1297 0,2604 06483 I 0387 06074 05239 19530 
25 0,8152 0,0783 0,1879 06792 09458 05986 o 5513 1,2565 

0,60 80 06450 0,2052 03548 05236 I 0842 06456 04572 41818 
55 05659 o 1678 03089 05465 10235 06287 05013 29413 
40 05491 o 1300 02610 05674 09587 06182 05248 21897 
25 06090 00784 o 1882 05957 08627 06085 05520 14161 

0,50 80 04546 0.2®_ 03557 04454 I 0075 06613 04601 47284 
55 04024 o 1685 03098 04663 09448 06430 05028 33427 
40 0,3930 o 1304 0.2617 0.4851 08n6 06315 05260 25006 
25 04389 00786 o 1887 05104 on80 06209 o 5531 16278 

0,40 80 03025 02070 03569 0.3661 09305 06810 04641 54682 
55 02713 o 1694 0,31 II 03845 08653 06611 05051 3,8930 
40 0,2674 01310 0,2628 04009 07950 06485 052n 29313 
25 03015 00788 01894 04225 06910 0,6368 05546 19244 

0,30 80 o 1851 02085 03588 o 852 08530 07068 04702 65476 
55 o 1692 o 1708 03130 03005 07845 06852 o 5085 4 7090 
40 o 1691 o 1319 0,2643 03138 07103 06713 05304 35m 
25 o 1935 00792 o 1904 03309 06007 06582 05569 23747 

0,25 80 o 1382 02096 0,3601 0.2438 08140 07231 04744 7 3120 
55 o 1281 01717 03143 OJ572 07435 07005 05110 5,2946 
40 o 1293 o 1325 0,2654 0,2_§86 06669 06859 05324 40448 
25 0,14')4 0,0794 0" 191L 0~831 L_Q,S~ (),6721 0,5586 2,7033 

Tabela 4 - Resultados Obtidos para a Relaçio L I Re = 2 I 3 

a/b 9o T qri qre qos qoe So Rp Hj 
1,00 80 24054 o 1118 0.2986 07668 11n4 05937 05005 30863 

55 23301 00767 0,2457 07939 11166 05850 05412 215041 
40 24687 00512 0,2001 08152 I 0667 05803 05685 158241 
25 30151 0,0269 o 1410 o 8397 I 0081 05759 06044 I 0046 

0,90 80 19196 o 1119 0.2989 06978 11089 06008 05012 33417 
55 18638 0,0768 0,2460 07238 I 0468 05915 05418 2 3329 
40 19n6 00512 0,2003 07441 09958 05864 05689 I 7196 
25 24188 00269 0,1411 07675 0,9359 05817 06048 I 0941 

0,80 80 15013 o 1121 02992 6285 I 0401 06090 05022 3 6468 
55 14620 00769 0,2463 06531 09765 05990 05424 2 5522 
40 I 5541 00513 0,2005 06723 09242 05935 05696 I 88511 
25 1,9043 0,0269 0,1412 06944 08630 05884 0,6054 1,2026 

0,70 80 I 1456 o 1124 02997 05586 09709 06188 05034 40192 
55 11199 oono 02466 05817 09055 06080 05434 28215 
40 11933 00513 0,2008 05995 08519 06020 05704 20894 
25 14656 00269 0,1414 06201 0,7889 0,5965 0,6060 13374 

0,60 80 08479 o 1127 03003 04879 09012 06305 05050 44859 
55 o 8330 00772 0,2471 05092 o 8338 06188 tJS446 3 1616 
40 08904 00514 0.2012 05256 on84 06123 05714 23490 
25 I 0969 00270 o 1417 05444 07135 06063 06069 15098 

0,50 80 06032 01132 03011 04164 08309 06450 05073 5.0923 
55 o 5967 OOn4 0,2478 04355 07610 06323 05462 36076 
40 06405 00515 0,2017 04501 07035 06251 0,5729 26918 
25 0,7923 00270 0,1420 04668 0,6363 0,6185 06081 17392 

0,40 80 04067 o 1138 03022 0.3434 07597 06634 o 5105 5.9::10 
55 04063 OO?n 0,2487 03600 06866 06495 05487 4,2240 
40 04389 00516 0.2024 03724 06267 06416 o 5751 3 1692 
25 0,5461 0,0271 o 1425 0,3867 0,5567 0,6341 06099 20616 

0,30 80 0.2538 o 1148 0,3039 0.2683 06873 06878 o 5155 71441 
55 0,2573 00782 0,2501 OJ817 06102 06724 0.5525 5 1458 
40 0,2805 00518 0,2035 0,2916 0,5471 06636 05784 3 8893 
25 03522 00271 0,1432 0,3028 0.4736 06552 06126 2 5523 

0,25 80 o 1922 01154 03051 02296 06505 07034 05191 80182 
55 o 1969 00785 0,2510 0,2410 0,5709 06873 o 5553 58113 
40 0,2160 00519 02042 0,2495 05059 06779 05809 44124 
25 0,2730 0.0272 0.1437 0.2590 0.4303 0.6689 0.6146 2.9109 

' 

l 

CONCLUSÕES 

Os três parâmetros de desempenho que orientam o projeto de 
um mancai de deslizamento são a espessura mínima do filme 
lubrificante, as vazões do lubrificante no contorno da sapata e a 
perda de potência. Um item adicional no caso de mancais axiais 
é o centro de pressão que é de grande importância para mancais 
pivotados, pois é ele que define a localização do pivô. Esses 
valores na forma adimensional e outros como o fator de carga e o 
coeficiente de fricção são mostrados nas tabelas I a 4. 
Analizando os resultados pode-se deduzir que: 
• Efeito do parâmetro ~ : Para um dado L/Re h~ um ótimo 

valor de Oo. Assim, pelo uso de um número ótimo de sapatas, 
garante-se a mais alta capacidade de carga. Geralmente 
deseja-se ter a maior capacidade de carga. a maior razão 
L/Re, e o menor número de sapatas. Maiores ângulos de 
setor e menores relações a/b implicam que os picos de 
pressão se posicionem mais próximos à saída da sapata. 

• Efeito do parâmetro URe: Maiores razões de L/Re irão 
elevar a capacidade de carga. Essa tendência é mais forte 
com valores pequenos do ângulo So do setor. 

• Efeito de alb: A capacidade de carga varia muito 
rapidamente com o aumento de a/b, podendo aumentar até 
17 vezes quando a relação a/b varia de 0,2 a 1 ,0. 
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ABSTRACT 

A theoretical model. based on the isothermal hydrodynamic 
lubrication theory. for the calculation of a wide range of 
'dimensionsless operating parameters' is presented, enabling any 
designer to perform a predictive analysis of the operational 
behavior of a hydrodynamic thrust bearing. The Reynolds 
equation, in polar ooordinates, was solved in the region 
corresponding to a tapered-land sector pad. the oil-film shape 
being that of on uniform taper in the circunferencial direction. 
The finite difference method was applied in order to obtain the 
nodal pressure distribution, after severa! tests relative to the 
optimization of net refinement. Once the pressure distribution on 
the sector pad was obtained, the dimensionless operating 
parameters, such as load capacity, lubricant flow rate in the 
sector edges, and power losses were calculated. Thus, a 
computational model was developed for simulating the 
operational behavior ofhydrodynamic thrust bearings. for a wide 
range of the following geometrical dimensions and working 
conditions: 
• Pad radial length I Pad outer radius, 
• Minimum lubricant film thickness I Amount oftaper, 
• Angular span of the sector pad. 

Furthermore, a series of tables and graphs were organized, 
allowing the complete analysis of the bearing operational 
behavior. even without the use of a computer by the designer. 
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SUMARIO 

En este trabajo se reporta un estudio experimental sobre dispersión y retromezclado en una colwnna de 
extracción líquido-líquido de multietapas tipo York-Scheibel. Se trabajó con dos líquidos inrniscibles en 
contracorriente, agua destilada por el tope y kerosene por el fondo. Se inyectaban pulsos de colorantes y se 
analizaban las respectivas respuestas con un espectrofotómetro. Se encontró que en general hay mayor 
dispersión cuando la fase continua la constituye el agua y no el kerosene; que el modelo de dispersión 
cerrado-cerrado sigue la tendencia observada y se pudo calcular el Peclet para cada corrida. Al graficar el 
Pe estimado en función del número de revoluciones del agitador para una velocidad de entrada fija, se 
encontró la presencia de un máximo; es decir, la dispersión es rninirna alrededor de 650 rprn. Se aplicó el 
modelo de celdas en serie con recirculación y se estimó el coeficiente de retromezclado que mejor ajustaba 
la data, encontrándose un valor de 0.2 para 36 etapas. 

INTRODUCCION 

El proceso de extracción líquido-líquido, se hace cada 
vez más importante, ya que ha sido la solución a la 
separación de mezclas cuyos componentes tienen puntos de 
ebullición similares. Para este proceso se han usado diversos 
equipos con la fmalidad de optimizar y hacer más eficaz la 
extracción. Entre éstos se encuentra la colunma de extracción 
líquido-líquido diseílada por Y ork y Scheibel que es objeto 
de estudio en este trabajo. Para que se haga posible la 
utilización de este equipo es necesario conocer su 
hidrodinárnica, la dispersión axial, la fracción de retención 
de la fase dispersa, las condiciones de inundación y la 
transferencia de masa. El estudio de la hidrodinárnica, es 
cornplejo, ya que no se puede disponer de una representación 
completa de la distribución de velocidades del fluido, y se 
restringe a conocer la distribución de los tiernpos de 
residencia de la corriente de fluido. Esta inforrnación puede 
deterrninarse mediante la técnica del estírnulo-respuesta, que 
consiste en la inyçtción de un trazador y la obtención de su 
representación a lá salida del sistema ep. función del tiernpo. 

En este trabajo se analiza la dispersión axial y el efecto 
del coeficiente de retromezclado en el interior de la colwnna 
antes mencionada, en función de algunas condiciones 
operacionales corno: flujos de entrada de los fluidos (agua y 
kerosene) al equipo, velocidad de agitación y el fluido que 
constituye la fase continua, colocando la interfase al inicio y 
al fmal de las etapas según sea el caso. Finalmente, se 
ajustaron los datos experirnentales con dos modelos teóricos: 
uno basado en el modelo diferencial de dispersión axial 
utilizando las ecuaciones desarrolladas por Bischoff y 
Levenspiel ( 1962 ), y el otro en el modelo de celdas en 
contracorriente con retroflujo transitorio mediante el uso de 
las ecuaciones resueltas propuestas por Dongaocar et. al. 
(1993). 
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FUNDAMENTOS TEORICOS 

Levenspiel ( 1962) propuso un modelo de dispersión 
axial para un sistema cerrado-cerrado, entendiéndose por este 
último término aquel sistema en donde no hay dispersión 
hacia atrás en la entrada ni tarnpoco hay dispersión hacia 
adelante en la salida. Estas dos restricciones fijan las 
condiciones de borde para el modelo diferencial cuya 
ecuación viene dado por: 

(1) 

en donde C es la concentración normalizada, i.e. 

c(t) 1 {I c(t)dt I[}, z=x!L, (} = t 1 t, y el Número de Peclet, 

Pe=uL/D, siendo D el coeficiente de dispersión, u la 
velocidad promedio del fluido, L la longitud del sistema 
entre el punto de inyección y la medida de la concentración 
del trazador. La ecuación anterior puede ser resuelta para las 
dos condiciones cerradas y la solución analítica ootenida por 
Yagi et al (1953) para una función pulso a la entrada viene 
dada por la siguiente expresión: 

õn (Pe senõn + 2 õn cos Õn) 
E (8) = 4L ---------2 

Pe + 4Pe + 4õn 

2 2 
x exp{~- ( Pe + 4on )e} 

2 4 Pe 
(2) 

donde E(S) representa directamente la distribución de 
tiempos de residencia en función del tiempo normalizado, y 
õ n es la raiz enésirna positiva de la siguiente ecuación 

trascendental: 



t 
1\, 

lj; 

li 
:r 
'I" 
I) 
I• 

l 

coton = 0 . 5(2c5n- Pe) (3) 
Pe 2on 

Sin embargo, el cálculo dei Peclet que se ajuste a la data 
experimental a partir de la Ec. (2) no es directo y mucho más 
sencillo es procediendo a partir de los tres prirneros 
momentos, i.e. de la media, de la varianza y dei sesgo. Para 
el sistema cerrado-cerrado, se han derivado Wen y Fan 
(1975) las siguientes relaciones: 

)J = 1 (4) 

2 { 2 2 
u = Pe- Pe2 [1-exp(-Pe)]}f2 

(5) 

3 24 { Pe Pe } 3 
r = Pe3 (2-1)+(2+1)exp(-Pe) f 

(6) 

Dongaonkar et. al . ( 1993) hallaron soluciones analíticas 
generalizadas para el modelo de celdas en serie con 
retromezclado para específicamente colwnnas de multietapas 
de extracción líquido-líquido. A partir de la ecuación dei 
balance dê masa para el trazador en una etapa genérica n, se 
tiene: 

(1+a)Cn-1-(1+2a)Cn+aC 1 =.!_dCa (7) 
n+ N dO 

donde a representa el coeficiente de retromezclado y N el 
número de etapas de extracción. La solución para !11 
respuesta transitoria a la salida de la etapa N a un pulso de 
trazador en la entrada viene dada por la siguiente expresión: 

n 

Cn(lJ) = L A; exp( q B} 
i=1 

donde: 

(8) 

Ai;= [ aN-lsen('Pi)) I { ad[DENJ!'P='Pi/ds} 
= (-2NaN)Sen2('Pi) I d[DENJ!'P='Pi/d'P (9) 

sj= N{2[a(l +a)] 0·5 cos('Pi)- (1 + 2a)} 1 ~i~ N 

( ]{)) 

siendo a=(( I+ a)/ a] O.S 

Los N valores de 'Pi son ceros de la Ec. ( 11) en el 
intervalo O < 'P < 7t, 

DEN('P) = asen((N+ 1 )'P]- 2sen(N'P) + (1/a)sen[(N-1 )'PJ 

(11) 

EQUIPO Y PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL 

Se dispuso de una columna de extracción líquido-líquido 
tipo York-Scheibel (Figura l ), constituída por una columna 
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de vidrio Pyrex ( 1) de 1 O cm de diámetro, con 36 secciones 
rellenas en acero inoxidable 316 con empacaduras de teflón y 
un eje central para agitación mecánica accionado por un 
motor de velocidad variable. El agitador es dei tipo turbina 
de 6 cm de diámetro y con 4 paletas verticales de 1 cm de 
ancho. Secciones de relleno para las zonas de calma y 
separación de fases con dos válvulas de entrada y una de 
salida. Dos recipientes de plástico de 50 l de capacidad, para 
la alimentación (2). Una válvula de aguja para eJ control de 
la alimentación (3 ). Dos válvulas de cobre: una para el 
drenaje dei kerosene ( 4a) y otra para la entrada de kerosene 
(4b). Tres rotámetros: (Sa) de entrada dei solvente pesado 
(agua), (Sb) de entrada de solvente liviano (kerosene) y (Se) 
de salida de solvente pesado igual ai anterior. Un motor de 
1/4 HP a prueba de explosiones con selector de velocidades 
para e! agitador de turbina (6) (las velocidades promedio a 
las que se trabajó fueron: 704, 882, 1117 y 1209 rpm). Dos 
tubos de vidrio en forma de T (7) para alojar las inyectadoras 
de trazador. 

M)(6) 

(olo) 

Figura 1. Esquema dei equipo empleado. 

Se prepararon soluciones de azul de metileno (insoluble 
cn kerosene) y de rojo muerto (insoluble en agua) de 
diferentes concentraciones, a las cuales se les midió la 
absorbancia en un espectrofotómetro marca Spectronic 20 
Milton Roy, con rango de longitud de onda entre 340-960 
nm y se realizaron gráficas de concentración en función de la 
absorbancia. El azul de metileno es insoluble en kerosene y 
el rojo muerto es insoluble en agua. Los rotámetros ·se 
calibraron antes de llenar la columna. Se ajustaron los flujos 
de entrada y salida de los fluidos a través de los rotámetros 
hasta lograr las condiciones estacionarias, que se alcanzan 
cuando no existe variación apreciable dei nivel 1e la 
interfase, cuidando que la fase dispersa no entre en contacto 
con la agitación. Se inyectaron los trazadores en la entrada de 
los fluidos a la colwnna, azul de metileno (1, 2 o 3 ml) y de 
rojo muerto (7 o!O ml), y se controla el tiempo a partir de 
este momento. Las cantidades inyectadas dependieron de 
cuál fluido constituyó la fase continua y de la velocidad de 
agitación. Seguidamente se van tornando muestrás para 
diferentes tiempos hasta que no haya trazador en la salida. 
Las muestras se introducen en el espectrofotómetro y se mide 
la absorbancia de cada una. Para las de azul de metileno se 



ajusta Wla longitud de onda de 666 run y para las de rojo 
muerto de 520 nrn. 

RESULTADOS Y DISCUSION 

En la Figura 2 se muestran curvas típicas de respuesta 
para el sistema estudiado, en Wl caso la fase continua es el 
agua y en el otro caso el kerosene es lá fase continua. Los 
experimentos se realizaron para la misma velocidad de 
agitación, i.e. 483 rpm con flujos de agua y kerosene 
parecidos. Los tiempos de residencia promedio de cada 
curva son similares, como era de esperarse. Sin embargo, al 
calcular la varianza adimensional para cada caso se pudo 
observar que el valor es mayor cuando e! agua es la fase 
continua en lugar dei kerosene. Esta misma tendencia se 
repitió para los distintos experimentos realizados a otras 
velocidades de rotación dei agitador y de alimentación de los 
fluidos, por lo cual se desprende que la dispersión es mayor 
cuando el agua es la fase continua. Este resultado es. de 
importancia para e! proceso de extracción líquido-líquido en 
este tipo de equipo, por cuanto la transferencia de masa se 
veria afectada a medida que la dispersión es mayor. 
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..... 

..... 
0.002 
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• b) Qll20~3 77 mi! o. QKer-3 .3 rnl!o. medil0"1142 "· VlllionzF<l.05 , ..... 
• • • • • 
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Figura 2. Variación de la concentración de trazador con el 
tiempo para a) Agua fase continua b) Kerosene fase continua, 

velocidad de agitación: 483 rpm. 

A partir de las ecuaciones (8), (9), (10) y (11) dei 
modelo de celdas en serie, derivado por Dongaonkar et. al. 
(1993) y mencionado anteriormente, se estimó que el 
coeficiente de retromezclado , a, que mejor ajustaba los 
datos para Wl numero de etapas N = 36 era de 0.2. Sin 
embargo, la comparación de los datos experimentales con los 
resultados obtenidos de aplicar e! modelo de celdas en serie 
con retromezclado, arrojaba errores mayores que el ajuste con 
el modelo de dispersión. 

En la Figura 3 se muestra la comparación entre la curva 
de distribución de tiempos de residencia experimental y la 
teórica obtenida a partir del modelo de dispersión para Wl 
sistema cerrado-cerrado, para Wl Pe igual a 15.47, 
correspondiente a Wl experimento en donde la fase continua 
es el agua, la velocidad de rotación dei agitador de 605 rpm, 
el caudal de agua de 2.5 ml/s y el caudal de kerosene de 2.4 
ml/s. A partir de los valores experimentales se calculó la 
media: 1175 g; la varianza adimensional: 0.12 y el sesgo 
adimensional: 0.044. Mediante la técnica de los momentos 
se calculó el Peclet de 15.47 que mejor ajusta la data y con 
este valor se halló la curva teórica a partir de la solución para 
el sistema cerrado-cerrado. De la gráfica se desprende que el 
ajuste es bastante bueno con Wl error promedio dei 9%. 
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Figura 3. Modelo de dispersión, comparación de la curva 
experimental con la curva teórica para un Peclet de 15.47, 

sistema cerrado-cerrado, agua como fase continua. 

En la figura 4 se grafican los diferentes valores de Peclet 
calculados a partir dei modelo de dispersión para distintos 
flujos dei fluido en la fase continua en función dei número de 
revoluciones dei agitador. Aparentemente se observa la 
presencia de Wl máximo, alrededor de 650 rpm, lo cual es 
indicativo de un mínimo en la dispersión, favoreciendo asf el 
proceso de extracción líquido-líquido. En esta gráfica se 
reafirma lo dicho anteriormente que la dispersión cuando el 
agua es la fase continua es mayor, puesto que todos los 
valores de Peclet son menores que los correspondientes para 
el kerosene . 

.. 
Peclet 

'o 

.. 
30 

10 

10 

o ... 

I 

o 
6 
' 
, .. 

• 

o 

... 

• Kerosone fase conlinua, Ql::..-3.36 

• Keroaene f110 conlinua, Qker=l.44" 
6 Agua fase continua, QH20=2.53 
O Agua fase continua, QH20=-3.66 

• 

• 
I 

o 
li o 

700 ... ... 
Velocidad de agitación [rpm] 

Figura 4. Variación dei Peclet con la velocidad de agitación 
para cuatro flujos de fase continua 

CONCLUSIONES 

En este trabajo se reporta un estudio experimental sobre 
dispersión y retromezclado en una columna de extracción 
liquido-líquido de multietapas tipo Y ork-Scheibel. Se trabajó 
con . dos líquidos inmiscibles en contracorriente, agua 
destilada por el tope y kerosene por el fondo. El Iftétodo 
experimental empleado fue la técnica de estimulo-respuesta, 
i.e., se inyc!ctaban pulsos de colorantes y se analizaban las 
rs:spectivas respuestas con un espectrofotómetro. Se utilizó el 
azul de metileno como trazador para la fase acuosa y el rojo 
muerto para la fase orgánica; el azul de metileno es insoluble 
en kerosene y el rojo muerto es insoluble en el agua. Se 
encontró que en general hay mayor dispersión cuando el agua 



es la fase continua que cuando el kerosene es la fase 
continua, siguiendo el modelo de dispersión cerrado-cerrado 
la tendencia observada y se pudo Chlcular el Peclet para cada 
corrida. A1 graficar el Pe estimado en ftmción del número de 
revoluciones del agitador para una velocidad de entrada fija, 
se encontró la presencia de un máximo; es decir, la 
dispersión es mínima alrededor de 650 rpm. Se aplicó el 
modelo de celdas en serie con recirculación y se estimó el 
coeficiente de retromezclado que mejor ajustaba la data, 
encontrándose un valor de 0.2 para 36 etapas. 

USTA DE SIMBOLOS 

Ai = coeficiente definido por la Ec. (8). 
c= concentración dei trazador, mg!ml 
C = concentración adimensional ~l trazador en la etapa n. 
DEN('I') = definido por la Ec. ( 11 ). 
D = coeficiente de dispersión axial, cmlfs. 
L = longitud de la sección de prueba de la columna, m. 
N = número de etapas. 
Pe = número adirnensional de Peclet, illJE. 
Si = parâmetro definido por la Ec. ( 10). 
t = tiempo, s. 

l = tiempo de residencia promedio, s. 
u = velocidad superficial de la fase, m/s. 
V = vo1umen total de la columna, m3. 
X = coordenada en la dirección axial, m. 
z = coordenada adimensional 

Símbolos griegos 
a. = coeficiente adimensional de retromezclado 
yl = sesgo dimensional 
e = tiempo adirnensional. 
cr2 = varianza adimensional. 
'I' = parâmetro defmido por la Ec. (9). 
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SUMMARY 

ln this work, we report an experimental study about 
dispersion and back-mixing in a York-Scheibel multi-stage 
liquid-liquid extraction column. We worked with two 
inmiscible liquids, flowing countercurrent, distilled water 
from the top and kerosene frorn the bottom. Pulses of dyes 
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were inyected and the corresponding responses were detected 
with a spectrophotometer. It was found, that in general, there 
is more dispersion when the continuous phase was water 
instead of kerosene. The dispersion model with boundary 
conditions for closed-closed system followed the observed 
tendency and a Peclet number was calculated for each 
experimental test. When the Peclet' s number was calculated 
and plotted against agitation velocity for a given feed flow, 
an apparent maximum value was presented, i.e . around 650 
rpm the dispersion is minimum. The cells in serie model 
with recirculation was applied and an estimated back-mixing 
coefficient which best fitted the data was found to be 0.2 for 
36 stages. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

A :I C Iii EXTRAÇÁO LÍQUIDO-LÍQUIDO EM COLUNAS COM PRATOS 
PULSANTES 

<I>Luiz Mário N. Góis, (l)Eiias B. Tambourgi, (llJoão A F. R Pereira 
<Il Mestrado em Engenharia Química -UFBA 

40.210-630- Salvador/Bahia/Brasil 
<2JoESQ/FEQ/UNICAMP 

13083-970 - Campinas/São Paulo/Brasil 

RESUMO 

No presente trabalho é apresentado um estudo sobre um extrator de pratos pulsantes. Este estudo é 
baseado nos dados de eficiência de separação obtidos utilizando-se o sistema líquido n-butanol-ácido acético 
água. São introduzidas modificações na geometria e na operação do extrator e analisadas as influências de 
cada um dos parâmetros individualmente. A eficiência de separação é determinada através dos dados de 
concentração de soluto nas correntes de saida da coluna, extraio e refinado, utilizando-se para isso o modelo 
proposto por Kawase (1990). Uma correlação de modelagem para a eficiência é também apresentada. 

INTRODUÇÃO 

A extração líquido-líquido é um processo de separação que 
envolve a ação de um solvente na recuperação de componentes 
de uma mistura líquida. Este processo é baseado na diferença 
dos índices de solubilidade dos componentes envolvidos na 
mistura, diferente, portanto da destilação que é condicionada aos 
pontos de ebulição dos componentes. 

Os extratores pulsados destacam-se dos demais outros 
mecanicamente agitados devido à sua forma de agitação se 
processar através de pulsos periódicos. Este processo apresenta 
como principal vantagem o fato da agitação acontecer na mesma 
direção do escoamento das fases, o que evita o escoamento 
radial da mistura, como ocorre em colunas agitadas por 
mecanismos de rotação. 

Dos estudos de extração, pouco se tem visto nos últimos 
anos sobre as colunas pulsadas em geral e, muito menos ainda, a 
respeito das colunas com pratos pulsantes. Logo é de se prever 
que a quantidade de pesquisas referentes à este tipo de coluna 
ainda é bastante restrito, o que viabiliza o interesse em estudos 
referentes ao desenvolvimento deste extrator. 

No presente trabalho é apresentado um estudo sobre a 
eficiência de separação em um extrator de pratos pulsantes, 
utilizando-se o sistema líquido butanol-ácido acético-água. São 
analisadas as influências de vários parâmetros no desempenho 
da coluna e uma correlação de modelagem é apresentada. 

ANÁLISE DA LITERA TIJRA 

A maioria dos trabalhos existentes na literatura que tratam 
da transferência de massa em colunas de extração, normalmente 
se referem ao desempenho dessas colunas com relação ao 
transporte de um determinado soluto entre duas correntes, ou 
fases distintas (contínua e dispersa). Este desempenho, 
geralmente, é avaliado em função da determinação de alguns 
coeficientes, cujos sigificados são de grande importância nos 
cálculos e projetos de equipamentos de contato contínuo, 
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utilizados nos processos de separação em geral. O Coeficiente de 
Transferência de Massa, k, o Número de Unidades de 
Transferência, NUJ, a Altura Equivalente de Estágios Teóricos, 
HETS, ou as medidas da Eficiência de Separação, Â, podem ser 
citados como os principais parâmetros determinados. 

Com relação às colunas pulsadas, alguns autores já 
publicaram estudos sobre a transferência de massa nestes 
extratores. Porém, quase todos eles se detiveram às colunas com 
com fluxo pulsado, enquanto que muito pouco tem sido 
publicado, nos últimos anos, sobre as colunas com pratos 
pulsantes. 

Thomton (1957), foi quem primeiro estudou a transferência 
de massa em colunas pulsadas. Baseado em dados experimentais 
obtidos de uma coluna com fluxo pulsado este autor utilizou a 
definição de HTU descrita por Chilton (1935), detêve-se a uma 
faixa de operação em que o Número de Reynolds (Re) variava 
entre 20 e 500 e obteve a seguinte correlação empírica. 

Nesta equação os termos K e m foram obtidos 
experimentalmente 

O estudo apresentado por Thomton (1957) é ainda bastante 
citado na literatura atual, como sendo um dos primeiros 
trabalhos em que foi apresentada uma correlação para o cálculo 
da HTU, em colunas pulsadas. Porém a equação proposta, apesar 
de abranger um número bem razoável de parâmetros 
experimentais, se refere a transferência de massa em colunas 
com fluxo pulsado, e não com pratos pulsantes como é o caso da 
coluna aqui estudada. 
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Smoot e Babb (1962), mediram perfis de concentração ao 
ongo de wna coluna com fluxo pulsado e detenninaram valores 
para HTU a partir dos perfis encontrados. Segundo estes autores 
as HTU's em colunas pulsadas podem ser obtidas através da 
seguinte equação: 

HTU - [fA.Dh ·Pd]-o.4o [ Vc ]0.43 [Vc]0.56 
-- - 504 - -

h vd fA vd 

[~h r62 
(2) 

O estudo apresentado por Smoot e Babb ( 1962 ), é bem 
interessante, já que nele é mostrado wn método mais preciso 
para a avaliação da transferência de massa em colunas pulsadas. 
Porém a análise realizada por estes autores também se refere 
somente às colunas com fluxo pulsado. 

A literatma cita ainda outros autores como Landau et ai 
(1964 ), Prochazka et al ( 1965) e Lo e Karr ( 1972 ), que 
desenvolveram seus estudos, utilizando colunas com pratos 
pulsantes, baseando-se em wn estudo apresentado por Treybal 
( 1959), em que a eficiência global, À., é descrita pela relação 
entre a carga total introduzida na coluna e as HETS, existentes, 
ou seja: 

Vc+ Vd 
À.=--

HETS 
(3) 

Tojo et al (1980), estudaram a transferência de massa em 
wn extrator de pratos pulsantes conhecido como MVOC 
("Multistage Vibrating Disk ColW"nn"). Este extrator apresenta 
como característica principal anéis circulares entre os estágios e 
discos compactos. A eficiência de separação, À, foi medida 
seguindo-se o mesmo procedimento adotado por Landau et al 
(1964), Prochazka et al (1965) e Lo e Karr (1972), ou seja, 
através da utilização da correlação 3, proposta por Treybal 
( 1959). A diferença básica deste trabalho com relação aos 
outros, para colunas com pratos pu.Isantes, é no que diz respeito 
ao cálculo dos valores das HETS, que neste foi determinado 
através da seguinte correlação, 

HETS = ~ lnF 
Kc.a F-1 

(4) 

Baird et ai ( I 992 ), estudaram a transferência de massa em 
wna coluna com pratos pulsantes alternados. Valores para NI'U 
foram encontrados neste trabalho de duas formas distintas. A 
primeira, baseada no modelo descrito por T reybal ( 1980 ), na 
condição em que os dados de equilíbrio dos sistemas líquidos 
utilizados eram representados por retas, ou seja: 

NTU 

. 
x1 -x. . 
x. -x. 

lnl( 1.) .!_ 
I- F + F 

(5) 

A segunda, para os sistemas em que os dados de equilíbrio 
não eram representados por retas, através do mesmo modelo 
utlizado por Smoot e Babb ( 1962) em colunas com fluxo pulsado 
(equação 2). 

Existem ainda na literatura outros trabalhos cujos autores 
utilizaram métodos bem mais simples para o estudo da 
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transferência de massa que podem ser empregados nos 
extratores pulsados. Estes métodos se baseiam na determinação 
da Eficiência de Separação, À.. 

A correlação adotada por Murphree (1925), por exemplo, 
defme a Eficiência de Separação, À, através de uma relação em 
que são comparadas as frações de soluto, de entrada e saída, 
para wna detenninada fase, com as composições de equilíbrio do 
sistema utilizado. O modelo proposto por Murphree (1925) pode 
ser expresso da seguinte forma: 

À 
xf -x, 

(6) 
.t/ -x; 

Assim, quanto mais próximas das concentrações de equilíbrio 
forem as concentrações de saída (de extrato ou de refmado ), 
melhores valores de·eficiência são obtidos para a operação. 

Uma outra corr~lação existente na literatura para eficiência 
de separação, e que também pode ser utilizada é a proposta por 
Kawase (1990). Esta correlação é bem mais simples que a 
anterior, já que, para a sua utilização, não são necessários os 
dados de equilíbrio do sistema líquido. 

A equação proposta por Kawase (1990) pode ser descrita da 
seguinte forma: 

À 
XI - Ye 

Xf 
(7) 

sendo a eficiência, À, interpretada corno sendo a fração de 
recuperação de soluto na corrente de extrato. 

Com ralação aos dois últimos trabalhos analisados, verifica
se que o método proposto por Kawase ( 1989), além de ser mais 
recer>t'!, parece ser mais fácil de ser utilizado que o proposto por 
Murphree ( 1925 ), já que nele não são necessários os dados de 
equilíbrio do sistema líquido para a sua aplicação, dependendo 
somente das concentrações do soluto nas correntes de 
alimentação. 

Finalmente, com relação à eficiência de separação em 
colunas de extração, pode-se citar ainda o trabalho publicado por 
Coimbra ( l 990 ). Neste trabalho, o autor comparou os dados de 
eficiência obtidos através das duas últimas correlações citadas (6 
e 7), na extração do ácido lático, utilizando wn extrator de 
discos rotativos, e mostrou que os valores da eficiência obtidos 
através da correlação proposta por Kawase ( 1990), eram bem 
mais precisos que os obtidos com a utilização da correlação 
proposta por Murphree ( 1925) 

A comparação apresentada por Coimbra ( 1990), pode vir 
portanto confirmar a precisão do modelo proposto por Kawase 
(1990), nas medidas dos dados da eficiência de separação em 
colunas de extração. 

Diante das várias conclusões obtidas dos estudos 
encontrados na literatura, a porposta do presente trabalho é 
realizar wn estudo, com respeito a transferência de massa, em 
wna coluna de extração com pratos pulsantes, utilizando para 
isso, o sistema líquido n-butanol-ácido acético-água, cujas 
propriedades tisicas, assim corno os dados de interesse são bem 
conhecidos da literatma. Este estudo se baseia nos dados de 
eficiência de separação, À, obtidos por meio da correlação 
proposta por Kawase ( 1990 ). São analisadas as influências dos 
parâmetros, geométricos e operacionais, no desempenho da 
coluna, através dos dados de eficiência encontrados, e wna 
correlação de modelagem para À, é proposta. 



EXPERIMENTAL 

O extrator de pratos pulsantes construído para este estudo, 
consiste de uma tubo de vidro com 97 cm de comprimento e 5,5 
cm de diâmetro. No interior deste tubo foi instalado um arranjo 
de pratos perfurados com diâmetro de 5,0 cm fixados a uma 
haste de PVC. Este arranjo foi adaptado ao tubo, com a 
extremidade superior conectada a um mecanismo de pulsação. 

O ajuste da freqüência foi feito através da variação da 
velocidade de rotação do motor que impunha o movimento de 
pulsação aos pratos, enquanto que o ajuste da amplitude através 
da posição de fixação da haste no mecanismo de pulsação. 

o sistema líquido escolhido para os testes, foi o n-butanol
ácido acético-água. Optou-se por este sistema, devido a relação 
entre as densidades e solubilidades da água e do n-butanol 
serem propícias à extração líquido-líquido. 

O procedimento experimental adotado constou basicamente 
de medidas de concentrações de ácido acético na corrente de 
alimentação (xJ), e nas correntes de saida (x. ex,). Estas medidas 
foram obtidas através da técnica da titulometria, sendo utilizada 
uma solução de hidróxido de sódio (0,5 N) como neutralizante. 

De posse dos dados de concentração de soluto nas correntes 
utlilizou-se então a equação 6 para a determinação da eficiência 
de separação, ..:L 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

As variações operacionais utilizadas neste estudo constaram 
de modificações na vazão da fase continua (3,8 e 11,2 ml/s), na 
freqüência de pulsação (0,4 e 1,2 s'1) e na amplitude (4,0 e 6,0 
cm), sendo mantida fixa a vazão de alimentação da fase dispersa 
em 7,3 ml/s. 

As variações introduzidas nos parâmetros geométricos 
foram feitas no número de pratos pulsantes e na área livre de 
escoamento. Foram realizados experimentos adotando-se 
geometrias de coluna com 5 e 7 pratos e áreas livres de 
escoamento de 20 e 38%, sendo que para as colunas com 4 
pratos só foi utlizada a área livre de 20%. 

A seguir são descritas as influências de cada uma das 
variáveis estudadas na eficiência de separação, tomando-se como 
base tabelas de dados onde estão relacionados a eficiência de 
separação, À., com cada parâmetro selecionado. 

Influência da Freqüencia de Pulsação. O estudo da 
influência da freqüência é apresentado através da análise dos 
dados mostrados na Tabela. L Observa-se também nesta tabela, 
efeitos causados devido às alterações introduzidas nos outros 
parâmetros analisados tais com a área livre de escoamento, o 
número de pratos, a amplitude de pulsação e a vazão da fase 
contínua. 

Observando-se os resultados apresentados na tabela 
verifica-se primeiramente, na maioria deles, uma tendência de 
crescimento da eficiência com a freqüência. Esta tendência é 
justificada em função de que nos experimentos com freqüências 
mais elevadas deve ocorrer uma maior intensidade de quebra de 
gotas no interior da coluna, e facilitar o transporte de soluto 
entre as duas fases, devido ao aumento da área interfacial de 
contato. 

Analisando-se os resultados, quando utilizadas áreas livres 
de 38%, percebe-se uma tendência de ocorrência de pontos de 
máximo para valores intermediários da freqüência de pulsação. 
Ou seja, valores de eficiência mais elevados obtidos para a 
freqüência de 0,4 s·1

. Enquanto que nos casos em que a área 
livre é de 20%, os comportamentos apresentados pelos pontos 
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mostram um crescimento proporcional da eficiência com a 
freqüência de pulsação. 

Tabela 1 -Influência da freqüência de pulsação 

n.pratos A1ivre Q, A Â.o,o Â.o,4 A.,.1 
% ml!s cm 

7 38 3,80 4,0 0,20 0,369 0,390 
7 38 11,20 4,0 0,22 0,313 0,250 
7 38 3,80 6,0 0,20 0,837 0,144 
7 38 11,20 6,0 0,22 0,720 0,694 
7 20 3,80 4,0 0,32 0,367 0,472 
7 20 11,20 4,0 0,59 0,720 0,887 
7 20 3,80 6,0 0,32 0,412 0,538 
7 20 11,20 6,0 0,59 0,800 0,813 
4 20 3,80 4,0 0,39 0,459 0,531 
4 20 11,20 4,0 0,74 0,773 0,853 
4 20 3,80 6,0 0,39 0,380 0,400 
4 20 11,20 6,0 0,74 0,780 0,849 

O comportamento dos resultados apresentados na Tabela 1, 
com relação à área livre de 38% vem a confirmar a existência 
de uma freqüência de pulsação, de onde, a partir dela, as gotas 
da fase dispersa tornam-se muito pequenas, sendo mais 
facilmente ou mas rapidamente, conduzidas por todo o 
comprimento da coluna, sem haver no entanto, o contato 
necessário entre as fases presentes para uma boa transferência 
de massa. Este comportamento deve também ter sido 
influenciado pela quantidade de pratos existentes na coluna, já 
que com uma maior área hvre, mais facilmente as gotas escoam 
entre os pratos reduzindo assim o tempo de contato entre ii$ 
fases, e com uma maior quantidade de pratos na coluna, mais 
facilitado é o transporte. Estes dois fenômenos devem então 
contribuir para que o contato entre as fases presentes seja 
reduzido, baixando assim os valores da eficiência nos casos de 
freqüência de 1,2 s·1

. 

Influência da Amplitude de Pulsação. O estudo da 
influência da amplitude de pulsação está bem relacionado com o 
da freqüência, já que o produto, Af, conhecido como velocidade 
de pulsação, é uni parâmetro de grande importãncia nos estudos 
de desempenhos de extratores pulsados. Esta influência é 
percebida através da análise dos dados mostrados na Tabela 2. 

Tabela 2- Influência da amplitude de pulsação 

n.pratos f a1ivre Q, Â.o.o A..o À.,;, o 
s·' % ml!s 

7 0,4 38 3,80 0,20 0,369 0,381 
7 0,4 38 11,20 0,22 0,313 0,720 
7 1,2 38 3,80 0,20 0,390 0,338 
7 1,2 38 11,20 0,22 0,250 0,694 
7 0,4 20 3,80 0,32 0,367 0,412 
7 0,4 20 11,20 0,59 0,720 0,800 
7 1,2 20 3,80 0,32 0,472 0,538 
7 1,2 20 11,20 0,59 0,887 0,813 
4 0,4 20 3,80 0,39 0,459 0,380 
4 0,4 20 11,20 0,74 0,773 • 0,780 
4 1,2 20 3,80 0,39 0,531 0,400 
4 ; 1,2 2o 11,20 0,74 0,853 0,849 

Analisando-se os dados apresentados na tabela, observa-se 
dois comportamentos distintos, quanto tratadas as colunas com 7 
e com 4 pratos respectivamente. 



Nas colunas com 7 pratos verifica-se uma tendência de 
crescimento da eficiência com o aumento da amplitude. Este 
crescimento é justificado pelo aumento do caminho percorrido 
pelos pratos, no movimento de pulsação, que deve proporcionar 
uma maior agitação e maior mistura entre as fases presentes na 
coluna. Porém1 ainda com relação às colunas com 7 pratos, em 
alguns casos de freqüências ou vazões de fase contínua mais 
elevadas (1,2 s·1 e 11,2 ml/s, respectivamente), a eficiência 
tende a decrescer. Este fenômeno deve estar associado, muito 
provavelmente, ao arraste da fase dispersa pela base da coluna 

Nas colunas em que foram utilizados 4 pratos, em quase 
todos os casos observa-se, com exceção do caso da freqUência de 
0,4 s·1 e vazão 11,2 ml/s, uma tendência de crescimento, e 
posterior decrescimento. Este fenômeno também é justificado 
com basé na ocorrência do arraste da fase dispersa pela fase 
contínua. 

O comportamento de arraste apresentado desta vez é um 
pouco diferente do descrito na seção anterior (estudo da 
influência da freqüência) ,quando tratadas as colunas com 38% 
de área livre. Na seção anterior o arraste foi processado pelo 
topo da coluna devido a área livre dos pratos ser mais elevada e 
a coluna possuir um maior· número de pratos pulsantes. Já o 
arraste, verificado nesta seção, para as colunas com 4 pratos 
deve ocorrer na base da coluna devido tanto a quantidade de 
pratos não ser suficiente para o transporte, como a área livre 
reduzida fazer com que as gotas não ascendam na coluna. 

Nesta análise pode-se então concluir que normalmente se 
obtém maiores valores de eficiência de separação em 
experiências com amplitudes de pulsação mais elevadas. Apesar 
de que deve-se levar em conta a existência de faixas de energia 
de agitação que, acima das quais, os níveis de eficiência tendem 
ao decrescimento. Estas faixas estão relacionadas a freqUência, a 
amplitude e ao número de pratos, entre outros. 

Influência do Número de Pratos Pulsantes. Esta avaliação é 
bem semelhante a já feita para a amplitude e a freqUência de 
pulsação vistas nas seções anteriores, já que a dimensão do 
caminho percorrido pelos pratos e a quantidade de pratos 
presentes são fatores que estão intrinsicamente ligados ao 
tratamento da agitação da coluna. 

Observand(}-se os dados mostrados na Tabela 3, verifica-se 
a existência de dois grupos de dados distintos. Um grupo para 
amplitudes na faixa de 0,0 a 4,0 cm e um outro para a amplitude 
de 6,0 cm. Nos casos de experiências com colunas com 
amplitudes de 0,0 a 4,0 cm, melhores resultados foram obtidos 
nas colunas com 4 pratos que nas com 7 pratos. Exceção sendo 
feita para o caso dos dados com vazão de 11,2 ml/s e a 
freqüência de 1). s·1

. Enquanto que nos casos de experiências 
com amplitudes de 6,0 cm melhores resultados foram obtidos 
para colunas com 7 pratos. Exceção novamente sendo feita no 
caso da vazão de 11,2 ml/s e freqüência de 1,2 s·1

. 

Tabela.3- Influência da quantidade de pratos 

aliwe Q, A f Â.7poU< 
% ml/s cm s·l 

20 3,80 0,0 0,0 0,320 
20 11,20 0,0 0,0 0,590 
20 3,80 4,0 0,4 0,367 
20 11,20 4,0 0,4 0,720 
20 3,80 4,0 1,2 0,472 
20 11,20 4,0 1,2 0,887 
20 3,80 6,0 0,4 0,412 
20 11,20 6,0 0,4 0,800 
20 3,80 6,0 1,2 0,538 
20 11,20 6,0 1,2 0,813 

A..poU< 

0,390 
0,740 
0,459 
0,773 
0,531 
0.853 
0,380 
0,780 
0,400 
0,849 
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Estes resultados contrariam também as expectativas de que 
com taxas de agitação elevadas, tem-se maior quebra de gotas e 
elevadas áreas interfaciais de contato. 

Nos casos em que se dispôs de amplitudes mais baixas (0,0 
a 4,0 cm), o caminho percorrido pelos pratos é mais curto, o que 
deve ter favorecido às configurações com 4 pratos, devido ao 
tempo de permanência das fases nos estágios se tnais elevado. 
Nas configurações com 7 pratos este tempo deve ter sido menor 
diante da maior facilidade ocorrida no transporte do solunto 
entre os estágios da coluna. 

Na outra faixa de amplitude (6,0 cm), o caminho percorrido 
é maior e, neste caso, obteve-se melhores resultados para as 
configurações com 7 pratos devido a maiores taxas de agitação 
terem sido atingidas. 

Na análise da influência da quantidade de pratos conclui-se 
que o efeito deste parâmetro na efici~cia está diretamente 
condicionado às variações da amplitude dfpulsação. 

Com base nos experimentos realizados obteve-se as 
justificativas para esta análise em função do tempo de 
permanência das fases nos estágios da coluna. 

Influência da Área Livre de Escoamento. O estudo da 
influência da área livre de escoamento na transferência de massa 
foi realizado somente para colunas com 7 pratos, Os resultados 
encontrados estão mostrados através dos dados apresentados na 
Tabela 4. 

Tabela 4 -Influência da Área Livre de Escoamento. 

n. pratos Q, A f Â-38% Â-20% 

rnl!s cm s·l 

7 3,80 0,0 0,0 0,200 0,320 
7 11,20 0,0 0,0 0,220 0,590 
7 3,80 4,0 1,2 0,390 0,472 
7 11,20 4,0 1,2 0,250 0,887 
7 3,80 6,0 0,4 0,837 0,412 
7 11 ,20 6,0 0,4 0,720 0,800 
7 3,80 6,0 1,2 0,144 0,538 
7 11,20 6,0 1,2 0,694 0,813 

Analisand(}-se os valores da eficiência de separação 
mostrados, observa-se claramente que melhores valores de 
eficiências são obtidos para as colunas com áreas livres de 
escoamento de 20%, sendo o fenômeno observado em 
praticamente todas as experiências. 

O fato tem justificativa baseada em que nos casos em que a 
coluna apresenta área livre de escoamento de 20%, o tempo de 
permanência de ambas as f~ses no interior do estágio é bem 
mais elevado. Enquanto que nas colunas com 38% de área livre, 
existe uma maior facilidade da massa líquida escoar entre os 
estágios, o que deve fazer com que o contato entre as fases seja 
mais reduzido. Assim, desde que aconteça uma maior contato 
entre as fases, certamente maiores valores para a eficiência, ...t, 
devam vir a ser obtidos. 

Influência da Va?.ão da Fase Contínua. A influência da 
vazão da fase contínua na transferência de massa, está 
relacionada com as condições de inundação da coluna, o que não 
deixa de ser condições em que acontece arraste de uma das fases 
pela outra. Assim, pode ocorrer a existência de uma mistura rica 
em fase contínua na saída de refmado, devido ao arraste da fase 
contínua pela fase dispersa. Da mesma forma, também pode 
ocorrer a presença de uma mistura rica em fase dispersa na saída 
de extrato, devido ao arraste da fase dispersa pela fase contínua. 
Portanto, desde que aconteca a inundação da coluna, os dados de 



eficiência de separação não devem ser satisfatórios, visto que o 
contato entre as fases é afetado. 

Conforme já previsto na seção referente a análise da 
freqüência de pulsação, observa-se na Tabela 5 a existência de 3 
grupos distintos de dados. O primeiro grupo em que a área livre 
é de 38% e se dispõe de 7 pratos, um segundo para área livre de 
20% e 7 pratos e, por último, um terceiro para área livre de 20% 
e 4 pratos. 

Analisando-se primeiramente o caso em que se dispõe de 
dados para 7 pratos e área livre de 38%, observa-se com apenas 
uma exceção, que a eficiência decresce com o aumento da vazão 
da fase contínua. Seguindo-se os mesmos princípios utilizados 
nas análises anteriores, este é um caso típico de arraste da fase 
dispersa pela base da coluna, provocado pela facilidade com que 
acontece o escoamento da fase contínua no sentido descendente, 
tanto devido a grande área livre de escoamento como pela 
elevada quantidade de pratos presentes 

Com relação ao segundo grupo de dados, ou seja o que a 
área livre é de 20% e se dispôs de 7 pratos, o comportamento 
apresentado já é invertido com relação ao do primeiro grupo, ou 
seja: melhores resultados foram obtidos para a vazão de 11 ,2 
ml/s que para a de 3,8 ml/s. 

Tabela.5 -Influência da vazão da fase contínua na eficiência 

n.pratos a livre f A "-3.8 "-11 .1 
0/o . ) 

s cm 
7 38 0,00 0,0 0,200 0,220 
7 38 0,40 4,0 0,369 0,313 
7 38 1,20 4,0 0,390 0,210 
7 38 0,40 6,0 0,837 0,720 
7 38 1,20 6,0 0,144 0,694 
7 20 0,40 4,0 0,367 0,720 
7 20 1,20 4,0 0,472 0,887 
7 20 0,40 6,0 0,412 0,800 
7 20 1,20 6,0 0,538 0,813 
4 20 0,00 0,0 0,390 0,740 
4 20 0,40 4,0 0,459 0,773 
4 20 1.20 4,0 0,531 0.853 
4 20 0,40 6,0 0,380 0,780 
4 20 1,20 6,0 0,400 0,849 

Comparando-se os dois casos vistos, observa-se nitidamente 
a grande relação existeiüe entre a influência da vazão da fase 
contínua e a área livre de escoamento, na eficiência. Ou seja, no 
caso da área livres de 38% a fase contínua, como escoa bem 
mais facihnente, consegue arrastar grande parte da fase dispersa 
pela base da coluna. O mesmo não acontecendo .nos casos em 
que a área livre é de 20%, já que com esta área a fase contínua 
não tem a mesma facilidade de escoamento, o arraste é bem 
mais reduzido e os níveis de eficiência melhores 

Na análise do terceiro grupo de dados, ou o em que se 
dispõe da área livre de 20% e 4 pratos, observa-se novamente 
uma tendência crescente da eficiência com a vazão da fase 
contínua. Esta tendência também deve estar associada com o 
nível reduzido do arraste da fase dispersa que deve acontecer 
nestes casos, devido a influência marcante da área livre de 
escoamento mesmo com a quantidade de-pratos reduzida. 

MODELAGEM MATEMÁTICA 

A modelagem matemática utilizada no presente trabalho 
constou de uma estudo para a determinação de uma correlação 
empírica para a Eficiência de Separação (Â.). Nesta correlação a 
variável À., é relacionada com todos os outros parãmetros, cujas 
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influências com relação à transferência de massa, foram 
percebidas no decorrer dos experimentos. 

A técnica empregada constou da utilização dos princípios da 
análise dimensional e do método da regressão linear 
multivariável para a determinação dos grupos adimensionais e 
dos coeficientes que iriam compor a equação. 

A equação encontrada foi portanto a seguinte: 

[
D f ]-0.907 [ ]-215 íl. = xf -x. = 5,287 ~ _!:!_ . 

xf J.lc N +1 

[º I.097 [ ]0,24296 [ 2 ]0,4992 
_L [ 8ro.4695 J.l; 

3 
f . A 

Q, g. pc .L g 

(8) 

Na Figura. I é mostrada uma comparação entre ós resultados 
obtidos através da~ equação 8, Â.cak, e os determinados com os 
valores experimentais das concentrações de soluto, Xf e y., ou 
seja, íl..x,-,, através da equação 6. Foi encontrado, com isso, um 
erro médio na faixa de 25,65%, o que permite afumar que a 
equação 8, obtida no presente trabalho, descreve 
satisfatoriamente os resultados obtidos nos experimentos, com 
relação a transferência de massa no extrator estudado. 

1.0,---------------~ 

0.8 

0.6 

I 
~ 0.4 

0.2 

0.0 ILL..'-'-'-'-...__._~~..I....L...._._..._._....__._..._._..._._..l.J......_._......._j 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 LO 

Figura I - Comparação entre os dados de Eficiência de 
Separação experimentais e os obtidos através da equação 8. 

CONCLUSÕES 

Como conclusões encontradas no presente trabalho pode-se 
citar principahnente a boa resposta mostrada JY."IO extrator, com 
relação aos níveis de eficiciência de separação. 

Além disso, a identificação das influências dos parâmetros 
estudados permite a identificação das melhores faixas de 
operacionabilidade do equipamento. 

Diante do que foi mostrado pode-se concluir também que a 
utilização do extrator de pratos pulsantes pode ser perfeitamente 
viável em processos industriais de extração, · podendo também 
inclusive, via a tomar-se uma nova alternativa com relação aos 
equipamentos convencionais que são utilizados na separação 
líquido-líquido. 
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NOMENCT ,A llJRA 

A- amplitude de pulsação (cm) 
a - área interfacial de conta to ( cm2

) 

D- diâmetro interno da coluna (cm) 
Dh - diâmetro dos furos dos pratos (cm) 
f- frequência de pulsação (ciclos/sou s'1) 

F- fator de extração F = Vc/m Vd 

g- aceleração da gravidade (cm2/s) 
h- altura de um compartimento ou estágio (cm) 
HTV- Altura de Unidade de Transferência (cm) 
HETS- Altura Equivalente de Estágios Teóricos (cm) 
K- coeficiente global de transferência de massa (rnls) 
L- comprimento total da coluna (cm) 
m - constante de equilíbrio 
N- número de pratos da coluna 
NETS- Número Equivalente de Estágios Teoóricos 
NTU- Número de Unidades de Transferência 
0- vazão volumétrica de alimentação (cm3/s) 
Q.- vazão volumétrica de extrato (cm3/s) 
Q,- vazão volumétrica de refinado (cm3Ís) 
V -velocidade superficial de escoamento (crn/s) 
Vo- velocidade característica (crn/s) 
x1 - cone. molar de soluto na alimentação- f. contínua (mollcm3

) 

x,- cone. molar de soluto no refmado (mol!cm3
) 
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x*- cone. molar de soluto no equilíbrio- f. contínua (mol!cm3
) 

y,- cone. molar de soluto no extrato (mol!cm\ 
Letras Gregas 

s- fração de área livre 
p - densidade (g/cm3

) 

p- viscosidade absoluta (g.crn/s) 
À. - eficiência de separação 
Llp - diferença entre densidades 
t/J- fração de retenção da fase dispersa 

Subscriptos 

c - fase contínua 
d - fase dispersa 
i- fase 
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RESUMO 
Foram realizados estudos de transferência de massa em coluna de borbulhamento gás/líquido ascendente 

que consistem, essencialmente, da avaliação do coeficiente volumétrico de transferência de massa gás/líquido 
(lado líquido) kra em função da velocidade superficial do gás (Uc) e dos parâmetros geométricos do 
distribuidor tipo placa perfurada identificados pelo diâmetro dos orificios (do), número dos orifícios (N) e o 
passo entre eles (Lp}. Foram analisados 95 distribuidores para uma velocidade superficial do gás variando 
entre 0,01 mls e 0,09 mls. Os efeitos de do, LP e N, e Uc sobre o kLafor.am correlacionados com o regime de 
borbulhamento na coluna identificado por fotografia e filmagem vídeo e com as medições da retenção gasosa 
feitas num estudo precedente. 

INTRODUÇÃO 

As colunas de borbulhamento são contatores em que a fase 
descontínua em forma de bolhas move-se relativamente a uma 
fase contínua. A fase contínua pode ser líquida ou uma mistura 
homogênea líquido/sólido (sluny). Estes contatores possuem 
uma alta retenção líquida e um fluxo de transferência de massa 
relativamente alto, fatores que os fazem adaptados às reações 
gás/líquido, cujo o regime de absorção reativa é lento, com por 
exemplo a maioria das oxidações, hidrogenações, clorações, etc. 
Processos biotecnológicos e reações catalíticas trifásicas em leito 
de lama (sluny) podem apresentar também um regime de 
absorção reativa lento quando o tamanho das partículas 
(catalíticas ou células microbianas) é suficientemente maior que a 
dimensão do filme líquido da interface gás/líquido 

O uso crescente das colunas de borbulhamento nos processos 
industriais e particularmente nas operações de refino de petróleo, 
de fermentação e de tratamento das águas residuais, durante as 
últimas três décadas, deve-se principalmente as vantagens que 
apresentam quando comparadas a outros tipos de contatores 
como os reatores perfeitamente agitados, as colunas recheadas ou 
os reatores de leito gotejante. As principais vantagens incluem : 

- ãreas interfaciais com valores relativamente elevados 
e dissipação reduzida da energia; 

- altos fluxos de transferência de massa atingidos 
permitindo um fácil controle da temperatura, indicando 
segurança para o desenvolvimento de reações exotérmicas; 

- baixo custo do equipamento; 
- consumo energético mais baixo que nos reatores 

perfeitamente agitados; 
- baixo custo de operação devido a inexistência de 

partes móveis; 
- ocupação de menor espaço comparadas aos reatores 

perfeitamente agitados. 
Entre as desvantagens ressaltam-se o alto grau de retromistura 

, tanto para a fase líquida como para a fase gasosa, a alta perda de 
carga no funcionamento à pressão atmosférica e alta instabilidade 
das bolhas. 

O crescimento do uso das colunas de borbulhamento na 
prática industrial estimulou esforços na tentativa de um melhor 
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conhecimento das características hidrodinâmicas e dos 
fenômenos de transporte de massa, de calor e de mistura, e suas 
interdependências, partes fundamentais na modelagem e 
extrapolação destes reatores. Apesar de muitos estudos feitos 
sobre as colunas de borbulhamento e da grande quantidade de 
dados disponíveis, necessários na avaliação dos parâmetros 
envolvidos, estes reatores apresentam ainda problemas de 
concepção e de extrapolação. 

Este trabalho tem como objetivo o estudo da transferência de 
massa gás/líquido em função de modificações na geometria do 
distribuidor do gás tipo placa perfurada e da velocidade 
superficial do gás em um coluna de borbulhamento gás/líquido 
ascendente com fase líquida fechada. A transferência de massa 
está sendo correlacionada com o regime de borbulhamento 
previamente analisado e com as medições da retenção gasosa 
realizadas num estudo precedente (Domingos et ai., 1996). 

MATERIAIS E MÉTODOS 

O dispositivo utilizado nos experimentos é constituído de 
uma coluna em vidro de 0,06 m de diâmetro interno (De) e de 
0,85 m de altura (figura 1). A coluna é alimentada com ar 
comprimido fornecido por um compressor de vazão máxima de 
1,25.10'3 m3 /s (303 K, I atm.). A vazão gasosa é medida por 
meio de dois rotâmetros, previamente calibrados, com escala de 
variação respectivamente de O a 1000 L/h e de O a 4000 L/h (303 
K, 1 atm.). O gás é distribuído através de uma placa perfurada em 
teflon . Na base da coluna, encontra-se um dispositivo de nylon 
cujo objetivo é facilitar a substituição dos distribuidores. Foram 
analisados 95 distribuidores com a geometria determinada pela 
combinação de 5 números de orificios (7, 19, 37, 61 e 91 ), com 5 
diâmetros de orificios (0,0005 m; 0,001 m; 0,0015 m; 0,002 m e 
0,0025 m), e com 5 passos entre os orificios (0,0045 m; 0,0055 
m; 0,007 m; 0,009 me 0,014 m). O sistema gás/líquido estudado 
é ar/água destilada e as condições operacionais foram : vazão 
volumétrica do ar compreendida entre 2,77.10-5 m3/s e 2,5 .10"4 

m3/s (303 K, 1 atm.), que corresponde a uma faixa de variação da 
velocidade superficial do gás de 0,01 rn/s e 0,09 rn/s; altura 
inicial do líquido mantida a 0,64 m; pressão da coluna de 
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borbulhamento muito próxima da pressão atmosférica; 
temperatura do líquido igual a do ambiente 303 K. 

A determinação do coeficiente volumétrico de transferência 
de massa gás/líquido kLa é feita pelo método de oxigenação 
dinâmica, a desoxigenação inicial sendo obtida por 
borbulhamento com o gás nitrogênio. A concentração de 
oxigênio dissolvida na água destilada é seguida por meio de uma 
sonda de oxigênio tipo Mini - Digi 02 Meter OH - 113 Radelkis, 
de fabricação húngara, colocada no reator e acoplada a um 
microcomputador IBM 286 com interface analógico - digital. 
Esta última permite transformar o sinal analógico da 
concentração de oxigênio, registrado em função do tempo, em 
um sinal digital que armazenado em um arquivo graças a um 
programa computacional desenvolvido para este fim, e 
aproveitado posteriormente para avaliação de kLa. A dinâmica da 
sonda é determinada usando dois bequeres, um saturado em 
oxigênio e outro com água destilada completamente 
desoxigenada com borbulhamento de nitrogênio . A constante da 
dinâmica da sonda kp é avaliada antes de começo dos ensaios e 
depois do fim dos ensaios. O valor médio de kp é de 0,33 s- 1 que 
corresponde a um tempo médio de resposta da sonda de 3 s. 

1- Coluna 
2 - Distribuidor do gás 
3 - Manômetro em U 
4 - Rotâmetro do gás 
5 - Medidor de Oxigênio 

4 
5 

6 - Sonda de oxigênio 
7 - Sonda de temperatura 
8 - Carta de interface AID 
9 - Computador 

l 

~--.--
Ar 

N2 

Figura I -Descrição esquemática da montagem experimental 

Para determinação do coeficiente volumétrico de transferência de 
massa gás/líquido (lado líquido) kLa na coluna de 
borbulhamento, um modelo é construído considerando o volume 
da fase líquida é homogêneo com realização de um equilíbrio 
termodinâmico na interface gás/líquido. O balanço de oxigênio 
ao nível da sonda e na fase líquida (bulk) é dado pelo sistema de 
equações diferenciais ordinárias de primeiro ordem : 

U = kp (Coz - Cp) 
dt 

(I) 

1:202 

ou 

• 
VL ~- = kLS (C02 - C02) 

dt 

~ = kLa (Coz - Coz) 
dt 

(2) 

3) 

onde t : é o tempo de análise dinâmica , C02 a concentração de 
oxigênio dissolvido no líquido, C02' a concentração de oxigênio 
dissolvido no líquido na saturação, Cp a concentração de 
oxigênio indicada pela sonda de oxigênio, e S é a superficie de 
contato gás/líquido, V L é o volume do líquido, e a é a área 
interfacial de contato gás/líquido por unidade de volume de 
líquido. Considerando as condições de contorno C02 = Cp =O a t 
=O, o sistema de equações (1) e (3) possui uma solução analítica 
e a expressão teórica da concentração em função do tempo é dado 
por: 

..Ql(;) = I - ( kp exp( -ki)l..ll_:...kLa exp( -kp t) ) (4) 
C02 kp- kLa 

O coeficiente volumétrico de transferência kLa é obtido por 
otimização a um parâmetro. A identificação das curvas 
experimentais Cp(t) com a equação (4) permite obter kLa 
minimizando a função do erro relativo: 

F = 2 • L Ql..e (t) - Cp.t (t)) 
Cp,e (t) + Cp,t (t) 

(5) 

construída sobre uma média de I 000 pontos experimentais. O 
acordo entre os valores experimentais (Cp,e (t)) e teóricos (Cp,t 
(t)) é satisfatório. 

A identificação estática e dinâmica dos regimes de 
borbulhamento foi realizada respectivamente com uma máquina 
fotográfica tipo CANON com filmes do tipo KODAK ASA 125 
preto e branco e uma máquina filmadora tipo PANASONIC AFX 
CCD (high speed ) Omnimovie VHS HQ. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS E DISCUSSÃO 

O efeito da velocidade superficial do gás e da geometria do 
distribuidor sobre a transferência de massa gás/líquido foi 
ressaltado por experiências com as diferentes velocidades e 
distribuidores anteriormente citados. 

O efeito do diâmetro dos orificios sobre o coeficiente de 
transferência de massa gás/líquido kLa foi quantificado mantendo 
constantes, o número de orificios, o passo entre eles e a 
velocidade superficial do gás. 

A figura 2, mostrando a variação de kLa em função do 
diâmetro dos orificios para N = 19 e Lp = 0,014 m, é um 
exemplo representativo dos diferentes resultados experimentais 
obtidos. Ela evidencia uma diminuição do coeficiente 
volumétrico de transferência de massa com o diâmetro dos 
orificios e um aumento com a velocidade superfft:ial do gás. A 
diminuição do kLa com o diâmetro dos orificios (N, Lp e U0 
constantes) é explicado em razão da diminuição da velocidade do 
gás nos orificios que limita a quebra do fluxo gasoso favorecendo 
assim bolhas com diâmetro médio elevado (> 0,005 m) e também 
retenções gasosa baixas (Domingos et ai., 1996). Isto leva a 
pequenas áreas interfaciais a e consequentemente a pequenos 



coeficientes volumétricos de transferência de massa gás/líquido 
kLa. 
Função do passo entre orificios, a coalescência, é um fenômeno 
que prejudica a área interfacial gás/líquido, pode se manifestar ou 
ser acentuado ao aumentar-se os diâmetros dos orificios. A 
mudança do regime de borbulhamento, identificado pela 
filmagem em vídeo e fotográfica, é uma identificação forte desta 
manifestação. A figura 2 é um exemplo concreto desta situação. 
A UG = 0,03 m/s e do = 0,0005 m, o regime obser:vado é 
homogêneo, com a característica de apresentar bolhas umformes 
ao longo do comprimento e do raio da coluna. Passando ao 
diâmetro do = 0,001 m, o regime toma-se heterogêneo, 
caracterizado pela presença de bolhas grandes mistwradas com 
bolhas pequenas, e consequentemente o kLa diminui. A UG = 
0,07 m/s e do = 0,0005 m, o regime de borbulhamento observado 
é heterogêneo, mudando para um diâmetro de orificios de 0,001 
m, o regime toma-se pulsante ou formão de bolhas grandes (> 
0,005 m) que ocupam quase toda a seção da coluna, com queda 
do valor de kLa. 
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0,0005 0,0010 0,0015 

do(m) 

I • UG = 0.01 m/s , 

• UG = 0,03 m/s l 
UG = 0,05 mls 
UG = 0,07 m/s 

UG = 0,00 m/s : 

0,0020 0 ,0025 

Figura 2 - Efeito do diâmetro dos orificios sobre kLa 

O aumento de kLa com a velocidade de gás para um distribuidor 
determinado já foi ressaltado por vários trabalhos da literatura 
(Aivarez-Cuena et ai. , I980; Wilkinson et ai., I994). 

O efeito do passo entre os orificios do distribuidor (Lp) sobre 
o coeficiente volumétrico de transferência de maSl;a kLa foi 
analisado mantendo-se constantes o número de orificios (N) e 
seus diâmetros (do) para uma determinada velocidade superficial 
do gás. Ao fixar a velocidade UG, o número de orificios, o seu 
diâmetro, estamos também mantendo constante a velocidade do 
gás nos orificios para todos os distribuidores. Nestas condições, a 
quebra do fluxo gasoso em bolhas é também a mesma para todos 
os distribuidores e o coeficiente volumétrico kLa fica 
exclusivamente dependente da distribuição do gás através da 
seção da colun·a. Espera-se que uma área interfacial maior seja 
obtida para distribuidores cuja passo entre urificios permita uma 
distribuição mais uniforme dos orificios na superficie da placa 
perfurada reduzindo assim ao máximo a coalescência das bolhas 
formadas. Analisando os resultados experimentais obtidos , a 
figura 3 apresentando a variação de kLa em função do passo Lp 
para N = I9 e do= 0,00 I m é um exemplo representativo do que 
pode ser obtido, determinam-se para o número de orificios 
estudado, o passo entre orificios que produz o maior kLa. 
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Figura 3 -Efeito do passo entre os orificios sobre kLa 

Um resumo dos resultados é fornecidos na tabela I. Como 
previsto, os passos entre os orificios indicados pela referente 
tabela correspondem exatamente aqueles passos onde os orificios 
são melhor distribuídos em toda superficie da placa perfurada. 

Tabela I - Passo entre os orificios otimizado em função do 
número de orificios do distribuidor. 

N 

Lp.l03 

(m) 

7 14 

I4 I4 

37 61 91 

9 7 5,5 

Domingos et ai., 1996, estudando o efeito do passo Lp sobre a 
retenção gasosa usando os mesmos distribuidores chegam a 
mesma conclusão: para cada número de orificios N, são os 
mesmos valores de Lp (tabela I) que também fornecem os 
maiores valores da retenção gasosa. 

O efeito do número de orificios da placa perfurada sobre o 
k a na coluna de borbulhamento foi analisado fixando-se, para 
c~da velocidade superficial do gás, o diâmetro dos orificios e o 
passo entre eles. O aumento do número de orificios tem como 
conseqüência dois efeitos antagônicos. O primeiro consiste em 
diminuir a velocidade do gás nos orificios, devido ao crescimento 
da área livre do distribuidor, a qual reduz a quebra do fluxo 
gasoso e , consequentemente, provoca o aumento do tamanho das 
bolhas, resultando numa diminuição da área interfacial a. O 
segundo efeito conduz a uma repartição mais unifcrme do fluxo 
gasoso através da seção da coluna, permitindo a redução da 
coalescência das bolhas, resultando em um aumento da área 
interfacial a. Como estes efeitos provocam características 
antagônicas deve haver um número de orificios que combinado 
ao passo que entre eles otimize estes efeitos, oferecendo um valor 
da área interfacial mais elevado que os demais. A figura 4 
apresentando a variação de kLa em função do número de orificios 
para do = 0,0005 m e Lp = 0,0055 m é um exemplo 
representativo dos diferentes resultados experimentais obtidos. 
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Figura 4 -Efeito do número dos orificios sobre kLa 

A análise dos diferentes resultados conduz a conclusão seguinte: 
para um passo entre orificios maior que 0,0045 m e para cada 
diâmetro de orificios estudado, ao fixar uma velocidade 
superficial do gás determinada , há um número de orificios que 
maximiza o valor de kLa para aquele conjunto. Os valores de N 
otimizados com os respectivos valores de Lp e de diâmetro do 
estão indicados na tabela 2. 

Tabela 2 - Número de orificios (N) otimizado em função do 
passo (Lp) e do diâmetro (do). 

do.I03 0,5 0,5 I I 1,5 1,5 2 2 2,5 2,5 
(m) 0,5 0,5 I I I,5 I,5 2 2 2,5 2,5 

Lp. l03 5,5 7 5,5 7 5,5 7 5,5 7 5,5 7 
(m) 9 I4 9 I4 9 I4 9 14 9 14 

N 37 I9 61 I9 37 61 61 37 6I 37 
19 19 I9 19 I9 19 19 7 I9 7 

Domingos et ai. ( I996), analisando o efeito do número de 
orificios N sobre a retenção gasosa nas mesmas condições 
operacionais e para os mesmos distribuidores encontram os 
mesmos resultados indicados na tabela 2. 

Tsuchiya et ai. (1992), estudando placas perfuradas com do = 

0,001 me N variando entre I9 e 197 em uma coluna de diâmetro 
interno de (),4 m, apresentam nos seus trabalhos um aumento da 
retenção gasosa com N. Nos nossos estudos, comprovamos que 
existe um número de orificios N otimizado em relação a um 
passo determinado , cada diâmetro dos orificios analisados, que 
permite de maximizar a retenção gasosa e o coeficiente 
volumétrico de transferência de tnassa gás/líquido 

CONCLUSÃO GERAL 
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O estudo do efeito dos diferentes parâmetros geométricos do 
distribuidor tipo placa perfurada (diâmetro dos orificios, passo 
entre os orificios e número de orificios) sobre o coeficiente 
volumétrico de transferência de massa gás/líquido (lado liquido) 
kLa permite conduzir às seguintes conclusões: 

- O coeficiente volumétrico de transferência kLa é reduzido a 
níveis baixos com aumento do diâmetro dos orificios , com 
conseqüente aparecimento de bolhas grandes e promoção de 
fenômenos de coalescência e possível mudança do regime de 
borbulhamento; 
- O coeficiente volumétrico de transferência kLa aumenta com o 
passo entre orificios em conseqüência da redução da 
coalescência; 
- Para cada difunetro dos orificios estudado, existe um número de 
orificios otimizado que favorece o aparecimento de bolhas 
menores, devido a relação existente entre a quebra do fluxo 
gasoso, promovida por uma velocidade elevada do gás nos 
orificios (redução do número de orificios, e pela limitação da 
coalescência (aumento do número de orificios) que será tanto 
acentuada quanto maior for o passo entre os orificios; 
- Para um distribuidor do gás determinado, o coeficiente 
volumétrico de transferência de massa kLa aumenta com a 
velocidade superficial do gás; 
- O comportamento dos fenômenos de transferência de massa 
gás/líquido em uma coluna de borbulhamento ascendente com 
fase líquida fechada segue exatamente na mesma direção que os 
resultados obtidos anteriormente em estudos de retenção gasosa. 
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SUMMARY 

Mass transfer studies in ascendent gas/liquid bubble column 
were realized to measure, essencially, the volumetric gas/liquid 
mass transfer coefficiént (liquid-side) kLa as function of the 
superficial gas velocity (UG) and of the geometric parameters of 
the perforated plate distributor identified by the diameter (do), 
number (N) and pitch (Lp) of the holes. The 95 distributors were 
analized for a superficial gas velocity in a range of 0,0 I m/s to 
0,09 m/s. The effects of do, Lp and N, and UG on kLa were 
correlated with the observed bubble flow regime in the column 
identified with photographic and vídeo images and with the gas 
hold-up measurements done in a previous study. 
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RESUMEN 
Se analiza e/ modelado cinético de la disolución de una partícula sólida en un medi o líquido, tomando en 

cuenta los ejectas de las principales variables geométricas y fisicoquímicas que se hallan involucradas a/ 
proceso . Los modelos resultantes, de acuerdo con la importancia que muestra e/ ejecto de cada variable, se 
utilizan para correlacionar datas experimentales de la disolución de partículas de naftaleno en diferentes 
a/coholes. Los coeficientes de transjerencia de masa estimados, son correlacionados a través de Sh(Re,Sc). 

INTRODUCCION 

El coeficiente de transferencia de masa es una magnitud 
ingenieril, cuyo conocimiento es imprescindible para calcular las 
velocidades de transferencia de masa en una interfase, y es muy 
utilizado en e! análisis de procesos tales como destilación, 
absorción, extracción, lixiviación, secado y reacciones químicas 
heterogéneas. Su valor se calcula sobre la base dei análisis 
dimensional por medio de correlaciones que vinculan ai número 
de Sherwood con los números de Schmidt, de Reynolds y/o de 
Grashoff, dependiendo dei . hecho que la velocidad de la 
transferencia esté controlada por mecanismos de convección 
forzada o de convección natural, y son específicas para 
determinados tipos de equipos de procesamiento. 

En relación ai análisis de sistemas líquido-sólido, cuyo 
procesamiento tiene lugar en un tanque agitado, es de destacar 
que para calcular e! coeficiente de transferencia de masa existen 
numerosas correlaciones, tales como las de Hixson y Baum 
(1941), Humphrey y Van Ness (1957), Barker y Treybal (1960), 
Nagata y col. ( 1960), entre otras. La mayoría de ellas tienen en 
común el hecho de que el coeficiente de transferencia de masa 
ha sido estimado de datos experimentales provenientes de la 
disolución de sólidos en líquidos, y difieren principalmente en 
los criterios que ha adoptado cada autor para definir la velocidad 
y la longitud característica dei sistema, parámetros que están 
asociados directamente ai espesor y las características de la capa 
límite que rodea a las partículas sólidas. 

El hecho de no tenerse en cuenta en las ecuaciones de 
correlación todos los parámetros fisicos- químicos, geométricos y 
fluidodinámicos que tienen efecto sobre el proceso de 
transferencia de masa, conduce a la estimación de coeficientes 
de transferencia de masa "impuros". 

En esta comunicación hemos analizado la cinética de la 
disolución de sólidos en medios líquidos, tomando en cuenta los 
mecanismos, los factores geométricos y fisicoquímicos que se 
hallan involucrados. El propósito principal es desarrollar 
modelos que permitan estimar, de datos experimentales, ai 
coeficiente de transferencia de masa libre de tales factores . 
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CINETICA DE LA DISOLUCION 

Entre los primeros trabajos relativos ai modelado cinético de 
disolución de sólidos en líquidos figura e! publicado por Noyes 
y Whitney ( 1897), quienes estudiaron la disolución de cilindros 
rotatorios de cloruro de plomo y de ácido benzoico en agua en un 
contactor tanque agitado discontinuo, y haciendo uso dei 
concepto de difusión a través de la capa límite que rodea ai 
sólido, propusieron el siguiente modelo para interpretar la 
velocidad de disolución de un sólido B en un solvente líquido A: 

dpa 
k' (ps n- PB) (I) 

dt 

Según la ec.(1) la velocidad de cambio que experimenta Ia 
concentración másica dei soluto en una disolución, pa, es 
proporcional a la fuerza impulsora que da origen a un flujo 
másico desde la superficie dei sólido reactivo hacia el seno de la 
fase líquida; y formularon ai coeficiente k' proporcional a la 
relación entre eJ coeficiente de difusión dei soluto y el espesor 
de capa límite que rodea ai sólido. 

Si bien es cierto que Noyes y Whitney (1897), durante la 
programación de sus experimentos, no tuvieron en cuenta la 
importancia que tiene la extensión de Ia superficie externa dei 
sólido reactivo sobre la velocidad observada de Ia 
transformación, ellos la reconocieron y la tuvieron presente en el 
momento de calcular ai coeficiente de transferencia de masa. 

La importancia de la superficie externa, n , de la partícula fue 
explicitada posteriormente por Hixson y Crowell ( 1931 ), a 
través de la ecuación siguiente: 

dM 
-n kc (pa n - PB ) (2) 

dt 

Estos autores tomaron en cuenta la variación que experimenta 
n durante la disolución, y a tal efecto Ia expresaron en función 
de M, para e! caso de partículas esféricas: n =no (M/M0

)
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Por sustitución de n en la ec.(2), e integración con Ps 
constante, obtuvieron: 



no k: Psn"t I-[:] 1/J (3) 
3M0 

la cual es conocida como "ley de la raíz cubica". 
Hacemos notar que si la disolución de un sólido en un líquido 

se experimenta en un contactar tipo tanque agitado discontínuo, 
entonces las masas dei soluto y dei sólido reactivo quedan 
vinculadas entre sí: 

M0 
- M = Ms = V L . PB (4) 

Con e! correr de los ailos este modelo no ha experimentado 
modificaciones sustanciales. Mas bien se nota que en é! se 
introdujeron explicítamente los éfectos que tienen, sobre la 
velocidad observada de la disolución, las distintas variables 
fisicas y químicas involucradas. 

En lo que sigue, adoptaremos como ecuación fundamental dei 
modelado la expresión propuesta por Quiroga y col.( 1994): 

dX msNsn 
(5) 

dt Mo 

donde e! grado de transformación dei sólido reactivo es definido 
como: 

Mo - M 
X (6) 

Mo 

quedando adjunta a la ec.(5) la siguiente hipótesis : " la 
variación de masa de la particula reactante se debe 
únicamente a la interacción jisicoqufmica que experimenta 
con el fluido que la rodea, quedando excluídos los fenómenos: 
disgregación o rotura de la partfcula; y aglomeración o 
sinterización con otras partfculas ". 

SUPERFICIE EXTERNA 

E! cambio que experimenta la extensión de la superficie 
externa de una partícula no porosa, ya sea en un proceso de 
disolución o en uno de reacción química heterogénea no 
catalítica, depende de la forma inicial de la partícula, de la 
rugosidad de su superficie y de su grado de reactividad. Todo 
ello contribuye a que en la generalidad de los casos e! modelado 
resulte complejo. 

En el caso de partículas no porosas, que se transforman 
conservando su forma inicial, y presentan una superficie no 
rugosa con un grado de reactividad independiente dei tiempo y 
de las coordenadas internas de la partícula, la extensión de la 
superficie externa puede ser calculada en función de X, 
mediante: 

n = no ( 1 - X ) P (7) 

en la que e! valor dei coeficiente p está asociado a la forma de la 
partícula : p = 2 I 3 , esferas; p = I I 2 , agujas; p = O , discos 
o placas planas. La ec. (7) es exacta sólo para partículas 
estericas, y resulta una muy buena aproximación para cilindros 
alargados, discos y placas planas. 
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FLUJOMOLAR 

E! tlujo molar medio Na es calculado comúnmente mediante 
la "ley de transferencia de masa de Newton", que formularemos 
aquí como: 

Ns = k: ( Cs n - Cs ) (8) 

En los casos de disoluciones de partículas no porosas, para 
evaluar Csn suele adoptarse frecuentemente e! criterio que 
utilizaron Noyes y Whitney ( 1897) , generalizado posteriormente 
por Bird y col. ( 1964). Este criterio consiste en suponer que Cs n 
es igual ai valor que tienc la concentración de saturación de 
soluto B en e! solvente A, es decir Cs n = Cs• ; y, 
expresaremos la ec.(8) de! siguiente modo: 

Na = k: ( Cs* - Cs) (9) 

La cc.(9) con C 8 • constante, ha sido empleada en numerosas 
investigaciones relativas a la disolución de sólidos no porosos, 
pero deberá tenerse en mente que esta ecuación es válida sólo 
cuando Cs• se alcanza instantáneamente, y su valor es 
independiente dei tiempo y de las coordenadas internas de n . 

EFECTO DE LA V ARIACION DE V O LUMEN SOBRE LA 
FUERZA IMPULSORA 

La variación que experimenta VL durante la disolución fue 
estudiada por Wilhelm et ai.( 1941 ), quienes propusieron e! 

siguiente mod[elo: a. Mo X l 
VL = I + VA (10) 

Ms* 

sujeto a la restricción : 

VL * = ( I + a. ) v A (11) 

cuyo coeficiente de expansión lineal de volumen, a. , puede 
calcularse mediante la siguiente expresión: 

PA- PL * PA Ms* 
a. + (12) 

PL* PL* MA 

donde:. PL * , es la densidad de la solución cn e! punto de 
saturación; PA , V A y MA , son la densidad, e! volumen y la 
masa dei solvente, respectivamente. Para la generalidad de las 
soluciones, los valores de a. se hallan comprendidos entre O y 
0.1 , y en muy pocos casos se presentan valores menores que O. 

Tomando en cuenta la definición de concentración molar: 

Ms Mo X 
Cs=-

ms VL ms VL 

combinando (6), (10) y (13) obtenemos 

Cs• ( I + a. ) Y X 
Cs= 

1 + a. Y X 

(13) 

(14) 



con: 

y (15) 

resultando Y una variable experimental independiente. 
Combinando ahora las ecs.(9) y (14) obtenemos: 

k: Cs* ( I - Y X ) 
Ns (16) 

I + a Y X 

la cual debe emplearse sólo en e! modelado de disoluciones de 
sólidos en líquidos, en las que la formación de C8 * se produce 
inmediatamente que e! sólido se pone en contacto con e! 
solvente líquido, y su valor es independiente dei tiempo de 
contacto y de las coordenadas internas de la partícula. A través 
de esta ecuación observamos que N8 es función de X: dei 
coeficiente a ; dei factor Y, cuyo valor es mayor que cero; y de 
otros factores que se incorporan a través de k.,. También 
observamos que para Y ------> O resulta N8 = k: C8 *, mientras 
que para Y > I, el máximo grado de transformación que puede 
alcanz.ar Ia partícula, es X = 1 I Y, dado que para ese valor de X 
resulta N8 = O . 

Combinando ahora las ecs. (5), (7) y (16), obtenemos 

dX 2 ms k: Cs* ( I + Y X ) ( I - X ) P 

(17) 
dt (1-p) p/0 (1 + aYX) 

La ecuación ( 17) se utiliza para correlacionar datos cinéticas 
de disolución de partículas sólidas, cuando la formación de C 8 • 

es instantánea. 
En dicha ecuación, k: puede resultar función de X, a través de 

las distintas variables que han sido observadas y han quedado 
explicitadas en las correlaciones Sh= Sh(Re,Sc). Entre todas 
estas variables, el diámetro de la partícula es función de X, pero 
se observa que no en todos los casos ha sido adoptado como 
longitud característica dei sistema. En efecto, ai analizar las 
correlaciones que han sido propuestas para calcular el número de 
Sherwood, específico para el caso que estamos tratando aquí, es 
fácil observar que se adoptaron diferentes criterios para elegir Ia 
longitud característica. Para algunos autores, la longitud 
característica es el diámetro dei tanque, para otros es e! diámetro 
de Ia turbina o de la paleta, y, hay quienes adoptan el diámetro 
de la partícula. Esta observación hace que dejemos en suspenso 
las correcciones de k: = k: (X) que deben introducirse en la 
ec.( 17). 

EFECTO DEL TIEMPO DE INDUCCION 

Existen casos de disoluciones de sólidos en líquidos en los que 
puede observarse que la formación de C 8 • no es instantánea, 
sino que requiere un cierto período de inducción. En tales casos, 
este período puede ser explicado como : "e/ tiempo requerido 
para que e/ solvente interactue con las moléculas sólidas 
ubicadas en la superficie interfacial de la partfcu/a reactante, 
y la migración de moléculas, o iones, de/ soluto desde esa 
zona hacia e/ seno de la fase lfquida ". Según esta explicación. 
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el tiempo de inducción está vinculado a la formación de Csn y 
su velocidad puede expresarse como: 

dCsn 
kt (Cs * - Csn) (18) 

dt 

cuya integración, sujeta a la condición inicial Csn = Csno en 
t =0, nos da: 

(19) 

con: t* = tI tin, kt = 1 I tin , y co = Csno I Cs * ; siendo kt 
un coeficiente cinético de disolución, dependiente de la 
temperatura y de la concentración dei solvente. 

Combinando las ecs. (8), (14) y (19), obtenemos para e! flujo 
molar: 

Ns= (20) 
l + aYX 

y sustituyendo las ecs.(7) y (20) en Ia (5), obtenemos 
finalmente: 

dX k* h [1-Y X -(1 + a Y X) (1 - C0
) e·t*] (1-X) P 

-------------(21) 
dt* (1 - p) (1 + a Y X) 

con: 2 ms I<.: o Cs• tin 
h = k* = k: I k:o (22 a, b) 

p /0 

donde k* , según Ia correlación que se adopte para k: , puede 
resultar una función de X. · 

EXPERIMENTAL 

La disolución de esferas de naftaleno en metanol, etanol y 
butano!, fue estudiada a distintas temperaturas y velocidad de 
rotación dei impulsor de flujo. Respecto de este último factor, 
cabe sefialar que se realizaron dos tipos de experimentos 
completamente diferentes, cuyas características principales 
resumimos a continuación. 

Disolución sin agitación 

Estos experimentos fueron realizados a los efectos de constatar 
la presencia de un tiempo de inducción durante la disolución, y a 
la vez verificar que el proceso no estuviera controlado 
cinéticamente por la velocidad de disociación de las moléculas 
de sólido en contacto con e! solvente. En estos experimentos la 
velocidad de la disolución fue seguida por la variación 
instantánea que experimenta la masa de la partícula, la cua1 se 
hallaba sumergida en un volumen grande de alcohol (3.5 litros), 
sin agitación y termostatizado. Se realizaron experimentos 
repetidos de disolución en etanol y butano! a 300 K. Los datos 
experimentales fueron correlacionados por la ec.(17), a los 
efectos de verificar la hipótesis de " formación instantánea de 
Cs•", y luego por Ia ec.(21), ambas con p = 2 I 3, a = Y =O, 
obteniéndose los resultados que se presentan en la tabla 1. 
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Tabla 1: datos experimentales .:orrelacionados por la ec.(l7) 
y por la ec. (21) 

Alcohol ec.(17) ec. (21) 
kc .106 s 2 105 kc 106 s2 105 t;n 

m/s m/s s 

Etanol 6.58 2.3 6.88 0.35 27 
Butano! 5.80 17.0 7.38 1.33 134 

donde s 2 es la varianza asociada a los resultados de regresión. 
Se observa que la menor varianza corresponde, en ambos casos, 
a la ec.(21 ); que e! tiempo de inducción dei etanol es menor que 
e! dei butano!, y que a medida que aumenta su valor, es mayor la 
diferencia entre las estimas de kc por Ias ecs. ( 17) y (21 ). 

Disolución con agitación 

Estos experimentos se realizaron en un reactor tanque agitado 
discontínuo, termostatizado, a diferentes valores dei factor Y. 
La velocidad de la disolución fue seguida midiendo Ia 
concentración de naftaleno en la fase líquida, a diferentes 
tiempos, por lectura de la absorbancia a 276 nm. 

Lo~ datos experimentales fueron correlacionados por la ec. 
( 17), con p = 2 I 3 y a = O, y los valores de Y correspondi ente 
a cada experimento . Los resultados de kc , para 200 rpm y 
temperaturas comprendidas entre 278 K y 303 K, son los que 
figuran en la tabla 2. 

Tabla 2: kc en función de la temperatura absoluta para los 
distintos alcoholes y Ias condiciones experimentales explicitadas 
más arriba. 

.·· Alcohol k.;= f(T) in/ s 
Metanol 3.37 . 10·4 exp ( -631 I T ) 
Etanol 2.64 . 10·3 exp ( -986 I T ) 

Butano! 1.38. 10·3 exp ( -12521 T) 

Influencia de la definicion de la longitud caracteristica 
sobre k., 

Los coeficientes kc , estimados por la ec. (17), fueron 
correlacionados a través dei número de Sherwood en función de 
los números de Reynolds y de Schmidt. Se analizaron y 
discriminaron, a través de la varianza asociada a cada ecuación 
de correlación, los distintos criterios que fueron propuestos para 
definir la longitud y la velocidad característica dei sistema. Los 
mejores resultados se obtuvieron empleando la correlación 
siguiente: 

Sh1 = 4.22 Rel 443 Sc038 

con: 
Sh = kc dp I DAB 

s2 = 1.80 104 
( 23) 

(24) 

Re = Ptdp2 n, I J1 Se = J1 I Pr. D AB (25a,b) 

Los coeficientes de difusión fueron calculados mediante la 
ecuación de Wilke [Bird et ai. (1964)]: 

mA <pA) 112 T 
DAB 7.4 . 10·8 [m 21 s ] (26) 

J1 Vabo6 
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donde <pA se denomina factor de asociación dei solvente y es 
igual a 1.9 para el metanoL 0.3 para el etanol y 0.25 para el 
butano I. 

El error relativo promedio asociado a la ec.(23) , fue 5.27%, 
A través de esta correlación, observamos .que kc resulta función 
dei diámetro de la partícula, efecto que debería ser tomado en 
cuenta en las ecs. ( 17) y (21) . 

CONCLUSIONES 

Experimentalmente hemos comprobado que en algunos 
procesos de disolución, la formación de C a * no es instantánea, 
hipótesis que ha sido utilizada tradicionalmente en el desarrollo 
de modelos para estimar el coeficiente de transferencia de masa. 
A través de esta hipótesis, se introduce en muchos casos error 
sistemático asociado a )a estima de kc , que es mayor a medida 
que aumenta e! tiempo de inducción. 

Nomenclatura 

A reactivo fluido 
8 reactivo sólido 
C8 concentración molar dei soluto 8 en el seno de la 

región fluida, kmollm3 

Cs • concentración molar de saturación dei soluto 8 , 
kmollm3 

Csn concentración molar de soluto 8 evaluado en n, 
kmollm3 

DAB difusividad dei soluto 8 en el fluido A m21s 
dp diámetro de partícula. m 
kc coeficiente de transferencia de masa, m s·1 

kc o coeficiente de transferencia de masa a t =O, m s·1 

k.1 coeficiente cinético de disolución, s· 1 

Mo masa inicial de reactivo sólido B, kg 
Ma* masa de soluto contenida en una disolución saturada, 

kg 
Ms masa actual de soluto en Ia disolución, kg 
ms masa molar de 8 , kg!kmol 
n, velocidad de giro dei impulsor, s·1 

Ns flujo molar dei soluto B evaluado en n, kmoll m2s 
T temperatura, K 

tiempo , s 
tin tiempo de inducción, s 
t• tiempo adimensional, definido igual a U tin 
vl volumen de fluido , m 3 

Vbb volumen molecular de B, m 3 

Letras griegas 
a coeficiente de expansión lineal de volumen 
o espesor de película de fluido, m 
J1 viscosidad de la fase tluida, kglm s 
PBn concentración másica dei sólido B en la solución y sobre 

la superficie n, kmollm3 

ps concentración másica dei sólido B en el seno de la 
solución , kmollm3 

p densidad dei sólido 8 , kmollm3 

PL densidad de la fase fluida L, kglm3 

PA densidad dei solvente A, kg/m3 

PL• densidad de la solución en el punto de saturación, kglm3 

no superficie externa inicial de la partícula reactante, m2 

n superficie externa de la partícula reactante, m2 
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Abstract 

The kinetic models of the disolution of a solid parti ele in a 
liquid is analyzed, considering the effects of the principal 
geometrye and physico-chemical variables which are involved in 
the process. The resultant models according to the importance of 
the effect that shows each variable, are using to correlate 
experimental dates of disolution of naphthalen particles in 
different alcohols. The estimated mass transfer coefficients are 
correlationated through the Sh= Sh(Re,Sc). 
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RESUMO 

Com a finalidade de melhorar os processos industriais, vem sendo desenvolvidas novas tecnologias, 
técnica e economicamente mais viáveis que as convencionais. Neste sentido, a extração líquido-líquido 
desponta como uma opção tecnológica extremamente interessante. Neste trabalho, estudou-se uma coluna de 
extração agitada por palhetas rotativas. A agitação melhora o cantata entre as fases, aumentando a 
transferência de massa. O objetivo deste trabalho é avaliar a transferência de massa neste tipo de coluna, 
através da Eficiência de Murphree, analisando a influência de van'áveis geométricas e operacionais na 
eficiência. Foram observadas eficiências da ordem de 90% nas melhores condições de operação. 

INTRODU CÃO 

Devido à modernização dos processos industriais e a 
necessidade de obter-se produtos com melhor qualidade e mais 
viáveis economicamente, vem ocorrendo nos últimos anos uma 
grande procura por tecnologias alternativas,· econômica ou 
tecnicamente mais viáveis que as convencionais. Neste sentido, 
a extração líquido-líquido apresenta-se como um campo 
tecnológico extremamente interessante. Outras razões que vem 
estimulando o uso e o estudo da extração líquido-líquido são: 

- Perspectivas de economia de energia comparada a 
outros processos de separação, 

- Possibilidade de evitar deterioração pela temperatura 
que pode ser causada por métodos de separação que usam a 
energia térmica, 

- Desenvolvimento de equipamentos melhores para 
promover um contato mais efetivo das fases líquidas 
(Humphrey, 1984). 

A extração líquido-líquido é um processo que envolve a 
transferência de massa entre dois líquidos imiscíveis, tendo a 
capacidade de realizar separações que não são possíveis por 
outros métodos. Este processo de separação é baseado na 
distribuição do soluto entre as duas fases e a miscibilidade 
parcial dos líquidos. 

As relações de equilíbrio de fases são fundamentais para 
análises quantitativas de processos de extração. As relações de 
equilíbrio de fases são baseadas em princípios termodinâmicos e 
representadas por diagramas estabelecidos por leis de 
distribuição dos constituintes entre as fases. 

A escolha entre os métodos de separação é feita de 
acordo com aspectos econômicos e de características físicas e 
químicas dos componentes da mistura a ser separada. 

Atualmente, a extração líquido-líquido é empregada nos 
casos onde um outro método de separação seja anti-econômico 
ou inviável, como nos casos em que os componentes são pouco 
solúveis, têm baixa volatilidade relativa, são sensíveis à 
temperatura requerida para a separação, têm pontos de ebulição 
próximos ou quando o componente desejado é pouco volátil e 
está presente em pequena quantidade na solução, formam 
azeótropo ou onde a separação por outros métodos tenha alto 
custo. 
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A viabilidade econômica dos processos que empregam a 
extração líquido-líquido é fortemente influenciada pelos custos 
do equipamento e pelos custos de recuperação do solvente, já 
que a operação do extrator em si, não exige grande consumo de 
energia e também tem baixo custo de manutenção (Hanson, 
1968). 

O uso de extratores verticais em processos de extração 
líquido-líquido pode ser justíficado pelo fato desses 
equipamentos ocuparem pequena área, promoverem urna alta 
eficiência de separação e terem fácil operação e manutenção. 

O sistema de escoamento em contra-corrente é o mais 
comum e é mais eficiente em relação ao uso de solvente. O 
escoamento em contra-corrente ocorre devido à diferença de 
densidades entre os líquidos que estão em contato na coluna. A 
fase mais pesada entra pelo topo da coluna e desce até o fundo 
da coluna. A fase mais leve entra pelo fundo e sobe até o topo 
da coluna (Treybal, 1968). 

As colunas de contato diferencial são equipamentos 
mais compactos e ocupam menos área do que outros tipos de 
contatores (Hanson, 1971). As colunas de contato diferencial 
podem ser divididas em quatro categorias principais : Colunas 
baseadas na ação da gravidade (.diferença de densidade entre as 
fases), Colunas Pulsadas, Colunas Mecanicamente Agitadas e 
Extratores Centrífugos. 

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma coluna de 
extração agitada por palhetas rotativas e estudar a transferência 
de massa neste tipo de coluna, de acordo com a Eficiência de 
Murphree. É analisada a influência de variáveis geométricas e 
operacionais na eficiência da coluna. 

TRANSFERÊNCIA DE MASSA 

O objetivo num processo de extração é efetuar a 
transferência de moléculas de soluto da fase refmado para a fase 
extrato (Hanson, 1968). 

Quando duas fases que não estão em equilíbrio entram 
em contato, a taxa de transferência de soluto entre elas depende 
de quanto as concentrações de soluto nas duas fases diferem dos 
valores de equilíbrio, fixados pelo coeficiente de distribuição, o 
qual depende do potencial químico do soluto nas duas fases 
(Hanson, 1968). 
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A transferência de massa é proporcional à área 
interfacial. A área interfacial é função da velocidade e tipo de 
agitação usada, das densidades das duas fases, da tensão 
interfacial e da razão entre as fases. 

O estudo da transferência de massa neste trabalho, será 
feito através da Eficiência de Murphree. 

Murphree (1925) apresentou a seguinte defmição para a 
eficiência no estudo de operações de separação : 

r X -X l 
E* =l 1 

: j·IOO x1 -xr 
(1) 

Essa equação é também apresentada por Treybal ( 1963). 
Essa defmição representa o desvio em relação ao equilíbrio. 

Para o uso dessa equação, é necessário calcular as 
concentrações de equilíbrio do ácido acético nas duas fases. 

As condições termodinâmicas para duas fases existirem 
em equilíbrio são: elas devem estar à mesma pressão e 
temperatura e que os potenciais químicos de cada componente 
em cada fase deve ser o mesmo (Prausnitz et al. , 1980; Hanson, 
1968). 
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A combinação dos balanços de massa global e por 
componente com os coeficientes de distribuição permitem que 
as composições das fases no equilíbrio sejam calculadas 
(Prausnitz et al., 1980; Hanson, 1968). 

Neste trabalho, os cálculos do equilíbrio foram 
executados por um programa de computador que utiliza o 
modelo UNIQUAC de predição, proposto por Prausnitz et al. 
(1980), para o cálculo das condições de equilíbrio. 

EQUIPAMENTO E PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Procedimento Experimental. O procedimento 
experimental usado é constituído, basicamente, em medir as 
concentrações de ácido acético nas amostras da alimentação e 
das saídas da cohma, mostrada na figura I, por titulação com 
uma solução de hidróxido de sódio de 0,01 N ou 0,1 N, usando
se fenolftaleina como indicador, para cada arranjo geométrico e 
condição operacional estudados. 
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lO 

14 

Figura 1 - Coluna de Extração Agitada por Palhetas Rotativas 

sendo: 
1- Reservatório da fase leve 
2- Motor , 
3 - Sistema de Rotação 
4,6 - Válvulas 
5,12- Rotâmetros 
7 - Reservatório da fase pesada 

8- Flange 
9 - Distribuidores 
I O - Palhetas 
11 - Bomba Ceptrífuga 
13- Saída da fase pesada 
14 - Saída da fase leve 
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Descrição do Equipamento Experimental. A cohma de 
extração agitada por palhetas rotativas que foi estudada 
neste trabalho é mostrada na figura I. A coluna tem 85 cm de 
comprimento e seu diâmetro interno é 5,6 cm. Ela e constituída 
de cinco tubos cilindricos de vidro. No centro da coluna, há um 
eixo de PVC, que está conectado ao sistema rotacional e ao qual 
algumas palhetas estão presas. O eixo de rotação é acionado por 
um motor elétrico de velocidade variável . Em cada seção 
de agitação, duas palhetas de largura 1,8 cm e 10 cm de altura 
são conectadas ao eixo, formando um ângulo de 180°. 

O arranjo geométrico, que foi alterado nos 
experimentos, é a área livre das palhetas. O primeiro arranjo 
tinha palhetas compactas (área livre de 0%) e o segundo arranjo 
tinha uma área livre das palhetas de 14%. 

A fase continua (água) é introduzida pelo topo da coluna 
através de uma bomba centrífuga e a fase dispersa (butano] e 
ácido acético) é alimentada pelo fundo da coluna. 

O sistema líquido ternário escolhido foi : água-ácido 
acético-butano!, o qual forma um sistema ternário tipo I 
(dois pares de líquidos miscíveis e um par de líquidos 
parcialmente miscível). 

A concentração de ácido acético na alimentação era de 
aproximadamente 2% (em massa). Esse sistema líquido foi 
escolhido por ser bastante estudado e assim permitir que 
comparações entre diferentes equipamentos sejam realizadas, 
por ser economicamente viável e permitir a obtenção dos 
valores das concentrações de equilíbrio através de cálculos 
termodinâmicos por meio de um programa computacional. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Na tabela estão apresentados os valores dos 
parâmetros geométricos e operacionais que foram estudados 
neste trabalho. 

T b 1 1 C d' -a e a - on woes geom t d d ncas e operactonats es u a as 

PARÂMETROS VALORES ASSUMIDOS 

ESTUDADOS 

Área Livre das Palhetas O, 14 

(%) 

Vazão Total de Alimentação 5,5; 7,0 , 8,5 

(mlls) 

Razão entre as Vazões de 9, 6, 3 

Alimentação 

Velocidade de Rotação O, 1, 2, 3, 4 

(rps) 

Usando-se os valores das concentrações de equilíbrio, 
que foram obtidas através de um programa de computador que 
utiliza o modelo UNIQUAC de predição , e as concentrações de 
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entrada e saída da fase refmado na equação (1), que é a 
defmição da Eficiência de Murphree, o comportamento que será 
descrito abaixo foi observado. 

1 Velocidade de Rotação das Palhetas. Foi observado 
que ocorre um aumento da eficiência com d aumento da 
velocidade de rotação das palhetas, sendo que este aumento é 
mais acentuado para velocidades de rotação mais baixas (de O a 
2 rps). Para velocidades maiores, ocorreu um aumento da 
eficiência, porém pouco acentuado. Isso pode ser observado na 
figura 2. 

88.0 -,------- - - - - --------. 

Cll 84.0 
e! 

.s::. 
e-
:J 
~ 
Cll 

"O 

"' 'õ 
.~ 80.0 
'õ 
o; 
LlJ 

Area Uvre 
das Palhetas (%) 

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 

Velocidade de Rotação das Palhetas (rps) 

Figura 2 - Eficiência de Murphree em função da 
velocidade de rotação das palhetasparametizada na área livre 
das palhetas. 

Este comportamento ocorre porque o aumento da 
agitação, inicialmente melhora a mistura entre as fases e 
aumenta a área interfacial, devido à diminuição no tamanho 
médio das gotas e com isso há um aumento na taxa de 
transferência de massa. Porém, esse efeito não continua 
indefmidamente. Primeiro, há um limite para o aumento da área 
interfacial que pode ser obtido. Segundo, abaixo de um certo 
tamanho de gotas, estas começam a se comportar como esferas 
rígidas sem circulação interna. Por causa disso, a transferência 
de massa no interior das gotas ocorre pelo lento processo de 
dífusão molecular. Além disso, foi observado durante os 
experimentos que velocidades de rotação das palhetas muito 
altas provocaram um aumento na resistência ao · escoamento, 
intposta pelas palhetas e isso impedia ou retardava a ascensão 
das gotas da fa~e dispersa ao topo da coluna, prejudicando a 
transferência de massa. Velocidades de rotação muito altas 
podem provocar o retorno axial da fase dispersa (a fase dispersa 
é "carregada" pela fase contínua numa direção contrária ao 
escoamento inicial) e da fase contínua (a fase contínua é 
"carregada" pela fase dispersa. As taxas de extração são 
severamente reduzidas por esses dois fenômenos. 

Os resultados mostrados na figura 2 foram obtidos 
mantendo-se constantes a razão entre as vazões de alimentação 
em 6 e a vazão total de alimentação em 7 mlls. 

~· Razão entre~~ de Alimentação. Na figura 3, 
nota-se um aumento da eficÍência com o aumento da razão entre 
as vazões de alimentação. Isso significa que o sistema se 



aproxima do equilíbrio, o que é verificado pelo awnento da 
Eficiência de Murphree. A principal razão para este efeito é que 
wna maior quantidade de solvente pode extrair mais soluto, 
porque há mais solvente em contato com o soluto. 

Os resultados mostrados na figura 3 foram obtidos 
mantendo-se constantes a área livre das palhetas em 14% e a 
vazão total de alimentação em 5,5 mlls. 
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Razio entre as 
Vazões 

* 9 

* 6 • 
w.o -+--,---,,---.--~--.--,---,--~ 

oo 1.0 20 10 ~o 

Velocidade de Rotação das Palhetas (rps) 

Figura 3 - Eficiência de Murphree em fimção da 
velocidade de rotação das palhetas parametizada na razão entre 
as vazões de alimentação. 

;l. Vazão Total de Alimentação. Na figura 4, pode ser 
visto que ocorre wn awnento da Eficiência de Murphree com o 
awnento da vazão total de alimentação para altas velocidades de 
rotàção (acima de 2 rps) e o comportamento inverso para baixas 
velocidades de rotação. nota-se também, o awnento da 
Eficiência de Murphree com o awnento da velocidade de 
rotação das palhetas. 
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Figura 4 - Eficiência de Murphree em fimção da vazão 
total de alimentação parametizada na velocidade de rotação das 
palhetas. 
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Para velocidades de rotação das palhetas baixas (entre O 
e 1 rps), o awnento da vazão total de alimentação diminui a 
eficiência, ou seja, o sistema se encontra mais afastado do 
equilíbrio. Isso ocorre porque o awnento da vazão total de 
alimentação faz com que o tempo de contato entre as fases seja 
menor e isso faz com que o sistema se mantenha mais afastado 
do equilíbrio. Com velocidades de rotação das palhetas mais 
elevadas (acima de 2 rps), o awnento da mistura e da 
turbulência promovidos pela agitação mais intensa, faz com que 
o tempo de contato entre as fases awnente e com isso, a 
transferência de massa também awnente, sendo assim, o 
sistema tende a se aproximar mais do equilíbrio. 

Os resultados mostrados na figura 4 foram obtidos 
mantendo-se constantes a razão entre as vazões de alimentação 
em 9 e a área livre das palhetas em 14%. 

1. Área Livre das Palhetas. Na figura 2, pode-se notar que 
ocorre wn awnento na eficiência com o awnento da área livre 
das .palhetas. O awnento da área livre das palhetas faz com que 
a superficie de contato entre as fases e a turbulência no interior 
da coluna awnentem. Esses fatores melhoram a mistura e 
reduzem o tamanho médio das gotas, além de awnentar o tempo 
de contato entre as fases. Assim, eles favorecem a transferência 
de massa. Com isso, a Eficiência de Murphree tende a 
awnentar. 

CONCLUSÕES 

Com este trabalho, pode-se concluir que com esse tipo 
de coluna pode-se conseguir eficiências de separação bastante 
altas, chegando a aproximadamente 90%, quando operando em 
condições adequadas, como foi verificado nos experimentos 
com o sistema líquido ternário escolhido : água-ácido acéticÓ,
butanol. 

Notou-se que efeitos contrários à transferência de massa 
ocorrem na coluna a altas velocidades de rotação (acima de 3 
rps), tais como: retomo axial da fase dispersa e da fase continua, 
aumento da resistência ao escoamento imposta pelas palhetas. 

Verificou-se que o awnento da velocidade de rotação 
das palhetas, da razão entre as vazões de alimentação (vazão da 
fase continua pela vazão da fase dispersa), da vazão total de 
alimentação e da área livre das palhetas atuam de maneira 
positiva na transferência de massa, para baixas velocidades de 
rotação das palhetas. 

É importante salientar que foi verificado que nem 
sempre o aumento da velocidade de rotação das palhetas 
favorece a transferência de massa, como também acontece com 
o awnento da vazão de alimentação. A eficiência de separação é 
dependente do conjunto de condições geométricas e 
operacionais utilizadas e não das condições de maneira 
individual. 

Para esta coluna, operando com o sistema líquido 
ternário escolhido e as condições geométricas e operacionais 
apresentadas, as melhores condições operacionais são: 

- Área Livre das Palhetas: 14% 
- Velocidade de Rotação das Palhetas : 3 rps 
- Razão entre as Vazões de Alimentação : 9 
- Vazão Total de Alimentação : 8,5 mlls 

Nessas condições, ocorreu wn awnento mais-acentuado 
na eficiência de transferência de massa. 
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NOTAÇÃO 

E* = Eficiência de Murphree 
rps = rotações por segundo 
VçNo =razão entre as vazões de alimentação (vazão 
da fase contínua pela vazão da fase dispersa) 
xf= fração molar de ácido acético na alimentação 
xr = fração molar de ácido acético na fase refmado 
(saída) 
xr * = fração molar de ácido acético na fase refmado no 
equilíbrio 
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ABSTRACT 

Owing to need to improve and to modernize industrial 
processes, new technologies have been developed that are 
technical and economicaly better than the conventional. So, 
liquid-liquid extraclion emerges as a technological option very 
interesting. ln this work, a rotating impellers mechanically 
agitated extraction column was studied. Agitation improves lhe 
phase contact, increas ing the mass transfer. Among the 
equations that express the mass transfer efficiencies, the 
Murphree Ejficiency was chosen to be used. The main objective 
of this work 1~r to evaluate the mass transfer in this kind of 
column, by means of Murphree Ejficiency, analysing the 
injluence of geometric and operational parameters on the 
efficiency in the column 
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SUMMARY 

The objective ofthe present work was to mode1 the temperature(T) dependence of sorption isotherms of maize 
and soybeans with the GAB equation. It has three parameters, and the preliminary fittings showed that ali vary 
irregulary with T _ For this reason instead of modeling the temperature dependence of each parameter, the GAB 
equation was fitted to an isotherm at a reference temperature (T,), and the parameters so obtained were 
considered valid at other T values. \herefore, the temperature dependence was confined to a multiplier of the 
whole equation whose va1ue is I at T, and that followed a two-parameter, quadratic-dependence that decreased 
with T, so the final form of this modified GAB equation had five parameters. The advantages of using 
well-founded equations such as GAB is discussed. 

INTRODUCTION 

Most grains are harvested with moisture contents 
(m.c.) above safe storage values to decrease harvesting losses 
and to free the fields earlier for another crop. Therefore, grains 
must be artificially dried and cooled to avoid microbial 
development and hence spoilage. 
Mathematical models for drying simu1ation are nowadays 
widely used in post-harvest research; in these models, the grain 
equilibrium moisture content (e.m.c.) p1ays a very important 
role in the prediction of the drying rate since grain m.c. tends 
to the e.m.c. after a long exposure to air of given temperature 
and relative humidity (RH). The e.m.c. can also be defined as 
the m.c. value for which water vapour pressure in the grain 
equals the partia! pressure of vapour in the air (Parry, 1985). 

1\lthough many equations have been presented to 
relate e.m.c. and RH at equilibrium, few of them h ave a sound 
physical basis and even 1ess dea1 successfully with the effect of 
temperature on e.m.c .. Examp1es of the 1ast type are the 
equations of Henderson Thompson, Day-Nelson, Chung-Pfost, 
Chen Clayton and the modified Halsey (lglesias et ai., 1976a). 

ln contrast, the GAB equation is an improved form of 
the BET expression including a multiplier k0 (<1) of the RH to 
account for the difference between the heat of sorption of 
multilayers and that of liquefaction (Durai and Hines, 1993a). 
A recent review has considered the GAB equation as the most 
satisfactory theoretica1 isotherm (Shatadal and Jayas, 1990); 
Pe1eg, ( 1992) indicated that this expression responds to a 
kinetic mode1 and that its three parameters have physical 
meaning. However, despite being valid in a wide RH range 
(0.1 <RH<Õ.9) (lglesias et ai., 1976b; Bizot,1983; Aguerre et ai., 
1989) , its usefulness is limited since it does not include the 
effect of temperature (Jayas and Mazza, 1993). Therefore, the 
GAB equation can only be used at those temperatures for which 
its parameters are known. 
The objective of this work was to finda simple and accurate 
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way of including a temperature dependence in the GAB 
equation. To this end, we employed experimental data for maize 
(Hall and Rodriguez - Arias, 1958) and for soybeans (Brooker 
et ai., 1992), being the temperature ranges of 4.4-60 oc for the 
former grain and 5-55 °C for the latter. ln both grains, the RH 
covered was 0.1-0.9. 

The temperature-dependent GAB equation developed 
in this work was compared with the empirical Henderson
Thompson equation, a widely used expression that is a function 
of temperature. 

ISOTHERM EOUA TIONS 

The GAB equation is as follows 

M being the m.c.(decimal, dry basis), RH the relative humidity 

(decimal), and Mm,CB and kG the parameters to be fitted by 
regression. Mm is the monolayer moisture content (decimal dry 
basis), a value for which ali adsorption sites of the adsorbent 
are covered by a one-molecule-deep layer of adsorbate. ln a 
review by Shatadal et ai. (1990), the authors pointed out that 
few data was then available for GAB parameters in cereais and 
oilseeds. ln the present work, the Eqn (1 ), was fitted to the data 
of M and RH at each temperature for soybean (Fig. I) and 
maize (Fig. 2), and the resultant parameters were listed in 
Tables 1 and 2. 
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Table I - Parameters of the GAB equation fitted to 
experimental data of soybean 

Temperature(0C) M,. c li kG 

Dec, db 

5 0.055 113.164 0.902 

15 0.053 39.304 0.904 

25 0.052 24.129 0.902 

35 0.051 17.155 0 .898 

45 0.043 16.081 0.947 

ss a a36 19 11~ l QQ~ 
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Table 2 - Parameters of the GAB equation fitted to 
experimental data of maize 

Temperature(°C) M. c li kc dec. db 

4.4 0.097 29.849 0 .711 

15 .6 0.089 28.308 0.704 

26.7 0.087 13.77 0.665 

37 .8 0.080 16.098 0.687 

50 0.078 12.706 0.680 

60 0 .059 17.399 0.734 

For comparison purposes, the Henderson-Thompson 
equation was also fitted to the data, though, in this case to the 
whole data pool of M , RH , and T rather than to the data of M 
and RH at each ofthe six temperature leveis. The expression is: 

M=O.Ol( -Ln(l-RH) <j> 
KH(T+C) ) 

(2) 

Where T is temperature (°C), and KH, C and N, the 
fitting parameters, whose values were included in Table 3. 

Table 3 - Parameters of the Henderson-Thompson 
equation fitted in this work for maize and soybeans 

Maíze Soybean 

KH 6.57 10·5 29.8 10'5 

c 33.295 136.215 

N 2.091 1.199 

The statistical parameters of goodness of fit for GAB 
(Eqn. (!)) and Henderson-Thompson (Eqn . (2)) are listed for 
each temperature in Table 4 (soybeans) and 5 (Maize). They are 
the mean of the modulus of percentage errors (MPE) and the 
correlation coefficient (r2

). 

Tab1es 4 and 5 show that the GAB model (Eqn.(1)) 
behaves better than the Henderson-Thompson (Eqn.(2)) at each 
temperature . ln addition, it can be observed that both equations 
predicted better for maize than they did for soybeans . 



Table 4 - Comparison of the GAB isothenn equation (Eqn . (I)) and the 
temperature-dependent Henderson-Thompson (Eqn. (2)) for soybeans 

Soybean 

Gab Henderson - Thompson 

T(OC) MPE rl MPE rl 

5 14.59 0.935 18.71 0.879 

15 2.46 0 .997 16.96 0 .918 

25 6.09 0.972 19.29 0 .905 

35 2.64 0.99.6 14 .20 0 .943 

45 0.87 0.999 13.21 0.934 

55 1.55 0.998 15.55 0 .818 

Average 
4.7 0 .983 16.32 0 .9 

V alues 

Table 5 - Comparison of the GAB isothenn equation (Eqn. (I) and the 
temperature-dependent Henderson- Thompson (Eqn. (2)) for maize 

Maiz.e 

Gab H enderson-Thompson 

T(OC) MPE 

4.4 1.64 

15 .6 2.93 

26.7 1.41 

37.8 0.91 

50 1.37 

60 2 .58 

Average 
1.81 

values 

Thus, as the GAB equation confirmed its antecedents of 
accu racy, it was decided to proceed by studying its temperature 
dependence. 

STUDY OF THE EFFECT OF TEMPERA TURE lN THE 
GAB EQUA TION 

The v alues of parameters Mm, C8 and k0 of Table I and 
2 were plotted as a function of temperature in Figures 3,4 and 5, 
respectively. It can be observed that the parameters vary rather 
irregularly with temperature, so an independent modeling of each 
versus temperature would be difficult, leading to grain-specific 
fonns of the GAB temperature dependence. 

To resolve this problem , we considered that the 
parameters fitted at T,(°C), a reference temperature defined as lhe 
nearest v alue to 25"C for which experimental data is available, are 
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~ MPE ~ 

0.993 4.53 0.967 

0.984 5.37 0 .957 

0 .997 2.47 0 .989 

0.999 2.16 0.987 

0.998 3.48 0 .968 

0.993 8.35 0.911 

0.994 4.39 0 .963 

also valid at other values of T, and that the temperature 
dependence is confined to a multiplier of the whole equation, F. 
Thus, the preliminary fonn of the modified GAB expression is: 

(3) 

where Mmr, C1, and kGr are th, l)arameters fitted at T,, F being the 
temperature-dependent multipher. As seen in Tables I and 2, T, 
wás 25°C for soybeans, and 26.7°C for maize. Such T, values 
were chosen because most food isothenns are reported at 25°C or 
near that value. 

Thus, Eqn(3) was fitted again to the data of Fig. I and 
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2 except at T, where F is necessarily the unity. The values of F 
so obtained were plotted as a function of temperature in Fig.6, 
and it can be seen that, in both grains, F shows a continuous 
decrease 
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as T increases, with a somewhat nonlínear trend, particularly in 
soybeans. Therefore, these data can be interpreted in terms ofthe 
following adaptive model : 

F=1+A(T-Tc) +B(T-Tc) 2 (4) 

this equation can adapt to a linear behaviour as well as to a 
nonlinear one. Prelíminary fittings of the results of Figure 6 
showed that the predictions of Eqn.(4) are better than that of a 
linear fit (i.e. , Eqn.(4) without the quadratic termXresults not 
shown). On the other hand, Eqn.(4) was so written to find F= l for 
T=T,. 
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Figure 6 - F vs. T 

However, instead of using the preliminary values of A 
and 8 for both grains, it was decided to combine Eqn.(3) and (4) 
and fit the combined equation to the complete pool of data of M, 
RH, and T for each grain i.e . to the sarne pool as that used to fit 
the Henderson-Thompson equation (Eqn,(2)). Thus, the final form 
of the modified GA8 expression is: 

M=(1+A(T-Tc) +B(T-Tr) 2 ). 

MmrCBikG:rRH (5) 

(1-kG~H) (1-kG:rRH+C8 rkGrRH) 

The values of A and 8 obtained by fitting Eqn. (5) to 
the data pool are presented in Table 6. 

Table 6 - Coefficients fitted for the modified GA8 model 
(Rqn. (5)) 

Maize Soybean 

A -0.009127 -0.004735 

B 0.000114 -0.000046 



Even when Tables 4 and 5 had shown that the original , three
parameter GAB equation (Eqn . (I)) was more accurate than the 
Henderson-Thompson (Eqn.(2)), at each of the six temperature 
leveis and for both grains, it has to be accepted that the 
temperature dependence introduced in GAB (Eqn.(5)) could have 
made it less accurate, so a new comparison had to be made, this 
time between Eqn .(5) and Eqn.(2). The statistical indicators of 
goodness of fil for lhe whole data pool are Iisted in Table 7. 

The table shown that, for maize, both temperature
dependent equations give rather similarly very good predictions 
while, in soybeans, the modified GAB (Eqn.(5)) was more 
accurate than Henderson-Thompson (Eqn .(2)). Thus, the extension 
of the validity of GAB to the temperature range (Eqn.(5)) do not 
appreciably diminish the inherent accuracy of the original GAB 
(Eqn .(2)). However, to confirm how even is the prediction of the 
modified GAB (Eqn .(5)) in the temperature range, it was used at 
each of the temperature leveis where experimental data was 
available and the results of MPE and r2 are presented in Table 8. 

Table 7 - Comparison of statistical parameters for the fitting of 
the temperature-dependent GAB(Eqn.(5)) and the Henderson

Thompaon equation (Eqn.(2)) 

Henderson 
Thompson Modified Gab 
Eqn.(2)) (Eqn. (5)) 

Sy 
Sy 

(dec. db.) 
rz (Dec. db.) rz 

Mai;.e 0.005906 0.998 0.006653 0.997 

Soybean 0.013343 0.989 0.005618 0.999 

Table 8 - Statistical parameters for the predictions of the modified GAB (Eqn. (5)) at the temperature leveis for which 
experimental data was available 

T(OC) 
Soybean 

MPE(%) rz 

5 7.85 0.955 

15 3.52 0.996 

25 6.02 0 .972 

35 2.48 0.995 

45 7.53 0 .967 

55 10.57 0 .931 

The table shows that the lemperature-dependence 
included in lhe modified GAB (Eqn(5) is satisfactory, since the 
predictions are still good at each of the temperature leveis, for 
both grains, and of similar order to those of Tables 4 and 5 for 
lhe original GAB at each temperature. 

0 .0 00 +--~-~-~-~--~---~---~ 
0.10 02 0 0 .30 OAO 050 0 .60 0~ 0 0 .80 0~ 0 

RH (dec.) 

26 .70C -- - -- Eq.(5 ) À 15 .60C 600C 

Figure 7 - Comparison of predicted and experimental data of 
maize 
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T(OC) Maize 

MPE(%) rz 

4.4 4.24 0.969 

15.6 5.73 0.950 

26 .7 1.39 0.997 

37.8 5.54 0.951 

50 6.07 0.924 

60 7 .22 0 .935 

Figures (7) and (8) show predictions of equation (5) 
together with the corresponding experimental data for three 
selected temperature leveis. This leveis do not necessarily show 
the lowest errors. 

0300j --~-

~ o 200 
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"' ~ T•35PC 

~ 

::>!o 100 

0 .000 +--~--.---~-~-~-~---.----l 
0 .10 0 .20 0 .30 0 .40 0.50 0 .6 0 0 .7 0 0 .8 0 0 .90 

RH (dec.) 

350C ----- Eq.(S ) 450C .. 550C 

Figure 8 - Comparison of predicted and expenmental data of 
soybean 
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CONCLUSIONS 

- The three-parameter GAB equation fits bener the experimental 
data of maize and soybean than the Henderson-Thompson 
equation at each of the six temperature leveis tested. 
- The three parameters of the GAB equation fined to a reference 
temperature were kept valid for other values, and the temperature 
dependence was restricted to a multiplier (F) of the whole GAB 
equation. F decreased smoothly and rather nonlinearly with 
temperature, which allowed a further modeling to be made. By 
this procedure, a temperature-dependent version of the GAB 
equation was found, which predicted well the experimental data. 
- The expression developed in this work could be used for drying 
models , or for predicting safe moisture conditions for grain 
storage. 
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SUMMARY 
The structured packings show very attractive perfomzance characteristics because they offer higher 

throughput capacity and separa tive efficiency and lower ratio of pressure drop to theoretical stage of separation than 
the tray internais or r:andom packings. Those factors give a very favourable separation, low energy consumption and 
beside low capital and operation costs. There have been developing new equations which represent the bed columns 
perfomzance. There are still low infomzation about the general desing methods and they are based on objective 
evaluations of packing perfomzance from the manufacturers. This paper show:s the use of the Bravo et ai model 1992, 
which helps to understand the mass transfer in air-water system using a national structured packing built in the 
Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares and to detemzine the convenience of to apply this model in this 
material. It shows graphs of height equivalent to a theorical plate versius different gas and liquid flows using our 
experiment infomzation and beside the comparison of the Bravo results. 

INTRODOCCION 

La separación de productos a partir de mezclas de 
componentes, es una de las operaciones unitarias más comunes 
en los procesos químicos industriales. Muchas de las 
operaciones de separación son del tipo difusional de contacto de 
fase tales como Absorción y Destilación. 

La Absorción es la transferencia de uno o más 
componentes de una fase gas a una fase líquida en la cual es 
soluble. Para llevar a acabo estas operaciones se rcquiere de un 
aparato cilíndrico vertical llamado columna. Este aparato 
normalmente contiene di~;positivos internos para efectuar el 
contacto gas-líquido ; los dispositivos pueden ser platos o 
empaques (al Azar o Estructurados), los cuales juegan un 
importante papel en estas operaciones difusionales. 

El uso de columnas empacadas data 
de muchas décadas. Durante la primera mitad de este siglo 
fueron disefiadas un tanto toscas y sus aplicaciones generalmente 
limitadas a sistemas corrosivos o a diámetros de columnas 
relativamente pequenos (como por ejemplo: en instalacioncs de 
planta piloto). Posteriormente la situación cambió, y con el 
desarrollo de emp~ues al azar tales como el anillo Pall, por lo 
que los disefíador~s comenzaron a con;;iderar seriamente el uso 
de empaques en columnas comerciales. 

En los últimos anos se ha visto un desarrollo 
apreciable en la aplicación del empaque al azar, al mismo 
tiempo la geometria de los empaque ha evolucionado 
rápidamente desde simples formas de anillos Raschig y 
monturas Berl hasta multitud de formas sofisticadas ahora 
disponibles. 
Los empaques estructurados fueron introducidos por Stedman, 
quién cortó piezas de gasa metálica y las colocó en forma 
horizontaf en una columna de laboratorio y en una planta piloto. 
Estos empaque fueron encontrados muy eficientes para la 
transferencia de masa en columnas pequenas. Posteriormente se 
usaron hojas metálicas en la fabricación de estos elementos 
estructurados para columnas grandes. 
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Los cmpaques estructurados en su forma actual, fueron 
introducidos a mediados de 1960 a partir del trabajo 
experimental de los Hermanos Sulzer, Ltd, en Suiza (Huber, 
1966 y Billet, 1960), en material de malla y de hojas metálicas 
de diferentes tipos, formas y tanlaí\os y ofrecidas por numerosas 
Compaflías en el mundo ; ellos muestran características muy 
atractivas de operación, particularmente ofrecen una mayor 
capacidad y cficiencia y una menor caída de presión y holdup 
más bajo con respecto a los platos y empaques al azar. Estos 
factores reducen los costos fijos y los de operación, dando como 
resultado una mejor separación, un alto rendimiento y un bajo 
consumo de energia. 

Se han desarrollado modelos matemáticos que 
represcntan el comportarniento de las columnas empacadas. Hay 
poca información en la literatura de los métodos de diseí\os 
generalizados(Kister, 1993 ; Spiegel y Meier, 1987 ; Bravo y 
colaboradores, 1990 y otros ), una aproximación de és tos se basa 
en gran parte en la experienéia y recomendaciones de los 
fabricantes. 

Con lo anterior, surgió la nccesidad de idear nuevas 
correlaciones y modelos que involucren parámetros 
fisicoquínllcos y geométricos en las columnas empacadas, con el 
propósito de conocer las ventajas que ofrecen los empaques 
estructurados para aplicaciones industriales. 

Las principales variablcs de interés que se involucran 
en los modelos son : capacidad, caída de presión, holdup y 
transferencia de masa. Los dos primeros dan el diámetro de la 
columna y los dos restantes la altura dei empaque y a su vez la 
de la columna 

SISTEMA DE ABSORCION 

El sistema de absorción utilizado consiste en una 
co1Uillll3 vertical de vidrio pyrex, de 0.0762 m (3 pulg) de 
diámetro interior y una altura de 1.5 m (59.05 pulg), rellena con 
empaque estructurado tipo gasa construido en latón de malla dei 
No. 60, con una altura empacada de 1.3m. 



Se alimenta una corriente de aire por la parte inferior 
de la columna swninistrada por llll compresor. Por la parte 
superior se alimenta una corriente de agua, ambos flujos a 
contracorriente. 

Este sistema cuenta con la instrwnentación necesaria 
para registrar la caída de presión, los flujos gas-líquido, la 
temperatura y presión de operación, siendo éstas últimas de 
15°C y 525 mm Hg respectivamente. La Tabla 1 muestra las 
características dei empaque y la Tabla 2 muestra las 
propiedades fisicoquírnicas dei sistema. 

Tabla 1- Información geométrica del empaque nacional 

Altura dei pliegue ..... ..... ...... . . .. ..... ... h=5 
nun 
Lado del canal.. .. .. .. .. .... ... .. ..... .. .. .. .. .. S = 6 
mm 
Base dei canal... ........ ...... .. .. .. . ........... .. ... ...... B = 8 
nun 
Diámetro equivalente .... .... .. .. .. .. .. ... ....... . dq, = 5.3333 
mm 
Superficie dei empaque .. ........ .. ..... .... .. .. .. ap =840m2

/ 

m3 
Fracción de vacío .. .. .. .... ......... .. .. .. .. .... ...... .... . e 
0.966 
Angulo dei canal de flujo 
a partir de Ia horizontal... ....... .. .... .. .... .. ........ q = 46° 
deg 
Diámetro dei empaque .... .. .... .. .. .... .... .... .... .. .D = 73 
mm 
Materiai. ... ...... .. ... .... ... ... ......... ... ...... ......... .... .... ... Lató 
n 
Malla .... .. ........ .... ........... .. .... ......... ........ .. .. .... ... No. 
60 

Tabla 2 - Propiedades fisicoquírnicas dei sistema aire
agua. 

Presión de operación = 525 mm Hg 
Densidad : 

Viscosidad : 

Coeficiente de difusión : 

Gas : 0.8478 Kglm3 

Líquido : 999.13 Kglm3 

Gas : 7.6xl0"5 Kg/ m s 
Líquido: 1.14xl0·3 Kg/m s 

. Gas: 2.7172xl0-5 m2/s 
Lí9,uido : 2.5666xl0-6 m2/s 

DESCRIPCION DEL MODELO 

El modelo de Bravo y Colaboradores 
1 992 para la trausferencia de rnasa ha sido desarrollado para ·la 
predicción y análisis de la operación de columnas de destilación 
conteniendo elementos de empaque estructurado de tipo regular. 
Las principales variables que involucran este modelo son: caída 
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de presión, capacidad máxima de flujo y eficiencia en Ia 
transferencia de masa. 

Las correlaciones desarrolladas tienen 
una variable en común que enlaza a todas éstas: e\ holdup 
líquido, y son válidas para empaques de una naturaleza 
corrugada, basadas en la aproximación general de considerar los 
canales de flujo dentro dei empaque, como una serie de canales 
de pared hwnedecidas con lUla geometría que depende dei 
ángulo y tamrui.o de las corrugaciones. 

El canal de flujo de pared 
hwnedecidas se considera como una sección transversal dei 
diamante formado, como se indica en Ia Figura I. El diamante es 
exactamente equivalente a un triángulo sin base, y el diámetro 
equivalente para esta geometría es e\ lado dei triángulo S, el 
cual es también ellado de la corrugación. 

~. 
,~_., 

ht-(4/5) 6 

diq-S 

Figura 1 - Sección transversal del canal de flujo dei empaque 
estructurado. 

GRA VEDAD.EFECTIV A 

La fuerza que actúa sobre c! líquido 
en movirniento ascendente a través del empaque es denominado 
gravedad. Hay varias fuerzas que se oponen a la gra vedad: ( 1 ) 
Empuje del líquido (importante a altas presiones), (2) caída de 
presión dei vapor y (3) arrastre de la película líquida por el 
vapor. El flujo líquido puede ser considerado similar al flujo 
líquido de una columna de pared humedecida, como se rnuestra 
en la Figura 2. 

Un balance de fuerzas en Ia 
película líquida como flujos bajo Ia superficie dei empaque 
puede ser expresado como: 

Carga neta descendente = Gravedad de la carga - Empuje de la 
carga - Diferencia de la presión dei gas -

arrastre superficial de la carga 

p L !:J. Z Q eff = p L !:J. Z Q - p g !:J. Z Q - !:J. p - Q !:J. p 

(I) 



i. 

donde Q es una constante que relaciona la caída de presión (o 
veiocidad dei gas) y la superficie de arrastre, g.,n· es Ia gravedad 
efectiva discontinuada por fuerzas opuestas. 

Este balance no toma en cuenta los efectos de 
arrastre dei líquido sobre la superficie sólida. Un 
reordenamiento dei balance de fuerza da la defmición de 
gravedad efectiva: 

(2) 

El último término agrupa junto con los efectos de caída 
de presión y arrastre superficial e incluye la suposición de que cl 
valor de Kr depende únicamente dei tipo de empaque. El valor 
de la gravedad efectiva tiende a disminuir a presiones altas 
(densidades de vapor elevadas) y altas cargas debido a altas 
caídas de presión y arrastre. En el límite, Ia inundación ocurre 
cuando g etr= O. Por lo tanto: 

(3) 
K, 

Kr se espera ser una constante para una forma 
particular dei empaque sin tomar en cuenta el tammio o 
características superficiales. Es bien conocido que sistemas que 
exhiben bajas diferencias en la densidad de fase y tambiét1 en la 
inundación, en condiciones de caída de presión más bajas, la 
forma de la ecuación (3) parece manejar estos factores. 
Combinando las ecuaciones (2) y (3): 

9 e li 

(4) 

9 f (r L r • ) 1 1 _ [ ( ~) ] 

' p , (~ n 
1n un o ~ c 10 n 

El valor seleccionado para Ia (~ % } 
óZ lnund•clon 

tiene una fuerte influencia sobre el valor de K 1• Sobre la base de 
análisis de datos y por simplicidad así como mm1tener valores 
positivos de geff en todos los tiempos, y para poder calcularia un 
valor de 1025 Pai( 1.25 in H20/ft) fue seleccionado para la caída 
de presión en la inundación. El valor seleccionado para K 1 

adimensional es: 

K - ( p L - · p. ) 
, -g 1025 

(5) 

y 

g ., g[ (PL - Pa) l [1 [ (~~) ] 
PL 1025 

(6) 

Estas presiones son válidas para ei sistema aire - agua 
y para los empaques: Intalox 2T, Flexipac, Gempak 2A, Maxpak 
Y Sulzer BX E! valor de Kr para otros sistemas y otros 
empaques se obtiene a partir de la ecuación (3 .28). Para los 
empaques estructurados, el máximo valor de la caída de presión 
estará entre los valores de 900 y 1200 Pa/m. 

HOLDUP LIQUIDO 

La suposición hecha es que los flujos líquidos están 
sobre Ia superficie dei empaque como una película. Si Ia 
superficie entera está cubierta y no existe líquido suspendido, 
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entonces e! holdup se puede describir en términos dei espesor de 
Ia película con: 

h , = 4( 2J 
s ) 

(7) 

donde h, es e! holdup total, e! ena! comprcnde componentes 
estáticos y de operación: 

(8) 

E! término .F, es un factor de corrección que considera 
para todas las superficies no siendo hlUtledecidas cuando 
únicamente ocurre el holdup estático, Fo representa Ia corrección 
correspondiente cuando ei flujo líquido esta presente. 

Para· cálculos aproximados, una sirnplificación de la 
ecuación (8) es posible : 

4 F1 8 op 
h I ~ 5 -

(9) 

donde F, es un factor de corrección para e! holdup total en 
ténninos dei área interfacial disponible. La ecuación (3.34) no 
es válida a velocidades de flujo cero. 

E1 valor de F, esta basado en la correlación de 
Shi/Mersmann y fue obtenido por ajuste de datos 
experimentalcs. La expresión resultai1te es: 

[ 
29.12 ~s·"• J 

F,= -
Re~ 2 e 06 (1 - 0.93Cosy) (Sene)0 3 

(lO) 

donde: 
cos g = 0.9 paras < 0.055 N/m 

cos g = 5.211 x w-16835
' para s > 0.055 N/m 

El espesor de la película promedio dop durante la 
operación puede ser defmido por una moditicación de la 
ecuación clásica de la película descendente (Bird y 
colaboradores, 1960) que incorpora las defmiciones de Ia 
veiocidad líquida efectiva y Ia gravedad efectiva: 

õ = op 

Combinando la ecuación (9) con Ia ecuación (10) 
obtenemos: 

(12) 

VELOCIDADES EFECTIVAS DE FASE 

Las velocidades efectivas dei gas y e! líquido están 

definidas por: 

u - ugs/ 
G,eff - / & (1 - h

1
) SenO 

(13) 



u ,, / 
u , ., ,. ,- / e h , Sene 

(14) 

y la velocidad relativa es: 

U , U . tJ tf + U c;. efr 
(15) 

TRANSFERENCIA DE MASA 

Esta correlación usa el modelo de las dos resistencias 
suponiendo el equilíbrio tennodinátnico en la fase interfacial. 
Los ingredientes básicos dei modelo son : el coeficiente de 
transferencia de masa de la fase gas (o vapor) , e1 coeficiente de 
la fase líquida y el área efectiva interfacial. El modelo ha sido 
estructurado de tal manera que las nuevas g~ometrias dei 
empaque sou introdueidos y ellos puedan ser acomodados sin 
mayores cambios en el modelo básico. 

El coeficiente de transferencia de masa de la fase gas 
está basado en el modelo de transporte de la fase gaseosa en 
columnas de pared humedecidas. Así, combinando los números 
adi.mensionales de Sherwood, Reynolds y Sclunidt: 

(kG's) [(u ... u+UG .• rr)P,s]' ·•( "•) 
-- = 0.054 --
o, "• O, p 0 

(16) 

donde la longitud característica S es la dimensión dei lado de la 
conugación de la sección transversal. 

El coeficiente de transferencia de masa de la fase 
líquida se ftmdan1enta en el modelo de la penetración, pero se 
reconoce que para algunos sistemas el tiempo de exposición no 
puede ser tomado como una simple función de la velocidad 
líquida y dei lado de la conugación, porque la contribución dei 
líquido a la resistencia total es generalmentc pequena en 
operaciones de destilación. Algunos investigadores han asumido 
que la rcsistencia dei lado líquido puede ser omitida ( ejemplo, 
Spiegel y Mcier, 1987). 

Para los casos donde la resistencia es significativa, 
puede ser utilizada la aproxinlación de la penetración y 
modificar e! tiempo de exposición: 

t, c ~ 
u l . •ff 

(17) 

donde CE es tm factor ligeramente menor que la unidad y 
cuantifica aquellas partes dei lecho empacado que rio estimula 
mm rápida renovación superficial. Experimentos realizados con 
el sistema oxígeno-aire-agua muestran que para varios empaques 
conocidos, e] coeficiente de transferencia de masa de la fase 
líquida puede ser calculada por la siguiente relación: 

kl 
Q L u L , off 

7t s CE 

AREA INTERFACIAL 

(18) 

La cantidad de superficial disponible en el sistema está 
directamente relacionado con el holdup líquido y en particular el 
holdup de operación. La conexión entre el área interfacial y e! 
holdup hace posible una relación entre la eficiencia en 
transferencia de masa y el holdup. La relación para determirlar 
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el área intertàcial esta basada en las investigaciones de 
Shi/Mersmann: 

~=F [ 29 .12(WeLFrL)
015

S
0

35° ](19) 
a • sE R e~ 2 c 0 6 ( 1 - C os y) (Se n e )0 3 

VELOCIDAD DE LA TRANSFERENCIA TOTAL 

Sobre Ias bases de Ias defíniciones convencionales de 
unidad de transferencia : 

H OG ' · H G + '}.,H L 
(20) 

H OG 
u,, ( U"i 
--- + '}., --- \ 
k

0
a, \. k,a, ; 

(21) 

El término .~ cs la rclación de pendientes: lútea de 
cquilibrio y línea de' operación Para tm pmtto eu la colunma 
donde ambas líneas puedan ser consideradas rectas, un valor de 
HETP (altura equivalente por plato teórico) puede ser calculado 
por: 

HETP ~ HOG(~) 
1 - À 

(22) 

Y e! Número de Etapas Teóricas por Altura de Empaque, N1/Z, 
es el inverso de la Ec. (22): 

~ (23) 
z HETP 

ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

La efíciencia en transferencia de masa de los 
empaques estructurados se estudió bajo condiciones de un total 
mojado en toda su supcrficie. Se encontró que las relaciones en 
transferencia de Illasa desarrollados para flujos a contracorriente 
en columnas tubulares de pared hmnedccidas (teoria de la doble 
película) , fueron adecuados para describir los valores de HETP, 
ya que pcnnitió cuantifícar la reducción dei HEn> en términos 
dei incremento dei tlujo líquido. Esto confínna la mejora en la 
capacidad y en la eficiencia separativa de este material 
estructtirado. 

En otro sentido se pudo comprobar la misma tendencia 
en el comportamiento que presenta con los resultados de Bravo 
y colaboradores. 

El modelo de Bravo 1992 ha sido comprendido y 
desarrollado para predecir el holdup líquido, caída de presión, 
capacidad de inundación y eticiencia en transfcrencia de masa 
para empaques estructurados dei tipo metal corrugado. El 
modelo toma en cuenta la textura de la superficie dei empaque y 
es capaz de diferenciar entre las áreas interfaciales generadas 
por sistemas acuosos o bien orgánicos. 

NOMENCLATURA 

a.,=Superficie efectiva dei empaque, m2/m3 

ap=Superfície total dei empaque, m2/m3 

CE=Factor de corrección para la renovación superficial. 
d,q=Diámetro equivalente dei canal, m 
DG=Coeficiente de difusión para el gas,m2/s 
Dt=Coefíciente de difusión para e! líquido, m2/s 
FS=Factor F dei tlujo gaseoso, Ugs rL o . ~ /Kg/m)0 5/s 
Fo=Factor de corrección dei holdup de operación. 



Ft=Factor de conección para e! hoklup total tlehido n el án:n 
efectiva humedecida .. 
g=Accleración de la gravedad, 9.R m/s1 

gelf=Gravedad efectiva , m/s2 

h1=lloldup totaL 
hop=Holdup de operación. 
hsta=I Ioldup estático. 
Hc=Aitnra de una unidad de transfcrcncia de la fase gas.m 
lk =Altura de mm unidad de 
transferencia de la fase 
liquida, m 
HOG =Altura de una unidad de translerencia total, en base a la 
concentración dei gas, m 
HETP=Altura equivalente por plato teórico 
k~=Coeficientc de trnnsferencia de masa de la fase gas, mls 
k~.=Coeficiente de transferencia de masa de la fase, liquida . mls 
K1=Constante. 
Q~ Contante que relacionn la cn{tla de p1esiún y la gla\'e,bd .. 
S=lado de la com1gación, m 
te=Tiempo de exposición, modelo de la penetración, s 
Uc.etr=Velocidad efectiva dei gas a través dei canaL mls 
u .... =Vclocidad snpcrficial dei gas a tmv~s de ln tone. m/s 
ll..,crr=Vclocidud electiva dei liquido a lra\'és dei canaL m/s 
Ur=Velocidad relativa, mi s. 
Z=Aitura empacada, m. 
AP= Caída de presión, Pa/m. 
1\Z= Incremento de altura, m. 

LETRAS GRlEGAS 

y= Angulo de contncto entre el sólido y la película líquid.:t , 
grados. 
8= Espesor de la película, m 
A= Incremento 
c=Fracción de vaclo dei empaque 
8=Angnlo dei canal con respecto n la horiwntal 
grados 
Â.=Relación de pendientes, línea de operación y línea de 
equilíbrio 
JlG=Viscosidad dei gas, Kg/m s 
JlL =Viscosidad dei liquido, Kg/m s 
pc=Vcnsidad dei gas, Kglm3 

PL =Densidad dei liquido, Kg/m3 

cr=Tensíón superficial, N/m. 

GRUPOS AVIMENSJONALES 

f'rt=Ut?l (S g) =Número de houde para c1 líquido. 
Re8=(Ug• S pg) I f.Lg= Número de Re}1tolds para eJ gus. 

Wet= (U? PI. S) I (s [!.c)= Número de Weber para cllíqllido 

Flujo 
Liquido 

1 
Figwa 2 - Finjo de ln pclfcula liquida hajo la supclfkie de 1111 

elemento de ernpnque estmcturado. 
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RESUMO 
Um modelo de ordem reduzida para colunas de destilação multicomponente, usando o efeito salino para 

quebrar a azeotropia, é desenvolvido através do método de colocação ortogonal. As descontinuidades nos 
perfis da coluna introduzidos pelas alimentações são contornadas dividindo-se a coluna em seções.Como 
agentes de separação para o sistema Etanol/Água, foram utilizados os sais cloreto de lítio, cloreto de cálcio e 
acetato de potássio O modelo termodinâmico empregado para descrever o coeficiente de atividade na mistura 
sal /solvente é o màdelo UNJQUAC estendido. Os resultados obtidos demonstram a viabilidade da aplicação 
do método. 

INTRODUÇÃO 

A modelagem de uma coluna de destilação em regime 
estacionário conduz a um complexo modelo matemático de 
grandes dimensões, que envolve as equações de balanço de 
massa, as relações de equilíbrio líquido-vapor e, conforme o 
caso, as equações de balanço de energia. A .necessidade de 
modelos eficientes que requeiram um menor esforço em sua 
solução tem motivado o desenvolvimento de técnicas para a 
redução do tamanho do modelo. A técnica da aproximação 
polinomial ou método da colocação ortogonal tem sido 
empregada para esta redução. As funções discretas dos estágios 
que representam os perfis originais de composição e vazão são 
aproximados por polinômios ortogonais. As variáveis do modelo 
tomam-se funções contínuas da altura adímensionalizada da 
coluna. As descontinuidades nos perfis da coluna, provocadas 
pelas alimentações e/ou retiradas laterais são contornadas através 
de uma formulação que divide a coluna em seções, delimitadas 
pelos pontos de descontinuidades, onde podem ser aplicados 
diferentes polinômíos interpoladores. 

A utilização de sais como agente de separação possibilita, 
frente aos processos convencionais de separação, a redução das 
dimensões da coluna de fracionamento, do consumo específico 
de energia e da quantidade de agente de separação empregado. A 
adição de determinados sais ao sistema etanol-água altera 
substancialmente a composição da fase vapor em equilíbrio, 
deslocando com isso, o ponto de azeotropía desse sistema para 
um valor maior de composição de etanol na fase vapor. 
Dependendo do sa~~tilízado e de sua quantidade, este ponto pode 
ser totalmente eliminado. A não idealidade da fase líquida é 
considerada através de um modelo de composição local do tipo 
UNIQUAC/Debye-HOckel (Sander, 1986) para a determinação 
do coeficiente de atívidade dos solventes. Os saís utilizados na 
simulação foram o cloreto de cálcio, o cloreto de lítio e o acetato 
de potásssio, todos eles apresentando intenso efeito salino. 

MODELO MATEMÁ TIÇO NO ESTADO ESTAÇJONÁRJO 

O modelo matemático que descreve a coluna de destilação 
em estado estacionário é obtido do sistema de equações formado 
pelas equações de balanço de massa e as equações de equilíbrio 
líquido-vapor. As hipóteses adotadas para o equacionamento são: 
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as vazões molares de líquido e vapor nas seções de coluna são 
consideradas constantes; a alimentação é feita na forma de 
líquido saturado; os efeitos térmicos de mistura são desprezíveis; 
a fase gasosa é considerada ideal; foi desprezada a correção de 
Poynting (Prausnitz, 1969); a pressão é considerada constante ao 
longo da coluna; a Eficiência de Murphree é considerada 
constante ao longo da coluna, a Eficiência de Murphree no 
refervedor foi considerada igual a 1; condensador total e 
refervedor parcial. Diante das hipóteses adotadas podemos 
considerar desnecessária a utilização do balanço energético no 
desenvolvimento do modelo. A fim de garantir a conservação de 
massa do sistema envolvido, deve ser obedecida a restrição do 
somatório das frações molares ser igual a unidade: 

~y =1 L...J l,k (1) i•l 

k = 1, ... ,n 
onde NC é o número de componentes da mistura e k o estágio 

considerado. 
Considerando uma coluna de destilação com n pratos 

conforme representado pela figura ( 1 ), temos: 

Condensador 

J t 
·~ i 

L.,;x.,. V,;y.,. 

Refervedor 
Figura I - Fluxograma de uma coluna de destilação 

Balanço de massa do componente i no prato k: 



L._.x, . ._. + V,y,,, + F,z,., = L,x,., + V,_ 1y, . ._. (2) 

Balanço de massa do componente i no refervedor: 

L,x,., = Rx, .. + V, Y, .. (3) 

Balanço de massa global e do componente i no condensador: 

V,= L, +D 

V,Y ,.o = L,x, .• + Dx, .• 
(4) 

ou seja: 

Yo.o = X;.o (5) 

Para o cãlculo do equilíbrio líquido-vapor do componente i 
que deixa o prato k, serã utilizada a equação de Eficiência de 
Murphree: 

Em = Yi.H - Y, .• 
o,k • 

Yi.H -Y, .• 
(6) 

com o valor de Y~.k-l igual a: 

Y:.H = K,,, x ..• (7) 

Combinando as equações (6) e (7) temos: 

Y,.'-' -y,,, = E~,(K, ,,x,,, -y,,,) (8) 

A equação para a constante de equilíbrio K;,k é dada por : 

K - y;H y . p·· 
i.k- --=~ (9) 

x i.k 
p 

A equação de Antoine (Reid et ai., 1985) e a equação 
UNIQUAC/Debye-Hückel proposta por Sander et ai. (1986) , 
foram utilizadas para o cãlculo da pressão de vapor e do 
coeficiente de atividade respectivamente. 

APLICAÇÃO DA COLOCAÇÃO ORTOGONAL 

O modelo de ordem reduzida é desenvolvido para o caso de 
uma única alimentação na fase líquida e sem retiradas laterais. 
Entretanto, o procedimento pode ser estendido para o caso de 
múltiplas alimentações e retiradas laterais. O método consiste em 
dividir a coluna em seções, onde serão aplicadas, distintamente, a 
colocação ortogonal. O objetivo desse procedimento é contornar 
as descontinuidades nos perfis de vazão da coluna, provocada 
pela introdução da alimentação. 

Em nosso caso teremos, então, a seção de enriquecimento 
que compreende os estãgios acima da alimentação, e a seção de 
esgotamento, composta pelos demais estãgios. Os perfis de 
concentração das frações molares do líquido e vapor e de vazões 
serão considerados, em cada seção, como funções contínuas ao 
longo da coluna, aproximados por polinômios que são função da 
variãvel espacial z. Deste modo, podemos expandir as funções 
das frações molares através de uma série de Taylor em relação à 

variãvel espacial z, truncada nos termos de primeira ordem. 
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Com a utilização do polinômio de Jacobi , que é ortogonal 
no intervalo de O a I, é necessãrio normalizar a variãvel z em 
cada seção da coluna de modo que, no topo da seção considerada, 
z seja igual a zero e na base, igual à unidade. Deste modo, tiz 
assume, para cada seção, o valor numérico do inverso do número 
de estágios da seção correspondente. Empregando-se as técnicas 
de colocação ortogonal (Finlayson, 1980) temos, nos j pontos de 
colocação interno em cada seção: 

IA;1(L1X, 1 -V1yo.J=O , j=2, ... ,N+2 (lO) 
,_, 

tiz ""' . 
Yo.; - K,,,x;,; +-Em LA,.1Y,, =O , J= I, ... N +I 

I• I 

( 11) 

Os coeficientes Aj,l são determinados pela escolha do 
número de pontos de colocação e por suas localizações. Em 
Finlayson ( 1980) podemos encontrar os algoritmos e subrotinas 
para o cãlculo desses coeficientes. As equações ( 10) e ( 11) têm 
como condição de contorno, em cada seção, as frações molares 
de líquido e vapor dos componentes entrando nas respectivas 
seções. As duas seções se interligam através das equações de 
continuidade que compreendem as equações de balanço de massa 
global e as equações de balanço de massa por componente no 
prato de alimentação. Estando a alimentação no estado de líquido 
saturado, a fração molar de vapor do componente i na saída da 
seção de esgotamento e a fração molar de vapor que entra na 
seção de enriquecimento se igualam. Os sistemas de equações 
provenientes de cada seção são resolvidos simultaneamente, 
através do método de Newton-Raphson. 

MODELO TERMODINÂMICO 

A adaptação de modelos termodinâmicos para o coeficiente 
de atividade em sistemas isentos de sal, com boa aceitação, tais 
como os de composição local ou de contribuição de grupo, 
unidos às teorias clãssicas sobre eletrólitos tem sido utilizada 
com grande sucesso em aplicações de engenharia, permitindo a 
simulação e o estudo prévio de diferentes processos que 
envolvam eletrólitos. 

A adição ·de um sal a um sistema composto por dois 
solventes líquidos, miscíveis e volãteis, ocasiona a alteração do 
ponto de ebulição da solução, da solubilidade mútua dos 
solventes e modifica a composição da fase vapor em equilíbrio, 
devido a formação de complexos de associação ou pela 
ocorrência de modificações na estrutura da fase líquida, com 
conseqUente alteração na atividade de ambos os solventes. No 
cãlculo do EL V de sistemas salinos é aplicado o critério da 
isofugacidade para os solventes. É através do termo da 
fugacidade do solvente n na fase líquida (f"L) que o efeito salino 
é representado matematicamente, em razão do sal não ser 
volatilizado ao longo da coluna, permanecendo inteiramente 
dissolvido na fase líquida, nas condições de operação da coluna. 

A não idealidade da fase líquida será considerada através de 
um modelo termodinâmico do tipo UNIQUAC/Debye-HUckel 
(Sander et ai., 1986). O cãlculo do coeficiente de atividade dos 
solventes compreende a som: ~.: três contribuições: 

ln')', = ln y :'" + ln y ~ + ln y: (12) 

onde YnDH é o termo Debye-Hückel ; Ync termo Combinatorial e 
Yn R é o termo Residual. 



Para misturas isentas de sais, essa equação se reduz à 
equação UNIQUAC original. 

O termo Yn DH representa o efeito das interações de longo 
alcance entre os íons sobre o coeficiente de atividade dos 
solventes, descrito pela equação de Debye-Hückel, para sistemas 
com mais de um solvente: 

ln y :"' = 
2

· ~; . A .[I + b Jl - I + ~-Jl :... 2.ln( I + b. Jl)] 
(13) 

Os termos são dados por uma equação UNIQUAC 
modificada, correspondendo as interações de curto alcance entre 
todas as espécies presentes. É composto por um termo residual 
(YnR), que descreve as interações energéticas entre as moléculas, e 
por um termo combinatorial (y n c), que leva em consideração as 
diferenças de tamanho e forma das moléculas. 
Termo combinatorial : 

lny c =ln~+ l-~-05.q . z.[ln~+ 1-~] 
• x, x, • • e. e, 

(14) 
Termo Residual: 

-~·""8'.8 ."o .8 ·[ 8
,.\j/. + 8

,.\j/,, ] 
T L.L. • L. •• ' "8 "8 1 m ' l'" ' L..J •. \Jikl ~ •. \Jikl . . 

(15) 
onde: 

e = x,.q, 

' l:x,.q, 
(17) 

I 

(18) 4> - x,.r, (19) 
'- l:x, .r, 

O índice n refere-se a um determinado solvente; m refere-se a 
todos os solvente; j refere-se a um determinado íon; i refere-se a 
todos os íons; k e I referem-se a todas as espécies químicas 
presentes. 

Nas equações acima, a fração molar da fase líquida de um 
dado componente k é dada em base de total dissociação do sal e 
seus parâmetros podem ser encontrados nas publicações de 
Sander et ai. (1986). 

Os coeficientes de atividade dos íons não são necessários 
para o cálculo do efeito salino no EL V. 

FLUXOGRAMA DO PROCE.ssQ 

Diversos são os fluxogramas propostos para a destilação 
salina (Galindez et ai., 1987) .O fluxograma utilizado neste 
trabalho é aquele que representa um processo no qual o sal isento 
do produto de fundo é dissolvido na corrente de refluxo; no topo 
da coluna de [racionamento é obtido o etanol anidro isento de sal; 
a solução aquosa salina retirada no fundo da coluna é enviada a 
um sistema de evaporação e secagem do sal. 
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SOLUÇÃO AQUOSA 
SALINA 

Figura 2 - Processo de Destilação Extrativa Salina para o Sistema 
Etanol/Água 

ESTUDO DA INFLUÊNCIA DA ESCOLHA DO SAL 

A escolha de um sal como agente de separação é 
influenciada por vários fatores, em particular, a intensidade do 
efeito do sal no equilíbrio líquido-vapor do sistema. Este critério, 
denominado "salting-out", ocorre, de um modo geral, em relação 
ao solvente no qual o sal apresenta menor afinidade, o que pode 
ser traduzido como no solvente onde ele é menos solúvel. Tan 
( 1987) propôs um método para a seleção de sais através do 
critério de "salting-out", aplicando-o a diversos dados 
experimentais de equilíbrio líquido-vapor para sistemas salinos 
Etanol/Água 

Dentre os sais apresentados na literatura, foram utilizados 
neste trabalho o cloreto de cálcio e o acetato de potássio por 
serem reconhecidos experimentalmente como eficientes agentes 
de separação, e o cloreto de lítio, em função do critério dado por 
Tan (1987). 

RESULTADOS E CONCLUSÕES 

Como exemplo é apresentada a simulação de uma coluna 
de destilação para o sistema Etanol/ Água/Cloreto de cálcio. A 
tabela ( 1) apresenta as condições de operação da coluna. As 
vazões estão em mol/s. 

Tabela I - Condições de operação da coluna 

Nl! de pratos = 30 Razão de Refluxo = 6 
Prato da Alimentação = I O Vazão da Alimentação = I 00 
Composição da Alimentação : Etanol = 0,20 I Agua = 0,80 
Pressão= 101,235 kPa Eficiência de Murphree = 0,7 
Vazão de Destilado"" 21 Vazão de sal na corrente de 

refluxo= 1 

Os rewltados da aplicação do modelo reduzido são 
apresentados na tabela (2). DXS representa a média dos desvios 
ab"solutos das frações molares dos componentes da mistura de 
solventes no topo e na base em relação ao modelo prato-a-prato 
(Jiménez, 1995). O tempo de processamento do modelo prato-a
prato foi da ordem de 0,60 s em um microcomputador do tipo 
586 DX 100. 



Tabela 2 - Resultados do Modelo de Ordem Reduzida 

Como salientado por Ravagnani ( 1988) e através da análise 
da tabela (2), podemos notar que a escolha do número e 
localização dos pontos de colocação são de extrema importância 
para a representação do perfil da coluna. Então, a escolha dos 
parãmetros a e p, como também a escolha dos pontos de 
colocação devem ser feitos com muito cuidado. 

A figura (3) apresenta os perfis de composição do etanol e 
temperatura, para uma vazão de I mol/s de cloreto de cálcio com 
um número de dois pontos de colocação por seção e a e p 
assumindo o valor I, demonstrando uma boa resposta do modelo 
reduzido em relação ao modelo prato-a-prato. 
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0.80 

~ 
0::: :5 0.60 
o 
:::!: 
o 

•<C 0.40 o 
~ 
LL 

0.20 

0.00 fv I 

o 

~~ 
~~ 

~~ 
~~~ 

~~ 

MODELO 

PRA TO-A-PRA TO 

I I I I I r I r i r / 

5 10 15 20' 
ESTÁGIO 

25 30 

Figura 3a- Perfil de composição do etanol para o sistema 
Etanol/ Água/Cloreto de Cálcio. 

O tempo de processamento foi consideravelmente reduzido 
e as composições nas saídas da coluna, topo e base, tiveram um 
bom ajuste a nível de engenharia, o que demonstra a viabilidade 
da aplicação da técnica de redução. 

A influência da intensidade do efeito salino dos sais em 
estudo em relação ao número de estágios da coluna é demostrada 
na tabela (3). São mostrados a pureza do destilado (fração molar 
de Etanol) em função do número de estágios. As condições de 
operação da coluna são as mesmas apresentadas na tabela (I), 
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exceto as vazões dos sais, que foram fixadas em 3,5 mol/s, e o 
número de estágios. 

100--.---------., 

PERFIL DE TEMPERATURA 
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REDUZIDO P2(1 ;1) P2(1,1) 
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25 30 

Figura 3b- Perfil de temperatura para o sistema 
Etanol/Água/Cloreto de Cálcio. 

Tabela 3 - Influência no número de estágios 

Número de Estágios CaC12 KCz02H3 Li CI 
25 0,991 - -
30 0,997 0,970 0,961 

35 0,999 0,978 0,971 
40 - 0,984 0,978 
45 - 0,987 0,983 

Da mesma forma, podemos verificar a influência da 
quantidade de sal dissolvido no refluxo sobre a pureza do 
destilado (fração molar de Etanol). As condições de operação da 
coluna são aquelas apresentadas na tabela (I), exceto as vazões 
dos sais, que foram alteradas progressivamente. O efeito dessa 
alteração em relação a pureza do destilado está ilustrado na 
Tabela (4) 

Tabela 4 - Influência da quantidade de sal dissolvido no refluxo 

Vazão de Sal (mol/s) CaC12 KC20 2H3 Li CI 
0.0 0.871 0.871 0.871 
0.5 0.904 0.889 0.886 
1.0 0.909 0.905 0.900 
1.5 0.909 0.908 0.908 

Com isso, poderíamos posiciOnar os sais, em ordem 
decrescente de intensidade do efeito salino, de acordo com: 
CICa2 » KCzÜ2H3>CILi 

Utilizando o modelo termodinâmico de Sander (1986) para 
o cálculo da temperatura do ponto de bolha, já que não se dispõe 
de dados experimentais de equilíbrio líquido-vapor nas 
concentrações de sal estipuladas para os sistemas em estudo, 
pode-se verificar que esses resultados são condizentes com o 
critério de seleção proposto por Tan ( 1987). 

Dentre os três sais, o cloreto de cálcio se destaca como o 
melhor agente de separação para o sistema Etanol/Água, 
requerendo uma coluna com menor número de estágio, ou uma 



menor razão de refluxo externa, para efetuar uma separação 
equivalente à dos outros sais. 

A figura (4) ilustra a aplicação da redução do modelo para 
o cloreto de câlcio, cloreto de lítio e acetato de potassio, todos a 
uma vazão de 0,5 mol/s. 
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Figura 4 - Perfil de composição do etanol para o sistema 
Etanol/ Água/Sais. 

NOMENCLATURA: 

~I 
b 
D 

parâmetro Debye-Hückel 
coeficientes matriciais para o câlculo da derivada de 
primeira ordem de acordo com o método da colocação 
ortogonal 
parâmetro de iteração Debye-Hückel 
parâmetro de iteração Debye-Hückel 
vazão molar de destilado 

Emi.k eficiência de Murphree do componente i no prato k 
Fk vazão molar da alimentação no prato k 
I força iónica do meio líquido 
Ki.k constante de equilíbrio líquido-vapor para o componente 
no prato k 
Lk vazão molar de líquido que deixa o prato k 
Mn molalidade do componente n 
N número de pontos internos da colocação ortogonal 
P pressão de operação da coluna 
P581

· k pressão de saturação do componente puro i no prato k 
qn '· parâmetro de ârea superficial 
R vazão molar do produto de fundo 
T temperatura absoluta 
V k vazão molar de vapor que chega ao prato k 
x' n fração molar de líquido do componente nem base livre 

de sal 
xn fração molar de líquido do componente n em base de 

total dissociação do sal 
Yn fração molar de vapor do componente n 
z numero de carga do íon 

LETRAS GREGAS: 

Yn coeficiente de atividade do solvente n 
Yn~H termo Debye-Hückel ; 
Yn termo Combinatorial; 
y n R termo Residual 
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õij,m parâmetro de iteração 
en fração de ârea superficial do componente n 
~n fração de volume do componente n 
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ABSTRACT 

Reduced order model steady-state for distillation columns 
multicomponent using salt effects for breaking the azeotrope are 
developed using the approximation method ( orthogonal 
collocation). The discontinuities in column profiles introduced by 
feeds are contoured divided the column into sections, each of 
which the composition and tlow profiles are approximating using 
continuous polynomials. The thermodynamic model employed to 
describe the activity coefficients in the mixed solvent/salt 
systems is a extended UNIQUAC mode1 
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A3Cm DIFUSIÓN DE AGUA LIGADA EN BIOPOLÍMEROS 
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Facultad de Ciencias Exactas y Naturales 
1428 - Buenos Aires - Argentina 

RESUMEN 

En base a la teoria de la difusión de Babbin (1950) se desarrolló un modelo de difusión isotérmico en 
régimen varíable. A partir dei cálculo de la energía de activación dei proceso difusivo se obtuvo la 
dependencia de la difusividad con la humedad. La ecuación de transp~rte se resolvió numéricamente y la 
solución simulá satisfactoriamente los datos de secado de maiz. La difusividad media en función dei 
contenido de humedad se obtuvo a partir de los perfiles de humedad predichos a distintos tiempos de secado. 

INTRODUCCIÓN NOMENCLA TIJRA. 

D =coeficiente de difusión, (m2/s) 
Do= coeficiente de difusión para e =O, (m2/s) 
Ho = entalpía dei agua en el estado disociado, (kJ/mol) 
Hs = entalpía dei agua en fase adsorbida, (kJ/mol) 
H v = entalpía dei agua en fase vapor, (kJ/mol) 
m = contenido de humedad, decimal (base seca), (g/g) 

E! mecanismo difusivo ha sido ampliamcnte utilizado para 
describir e! movimiento dei agua que tiene lugar durante la 
deshidmtación de biopolímeros. Sin embargo en no pocas 
situaciones las predicciones obtenidas a partir dei modelo 
difusivo basado en la segunda ley de Fick con difusividad 
constante, resultaron poco satisfactorias. Por ejemplo, es 
sabido que dicho modelo presenta lirnitaciones cuando se 
aplica a productos ricos en almidón y/o proteínas (Leslie y 
col., 1991 ). 

mo = contenido inicial de humedad, decimal (base seca), (g/g) 
Ille = humedad de equilibrio, decinml (base seca), (g/g) 

La hipótesis de coeficiente de difusión variable ha dado 
lugar ai uso de distintas expresioncs empíricas que modelan la 
dependencia dei coeficiente de difusión con el contenido de 
humedad. Así por ejemplo se han propuesto dependencias de 
tipo exponencial decreciente con eJ contenido de humedad 
(Chu y Hustrulid, 1968; Aguerre y col. , I 985), de tipo lineal 
con e! contenido de humedad y Ia temperatura (Young, 1969) 
y potencial e hiperbólico (Aguerre y col. , I 985). 

Nelson ( 1986 ), basándose en la teoria tisica de las 
resistencias para la difusión desarrollada por Babbitt (I 950), 
consideró que las energías asociadas a cada resistencia 
constituían las componentes de la energía de activación dei 
proceso difusivo. A partir de esta idea Nelson ( 1986) obtuvo 
una ecuación que predice la dependencia dei coeficiente de 
difusión con el contenido de humedad, la cual fue usada para 
simular el proceso de adsorción de agua en madera, en 
condiciones isotérmicas y estacionarias. 

El objetivo de este trabajo es estudiar la aplicación dei 
modelo difusivo formulado por Babbitt ( 1950) a la 
deshidratación de productos amiláceos bajo condiciones 
isotémúcas y no estacionaria<;. La aphcación dei mencionado 
modelo permite obtener una expresión analítica que vincula 
e! coeficiepte de difusión dei agua con el contenido de 
humedad dei material. La ecuación de transporte resultante se 
integra mediante el método de diferencias finitas, 
comparándose sus resultados con los obtcnidos 
experimentalmente a partir de curvas de cinética de secado de 
granos en capa delgada. Los perfiles de humedad predichos 
por e! modelo se usarán para calcular la dependencia dei 
coeficiente de difusión con el contenido de humedad dei grano 
y el valor medio de dicha difusividad. 
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Qsr =calor isostérico de sorción, (kJ/mol) 
R =constante universal de los gases, (kJ/(K moi)) 
Ro = mdio de la esfera, (m) 
T =temperatura absoluta, (K) 
p =coordenada radial, (m) 
El = tiempo, (s) 

DESARROLLO DEL MODELO 

La difusión no estacionaria de agua en un sólido de forma 
esférica es según la ley de Fick la siguiente: 

a m 
a Fo 

1 
2 

r 

a 
a r ~ • 2 a m.] 

Dr-a r (I) 

dónde se han introducido las siguientes variables 
adimensionales: 

Fo = DoO / Ro2 

• m - me 
m = 

mo - me 

r p/ Ro 

D(m·) 
Do 

donde D (m") es la expresión que da la dependencia dei 
coeficiente de difusión con eJ contenido de humedad. Las 
condiciones iniciales y de contomo son: 



{i) Fo = O 

(ii) Fo > O 

O $r $1 m 

r o 
a m· 

a r 

• 

=o 

(iii) Fo > O , r = 1 , m • = O 

1 

La dependencia dei coeficiente de difusión con el contenido 
de humedad se calculó en base ai modelo de Babbitt (1950). 
Este modelo considera que las moléculas adsorbidas pasan en 
una primer etapa ai estado líquido, requiriendo para ello de 
una energía equivalente ai calor isostérico de sorción. En una 
segunda etapa las moléculas deben alcanzar el estado 
disociado para fmalmente llegar ai estado activado o móvil. 
Las energías asociadas a estas tres etapas constituyen la 
energía de activación dei proceso difusivo y por lo tanto la 
expresión que da la dependencia dei coeficiente de difusión 
con e! contenido de humedad es: 

D(m) = DJexpf(QST+Eo+EA)j(RT)] (2) 

Donde Dt es un parámetro de ajuste dei modelo, Qsr es el 
calor iostérico de sorción y Eo, EA las energías asociadas a los 
estados disociado y activado respectivamente. El cálculo de los 
mismos se realizará en la sección de resultados y discusión. 

MA TERIALES Y MÉTODOS 

Las isotermas de desorción de maíz, correspondiente a la 
variedad DEKALB 3F2l, se deterrninaron a 40°, 50°, 60° y 
70°C (Tolaba y Suárez, 1990). Los datos de cinética de secado 
en capa delgada a las temperaturas mencionadas se obtuvieron 
de bibliografia (Tolaba y col., 1991 ). 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Cálculo dei calor isostérico. El calor isostérico se calculó 
según la ecuación de Clausius - Clapeyron. Para ello los datos 
de equilibrio sorcional se ajustaron mediante la i~oterrna 
G.A.B .. Los calores isostéricos así calculados se modelaron 
según la siguiente expresión: 

Qsr = Qo exp(-am] (3) 

dónde Qo y a son parámetros calculados por regresión no
Jineal. Los valores de los mismos son Q0 = 104,74 kJ I moi y 
a== 21,6. 

Estimaciones de las energías de activación. A partir de 
consideraciones termodinámicas Nelson ( 1986) obtuvo la 
siguiente expresión que da la variación de entalpía asociada a 
la transición agua disociada - vapor de agua: 

Hv- Ho À- R T2 
(4) 

n 
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donde f.. es e! calor de vaporización dei agua pura y n es un 
parámetro que se obtiene de la relación potenci;ll empírica 
entre la presión superticia! y la actividad de agua (Tolaba y 
col., 1995). Por otro lado es sabido que la variación entálpica 
corresponde a la transición agua adsorbida - vapor de agua es: 

Hv - Hs = QsT + À (5) 

Luego restando la ec. (4) de la ec. (5) se obtiene 

Ho- Hs QsT + R T (6) 
n 

donde e! término R T I n corresponde a la energía requerida 
para que el agua líqmda alcance e! estado disociado: 

Eo = R Tjn (7) 

Los valores de n en función de la temperatura se dan en la 
Tabla 1. 

La energía asociada al estado de agua activada se considerá 
equivalente a la energía de activación dei proceso de 
autodifusión dei agua, EA == 22,175 kJimol. 

Tabla l -Valores de los parámetros n ( ec. 7) y Dt ( ec. 2) 
eu fimción de la temperatura. 

T ' 11 D1 x J(f m2/s 

40 0,5961 1,70 
50 0,6883 1,70 
60 0,7566 2,25 
70 0,7817 3,20 

Eu base a los cálculos previamente mencionados la ec. (2) se 
puede reescribir: 

D = ?/ exp [~exp(-am) +!5} +22,175 :::, v(RT)] (8) 

Esta ecuación junto con la ec. (I) y sus respectivas condiciones 
iniciales y de contorno se integraron numéricamente mediante 
e! método implícito de Crank - Nicolson (Crank - Nicolson, 
1947). La evaluación dei parámetro Dt se hizo por prueba y 
error, comparando los valores de humedad predichos con los 
experimentales. En la Tabla l se dan los valores de Dt para 
las distintas temperaturas de trabajo. 

La comparación entre curvas de cinética de secado 
experimentales y predichas, se dan en las Figuras 1 y 2. En la 
Figura 3 se muestran los perfiles de humedad correspondientes 
a 40° C para distintos tiempos de secado. Puede observarse 
que el frente de secado alcanza el centro dei grano después de 
200 minutos, aproximadamente. 
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Figura 1 -Cinética de secado: comparación entre valores 
experimentales y predichos. 
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Figura 2 -Cinética de secado: comparación entre valores 
experimentales y predichos. 
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:Figura 3 -Perfiles de hurriedad predichos para el secado de 
maíz a 40° C. 

El valor medio dei coeficiente de difusión se calculó en base 
a la ecuación (Aguerre y col., 1985): 

= 
Jn·m·r 2dr 

Jm•r 2dr 
(9) 

La variación del mismo con el contenido de hurnedad se 
visualiza en la hgura 4. En Jínea de puntos se indican los 
valores dei coeficiente de difusión para la solución de la 
ecuación de difusión con difusividad constante obtenidos de 
bibliografia (Tolaba y col. , 1991 ). 
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Figura 4 -Variación de la difusividad media con el contenido 
de humedad. 

CONCLUSlONES 

A partir de la teoria de difusión de Babbitt (1950) se ha 
obtenido una expresión semi-empírica que da la depcndencia 
dei coeficiente de difusión con cl contenido de humedad. La 
misma asociada a la ecuación de transporte proporciona tm 
modelo cuya solución numérica ha permitido simular 
satisfactoriamente la cinética de secado en capa delgada de 
maíz. De los resultados obtcnidos se desprende que dentro dei 
rango de humedades estudiado la ditusividad media decrece a 
medida que progresa e! secado. 
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ABSTRACT 

Based on the dif}itsion theory of Babbitt (/950) it was 
developed a model for isothemral unsteady-state dif}itsion. 
From lhe calcu/ations of the activation energy of dif}itsion 
process a non linear expression was obtained for moistllre 
dependence of diffi1Sivity. ln such equation the te,m 
corresponding to the isosteric heat of sorption becomes 
preponderant as moisture conterzt decreases. The resulting 
transpor! equation and boundary conditions were numerica/ly 
solved and the numerical so/ution was used to simulare the 
drying process of com. An accurate fitting or the experimental 
data was obtained using the model. Predicted values of the 
moisture profiles at different drying times were used to estimate 
the mean diffusivity as function of moisture content. 
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ABSORÇÃO NÃO-ISOTÉRMICA COM REAÇÃO QUÍMICA 
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SUMÁRIO 
Um modelo matemático é apresentado, visando a obtenção de parâmetros que determinem a velocidade de 
transferência de massa de um componente em um processo de absorção com borbulhamento. O sistema 
considerado é não-isotérmico com a vaporização do líquido, transiente, e com a ocorrência de uma reação 
química da espécie pbsotvida com o meio líquido. Uma montagem experimental foi desenvolvida para 
estudar a absorção do S01 em água pura de uma mistura gasosa de S01 e N1. Os resultados do modelo 
teórico foram comparados com os dados experimentais. 

INTRODUÇÃO 

Um modelo baseado na teoria do filme para a fase continua e 
em um mecanismo difusivo para o interior da bolha, 
considerando-se uma absorção gasosa não-isotérmica, com 
reação instantânea e reversível, será apresentado. No 
desenvolvimento do modelo, é assumida a volatilidade do 
reagente líquido. O modelo também poderá descrever um 
processo onde haja superaquecimento, ou seja, o caso onde a 
temperatura da fase gasosa ultrapassa o ponto de ebulição do 
líquido. Neste caso, o efeito da vaporização do líquido se toma 
mais evidente. 

Os efeitos térmicos sobre as taxas de transferência de massa 
são uma consequência da variação de entalpia devido à mudança 
de fase e à reação química. Neste trabalho será discutido o 
problema da absorção gasosa com reação em condições 
exotérmicas. 

Quando um gás se difunde no interior de um líquido, poderá 
haver uma elevação de temperatura na interface gás - líquido, 
devido a liberação do calor de solução e do calor da reação 
química. Associado a este efeito térmico, existe um fator de 
aumento que representa a influência da temperatura na interface 
sobre o comportamento da: i) solubilidade do componente 
dissolvido, ii) da taxa de reação química e iii) das difusividades 
das espécies transferidas para a fase líquida. Assim, o 
aquecimento do líquido aumenta a taxa de reação e de difusão, 
elevando o gradiente de concentração nas proximidades do 
filme, permitindo Ufil aumento da força motriz. Por outro lado, 
existe a tendêncill de diminuir a solubilidade na interface, 
portanto diminuindo a força motriz do processo de transferência 
de massa. Dessa forma, o fator de aumento relevante é um 
resultado da combinação desses dois efeitos opostos. Também 
serão considerados os efeitos térmicos correspondentes à 
vaporização do líquido, ~ como consequência, a volatilidade do 
solvente poderá também contribuir para uma diminuição de 
temperatura na interface. 

Esta multiplicidade de aspectos, os quais interferem no fator 
de aumento, será considerada diante das interações existentes no 
fenômeno ,em estudo, através da proposição de um modelo 
matemático e a consequente solução numérica das equações. 

Uma comparação entre os resultados teóricos e 
experimentais é realizada através da medida da variação de 
concentração do S02 c da temperatura na fase líquida com o 
tempo de borbulhamento. 
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É utilizada uma montagem experimental que consta 
basicamente de uma célula de borbulhamento que funciona como 
uma unidade de absorção de um componente gasoso, através de 
uma injeção direta de unta mistura de S02 e N2 de composição 
conhecida. 

MODELO 

O desenvolvimento da modelagem ntatemática é direcionado 
para descrever o comportamento dinâmico de um processo de 
absorção não-isotérmico de urna bolha isolada. O problema 
considerado trata da situação na qual um componente gasoso A, 
é absorvido por uma fase líquida, reagindo reversivelmente com 
o solvente, o qual é volátil. 

Um diagrama esquemático do modelo do tilme com perfis de 
concentração e de temperatura é mostrado na figura I. 
Considera-se as concentrações e temperaturas como valores 
médios temporais assim como todas as variáveis que estiverem 
representadas com uma barra superior. 
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Figura 1 -Perfis de concentração e temperatura. 

Na figura I, J; é a temperatura média do gás; f,; é a 

temperatura média na interface gás-líquido; CA é a concentração 

média do componente A na fase gasosa; C A.SG é a concentração 



média do componente A da fase gasosa na interface; E ASL é a 
concentração média do componente A da fase líquida na 
interface; h é a temperatura do solvente líquido; f é a 
temperatura média do fihne de transferência de massa; Xm é a 
espessura do fihne de transferência de massa e Xc é a espessura 
do fihne de transferência de calor da fase líquida. 

O modelo matemático é baseado nas seguintes 
considerações: 

1 - A reação na fase líquida é completada essenciahnente no 
interior do fihne líquido; 

2 - As propriedades fisicas no interior do filme líquido são 
fimções da temperatura na interface; 

3 - A fase líquida consiste de um líquido reagente cujas 
perdas de massa e de energia existentes são devidas à 
evaporação; 

4 - Assume-se que o calor de solução e de reação são 
independentes da temperatura e são calculados a uma 
temperatura de referência de 25°C; 

5 - O modelo baseado na teoria do fihne defme que a zona 
estagnante para os processos de transferência de calor é bem 
maior que a espessura de processos de transferência de massa, 
assim Xc > > Xm: 

6 - A resistência à transferência de massa na interface é 
desprezível. 

À respeito da primeira consideração, a espécie dissolvida A 
reage tão rapidamente que a reação é completada no interior do 
fihne. Dessa forma, o perfil de temperatura na região 
x., < x < xc é linear e o fluxo de calor na extremidade do filme 
de transferência de massa é dado por: 

drl TL -r· -Âr-. =-Âr--
dx xc 

.J" =' _.m 

(1) 

em que k é a condutividade térmica do fihne líquido. r· é a 
temperatura média do fihne de transferênúa de massa, 
resultante do efeito térmico da mudança de fase e da reação 
química. Neste trabalho, considera-se que a espessura do fihne 
Xc, sobre o qual existe um gradiente de temperatura, é muito 
superior à espessura do fihne Xm . Em outras palavras, desde que 

Xc > > Xm , r• é agora COnsiderada constante através do fihne de 

transferência de massa, logo f.s. = r·. 
Por defmição, o coeficiente de transferência de calor 

convectivo médio da fase líquida é dado por: 

h=~ 
L 

(2) 

XC 

Para o presente problema, um fator de aumento da massa 
transferida, não-isotérmico, médio, pode ser defmido como: 

"N,.: 
f"=-=-;-

NA 
(3) 

em que NA • é a taxa de absorção química média, considerando
se um processo com transferência de calor e vaporização do 
solvente e NA' é a taxa de absorção fisica média, considerando
se um processo isotérmico sem a vaporização do solvente. 

O sistema de equações diferenciais, o qual descreve o 
comportamento de um processo isotérmico de difusão, com 
reação, baseia-se na equação de balanço de massa para o interior 
da bolha e na relação de fluxo de massa na interface gás-líquido. 

Algumas hipóteses simplificadoras são utilizadas na 
metodologia proposta, as quais podem ser aplicadas plenamente 
dentro do dorrúnio operacional que será adotado. Considera-se o 
modelo de uma bolha esférica e estagnado. Neste caso, despreza-
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se o perfil de velocidade interno à bolha, onde a transferência de 
massa passa a ocorrer somente por difusão, como se fusse uma 
partícula sólida. Toma-se comeniente esta consideração, uma 
vez que o modelo para o interior da bolha fica reduzido 
simplesmente à equação da difusividade mássica e o tratamento 
matemático se torna mais simplificado. Esta aproximação condiz 
com o próprio modelo fisico. De fato, trabalha-se com a célula 
de borbulhamento com urna profimdidade pequena de líquido em 
seu interior, de tal forma que o tempo de residência da bolha em 
contato com a fase contínua é tão pequeno, que se pode 
considerar insuficiente para o desenvolvimento de um perfil 
interno de velocidade. Outra consideração feita é que a 
concentração da fase líquida é constante no intervalo de tempo 
de residência. 

A equação de balanço de massa no interior da bolha pode ser 
escrita na forma: 

(i [_!_~(r2 éCA )]=X., 
AG r2 à- Ô" a (4) 

em que ()AG é a difusividade do componente A na fase gasosa, t 
é o tempo e r é a coordenada radial. 

Associada a esta equação, temos as seguintes condições 
inicial e de contorno: 

C. I: t =O, CA = CAo; 

C. C. l: r =R, CA = CASa(t); 

C. C. 2: r = O, CA < IX> 

em que CAo é a concentração inicial da bolha. 

(5) 

(6) 

(7) • 

Na interface, consideraremos a seguinte relação de fluxo .de 
massa: 

é{:Ai 
NA= -ÔAG& r=ll = KL(CA.SL(I)- CAL(/)) (8) 

em que CAL(t), é a concentração do componente A na fase líquida 
e KL é o coeficiente de transferência de massa da fase líquida. 

O modelo teórico considera um comportamento transiente na 
interface. Também é admitido que o reagente gasoso se 
solubiliza na interface em sua concentração de saturação. As 
concentrações nas fases líquida e gasosa na interface obedecem 
a uma relação de solubilidade entre si segundo a lei de Henry, 
para qualquer tempo. 

Quando o dióxido de enxofre é absorvido pela água, a 
seguinte reação de hidrólise acontece na fase líquida: 

S02 + Hp B Ir+ + Hso; (9) 

A reação é classificada como instantânea e reversível. 
Pressupõe-se que as concentrações molares dos ions são iguais, 
assim como as respectivas difusividades. 

Evidentemente que a solução do nosso problema depende do 
valor de KL, o qual incorpora o efeito da reação química. O 
desenvolvimento do cálculo de KL é baseado na solução analítica 
exata das equações que descrevem o modelo do filme, proposto 
por Higbie. O resultado obtido desta solução é utilizado na 
equação (8), e a expressão para o fluxo de massa na interface 
fica na forma apresentada a seguir, compreendendo também o 
fator de aillnento rp devido à hidrólise, ou seja: 

NA= -ÔAG ~A ir=R = 2rp~8; ( CASL(t)- cAL) (lO) 



e a expressão de r/J para as condições isotérmicas é dada por: 

(11) 

em que K é a constante de equilíbrio da reação, escolhida do 
trabalho de Rabe e Harris (1963), 8AL é a difusividade mássica 
do so2 na fase líquida e 8EL é a difusividade mássica do Ro;;o-3 

(ou do W) na làse líquida. 
Então, o problema representado pelas equações (4) a (7) e a 

relação (I O), será resolvi do numericamente para a absorção 
física, isto é, con:;i:ierando-se K = O (consequentemente r/J = 1 ). 
Neste caso, o fluxo de massa em função do tempo é defmido 
como N'... O intervalo de tempo de integração escolhido, 
corresponde ao tempo de residência 3R. Serão considerados 
valores médios temporais para os coefícientes e fluxos de massa, 
calculados em relação a 3R. O método da colocação ortogonal, 
Villadsen e Michelsen ( 1978), é utilizado para a resolução das 
equações ( 4) e ( 10 ), com as mesmas condições inicial e de 
contorno. A equação diferencial para o interior da bolha foi 
integrada pelo método numérico de Runge-Kutta de 4"- ordem. A 
condição de contorno (6) é aplicada à equação (8) para se 
determinar a concentração na interface, através do método 
numérico de Newton-Raphson. A teoria dos dois últimos 
métodos citados, encontra-se detalhada no Carnahan et al. 
( 1969). A partir dos resultados numéricos da variação da 
concentração do líquido na intertàce com o tempo, obtém-se uma 
correlação através do método de ajuste dos simplex modifícados, 
Press et al . (1988). Dessa forma, o valor de Fi .. .' é calc<dado a 

partir da integração numérica de N' .. , através do método 
numérico de Simpson (Press et ai., 1988), no intervalo de tempo 
de zero ao tempo de residência. 

Como já foi mencionado, deve-se calcular o valor de if• para 
uma avaliação dos perfís de transferência de massa, com a 
inclusão dos efeitos térmicos e da reação sobre o lilme. A 
expressão para o fator de aumento não-isotérmico, médio, deve 
ser escrita da mesma forma da equação ( 11 ), considerando-se as 
propriedades físicas e a constante de equilíbrio como funções de 
r· , assim como a concentração EASI. do so2 da fase líquida na 

interface, a qual será uma média no intervalo do tempo de 
residência. Portanto, a expressão para if" é escrita como: 

if"=l+ 
8BL(r·) Wf 
J .. Jr·) JcASI.(r·) +JC:: 

(12) 

A temperatura r· , desconhecida, é obtida do seguinte 

balanço de calor global na interface gás-líquido (Al-Ubaidi e 
Selim, 1992): 

( -Lil-/s)[ r/J* N ' A l +(-Lil-I R)[( r/J*- J) N ' A 1 = 

h1(r-rJ+J;.·(r-r.)+(L1H,)NB (13) 

com a condição inicial t = O, 'f. = T.o; h = TLO (14) 

O primeiro termo do lado esquerdo da equação ( 13 ), 
significa a energia devido a dissolução do componente A Este 
efeito é calculado através das entalpias parcial molar do 
componente A em ambas as fases HA, definida por: 

(15) 
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em que Cp .A é o calor específico do componente A e T REF é uma 
temperatura de referência. 

Na equação (15) é considerado que HA é uma função linear 
da temperatura, portanto H ... r'"" e CP.A são constantes e são 

diferentes entre si para a fase líquida e gasosa. Para efeito de 
cálculo, será desconsiderado o segundo termo do lado direito da 
equação ( 15 ), assim neste caso, o calor de solução Lil-ls pode ser 
expresso como: 

(16) 

o qual é independente da temperatura. O valor de Lil-I s para o 
caso da dissolução do so2 na água pura foi extraído do trabalho 
de Johnstone e Leppla (1934) à diluição infínita, cuja 
temperatura de referência, TREF, é igual a 25°C. 

O segundo termo do lado esquerdo da equação ( 13) 
representa o calor liberado pela reação química. Este efeito pode 
ser incorporado nas entalpias de formação parcial molar, 
considerando-se todos os calores específicos do gás ideal para os 
produtos e reagentes iguais a zero. Portanto assume-se apenas os 
calores de formação à temperatura de referência de 25°C. Em 
consequência, tem-se a expressão para o calor de reação: 

&IR= " v.Hr. ~ j 1,,.1 
i= A. ,B,E 

(17) 

v, é o coeficiente estequiométrico do componente i (para 

reagente, é negativo, para produto é positivo), B e E são os 
componentes água e ácido sulfuroso, respectivamente. 

O primeiro termo do lado direito da equação ( 13) representa 
a energia condutiva na fase líquida, o segundo termo representa 
a perda de calor por convecção para a fase gasosa, e o terceiro 
termo representa a energia consumida na evaporação do re< g;;,.,.: 
líquido B, sendo que : 

Ji • é o coeficiente convectivo médio de transferência de • 
calor para a fase gasosa; 

Lil-I v é o calor latente de vaporização do reagente líquido à 
temperatura da fase líquida TL; 

NB é o fluxo de massa médio do vapor. 
Retomando-se à equação de balanço de energia na interface 

gás-líquido ( 13 ), temos agora todos os seus parâmetros 
defmidos, e podemos observar que é uma relação implícita de 

r·. Dessa forma, iremos calcular o seu valor, utilizando-se o 
método numérico da Falsa Posição (Press et al., 1988), para a 
resolução de equações algébricas não lineares. 

Os fluxos de massa do SQ2 e do vapor de água foram 
determinados considerando-se a influência do comportamento de 
um sobre o outro. As equações que representam os fluxos de 
massa do S02 e do vapor de água são resolvidas 
simultaneamente através da solução numérica da equação de 
fluxo de calor na interface, referente à equação (13). Eles 
dependem da temperatura na interface que uma vez calculada, 
somam-se os efeitos do fenômeno difusivo do so2 e do vapor de 
água. 

Para a determinação da temperatura e concentração do 
soluto na fase líquida, utilizamos uma sistemática de cálculo que 
inclui o solvente líquido evaporado no decorrer de cada intervalo 
de integração do acúmulo de massa, logo a massa inicial do 
solvente deve ser subtraída da massa do vapor produzida. 

Considera-se que na interface da bolha, o vapor d' água se 

encontra a uma pressão de equilíbrio que é função de r·. o 
vapor e o líquido se apresentam saturados a uma pressão 
relativamente pequena, por isso a lei do gás ideal pode ser 
utilizada para descrever a relação entre a pressão de vapor do 
solvente e sua concentração na interface. 

A modelagem proposta estuda como um processo de 



absorção física se comporta isotermicamente quando submetido 
a uma dada força motriz, e a partir daí, os efeitos térmicos 
devido à reação química e vaporização do solvente são 
introduzidos e mensurados através de um fator de aumento. 

EXPERIMENTO 

Neste trabalho, efetuaram-se medidas experimentais da 
temperatura e da concentração do soluto na fase líquida, 
variando com o tempo de borbulhamento. 

A operação consiste fundamentalmente na injeção do gás na 
célula através de um distribuidor situado na sua base, sendo 
mantido o borbulhamento até que se atinja a condição de 
equilíbrio entre as fases dispersa e contínua. 

O gás injetado é aquecido previamente em banho de óleo de 
silicone, cuja serpentina é confeccionada com aço inox 316, 
seguindo por um tubo para a célula, de aço inox, revestido com 
uma fita de aquecimento. A fim de se diminuir as perdas para o 
ambiente, a parede externa da célula é revestida com isopor. 

A unidade de absorção é construída em acrílico, com um 
formato retangular com cerca de 30 cm de altura, e dimensão da 
base de (13,5 x 14,5) cm. A base possui um cone coletor da fase 
dispersa e sobre este cone, existe uma placa perfurada. Esta 
funciona como um distribuidor da fase dispersa em forma de 
bolhas. A placa tem diâmetro de lO cm e apresenta cinco 
orifícios com diâmetros em torno de I mm. 

A figura 2 mostra um diagrama esquemático da montagem 
experimental e suas respectivas dimensões. 

O método de análise do teor de dióxido de enxofre total que 
se enwntra na fase líquida, adotado neste trabalho, foi extraído 
das normas da ABNT, referência NBR 12979 de setembro de 
1993. A determinação da concentração de dióxido de enxofre é 
realizada através do método do peróxido de hidrogênio, o qual 
reage com o S02, formando o ácido sulfúrico que é quantificado 
através de uma análise de titulação com uma solução de 
tetraborato de sódio. 
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Figura 2- Montagem experimental. 

RESULTADOS E CONCLUSÕES 

Uma comparação entre os resultados teóricos e 
experimentais é feita através da medida da temperatura e da 
variação de concentração do S02 na fase líquida com o tempo de 
borbulhamento. As figuras 3 e 4 tratam da absorção não-
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isotérmica de urna mistura gasosa de S02 (50% molar) e N2 à 
temperatura da fase gasosa de 51,8°C. As figuras 5 e 6 tratam da 
absorção não-isotérmica de uma mistura gasosa de so2 (30% 
molar) e N2 à temperatura da fase gasosa de 60,9°C. 

O volume de água utili?ado na célula de borbulhamento foi 
de l litro para os dois casos estudados. 

Comparou-se os resultados de concentração quando o 
sistema se comporta isotermicamente e quando existe 
transferência de calor, conforme as figuras 3 e 5. O objetivo 
consiste em avaliar o efeito da temperatura sobre a variação de 
concentração com o tempo. Considerou-se' para o caso 
isotérmico, uma simulação em que o sistema se encontra a uma 
temperatura igual a temperatura inicial da fase líquida. 
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Figura 3- Variação da concentração do SÜ2 na fase líquida. 
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Figura 4- Variação da temperatura da fase líquida. 

Tendo em vista os resultados mostrados nas figuras 3 e 5, e 
levando-se em conta as naturais dificuldades encontradas para a 
realização de medidas experimentais em transferência de massa, 



podemos considerar que a modelagem matemática proposta 
representa de uma forma bastante satisfatória o fenômeno 
estudado. O desvio médio entre os resultados do modelo não
isoténnico e do experimento corresponde ao valor de 6,7 o/o para 
a figura 3, enquanto para a figura 5, o desvio encontrado é de 
14,5 %. 
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Figura 5- Variação da concentração do SOz na fase líquida. 
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Figura 6- Variação da temperatura da fase líquida. 

Em relação as figuras 4 e 6, podemos observar uma 
concordância excelente entre o valores experimentais e teóricos. 
O modelo representa as condições reais eficientemente, apesar 
da complexidade do equacionamento envolvido. Avalia os 
efeitos téhnicos devido à volatilidade do reagente líquido e à 
transferência de calor entre as fases, sobre a taxa de absorção 
química em condições não-isotérmicas. Os desvios médios 
relativos encontrados para as figuras 4 e 6 respectivamente são 
0,8 %c0,7%. 
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A saturação da fase líquida com o S02 é atingida mais 
rapidamente quando o sistema é submetido a um aquecimento 
do que o sistema trabalhando isotermicamente, conforme as 
figuras 3 e 5. À medida em que a temperatura da fase líquida 
aumenta, a diferença entre as curvas fica mais acentuada. A 
concentração de saturação do caso isotérmico é maior, indicando 
uma maior inclinação da curva. Portanto, podemos observar que 
a capacidade de absorção também é superior. A importância de 
se verificar esses resultados se deve ao tàto de serem 
fundamentais para o projeto de reatores gás-líquido. Obtém-se 
coeficientes de transferência de massa maiores para o caso não
isotérmico, devido a concentração da fase líquida aumentar mais 
lentamente. A partir daí, um estudo pode ser desenvolvido para 
avaliar a vantagem econômica de um procedimento isotérmico, à 
temperatura ambiente, com uma maior capacidade de absorção 
do solvente, sobre um processo com aquecimento, onde teremos 
maiores taxas de absorção gasosa. 

Analisou-se o comportamento do valor de r variando 
com o tempo. As figuras 7 e 8 apresentam esses resultados para 
os dois casos estudados, 50 o/o de SOz na mistura gasosa e 30 o/o 
de S02, respectivamente. O valor de f• decresce com o tempo 
pois a concentração do S02 na fase líquida aumenta, diminuindo 
a força motriz do processo de transferência de massa. Além 
disso, à medida que decorre o tempo, a temperatura da interface 
aumenta proporcionando um efeito conjw1to da solubilidade do 
S02, das difusividades e da constante de equilíbrio sobre o fator 
de aumento. O somatório do calor liberado pela dissolução do 
gás, pela reação química e pela transferência convectiva são 
relevantes para o aumento da temperatura na interface com o 
tempo, como podemos verificar nas figuras 9 e 10 para os dois 
sistemas trabalhados. O aumento da temperatura na interface• 
pode resultar na dissipaçh de calor da superficie do líquido para 
a fase gasosa. 

A temperatura alcançada pela fase líquida não foi grande, 
dessa torrna não se espera que a volatilidade do liquido 
influencie significativamente o tàtor de aumento. No caso de 
superaquecimento, a vaporização do líquido pode reduzir 
drasticamente o aumento da temperatura na interface, 
possibilitando efeitos térrnicos mais complexos sobre o fator de 
aumento. Perdas de calor para a fase gasosa reduz o aumento de 
temperatura interfaciaL 
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A téoria do filme foi aplicada para descrever a absorção 
gasosa e o comportamento da temperatura na interface em 
condições exotérmicas. Estudou-se a influência do calor de 
reação e de solução no processo de transferência de massa. Os 
resultados experimentais obtidos são comparados com a teoria, 
comprovando uma boa representação do modelo com o 
fenômeno estudado. Os resultados são muito importantes para 
um projeto que utiliza o presente sistema fisico, pois temos 
definida a tendência da redução da solubilidade do so2 com o 
aumento da temperatura interfaciaL 

Uma outra contribuição importante deste trabalho se refere a 
consideração da volatilidade do líquido nos cálculos do modelo. 
Existe uma grande escassez de trabalhos na literatura que tratem 
desse aspecto_ É fundamental essa consideração pois a 
vaporização do líquido, em determinadas condições, é um fator 
que reduz significativamente a taxa de absorção gasosa. 
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O modelo físico considerado é de:: grande:: importância 
industrial , principalmente em controle de resíduos para a 
despoluição do ar atmosférico_ A solubilidade do S02 na água é 
adequada para o estudo dessa natureza. Por essa razão, os 
coeficientes de transferência de massa de ambas as tàses podem 
ser determinados simultaneamente. 
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ABSTRACT 
A mathematical model is presented to predict the mass transfer 
velocity of a component in a process of absorption by bubbling. 
The system considered is non-isothennal with vaporization of 
the liquid, transient, and with the occurrence of a chemical 
reaction between the absorbed component and the liquid. An 
experimental apporatus was developed to study the absorption 
of S02 in pure water from a N:JS02 mixture. The · theoretical 
model was compored to the experimental data. 
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SUMMARY 

This work investigates the laminar, counter-current, natural convection flow, heat and mass transfer 
resultingfrom the combined e./Jects oftherma/ and mass diffusion occurring jn a vertical open tube with its inside 
surface covered by a thin falling liquidfilm of ammonia-water solution, immersed in an ambient atmosphere of a 
gaseous mixture of ammonia and hydro[<en. A numerical method is presented to solve the coupled transport 
equations ofboth, liquid and gaseous phase. 

INTRODUCTION 

Absorption refrigeration systems with inert gas require no 
mechanical work for operation, only a thermal source of relativcly low 
temperaure (around 180°C). Ali the fluid circulation of the cycle is 
mantaincd because of density variations duc to temperature and 
concentration ditfcrences. ln most ofthe refrigerators ofthis type the 
pair used is arnmonia-water (refrigerant-absorbent) and the incrt gas 
is either hydrogen or hclium. 

The absence of moving part, the silent opcration and the 
possibility of use of different thermal sources to power the cycle makes 
this system appropriate forvarious uses such as in remote arcas whcrc 
no electricity is available, in hotel rooms or in trailers and motor-
homes. 

Despite its more than seventy years of commercial utilization, a 
criticai review of the patcnts related to this arca reported by 
Narayankhedk::lf and Prakash Maiya ( 1985) concluded that thc 
development ofthc system has occurred by a process of shrewd design 
rather than by a systematic cientific approach. 

This way, the effort to model the heat, mass and momentum 
transfer in each component of the equipment could greatly help to 
assess the influence of various geometrica~ initial and boundary 
conditions in its performance, saving time and costly experimental 
apparatus. 

Most of the literature about fdm absorption deals with the case 
where the mass transfer fenomenom is controled mainly by the liquid 
phase resistance, that is, the absorption of apure vapor with constant 
pressure into a liquid solution (Yih and Seagrave, 1980, Grossman, 
1983,Andbergand Vliet, 1983, Yangand Wood, 1992, lbrahirn and 
Vinnicombe, 1993 ). ln this case the mass transfer rcsistance is due to 
the difficulty of the vapor absorbed at the interface to diffuse into the 
liquid fdm, so, only the liquid phase is considered. 

Y ang and Chen ( 1991) demonstrate how the presence of non
condensable gases, even in very small quantities, influence the 
absorption process. They considcr thc gas flux co-current with the 
liquid fdm and in externa! developed flow. 

ln this work we consider the influencc of the presence of non
condensable gases in an internal natural laminar convcction flow of 
the gaseous mixture in counter-current with the liquid solution film in 
the flow development region. 

ANALYSIS 

The problem we analyse is the gas and liquid fluxes. heat and 
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mass transfer inside a vertical tube of radius R and length L The liquid 
is a weak solution fdm of NH3-Hp with arnmonia mass 
concentration Cu! and temperature T Lo , that wets the inside wall of the 
tube flowing down. Outside the tube therc is a convective condition 
with ambient temperature T _ and global heat cxchange coeficient U. 

Both ends of the tube are open to an infmite reservoir with 
constant total pressure P, containing a gaseous mixture of NH3-H2 

with arnmonia mass concentration w ~ and temperature T [!O· 

As the partia! pressure ofNH3 in the gaseous mixture is higher 
than the vapor pressure ofthe NH3 in the solution, absorption ofthe 
ammonia vapor occurs at the fdm surface. The ditference between the 
bulk and interface concentrations of ammonia both, in the gas and 
liquid phases generate a diffusive flux of arnmonia. ln the gas it is 
from the bulk to the interface, while in the liquid it is from the 
interface to the bulk. The mass transfer from the gasto the liquid, as 
wcll as the associated heat transfer generate density variations in the 
gas that promote its movement upwards. 

Fílm 

t 

Figure I- Control Volume with the two domains: for the liquid and 
gas phase. 

lbe heat generated by the absorption is transferred both to the gas 
and liquid. 

The flow generatcd by this heat and mass transfer process is 
counter-current, with the liquid fdm flowing down next to the inside 
wall and the gas rising in the center of the tube according to Figure 1, 



The control volume above is divided into two domains: the liquid 
fihn domain, with coordinates O .;; xl .;; L and (R -õ) .;; r .;; R , with the 
xl axis ordinated from the top to the bottom ofthe tube; and the gas 
phase domain, with coordinates O .;; x .;; L and O .;; r .;; (R - ô ), with 
the x axis ordinated from the bottom ofthe tube to its top. 

THE MODEL FOR THE LIOUID Fll..M 

For the liquid phase, the major simplifYing assumptions were: 

1. The physical properties of the liquid solution are constant and 
independent oftemperature and concentration. 
2. The fllm is laminar and at steady-state. 
3. The mass of vapor absorbed per unit time is smaU compared to the 
mass flow rate of liquid. Therefore it is assumed that the latter is 
constant, and so are the film thickness and average velocity. 
4. Axial mass diffusion and heat conduction and radial convection in 
the film are not considered. 
5. No shear forces are exerted on the liquid film by the vapor. 
6 . Equilibrium conditions exists at the interface between the vapor 
partia! pressure in the mixture and the vapor pressure ofthe solution. 

Under the above assumptions, the axial Momentum equation 
becomes: 

VL auL a2uL 
-- + V1-- + g = 0 
r ar . arl 

(1) 

The boundary conditions of no-slip at the solid waU and negligiblc 
shear stress at the interface gas-liquid give: 

r = R : uL = O 

r = (R-ô) : 

lntegrating twice: 

auL 

ar o 

g [R 2-r2 
2 ( r) l UL = - --+(R- Õ) ln -

2vL 2 R 

The mass flux is obtained integrating: 

R 

m L " 21tpL J uLrdr 
R-õ 

which results: 

ml= 1tprg { R4 - R2(R -õf + 3(R -õ)4 + 
· 2vL 4 4 

[(R-õ)41n( R~õ) ] } 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Under the sarne assumptions, the simultaneous heat and mass 
transfer in the system at steady-state is described by the energy and 
diffusion equations: 

energy: 

UL ar!. = aLa (r arL) 
axL r ar ar 

(6) 
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diffusion: 

u ac L = D L .i.( r ac L ) 

LaxL r ar ar (7) 

THE MODEL FOR THE GASEOUS MIXTURE 

For the gas phase, the major simplifYing assumptions were: 

1. Thc flow is laminar and at steady st<tte. 
2. Boundary-layer approximations are valid. 
3 . Viscous dissipation and pressure work are ncgligible. 
4. Secondary phenomena effects are not considere<!, only the energy 
transpor! through thc interdiffusion of species is accounted for. 

The properties of'the gaseous mixture jll"e considered variable 
with temperature, concentration and total pr!f~sure and are calculated 
from the equations presented by Kouremenos and Stegou-Sagia 
(1988). 

With these assumptions, the steady natural convection flow .of 
the gaseous mixture in the vertical tube resulting from the combined 
buoyancy effects of heat and mass transfer can be described by the 
following equations: 

Continuity: 

r a(pgug) + a(pgrvg) = o 
ax ar 

(8) 

Axial Momentum: 

au au 
Pu-8 +pv-8 

g g ax g g ar 

1 a ( aug) dpm 
-;ar ' 11s""ã; - dx 

(9) 

- (Ps - pgo)g 

Energy: 

ar ar 
P cpu-8 +pcpv-8 
8 8 8 ax g 8 g ar 

r a ( ars ) [ aT8 aw 8 ] -- rk- + p D (cpv -cpn)-.-
r ar g ar g 8 ar ar 

(lO) 

Concentration: 

aw aw ta( aw) 
p u --8 + p v - 8

' = - rp D - 8 (11) 8 8 ax g 8 ar r ar 8 8 ar 

The parameter Pm in Eq. (9) is known as pressure defect or 
motion pressure, which is the imbalance between the pressure within 
the channel and that which would exist in the sarne position if the 
concentration and temperature were kept c0;1stant (wg<>, Tg0) and no 
motion existed, according to Gebhart et ai (1988). 

The second term on the right side of Eq. (lO) is the energy 
transpor! due to interdiffusion of species, and the parameters cp. and 
cpn are the specific heats of the pure vapor and non-absorble gas 
respectivelly and were considered constant. 

The total pressure is considered constant along the whole tube, 
since it is ofthe order of2,5 MP a, while the pressure defect is smaller 
than I Pa for most ofthe cases studied. 

The global mass conservation equation for the gas phase must be 



satisfied for every axiallocation: 

foR -õpurdr = foR-õp0u<[dr - R J
0

1pv,.dx (12) 

1bis equation is used in the iteractive procedure to check whether 
the pressure gradient was correctly guessed. 

BOUNDARY CONDITIONS 

For the liquid phase we have: 
At the entrance ofthetube: 

xL = O : TL =· TLo ; cL =eLo (13) 

At the interface wali-Iiquid, the general boundary conditions can 
be stated as: 

r = R: (14) 

Where T w is evaluated from an energy balance at the wal~ 
according to the externa! condition imposed to the tube. For a 
convective condition, when the overall heat transfer coeficient U and 
the ambient temperature Too are known, the heat balance is given by: 

kL( aTL) = U(T,. - TJ 
ar r=R 

(15) 

For the gas phase we have: 
At the entrance ofthe tube: 

X = 0 : 

u = u · T g g0 ' g 
(16) 

At the exit ofthe tube: 

X =L : Pm = O (17) 

At the center line ofthe tube: 

r = O : (18) 

At the gas-Iiquid interface the equilibrium conditions and a local 
mass and energy balance between liquid and gas phase gives: 

energy: 

rh aTL aT 
-.h '- = k -I . + k _g I . A a~ L ar r=R-u g ar r=R-u (19) 

mass: 

rh = p D ac, __ l_l = p D awg I I 
A L L ar (l - c,) r=R-õ g g ar (1-w) r=R-õ (20) 
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The radial velocity of the gas phase at the interface can be 
calculated, according to Eckert and Drake (1959) as: 

Dg; aw 
-(I -wg) a;-lr=R-õ (21) 

The axial velocity for the gas phase at the interface must be equal 
to the axial velocity ofthe liquid phase, dueto the no-slip condition. 

The other condition that must be satisfied is the thermodynamic 
equibbrium at the interface, which implies the equality of temperatures 
and between the pressure of arnmonia vapour in equilibrium with the 
solution and the partia! pressure of the arnmonia in the gaseous 
mixture. These conditions are calculated using the equations for the 
NH1-HzÜ solution presented by Ziegler and Trepp (1984) 

SOLUTION METHOD 

Since the equations for the liquid and gas phase are coupled by 
the boundary conditions at r =R-ô and the flow is counter-current, the 
solution of each set of equations proceeds separately, using an iterative 
procedure and uJHiatind the boundary conditions at each run. 

Starting with the Iiquid phase, and with the initial values of 
temperature, concentration and mass flux ofliquid, Eq. (5) is used to 
discover the Iiquid film thickness (which is considered constant along 
the whole tube). 

The control volume is then divided in two domains: the liquid 
film ( (R-ô) ,; r ,; R andO ,; x1 ,; L) and the gaseous phase domain : 
(O ,;; r ,;; (R-ô) andO ,;; x ,;; L). Irregular grids are then generated for. 
both domains. ln the axial direction the grid was generated using a PG 
ratio of 1/0.95 for the gas and 0.95 for the liquid, (80 points were used 
in the axial direction) since the strongest variations occur at the gas 
entry and the ratios must be inverse to obtain correspondenre of 
points. For the radial direction the ratios used were 0.93 for the gas (29 
points) and 1.0 for the liquid (15 points). 

A fully implicit fmite difference numerical method marching in 
the downstream direction was chosen and Eq. (6) and (7) for the liquid 
domain and (9), (10) and (11) for the gas domain were then 
transformed in their fmite difference form approximating the axial 
convection terms by upwind differences and radial diffusion and 
convection terms by central differences. The discretization procedure 
used was proposed by Hirsch (1988) so as to permit the use of 
irregular grids. Each equation then formed a system of fmite difference 
equations which is efficiently solved by the TOMA algorithm. 

The continuity equation for the gas phase, Eq. (8) can be 
integrated numerically in r to fmd the radial velocity v: 

I a i' d v = --- pu r r 
rpaxo g g 

g 

(22) 

A brief outline of the solution procedure is given below: 
(a) Assume a partia! pressure ofNH1 distribution in the axial diretion 
(a uniform distribution can be used) and solve the liquid ftlm equations 
(6) and (7) as if the gas were pure NH3 at a total pressure equal to its 
partia! pressure. 
(b) This will give a temperature and gas concentration distribution at 
the interface which is used to solve the gas phase equations. 
(c) The gas phase solution provides now the temperature and 
concentration gradients along the interface which will, from this 
moment on, substitute the boundary conditions of the first run of 
equations for the liquid phase. 
( d) proced'ures (b) and (c) are then repeated until the conditions at the 
interface (temperature, gas and solution concentrations) converge to 
a predetermined precision. 

Details ofthe solution ofthe equations for the gas phase are given 
in Martins (1996) and Martins and Pereira (1995). 



RESULTS ANO DISCUSSION 

Dueto space limitations only one case is presented in this work. 
The values of the main parameters used in this solution are presented 
in table 1 below: 

Table 1 -V alues ofthe main parameters for the case presented. 

Parameter sim boi unit value 
tube length L m 0.5 
tube radius R m 0.005 
solution mass flux lÍl kg/s 0.0003 
solution concentration eLO kg/kg 0.15 
solution temperature TLO o c 35 
total pressure p bar 25 
gas concentration wgO kg/kg 0.55 
ga~ temperature Tgo o c 30 
global heat exc. coef. u Wlm2K 50 
externa! temperature T~ o c 32 

The model presented has been solved for the parameters in table 
I. Figures 2, 3 and 4 show respectively the axial velocity, 
conceptration and temperature proflles for the gas phase at various 
axial positions along the tube. 
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Figure 2 -Axial velocity pro files for the gas phase at various axial 
positions along the tube. 
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Figure 3 - Concentration pro files for the gas phase at various axial 
positions along the tube. 
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Figure 4 - T emperture pro files for the gas phase at various axial 
positions along the tube. 

As can be seen from Figure 2, the velocity proftlc, which is 
uniform at the entrance of the gas (bottom of thc tube), tends to a 
profile with maximal velocity near the interface. not parabolic as would 
be espected for laminar flow inside a duct. 

Since the gas flow is induced by thc concentration and 
temperaturc differences, and, as Figures 3 and 4 show, these 
differences are higher near the interface ( in the case of conccntration, 
the condition at the center of the tube remains almost unchanged until 
its exit), the resulting velocity pro file tends to this side development. 

Figure 5 shows thc axial velocity proftle for the liquid phase, 
which is considered constant along the whole tube. 
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Figure 5- Velocity pro file for the liquid film . 
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Figure 6 - Concentration pro files for the liquid film at various axial 
positions along the tube. 
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Figure 7- Temperature pro files for the liquid film at various axial 
positions along the tube. 

Figures 6 and 7 show respectively the concentration and 
temperature prof!les for the liquid film at different positions along the 
tube. 

The axial coordinate represented in the figures above (even for 
the liquid film) is the one for the gas domain, which means that x =O 
is the botton ofthe tube (gas entry and liquid exit), while x =0.5 is the 
top ofthe tube (gas exit and liquid entry). 

It can be observed from Figure 6 that even for very thin films, as 
is the case, the concentration gradients near the interface are rather 
steep along the whole tube, which indicates the importance of the 
resistence to mass transfer in the liquid phase. 

From the temperature proflles, presented in Figure 7, we notice 
that the resistence to heat transfer is not so important, since the 
gradients are much milder. 
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Figure 8 -Interface and bulk concentrations of gas and liquid phases 
along the tube. 
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Figure 9- Interface and bulk temperatures ofthe gas phase along 
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Figure 8 presents the interface and bulk concentrations for both 
phases along the tube and Figure 9 presents the interface and bulk 
temperatures forthe gas phase (the bulk temperature ofthe liquid film 
is practically the sarne as the interface, which is commom for both 
phases). 

Figure 9 shows that the higher temperatures at the interface are 
located near the gas entry (bottom of the tube) indicating that it is the 
place ofhigher mass transfer density. 

Figure 8 demonstrates that, for the liquid film, the concentration 
proflie develops quickly, near lhe entrance of the liquid, then, for most 
of the tube length, the difference between bulk and interface 
concentration keeps practically constant, increasing a little near the 
liquid exit. This can also be observed in Figure 6. 

Figures I O and II show the mass and heat flux densities along 
the tube. 
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Figure 10 · Mass flux density at interface along the tube. 
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Figure 11 · Heat flux densities along the tube. 

W e can observe from Figure I O that near the gas entry there is 
really a higher mass flux density, which stabilizes in the central region 
of the tube and increases again near the gas exit. 

From Figure II we observe that the absorption heat flux (qabs) 
has a very similar behaviour to the mass flux, since it is directly 
proportional to it. This heat flux, generated at the interface, is 
transferred both togas (qseng) and liquid (qsenl) by conduction. ln 
fact, for every axiallocation, the sum ofthese two heat fluxes (qseng 
and qsenl) equals the heat generated by the absorption (qabs). This 
Figure presents also the density ofheat flux exchanged to the externa! 
ambient (qext), which is higher near the gas entry dueto the higher 
temperatures ofthis region. 

Finally, Figures I2 and 13 show the concentration and 
tempcrature profiles at various axial positions along the liquid film for 
thc case of absorption from pure ammonia vapor at a total pressure 



corresponding to the partia! pressure of the case we analized so far, 
which corresponds to 3.16 bar. All the other pararneters were kept 
constant. 
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Figure 12 - Concentration proflies for the liquid flim at various 
axial positions for absorption of pure ammonia. 
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Figure 13- Temperature pro files for the liquid flim at various axial 
positions for absorption of pure arnmonia. 

Comparing Figures 12 and 13 to Figures 6 and 7, we notice that 
the presence ofthe hydrogen decreases the absorption of ammonia by 
the solution. The higher absorption rates obtained in the case of pure 
ammonia vapor, though, causes higher temperatures at the interface, 
which increases the equilibrium pressure of the solution, slowing 
down the process. 

CONCLUSIONS 

The presence ofhydrogen as inert gas in the absorber oftriple
fluid absorption refrigeration systems represents a considerable 
resistance to the mass transfer process. 

ln the case analized, the resistance to mass transfer of the liquid 
film cannot be neglected, since it ·is of the sarne magnitude of the 
previous. 

ln the case of absorption of pure arnmonia vapor, the proces.s is 

1250 

highly sensitive to the externa! heat exchange coeficien~ since the 
increaseoffilm temperature inhibits the absorption. This effect is also 
noticeable in the presence ofhydrogen. 

The model presented here can be used as a too\ for design for 
absorbers, and, coupled with similar models for the evaporator 
(Martins, 1996), for the design of the whole gas circulation circuit in 
absorption refrigeration systems with inert gas. 
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StiMMJ\RY 

The serie.1· melhod of solulion of ordinmy dijf'erenliul eqrwlions is applied to sleady-slale one
dimemional mullicomponent tiljfusion prohlems typical of the jilm model of mass lramfer. lnitial
value prohlem.1· wilh k11own compositiom um/ jluxes af tire plrase hormdary require from 5 lo 15 temrs 
tu reproduce tire results ll( the wwlytical malrix solution with precision belter tlum 10·6 mole fraction. 
Buumlary-value prohlems with rmk11own transporl .fluxes require itera tive "shooting ", mui are 
parameterized i11lo illilial-value .fórm by iterating 011 the net transporl jluxes, or 011 1/w composition 
gradients ar the .film bormcl(//y, taki11g .frum 4 to /I iteratio11s lo mar eh tire appropriale bowulary 
conditio11 to beller tlw11 /(}'r. mole .fi·actiml 

INTRODUCTION 

Molecular ditlusion in multicomponent systcms is 
describcd by lhe Maxwcii-Std'an constitutive equations 
(Hirschfelder et a/., 1954: Taylor and Krishna , 1993). For 
aleal gas systems ai constant T and P, the equations may be 
written in tcnn of net and dillusive transpor! !luxes as 

(I) 

where D;k is the ordinary (Fick's law) ditTusion coe!Ticienl of 
lhe binary system of components i and k. Thc highly couph:d 
nature of lhese cquations makes analytical solution of 
multicomponent problems ditficult. One approximate method 
defines "effectivc" ditlusivities for each component and 
reduces Eq. (I) to a sei o r pseudo-binary di!Tu~ion cases; sinee 
the~e diffusivitie~ depend not only on ~y~tem prnpertics, but 
also on lhe !luxes, lhis approach can be used mainly when tlu:\ 
ratios are known or fixed in advance. Exact algebraic 
solutions exist f<>r a limited number of steady-state problcms 
subjecl to specially simple boundary conditions and tlux 
constraints, e.g . one compotH::nt Jitlusing. tluough a stagnant 
mtxturo.: , severa! trace species Jitlusing throug.h a Ulllli!10II 

solvent , and a few other, mostlv ternary, cases (Toor, I ')57; 
Hsu and Bird, l%0: Sherwood et ai ., l 975: Zart.icky and 
Chacuk, 1993 ). Otherwise, general methods of solutimi must 
rcsort to mathematical tools of matrix algebra anJ calculus. 

The best known of the exact malrix solutions was ohtained 
fór lhe case of stcady-state onc-Jimensional tmnsport anoss a 
film of thickness~ 8 by Krishna and Standart ( 1976 ), who 
derined the bi.nary film mass transl'cr c!lctfieieuts 

_ cD;k 
K;k =--

8 
i,k=l, ... /1 . i'#k 

and solved lhe contmuity and consltlutive equations 

dN; d.l; <(v; 
-=-+1'1-=0 
d'l d'l d'l 

with boundary ronditions 

(2) 

(:l) 

(4) 
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(J li 
Y; = Y; at ., = O . Y; = Y; at 'I= I (5) 

where 11 = z/8 is a dimensionless coordinate. Only n-1 of 
cach of Eq. ( 4) and (5) are indepcndent, bccause compositions 
must sum to unity und their Jerivatives must sum to zero. 
llms, thc above sct of equations can fonnally be solved for the 
composition profiles, but one additional piece of infom1ation 
or "determinacy condition" is required to compute the 
transpor! tluxes. Krislma and Standart ( 1979) assumec.l this to 
be in general a linear dependence among lhe net !luxes, 

11 

"'rxN=O L.,. I I 

i= I 

(6) 

where the numerical constants a; e:\press some externa! 
constraint on the tluxes, e.g. a 1 = = a.,_ 1 = O, a, = 1 for 
ditTusion of componcnt 11 through n - I stagnant species; rx1 = 

~· ex, = I for equimolar counterdiffusion; CX; = V; 
(stoichiometric coeflicients) for ditTusion with heterogeneous 
chemical reaction , ele . Thc Krislma-Stanc.lart solution givcs 
the composition protiles in matrix fonn as 

where [ lP] is a (11 - I) x (11 - I) matrix function of the nct t1uxes 
(see Appendix), and (1) is the identity matrix. 

ln lhe present work, the classical method of solution of 
ordinary ditlercntial equations by power series expansion (e .g. 
Kreyszig , 1972) is applied to the above prohlem. The 
recursion fonnulu that gcneratcs the series coefficients is 
dcrived, aml lhe solution is shown to he equivalent to the 
analytical results. Numerical implcmcntation of lhe solution is 
developcd, hoth ror lhe initial-value problem of known initial 
compositions and net !luxes, and for the more important 
boundary-value problcm of known compositions at both ends 
ofthe gas tilm. 

DEVELOPMENT OF Tf!E POWER SERIES SOLUT!ON 

Diffi1sive tluxes are not esscntial to lhe solution , and can 
always bc computed aHerwards if dcsired. Leaving them out of 
the analysis , lhe system to he solved involves the 
constituti v e equat ions 



v: = dy,. = ± Yi Vk- YkVi 
_, dTJ k=/ D,~: 

where 

Ni5 
v1 = -'- = çonstant 

c 

(8) 

('!) 

as requireJ by the çontinuity Eq . (3). Thus, Eq. (8) fonns a 
system of first-orJer ODEs with ~.:onstant coe!Ticients. Assume 
that its general solution ~.:an be reprcsenteJ as an infinitc 
power senes 

Yi = flio + fJiJTf+fJi2Tf
2

+ . . = LfJim r(' ( I o) 
m= O 

ln particular, notice for !ater reference that 

Y;(O)=fJiiJ , Yi(l)= L{J,.,., ( I I) 
m= O 

The composition graJient is thcn given by 

Y} =PiJ+2fJi z TJ+3{3i .i TJ
2

+ .. = L(m+l)/3i. m+I'l
111 

( 12) 
m = O 

anJ, in part icular , 

Yj( O) = fJil yj(i) = LmfJ," (I)) 
m=l 

Substituting Eq. (lO) anJ (12) into Eq. (8) anJ regrouping 
tenns gives 

~(m+l)fJi,m+ITfm =i [i vkf3im-v;f3t,11 ]1l111 

m-0 m=O k=l Dik 
( 14) 

On equating coeiTicients of Iike powcrs of Tf , the recnrsion 
fonnula for the series cxpansion cociTicients is ohtaineJ as 

fJ i, m+ l = - 1- . ± V~.:/J;m- V;/Jkm 
m+lk=l D;k 

( 15) 

Although this equation is valiJ fi1r ali values of i anJ m, it 
shou!J be clear that the seríes coefficients are not lincarly 

inJepcndent. The constraint that t.:ompositions sum to zero 
means that 

, , ~ ·~ ( , ) 
LYi(TJ) =L LfJúu Tf'" = L LfJim '7

111 = 1 
i=l i=lm =O m= O i=l 

( 16) 

therefore 

, 11 

LfJ;o = 1 Lf3;111 = {) (m = 1.2 . . .. ) (17) 
i=l i=l 

lt is eusy to vcrify tlwt Eq. (II) and ( 15) satisfy Eq. ( 17) 
implicitly anJ ar.: tlu1s consistent with this requirement. lt is 
also straightforwarJ to show that thc pn.:sent series solution 
is equivalent to the analytit.:al matrix solution inJepcnJently 
der i veJ hy Turevskii et ai. ( 1974 ), anJ by Krishna anJ 
StanJart ( 1976 ). Thc proof is given in the AppenJix. 

Solution of the multicomponent film moJel is thus si.Ji1pry a 
mattcr of ohtaining the ~Xlmplete set of series coefficients, /J;m· 
We see from Eq. (I 5) fi1at for this to be possible, the 11ux 
constants V; anJ the zero-orJer coeftícients {J;o must first be 
availahk. Two important cases are analyzeJ next. 

KNOWN FLUXES: INITIAL-VALUE PRORLEM 

Consider the hounJary (initial-valuc) conJitions 

y,.(!)) = l 
and thc Jdcnnina..:y t.:onditwns 

(/ 

Vi= V; 

(18) 

( 19) 

i.e . lhe net !luxes are known or assigneJ a priori. Solution is 
then Jircct. Eq . (li) givcs lhe zero-orJer coeflicients simply as 

/3; o -l (20) 

anJ thc rcmaining cocflicicnts follow from Eq . ( 15). 
Composition profiles can now be computeJ up to the outer 
111m bonnJary . 

The only practical aspect to be workeJ ont is the munber M 
of actual knns (rn = O, .. , AI) that must he computeJ for thc 
power serics to converge to within a g.iven prec1sion . This is 
best investigateJ hy me ans of reprcsentative numerical 
examples taken from lhe litcraturc . ln these examplcs, 
summarizeJ in Tahle I, the net 11uxcs are in fact those 
computeJ hy the original authors usi.J1g. the exact matrix 

Tahle I . Mass trans!Cr examples li1r test of the serics solntion 

Componcnts 
(I) 
(2) 
(3) 

BounJary conJitions 
v/-.v/ 
y,o - v?' 
y~o- :v?· 

Flux constants, mm 2fs 
v, 
v 2 
v3 

Dilfusivitics, mm 2/s 
Du 
D/3 
D23 

Detemlina~.:y 

rx 1: IX] : IXJ 

Example 1. Example 2 

accione 
benzene 
hclium 

o !O- 0.02 
O oo- o 2X 
O'JO - 0 .70 

-(lJl) 

-'! .41 
o 

4 
41 
3'! 

0:0: 
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cthanol 
tcrt-hutanol 

water 

O.ú5 - 0 .50 
013-014 
0.22 - 0 .16 

2.ú95 
O 144 X 
-2 .840 

X 
21 
17 

Examplc 1 

pentane 
cthanol 

watcr 

O.ú10 - 0 .5'!0 
O. I (>5 - 0.095 
0.205 - tU I 5 

1.32 
() 871 
-1.55 

7.27 
14.40 
20.90 

22 .5 • 40.5 • 42 .0 



method solution of Krishna and St:mdart (I 97(>) for assigncd 
compositions at 17 = O and at 17 = I . Hcncc, thc accuracy of thc 
prescnt series solution can he judgcd from how closcly it 
reproduces thesc already known houndary compositions, as 
shown in Tahlc 2. 

Tahle 2. Convergence of powcr scrics expansion for lhe 
initial-value prohlems of Examplcs 1-3 

M 
ydl) 
Y20J 
vj{l) 

~ 

~ ..... ·-

0.2 

0.1 

0.0 

;..., -0. I 

-0 .2 

-0.3 

• 
f-; 

.. 
'• .. 

~ 
• ' 

r;-, 
... 

-

o 

Example I Example 2 Example 3 
14 5 5 

0 .020027 0.5000 li 0.590087 
o 279%8 
() . 700005 

I I 

• 
~· 

· .•.. 

I 

01399% 
IU59'!93 

I I 

o 094950 
() 314'!63 

-

······-:·. . . .... ·.····-·---· --··--j .•.. 
.. : .. 
•• 

... 

·- --·· . . . 
componenl -

·· · ·•· ··· t:omponent 2 

I I I I I 

2 4 (1 X !O 12 
III 

Figure I . Convcrgcn<.: t: of houndary <.:omposi twns for Uw 
initi:Jl-valuc prohlcm o!' Examplc I . 

() ()2 0 .4 () _(, O.X 
I] 

Figure 2. Composition prolilcs for lhe initial valuc 
problcm of Examplc 2. 

Example I conccms transkr of accione ( I) and bcnzcne (2) 
throu!;(h stagnant hdium ( 3) ( Krishna anJ StanJarl , I '!76) 
This IS a relativcly dillicult prohlcm in which t:nmpositions 
vary from a hinary hcnzenc-fn.:c mixturc at 17 =O, to a mixturc of 
henzene and helium wiU1 only a small fraction of accione al IJ 
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= I. Thc sequencc of mole frm:tions y,(l), computed from Eq. 
( ll) as each knn is adJcd to lhe scrics, is shown in Figure I , 
which dcarly depids lhe oscillatory nature of the 
convergence process in this case. Fiftecn tem1s (i. e. M = 14) 
are necessary for lhe boundary compositions to stahilize at 
thcir final values with precision hetter than w-6 mole fraclion. 
A less demanding criterion would naturally he satisfied in 
fewer itcrations, e.g. M = 8 is sutTicient for convergence to 10·3 

mole fraction. Example 2 corresponds to equimolar mass 
transfer of eth:mol(l ), tert-butanol (2) and water (3) (Taylor 
and Krishna , 1993 ). Convergence in this case proceeds 
steadily to the final values. Computations were stopped when 
thc serics coerticients fírst dropped below I ()· 6 in absolute 
value, but a second-order expansion would be adequate for 
most pructical purposes, as may be seen from Figure 2, in 
which composition profilcs for M = 2 are shown to be 
virtually identical with U1e final converged profiles for M = 5. 

Example 3 involves non-equimolar mass transfer in a 
tcmary mixture of pentane (I), ethanol (2) and water (3) with 
externally set !lux ratios (Krislma, 19~ I; Taylor and Smith, 
1982). Convergence of the scries is ugain quite fast, similar to 
Example 2; taking M = 2 will give composition profiles 
accurate to hetter than to-3 mole fruction, and M = 5 improves 
this to bctter than I o-6 

UNKNOWN FLUXF:S BOUNDARY-VALOE PROBLEMS 

Thc more usual sit uation in enginccring involves known 
compositions at both ends of lhe tlim (e.g. "interface" und 
''hulk" mole fr<Jctions), 

Y;(O)=:l . Y;(J)=l (21) 

plus a delerminacy t:ondition of lhe general fonn of Eq. (6 ), 

11 

I, a; v;= o 
i~J 

(22) 

Solulion of the prohlcm musl now yicld U1e composition 
profilcs ano the unknown transpor! !luxes. Some sort of 
iterative pro~.:eourc , e.g. "shooting" , is clearly required, as 
happcns also with lhe matrix mcthods of solution in these 
cases . A first ohvious <Jitcnwtive is to p<~rameterize the 
problcm into initial-value form by <Jssmning a vector of 
transpor! !luxes N, (i = 1, .. .. 11) , to solve this as explained in the 
prcceding scction , ano to repeat the cntire procedure wilh 
ncw !luxes until lhe computcd bulk-phase compositions y;(/) 
matt:h thc assigncd boundary condition. Generating in1proved 
seis of !luxes in <J consistent manner is of course no tri via! 
matter: in the "bootstrap'' method dcvcloped by Krishna and 
Standart (I '!76) for lhe analytical matrix solution, Ulis is done 
by solving at each step for the vector of diffusion 11uxes (.1) at 
eithcr 17 = O or 11 = I, the net !luxes hcing then obt[Jined with 
hclp of lhe delcnninacy condition as 

11 

I,rxk.lk 
k~t N, =.I;- Y; "-11-'---· --

L lXtYk 
k~t 

(23) 

A<iapting this mcthod for lhe prescnt purposes gives the 
lilllowing <~lgorilhm : 

(I) Assume an initial set of net transpor! fluxes. ln the 
prcscnt work , this is obtaincd from an analoguc of the 
lincarizcd thcory of multicomponent difli1sÜm proposed hy 
Toor (1%4) antl Stewart ;JilO Prober (1964), i.e. Eq. (&)is 
solvco for lhe nct tluxcs undcr assumptions of linear 
composition profilcs <Jnd avcrage film compositions, 

• 11 v v .1 o , Y; k -Yk ; 
Y; - Y; "'.t.... 

k~t D;k 

- /' + vâ y · = _._._._,_ 
• I 2 (24) 



Since only n-1 of these equations are independent, the 
detcnninacy condition, Eq. (22) nmst also be invoked. 

(2) Compute lhe series expansion we!Ticienls /J, 171 for lhe 
resulting inilial-value probkm . Calculate lhe bulk-phase 
composilions Y;( I) and check against the corresponJing 
boundary conditions y/. 

(3) lf boundary conditions are no I satisfi eu to the required 
accuracy, obtain new 1lux eslimates from lhe composition 
gradicnts y,'(l) by solving Eq. (8) and (13b) 

M " ,'i ii 
YfU) = "mf3 · - " Y; vk- Yk V; 

L.,. lliL- L...J 
m=l k=l D;k 

(25) 

once again complemenled by Eq. (22). 
( 4) Repeal from step (2) as neccssary. 

Eq. (25) assumt:s that lhe composition gradicnls compult:J 
ai TJ = I are good t:stimates of the !me values, even whcn lhe 
corresponlling mole fractions havt.: not yt.:t convergt.:ll. 
Bccause of lhe nature of lhe scrics solution , thc t:quivalcnt 
t:quation ai 17 = O is satisfiell illcnlically (i.e. lhe scrit:s 
expansion is t:xact at this poinl) and cannol bc used for 
shoo I ing purposcs. 

The results of applying lhis boolslrap techniquc lo lhe 
thret: cxample problems oC Table I are sununarized in Table :1 . 

1!1 

() 4 t . e· .e-•• -• • ·• ·•·•· • ·•-•:.r -X.lJ 
. . 

v : : -i v 2 I~ 

-O. ó r .. 
-j -lJ. I 

1- :·. -

-O.X r ; ~ -j -lJ.:1 

1- : •• -···-··-·---·-·······-· • 
-1.0 -lJ .5 

o 5 lO 15 

It era i i o 11 

Figure .l Convergem;e of nct 11uxes in lhe boolslrap 
solution of Example I . 

The convergence criterion on lhe boumlary compositions 
was sct ai w-ó mole fraction . For Exmnple I, lhis was achieved 
in 17 iterations, although only 5 of lhese were required for a 
less demanding prt:cision of w- 3 mole fraction and for the 
l1uxes to atiam essentially Jefínilive valucs, as shown in 
Figure 3. · 

Thc bootstrap procedurc did not converge for Examples 2 
and 3. Even though lhe initial l1ux estimates sypplied hy Eq. 
(24) wcre very elo se to lhe correct v alues, composttions 
diverged slowly but steadily away from the solution. These 
two Examples wcre however solveu simply by switching the 
bonndary conditíons, i.e . by reversing lhe z axis to point from 
lhe bulk phase to the interface, a procedure originally 
suggestcd for lhe matrix method of solution hy Taylor and 
Webb ( 1981 ), who noticed that one direction of integration 
was usually stable whcn the opposite one failed ( diverging 
even if the initial t1ux eslimates were in fact the exact values), 
apparently as a result of lhe reversal in sign of the transpor! 
!1uxes. A lthoug.h Tablc 3 inllicales a fairly large number of 
itemtions for these 'two problems, it shruld be noted that the 
very g.ootl inilial g.ucsses provi deu ~ Eq. (26) resultcd in 
computetl compositions that were eorrcct to four significant 
digits evcn at the rrrst ikration, the remaining iterations being 
spcnt only in refining these values to lhe final accuracy 
imposetl on lhe procctlure, as shown in Figure 4 for lhe 
particular case of Examplc 3. 

O.ó3007 O.ió500 

v - 1 ~ y2 

() ú3005 r- • O.lfi49X 
• • 

~~· 
,. 

• -j O. I ó49ó 

0.63003 f- . .. ... 
•• 

1-
~·· 

-j O.ló494 

• 
0 .63001 f-

!I -j O. 1 ó492 
~ 

IÍ 
o ú2l)l)l) O.ló490 

o 5 lO 15 

ltcration 

Figure 4 . Convcrg.ence of boundary compositions in the 
hootstrap solution of Example 3. 

Table 3. Convergcnce of !luxes and boundarv compositions l(H tl1e boundarv-value prohlems of Examples I - 3. 
Method Examplc I Examplc 2 Examplc 3 

BOOTSTRJ\P (Direct) (Reverse) (Rcverse) 
ltcrations I 7 I I 14 
v1 mm2/s -0 389035 -2 (,')5173 -1.32llJ 84 
v, mm1/s -lJ.430úlJ7 -0 . 1448~ -!Ui72X28 
v; mm 2/s O 

Numhcr of tenns M I 4 
YI o 020000 

BALLISTJC 

Y.? 
Y3 

Iterai inns 
v1 nun2/s 
V? mm2/s v; nun2/s 

Numbcr of tcrms AI 
YI 
Y.? 
v, 

O 27lJ9<J I 
0.70000') 
(Revcrse) 

28 
!!.:189080 
').430972 

o 
12 

o .O'J '! ') 'J7 
0 .00()007 
0 .8999% 
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2.840055 1.54')861 
5 5 

0.64')')')2 o.c- :.oooo 
0 . 130007 0.1 (>49')0 
0 .22000 I 0.205010 
(Dircct) (Direct) 

4 4 
2 .6')5240 1.322086 
0.144781 0.872948 
-2.840021 -1.550031 

5 5 
() 50()()() 1 0.589999 
0.140002 0.094999 
0 .35')')'!7 IUISOOI 



Given the stability problems observcd in the bootstrap 
algoritlun, it was considered of interest to explore alternative 
shooting techniques t11at could improve on this pcrlonnance. 
Since it was obvious from Eq. (24) and (25) that itcration on 
the tluxes depends on the availability of increasingly accurate 
values of lhe composition gradients , the new algorithm was 
conceived as an itcration directly on lhe gradicnts y,'(IJ) at 17 
= O. Tilis may be described graphically as an attempt tu '·aim' ' 
the composition profiles in the correct dircction from thc 
shooting point , so that thcy "hit' ' thc targct compositions at 
11 = 1. Thus, if for example a compu teu composition y,( 1) 
comes out too high, it may be reasoned that thc initial 
"elcvation " at which lhe profile was pointed was 
correspondingly too high, and a proportional corrcction may 
be applied to lhe assumed gradient. Eq. (II) and ( 13 ), 
com bined as 

Y;(l)-y;(O) =-1- I/3 
Yj(O) /3;, m=l ,, 

(26 ) 

show that , even if thc scries coc!Ticients are not thc corrcct 
oncs, the ratio of computed ~:omposition diiTercnccs to 
assumed initial gradicnts mav wcll bc closc to lhe truc valuc , 
bccause of an approximatc compcnsation of crrors. Thc 
following correction limnula thus suggests itself: 

" (} 
V'(O) =v:(ll) ., _, 

[ ]

II<'W V· -V· 

., ., Y;(l)-y{l 
(27) 

which is very similar to the empírica] iteration scheme 
proposed , on an entircly intuitive basis , hy Olivcra-Fuentes 
and Pasquel-Guerra ( I <J87) in their numerical solution of the 
multicomponent penetration model. The present " ballistic" 
algorithm may now he summarized as follows : 

(I) Assume an inilial sct of composition graJienls v, '(O } at 
17 ·' O. An ohvious choice is lhat of linear profilcs, 

v:(O) = v8 - / 1 
~ I ~ I ~ I 

(2) Compute thc corresponding !luxes from Eq. (X), 

, () 11 
'\"' Yi vk- Yk V; 

Yj(O) = L... 
k=l D;k 

together with the dctenninacy condition , Eq. (22). 

(2X) 

(2<J) 

(3) Compute lhe series expansion coc!Ticients /J11, li>r the 
resulting initial-value prohlcm . Calculatc lhe bulk-phase 
co mpositio ns y, ( I ) and check against lhe corresponJing 
houndary comlitions y,'~ . 

(4) lf bounJary conditions are not satisficJ to the required 
accuracy, ohtain new gradicnt estimates lrom Eq. (27). 

(5) Repeat lrom step (2) as necessary. 

Application of this procedme to the rebcllious Examples 2 
and 3 proveu quite succcssful. Convergence for the original 
"direct " problems was achieved in only 4 iterations , as 
reported in Tahlc 3~ exactly the same mtml~cr of iterations was 
required for thc corrcsponJing " reverse" prohlems, showing 
lhe metlwd to he eqnally stahle in both directions . 

The hallistic algorithm failed howcver to converge for 
Example I . As shown in Tahle \ it diJ converge for thc 
corresponding revcrse prohlem in 2X iterations, 15 of which 
were necessary to match lhe houndary compositwns to hctll.:r 
than I0-3 mole fraction. Figure 5 slw.ws that the convngeJice 
pattern _ of lhe composition gradients was oscillatory~ gradient 
avcragmg . hetween iterations, i .e . applying only half the 
correction indicateJ hy Eq. (27), 

[yj((i) =-y;(O) 1+ · ' · '
0 ]

,,...., 1 ( v,) - v() ) 

2 Y;( 1)- Y; 
(30) 
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was tried as a possihle way of accelerating convergence, but 
failed to reduce lhe numher of iterations, whether introduced 
right from the start, or after a few preliminary iterations had 
heen perfonned. Since it was dear that in this case the 
"hootstrap" proccdure perfonns much better, no further 
attempts were made to improve the algorithm at this 
exploratory stage. 

O. O<J 

0 .07 

0 .05 

0 .03 

O. O I 

o 

'' ., 

ii 

~ ,, 

•• 

-0.10 

-0 . 15 . ~ . .. 
' ' '. . ··········-··· .... -0 .20 

-CJ.25 

• 
-·--·· -0 .3 0 

5 !O 15 20 

Iteration 

Figure 5. Convergencc of composition gradients in the 
hallistic solution of Example I. 

COMMENTS ANU CONCLUS!ONS 

The series mcthod for solving ordinary differential 
equations has heen applied to lhe film model of 
multicomponent di!Tusion. The method is fully equivalent to 
the analytical solution developed by Krishna and Standart 
(I 976 ), but explicitly avoids the use of matrix computations. 
ln addition to lhe "bootstrap" teclmique based on iteration 
of the net lluxes, a " ballistic" algorithm has been proposed 
that involvcs iteration on lhe composition gradients, and 
which serves as a useful altcmative when the lorrncr procedure 
is unstahle or slowly convergent. The main emphasis has been 
placed on demonstrating the feas ibility ond usefulness of the 
method , rather than on refining the numerical teclmiques, 
which are left opcn to furthcr improvement. 

The series method of solution should not he confitseJ with 
Picard's method of SIH.:cessive suhstitution, a procedure for 
solving dillerential equations with constant or voriahle 
coefficients that gives solutions in tenns of an infmite series of 
iterated integrnls. For systems of differential equations, this 
generates the itcrated matrix integral known as the 
"matrizont" (Amundson, I <J6ó~ Taylor nnd Krishna, 1993). 
Matrizant solutions of multicomponent diffusion problems 
have hecn presented by Burghardt (I <J84) for lhe film modcl , 
and hy Olivcra-Fuentes and Pasquei-Guerra (1987) for the 
penctration model. While theoretically significant, these 
solutions are of littlc practical use hecause of their acute 
computational dillículties. By contras! , the prescnt work 
shows that lhe series solution is not only pmeticahle, but 
computationally simple , and should he equally applicable to 
other muiticompon..:nt mass transfer problcms. As a further 
examplc of ú11.: potenti<Jl of this technique, the series solution 
has also bcen ohtained for the pcnetmtion model <t>f unsteady
state <me-dimensional diiTusion of a multicomponent mixture 
in a semi-infinite region. A computational method for this 
solution is currently heing developed, anJ will be the subject 
of a litture commtmication. 
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APPENDIX: EQIJIVALENCE WITH THE ANAIX!'ICAL 
SOLUT!ON 

Let (n-1)x 1 column matrices of mole fractions and serics 
coeflicients he delinetl as 

(y) = (YJ Y2 

(/J)m = (fJJm fJ2m 

Yn-1 { 

T fJ11 - l .m) 

(AI) 

(A2) 

Tiu: missing (n-rh) elements are not inderrend<.:nt, antl can 
be obtained by di!Terence, cf Eq . ( 17) For m = O, Eq. ( 15) can 
be writtcn in matrix knns as 

<fJ) 1 = [ l/> ]<fJ lo + (i/> J (A3) 

whcre [ lP], U1c square matrix used in Eq. (7), has clemcnts 
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V; 
11 

VJ: . 
cP;; =--+L,-- 1 = 1 .... n-1 

D;" t=IDit 
(A4a) 

b•i 

l/>;1: = -(-1
---

1-)v; , i.k = /, ... ,n-1 (i ;>t k) (A4b) 
D;t 0 ;11 

and (i/>} is U1e cohunn matrix of dements 

vi . 
</>;=--- l=l, .. . ,n-1 

D;, 
(A5) 

For m ~ I, th<.: simplcr recursion llmnula is 

I 
(/J)m+l =--

1
[cP](fJ)m 

111+ 
(~6) 

lt follows that ali the (fJJm can be expres~ed in tcnns of ({3) 0 
as 

(fJ) I = l l/J 1{ (fJ lo+ I cf> r] (i/>)}' 

<fJJ2 = ~~ cPI
2 {(fJ)o +( cJ>r' (i/> )}. 

({J); =_I_( cPJ; {(fJ)o +[ q,rl (i/>)} 
· 3x 2 

(A7) 

or, i.n general, 

<fJJ/11 = _!_[ci>J"'{<fJ lo+ [cPr1<4>>} 
111 1 

(A8) 

From Eq. (I 0), lhe composition protile is given in matrix 
notation by 

(y)= L,<fJ)/1111 111 

m=O 

~ I 
=<fJlo+ L -[ci>j"',l"'{<fJ>o+[lPr1 <4>>} (AlJ) 

m=l 
1111 

Given Eq. (I I) and the definition of the matrix exponential 
function, 

~ 1 
cxp[ tP I=(!)+ L -[ cP ]'" 

m=l 
1111 

(AIO) 

the ahove result can be writkn also as 

(yJ=[cxp[cP]IJj(y(U))+[cxp[<P]IJ-(I)j[cPr'<<l>) (Ali) 

lhis is in css<.:nce lh<.: analytical matrix solution of lhe 
multicomponcnt film modcl , which in tum reduces to the 
scalar solution given e.g. hy Birtl et ai. (1960) for the binary 
case. For thc additional algcbraic manipulations that will lead 
to Eq. (7), thc rcadcr is rderrcd to the tcxthook by Taylor antl 
Krislma ( 199 :> ). 
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RESUMO 

Neste trabalho é resolvido numen·camente o problema de absorção isotérmica, no sistema águalar!C02, 
para uma corrente de água saturada com gás carbônico formando um }ilme líquido no sentido descendente 
da coluna, em contracorrente com o fluxo de ar saturado com água. A simulação numérica é feita 
utilizando-se o método de Volumes Finitos. Os resultados obtidos na simulação são comparados com os 
resultados apresentados na literatura e com dados obtidos experimentalmente em uma coluna de absorção. 

INTRODUÇÃO 

Na indústria química, um importante número de operações 
com transferência de massa envolve a transferência de um 
componente de uma região de maior concentração para outra de 
menor concentração, resultando no enriquecimento, ou seja, 
aumento de concentração, dos componentes desejados ou no 
empobrecimento de outros componentes indesejados como, por 
exemplo, contaminantes e Poluentes. 

A maioria dos processos químicos requer a purificação 
prévia das matérias primas, purificação dos produtos e, 
eventualmente, contém correntes de reciclo constituídas de 
reagente não-convertido. Todos os processos químicos citados 
envolvem operações com transferência de massa, dando origem 
a uma série de equipamentos de separação. 

O processo de separação de certos componentes, contidos 
numa mistura homogênea, utiliza as diferenças de propriedades 
dos constituintes da mistura para fazer a separação. Estes 
processos são fundamentados na diferença de composição das 
fases em equilíbrio ou na diferença da taxa de transferência de 
massa dos constituintes da mistura. 

Um processo de separação (King, 1980) muito comumente 
utilizado na indústria química é a destilação. A separação dos 
componentes está baseada na diferença de volatilidades. Neste 
processo, o fornecimento de calor a uma mistura líquida dá 
lugar ao aparecimento de uma fase gasosa que conterá, em 
maior quantidade, a substância mais volátil que se pretende 
separar. Por conseguinte, os componentes mais pesados, ou 
menos voláteis, tenderão a permanecer na fase líquida. Na 
prática, várias operações consecutivas deste tipo são realizadas, 
de modo a termos uma separação, a mais completa possível, 
limitada apenas por considerações económicas e por 
características próprias da mistura (Bennett, 1978). Para o 
estudo ou projeto de otimização de uma unidade de destilação, 
são necessários principalmente conhecimentos sobre os 
fenômenos de transporte em geral ( transporte de massa, 
quantidade de movimento e eneJ;gia ). 

O transporte de massa por absorção de gás envolve a 
transferência de um componente solúvel de uma fase gasosa 
para um absorvente líquido. A transferência de massa em uma 
coluna de absorção se dá entre um fluxo de um componente 
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gasoso escoando em contracorrente a um fluxo de um 
componente líquido (Welty, 1984). Há uma troca entre os 
componentes envolvidos, onde o líquido absorve uma fração do 
componente gasoso e o componente gasoso arrasta uma fração 
do componente líquido. A determinação do coeficiente de 
transferência de massa entre as duas fases é de grande 
importância no dimensionamento de colunas de absorção. As 
colunas de absorção podem ter várias aplicações como, por 
exemplo, a purificação do gás de saída de uma chaminé. 

Outros processos de separação, assim como, a evaporação, 
a cristalização e a secagem envolvem a transferência 
simultânea de calor e de massa. Na evaporação, uma solução 
líquida é concentrada pela vaporização de uma parte do 
solvente. As exigências térmicas são grandes em virtude do 
calor latente de vaporização do solvente ter que ser fornecido 
ao sistema. A cristalização é usada industrialmente na 
fabricação de muitos sais inorgânicos, assim como, para 
separar misturas de sais pela cristalização fracionada. A 
secagem separa um líquido de um sólido pela vaporização do 
líquido. 

Extensivos dados têm sido obtidos para a transferência de 
massa entre um fluido em movimento em certas geometrias 
como, por exemplo, placas planas, esferas, e cilindros (Treybal, 
1973). Estes dados têm sido obtidos inclusive na sublimação 
de sólidos, vaporização de líquidos no ar e dissolução de 
sólidos em água. Para alguns problemas em geometrias 
simples, é possível a obtenção de solução analítica. 

A solução de problemas com transferência de massa 
envolve a solução da equação de conservação da espécie 
química. Se, associado ao fenômeno de transferência de massa, 
ocorrer escoamento de fluidos, a equação de conservação da 
quantidade de movimento deverá ser resolvida conjuntamente 
com a equação de conservação da espécie química. 

Devido ao forte acoplamento existente entre as equações de 
conservação e a presença de termos não lineares, é requerida a 
utilização de métodos numéricos. 

A maioria dos métodos numéricos pode ser derivada do 
método de resíduos ponderados. A diferença dos vários 
métodos numéricos está na escolha da função peso. O método 
das Diferenças Finitas é obtido fazendo-se a função peso igual 
a delta, centrada no ponto P. O método aproxima os termos da 



equação diferencial contendo derivadas por suas expressões em 
Diferenças Finitas; realiza um procedimento puramente 
matemático sem levar em conta as caracteristicas físicas do 
fenômeno que se deseja modelar. Por exemplo, para o 
problema em que a convecção é dominante, a aproximação dos 
termos convectivos por diferenças centrais causa oscilações 
espaciais na solução. O método de Elementos Finitos de 
Galerkin utiliza a função peso igual as funções tentativas do 
problema. O método de Volumes Finitos (Maliska, 1981, 
Patankar, 1980, Roache, 1976) resulta da função peso unitária, 
e será preferido ao longo deste trabalho porque esta escolha da 
função peso leva à obtenção de equações discretas que nada 
mais são do que balanços de conservação sobre os volumes 
elementares. Existe, portanto, uma razão física para a escolha 
do método dos Volumes Finitos pois, independentemente do 
tamanho do volume elementar, os princípios de conservação 
são absolutamente respeitados, o que toma o método atrativo. 

O Método de Volumes Finitos é utilizado juntamente com 
o esquema WUDS proposto por Raithby (1976) que serve para 
avaliação dos fluxos convectivos e difusivos nas faces do 
volume de controle, bem como, o arranjo de variáveis co
localizadas (Marchi et al., 1989, Peric et al., 1988, Schneider et 
al., 1987 e Ulson de Souza, 1992) na malha computacional. 
Valle (1995) utilizou o Método de Volumes Finitos para a 
obtenção da solução de problemas de escoamentos de fluidos 
com transferência de massa. 

FORMUlAÇÃO DO PROBLEMA 

Neste trabalho é resolvido o problema de absorção 
isotérmica, no sistema água/ar/C(h, para uma corrente de água 
saturada com gás carbónico formando um filme líquido no 
sentido descendente da coluna, em contracorrente com o fluxo 
de ar saturado com água. 

Os resultados obtidos através da simulação numérica são 
comparados com os resultados obtidos experimentalmente 
(Ulson de Souza e Crippa, 1995) em uma coluna de absorção. 

A realização do experimento é feita escoando-se água por 
gravidade, pela parede interna do tubo, em forma de filme, e o 
ar em contra-corrente pelo núcleo da coluna. É feita a coleta de 
amostras em 4 pontos da coluna nas distânicas do topo da 
coluna de 0.15, 0.25 , 0.75 e 1.35 m. Estas amostras serviram 
para quantificar a concentração do componente trocado entre as 
fases ( C02 ), através do método do Cloreto de Bário. 

Durante o decorrer da aplicação do método do Cloreto de 
Bário, ocorrem as seguintes reações : 

H20 + C02 ~ H2C03 
H2C03 + NaOH ~ NaHC03 + H20 
HC03-+OH - ~ H20 + C03 -
C03 .. +BaCh ~ BaC03 .J, 

A amostra é titulada com HCI e com o volume de HCI 
gasto na titulação é calculada a fração molar de co2 nas fases 
líquida e gasosa. 

É avaliada a influência da vazão de ar, para uma vazão de 
água constante, sobre o fenômeno de transferência de massa. 

Na Figura I é apresentado um esquema simplificado do 
equipamento utilizado para a realização dos experimentos. A 
coluna de absorção encontra-se na vertical e possui o diâmetro 
de 6,5 cm, com o comprimento total de 1,5 m. 

O objetivo deste trabalho é o estudo da transferência de 
massa em uma coluna de absorção. 

1258 

Na Figura 2 é apresentado, de forma esquemática, o 
domínio do problema, assim como, as condiçoes de contorno 
utilizadas na solução numérica do problema da coluna de 
ahsorção. 

li • Saúia da 

Entrada --J..A.. 

da água 

ar 

... , ~ D=6.5cm 

uu 
Entrada ~~ 
dear ----

Saúiada 
água 

altura 
L5m 

Figura I -Esquema simplificado da coluna de absorção 

O problema é simétrico, sendo resolvida apenas a metade 
do domínio físico. 

A componente do vetor velocidade na direção z é 
denominada u e na direção r é denominada v. A fração molar 
do componente é denominada W A· 

As condições de contorno impostas são de simetria 
(derivada nula) na fronteira sul (centro da coluna), condição de 
saída (derivada nula) na fronteira leste da coluna. 

Na fronteira oeste, é prescrita a velocidade de entrada do 
ar, u=velocidade do ar e v=O.O, sendo também prescrita a 
fração molar de co2 medida experimentalmente (Ulson de 
Souza et al. , 1995 ). É prescrita, na fronteira norte, a velocidade 
do filme d' água, u = velocidade da água descendo pela parede 
da coluna de absorção e v=O.O, sendo prescrito um perfil linear 
para a fração molar de C(h em toda esta fronteira. Este perfil é 
obtido a pllflir de dados experimentais. 

F~ de .Água Condição de E N+S ~Saída 

WA =Perfil rxp<~nfMntal 
u = l'ekx::idatk da água 
v :ao 

w 

I Con®;4o de 
I Simetria 
I 
I _jz 

~ = fraçiio molar do ar na enírada r 
u = velocidade do ar 
v == 0.0 

Figura 2 - Especificação das condições de contorno, situação 
fisica e sistema de coordenadas 

EQUAÇÕESGOVERNANTESDOPROBLEMA 

As equações governantes do problema, escritas no sistema de 
coordenadas cartesianas, considerando-se o fluido newtoniano, 



escoamento laminar, incompressível e bidimensional, são expressas 
como segue: 

•Equação de Conservação da Massa: 

àn à à 
~-(pu)+ -( pv)= O (I) 
àt àx ày 

•Equação de Conservação de Quantidade de Movimento na direção 
x: 

à a a ar (pu) + ax ( puu) + 8y '( pvu) = 
àP à àu à àu 

= - ax + p gx + ax ().i ax) + cy ().i cy) (2) 

•Equação de Conservação de Quantidade de Movimento na direção 
y: 

•Equação de Conservação da Espécie Química A : 

à a a at ( pw A) + ax ( puw A ) + ay ( pvw A) = 

a aw A a àw A "' 
= ax(PDABax) + cy(PDABay)+rA (4) 

As equações de conservação da massa, quantidade de 
movimento e espécie química são escritas, para uma variável 
genérica $, como 

onde as variáveis$,~, s~ e r possuem expressões específicas em 
cada uma das equações de conservação. 

A Eq. (5) transformada para o sistema de coordenadas 
generalizadas ~, T] pode ser escrita na forma da Eq. (6). Detalhes 
deste procedimento podem ser encontrados em Maliska ( 1981). 

A Eq. (6) é integrada no volwne de controle de dimensões L'lÇ, e 
~T] e no intervalo de tempo ~t, visando obter a equação 
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discretizada do Método de Volwnes Finitos. O esq1Je11lll WUDS, 
proposto por Raithby (1976), é utilizado para a avaliação dos fluxos 
convectivos e difusivos nas faces do volwne de controle, resultando: 

onde 

(8) 

a(> =(.!_+a )m +D P ... - D41 + D41 (9) 
w 2 w w I t.Ç 4t.Ç n 4t.Ç s 

(> (1 -) · Pn ~2 ~2 a =---a m +D3-+ - (11) 
n 2 n n 11 411 411 '1 '1 e '1 w 

a(>= D21 + D21 
ne 411 411 '1 e '1 n 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

b(>- ~V L[P"] ~V qs"] m}>~Pf, p-- p +- p +--J J ru (17) 

e, 

D1 =(r"Ja)~.,., (18) 

D2 =(r"JP)~.,., (19) 

D3 =(riJr)~.; (20) 

D4 = (r" Jft)~.; (21) 



Para a solução do sistema de equações lineares, é 
utilizado o método MSI ("Modified Strongly hnplicit") modificado, 
proposto por Schneider e Zedan (1981 ). Já o tratamento do 
acoplamento pressão-velocidade é realizado empregando-se o 
método SIMPLEC proposto por Van Doormaal e Raithby (1984), 
estendido ao arranjo de variáveis co-localizadas. Para a avaliação 
dos fluxos de massa, que tomam parte da equação da conservação 
da massa, foi utilizada a metodologia proposta por Marchi, Maliska 
e Bortoli ( 1989). 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Os perfis do vetor velocidade, obtidos na base e no 
topo da coluna de absorção, utilizando-se a metodologia 
numérica, com malha 20x I O uniformemente espaçada, para a 
vazão de água constante e igual a 56.81 • xi0-6 m3/s, 
considerando-se a vazão de ar de 66.66 xl0-5 m3/s, são 
apresentados esquematicamente na Figura 3. Nesta figura 
observa-se que no topo da coluna, na parede da coluna (lado 
esquerdo da Figura 3), tem-se urna velocidade com sentido 
contrário ao escoamento de ar e, no centro do tubo, tem-se a 
velocidade máxima (lado direito da Figura 3). 

•. t-r-.-rrn/,-.. 1. 

.-T-. t ,t,'f·.tAvt·.t.+ 

Figura 3- Perfil de velocidade na base e no topo da colnna de 
absorção. 

O perfil da componente do vetor velocidade, u, obtido 
em z= 1.0 m, utilizando-se a metodologia numérica, com malha 
20x 1 O uniformemente espaçada, para a vazão de água 
constante, é apresentado na Figura 4. 

A fração molar obtida a partir da solução numérica 
para a fase gasosa, na base (posição 3), no meio (posição 2) e 
no topo (posição 1) da coluna é apresentada na Figura 5. Na 
base da coluna o ar entra com fração molar de C02 constante e 
igual a 0 .06 x 10"" . Este valor da fração molar foi medido 
experimentalmente (illson de Souza e Crippa, 1995). 

Pode-se observar que para um mesmo raio, a fração 
molar é maior quanto mais perto do topo da coluna, conforme 
ilustra a Figura 5. 
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Os valores apresentados são para o caso onde a vazão 
de ar que entra na coluna é de 66.66 xl0-5 m3/s, e a condição de 
contorno para a fronteira norte foi aproximada por um perfil 
linear dado pela Eq. (22). 

WA = -9xl0-5 *z+0.0003 (22) 

1,00 
~ 

0,80 (J') ..._ 
E 

0,60 
::J 

0,40 Q) 
-o 
co 

0,20 u 
'ü 
·o 

0,00 w 
> 

0,04 0,02 o,tHlo.2o 

Raio da Coluna ( m ) 

Figura 4 - Perfil de velocidade da componente u, em z = 1.0 m 

onde z é a altura da coluna dada em metros e W A é a fração 
molar de C~ na fronteira norte. A aproximação linear feita 
tem um coeficiente de correlação linear igual a l . 

(".1 3,00E-04 o -- Posrção 3 u 2,50E-04 i 
Q) --tr- Posição 2 
u 2,00E-04 -o- Posição 1 
'--co 

l,SOE-04 o 
2 

l,OOE-04 o 
~ 
g" 5,00E-05 
1.-

O,OOE+OO l.L. 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 

Raio da Coluna (m) 

Figura 5 - Fração Molar em função do raio, obtida para 
vazão de ar igual a 66.66 xl0-5 m3/s. 

Os resultados experimentais são medidos nos pontos 
0.15 , 0.25 , 0.75 e 1,35 ma partir do topo da coluna, sendo 
medidos no filme e em um ponto no interior da cohma. Os 
pontos obtidos numericamente são comparados com os valores 
experimentais obtidos no interior da coluna, conforme Tabela 
I . Os valores numéricos são obtidos tomando-se urna média na 
seção reta, na altura em que foi obtido o ponto experimental. 

A fração molar obtida, para o caso em que a vazão de 
ar entrando na coluna é de 83.33 xl0-5 m3/s, a partir da solução 
numérica para a fase gasosa, é apresentada na Figura 6. 



Tabela I -Comparação entre os valores experimentais e os 
valores obtidos numericamente, para 
Q = 66.66xl0-5 m3/s 

Ponto W A experimental WA nwnérico Erro Relativo 

I 
2 
3 
4 

- - iii;io~T -- ----o~78s7~-i õ·4 

1.35xl0·4 0.1017xl0.3 

9.90x10·5 0.7857xl0-4 
6.30xl0-5 0.373Ixl0·4 

54 
24 
20 
40 

Pode-se observar, como era de se esperar, que para um 
mesmo raio, a fração molar é maior quanto mais perto do topo 
da coluna, conforme ilustrado na Figura 6. 

O perfil de W A ajustado a partir dos dados experimentais, 
para a fronteira norte, é dado por: 

-5 W.4 = -6xl0 *z+0.0002 (23) 

onde z é a altura da coluna dada em metros e W A é a fração 
molar de C02 na fronteira norte. A aproximação linear feita 
tem \lffi coeficiente de correlação linear igual a 0,9837. 

N 2,00E-04 o 
u --Posição 3 
<l> 1,50E-04 --l::r- Posição 2 -o 
L -o- Posição I 
('iJ 

o l,OOE-04 
:z 
o 5,00E-05 •('O 
o-
('O 
L 

O,OOE+OO LL 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 

Ra1o da Coluna (m) 

Figura 6- Fração Molar em função do raio, obtida para vazão 
de ar igual a 83.33 xl0·5 m3/s. 

Para o caso onde a vazão é 83.33 xl0·5 m3/s, os pontos no 
interior da coluna são comparados com os valores obtidos 
numericamente conforme Tabela 2. Os valores numéricos são 
obtidos tomando-se uma média na seção reta, na alttrra em que 
foi obtido o ponto experimental. 

Tabela 2- Comparação entre os valores experimentais e os 
valores obtidos numericamente, para 

Ponto 

I 
2 
3 
4 

Q= 83.33xl0-5 m3/s. 

WA e.xpenmental WA numérico 

- T89~io:'r -- -'(5:53 54-~lõ:4 - • · 

L 62x 1 o·4 O. 6880x 10·4 

1.35x10·4 0.5354xl0.4 

8.10xl0-5 0.2547xl0.4 

Erro Relativo 
(')-'o)_ __ 

71 
57 
59 
68 

--------------------

Para a vazão de 10 xl0·4 m3/s, a fração molar, obtida a 

1261 

partir da solução numérica para a fase gasosa, é apresentada na 
Figura 7. Na base da coluna o ar entra com fração molar de 
C02 COnstante e igual a 0.06 X 10'4 

Pode-se observar que o comportamento dos resultados 
apresentam a mesma tendência dos casos anteriores, conforme 
ilustra a Figura 7. 

Para a fronteira norte, no caso da vazão de ar igual a 
lO X 10'5 m3/s, o perfil de WA é idêntico à Eq. (23), sendo que 
a aproximação linear feita tem um coeficiente de correlação 
linear igual a 0,9649. 

Os resultados numéricos obtidos são comparados com os 
resultados experimentais conforme a Tabela 3. 

N 2,00E-04 o 
u 
<l> 1,50E-04 -o 
L 
('O 

o l,OOE-04 
.2: 
o 5,00E-05 '(O 
o-
('O 
L 

LL O,OOE+OO 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 

Raio da Coluna (m) 

Figura 7- Fração Molar em função do raio, obtida para vazão 
de ar igual a lO xl0·4 m3/s. 

Tabela 3 -Comparação entre os valores experimentais e os 
valores obtidos numericamente., para 
Q= 10 xl0·4 m3/s. 

Ponto W A experunental WA nwnérioo Erro Relativo 
(%) 

.... ···· ··i ·--·····-·· .. ''i25~1ir4 '---- --6~5354~iõ:4 ·--- --·--- --76'" ' ------
2 2.07xl0·4 0.6880xl0·4 66 
3 1.44x10·4 0.5354x10·4 62 
4 1.08xl0·4 0.2547xl0-4 76 

CONCLUSÃO 

O problema da transferência de massa em uma coluna de 
absorção isotérmica, é resolvido utilizando-se o Método de 
Volumes Finitos, com o arranjo de variáveis cc-localizadas. 

O perfil de velocidade obtido utilizando-se malha 20xl0 
mostra claramente a influência da corrente líquida sobre as 
camadas adjacentes de ar, invertendo o sentido do escoamento 
de ar. 

A pesquisa experimental, segundo o autor, está em uma 
fase inicial e todos os dados foram lidos somente urna vez. 
Este fator é urna possível causa dos erros obtidos na 
comparação com a solução numérica. 

O perfil de fração molar na fronteira norte, utilizado para a 
obtenção da condição de contorno, é coincidente para os casos 
de vazão de ar entrando na coluna igual a 83.33xl0-5 e 10 x10·4 

m3/s, sendo diferente apenas o coeficiente de correlação linear. 
O caso, em que a vazão de ar de entrada ná coluna foi de 
10x10·4 m3/s, apresentou um erro relativo maior que os outros, 
devido ao ajuste da curva do perfil de fração molar na fronteira 
norte ser menos exato. 



Pode-se observar também, através das Figuras 5,6 e 7, que 
quanto maior a vazão de entrada de ar na coluna, maior é a 
transferência de C02, ou seja, para urna mesma posição na 
coluna, quando se aumenta a vazão de entrada de ar, aumenta o 
valor da fração molar. 

Outro fator importante para minimização destes erros é a 
medida de mais pontos experimentais ao longo da coluna, de 
maneira que se possa ter um melhor ajuste das frações molares 
na fronteira norte. 

NOMENCLATIJRA 

a; - coeficientes da equação discretizada onde i = P, E, W, S, 
N, etc. 

b~ - termo fonte da equação discretizada 
D - diâmetro da coluna de absorção, [ L 1 
DAB - difusividade do componente A no componente B, [ L/t2 1 
g x - componente da força do campo por unidade de massa, 

na direção X, ( LJe 1 
g y - componente da força do campo por unidade de massa, 

na direção y, [ L/t2 1 
J - jacobiano da transformação 
L[ 1 - aproximação numérica da expressão no interior dos 

colchetes 
m - vazão mássica do fluido, [ M/t 1 
P - pressão nas equações de Navier Stokes, [ MI (Lt2

) 1 
~ - representa o gradiente de pressão na Eq. (6) 
TA... - taxa de reação química do componente A, por unidade de 

volume 
S~ - termo fonte das equações de conservação 

- tempo, [ t 1 
u - componente da velocidade, na direção x, no sistema 

cartesiano, [ L/t 1 
v - componente da velocidade, na direção y, no sistema 

cartesiano, [ L/t 1 
W A - fração molar de CÜ2 
x - coordenada do sistema cartesiano, [ L 1 
y - coordenada do sistema cartesiano, [ L 1 

LETRAS GREGAS 

a - componente do tensor métrico da transformação 
13 - componente do tensor métrico da transformação 
r - difusividade relativa á variável $ multiplicada pela 

massa específica do fluido, [MI (Lt)] 
11 coordenada do sistema generalizado, no plano 

transformado, [ L ] 
~ - viscosidade dinâmica do fluido, [MI (Lt)] 
Ç - coordenada do sistema generalizado, no plano 

transformado, [ L ] 
p massa específica do fluido, [MI (Lt) J 
$ - campo escalar geral 

ÍNDICES INFEPJORES 

e, n, s, w - valores relativos às faces leste, norte, sul e 
oeste, respectivamente do volume de 
controle centrado em P 

se, sw, ne, nw - valores relativos às faces sudeste, sudoeste, 
nordeste e noroeste respectivamente do 
volume de controle centrado em P 
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ABSTRACT 

ln this work, the problem of the isothermic absorption is 
nurnerically solved, on the water I air I CÜ1 system, with a 
current of saturated water with carbon dioxide forming a liquid 
film, in countercurrent with the flow of saturated air with 
water. The nurnerical simulation is made utilizing the method 
of Finite Volume. The results obtained with the simulation are 
compared with the results presented on literature, obtained 
experimentally in an absorption colurnn. 
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A V ALIAÇÃO EXPERIMENTAL DO COEFICIENTE DE TRANSFER.~NCIA 
DE MASSA EM ESCOAMENTOS BIFÁSICOS COM GÁS OZÔNIO E ÁGUA 

EM REATORES TUBULARES 

A. Filipe Montalvão, D.Sc. e Carlos Russo, Ph.D.,. 
White Martins G.L SA, Centro Tecnólogico Rio, - RJ- Brasil 
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O objetivo deste trabalho foi medir a transferência de massa entre a fase gás e a fase líquida num 
escoamento bifásico ao longo de um reatar tubular de seção circular. As experiências foram realizadas com 
misturas de gás ozônio, oxigénio e ar em água. Injetando-se o gás na água no início de reatar tubular, 
mediu-se a concentração de gás dissolvido no ponto da injeção e ós um determinado comprimento do reatar, 
determinando-se a quantidade de gás transferida para a água e o coeficiente de transferência de massa para 
diversas condições. Detemlina-se então um modelo empírico para calculo do coeficiente global de 
transferência de massa, em função de parâmetros do escoamento bifásico. 

INTRODUÇÃO 

A utilização de escoamento bifásico entre gás e 
liquido é largamente difundido na indústria assim como em 
sistemas de tratamento de efluentes. Nas estações de 
tratamento de efluentes pode-se projetar reatores tubulares ou 
colunas de líquido borbulhando ar ou oxigênio. A introdução 
de ozônio tem um grande potencial no reaproveitamento de 
água de rejeito assim como no tratamento de clarificação e 
desinfecção de água de abastecimento, devido ao ozônio ter 
maior poder de oxidação. Com o intuito de obter-se um 
modelo que determine o coeficiente global de transferência de 
massa da fase gás para a fase líquida, variaram-se diversas 
condições de escoamento, num total de 168 experiências 
selecionadas. Procurou-se utilizar vazões de água, vazões de 
gás e pressão de escoamento idênticas às utilizadas em 
desinfecção ou tratamento de efluentes em centros hospitalares 
ou indústrias de pequeno porte. Defme-se inicialmente alguns 
parâmetros de escoamento bifásico, defme-se o modelo para 
determinar a área interfacial de transferência de massa em 
função do sistema de injeção de gás utilizado, define-se o 
modelo de cálculo do coeficiente de transferência de massa o 
por último apresenta-se os resultados experimentais e o 
modelo empírico de transferencia de massa. Uma análise de 
incerteza das medidas experimentais e dos parâmetros 
avaliados foi realizada para um grau de confiabilidade de 95,4 
% dos casos, Holman (1966) . 

GRANDEZAS EM ESCOAMENTOS BIF ÁSICOS 

Algumas grandezas necessitam ser definidas para 
escoamentos na presença de fase líquida e fase gás. Num 
escoamento bifásico, de gás e líquido, define-se vazão mássica 
total (m) como a soma das vazões mássicas de cada uma das 
fases, fase gás (Illg) e líquida (mL), 

m=mg+mL (1) 
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a razão entre a vazão mássica de gás e a total é definida como 
fração mássica de gás , 

x=mgfm (2) 

define-se razão volumétrica entre as fases(~) , relacionando-se 
a fração mássica (x) com o volume específico da fase gás (vg) 
e com volume específico da fase líquida (vL), obtendo-se: 

(3) 

Armand (1946), determinou experimentalmente a fração 
de vazios (a) num escoamento bifásico disperso de ar em 
água em um tubo horizontal em função da razão volumétrica 
(~). Para valores de ~ <0,90 e valores de vazão 
mássica de líquido entre 1000 e 4200 kg/h , Amand obteve 
com uma incerteza de 5 %, a seguinte relação, 

IX = 0,83 ~ (4) 

define-se como razão de escorregamento entre as fases a 
relação: 

S=[x/(1-x)].[(l-a )/a].(vg/vL) (5) 

as áreas das seções transversais do escoamento de cada fase, 
gás (Ag) e líquida (AL), podem ser determinadas a partir da 
fração de vazios e da área da seção total do escoamento (At) 
pelas relações : 

Ag=cx . At (6) 

AL =(1-a).At (7) 

a velocidade do líquido (uL) e a velocidade do gás (ug) no 
reator podem ser determinadas a partir da vazão volumétrica, 
gás (Qg) e líquido (QL) eas áreas das seções transversais 
correspondentes, obtendo-se , 

(8) 



UL = QL I AL (8) 

Ug = Qg I Ag (9) 

define-se velocidade homogénea da mistura (uH) como função 
da vazão mássica total (m), a área da seção transversal do 
escoamento (At) , fração mássica (x), volume específico do 
líquido (vL) e volume específico do gás (vg), obtendo-se 

UH = [x Vg + (1-x) VL ].miAt (10) 

Os escoamentos bifásicos apresentam características 
bastantes distintas em função da proporção entre as fases e 
em ílinção das características de cada uma delas. Estas 
características são enquadradas em determin,ados grupos, tais 
como Borbulhante, Intermitente, Estratificado, Ondulado e 
Anular. Uma metodologia criada por Taitel e Duckler (1976), 
relaciona estes diferentes tipos de escoamento com as 
variáveis envolvidas. Para isso define-se então o parâmetro de 
"Lockhart-Martinelli" (X), conforme Chisholm (1983),. 

X =(J-x)lx. (vLivg)0,5 (11) 

e o parâmetro Ttd para escoamentos em tubos circulares na 
posição horizontal, conforme Taitel e Duckler ( 1976) 

Ttd = { dpfl. VL.Vg I [ g.(vg- vL).] } 0,5 (12) 

onde g é a aceleração da gravidade e dpíl é a perda de carga 
no escoamento por unidade de comprimento considerando-se 
só o liquido escoando. Escoamento do tipo disperso 
(borbulhante) acontece para valores de X superiores a 2, e 
valores de Ttd superiores a I . 

MODELO DE TRANSFERENClA 

Neste trabalho experimental avalia-se a transferência de 
massa ao longo de um reator tubular de seção circular. A 
Figura 1 mostra um desenho esquemático do sistema avaliado 
experimentalmente. 

O modelo para determinação do coeficiente global de 
transferência de massa foi desenvolvido considerando-se as 
seguintes simplificações : 1) escoamento unidimensional 
onde a concentração de gás dissolvido na água (cg) só varia 

na direção do escoamento, 2) regime de escoamento é 
permanente, ou seja a concentração de gás na entrada do tubo 
e na saída não variam no tempo, 3) não existem reações que 
provoquem o consumo de gás dissolvido, 4) velocidade das 
fases ao longo do\ tubo é constante, 5) o termo difusivo é 
muito menor que' o convectivo, devido às condições de 
escoamento de alta velocidade, numero de Reynolds elevado, 
6) massa específica e o coeficiente de difusão do gás no 
líquido constantes. Considerando-se estas simplificações a 
equação da continuidade aplicada ao gás dissolvido no líquido, 
pode ser representada em coordenadas cilíndricas pela relação 

UL õcglõy = q (13) 

onde q é fluxo de massa entre as bolhas de gás e a água, e 
õcglõy a variação da concentração do gás dissolvido na direção 

do escoamento. 
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Figura I -Desenho esquemático do aparato experimental 

O fluxo de massa por convecção entre o gás e o líquido 
pode ser escrito em função da solubilidade do gás no líquido 
(cg*) , 

q = - Kla ( cg * - cg ) (14) 

onde Kla , é o coeficiente global de transferência de massa. A 
partir da relação 13 e 14, obtém-se a seguinte solução : 

Kla =- uL I y ln [ (cg*- cg) I (cg*- co)) (15) 

onde co é a concentração do gás dissolvido na entrada do 
reator (y=O) e y a distância ao longo do reator. 

O número de Schmidt é definido por, 

Se = llg . v g I Do (16) 

onde, llg é a viscosidade absoluta do gás e Do a difusividade 

do gás no líquido. 

PROCEDThAENTOEXPE~NTAL 

Nos ensaios realizados, utilizaram-se vazões de gás e 
líquido compatíveis com condições de escoamento em escala 
real, normalmente para vazões utilizadas em desinfecção ou 
tratamento de efluentes em centros hospitalares ou industriais 
de pequetto porte. O reator tubular utilizado tem um diâmetro 
interno de 27,8 mm e 36m de comprimento. Utilizou-se um 
trecho do reator tubular para 'medir o oxigénio e o ozónio 
dissolvido. O trecho avaliado foi construido em acrílico 
transparente, podendo-se observar que o escoamento é do tipo 
disperso (borbulhante), confirmando assim o procedimento 
utilizado pelas equações (li) e ( 12 ). Os ensaios foram 
realizados para as vazões de água de 3,0, 3,5 e 4,0 m3/h, com 
incerteza estimada nesta medida de 2,9 %, vazões de gás 
entre 0,50 e 3,0 kg/h com incerteza estimada na medida de 2,7 
% e pressões de escoamento de 200, 250, 300 e 350 kPa, com 
incerteza estimada nesta medida de 7,0 kPa. Um total de 168 
ensaios foram selecionados. Realizaram-se ensaios com ar, 
oxigénio puro e ozómo A concentração de ozónio variou 
entre 0,5 e 3% em oxigénio, na base mássica. Na geração de 
ozónio utilizou-se um gerador de ozónio fabricado pela PCI 
Ozone Coorporation, NJ-USA, modelo GL-1. O gerador 
opera segundo o princípio de descarga de Corona, utilizando 
alta voltagem (8000 volts) e freqüência média de 1800 Hz. Ele 
pode ser alimentado com ar ou oxigénio. Para obter-se melhor 
eficiência no gerador utilizou-se oxigénio como gás de 



alimentação. O gerador possui uma capacidade máxima de 
produção de 50 glh de ozônio. 

Na medida de oxigênio dissolvido na água estimou-se uma 
incerteza de 0,14 mg/L. Na medida de ozônio dissolvido na 
água estimou-se uma incerteza de 0,07 mg/L. Na medida de 
ozônio na fase gás estimou-se uma incerteza de 0,01 %. Na 
medida de temperatura da mistura estimou-se uma incerteza 
de 0,5 C. Na medida de área interfacial utilizou-se um 
modelo empírico de cálculo baseado na medida de vkão de 
gás e no diâmetro do orificio de injeção de gás. Leibson 
(1956) desenvolveu uma relação com comprovaçãó 
experimental para avaliação de tamanhos de bolhas de gás 
formadas a partir de uma injeção de gás no meio liquido 
através de um orificio com urna incerteza estimada em 1 O %, 
válida para número de Reynolds no oriflcio entre 2000 e 
20000. Na medida de solubilidade do gás na água utilizou-se 
o procedimento definido por Montalvão (1996), estimando-se 
uma incerteza na medida de solubilidade de 2,6% para o caso 
do ar, 2,0 %para o caso do oxigênio puro e de 7,8% para o 
caso do ozônio. 

RESULTADOS 

A figura 2 mostra experimentalmente a influência da área 
interfacial no valor do coeficiente global de transferência de 
massa. No eixo das abcissas tem-se o valor da. área de troca 
de massa gerada por unidade de tempo, A, e no eixo das 
ordenadas tem-se o valor do coeficiente global de transferência 
de massa, Kla. 
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Figura 2 - Comportamento do coeficiente global de 
transferência de massa com a área interfacial 

Pode-se observar na Figura 2 que o espalhamento dos 
resultados é pouco significativo apezar do coeficiente global 
de transferência de massa não depender unicamente da área 
de troca de massa. Para a mesma área de troca de massa 
gerada, por exemplo de 250 m2/h tem-se .uma variação entre 
55 e 90 h- 1 no coeficiente global de transferência de massa, 
ou seja, uma variação de +/- 17,5 h-1 (24 % em relação à 
média). Para valores mais elevados na área de troca de 
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massa, 1250 m2!f, obtém-se urna variação de 160 a 230 , +/-
35,0 h-1 (18% em relação à média). Um erro na medida da 
área de troca de massa de 30 % , significa um erro na medida 
do Kla de 25 %. Pode-se dizer que os erros cometidos na 
avaliação da área são idênticos aos erros obtidos no cálculo do 
Kla. Verifica-se uma tendência de aumento do Kla para os 
resultados dos ensaios com ozônio. Para uma área de troca de 
massa de 1250 m2/h obteve-se um Kla de 200 h-1 para os 
ensaios com oxigênio e ar e para o caso dos ensaios com 
ozônio um valor de 225 h-1

, um aumento de 12,5 % no Kla. 

Observando-se os resultados experimentais e fazendo uma 
análise dimensional verificou-se que o coeficiente global de 
transferência de massa, Kla, é função dos seguintes 
parâmetros : velocidade média do escoamento, velocidade da 
fase gás, velocidade da fase líquida, área da seção de 
escoamento, pressão do escoamento, temperatura, 
propriedades do gás e do líquido, vazão de gás e do líquido e 
área de troca de massa. Na obtenção de uma relação empírica 
agrupou-se as variáveis envolvidas em grupos adimensionais. 
Relacionando-se a área de transferência de massa gerada por 
unidade de tempo, (A), com a velocidade da fase gás, (ug), 
vazão de líquido, (QL), e com o coeficiente global de 
transferência de massa, (Kla) , define-se o número 
adimensional, 

(17) 

Após algumas tentativas de correlacionar os resultados, 
concluiu-se que o número F M é uma função de ( ~ , S , ReyH , 
Se , X). A partir dos resultados experimentais, e utilizando
se o método dos minimos quadrados para ajuste das constantes 
e expoentes , definiu-se equação empírica de ajuste, 

FM = 45000 . ~-S. ReyH 0'17 
. sc·0,4ó . x +0·46 (18) 

Conforme publicado no "Ozone in Water 
Treatment",1991, assumiu-se que o coeficiente de difusão do 
ozônio na água de 1,74.10'9 m2/s e do oxigênio na água (Do) é 
2,5.10-9 m2/s. A viscosidade absoluta do oxigênio (J.Ig ) de 
1,3.10'5 kg/m.s e o volume específico da água (vL) de 0,001 
m3 /kg. Esta relação empírica é válida para valores da razão 
de vazões, (~), entre 0,028 e 0,28, razão de escorregamento, 
(S), próximos à unidade, valores de Reynolds homogêueo, 
(ReyH ), entre 3.10+4 e 7.10+4 

, número de Schmidt, (Se), 
entre 100 e 2500 e valores do parâmetro de Lockart 
Martinelli, (X), entre 50 e 600. 

A Figura 3 compara os resultados experimentais do fator 
F M equação (17) com os resultados obtidos através da relação 
empírica (18) . No eixo das abcissas tem-se o valor do fator , 
FM, obtido pela relação (18) e no eixo das ordenadas tem-se o 
valor do fator, FM. Pode-se observar que o comportamento da 
equação em relação aos resultados experimentais é 
satisfatória, obtendo-se uma incerteza devido ao ajuste 7,8 %. 
As incertezas estimadas nos resultados experimentais 
resumem-se a: 10,7% na área de troca de massa (A), 8,5 
% no (Kla) para os casos dos ensaios com ar, 8,4% no (Kla) 
para os ensaios com oxigênio, 11 ,4 % no (Kla) para o caso 
dos ensaios com ozônio, 4,0 % na vazão volumétrica de gás 
(Qg ), 2,9 % na vazão volumétrica da água (QL), 5,5 % na 
razão de vazão volumétrica (~), 12,0 % na razão de 
escorregamento entre as fases (S), 6,9 % na medida da 
velocidade homogênea, (uH), 7,2 % no número de Reynolds 
homogêneo (ReyH), 6,1 %no número de Schmidt (Se) e 5,6% 



estima-se que a incerteza obtida no fator FM , calculado a 
partir da equação (18) é de 17,4%. 
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ABSTRACT 

Gas-Iiquid systems have been extensively applied in severa! 
industrial processes, such as wastewater treatrnent, drinking 
water treatrnent and food production. ln some cases, the 
proposal is the gas absorption in the liquid phase and in other 
cases the airn is the stripping of the soluble gas in the bulk of 
the Iiquid. The mass transfer coefficient is an important 
parameter to assess the efficiency of the process or for the 
reators design. ln this paper is showed the experimental 
results and the mass transfer coefficient evaluation with ozone 
and water mix flow in a tube reactor. Pressure, gas and liquid 
flow and the mass transfer interface area were changed. It was 
developed an empirical model to estimate the mass transfer 
coefficient under these different conditions. 
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RESUMO 

Experimentos foram realizados para testar tendências teóricas desenvolvidas recentemente, associadas 
aos processos de transferência de gases na interface ar-água. Os ensaios foram conduzidos em tanques de 
aço inoxidável, com agitação induzida por hélices e temperaturas na faixa de 14,4 a 30"C. As rotações das 
hélices variaram de 72 a 1997 rpm. Os gases ensaiados nos processos. de absorção-dessorção interfacial 
foram metano, etileno. acetileno, propano e oxigénio. Cromatografia gasosa foi utilizada na determinação da 
concentração dos gases na água. Os resultados dos diferentes gases formaram uma única nuvem de pontos, 
mostrando que, nas condições ensaiadas, a análise teórica é utilizável. Dados de literatura foram ainda 
analisados visando testar a aplicabilidade da aproximação analítica para compostos voláteis. 

INTRODUÇÃO 

Os fenômenos de transporte de grandezas escalares como 
massa e energia em escoamentos turbulentos são, de forma 
geral, quantificados a partir de análises dimensionais feitas 
sobre dados medidos. Este procedimento produz gráficos e 
expressões de regressão confiáveis, que permitem o seu uso em 
projetos. A busca de métodos que reproduzam os dados medidos 
e permitam um entendiment{) maior dos processos envolvidos, a 
partir de ferramentas puramente analíticas, tem encontrado 
obstáculos fortes, como a inexistência de um método geral de 
análise para o sistema não-linear de equações governantes 
desses fenômenos, a complexidade do tratamento estatístico dos 
escoamentos (e as dúvidas acerca das melhores formas de 
análise estatística) e, ainda, a necessidade de uma informação 
adicional ao sistema de equações gerado para que o mesmo 
possa ser resolvido. 

Quando o processo de transferência estudado ocorre junto 
a uma interface móvel, como o caso das interfaces gás-líquido, 
algumas incertezas adicionais são acrescentadas ao problema., 
Entre essas, temos a dificuldade de se definir uma interface (a 
rúvel macroscópico ela é visível, mas a rúvel sub-microscópico 
há apenas uma região de transição entre gás e líquido), a 
dificuldade de defmir uma "concentração de interface" para o 
gás na superficie do líquido, bem como uma "temperatura de 
interface", que interfere no processo de transporte e, fmalmente, 
a influência dos movimentos turbulentos do líquido no 
transporte de parcelas do mesmo contendo gás dissolvido. A 
maior parte dessas questões são assuntos de pesquisas 
especializadas, sendo que o problema, de forma global, pode ter, 
no momento, apenas uma quantificação aproximada. O contexto 
moderno, entretanto, no qual o consumo desenfreado e o 
descarte dé resíduos atinge rúveis cada vez mais altos, já 
tangenciando uma situação de insustentabilidade, exige que 
alguns processos passem a ser dominados com um detalhamento 
razoavelmente grande, de forma que possam ser otirnizados. 
Entre esses processos, a transferência de gases através da 
interface ar-água vem assumindo papel cada vez mais relevante, 
dadas as necessidades de recuperação de rios, de previsão de 
capacidade de depuração dos mesmos, de avaliação das trocas de 
gás-carbônico entre oceanos e atmosfera (uma decorrência da 
quantidade excessiva de emissão deste gás atualmente), de 
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otirnização das estações de tratamento de águas e esgotos para 
uma população sempre crescente, de otimização de processos 
industriais e de recuperação de gases em rejeitos líquidos 
industriais. Assim, vê-se que o tema complexo e sem 
equacionamento defmitivo da transferência de gases na interface 
ar-água necessita, com certa urgência, de uma solução utilizável. 

As contribuições historicamente mais relevantes ao estudo 
analítico do fenômeno em questão são as considerações acerca 
dos dois filmes interfaciais (teoria dos dois filmes) de Lewis e 
Whitrnan ( 1924 ), a introdução do efeito do movimento de 
parcelas de líquido junto à superfície (teoria da penetração) de 
Higbie (1935), citado em Hines e Maddox (1985), o uso de uma 
distribuição de idades para os elementos de fluido em 
movintento junto à superfície (teoria da renovação superficial) 
de Dankwerts ( 1951 ), as conjecturas acerca da possibilidade de 
o comportamento da transferência de gases ser diferente para 
altas e baixas agitações (com respeito à influência da 
difusividade molecular) de Kishinevski e Serebrianski (1955) e 
a busca de uma evolução dos coeficientes de transferência de 
massa com relação à agitação, com reflexos na influência da 
difusividade molecular, efetuada por Dobbins (1962 ). As 
conclusões das diferentes abordagens conduziram a resultados 
diferentes, principalmente no que tange ao expoente da 
difusividade molecular na equação final para os coeficientes de 
transferência de massa. Estudos que visam conciliar diferentes 
pontos de vista ou que fortalecem uma das abordagens em 
detrimento das demais multiplicaram-se na literatura da área. 
Uma parcela desses modelos podem ser considerados semi
empíricos, uma vez que fundamentam parte de suas conclusões 
em medidas efetuadas sob condições mais ou menos controladas. 
Entretanto, a aproximação analítica de Schulz e Schulz (1991, 
1992) parece ter permitido conciliar pontos de vista inicialmente 
antagônicos e sugerir um equacionamento mais abrangente. A 
re-análise de resultados da literatura (Schulz et al., 1993), que 
mostra que as previsões de ordem mais geral estão de acordo 
com dados medidos, sugere o estudo mais detalhado desta 
formulação. 

O presente estudo apresenta resultados que testam a 
aplicabilidade da aproximação analítica efetuada por Schulz e 
Schulz ( 1991 , 1992) a sistemas de agitação mecânica da água. 



CARACTERÍSTICAS DA APROXJMAÇÃO ANALÍTICA 

Schulz e Schulz (1991, '1'992) aplicaram a equação 
unidimensional de transferência de massa na camada-limite de 
concentração da fase líquida, junto a uma interface gás-líquido. 
A equação envolve, no caso turbulento, o produto das flutuações 
de concentração e de velocidade, um termo de comportamento 
ainda não devidamente conhecido. A aproximação de 
Boussinesq, na qual se defme um coeficiente de transferência de 
massa turbulento, foi utilizada, admitindo ainda uma variação 
linear deste coeficiente para com a distância à interface gás
líquido. Isto possibilitou a integração da equação na camada
limite de concentração. O problema foi resolvido por separação 
de variáveis, conduzindo a urna evolução temporal exponencial 
da concentração de gás no líquido ( amplam~te observada em 
experimentos relatados na literatura) e a urna evolução espacial 
envolvendo funções de Bessel de primeira e segunda espécies. 
Expansões em séries de potência~ permitiram a quantificação da 
concentração ao longo da camada-limite para diferentes 
situações de agitação turbulenta, estabelecendo, ainda, relações 
entre parâmetros adimensionais, que surgiram em decorrência 
do método de integração adotado. Entre as relações obtidas, a 
equação I apresenta especial interesse, uma vez que envolve 
parâmetros macroscópicos que podem ser utilizados em projetos 
da área. 

m* = mx*n (1) 

m*=(aHID) e x*=(KD/a2
) são parâmetros ádimensionais, 

a é uma escala de velocidade característica do processo de 
agitação junto à superfície (m/s), H é a profundidade média do 
corpo de líquido (m), D é a difusividade molecular do gás no 
líquido (m2/s), K é o coeficiente de transferência de massa (s"1) e 
m é uma constante (a qual pode ser dependente da temperatura). 
n é um expoente que, nas aproximações analíticas efetuadas, 
pode variar entre -1 (maiores agitações turbulentas) e -0,5 
(menores agitações). Resultados experimentais de diversas 
fontes foram analisados em Schulz et a!. (1993 ), mostrando 
coerência entre previsão e dados obtidos. No presente trabalho 
efetua-se um estudo detalhado das tendências previstas, 
utilizando diferentes gases, condições de agitação e 
temperaturas, para um equipamento mecânico com agitação 
induzida por hélices. 

EQUIPAMENTO E PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS 

Os experimentos foram conduzidos em dois tanques 
cilíndricos com diâmetro de 30,0 cm e altura de 40,0 cm. As 
hélices tipo turbina foram confeccionadas com I 0,0 cm de 
diâmetro, fixas em tlxos de 1 ,O cm de diâmetro. Inibidores de 
movimento de rotaçao foram introduzidos, consistindo de oito 
placas verticais com 2,5 cm de largura, colocadas duas a duas 
em posições diametralmente opostas. Todo este equipamento, 
que ficou em contato direto com a água do experimento, foi 
confeccionado em aço inoxidável. Cada tanque possuía um 
sistema de polias ajustáveis e um motor, de forma que os 
experimentos podiam ser conduzidos independentemente. Os 
tanques foram preenchidos com água até a profundidade de 
30,0 cm e imersos em um banho térmico, cuja temperatura era 
mantida co~tante para cada experimento. O banho térmico foi 
ligado a uma fonte de água fria com temperatura controlada. O 
equipamento foi colocado no interior de uma capela de madeira 
com as dimensões 2, I x 2, I x 2, I m, com sistema de ventilação 
apropriado (ventilador e exaustor). Os experimentos eram 
conduzidos no interior da capela, de forma que o conjunto 
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permanecia isolado do ambiente externo. Uma descrição 
detalhada é fornecida em Cunha (1993) e em Momesso (1996). 
Os tanques e o equipamento em geral foram rigorosamente 
dimensionados de acordo com a padronização sugerida em Bates 
et a!. (1963). As curvas de potência utilizadas para efetuar a 
análise envolvendo a taxa de dissipação de energia foram 
extraídas da referência mencionada. A faixa de temperatura 
ensaiada foi de 14,4 a 30,0°C. As rotações variaram de 72 a 
1997 rpm. Para cada experimento ajustava-se a temperatura e a 
rotação de trabalho e enchiam-se os tanques com água destilada. 
Em seguida, para a análise dos gases hidrocarbonetos, 
preparava-se, em frasco separado, por borbulhamento, um litro 
de solução de água com alta concentração do gás a ser analisado 
(metano, etileno propano ou acetileno) e despejava-se nos 
tanques. A partir de então, efetuava-se a coleta das amostras de 
água para análise da concentração gasosa. Esta análise foi feita 
utilizando a técnica "Head Space"(ver Cunha, 1993, e Momesso, 
1996). As amostras eram coletadas com pipeta volumétrica 
apropriadamente construída, com volume de 37,5 ml. Cada 
amostra era colocada eu um frasco de 60 ml, de forma que 40% 
do volume do frasco ficava preenchido de ar. A amostra era 
agitada e acondicionada por um tempo suficiente para atingir o 
equilíbrio de gás entre as fases líquida e gasosa no frasco de 
vidro. Com auxílio de seringas apropriadas, l ,O ml de amostra 
gasosa era extraída do volume de ar existente em cada frasco e 
injetada em um cromatógrafo de ionização de chama. A 
concentração do gás no líquido era avaliada a partir da condição 
de equilíbrio existente no frasco da amostragem. Para o 
oxigênio, a medida da concentração foi feita diretamente com o 
auxílio de um medidor tipo e!etrodo de membrana, dotado de 
registrador digital. A partir da evolução temporal da 
concentração dos gases, cujas curvas sempre seguiram a 
tendência exponencial esperada, obtiveram-se, por análise de 
regressão utilizando mínimos quadrados, os coeficientes de 
transferência interfacial de massa. 

RESULTADOS 

Os resultados obtidos para m* e x• são apresentados na 
figura I. Para a obtenção desses valores adimensionais, utilizou
se a velocidade periférica das hélices como a escala de 
velocidade característica dos processos, a. Verifica-se que a 
nuvem de pontos gerada engloba, sem formas visíveis de 
segregação, todos os gases analisados. Este fato indica que a 
adimensionalização efetuada no desenvolvimento da 
aproximação analítica contempla bem o processo de 
transferência de massa de diferentes gases. Observa-se, ainda, 
que a nuvem de pontos apresenta uma região de mínimo, a qual 
delimita a região de aplicação da Eq. (!) com n negativo. As 
características qualitativas da interface ar-água foram 
cuidadosamente observadas e anotadas à medida que a agitação 
era modificada (diferentes rotações impostas às hélices). 
Verificou-se que, para valores de log m* menores que 8,7 
(rotações em torno de 800 rpm) a superficie da água mantinha 
uma característica "plana", enquanto que para valores de log m• 
acima deste limite, a agitação imposta provocava, inicialmente, 
distorções e ondulações e, posteriormente, para as rotações 
acima de 1600 rpm (região dos maiores valores de log m*), a 
superf1cie apresentava-se "quebrada", com bolhas inseridas no 
corpo líquido, respingos e extravasamento ocasional do tanque 
devido a ondulações intensas e eventuais jatos ascendentes de 
água. Como a aproximação analítica é unidimensional, vê-se que 
a região de aplicação da mesma restringe-se às situações que 
obedecem a unidimensionalidade, ou seja, situações de 
superfície plana. Não obstante, rotações da ordem de 800 rpm 
implicam agitação turbulenta de magnitude razoável junto à 



superfície. Assim, o expoente n estar próximo a -1 é wn 
resultado esperado (corresponde às maiores agitações 
turbulentas para a aproximação analítica). O grande 
espalhamento dos dados relativos ao oxigênio dissolvido para as 
menores agitações induziu a uma diminuição, ainda que 
pequena, no valor absoluto da declividade calculada por 
regressão, o que, porém, não compromete a análise geral dos 
resultados. O valor de lln=-0,98 traduz este espalhamento para 
as baixas agitações, o qual está muito próximo do valor n =-1, 
que caracteriza o limite de aplicação da aproximação em questão 
e que pode ser adotado como o expoente caracteristico para este 
equipamento (ver figura 1 ). 
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Figura 1 -Resultados obtidos para m• e x• para diferentes gases, 
bem como reta de ajuste. 

Os modelos de transferência interfacial de massa, de forma 
geral, avaliam o coeficiente de transferência utilizando 
parâmetros vinculados à turbulência, que não possuem 
quantificação prévia, pennanecendo o problema do fechamento 
em turbulência. Embora isto pareça se repetir com a 
aproximação de Schulz e Schulz ( 1991 ), considerando a escala 
de velocidade a, o fato de os autores haverem fornecido curvas 
de resposta teóricas para a transferência interfacial de massa, 
permite verificar a validade do uso da velocidade periférica das 
hélices como a velocidade caracteristica dos processos 
estudados. Na aproximação analitica não se buscou uma 
explicação conjunta dos campos escalares e vetoriais. 
Reconhece-se, outrossim, que o campo escalar de concentração 
não interfere no estabelecimento do campo de velocidades. 
Assim, obtendo-se uma expressão adicional para a escala de 
velocidade a junto à superficie, considerando apenas o campo de 
escoamento, é possível fechar a questão da transferência de 
massa, uma vez que se possui o resultado analítico. Em termos 
de escoamento, as grandezas que são relevantes no 
equacionamento da velocidade a são: 1/J, o diâmetro do tanque 
(m), d, o diâmetro da hélice (m), U, a velocidade periférica da 
hélice (rnls), v, a viscosidade cinemática do fluido (m2/s), H, a 
profundidade do líquido (m), W, a distância entre a hélice e a 
superficie da água (m) e, evidentemente, a escala de velocidade 
a. A análise dimensional do problema permite obter a Eq. (2): 

(2) 

Como tanto profundidade, distância entre hélice e 
superficie, diâmetro da hélice e diâmetro dos, tanques 
permaneceram constantes, os três últimos parâmetros da 
equação 2 não são relevantes nesta análise, restando, portanto: 

ou a=jU (3) 

j é função do número de Reynolds associado à velocidade 
da hélice e seu diâmetro. Note-se que a velocidade a é função da 
velocidade U. Unindo as Eqs. (1) e (3) e extraindo o logaritmo, 
obtém-se a equação da reta que coincide, para a faixa de 
variação de agitação estudada, com a função analítica calculada 
por Schulz e Schulz (1992): 

(KD) 1 (Ud) 1 ( 1 )
11

" l<>g- -2logj=-log- +-logj+log-
U 2 n D n m1 

(4) 

Por outro lado, na análise feita para obter a figura 1, 
considerou-se a = U, o que, em conjunto com a equação 1, leva 
a: 

(5) 

A velocidade na superficie da água é, evidentemente, 
menor do que a velocidade da hélice, o que faz com que o valor 
de j seja menor do que 1 e o seu logaritmo seja negativo .. Isto 
implica que, num gráfico bi-logaritrnico, a reta 5 esteja sempre 
transladada abaixo e à direita da reta 4. A figura 2 elucida o 
comentado. 

logx-

Reta de 
deslocamento 
dos pontos 

Reta teórica 
Eq. (4) 

Reta experimmtal 
Eq.(5) 

logm* 

Figura 2- Procedimento de translação adotado para calcular o 
parâmetro j , a partir das Eqs. ( 4) e ( 5). 

P~ o intervalo de trabalho da presente análise, o 
coeficiente angular da reta teórica (no gráfico logarítmico) é 
l/n=-1,16, enquanto que o seu coeficiente linear é -1,37. Com 
esses valores foram determinados os pontos de intersecção entre 
as retas de deslocamento de cada ponto experimental e a reta 
teórica. A partir dos pontos de intersecção e dos pontos 
experimentais foi possível determinar o valor de j para cada 

1269 



experimento. Os resultados para os gases orgânicos estudados 
são apresentados na figura 3. Observa-se que j mantém um 
comportamento razoavelmente constante até um valor de 
log Reynolds da ordem de 5,6. Neste intervalo, j oscila na faixa 
de 0,0002 a 0,0006. A partir do valor de log Reynolds de 5,6, há 
uma explosão no valor de j , a qual caracteriza a situação de 
distorção e quebra da interface ar-água. Vê-se que esta análise 
permite localizar de forma muito evidente a faixa de agitação na 
qual a superficie da água se mantém plana. 

A faixa de j constante coincide com a região de aplicação 
da aproximação proposta, mostrando, ainda, que a velocidade 
periférica da hélice é um parâmetro que quantifica bem a escala 
de velocidade a na aproximação analítica feita, uma vez que 
ambas diferem apenas por um fator multiplicativo constante. 

O,o:!4 

0,022 

O,aaJ 

0,018 

0,016 

0,014 

,f ~::~ 
~ 0,00! 

O,CXll 

0,001 

0,002 

O,CXD -~ 

• -m.t3lo (Gri!a, I9JJ) 
• -mim (Grila, I9JJ) 
1>. - à.ilfoo (Gri!a, I9JJ) 
v pql3Xl 

o m.t3lo 

"' mim 

v 

"' 

v 
v 

8 

q,o 
1>. !!d:' 

~é~~~~~wr 
.0,002 ,--.--, 

« u u ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

~Ie)nokk 

Figura 3- Valores do parâmetro j como função do número de 
Reynolds da hélice. Observa-se a constância para 

log Reynolds <5 ,6 

COMPARACÃO COM DADOS DE LITERATURA 

Os resultados positivos aqui obtidos para a transferência 
de gases na interface ar-água induziram a buscar comparações 
com processos de transferência de outras substâncias em 
condições semelhantes. Assim, procurou-se verificar a validade 
da formulação para compostos voláteis, localizando, na 
literatura, estudos que permitissem efetuar a quantificação de 
m* ex*. Os dados medidos por Hsieh et al. (1993) para vinte 
compostos orgânicos voláteis e para o oxigênio, em condições 
experimentais próximas às do presente estudo, mostraram-se 
apropiados para esta análise. 

O equipamento utilizado por Hsieh et al. ( l 99 3) possui 
duas hélices para agitação dentro do tanque, o que confere ao 
seu equipamento características geométricas distintas daquelas 
adotadas neste estudo. Entretanto, visando verificar as 
tendências gerais quanto ao expoente n da Eq. ( l ), adotou-se a 
soma das velocidades periféricas das hélices como uma medida 
da vefocidade característica no equipamento. Os compostos 
utilizados por Hsieh e seus colaboradores estão indicados na 
tabela I. Os resultados obtidos a partir dos parâmetros 
adimensionais m* e x* estão indicados na figura 4. Percebe-se 
que a tendência geral da nuv~ de pontos da figura 4 segue a 
tendência já observada na figura I. Há contudo, uma trap.slação 
significativa entre os pontos obtidos para o gás estudado 
( oxigênio) e os compostos voláteis, mostrando que outras 
características intrínsecas dos compostos voláteis a serem 
transportados na interface (além da difusividade molecular deste 
na água) são importantes para a quantificação do fenômeno. As 
declividades médias das curvas observadas na figura 4 estão no 
intervalo -2,0<1/n<-1,0, de acordo, portanto, com a aproximação 
analítica em questão. Observa-se, adicionalmente, que as curvas 
correspondentes aos diferentes compostos voláteis também estão 
transladadas entre si, o que indica que o mecanismo de 
transferência de compostos voláteis é mais complexo do que 
aquele para gases. 

Tabela 1- Relação dos compostos orgânicos voláteis analisados por Hsieh et al. (1993) 
juntamente com os símbolos utilizados para identificá-los na figura 4. 

Composto Símbolo Usado Composto Símbolo Usado 

I ,2 ortoxileno OXY I ,3 metaxileno MXY 
benzeno BZ l ,2 dicloroetano 12DCE 

bromobenzeno BBZ etilbenzeno EBZ 
tetracloreto de carbono CT etilenobrometo EDP 

cloro benzeno CBZ naftaleno NAPH 
clorofórmio CLF percloroetileno PCE 

bromofórmio BF 1,1 , 1 tricloroetano lllTCA 
I ,2 diclorobenzeno 12DCB I , 1 ,2,2 tetraclroetano 1122TCA 
I ,3 diclorobenzeno 13DCB tolueno TLN 
1,4 diclorobenzeno 14DCB tricloroetileno ICE 

oxigênio OXI 
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Figura 4 - Relação entre x• e m • para os compostos orgânicos voláteis estudados por Hsieh et ai. ( 1993) 

Os resultados permitem ainda observar o limite inferior de 
aplicação da formulação em questão, no que concerne ao valor 
de log m•. Verifica-se que para as menores agitações (menores 
valores de log m *) também há fuga do comportamento sugerido 
pela aproximação analítica. Segundo Hsieh et ai. ( 1993), para as 
rotações mais baixas não é possível garantir a presença de 
turbulência junto à interface. As influências preponderantes no 
movimento do líquido, para essas rotações, são viscosas. 
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Figura 5- Dados de oxigênio dissolvido obtidos no presente 
trabalho (O ) e por Hsieh et ai. , 1993 (0 ). 
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Como no equacionamento admite-se, a priori, a existênci~ 
de wn coeficiente de transferência turbulento, as situações nas 
quais a viscosidade molecular é preponderante não são bem 
previstas pelo equacionamento em questão. Conclui-se, portanto, 
que a aproximação de Schulz e Schulz ( 1991, 1992) aplica-se às 
situações de agitação que podemos qualificar de moderadas, nas 
quais os efeitos viscosos não são preponderantes e nas quais a 
sdperficie não se apresenta deformada ou quebrada. 

A figura 5 mostra os resultados para a transferência de 
oxigênio obtidos no presente trabalho, juntamente com aqueles 
obtidos por Hsieh et al. (1993). Nota-se que o comportamento é 
semelhante nos dois experimentos. A translação entre as curvas 
se deve, neste caso, ao efeito das diferenças entre as geometrias 
dos dois equipamentos (uma ou duas hélices, etc ... ). 

CONCLUSÕES 

O processo de transferência de gases na interface ar-água 
foi estudado experimentalmente, visando testar a aproximação 
analítica de Schulz e Schulz ( 1991 ). Os resultados obtidos 
permitem concluir que a aproximação analítica prevê com acerto 
o valor do expoente na Eq. (I). Para o equipamento em questão, 
o valor do expoente está muito próximo a -1, podendo ser 
utilizado este valor como característico do processo de 
transferência de massa interfacial. Um estudo acerca da 
velocidade característica presente na modelação indicou que a 
mesma é proporcional à velocidade periférica da hélice, sendo 
que esta proporcionalidade se mantém enquanto a superficie do 
líquido é plana. Conclui-se, então, que o equacionamento testado 



é válido em situações de superlicie plana, onde .a 
unidimensionalidade do transporte ·de massa pode ser atingida. 
O limite superior de aplicaç~o das conclusões aqui apresentadas 
é log m*=8,7, para o equipamento utilizado. 

Comparação com dados de literatura permitiram localizar 
um limite inferior no que concerne à agitação imposta à agua. 
No caso de situações nas quais o movimento do fluido é 
governado principalmente por efeitos viscosos (baixas 
agitações), existe fuga do comportamento observado com relação 
àquele previsto. 

O tratamento dos dados segundo as sugestões da 
àproximação analítica gerou uma única nuvem de pontos para os 
diferentes gases estudados, mostrando que a adimensionalização 
efetuada se aplica bem ao estudo de gases. PQf outro lado, para 
compostos voláteis, embora o comportamento da nuvem de 
pontos siga' a tendência geral proposta pela aproximação 
analítica, os dados de diferentes compostos são segregados nesta 
nuvem. Isto indica que outras propriedades desses compostos são 
importantes, além da difusividade molecular. 

Os comportamentos observados para a transferência de 
oxigênio efetuada em ;dois equipamentos diferentes mostraram
se semelhantes. As tr~slações observadas devem-se aos efeitos 
das diferenças gemétclcas. 

Conclui-se que b equacionamento proposto é viável como 
ferramenta de trabalho e pesquisa, podendo ser utilizado em 
estudos de . otimização para transferência de gases na interface 
ar-água, como mencionado na introdução do trabalho. 
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SUMMARY 

Experiments were conducted to check analytical results 
about gas transfer at air -water interfaces found in the literature. 
The experiments were performed in water tanks where agitation 
was induced through propellers. T emperature was maintained in 
the range from 14,4 to 30,0 °C, while propellers rotation speeds 
were maintained in the range from 72 to 1997 rpm. The gases 
analysed in the absorption-desorption processes were methane, 
ethylene, acetylene, propane and oxygen. Cromatographic 
analysis was used to quantit)' gas concentrations in the water. lt 
is shown that points corresponding to different gases group 
together following the analytical predictions. Literature results 
for voes were also analysed, showing that, for such 
compounds, interfacial mass transfer processes seem to be more 
complex than for gases. 
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