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Resumo: Este trabalho apresenta uma nova metodologia para o cálculo da espessura ótima de 

superfícies estendidas em uso como aletas ou coletores solares. O modelo matemático aplicado 

considera a Radiação Solar incidente, a Condução de Calor através da placa coletora, e as perdas 

por Convecção e Radiação para o meio ambiente envolvendo o coletor. O processo de otimização é 

feito considerando-se constante a área transversal. Ao invés de soluções numéricas, a metodologia 

proposta utiliza resultados semi-analíticos já existentes, válidos para um modelo simplificado no 

qual a Radiação é desprezada. Com esta abordagem, a espessura ótima do problema mais 

completo é determinada a partir de uma equação linear expressa em função da razão entre a 

temperatura da raiz da superfície primária e a temperatura ambiente. Estendendo o 

desenvolvimento, determina-se o calor trocado na situação mais completa a partir do calor trocado 

obtido pelo modelo simplificado, que considera apenas Convecção pura, e a razão das espessuras 

ótimas. Os resultados obtidos com diversos valores para as áreas transversais, diversos tipos de 

materiais, níveis de coeficientes de troca de calor por Convecção e de níveis de temperatura 

apresentam reduzida ordem de erro, média de 4% para o calor trocado, perfeitamente aceitável no 

ponto de vista de engenharia.  
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1. INTRODUÇÃO 
 

Coletores solares são equipamentos utilizados para a coleta de energia solar.  Embora 
apresentem diversas configurações, um modelo simples é constituído por painéis (ou placas) planos, 
que captam o calor do sol, e por tubos, por onde um fluido é bombeado e aquecido. Os coletores são 
instalados geralmente sobre telhados ou em suportes sobre lajes. São fabricados em sua maioria 
com uma estrutura externa de alumínio, tubos de cobre, vidro liso e vedação em borracha de 
silicone. 

O modelo físico das placas solares coletoras é essencialmente o mesmo das superfícies 
estendidas (ou aletas), envolvendo Condução de Calor, Convecção e Radiação.  Naturalmente, a 
presença da Radiação Solar altera o balanço de energia e com isto, energia é coletada pela placa e 
conduzida ao fluido. Da mesma forma que os modelos mais simples de aletas, os modelos 
normalmente empregados no estudo da otimização de coletores desprezam as perdas Radiativas 
para o ambiente. É fácil observar que um modelo mais sofisticado de uma superfície estendida, que 
leve em conta as perdas para o ambiente Convectivo-Radiativo, terá temperatura média inferior, 
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aumentando os gradientes térmicos junto à raiz (ou superfície primária), sendo capaz de dissipar 
mais energia da superfície primária. Algo semelhante ocorre nos coletores: a superfície mais fria, 
pela mesma razão, resultará em gradientes térmicos mais intensos junto ao tubo, conduzindo assim 
mais energia para o fluido sendo aquecido. Ao aumentarmos a área do painel plano, mais energia 
vindo de uma fonte externa (por exemplo: o Sol) será coletada, o que é desejado. No entanto, mais 
energia será perdida para o ambiente (por Convecção e Radiação), a parte indesejável. 
Consequentemente, uma situação de otimização estará envolvida. 

Modela-se, assim, a forma de trabalho do painel do coletor solar levando em consideração as 
perdas através de Convecção e Radiação Ambiental e o ganho através de Radiação Solar.  
 
2. MODELAGEM FÍSICA 
 

As perdas por Convecção são modeladas pela lei de resfriamento de Newton, que relaciona o 
calor transferido por ou pelo fluido com outros parâmetros: 

 
)T(ThΑQ ssconv ∞−=             (1) 

 
Nesta equação, h é o coeficiente de calor transferido por Convecção, sΑ é a área superficial, sΤ  

refere-se à temperatura superficial e ∞Τ  à temperatura do fluido no infinito. Uma das maneiras de 
aumentar o calor trocado é aumentar o coeficiente h, e a outra, é aumentar a área da superfície (já 
que Ts e ∞Τ  são mantidos constantes). A primeira opção implica na instalação de uma bomba que 
aumente a velocidade do fluido, uma situação nem sempre adequada devido ao grande consumo de 
energia. Uma alternativa mais viável é o uso de superfícies estendidas, feitas de um material de 
condutividade elevada, como o alumínio, por exemplo, para aumentar o contato do fluido com a 
superfície primária (ou base) e assim, a dissipação de calor.  
 Além de conduzirem calor por Convecção, essas superfícies estendidas também dissipam 
energia por Radiação, que geralmente é desprezada nos problemas de engenharia, em especial nos 
problemas de otimização. O mecanismo de troca de calor por Radiação é explicado pela lei de 
Stefan-Boltzmann:  
 
 )( 44

ambssradQ Τ−ΤΑ= εσ             (2) 

 
Nesta equação, ε  é a emissividade do material da placa na faixa de comprimento de ondas da 

Radiação emitida e σ  é a constante de Stefan-Boltzmann. Claramente, ambΤ  (da lei de Radiação) é 

diferente de ∞Τ  (da lei de Convecção), uma vez que a primeira está associada à temperatura do 
fluido nas redondezas da superfície e a segunda, relacionada à temperatura do ambiente ao redor da 
superfície. Sem perda de generalidades, neste trabalho, considera-se ambΤ  = ∞Τ . Interações térmicas 

entre a superfície estendida e a superfície primária são também desprezadas nesse primeiro estágio 
de trabalho. 
 No estudo dos coletores, é comum a definição de um fator de desempenho que pode ser definido 
por Q , o fluxo de calor coletado na superfície primária. Este trabalho foca a otimização via 
algoritmos genéticos do aumento do calor Q absorvido pelo coletor, mantendo-se constante a área 
(ou o volume) da placa coletora. Reconhecendo que a placa coletora funciona essencialmente como 
uma aleta, os conceitos de otimização geométrica a partir da definição de uma área (ou 
eventualmente, de um volume) pré-determinado podem ser aplicados. Assim, o processo de 
otimização consiste na determinação das dimensões ótimas (indicadas por *) da espessura δ, e da 
largura L, dado um perfil de área transversal (Ab = δL, para uma aleta retangular).  
 Algumas obras já trataram da relevância da Radiação (e.g. Razelos [2000]) sobre os problemas 
de Condução de calor em superfícies estendidas e Coletores, mas deram ênfase a complexas 
soluções numéricas. Uma abordagem diferente e simples é proposta aqui para o mesmo problema. 
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A partir das equações que envolvem Convecção + Radiação no painel coletor, pretende-se encontrar 
a sua espessura ótima, através do uso de algoritmos genéticos, e relacioná-la à espessura ótima 
obtida para o caso de Convecção pura. A vantagem nesta abordagem vem do conhecido fato que o 
modelo de Convecção pura apresenta solução semi-analítica simples, disponível em Schneider 
[1955], por exemplo, para diversos tipos de perfis de aletas. Esta abordagem foi utilizada com 
sucesso por Braga [2007] e é agora aplicada neste trabalho aos problemas de otimização em 
Coletores Solares. A espessura ótima para uma aleta envolvendo Condução – Convecção é obtida a 
partir do desenvolvimento abaixo. O calor trocado na raiz da aleta é dado pela Equação 3: 
 

( )b bq (T T ) kh tanh 2L h / k∞∝ − δ δ           (3) 

 
Diferenciando esta expressão com relação à espessura da raiz, δ , obtemos: 

 
23 sech tanhλ λ = λ             (4) 

 

Onde 3/ 2
b(A / 2)( / 2) h / k−λ = δ .  A solução da Equação 4, obtida numericamente, é 

1.4192λ = . Assim, a espessura ótima para uma área transversal constante, neste modelo, é dada 
pela Equação 5: 

 

( )
1/3* 2 2

C b opt2 A h / 4 kδ = λ             (5) 

 
Nesta expressão, *

Cδ é a espessura ótima para a aleta (ou placa coletora) para o modelo de 

Convecção pura. A largura ótima é dada pela Equação 6:  
   

* *
CL A /= δ              (6) 

 
 Com a obtenção de uma relação definida e generalizada para diversos perfis de superfícies, a 
determinação da espessura ótima e também do fluxo de calor para uma situação genérica se reduz à 
solução de algumas equações simples, em vários casos, linear. Esse enfoque parece mais razoável 
em termos do esforço computacional envolvido. Os erros encontrados na determinação da espessura 
do coletor em situações mais realistas, a partir da relação proposta, são relativamente pequenos para 
os padrões de engenharia.   
 
3. EQUACIONAMENTO MATEMÁTICO 
 

O Balanço de Energia (1ª. Lei da Termodinâmica) para um coletor solar, com painel de seção 
transversal retangular, em uma situação na qual Convecção e Radiação sejam igualmente relevantes 
se escreve como: 
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 Como condições de contorno, temos que na raiz do painel, x = 0, a temperatura é especificada 
como bx Τ==Τ )0(  e em x = L, na extremidade, temos que 0/ =Τ dxd .  Nesta equação 

introduzem-se novos termos: k se refere à condutividade térmica do material da placa coletora, α é a 
absortividade do material da placa na faixa de comprimento de ondas do Sol, solR  refere-se ao fluxo 

de energia solar, w é a profundidade da superfície estendida e P o seu perímetro (ver figura 3.1). A 
solução numérica desta equação foi obtida através do Método de Runge-Kutta disponível no 
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programa MATLAB. Como já foi mencionado anteriormente, considerou-se ambΤ = ∞Τ , sem perda 

de generalidades.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Figura 1: superfície estendida 

 
4. ALGORITMO GENÉTICO 

 
O algoritmo genético segue, de certa forma, a idéia da Seleção Natural de Darwin e vem se 

tornando uma ferramenta versátil em diversas áreas da engenharia. 
Sua implementação é feita da seguinte forma: gera-se uma população de indivíduos, sendo cada 

um deles uma possível solução para o problema; no passo seguinte, os indivíduos da população 
passam por um processo de evolução, aonde são avaliados individualmente e a cada um atribui-se 
um grau de aptidão de acordo com o quanto ele é bom para ser a solução. Após serem avaliados, os 
indivíduos que possuem maior grau são selecionados e cruzam com outros indivíduos da população 
ou sofrem mutação. As propriedades de cada indivíduo são descritas usando cromossomos, que são 
versões binárias do indivíduo, desta forma, para se fazer o cruzamento dos indivíduos é feita a 
operação de crossover. Esta operação consiste na troca entre os alelos dos cromossomos dos 
indivíduos selecionados.   

O processo de mutação ocorre ocasionalmente pelo seguinte mecanismo: um único alelo do 
cromossomo é selecionado aleatoriamente, sendo depois modificado, gerando assim, um novo 
indivíduo. 

Os processos de reprodução e mutação gerarão novos indivíduos que compartilham os 
cromossomos de seus pais. Os novos indivíduos passarão então a ser a nova população de soluções, 
se tornando uma nova geração. O mesmo processo feito com a primeira geração (também chamada 
de geração zero) será feito com esta nova geração e com as seguintes, de forma cíclica até que a 
população venha a convergir para uma solução ótima ou que o algoritmo atinja um número de 
gerações pré-determinado. 

O algoritmo genético foi utilizado em sua versão disponível no programa MATLAB, que possui 
ainda um toolbox próprio para a sua aplicação. Através do MATLAB, foi possível aplicar o 
algoritmo genético nas situações de Transmissão de Calor por Convecção pura e pela combinação 
de Convecção e Radiação, variando as propriedades do material e as temperaturas de trabalho. 

Foram feitas diversas operações com o algoritmo para avaliar quais seriam as melhores 
configurações de trabalho para a equação a ser otimizada. Essas configurações estão relacionadas na 
Tabela 1 mostrada adiante.  

Em relação às configurações, ressaltam-se: o método heurístico de cruzamento que faz com que 
os filhos levem maior número de genes dos pais mais bem ranqueados; a opção exclusiva do 
MATLAB chamada de função híbrida do tipo fminsearche que permite que, ao término da busca do 
algoritmo genético, seja executada uma busca rápida pelo método de Nelder-Mead tendo como 
chute inicial o ponto ótimo encontrado. Com essas configurações, o tempo de execução do 
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algoritmo caiu consideravelmente, tornando-o uma ferramenta extremamente prática na otimização 
dos problemas encontrados neste trabalho. 

 
Tabela 1 – Configurações do Algoritmo Genético 

 
Tamanho das Populações 20 

Tipo de Ranqueamento dos Indivíduos Por Resultado 
Tipo de Seleção Natural Indivíduo de Melhor Ranking 

Tipo de Mutação Método Gaussiano 
Número Máximo de Gerações 50 

Percentagem de crossover 80% 
Método de crossover Heurístico 

Função híbrida fminsearch 

 
5. RESULTADOS 
 

A partir do programa escrito no MATLAB, uma série extensa de resultados foi produzida com o 
objetivo de se obter um adequado entendimento do problema em questão. A Figura 2 abaixo mostra 
uma seqüência de resultados obtidos para diversas configurações (materiais, níveis de convecção, 
volumes, temperaturas, etc.). Ela indica claramente que nestas mais diversas situações, a espessura 
ótima da placa coletora em função das perdas por Convecção e Radiação é sempre maior que a 
espessura ótima da placa em presença apenas da Convecção. Isto significa, em primeira instância, 
que as placas coletoras otimizadas em função das perdas mais realistas devem ser mais curtas que às 
placas otimizadas pelas perdas mais simples (de Convecção pura). Isto acontece, pois a área 
transversal (o produto da espessura na raiz e a largura da placa) é mantida constante. A maior 
espessura corresponde à menor largura.    
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Figura 2: Espessuras Ótimas para dois modelos de placas coletoras 

 
Com este entendimento, procurou-se analisar o problema de uma forma mais completa, isto é, 

soluções numéricas intensas foram obtidas. Entretanto, o custo da geração destas soluções pode 
ficar proibitivo, especialmente pelos diferentes perfis de placas passíveis de serem estudadas 
(retangular, trapezoidal, parabólicas, etc). Uma metodologia de cálculo das perdas reais com menor 
demanda computacional precisava ser obtido. Após cuidadosa análise dimensional do problema, 
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observou-se que a razão das espessuras ótimas apresentava excelente correlação com a temperatura 
normalizada, bΤ  / ∞Τ . A Figura 3 mostra uma série destes resultados para diferentes valores do 

parâmetro MN, definido como se segue: 
 

3
ambT

h
MN

εσ
=                (8) 

 
Como pode ser notado, este parâmetro indica a relevância relativa da Convecção sobre a 

Radiação. Valores baixos de MN indicam que os efeitos das perdas radiativas para o ambiente são 
importantes (ou de mesma ordem) que os efeitos das perdas convectivas. As equações de correlação 
mostradas na figura indicam muito bons resultados. Assim, uma vez que o parâmetro MN seja 
definido para uma configuração qualquer, a espessura ótima da placa coletora que deverá ser 
utilizada pode ser obtida diretamente em função da espessura ótima da placa coletora na situação de 
Convecção pura, que está disponível analiticamente na literatura, isto é, com nenhum esforço 
computacional.    
 

y = 0,5704x + 0,8956

R2 = 0,9959

y = 0,3568x + 0,8821
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R2 = 0,9998
1,00
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45
1,50

0,87 0,88 0,89 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96
Tb/Too

tC
vR

 / 
tC

v

MN = 2 MN = 5 MN = 20

 
Figura 3: Razão de Espessuras em função da temperatura adimensional na raiz da placa coletora.  

 
Neste contexto, o que se pretende agora é a generalização de tais resultados, o que pode ser feito 

pela estimativa de como as constantes das retas mostradas na figura variam em função dos demais 
parâmetros do problema, em especial, o parâmetro MN.  Deve ser mencionado que estes resultados 
independem do material, do perfil da placa plana coletora, como mostrado em outro contexto em 
Braga [2007].  

 
 Tabela 2: Influência do parâmetro de Radiação Solar 

 
  Espessuras ótimas Convecção Pura Convecção + Radiação 

[m] MN = 2 e MN = 5 MN = 2 MN = 5 
αR = 700 W/m2 3,477E-03 4,936E-03 4,203E-03 
αR = 800 W/m2 3,477E-03 4,943E-03 4,209E-03 
αR = 900 W/m2 3,477E-03 4,950E-03 4,216E-03 
αR = 1000 W/m2 3,477E-03 4,955E-03 4,221E-03 
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A Tabela 2 mostra os resultados para a espessura ótima para o coletor, em função de vários 
níveis de Radiação Solar (e absortividade da placa), em função ainda das perdas por Convecção 
pura e Convecção + Radiação. Como podem ser vistas, as diferenças são bastante significativas.  

Embora a construção da placa coletora dependa essencialmente da espessura na raiz e do 
comprimento, para cada valor de área transversal (ou volume, ou peso), e isto está resolvido a partir 
das informações contidas na Figura 3, o engenheiro necessita constantemente da informação do 
calor trocado. Continuando a investigação, analisou-se o calor trocado na situação em questão. 
Entre outras opções, uma das mais razoáveis sob o ponto de vista de análise dimensional é mostrada 
na Figura 4 que relaciona a razão entre o calor trocado na Superfície Primária do Coletor nas duas 
situações já mencionadas, isto é, em presença da Convecção e da Radiação, e com Convecção pura, 
e a razão entre as espessuras ótimas nos dois casos. Como pode ser visto, a correlação indica 
resultados piores, se comparados com os resultados da Figura 3, mas ainda excelentes do ponto de 
vista de engenharia.   
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Figura 4: Razão entre os calores trocados na superfície primária e as espessuras ótimas 

 em função dos modelos Físicos  
 

Embora haja nitidamente erros nesta abordagem, estimados em média de 4% nos diferentes 
casos tratados, a rapidez da obtenção de tais resultados mais que justificam seu uso.    

 
6. CONCLUSÕES 
 

Este trabalho apresentou uma nova metodologia de cálculo das dimensões de placas coletoras 
otimizadas em função de peso, volume ou área. Evitando complexas simulações numéricas do 
problema, a abordagem envolveu o uso de resultados clássicos, disponíveis na literatura, que 
indicam as dimensões otimizadas para o modelo Físico que despreza Radiação. Reconhecendo, em 
primeiro lugar, a precariedade desta aproximação, embora justificável à época, o presente trabalho 
oferece uma opção mais simples que a estritamente numérica. Todos os resultados até agora 
obtidos, considerando-se diferentes materiais, áreas transversais, níveis de Convecção e Radiação, 
etc., corroboram o acerto nesta abordagem. Em continuação a este projeto, espera-se incluir a 
presença do tubo na análise térmica.    
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Abstract: This paper indicates a new methodology to calculate the optimal thickness of extended 

surfaces used in fins and solar collectors. The mathematical model applied herein considers the 

Solar Radiation, the Heat Conduction through the panel collector, and the losses by Convection 

and Radiation to the solar collector environment. The optimization process considers the cross 

section area constant. Instead of numerical solutions, the methodology proposed uses already 

known close-form results from a simplified model that neglects the Radiation. Within this approach, 

the problem’s optimal thickness is determined by a linear equation presented in terms of the ratio 

between the primary surface’s root and the ambient temperature. Expanding the results, the heat 

transfer from the complete situation is determined by the heat transfer from the simple model that 

only considers Convection and the ratio between both optimum thicknesses. The results obtained so 

far for different values of cross section areas, different materials, different coefficients of 

Convection heat transfer and temperature levels are quite reasonable (4% error) for engineering 

purposes. 
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