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Resumo: Este trabalho mostra como melhor escolher uma funcdo forma para a andlise de
deflexdes em vigas. Essas funcbes sdo representadas por séries trigonométricas que normalmente
apresentam uma convergéncia rapida. Este método aproximado fornece uma boa precisdo a
andlise de deflex6es em vigas de solucdes exatas dificeis, e também apresenta uma importante
vantagem pelo fato de que uma simples expresséo pode ser aplicada ao longo de toda a viga.
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1. INTRODUCAO

A equacdo da curva elastica de um a viga prismatica submetida a flexdo pode ser representada,
de maneira alternativa, por meio de uma série trigonométrica, tendo varias aplica¢fes, como por
exemplo, no estudo de vigas submetidas a flexdo e carregamento axial (esforco normal excéntrico),
e também na andlise de vibragdes de vigas.

Quando a estrutura apresenta um numero grande de graus de liberdade, é possivel aproximar a
forma verdadeira da deflexdo da estrutura por uma forma de deflexdo estimada, sendo esta
configuracdo expressa como uma funcdo denominada fungdo forma, que contém um ou mais
“parametros de deslocamento” indeterminados. Pode-se inferir facilmente que a escolha apropriada
da funcao forma € um passo importante para garantir boa preciséo nos resultados finais.

Essa funcdo forma tem como condicdo necessaria satisfazer as *“condicdes geométricas de
contorno” da estrutura, além de apresentar uma forma semelhante a curva elastica da estrutura.
Quando esta Ultima ndo ocorre, pode-se inserir uma funcdo ponderada as séries trigonométricas
para que esta se aproxime da configuragcdo da curva elastica da estrutura estudada. As funcdes
trigonométricas e polinomiais sdo as mais convenientes de serem utilizadas. Os valores
aproximados das reacOes de apoio e das tensbes normais resultantes séo facilmente calculados
aplicando-se 0 método da energia potencial, que se adapta a analise aproximada de estruturas,
quando se torna dificil encontrar uma solucéo exata.

2. EMPREGO DAS SERIES TRIGONOMETRICAS

Como mencionado, a equagdo da curva eléstica de certas vigas prismaticas submetidas a flexao,
pode ser representada por series trigonométricas que permitem amenizar a solucdo de certos
problemas. Estas séries podem ser associadas as propriedades das séries de Fourier, ou
empregando-se somente consideracdes energéticas elementares. A grande vantagem deste método
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aproximado reside no fato de que uma Unica expressdo pode ser aplicada ao longo de todo o
comprimento.

Vamos considerar que a curva deflexdo para uma viga simplesmente apoiada (isostatica) possa
ser representada por uma funcao senoidal de Fourier. Entdo, a funcio forma para este caso pode ser
escrita como:
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cujas condicdes de contorno séo satisfeitas para uma viga simplesmente apoiada (v= 0, v’= 0 para
x=0 e x=L)em condic¢des de carregamento qualquer.

Os trés primeiros termos da série sdo representados pelas curvas da Fig. 1, onde pi, p2, p3
representam os valores maximos de suas ordenadas e, o indice n indica 0 nimero de meias-ondas
nas curvas senoidais.
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Figura 1. Viga simplesmente apoiada e curvas senoidais para n=3 diferentes configuracdes

Interpretando fisicamente a Fig. 1, observa-se que a Eq. (1) considera como curva de deflexao
para a viga, sendo a superposicdo de curvas senoidais com n diferentes configurages; e, se 0S
coeficientes p, forem adequadamente determinados, a série dada por essa equacdo pode ser usada
para representar qualquer curva de deflexéo.

Fica claro que, quanto maior for o nimero de termos da série, melhor serd a preciséo;
entretanto, estas series convergem rapidamente, de tal forma que se obtém uma boa aproximacao
somando apenas uns poucos termos, e até mesmo, em alguns casos, considerando apenas o
primeiro.

Para avaliar os coeficientes p, , estes coeficientes tem inicialmente que representar a forma de
equilibrio da viga a flexdo; entdo, a sua energia total, composta pelo trabalho interno de deformacéo
U; e pela energia potencial das cargas, deve ser minima.

Diante de alteracbes muito pequenas nesta configuracdo, ocorrerdo mudanca de valores de
alguns coeficientes p, ; entretanto, o incremento do trabalho interno de deformacéo dU; sera igual
ao trabalho externo dU, realizado pelas cargas, podendo-se entdo aplicar o principio do trabalho
virtual. A energia de deformacédo do sistema podera ser expressa por :
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Para um deslocamento virtual da viga, uma pequena variacdo infinitesimal dp, , € suposta
correspondente ao coeficiente pj; entédo, a variagdo da energia de deformacédo envolvida é:
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Introduzindo as Egs. (4) e (5) na Eq. (3), obtem-se:
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Considerando as propriedades de ortogonalidade das fung¢bes sen (nTx)/L e sen (jx)/L, pode
ser mostrado por integragéo direta que:
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entdo, a Eq. (6) se reduz a:
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O trabalho virtual realizado pelas forgas externas, neste caso representando o trabalho da forca
P, seré igual ao incremento de energia de deformac&o da viga, dada por U :
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Portanto, da Eq. (8) e (9), tem-se:
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onde a é a distancia da carga P até o apoio esquerdo da viga apoiada. Por substituicdo da Eq. (11)
na Eg. (1) nos obtemos a expressdo da curva de deflexao:
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Assim, por exemplo, se P atua no ponto medio da viga (a = L/2), a eq. (12) torna-se:
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A deflexao resultante é:
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Como esta série converge muito rapidamente, tomando-se apenas o0 primeiro termo da série,
tem-se:

(L) _ _pL3 (15)
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que é 1,46% acima do valor exato. Se tomarmos 0s dois primeiros termos, o denominador torna-se
48,11 , com um erro apenas 0,23%. Se for considerada a série completa, que vale /96, obtém-se
o valor exato PL%/48E] .

3. METODOLOGIA E GENERALIZACAO

Como para pequenas deformacdes é valido o principio da superposicdo de efeitos e a Lei de
Hooke, pode-se estudar qualquer distribuicdo de cargas superpondo os efeitos. No caso de varias
cargas concentradas Py, P, ... Py, basta que sejam somados os valores dos coeficientes genéricos
dados pela Eq. (11) aplicado as diferentes cargas. Assim, a expressao dos coeficientes de (11), sera:
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No caso de uma carga distribuida qualquer , q , definida pela funcdo g =q (a), desdea=0
até a =L, ou ainda pelas funcbes q=0q; (a), g=0z2(a) , ... nos intervalosde Oaa; ,de a;aa
etc , um elemento da da viga fica submetido a uma carga P = q (a). da . Consequentemente, pela
Eqg. (11), obtém-se a seguinte expressao para os coeficientes da Eq. (1) :
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Por andlise similar, para uma viga de comprimento L, apoiada nas extremidades e submetida a
uma carga triangular crescente da esquerda para a direita, em toda a sua extensdo, obtém-se a
expressao dos coeficientes da eg. (1), como:
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sendo o sinal positivo ou negativo, conforme n seja par ou impar, respectivamente.

Para 0 caso de uma viga apoiada sujeita a varios momentos M; , M, ... aplicados a distancias
ai, &, ... da extremidade esquerda de uma viga, tem-se:
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) nmay o Ay
N~ 4 g p3 2

M cos —- 5

Até agora se utilizou séries trigonométricas no estudo de deflexdes em vigas isostaticas
simplesmente apoiadas. Entretanto, para uma viga que apresente um nimero grande de graus de
liberdade, sera possivel aproximar a forma verdadeira da curva elastica a uma curva de deflexéo
presumivel.

Esta provavel configuracdo pode ser expressa por uma funcéo forma representada por uma série
trigonométrica, que deve conter um ou mais parametros de deslocamentos desconhecidos e, que
podem ser determinados através da aplicacdo do principio da minima energia potencial total.

Como requisito minimo, essa funcdo forma deve ser escolhida de modo a satisfazer as
condi¢cdes geométricas de contorno da viga, ou seja, as condicOes relativas as deflexdes e rotacdes
devem ser observadas. Quanto mais precisa for a funcdo forma escolhida, melhores seréo os
resultados dos célculos. A solugdo encontrada € sempre um valor aproximado, isto porque essa
fungdo assumida emprega um nimero restrito de parametros desconhecidos.

Sabe-se que o conceito de energia potencial é muito importante em Mecanica Estrutural, uma
vez que essa energia pode ser usada em analises aproximadas de estruturas, quando uma solugéo
exata € impraticavel. Essa energia potencial total , E,", € constituida de duas parcelas: uma que é a
energia potencial externa (ou das cargas externas) e, a outra é a de deformacdo U armazenada na
estrutura carregada. Entdo, a energia potencial total de um sistema estrutural sera expressa por:
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Admitindo-se que a todas as cargas P; correspondem a deslocamentos desconhecidos &; ,

obtém-se :
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Ainda, pelo primeiro teorema de Castigliano, sabe-se que :
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entdo, podemos concluir que “a derivada parcial da EpT , em relacdo a qualquer um dos
deslocamentos &;, serd sempre nula”, ou seja:
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Este resultado pode ser aplicado a cada um dos deslocamentos & formando um “sistema de
equacgOes” cujas solucdes sédo os valores dos deslocamentos desconhecidos desejados. Assim,
obtém-se n equacdes simultaneas, que permitem determinar cada um dos deslocamentos &; , &, ...
O, ; OU seja:
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Estas equacOes representam o denominado “principio de energia potencial estacionario”, e
afirma que a estrutura estara em equilibrio, quando os deslocamentos forem tais que levem a
energia potencial total EpT alcancar um valor estacionario. Como usualmente a estrutura esta em
equilibrio estavel, a energia potencial total € um minimo, sendo entdo, denominado “principio da
minima energia potencial total ”.

4. APLICACAO

O procedimento aqui apresentado, embora simples, requer derivagdes e integracdes de funcbes
trigonométricas que podem ser trabalhosas. Para séries com poucos termos, 0 processamento
algébrico realizado a méo ndo ¢é dificil; no entanto, para séries com varios termos, tal procedimento
torna-se laborioso. Desta forma optou-se por executar o procedimento mostrado a seguir utilizando
o software Mathematica, o qual realiza todo o processamento algébrico de forma simbolica e
numérica, obtendo-se rapidamente as deflexdes desejadas.

Convém salientar que, através desse recurso computacional, € possivel verificar a
convergéncia da serie trigonométrica utilizada como fungcdo forma, e facilmente pode-se
acrescentar termos a série sem nenhum esforco do usuério. Todo trabalho é transferido ao
computador que realiza as arduas tarefas de derivacéo e integracao.

Para analisar e ilustrar todo este procedimento vamos supor uma viga, ndo prismatica,
estaticamente indeterminada que é submetida a uma carga P, como indicado na Fig. 2, e deseja-se
um valor aproximado para a deflexdo no ponto de aplicacdo da carga.
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Figura 2. Viga estaticamente indeterminada e de secédo variavel.

A funcéo forma escolhida para a viga acima é:
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O procedimento para a obtencdo da deflexdo é mostrado na rotina abaixo, escrita em linguagem
do software Mathematica.

P=10000

L=4

ee= 200 (10)"9

ii=1,97e-5

ei=ee ii

eil=ei

ei2=ei/2

v=(pl (1- Cos[2 Pi x/L]) + p2 (1- Cos[4 Pi x/L]) + p3 (1 - Cos[6 Pi x/L]) + p4 (1 - Cos[8 Pi x/L]) +
p5 (1 - Cos[10 Pi x/L])) ((I-x)/L) + (ql Sin[2 Pi x/L] + g2 Sin[4 Pi x/L] + g3 Sin[6 Pi x/L] + g4
Sin[8 Pi x/L] + g5 Sin[10 Pi x/L]) (x/L)

d2v=D[v,{x,2}]

U= (eil/2) Integrate[d2v"2,{x,0,3 L/4}] + (ei2/2) Integrate[d2v/"2,{X,3 L/4,1}]

ve=v/.x->3 I/4

W=-Pvc

En=U+W

eql= D[En,p1], eq2= D[En,p2], eq3= D[En,p3],

eq4= D[En,p4], eq5= D[En,p5], eq6= D[En,q1],

eq7= D[En,q2], eq8= D[En,q3], eq9= D[En,q4],

eql0=DI[En,q5]
s=Solve[{eql1==0,eq2==0,eq3==0,eq4==0,e95==0,eq6==0,eq7==0,eq8==0,eq9==0,eq10==0},{p1,
p2,p3,p4,p5,q1,02,93,g4,05}]

v=V/.s

vc=vcl. s

ve=NI[vc[[1]]]

Adotando-se P= 10 000 N; L=4m ; E=200 GPa e I=1,97 x 10° m*, o erro no valor da
deflexdo foi 2,1% em relacdo ao valor exato obtido pela teoria classica. Adotou-se uma série
trigonométrica com cinco termos, como uma presumivel fungdo forma, ajustando sua forma a
provavel curva elastica da viga, através de funcdes ponderadoras f(x)= x/L e f(x)=(1-x)/L . A
fungdo (x/L) foi multiplicada pela série senoidal para “amplificar” seu efeito no extremo direito da
viga; enquanto que, a funcdo (1-x)/L foi multiplicada pela série cossenoidal para “amplificar” seu
efeito na extremidade esquerda da viga. O mesmo problema resolvido com uma série de quatro
termos produziu um erro de 2,3%.



5. CONCLUSOES

Como vimos, podemos determinar os valores aproximados dos esforcos reativos, das tensoes e
das deflexdes resultantes através do método apresentado, que com a utilizacdo do software
Mathematica, torna-se uma maneira alternativa e rapida, para a resolugdo de estruturas, quer sejam
isostaticas ou estaticamente indeterminadas, para as quais uma solucéo exata é de dificil obtencéo.

Este trabalho desperta ao estudante uma visao clara do emprego de séries trigonométricas para
a determinacdo de deflexBes em estruturas e, cria uma poderosa ferramenta a ser utilizada na
Anadlise Estrutural, servindo também de base para o0 Método dos Elementos Finitos onde as fungoes
pressupostas (funcdo forma) sdo usadas para representar os deslocamentos de pequenos, porém
finitos, elementos em que toda a estrutura € subdividida, para poder ser analisada.

O uso do software Mathematica para a solucdo do problema permite obter as deflexdes de
maneira rapida, utilizando as séries trigopnométricas com um numero grande de termos, 0 que seria
muito trabalhoso se fosse realizado manualmente. Além disso, mostra ao usuéario, as vantagens da
aplicabilidade de um software na solucéo de um problema prético.
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THE USE OF TRIGONOMETRIC SERIES IN THE BEAMS DEFLECTIONS
STUDY
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Abstract: This work shows how we can choose the adequate function form to the deflections
analysis of beams. These functions are represented by trigonometric series that usually presents a
fast convergence. This approach supplies a good precision to the exact deflections analysis of
beams and, it also offers an important advantage by the fact that a simple expression can be applied
along all the beam.
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