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Resumo. O presente trabalho busca apresentar uma abordagem didatica da dinamica de sistemas
de multicorpos rigidos bidimensionais, com énfase na modelagem numérica e na simulacéo
computacional. Tal tema constitui um dos importantes topicos do ensino de graduacéo e pos-
graduacéo em Engenharia Mecanica. Neste sentido, busca-se explicitar o papel fundamental dos
sistemas de coordenadas, os significados das coordenadas lineares e rotacionais empregadas para
caracterizar as posi¢des dos corpos que compdem o sistema e o significado das equagOes de
restricdio e dos multiplicadores de Lagrange a elas associados. E ainda evidenciada a natureza ndo
linear das equagdes algébrico-diferenciais do movimento. Um mecanismo do tipo biela-cursor-
manivela é usado para ilustrar a metodologia, sendo desenvolvidas as equacdes do movimento e
apresentados os resultados de simulagfes numéricas.

Palavras-chave: Sstemas de Multicorpos, Mecanismos, Anélise Dinamica, Equacdes Algébrico-
Diferenciais.

1. INTRODUCAO

Na moderna Engenharia Mecéanica, sistemas de multicorpos sdo entendidos como sistemas
mecanicos constituidos por conjuntos de componentes rigidos e/ou flexiveis interconectados. Estas
caracteristicas se aplicam a numerosos tipos de sistemas mecanicos industriais, tais como
mecanismos geradores/transformadores de movimento, veiculos, estruturas espaciais e robos
(Shigley & Uicker Jr., 1980). A pesquisa na area de dindmica de sistemas de multicorpos tem sido
motivada pelo crescente interesse no projeto e simulagdo do comportamento destes tipos de
sistemas. Mais recentemente, com 0 interesse pela concepcdo de sistemas leves e precisos,
geralmente operando a altas velocidades, énfase tem sido dada a caracterizacdo dos efeitos da
flexibilidade dos elementos sobre o comportamento dindmico de sistemas de multicorpos. Nestes
casos, técnicas de discretizacdo, tais como o Método dos Elementos Finitos, tém sido empregadas
(Bauchau, 1998; Damilano, 1993).

Embora reconhecam que as técnicas de modelagem de sistemas de multicorpos sejam hoje bem
estabel ecidas, havendo, para este fim, numerosos “pacotes’ computacionais disponiveis no mercado
(DADS®, ADAMS™..., dentre outros) os autores consideram ser imprescindivel ao usuério destas
técnicas o pleno dominio dos fundamentos tedricos e numeéricos subjacentes. Tal dominio é as vezes
dificultado pela auséncia, nos curricula dos cursos de graduacdo, de disciplinas tratando
especificamente do tema. Nota-se ainda a pouca disponibilidade de textos em lingua portuguesa
dedicados ao assunto, havendo, contudo, importantes contribui¢des (Santos, 2001).
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No contexto do ensino de Engenharia Mecanica, este trabalho tem por objetivo apresentar uma
abordagem lagrangeana para modelagem matematica e resolucdo numérica de sistemas de
multicorpos. Sem negligenciar a possibilidade de extensdo a casos mais complexos, 0 estudo
restringe-se aos sistemas bidimensionais, formados por el ementos idealmente rigidos, com enfoque
nos seguintes aspectos fundamentais: a natureza dos sistemas de coordenadas, os significados das
coordenadas lineares e rotacionails empregadas para caracterizar as posicdes dos corpos que
compdem o sistema, o significado das equagdes de restricdo e dos multiplicadores de Lagrange a
€las associados.

A exemplificagdo do procedimento de modelagem e a interpretacdo do significado das
grandezas envolvidas sdo feitas a partir de um exemplo numérico simples, consistindo de um
mecanismo biela-cursor-manivela. Empregando o método de Runge-Kutta de 4° ordem, as equagdes
do movimento deste sistema sdo resolvidas numericamente, sendo apresentados os resultados em
termos de posi¢oes, velocidades e acel eragbes dos corpos que o compdem e das forgas de restricéo a
gue estéo submetidos.

2. SISTEMAS DE REFERENCIA

O movimento de um sistema de multicorpos pode ser descrito utilizando grandezas cineméticas
vetorials. posi¢édo, velocidade e aceleracdo. Estas grandezas devem ser caracterizadas em termos de
suas componentes nas direcdes de eixos de referéncias, previamente escolhidos.

Na andlise de sistemas de multicorpos convém empregar dois tipos de sistemas de referéncia. O
primeiro € um sistema de coordenadas fixo no tempo, tomado como padréo para todos os corpos do
sistema, chamado de sistema de referéncia global ou inercial. Os demais sdo os sistemas de
referéncias locais, ou sgja, sdo sistemas de referéncia fixados a cada um dos corpos, tendo,
portanto, as posi¢des de suas origens e as orientacdes de seus eixos varidveis com tempo.

Considerando genericamente o i-ésimo componente de um sistema de multicorpos, ilustrado na
Fig. 1, escolhem-se dois sistemas de referéncia distintos:

* um sistema inercial OX; X,, ao qual se associa uma base ortogonal de vetores unitarios i, e
i,.

* um sistema de eixos ortogonais O' X, X, rigidamente ligado ao corpo, com origem no ponto

O'. A este sistema se associa uma base ortogonal de vetores unitérios i} e i,,. Estando ligado a0

corpo, este segundo sistema se movimenta junto com ele, desenvolvendo movimento plano geral,
gue pode ser considerado como resultante da combinagdo do deslocamento de sua origem e de uma
rotacéo em torno de um eixo perpendicular ao plano do movimento, passando por esta origem.
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Xy

»
>

Xy

-y

Figura 1. Sistemas de referéncia para o i-ésimo componente do sistema de multicorpos

Ainda com relaggo a Fig. 1, consideremos o ponto genérico P, cuja posicéo, em relagéo ao
sistema de referéncialocal é dado por:



=0 +Usiy, (1)

O mesmo vetor pode ser expresso em termos de suas componentes no sistema de coordenadas
global segundo:

u' =ulil +ubib, (2
Nas equagBes acima, (T, ,U,) e (ul e u}) indicam as componente de u' no sistema de

coordenadas local e global, respectivamente. Pode-se mostrar que estes dois conjuntos de
componentes se relacionam através da seguinte transformacao linear:

u =T'a, (3)
com u' :[u‘1 uiZ]T, ' :[Uli UQ]T.

Designando por 8' o angulo formado entre os dois sistemas de referéncia, conforme ilustrado
naFig. 1, a matrizderotacdo T' tomaaforma:

. |cos® —sen@
T' = i i , (4)
senb cos0

notando-se que tal matriz é uma matriz ortogonal, que satisfaz a propriedade (Ti )T T =T (Ti )T =1

De acordo com a Fig. 1, o vetor-posi¢céo r' do ponto P' é dado pela seguinte equacéo, em
termos de suas componentes relativas ao sistema de referéncia global:

r =R'+T'@, (5)

onde R' = [Ri Riz]T indica o vetor-posicao da origem do sistema de coordenadas local.

Como as coordenadas que formam o vetor u' s30 constantes, conclui-se que a posicdo do

ponto P' no plano é determinada pelos valores das seguintes coordenadas, ditas coordenadas
generalizadas:

¢ =R R o ©)
Derivando a Eq. (5) em relacéo ao tempo, temos:

P =R +T'u, (7)
Utilizando a Regra da Cadeia da derivagao, escrevemos:

) i i i . )
p =90 _dT & g onde T =
dt  do dt

—sen® - cosH
cos®'  send

e 6" é a velocidade angular do sistema de referéncia local, que confunde-se com a velocidade
angular do corpo. Assim, (7) pode ser rescrita sob aforma:



i =R +0'Tu', (8)

A extensdo da formulacéo precedente ao caso de sistemas tridimensionais ndo envolve grandes
complicacdes, devendo-se notar que os sistemas de referéncia passam a ser formados por conjuntos
de trés vetores perpendiculares dois a dois e que 0s vetores-posiGao passam a possuir trés
componentes. Além disso, a orientacdo dos sistemas de referéncia locais requerem o emprego de,
no minimo, trés parémetros rotacionais.

3. RESTRICOES CINEMATICAS

O movimento de um sistema de multicorpos bidimensional, formado por ¢ corpos componentes
fica completamente determinado quando se conhecem os valores de 3c coordenadas generalizadas
gue podem ser agrupadas no seguinte vetor:

=R R o R R e2R RO (%)
ou, genericamente:

q=[a @ -, n=3c (9b)

Contudo, o0 movimento de cada corpo pode ser restringido pela presenca de juntas que ligam os
componentes entre si ou ao sistema de referéncia fixo (solo). Ha também a possibilidade de que
alguns pontos do sistema sejam forgados a seguir trgjetorias previamente estabelecidas. Deste fato
resulta que as coordenadas generalizadas podem ndo ser todas independentes, estando relacionadas
por um nimero r de chamadas equacdes de restricéo. Se estas equacdes puderem ser escritas sob a
forma de equacdes al gébricas (geralmente ndo lineares) daforma:

Cy(th Gy, O t) =
Colth G+, 0 t) =

C, (071G t) =0
ou, em notacdo vetorial:
C(q.t)=0 (10)

tais restricbes sdo ditas holondmicas. Caso contrario, séo chamadas ndo holondémicas. (Shabana,
1998).

O numero de graus de liberdade de um sistema de multicorpos € definido como sendo o
niumero de coordenadas generalizadas independentes. Para um sistema formado por n corpos
componentes, sujeito a r equagdes de restricdo, o numero de graus de liberdade é dado pela
expressao:

N=n-r (12)
Sob o ponto de vista fisico, a existéncia de restricdes implica o aparecimento dos chamados

esforcos de restricao (forgas ou momentos), atuando segundo as coordenadas restringidas (lineares
ou angulares, respectivamente).



4. EQUACOES DE LAGRANGE - MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

No contexto da Mecéanica Lagrangeana, as equages diferenciais do movimento de sistemas
mecani cos podem ser obtidas, empregando-se as Equacdes de Lagrange. Considerando inicialmente
0s sistemas mecani cos descritos por n coordenadas generalizadas sem restrigoes, estas equagdes sdo
obtidas do Principio do Trabalho Virtual admitindo-se que os deslocamentos virtuais dados as
coordenadas generalizadas sejam arbitrarios e independentes. Neste caso, as Equacdes de Lagrange
apresentam-se sob a forma (Meriam, 1976):

d(oT)| aT

== |-===0, 12

dt(aq] aq 2 (2
onde T designa a energia cinética do sistemae Q = [Q1 Q, - Qn]T € 0 vetor das chamadas

forcas generalizadas.

Consideremos agora o caso de sistemas mecanicos sujeitos a restri¢des cinematicas. Conforme
Visto na secdo precedente, as restricdes cinematicas estabel ecem relagdes de dependéncia entre as
coordenadas. Este fato implica que as Egs. (12) ndo podem ser empregadas, devendo ser
modificadas para levar em conta a dependéncia entre as coordenadas. Um dos procedimentos mais
freglientemente utilizados é agquele baseado nos multiplicadores de Lagrange. Pode-se demonstrar
(a demonstracdo foge do escopo deste trabalho) que as equagdes do movimento podem ser obtidas
em termos do conjunto completo de n coordenadas, levando-se em conta a dependéncia existente
entre elas, mediante 0 emprego de Equacdes de Lagrange modificadas, expressas sob a forma
(Shabana, 1998):

d(oT oT T
G119 icTa=0Q, 13
dt(OQJ (&1) =2 &
_ac | . | o ) .
onde (qu)rxn =3, € @ chamada matriz Jacobiana das resirigoes e =\, A, - AT éo
q

vetor dos multiplicadores de Lagrange.

A Eg. (13) representa um conjunto de n equacdes diferenciais que, juntamente com as r
equacoes de restricdo (10), podem ser resolvidas para obtencdo das n coordenadas generalizadas e
dos r multiplicadores de Lagrange.

Comparando as Egs. (12) e (13), podemos observar que o termo ng desempenha o papel de

forcas generalizadas devidas a existéncia de restri¢cOes cinematicas. Este termo representa, portanto,
os esforgos de restri¢cdo, que atuam segundo as coordenadas restringidas.

5. EQUACOES DO MOVIMENTO
Para obter as equacbes diferenciais do movimento a partir das EquacOes de Lagrange,

formulemos a energia cinética do sistema de multicorpos. Para o i-ésimo corpo componente, tal
energia se escreve:

T :% [io'l ) #av' (14)

onde p' e V' sdo, respectivamente, a densidade volumétrica e o volume e i’ representa a

velocidade, em relacéo ao sistema de referéncia fixo, de um ponto genérico do i-ésimo componente.
Introduzindo (10) em (14), escrevemos.



LR i Y 4]

ou ainda
T! :%(qi I'mig, (15)

. . iy .
onde: q, :[(R')T 9'} é o vetor das velocidades generalizadase M' é ditamatriz de massa do i-

€simo componente, sendo dada por:

M = Mir MIRB ,
Smét. My,

com:
Mg = Li p'dv'l,
Mb, =T} Li p'udv'
M, = L puludV'

Desenvolvendo as equacdes acima em termos das componentes do vetor ' definidas na Eq.
(1), obtemos:

Ml :[”(‘) rﬂ | (16)

onde m'" éamassado corpo, €:

‘M, =T} Li pudv =Tis', (17)
—j _[/i pIUJI. dVI
com. s = o .
[ip'T; av'

*My, = Li p [(Uli )2 + (U;)Z}dvi (18)

A energia cinética do sistema de multicorpos é dada pela soma das energias cinéticas dos ¢
COrpos componentes, ou sga



Ti()M" (19)

I\JlH

Definindo o vetor das coordenadas generalizadas do sistema de multicorpos como sendo:

)
q(scx1)=[q1 a 9] (20)

aEq. (19) pode ser reescrita sob aforma:
1.....
T = Eq Mq, (21)

onde M 0 R3***® é amatriz de massa do sistema de multicorpos, que tem a seguinte forma:
M = ) (22)

Tendo determinado a energia cinética do sistema de multicorpos, expressamos o trabalho
virtual das forgas externas aplicadas ao sistema sob aforma:

dW, =Q5q (23)

Da equagéo acima obtemos a expressao dos esforgos generalizados Q..

Admitindo a existéncia de equacdes de restricdo relacionando as coordenadas generalizadas do
sistema de multicorpos, introduzimos as expressdes de T, dada por (21) e de Q., extraido de (23)
na Eqg. (13), obtendo:

M{ +Cih=Q,, (29)

As equactes diferenciais (24) e as equagdes algébricas de restricdo (10) devem ser resolvidas
simultaneamente. Sendo as equactes de restricéo geramente ndo lineares, na maioria das vezes néo
€ possivel obter solugdes analiticas em forma fechada, recorrendo-se, neste caso, a procedimentos
numericos de resolucdo aproximada. Para tanto, calcula-se a derivada segunda das equacOes de
restricdo (10) em relacdo ao tempo, 0 que conduz a seguinte expressao:

aC. 9°C _o°C. af(ocC.).
__oCc_, _( ]q (25)

T Tz “aqatt oqlag?

Podemos entdo combinar as equagdes (24) e (25) na seguinte equacdo matricial:

LD: ?Hg} ) {g} (26)



onde:

2 oC
Qr = - a_C+2 k|
ot> ot

avo-le,ak (27)

A Eq. (26) constitui um sistema de equagdes a gebricas lineares que pode ser resolvido para as
aceleracOes ¢ e os multiplicadores de Lagrange A . Dado entdo um conjunto de condicdes iniciais
(qo,qo), utilizando um procedimento recursivo, 0 vetor aceleracdo pode ser integrado

numericamente para obter as velocidades e as coordenadas generalizadas em instantes de tempo
futuros (At, 2At, 3At, ... ).

6. RESOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES DO MOVIMENTO

No processo de resolucdo numeérica do sistema (26), busca-se obter os valores das coordenadas
generalizadasq e de suas derivadas temporais q e q, aém do vetor de multiplicadores de Lagrange

em valores discretos de tempo. Para um dado instante, designado genericamente pelo superscrito @,
0 procedimento de resolucéo segue duas etapas:

1* etapa: determinam-se os vetores das aceleragdes e dos multiplicadores de Lagrange
resolvendo o sistema de equacdes (26):

.. (i) M cT 77t Qg)
{iw}:[(cq)“ (1” o] )

2* etapa: a partir dos vetores §") ea®) integra-se numericamente o primeiro conjunto de

equacdes em (26) para determinar os vetores das velocidades q(‘) e deslocamentos q(i). Diversos

métodos de integracao requerem que tais equacdes sgfam expressas sob a forma de um sistema de
equacOes diferenciais de primeira ordem, o que pode ser feito escrevendo:

{28} - [3 (IJ E{gi;} + {M‘l[(Qe)(i)O— (cT )(i)x(i)]} (29)

A EQ. (29) pode ser escritanaforma:
v =gy® +y(i), (30)

0

onde: YU :{28} B:B (IJ ;0 :{M1|:(Qe)(i)—(c;ll-)(i)7\.(i)}}

Dentre as numerosas variantes de métodos de integracdo numeérica, alguns dos mais utilizados
sd0 agueles da familia Runge-Kutta, sendo o método de quarta ordem um dos mais usados. Os
fundamentos deste método, que serda empregado no exemplo a ser apresentado, podem ser
encontrados em (Carnahan, 1969).



7. APLICACAO NUMERICA
7.1. Mecanismo Biela-Cursor-Manivela
Nesta secéo apresenta-se, como exemplo, 0 mecanismo biela-cursor-manivela mostrado na

Fig. 2. Trata-se de um tipo de mecanismo encontrado em numerosos Sistemas mecanicos, tais como
motores de combustdo interna e méquinas ferramentas (Shigley & Uicker Jr., 1980).

OG,=¢
AG, =g,
OA=/,

AB=1/,

Figura 2 — Mecanismo biela-cursor-manivela

Os corpos do sistema serdo identificados como segue: corpo 1. manivela, corpo 2: biea,;
corpo 3: cursor. Quatro sistemas de coordenadas sdo utilizados. um sistema global (fixo)
OX; X, situado na extremidade da manivela e trés sistemas locais associados a cada corpo do

mecanismo: G; X} X3, com origem no centro de massa da manivelaG, ; G, XZX2, com origem no

centro de massadabiela G, e BX X3, com origem no centro de massa do cursor.
S&0 escol hidas as seguintes coor denadas generalizadas:

q=[R R o R? RZ 0* RS R, (31)

onde Ri e Ri2 (i =1-- ,3) designam, respectivamente, a componente horizontal e a componente
vertical do vetor posi¢do do centro de massa do i-ésimo corpo, em relacdo ao sistema de referéncia
global, e ' (i = 12) indica a orientagcéo angular do i-ésimo corpo. Observe-se que uma vez que 0
cursor descreve movimento de translacdo, sera negligenciada a coordenada de rotacdo a ele
associada.

Admite-se que 0 mecanismo sgja acionado por um torque constante T =20 N [in aplicado a
manivela e que o cursor receba a acdo de uma forca de atrito, na direcdo horizontal, resultante de
suainteracdo com o plano fixo sobre o qual desliza.

Os valores das propriedades fisicas e geométricas dos componentes do mecani Smo sdo:

* m =0,0340kg : massadamanivela

* m, =01360kg : massadabiela;

* m,=0907kg :massado cursor;

« J., =0,01830kg [* : momento de inércia baricéntrico da manivela;

+ Jo, =001065kg [* : momento de inércia baricéntrico da biela;

e /,=0,0508m : comprimento da manivela,

* /,=0,2032m : comprimento da bielg;



* ¢ =0,0101m : posi¢éo do centro de massa da manivela,;
* e, =0,0407 m : posicao do centro de massada biela
» u.=0,10: coeficiente de atrito cinético entre o cursor e o plano horizontal.

7.2 Matriz de Massa

A matriz de massa do sistema, obtida a partir de (25), € dada por:
M=diag{m, m Jg m, m, Jg; my my (32)
7.3 Equacdes de Restricao

Para 0 sistera em quest&o, as restri¢des cinematicas S0 as seguintes:
e 1% restricdo: posicdo absolutado ponto O éinvariavel com o tempo:

R'-Thu; =0,
onde @5 =[-¢ 0]" éo vetor posicio do ponto O em relagdo ao sistema G, XX}
Desenvolvendo:
1 1 _ 17 (= 0 1_ 1
R11 B cose1 sen(? el _ N Ri elcose1 (33)
R,] |sen®" cosB 0 0 R, =€ senb

e 2 restricao: posicdo absolutado ponto A:

R'+ T} =R?-T%u3,
onde s =[¢,-¢ 0" e u2=[-e, 0" sio os vetores posigéo do ponto A em relacio a0s
sistemasG, X; X5 e G,XZX 2, respectivamente.

Desenvolvendo:
R! .\ cos®® -send! E{él—el}: RZ?| |cos®® -send? E{_%}
R;| |sen®' cos@! 0 RZ| |sen®® cosh? 0
1 _ 1_p2_ 2
:{Ri+(£1 el)cose1 R12 e2c0362 (34)

e 3" restricao: posicao absoluta do ponto B:

R? +T?uj =R°+T%u; ,
onde w2 =[¢,-e, 0" eu =[0 0" sdo os vetores posicao do ponto B em relagio aos sistemas
G,X2ZX2 e BXZX3, respectivamente.

Desenvolvendo:

R? .\ cosf? —sen6? E{Kz—ez}: R .\ cos®® -sen6® E{O}:>
R7| |sen®? cosh? 0 Ry| |sen®® cos8® | (O
2 4 (. — 02 = R?
3{ R;. ( 2 %)COS X R;. (35)
R2+(€2—e2)sen6 =R



e 4" restricao: posicdo absolutado ponto B:
Admitindo que os pontos O e B estegjam posicionados sobre uma mesma linha vertical,
devemoster:

RS =0 (36)

Observamos que 0 sistema possui N=8 coordenadas generalizadas e esta sujeito a ¢ = 7
equacoes de restricdo. Assim, de acordo com aequacdo (11) o sistematem N = 1 grau de liberdade.

O vetor das equagdes de restricdo, expresso por (10), pode ser obtido agrupando as equagdes
(33) a(36), apresentando-se sob aforma:

R’ — e, cosB!
R; — e sen®’
RZ - R - (¢, — € )cosB" — e, cos6?
Clq)=1R2-R: - (¢, - )sen6 —e, 50’ (37)

RY - R — (¢, —e,)cos?
RS -RS - (¢, —&,)seno?
R

A matriz jacobiana das restri¢Oes toma a forma:

10 e, sen 6 0 0 0 0 0]
0 1 — g, cosB! 0 O 0 00
-1 0 (¢/,-g)sen®* 1 0 e, sen6? 0 0
C,a)=|0 -1 -(¢,-¢)cose* 0 1 - e, cosh? 00 (38)
0 0 0 -1 0 (¢/,-e)sen6®> 1 0
0 0 0 0 -1 —(¢/,-e))cos8? 0 1
0 O 0 0 0 0 0 1]

Detalharemos agora a construcéo do vetor Q,, dado por (27). De acordo com (38), C,nao

dC 2
depende explicitamente do tempo. Em consequiéncia, os vetores dtq e Clltg resultam nulos e (27)
assume aforma simplificada:
Q, =-{C,a), 4 (39%)

E apresentada, nas equagdes seguinte, a expressdo final de (39a):



—g,(6") coset
_el 0 F senot
—(¢, - )8 cose* - e, (62) cose?
N € i ot -
—(¢, -e, )}2; cos@?
-(¢,-e,)6?) send?
0

7.4 Vetor de Esforcos Externos

Negligenciando a agédo gravitacional, os esforgcos externos que atuam no sistema sdo o torque
constante T =20 N [, aplicado na manivela e a forga de atrito exercida pelo plano horizontal
sobre o cursor, forca esta dada por:

Fa = M IN® sgn(R?), (40)

onde sgn € a fungdo que fornece o sinal algébrico de seu argumento, L. € o coeficiente de atrito

cinético e N° éaforcanormal de contato entre as duas superficies.
Observando que estes dois esforgos atuam segundo as coordenadas 6* e R?, respectivamente,
o0 vetor dos esforcos externos generalizados € escrito da seguinte forma:

=boTo000F O (41)

7.5 Equacoes do Movimento

As equagdes do movimento do sistema sdo dadas por (26), repetida abaixo:

{M CEHQ}:{QE}, (42)
c, 01| [Q
onde:

=l A A A A A AT (43)

Empregando as equacgtes anteriores e desenvolvendo o primeiro grupo de equagdes em (42),
obtém-se as seguintes equacdes diferenciais:



ranll =M tA
mlR; == tA
Jo,0' =T - A senf' + A,e cosf' - A, (¢, - )sen6* + A, (¢, — € )cos6*
mlez ==Ay+ A
m2|f\'>22 = _/]4 + /]6 (44)
Je,0% =-Ae,5en6” + A,e,cos0? - A (¢, —e,)sen6? + A, (¢, — e, )cosh?
rnSR13 = Fat _/\5
mng ==X A

Com base nos diagramas de corpo livre dos corpos componentes do mecanismo, mostrados na
Fig. 3, conclui-se que cada um dos trés grupos de equacdes (44) resulta da aplicagéo, a cada corpo
gue compde o sSistema, das chamadas equacOes de Newton-Euler que, para problemas
bidimensionais, assumem as formas (Beer & Johnston, 1996):

ZFX = ma,
2. F,=ma, (45)
D> Mg =Jga

onde > F,,> F, e> Mg designam, respectivamente, as resultantes das forgas externas nas

direcbes x e y e o momento resultante das forcas externas em relagdo a0 eixo baricéntrico
perpendicular 20 plano do movimento e a,,a, ea designam as componentes da aceleragcdo do

centro de massa nas direcOes x ey e a aceleragéo angular do corpo, respectivamente.

Ainda com base na interpretagdo das equages (45), conclui-se que os multiplicadores de
Lagrange representam as forcas de restri¢éo aplicadas nas juntas do mecanismo, conforme ilustrado
na Fig. 3. Em particular, nota-se que a forga normal de contato entre o cursor e o plano horizontal,
gue intervém no calculo da forca de atrito em (40) identifica-se com o multiplicador de Lagrange

Corpo 2

F

at

—>

Figura 3 — Diagramas de corpo livre dos componentes do mecanismo biela-cursor-manivela
7.6 Resultados de Simula¢do Computacional

Admitindo que o mecanismo parta da configuracdo inicial com velocidade nula, com abielae a
manivela alinhadas na diregdo horizontal, o vetor das condi¢desiniciais Yo € dado por:

Y,=lg"q"]"=[e 0 0 (/,+e,) 0 0 (¢,+£,) 0000000 0 Q



As equagdes do movimento foram resolvidas empregando o método de Runge-Kutta de 4*
ordem, no intervalo [0 — 0,5 ], com At =25x10™s (2000 pontos de integracdo). Alguns dos
resultados obtidos sdo apresentados graficamente nas figuras seguintes, correspondendo as
componentes de movimento do cursor (posi¢ao, velocidade e aceleracdo) e das forgas de restricéo:

M‘.ﬂ.n'n g ot ‘
B\‘f ufl”lld'u’ur ﬁf |1nf: i'.'iJ‘u'ﬁ'.ﬂr"_r||=i||.{“||‘.|.||||;:!
EEEEEERNEE i ‘

i ﬁ u‘“ﬁ,‘ﬂl ||h|] r]llh!l' !ﬂ :LH “L |
CREEl

B OAm BT AR 07 a® af n® nd o opa s

Terrpe [ i M

Figura 4 — Comp. de deslocamento, velocidade e aceleracdo do cursor e das forgas de restricéo
8. CONCLUSOES

Foi desenvolvida a formulacdo lagrangeana para a modelagem de sistemas de multicorpos
rigidos bidimensionais, sujeitos a restricdes cineméticas, sendo obtidas as equagdes agébrico-
diferenciais do movimento. No desenvolvimento, buscou-se explicitar a natureza dos sistemas de
referéncia e das coordenadas generalizadas empregadas para representar a posi¢ao instantanea dos
corpos que compdem o sistema. Foi dada énfase a interpretacdo fisica das grandezas envolvidas e
ao significado das equagdes, objetivando reduzir a abstragcdo da formulagdo. O procedimento de
modelagem foi ilustrado com auxilio de um sistema biela-cursor-manivela, para o qual foram
apresentados os resultados de simulagdo computacional. Observa-se que, dada a facilidade que
oferece para a generalizagdo, a abordagem lagrangeana revela-se bastante conveniente para a
andlise dindmica de sistemas multicorpos mais complexos, tais como aqueles envolvendo sistemas
tridimensionais e aflexibilidade dos elementos.
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Abstract. The dynamics of multibody systems constitutes one of the relevant topics of
undergraduate and graduate programs in Mechanical Engineering. The aim of this paper is to
present in detail an approach to the dynamics of two-dimensional multibody systems, with emphasis
placed on the procedures for numerical modeling and computational simulation. In this sense, one
attempts to clarify the fundamental role of coordinate systems, the meaning of linear and angular
coordinates employed to characterize the positions of the bodies that form the system and the
meaning of the constraint equations and associated Lagrange Multipliers.. In the second part,
presented in a companion paper, numerical procedures for solving the equations of motion are
discussed. A dlider-crank mechanism is presented as an example, being used to illustrate the
various phases of the methodology, including the detailed development of the equations of motion
and presentation of computer simulation results. Using a slider-crank mechanism as an example,
the equations of motion are developed in detail. Then those equations are solved numerically using
the fourth-order Runge-Kutta method. The results are presented.

Keywords: Multibody Systems, Mechanisms, Dynamic Analysis, Algebraic-Differencial Equations.



