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Resumo. Os avancos tecnolégicos ocorridos nos Ultimos anos colocam novos desafios e
oportunidades aos engenheiros, requerendo o dominio de um conhecimento interdisciplinar em
areas tais como atuadores, sensores e controle de movimento, levando ao desenvolvimento do
conceito da mecatronica, a qual tenta unir o conhecimento requerido nessas aplicacdes. Nesse
sentido, disciplinas de teoria de controle bem como de eletronica tém se tornado bastante comuns
no curriculo do atual engenheiro mecanico e termos como lugar das raizes, controle PID e
diagramas de Bode comecam a integrar o vocabulario deste. Com o objetivo de abordar de uma
maneira bastante pratica essa gama de conhecimentos necessarios ao moderno engenheiro
mecanico, o trabalho em questdo mostra passo a passo 0 gque deve ser feito para alcangar-se o
equilibrio de um sistema instavel, utilizando para tanto um protétipo do péndulo invertido. Este
consiste em um carrinho que anda sobre trilhos, tendo uma haste com um peso em sua extremidade,
anexada a ele atraves de uma rotula. Um motor acionador atraves de um sistema de polias move o
carrinho na horizontal. Este sistema pode ser estabilizado controlando-se o torque no motor
acionador. Este artigo apresenta a modelagem matematica bem como o procedimento de projeto e
implementacdo fisica do controle em malha fechada a ser utilizado no protétipo sendo
desenvolvido na UFF.

Palavras-chave: modelagem matematica, lugar das raizes, controle de sistemas mecanicos,
péndulo invertido.

1. INTRODUCAO:

No Brasil, nos ultimos anos, tem havido uma crescente incorporagdo de novos conhecimentos
dentro da engenharia mecéanica, o que levou ao surgimento de uma importantissima area dentro
desta modalidade de engenharia; a mecatronica que faz a fusdo de conhecimentos antes somente de
engenharia elétrica e eletrbnica aos ja existentes conhecimentos da engenharia mecénica. Com o
surgimento desta nova e promissora area torna-se necessario a esse profissional o dominio da teoria
de controle e também uma razodvel base de eletrénica. Ambos sdo abordados nesse trabalho de
cunho didético mas de grande complexidade, através do projeto de um sistema de controle para um
péndulo invertido.

O péndulo invertido é um equipamento classico para 0 ensino da teoria de controle aplicada a
sistemas mecéanicos. Consiste em um carrinho ao qua é fixada uma haste que pode se deslocar
angularmente a medida que o carrinho se move na horizontal. Tem-se entdo um sistema de dois
graus de liberdade, sendo um o deslocamento do carrinho e 0 outro o0 deslocamento angular da
haste. Como a haste tende a cair sob influéncia da gravidade, pode-se dizer que este € um sistema
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instavel. Entretanto, este sistema pode ser estabilizado aplicando uma forga horizontal ao carrinho,
fazendo a haste ficar na vertical.

Foi construido um protétipo para o péndulo invertido, sobre o qual foi realizado todo um estudo
e projeto de controle. Este prot6tipo consiste em um carrinho que se move sobre dois trilhos
paralelos entre si. Ao carrinho, através de uma rétula, foi anexada uma haste com um peso em sua
extremidade, conforme mostrado na Fig. (1).

Figura 1. Protétipo do péndulo invertido

O deslocamento horizontal do carrinho sera realizado através de um sistema de polias em que
uma das polias é acionada pelo motor. Desse modo, a for¢a horizontal que fard o carrinho se
deslocar esta diretamente relacionada ao torque aplicado pelo motor, que é regulado através de sua
tensdo de alimentacéo.

2. MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem do péndulo invertido € encontrada em livros textos de teoria de controle, tais
como os de Ogata (1990) e Béanger (1995).

2.1. Equacbes M ecanicas para o Sistema

Conforme mostrado na Fig.(2), as coordenadas generalizadas sdo o deslocamento horizontal do
carrinho, X, e o deslocamento angular da haste, q.

Figura 2. Desenho esquemético com as coordenadas generalizadas



A massa m da extremidade da haste tem duas componentes de posicdo: uma componente
horizontal, expressa por x, = X+l.senq e uma componente vertical expressa por vy, =1.cosq.
Aplicando-se a 2* Lei de Newton para a massa m da extremidade da haste e para a massa M do
carrinho, pode-se obter o conjunto de equacdes Eq.(1).

(M +m)%+m cosqq- mseng? =F @

xcosq+1q- gseng=0
2.2. Equacfes Elétricas para o Motor Acionador:

Considerando-se uma caixa de reducéo acoplada ao motor, como mostra a Fig.(3), pode-se obter
0 conjunto de equacdes EQ.(2) para 0 motor acionador.
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Figura 3. Motor acionador com caixa de redugéo
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Onde i - corrente elétrica passando pelo motor
v - tensdo el étrica aplicada ab motor
ke- constante de forca contra-€letromotriz do motor
N - razéo de reducéo da caixa
Je- angulo de rotacdo do eixo de saida da caixa de reducéo
R - resisténcia do circuito da armadura do motor
Lao- induténcia do circuito da armadura do motor
ki - constante de torque do motor
T, - torque Util fornecido pelo conjunto motor - caixa de reduzdo
J - momento de inércia polar efetivo em relagéo ao eixo de saida da caixa.

2.3. Obtencao das Equacdes de Estado:

As equagdes (2) e (3) podem ser correlacionadas entre si através das Egs. (3), onder é o raio da
polia que esta fixada ao eixo de saida do motor:

T, =Fr
X=0,r
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Juntando-se as equagdes (1), (2) e (3) e linearizando-as em torno da posi¢cdo de equilibrio pode-

se obter as equactes de estado para 0 modelo linear da planta, dadas pela Eq.(4):
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3. PROJETO DE CONTROLE:

3.1. Selecao do Motor Acionador:

A partir das Egs.(4), os zeros e polos do modelo da planta a se controlar foram determinados
utilizando as especificacbes de diferentes tipos de motores descritos no catadlogo do fornecedor
Pittman Motors (2000). Foi montada uma estratégia de controle baseada na introducéo de polos e
zeros como descrita linhas abaixo. Na simulag&o foi imposta como restricdo uma tensdo maxima de
armadura igual a 24V, tensdo disponivel no laboratério. Apos a redlizacdo de diversas simulagdes
com diferentes motores, foi selecionado o0 GM 149043012 @ittman Motors, 2001) de 24 V com
caixa redutora de 5,9:1, cujos parAmetros s30 R = 1,01 W Ly = 1,6 mH; k; = ke = 61x10° N.m/A
(ou V.grd) e J = 9,05x10* kg.nf. Com esses parametros, a funcdo de transferéncia da planta,
Gp(9), € dada pela Eq. (5), a qual possui cinco polos (-420; -211; -23; 0; 23) e quatro zeros (-
2,73x10%; 2,73x10° e dois zeros na origem):

_ - 9,005x10 *s* - 2,328x10 '°s® +6,803x10%s” - 2,235x10"’s
Gp(s) - 5 4 4.3 5a2 7 (5)
s> +6312s" +8,814x10"s’ - 342x10°s” - 4,804x10°s
Para estabilizar o sistema foram adicionados trés pélos (dois na origem e um em —1000) e trés
zeros. -1; -25 para anular o efeito do polo em —23 da planta e —220 para anular o efeito do polo em
—211 da planta. Foi escolhido um ganho critico, k, de 521, o que fornece um sistema de fase néo-
minima com um zero no semiplano direito do plano s. A partir dos pélos e zeros adicionados para
estabilizar o sistema e do ganho critico selecionado, chegou-se a funcéo de transferéncia para o
controlador, G¢(s), dada pela Eq. (6):

(6)

G (s) _ 521x(s+ 25)(s+ 220)(s+1)
¢ s?(s+1000)

O lugar das raizes para o sistema em malha fechada € apresentado na Fig. (4).
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Figura 4. Lugar das raizes do sistema em malha fechada

Com o objetivo de se testar 0 controlador para uma situagao que representasse melhor a reali-
dade, foi realizada uma simulagdo em SIMULINK (Mathworks, 1997) para 0 modelo néo-linear,

dado pelas Egs. (7):

« = (m seng)g® - mg sengcosq+ (NK,i/r)
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Utilizando-se um angulo inicial para o péndulo de 20° e a malha fechada mostrada na Fig.(5),
obteve-se 0s resultados da simulagéo quanto a tensdo elétrica aplicada e corrente no motor,
apresentadas na Fig. (6), e quanto a posicdo angular da haste e dedocamento do carrinho, estes

ultimos apresentados na Fig. (7).
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Figura 5. Diagrama de blocos da planta em malha fechada
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Figura 6. Simulacéo néo-linear — tensdo elétrica aplicada e corrente no motor
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Figura7. Simulagdo néo-linear — posi¢éo angular da haste e deslocamento do carrinho

Analisando-se os gréficos da Fig.(6), pode-se constatar que € possivel se estabilizar o péndulo
sem ultrapassar o0 vaor de tensdo nominal do motor enquanto que ainversdo de corrente mostra que
0 motor, apds acelerar o carrinho, necessita frea-lo. As curvas da Fig. (7), por suavez, mostram que,
apesar do controlador estabilizar a haste em pouco mais de 0,2 segundos, o que implica em um
deslocamento do carrinho de menos de 1 cm, o conjunto continua a se movimentar com velocidade
uniforme. Ou sgja, a partir dos graficos acima, pode-se concluir que a fungdo de transferéncia obtida
para o controlador na andlise linear funciona também para estabilizar a haste na vertical, conforme
desgado, no modelo ndo-linear. Tendo em vista este resultado, decidiu-se partir para a
implementacdo do controlador e verificar, experimentalmente, como se comporta o sistema, tendo
em vista que houveram efeitos ndo modelados, tais como os atritos e arraste do ar sobre a haste.

3.2. Implementacéo do Controlador:

A funcdo de transferéncia para o controlador, obtida na etapa anterior, pode ser representada
fisicamente através de um circuito baseado em amplificadores operacionais. Como no projeto em
questdo a tensdo do motor serd ajustada com o objetivo de fornecer um torque que estabilize o
sistema, tem-se que igualando-se a fungdo de transferéncia do controlador a fungdo de transferéncia
de um circuito eetronico (relacéo entre a tensdo de saida e a tensdo de entrada do circuito
eletrbnico) obtém-se a representacdo fisica para o controlador. Depois de obtidas as funcdes de



transferéncia para vérios filtros, foi realizada uma combinacdo de 4 filtros em sé&rie de modo que
sua funcdo de transferéncia fornecesse um numero de pélos e zeros igua ao da funcdo de
transferéncia do controlador (trés zeros e trés polos, sendo dois zeros na origem). O diagrama deste
circuito é apresentado na Fig. (8):
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Figura 8. Diagrama do circuito eletrénico do controlador

A funcdo de transferéncia para o circuito acima € dada pelo produto das fungdes de transferéncia
dos 4 filtros em cascata. O que fornece a funcéo de transferéncia dada pela Eq.(8):

[¢]

V, S?C’RR, (1+SCR,)

V, R,.R,.(1+sCR,).(1+sCR,).(1+sCR,)

(8)

Supondo-se capacitores de 0,1 nfF, com o objetivo de se evitar a ionizagdo, e igualando-se as
Egs.(6) e (8), obtém-se 0s seguintes val ores para as resisténcias do circuito:

Ry = 240,779 kW
R, =10kW

Rs =400 kW

R4 = 45,45 kW
Rs=10MW

Estes valores terdo futuramente que ser gjustados para poder compensar 0 ganho do sensor 6tico,
o qual seradiscutido mais adiante.

4. PROJETO DO SENSOR OTICO:

Para 0 sensoriamento da posicéo da haste, decidiu-se utilizar um sistema 6tico composto de um
par de foto-transistores, onde um LED funciona como fonte luminosa, cuja intensidade pode ser
considerada constante. Pode-se também considerar que a corrente no coletor do foto-transistor sera
proporcional a intensidade de luz incidente sobre ele. Foram levantadas diversas curvas da area
iluminada pelo LED versus deslocamento angular da haste, considerando-se foto-transistores de
5mm de didmetro, com o objetivo de se decidir qual seria 0 melhor posicionamento dos mesmos em
relacéo ao eixo de rotacdo da haste (onde sera fixado o anteparo), conforme apresentado na Fig. (9).
Nestafigura R é a distncia entre o centro dos foto-transitores e 0 eixo de rotagdo da haste.



Figura 9. Curvas de &reailuminada pelo LED x posicdo angular da haste

Anaisando-se as curvas acima e as dimensdes do péndulo invertido foi confeccionado um
suporte para 0 par LED - foto-transistor, o qual foi acoplado a lateral do carrinho na qual sera
fixado um anteparo opaco que se deslocaré juntamente com a haste do péndulo, fazendo variar a
corrente no coletor do foto-transistor. Este suporte, cujo desenho € mostrado na Fig. (10), foi

acoplado ao carrinho de modo que a distancia entre 0 sensor e 0 eixo de rotacdo da haste fosse de
12,7 mm.
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Figura 10. Desenho do suporte para os foto-transistores

Das curvas da Fig. (9) pode-se concluir que o anteparo deve ser tal que a area iluminada pelo
LED quando a haste estiver na vertica devera ser igual a metade da area dos foto-transistores.
Decidiu-se ent&o por um anteparo de formato triangular, conforme mostrado na Fig. (11).
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Figura11. Anteparo para o sensor

Ainda falta determinar experimentalmente a curva de corrente no coletor do foto-transistor x
posicdo angular da haste, o que fornecerd um determinado ganho que deverd ser compensado no
circuito eletrénico do controlador através do gjuste dos valores de suas resisténcias, conforme
mencionado no item 3.2.

5. CONCLUSOES:

Foi apresentado o desenvolvimento de um protétipo de péndulo invertido, desenvolvimento esse
realizado ndo sb para se ter um equipamento didético bastante Util para o ensino de teoria de
controle, como também para se redlizar uma atividade de ‘' aprender fazendo’’. Solucbes bastante
inovadoras foram adotadas no decorrer do projeto, entre as quais cabe destacar:

I Desenvolvimento de um protétipo de baixo custo e de fécil transporte, facilitando a
utilizacdo do mesmo para atividades didaticas,

Ii. Selecdo do motor através de simulacdes de controle em malha fechada.

. Desenvolvimento de um dispositivo 6tico de sensoriamento;

Na avaliacdo do aspecto didético da atividade, é inquestionavel que o aluno orientado teve um
aprendizado bastante intenso, tanto de conhecimento tecnoldgico quanto de atitude em relacdo a
enfrentar novos problemas.
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Abstract. Technological advances pose new challenges and opportunities to engineers and the need
for interdisciplinar knowledge is evident in areas such as actuators, sensors and movement control.
Applications in robotics and precision positioning, for instance, require the mastering of topics
ranging from mechanical engineering to electrical and electronic engineering with a large
component of control engineering. This need has led to the mechatronics concept, which tries to
bring together all the required knowledge for such applications. In this sense, control theory and
electronics have become commonplace in the curriculum of modern mechanical engineering
courses and terms such as root loci, PID control and Bode diagrams permeate the vocabulary of
up-to-date mechanical engineers. With the objective of tackling this range of knowledge in a hands-
on way, this work shows, step by step, the development of a prototype of a classical unstable
mechanical system, the inverted pendulum. This consists of a cart carrying a rod with a weight on
its end and attached to the cart but free to rotate in one axis. Through a set of pulleys, an electric
motor drives the cart horizontally on a pair of tracks. This system may be stabilized controlling the
torque of the motor. The paper presents the mathematical modeling as well as the procedure for
designing and physically implementing the closed loop controller to be used on the prototype
developed at UFF.

Keywords. mathematical modeling, root loci, control of mechanical systems, inverted pendulum



