ﬁ I CONGRESSO NACIONAL DE ENGENHARIA MECANICA

W8 CONEPT 1 NATIONAL CONGRESS OF MECHANICAL ENGINEERING
' 12 a 16 de Agosto de 2002 - Jodo Pessoa — PB

O Overshoot e o Under shoot em Sistemas de Controle Lineares Continuos no
Tempo: Um Tutorial.

Célia Aparecida dos Reis*
Neusa Augusto Pereira da Silva*
Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira®

* Departamento de Matemética;

+ Departamento de Engenharia Elétrica;

Universidade Estadual Paulista - UNESP, Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira - FEIS, C.P. 31,
15385-000 - I1ha Solteira - SP, Brasil.

Resumo — Este trabalho trata de um tutorial relativo as condi¢bes que permitam avaliar extremos,
overshoot e undershoot na resposta a degrau de sistemas de controle lineares continuos no tempo. Em
termos de contribuicdes dos autores, apresenta-se uma condicdo necessaria e suficiente para a
determinacdo de extremos na resposta a uma entrada degrau unitario de uma classe de sistemas
continuos de terceira ordem, mediante o uso da configuracdo de pélos-zeros da correspondente funcéo
de transferéncia. Apresenta-se, também uma classe de sistemas de terceira ordem, com polos e zeros
reais negativos, exibindo o efeito do under shoot.

Palavras-chaves. Extremos, overshoot, undershoot, polos, zeros.
1. INTRODUCAO.

O conhecimento das caracteristicas da resposta a degrau € importante em engenharia de controle.
De fato, existem alguns problemas tais como problemas de controle do eixo de maquinas ferramentas e
problemas em que um robd necessita seguir uma trajetoria pré-definida, onde as respostas a degrau ndo
podem apresentar extremos (Howell, 1996, 1997; Rachid, 1995; Leon de la Barra, 1994). Dessa forma,
0 estudo de condigdes que permitam avaliar overshoot e undershoot na resposta a degrau € de grande
importancia na teoria de controle. Muitas contribuicfes tedricas recentes tém sido feitas no sentido de
clarificar a influéncia dos zeros e das localizagOes de pdlos e zeros da planta na parte transiente da
resposta a degrau (Widder, 1934; Mita, e Yoshida, 1981; Mangalvedekar, 1987; Middleton, 1991; HI-
Khoury 1993, Rachid, 1995, 1999a; Howell, 1996, 1997; Leon de la Barra, 1992, 1994, 1994a, 1996,
1998; Moore, 1990; Hauksdattir, 1996; Lin e Fang, 1997).

Apesar de bastante valiosas, essas contribuices ainda ndo oferecem um quadro claro de como e
guais variacOes extensas nas localizacdes de polos e zeros podem influenciar o overshoot e o
undershoot. Por exemplo, o problema de determinar 0 nimero exato de extremos da resposta a degrau
permanece em aberto (El-Khoury, 1993). Além da ndo existéncia de técnicas que permitam classificar
0s extremos da resposta a degrau, faltam condicdes necessarias e suficientes para a determinagéo de
overshoot e undershoot em sistemas continuos. Dessa forma, o objetivo desse trabalho é efetuar uma
discussdo dos resultados existentes na literatura relativos a extremos, overshoot e undershoot na
resposta a degrau de sistemas de controle lineares continuos no tempo, além de apresentar as
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contribuicdes dos autores com relagdo ao assunto.

Este artigo é organizado como segue. Apresenta-se, na se¢do dois, um estudo relativo a extremos ha
resposta a uma entrada degrau de sistemas lineares invariantes no tempo. Na secdo trés sdo tratados
resultados relativos a overshoot e na secdo quatro, resultados relativos a undershoot. Na se¢éo cinco
apresentam-se as conclusdes do trabal ho.

2. OSEXTREMOSNA RESPOSTA A DEGRAU DE SISTEMASLINEARESINVARIANTES
NO TEMPO.

O efeito dos zeros na resposta a degrau de sistemas lineares invariantes no tempo e a relagdo dos
mesmMos com 0s extremos da resposta a degrau, tem merecido atencdo de varios pesquisadores desde os
anos 30. E fato conhecido que quando os polos da funcdo de transferéncia sio reais e negativos, sua
resposta a degrau apresenta um numero finito de extremos. Widder (1934), prova que o nimero de
zeros da funcdo de transferéncia, no intervalo de convergéncia, € pelo menos igual a0 nimero de
extremos que pode ocorrer na resposta a degrau do sistemal linear estavel. Mais precisamente, considere
a funcdo de transferéncia racional

m
_O(S- Zi)
G(s)=g=b—— (1)
O(s- p)
j=1
com pélosreaisp, < ..< p1 < Oezerosreas z,i = 1, 2, ..., m G(s) em (1) é estavel e além disso,

estritamente propria e sem cancelamento de zeros. O pélo p; € o pdlo dominante e o pélo p, € o pdlo
mais rdpido. A resposta a degrau de G(s) é definida como

_ L )
yO=L"&3s H t 1 [04¥), @)

com a condicdo inicial y(0) = 0, onde L ! é o operador transformada inversa de Laplace. Introduz-se
em El-Khoury (1993), a seguinte definicdo de extremo local naresposta a degrau.

Definicado 2.1: A funcd y(t) tem um extremo local em t se exise e > 0 td que
[y(t) -yt -OI [y(t) -yt +1)]>0," t1 (0,e).

Sgja o0 inteiro h 3 0 0 nimero de extremos locais de y(t) parat > 0. Para especificar h, é
conveniente classificar o0os zeros de G(s) em quatro diferentes conjuntos, Mi=
{z:H(z)=0,0<z<¥},Myx={z:H(z) =0,p1 <z£0},M3={z:H(z) =0,p,<z<p;} eMs
={z:H@ =0,-¥<z<p,}.Sdam;,i=1,2 3,4, o nUmero de zeros pertencentes a uma dada

classe M, tal que m= M+ np + mz + my. Dai, um limitante inferior parah é obtido (Widder (1934)).

Teorema 2.1: (Widder (1934)) (Teorema do Limitante Inferior) O nimero de zeros de G(s) no
intervalo de convergéncia é no maximo igual ao nimero de extremos locais de y(t). Equivalentemente,

h3 m+ m.

Do Teorema 2.1, observa-se que os zeros localizados nas classes M1 e M» causam extremos. Além
disso, o problema de encontrar um limitante inferior para 0 nimero de extremos da resposta a degrau,
foi resolvido.



Segundo El-Khoury (1993), nas aplicagdes em controle, o conhecimento de um limitante superior
para o numero de extremos € freqlentemente mais importante do que o conhecimento de um limitante
inferior. Por exemplo, quando o limitante superior é igual a zero, existe a garantia de que a resposta a
degrau é mondtona, o que implica na ndo existéncia de extremos. EI-Khoury mostra que o nimero de
extremos na resposta a degrau, parat > 0, € limitado superiormente por m — p, onde p € o nimero de
vezes que um numero impar de zeros ocorre entre dois polos consecutivos. Para a apresentacdo desse
resultado, é necessaria a introdugdo das seguintes definicoes.

Definicdo 2.2: Um pole bracket é o intervalo aberto (pi-1, pi) entre dois polos distintos e consecutivos
pi-1 < pi de G(s), e p 0 numero de pole brackets contendo um nimero impar de zeros de G(S).

Definicdo 2.3: Sejax um inteiro. Entdo a paridade de(X) := 0 sex épar ea paridade de (x) := 1se x
€ impar.

Teorema 2.2: (EI-Khoury (1993)) (Teorema do Limitante Superior) O nimero de extremos de y(t),
parat > 0 é limitado superiormente por m; + mp + ne - p. Além disso, a paridade do nimero de
extremos € igual a paridade de my + mp + mg - p. Equivaentemente, h £ m + m + nmg - pou
paridade(h) = paridade (m; + np + ms - p).

Os teoremas do limitante superior e inferior podem ser combinados e fornece o0 seguinte resultado
geral de limitac&o.

Teorema 2.3: (EI-Khoury (1993)) (Teorema de limitacgo Geral)
@) m+mz £ h £ m+m+nms- p; ©)
(i) paridade (h) = paridade (m; + np) = paridade (my + mp + m3 - p). 4

Do Teorema 2.3, podem ser deduzidos os seguintes resultados préticos:

Se 0 sistema ndo tem zeros e possui apenas polos reais, entdo ndo existe a possibilidade da
ocorréncia de extremos, incluindo tanto overshoot como undershoot;

Os extremos da resposta a degrau podem também ser causados por zeros localizados entre o pélo

dominante e 0 pdlo mais rgpido (conjunto M3). Os zeros a esquerda do pélo mais rapido ndo causam

extremos (conjunto My);

A relacéo (4) estabelece que se a paridade (my + ) = 0, entdo os valores impares entre o limitante

inferior e o limitante superior fornecido por (3), exclui o conjunto de possiveis valores de h.

Apesar do Teorema 2.3 ser um resultado importante, o problema da determinacéo do nimero exato
de extremos da resposta a degrau permanece um problema em aberto (EI khoury, 1993). Rachid (1995)
apresenta uma condi¢éo suficiente sobre os zeros para evitar extremos na resposta a degrau de sistemas
lineares de ordem alta com zeros e pélos estaveis, as quais clarificam o relacionamento das posicoes
entre polos e zeros no semiplano s, para a ocorréncia de extremos. Para detalhar tal resultado, considere
um sistema de controle linear estével, descrito pela funcéo de transferéncia com ganho unitario:

G = =L — (5)

com zeros z < 0 e pdlos p; < 0. O Lema seguinte, que fornece uma seqiiéncia de decomposicéo da
expressao (5), e o teorema a seguir sdo encontrados em Rachid (1995).



Lema2l. A funcdo de transferéncia G(s) em (5) pode sempre ser reescrita sob a forma

r r 1 1+t..s
G(9) :6leli<s>_c2>lem(s) com G,(9) = =4
i= i=

, G, = er,+r,=n. 6
1+T,s’ 2 1+T,s v ©)

Teorema 2.3: aresposta a degrau do sistema (5) ndo tem extremos para t* 0 se o rearranjo (6) pode
ser tomado tal que valem as condicOes t, j < T, paraj pertencentea[l, ra].

Observe que do Teorema 2.3, obtém-se as seguintes conseqléncias.

Se o sistema (5) possui apenas um zero finito z, sua resposta a degrau ndo apresentara extremo se

existe pelo menos um pélo p tal que z< p;

Quando o sistema (5) tem dois zeros distintos e finitos z e z, ndo ocorrem extremos na resposta a

degrau se existem dois polos p; € pp, taisque z; < p1 € z < pPp. Note que ndo se exige que p1 € P2

sgjam distintos, mas se p; = p2, amultiplicidade de p; deve ser pelo menos dois.

Apesar de tornar mais claro o problema do relacionamento de pélos e zeros da fungdo de
transferéncia para a ndo ocorréncia de extremos, o Teorema 2.3 € apenas uma condicdo suficiente. De
fato, considere um sistema de segunda ordem, com dois zeros reais distintos z e z, e dois polos reais
distintos p; e p2, cujafuncdo de transferéncia seja dada por:

o(s) = P2 (s+z)(s+2) @
217y (s+ p)(s+py)

Se a posicéo relativa entre os polos e zeros de (7) for tal que pz < z < 3 < p1, entéo G(s) pode ou
ndo apresentar extremos. A demonstracdo desse resultado € dada pelo teorema a seguir.

Teorema 2.4: (Reis e Silva (2001)) O sistema cuja funcéo de transferéncia é dada por (7) possui
extremo se e somente se ocorre uma das seguintes condigoes:
@ z<lz<li<zgreli+l,>z+2; (8)
(b)|2<|1<22<21OU|2<22<21<|16|1+|2<Z;|_+22; (9)

O Teorema 2.4 apresenta uma condicdo necessaria e suficiente para a ocorréncia de extremos na
resposta a degrau de sistemas de controle lineares de segunda ordem, continuos no tempo, com polos e
zeros reais distintos. Além disso, este teorema € uma complementacéo ao resultado de Rachid (1995),
sendo, portanto, uma de nossas contribui¢des nesse artigo. Para sistemas de ordem maior do que dois
ocorrem situagdes semelhantes. De fato, seja G(s) com polos e zeros reais, dada por:
13 (s-2)?

2% (s-1)3

Tem-se, entdo, 0 seguinte resultado.

G(s)=- (10)
Teorema 2.5: O sistema (10) possui extremos se e somente sel < z

Prova: A prova segue do célculo direto dos pontos criticos de y(t).

Corolario 2.5: O sistema (10) ndo possui extremos se e somente se z< | .

Prova: Segue do fato de que os pontos criticos de y(t) sdo negativos se e somente se z< | .



Observa-se que o resultado obtido no Corol&rio 2.5 coincide com os resultados obtidos por Rachid
(1995), no Teorema 2.3. Observa-se, além disso, que os resultados desse corolério sdo provenientes da
nao existéncia de pontos criticos em tais sistemas.

3. O OVERSHOOT EM SISTEMAS CONTINUOS

Foram apresentados na se¢éo dois, os resultados encontrados na literatura relativos a extremos de
sistemas de controle continuos no tempo. Apesar de importantes, essas contribuicdes ainda n&o
oferecem um quadro claro de como e quais variagdes extensas nas localizacOes de polos e zeros podem
influenciar o overshoot e o undershoot. Por exemplo, o problema de determinar 0 nimero exato de
extremos da resposta a degrau permanece em aberto (EI-Khoury, 1993). Além disso, ndo é possivel
efetuar a classificagdo dos extremos da resposta a degrau. Dai aimportancia de se determinar condicoes
necess&rias e suficientes para a determinagdo de extremos, overshoot e undershoot em sistemas
continuos.

Quando o sistema apresenta pdlos e zeros reais, a resposta a degrau € uma combinagdo de
exponenciais, dai a dificuldade da determinacdo direta de extremos e conseguentemente a classificacéo
dos mesmos. Isso justifica a escassez de resultados relativos a overshoot em sistemas continuos, na
literatura. Lin e Fang (1997) consideram um sistema linear de terceira ordem SISO com uma funcéo de
transferéncia ndo estritamente prépria dada por:

3 2
y(s) ,, cs”+ bs“+as+1l (12)

R(s)  psd+qgs?+rs+1’

onde K pode ser assumido sem perda de generalidade igual a um. Mediante o uso dos coeficientes de
(11), sdo obtidas condi¢cdes necessdrias e suficientes para um tal sistema ndo apresentar overshoot na
resposta a degrau ou resposta a degrau monotona ndo decrescente, quando o0s polos sdo reais. No caso
de pdlos complexos, uma condi¢do suficiente e duas condic¢Oes necessé&rias sdo obtidas para uma tal
classe de sistemas néo ter overshoot.

Middeleton (1991) prova que poélos reais no semiplano aberto direito implicam overshoot na
resposta a degrau da malha fechada. Tal resultado € apresentado a seguir.

Lema 3.1: (Middeleton (1991)) Um sistema estavel, com realimentacdo unitaria que possui um polo
real p de malha aberta, situado no semiplano aberto direito, deve ter overshoot na sua resposta a degrau.
Além disso, a quantidade de overshoot esta relacionada ao tempo de subida do sistema e a localizagdo
do pdlo p, no semiplano direito.

Reis e Silva (2001) apresentam a classificagdo dos pontos criticos da resposta a uma entrada degrau
unitério de G(s) em (7). Além disso, obtém-se condicles necessé&rias e suficientes para existéncia de
overshoot em tal sistema. Mais precisamente:

Teorema 3.1: Reis e Silva (2001)) Sob as hipbteses do Teorema 2.4, o sistema (7) apresenta
overshoot seesomentese < |,< 1< zzel1+ 12>+ 2.

Resultados andlogos aos obtidos no Teorema 3.1 também foram obtidos para sistemas de segunda
ordem, com um zero real e polos reais. Além disso, uma expressao para o caculo direto do overshoot €
fornecida (Reis e Silva (2001) e Reis (1994)).

Atualmente, pesquisas estdo sendo redlizadas pelos autores, visando a obtencdo de uma
caracterizacdo completa dos sistemas de segunda ordem, com poélos e zeros reais, polos e zeros



complexos, no sentido da obtencdo de condi¢Bes necessarias e suficientes para determinacéo de
extremos, overshoot e undershoot em tais sistemas.

4. SISTEMASCONTINUOSNO TEMPO E DE FASE NAO MiNIMA.

Um sistema € chamado de fase minima, se todos os seus zeros estdo localizados no semiplano
aberto esquerdo. Ja os de fase ndo minima ou sistemas de reacdo reversa sdo 0s sistemas lineares
estaveis para os quais a funcéo de transferéncia apresenta zeros no semiplano aberto direito do plano s
(RHP). Tais sistemas sdo identificados da seguinte forma: na aplicacdo de um degrau na entrada, a
saida inicialmente comega em direcdo contraria ao vaor de regime.

Segundo Mita e Y oshida (1981), Leon de La Barra (1994) esses sistemas podem apresentar uma das
seguintes caracteristicas. undershoot inicial ou do tipo A, undershoot tipo B e undershoot do tipo ry.
A seguir, apresenta-se uma caracterizagdo dessas caracteristicas.

Seja um sistema racional SISO caracterizado pela funcéo de transferéncia G(s) continua no tempo
estritamente prépria, assintoticamente estéavel e de fase ndo minima, sem zeros na origem. Tem-se
entdo a seguinte definicdo de undershoot inicial, encontrada em Leon de La Barra (1994).

Definicdo 4.1: Segja G(s) como descrito anteriormente e com ganho nd nulo k. Sga y(t) a
correspondente resposta no tempo a uma entrada degrau unitario positivo. Entdo y(t) apresenta
undershoot inicial sey(t)k < O paratodotta que0 < t < t;.

Mita e Y oshida (1981), contribuem com as definic¢des de undershoot do tipo A e do tipo B.

Definicdo 4.2: Seja y(t), t 3 0O, a resposta escalar no tempo, suficientemente suave, de um sistema
dinamico e assuma que y(0) = 0 e se Y™ é an-ésima derivada de y(t), ento:
(a) existe um inteiro positivo efinito h tal que:

y(+0)= =y (1) 1240 =0 & yV(t)]i=40 0 (12)
(b) O valor deregime de y(t) existe e € diferente de zero.
Ent&o se diz que y(t) possui under shoot do tipo A se y™(+0)y(¥) < 0.

Definicéo 4.3: Se ndo existe undershoot inicial e existe um intervalo (a, b) tal que y(t) y(¥) < 0 para
todo t pertencente a (a, b), entdo diz-se que y(t) apresenta under shoot do tipo B.

Segundo Vidyasagar (1986), arelacdo y(+0)y(¥) < 0 é uma versdo mateméatica natural do fato da
resposta a degrau inicialmente comegar em direc&o contraria ao valor de regime.

O undershoot do tipo B ocorre se ndo existe undershoot inicial e existe um intervalo aberto onde a
resposta a degrau tem sinal oposto ao valor de regime. Ja o undershoot do tipo ry, (Leon de La Barra
(1994)), fornece uma descricdo mais detalhada do fenbmeno do undershoot, mediante a especificacdo
do nimero de vezes que aresposta a degrau apresenta undershoot parat > 0.

Definicéo 4.4: Seja G(s) como descrita anteriormente e com ganho ndo nulo k, e y(t) a sua resposta no
dominio do tempo a um degrau unitério e positivo. Entdo diz-se que y(t) apresenta undershoot do
tipory parat > 0 se as seguintes trés condic¢des sdo satisfeitas:
Existem exatamente r, valores diferentesdet, O<tq < ---<t, g ST¥ tals que

y(ti) k<0, i=i,---,ry, (13)

y(t) |t:ti =0, i =1, PN T (14)



KO |2y >0, 1=1, 1y (15)

O Teorema seguinte, estabelece uma condi¢cdo necessaria e suficiente para a resposta a uma entrada
degrau de uma planta SISO estavel, apresentar undershoot inicial, encontrado em Vidyasagar (1986).

Teorema 4.1: (Vidyasagar (1986)) O sistema tem undershoot inicial se e somente se sua funcdo de
transferéncia tem um nimero impar de zeros reais RHP.

De acordo com Porter (1987), este fato foi provado por Norimatsu e I1to em 1961. Além disso, Mita
e Y oshida (1981) também provaram tal resultado como um corolario de um teorema mais geral relativo
ao fendbmeno do undershoot em plantas MIMO estaveis.

Note que este teorema é também vélido quando G(s) tem pdlos complexos conjugados. E também
importante realcar que zeros complexos conjugados do semiplano aberto direito, ndo tém qualquer
influéncia na determinagdo do undershoot inicial. Para uma discussdo dessa regra na determinacdo de
diferentes tipos de extremos, sugere-se como leitura, Leon de la Barra (1992).

Leon de La Barra (1994), contribui para uma caracterizacdo posterior, fornecendo novos
esclarecimentos das correlages entre zeros do semiplano aberto direito de uma fungédo de transferéncia
escalar continua no tempo, e a natureza do undershoot na sua resposta a degrau, com 0 seguinte
teorema.

Teorema 4.2: Sgja G(s) como anteriormente descrita, com ganho k = 1, e my zeros reais no semiplano
aberto direito. Entdo y(t) apresentara pelo menos undershoot do tipo ry para't > Q com ry dado
explicitamente por r, =int[(m; + 1)/2], onde[.] denotaa parte inteira

E claro que se m; € par, y(t) ndo apresenta undershoot inicial (Vidyasagar, 1986), entdo y(t) seréa
inicialmente positiva, revertendo necessariamente seu sinal depois. Por outro lado, se m; € impar, 0
sina inicia de y(t) ser& sempre oposto ao sinal de seu valor de regime, determinando assim, undershoot
inicial. Este teorema também é vaido para plantas tendo pdlos complexos conjugados. Sob hipoteses
adicionais relativas a configurag@o polo-zero de G(s), € possivel estabelecer um resultado mais forte
que o teorema anterior. Paratal, ssgam m;,m,,m;,m, ep como no Teorema de Limitacéo Geral.

Corolario 4.1: Se em adi¢éo as hipoteses do Teorema 4.2, G(s) tem somente zeros reais e polos reais
simples que satisfazem a condicéo de bracketing p = g, junto com my £ 1, entdo y(t) apresentara
exatamente undershoot do tipor, parat > 0, com r, como no Teorema 4.2.

O Corolério 4.1 fornece, para uma classe maior de sistemas ®@ntinuos no tempo e de fase néo
minima, 0 nimero exato de vezes que a resposta a degrau associada apresenta undershoot. A sua
principal limitagdo est4 no fato que plantas com pdélos complexos conjugados ndo estdo incluidos na
classe anteriormente referida. Além disso, pode-se observar, também com relagdo ao undershoot:
= Os resultados relativos a undershoot até entdo discutidos, relacionam o efeito na resposta a degrau

causado por zeros de fase ndo minima. No entanto, zeros do semiplano aberto esquerdo também
podem causar extremos que acarretam o undershoot. Por exemplo, considere o sistema de fase
minima cuja funcéo de transferéncia G(s) sgja dada por (10), com z=-0.1 e p = -1. Pelo Teorema 2.5,
como p < z G(s) possui extremos. Mediante a andlise da resposta a degrau y(t), nota-se a existéncia
de um ponto de minimo negativo e um de maximo. Dessa forma, o undershoot apresentado por y(t) é
devido a0 zero z = - 0.1, que é um zero real negativo. Portanto, o sistema (10) € uma classe de
sistemas de fase minima apresentando o efeito do undershoot.



= Qutro ponto € que a resposta a degrau y(t) do sistema caracterizado pela funcéo de transferéncia
continua no tempo pode apresentar undershoot em t = t, mas ndo satisfazendo a condigédo (15) da
Definicdo 4.4. Uma discussdo mais detalhada desse fato seré efetuada na subsecdo 4.1.

4.1 Undershoot do tipo ry Estendido na Resposta a Degrau
A Definicéo 4.5 de undershoot do tipo ry, exige as seguintes hipoteses (Ledn de la Barra, 1994).

Hipotese 1: Considere um sistema racional SISO caracterizado pela fungdo de transferéncia continua
no tempo G(s). G(9) é também estritamente propria, assintoticamente estavel e de fase ndo minima,
Nao possuindo zeros na origem do plano complexo.

Tal definicBo caracteriza o nimero de vezes em que a resposta a degrau apresenta undershoot,
considerando o nimero de minimos locais negativos de ky(t). E facil ver que as condicdes (13)-(15)
sdo suficientes para a existéncia de um minimo local negativo em t = tj, mas em particular a condicdo
(15) ndo € necessaria. Considere por exemplo que as condigdes (13) and (14) sdo verificadas em t = t;
e que ¥(t; )= 0. Suponha que existe uma constante positiva d; tal que paratodo t1 (t; - d.,t;) tem-se
ky(t)<0, equeparatodo t T (t;,t, +d ) tem-se ky(t)>0, respectivamente. Entfo, existe um minimo
local de ky(t)em t =t (Courant, (1965), pp. 242). Silva et al. (2001) encontra um exemplo dessa
Situacao, o qual e apresentado a seguir.

Example 1: Considere afuncéo de transferéncia G(s) dada por:

(s-2 )s-2Xs-2 O(s-2 )(s- 5)
i=1

G(s)= (16)
© (s+1)°[(s+1)*+p?]? [ (s+1)?+4p*]*

sendo que z;, Z,i=1,...,7 sd0 zeros complexos conjugados de G(s) e zy, z, Z Sd0 zeros reais. Os
valoresde zy, 2, Z e z,i= 1, ..., 7 s80 dados por z = - 0.000699416, z - 1.41185, Z - 24.4088, z -
- 3.13916 + 7.79002}, z>= - 1.36386 + 5.07124j, z3= - 1.26717 + 2.83482], - - 0.485231 + 3.31632j,
75 = - 0.0500769 + 7.17647], z - - 0.0449459 + 5.68491j e z; = 0.350259 + 2.57319j. Observa-se que
G(s) tem ganho k = 1. A Figura 1, mostra o grafico y(t), de onde se depreende que y(t) tem um
minimo local negativo em t = 1s. Silvaet al (2001) mostraque y(1) = -2p + 1< 0, y(1)=0, e
y(1) = 0, respectivamente. Entdo, a condicdo (15) na Definicdo 4.4 ndo é satisfeita em t=1, mas pela

Figura 1, aresposta a degrau exibe undershoot do tipo B.

Mediante os resultados obtidos no Exemplo 1, observa-se a necessidade de uma caracterizagdo mais
gera de undershoot multiplo na resposta a degrau. Tal caracterizacdo, dada a seguir, € uma das
contribuicdes de Silva et al (2001), o undershoot do tipo r, estendido.

Definicdo 4.1.1: Sgja G(s) como na hipétese 1 e com ganho ndo nulo k. Sja y(t) resposta a um
degrau unitario e positivo. Entdo diz-se que y(t) apresenta undershoot do tipo r, estendido parat > 0 se
as seguintes trés condi¢bes sdo satisfeitas:

Existem exatamente rye valores diferentesdet, 0< ty <tp< ... <t _<+3¥  tasque

() yit)k<0 , i=1,..r (17)

salyer

(i) y(t)|t:ti=o, =100, (18)



(iii) ky(t),_, >0, ou (19)

y(t)|t_ o= 0, e existe uma constante positiva d; tal que, (20)
|

ky(t)<O0 ,paratodo t T (t-d.,t;) e (21)
ky(t)>0 paratodo t T (t,,t,+d. ), i=1, .., e (22)

300 T T T T T T T 2

2801

Armnplitude

Amplitude
- I -

Figura 1: Resposta a degrau unitério para G(s) dada por (16).

Tem-se entdo 0 seguinte teorema.

Teorema 4.1.2: (Silvaet a. (2001)) Seja G(s) como na Hipodtese 1, com ganho unitario e m; zeros reais
no semiplano aberto direito. Entéo y(t) apresentara pelo menos undershoot do tipo r, estendido parat >
0 com rye, No sentido da Defini¢cdo 4.1.1 e dado fu, = int[ (m + 1)/2], onde[.] denotaa parteinteira

5. CONCLUSOES

Apresentou-se, nesse trabalho, um tutorial relativo ao estudo de extremos, overshoot e undershoot
especificamente para sistemas de controle linear estaveis e continuos no tempo. Dessa forma, sdo as
seguintes as contribuicdes do trabal ho:

(i) apresentacdo dos resultados relativos a extremos, overshoot e undershoot e descritos na literatura,
de uma forma didética, bem como a apresentacdo de referéncias bibliogréficas;

(i) apresentacdo de um novo resultado relativo ao assunto para fungdes de transferéncia de sistemas de
controle lineares estaveis e continuos no tempo de terceira ordem, com polos e zeros reais, a saber:
Teoremas 2.5 e Coroléario 2.5 (condicéo necessaria e suficiente para a existéncia de extremos);

(i) a associagéo de zeros localizados no semiplano esquerdo a undershoot. Apresentou-se uma classe
de sistemas possuindo apenas polos e zeros reais localizados no semiplano aberto esquerdo, em que
a resposta a uma entrada degrau unitario apresenta undershoot, o sistema de fase minima (10).
Observa-se que na literatura, os resultados relativos a undershoot estdo associados apenas a zeros
de fase ndo minima.

Esse trabalho permitird um melhor entendimento no que diz respeito ao posicionamento de polos e
zeros para a ocorréncia de extremos, overshoot e undershoot em sistemas de controle lineares continuos
no tempo. Apesar dos resultados obtidos pelos autores serem apenas para sistemas de segunda e
terceira ordem, com pdlos e zeros reais, acredita-se que tais contribuig¢des sdo importantes, visto que na
prética, em diversas situacdes existe a necessidade de se efetuar a reducdo da ordem do sistema. Além
disso, tais resultados podem ter vérias aplicacdes em engenharia de controle e podem, por exemplo,
serem usados em projetos de controladores sem overshoot (Moore, 1990).
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Abstract: A survey about conditions to avoid overshoot and undershoot in the step-response of scalar
continuous time transfer functions is presented. Additionally, one simple result is offered: one
necessary and sufficient condition for the existence of extremes in the step-response of third order
continuous time transfer functions, based on its poles and zeros. The authors presented also a class of
minimum phase third order continuous time system with real open left half plane poles that exhibits
undershoot in the step response.



