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Resumo. Apresenta-se neste trabalho o modelo dindmico de um brago planar, com dois elos ndo-
rigidos e duas juntas revolutas. O brago se movimenta no plano vertical, portanto, considera-se a
acéo da gravidade neste equacionamento. Utiliza-se a formulacdo de Newton-Euler e a teoria
elementar das vigas, junto com o método dos elementos finitos. A obtencdo de um modelo
matematico bastante apurado € necessario e de grande importancia devido a andlise de
estabilidade do sistema e na definicdo de uma estratégia de controle.
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1. INTRODUCAO

A maioria das andlises e dos controles de robds industriais é baseada na concepcdo de que o
brago do robd € composto por um conjunto de corpos rigidos, e que sejam capazes de levantar
cargas de pesos variaveis. Assim, aidéia basica, deste trabalho, € estudar o comportamento de um
braco robdtico leve, o que é conseguido com 0 emprego de material adequado e dimensdes - &reada
secdo reta - bastante reduzidas. O brago, neste caso, tornar-se-a flexivel o que, inevitavelmente,
causara o aparecimento de deflex8es ou, pelo menos, vibracfes, acarretando vérios problemas de
precisdo e de estabilidade no seu posicionamento. Por isso a determinagdo de um modelo
matematico para um braco ndo-rigido e o correspondente projeto do seu sistema de controle tem
exigido muito dos engenheiros que trabalham nesta &rea.

Véarios estudos a este respeito ja foram desenvolvidos e dentre eles pode-se destacar: Hollerbach
1980, Sunada e Dubowsky 1983, Cannon e Schimitz 1984, Book 1984, Wang e Vidyasagar 1987, e
Chang e Hamilton 1991. Em todos estes trabalhos existem duas coisas em comum. A primeira é
gue o brago robdtico era composto de um Unico elemento, com seu centro de rotagcdo sobre 0 eixo
dos z e varrendo o plano horizontal (x,y). A segunda é que o brago era flexivel e modelado como
uma viga cuja deflex@o € representada por uma série em termos da funcdo de auto-valores (modo
normal). Lee e Wang 1988, obtiveram as equacdes dinamicas e projetaram o sistema de controle
para um brago Unico que tinha dois graus de liberdade, na rotacdo e na translagdo. Estes autores
estudaram o movimento da extremidade livre do brago em movimento no espago tridimensional.
Usoro et. al. 1986, empregaram a aproximacdo do Lagrangeano e o método dos elementos finitos
para a modelagem matemética de um manipulador com dois bragos flexiveis. Neste estudo, foram
levantadas as equagdes dindmicas para um braco flexivel, com dois elos no plano vertical (x,2).
Como em outras pesguisas do género (Gamarra-Rosado et. al. 1996), o método dos elementos
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finitos, baseado na teoria elementar das vigas, também foi empregado na determinacéo do modelo
matemético deste sistema.

No caso particular dos manipuladores, a andlise dindmica desempenha um papel importante no
projeto mecanico e no sistema de controle. A flexibilidade existente nos elos, acoplamentos ou
transmissdes, atuadores, etc. resultam em vibragdes o que aumentam a instabilidade e reduzem a
performance do sistema. Assim, neste trabalho, apresenta-se a dindmica de um brago ndo-rigido o
qual considera os efeitos da gravidade junto com a carga na extremidade livre do brago. O modelo é
obtido através da superposicdo do movimento eléstico de peguenas amplitudes, deslocamento
eléstico, em relagdo a configuragéo rigida.

2. DESCRIGAO DO PROBLEMA

Figura 1. Configuragdo do braco robatico.

Conforme a Fig. (1), o elo assinalado com I* sera denominado superior e todas as grandezas
relativas a este brago ser&o identificadas com o expoente “1”. O identificado por 1% é o elo inferior e
todas as grandezas que apresentarem o expoente “2” sdo relativas a este €l 0. Para 0 estabel ecimento
do modelo matemético deste trabalho considera-se que o brago se movimenta somente ao longo do
plano vertical (x,z). O elo superior faz um angulo ¢ com o eixo z, que é representado na vertical e o
elo inferior faz um angulo B com a mesma direcdo vertical. O sistema inercial (x,z2) serd
denominado de sistema de referéncia ou global e os sistemas de coordenadas locais (x*, ) e (X%, 79
estéo afixados no elo superior e no inferior, respectivamente, e sdo moéveis. Para o célculo das
forcas e momentos que atuam no brago, a massa propria do elo superior serd dividida em n
elementos infinitesimais de massa e a do elo inferior, em m elementos. Cada um destes pontos de
concentragdo de massa sera denominado ponto nodal. Portanto, no sistema como um todo, existira
um total de (n+m+1) pontos nodais. A carga da extremidade livre do brago inferior sera
considerada como uma carga concentrada e localizada no Ultimo ponto nodal do €lo inferior. As
massas dos atuadores sdo consideradas como massas concentradas nos pontos nodais iniciais de



cadaelo. Assim, amassa do atuador 1, representada por Ma,, estara concentrada no ponto nodal 1
do elo superior e a Maz, no ponto nodal 1 do elo inferior. Mp representa a massa da carga na
extremidade livre do braco. E conveniente esclarecer que, o indice * esté relacionado com o ultimo

ponto nodal de cada elo, de modo que f,! representa a forca que atua no dltimo ponto nodal do elo
superior e £,2, aforgca que age no Ultimo ponto nodal do elo inferior. As massas dos atuadores sd0

O vetor posicdo de um i-ésimo ponto nodal do elo superior deformado, expresso no sistema
local deste elo é,

X =(¢.4)=(0},2!) @

onde, x e z representam as coordenadas genéricas nas direcdes x* e z' do sistema local do elo
superior, e U e Z correspondem aos valores destas coordenadas. De forma analoga, o vetor posicao
de um j-ésimo ponto nodal do elo inferior deformado € dado por:

X =(x,2)=(u?,2?) )

Usando-se a notag&o matricial, o vetor posi¢céo x de algum ponto do elo superior, expresso em
coordenadas do sistema global é dado por,

x| |cosgp -sen g !
e kel
z| |seng cosp || Z z
onde, Q' representa a matriz de transformag&o ortogonal ou matriz de rotagdo do elo superior. Esta

matriz atende a seguinte propriedade: (QY)™" = (Ql)T. O vetor velocidade de algum ponto do elo
superior, expresso em coordenadas do sistema global (x,y), € dado por,

V=0 +Ql )

Similarmente, o vetor aceleracdo de um ponto qualquer do elo superior, expresso no sistema
global (x,z), € dado por,

a=0Q%' +20QV' +Q'a* )

O vetor posi¢do x de um ponto qualquer do elo inferior, expresso em coordenadas do sistema
global (x,y), é dado por,

= {x} _ {cosw —senﬂ{—uf} R {COS,B —senﬁ}[xz} - QX + Q% 6)

z| |senp cosg || -Z'| |senB cosp || 2

A matriz de rotagdo do elo inferior € dado por Q®. Esta matriz de rotagdo também atende a

propriedade (Q*)™* = (Q2 )T . Os vetores vel ocidade e aceleraco para qualquer ponto do elo inferior,
no sistema global, séo dadas pelas expressdes:



V= " :Q'lx}"'QlV*l"‘QZXZ‘FQZVZ @

a=| |=O +2Q' +Q'a! + Q% + 202 + Q%a? (8)

Para as equagdes acima, considera-se que:
X2 _ X2 _ _U 2 - V2 _ )-(2 _ _U' 2 . a2 _ XZ _ _L'J'Z
- 22 - _72 ’ - 72 - 72 ' - 2 - _72
x]_[-ut x] _[-u? %] _[-ut
= = . \/j’ = = _* , 1 = = __*
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3. ESFORCOS QUE AGEM NO SISTEMA, INCLUSIVE A GRAVIDADE

A forcatotal que age num ponto genérico do sistema é representada pela seguinte expressao,

=M [aBD ©

No sistema de referéncia (x,z) aforgatotal que age num ponto nodal qualquer do elo superior €,
f =Qf'. Assim, a expressio que calcula a forga total no ponto i, no sistema local (x*,zY), é dado
por,

(1o (Ql)T . (10)

Combinando-se as equagdes (9) e (10) obtém-se de uma formamais explicita:

o] [0 et eafo)f hafo) (o 7] 1y

g

A posicéo, a velocidade e a aceleragdo, em termos das coordenadas locai's, sdo:

— )ﬁl _ _Uil Y >'§1 _ _Uil . 1_ Xul _ _Uil
= = ;ovo= = ., a= = . 12
i ER RS R i
Portanto, substituindo-se as matrizes de rotac&o e suas derivadas na equagéo (11), obtém-se,

fil(x) = MI1(¢¢1JI1+¢)ZI1+ 2g'oZ'i1—U'i1— gsenqo) (13)

fil(z) =M il (_(aJil + ('”('”Zil - Zw il - Zi1 -9 COS¢) (14)



A forca total que age num ponto qualquer do elo inferior, expressa em coordenadas locais
(x*,2%), é calculada da seguinte forma:

szlz(Ql)T f,, sendo f = Mf( a BD (15)

Assim, as componentes da forga nas diregdes x e z sdo:

F2(x)= M 2[ggul + gzt + 222 -G + (- AU 2 + Biz2 )sen(p- B) +
+(BZ? + BRU?) cos(p— B) — 230 *sen(@~ B) + 2327 cos(¢— B) ~U ? cos(¢~ B) -

~Z2sen(p- fB) - gseng] 16
F2(2) = M2[GUl + gzt —2¢U0t - 71 + (- fiz? - g0 ?)sen(p- B) +
+(=PU? + BBZ%) cos(g— B) — 23U ? cos(p~ B) - 232 sen(g~ B) +U Zsen(p— B) -

(17)

~Z} cos(¢— B) - g cos¢]

A forga total que age em um ponto qualquer do elo inferior, expressa sem coordenadas locais
(x%,7) é calculada da seguinte forma:

szzz(Qz)T f. ,sendo f,= Mf( aBD (18)
Assim, as componentes da forga nas diregdes x e z sdo:

f2(x) = M7[Ulgsen(p- B) + U gpcos(p- B) + Z'pcos(¢- fB) - Z ppsen(p— B) +
+2Ugsen(@- B) + 22 pcos(p- B) -U! cos(p— B) + Zrsen(@—- B) +U B3 +
+Z5B+227p-U7 - gsen f] (19)
f % (2) = M[-Ulgcos(g- ) + U gpsen(p— B) + Z!gsen(p— B) + Z pypcos(¢- f) -
~ 0 gcos(p- B) + 22} psen(p~ B) - U sen(p— B) - Z! coslp- B)-U B +

(20)

+Z2BB-20%2B~ZF - gcosp]

Para conveniénciade célculos, aforgatotal que age no elo inferior sera calculadaem um sistema
de coordenadas (X}J zt) paralelo ao sistema local (xl, zl) e com origem na junta que liga os dois

elos. As massas dos atuadores, Ma; € Maz, € a massa da carga aplicada na extremidade livre do elo

inferior M, s80 consideradas nos pontos nodais correspondentes.
A forcaresultante no elo inferior seré dada pelas componentes Fx e F,, segundo a equacéo,

(21)

F m
F — x| = f.21
[e)-E



onde, F, :Zm: f2(x) eF, :Zm: f#(z). Assim,
j=1

j=1

Fo=Y M2 (0t + it + 281 - - gseng)+
j=1

#3222 + a2 + 222 -G2)oodlp- B)+ (- AU? + B2 - 202 - 72 Jsen(p- 5)]  (22)
j=1

m

F, :ZMf(—@JfH}{be—2(/U3—Zl—gcosqo)+

+ S M- puz + iz 2402 - 72 )coslg- B)+ (- fiz? - a0 ? - 2422 + U2 )sen(p- B)] (23)

j=1

A forca resultante no dltimo ponto nodal do elo superior ter4 como componente na direcéo x* a
soma ( f.(x) +F,) e nadirecdo 7', asoma — ( f.}(2) +F,).

O torque T age no elo inferior e pode ser calculado no sistema de coordenadas local (x%,79),
assim, com base na Fig. 1:

ST=0 = T+ [( 2Kz + 12(2u?]=0 (24)
j=1

T, == M2[(U- 2+ 20+ 2 )sen( - B) +
j=1
m
+ o+ Zp+ 222-Ut)oodp- ) - gsenz? - S MU+ 22+ 222 3 -G2)22 -
j=1
-3 M2 (Uit 22~ 203 ) cos( = B) + Ui+ 22+ 229U sen( - B) -
=1

j

m
—goosplU? -3 M2[-u2pez2pp-2023-72)7 (25)
j=1

Da Figura e sabendo-se que 0 somatdrio dos torques é igual a zero, pode-se escrever a expressao
do torque T, da seguinte forma:

YT=0 = T-T,+ Zn:[fil(x)zil + fil(z)Uil]+ F.zZi+FuUl=0 (26)
i=1

T, ==Y MUk~ 22+ 202+ 2 el ) + koo 22+ 222~ cod - ) - geen iz -
=
_:1 M2 (U2fB+ 223+ 2226 -U2)z2 -
m .. .. . . .. .. .. . . ..
->'M jz[(—u*lgo+ Ziap-201p- Z*l)cos((p— B)+ (U*1¢w+ Zip+ Zz*lgo—u*l)sen((p— B)-g cos,B].J Z-
j=1



S wzluzpez2 -z 227 -3 Ml + gl 2t Uikl +
j=1 i=1

n n n
+ S Migsengzt - S M- Ul + gzt - 200t - 7Pt + 3 Migoosgu? -
i=1 i=1 i=1

—isz(@U} +¢Z$+2¢'Z'3—L'J'3—gsengo)zf—

j=1

- m2|(fz? + fau? + 22 -G Jeoslp- B)+ (- U2 + Az - 20202 - 72 )sen(p- )2t -
j=1

—Zm:Mjz(—@J}+¢'r2i}—2¢U}—Z*l—gcos¢))J3—

j=1

Y M- o + iz? 20 - 22 Joodlg- B)+ (- f2? - o -2 + G2 Jeenlp- ALY (@D)
j=1

4. ANALISESATRAVESDO MEF

Da teoria elementar das vigas junto com o método de elementos finitos (Clough e Penzien
1982), obtém-se a seguinte expressao para o elo inferior,

K2 =1f% (28)
onde, K? é amatriz de rigidez (2mx2m) para uma viga sujeita unicamente a esforcos, e

V2=(U2,22,U2,22,U2,22,.,U2,22) s e

f? s[ffz(x), f%(2), £,2(x), £2(2), t2(X), 12(2),... f Z(X), fnfz(z)}T

Para 0 elo superior, devido a acéo do torque T, na extremidade livre do elo, a expressdo sera dada
por,

RN R 5

onde,

T

vi=(U},2]U5,23,U5.25,..00.2) e

=] £1(%), £(2), (%), (2, 159, 15(2),.... f1(X), fnl(z)]T
e, s é ainclinacdo na extremidade livre do elo superior.
5. CONCLUSOES

Observa-se das expressdes obtidas que quando o bragco sobe com movimento acelerado, a
aceleracdo a serd positiva e a aceleracdo da gravidade, segundo a orientagdo do sistema de

coordenadas, sera negativa, indicando neste instante, que a forca da gravidade g se opde ao
movimento nessa dire¢cdo. O mesmo acontece quando o brago desce com movimento retardado. Por



outro lado, quando o brago sobe com movimento retardado ou desce com movimento acelerado, o
peso proprio do sistema atuara no sentido de favorecer o movimento do brago.

As forgas e os torques que agem no braco, conforme as equacdes finais, sdo consistentes e
representam uma sSituagdo bastante genérica. Nelas aparecem os efeitos da gravidade, das
deformagdes sofridas pelos elos, tanto as longitudinais (a0 longo da coordenada local z) como as
transversais (na diregdo da coordenada local x), da carga colocada na extremidade livre do brago e
dos atuadores instalados nas juntas. Além disso, admite-se que o brago possa se mover com
movimento uniforme, acelerado ou retardado. Portanto, este modelo pode ser aplicado até mesmo
em sistemas de bastante sensibilidade.

Assim, o trabaho apresenta o equacionamento matemético completo de um brago néo-rigido
obtido através da formulacgo de Newton-Euler, junto com a teoria elementar de vigas. Com base
nestes resultados, pretende-se avaliar aspectos da estabilidade do sistema e implementar o controle de
posicao do braco robdtico, evitando niveis de vibragdo e melhorando sua performance.
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Abstract. This work presents the dynamic modeling of a planar multibody system given for an arm
with two nonrigid links interconnected by two revolute joints and a payload at its free end. Thearm
Is moving in the vertical plane, so it is considered the gravity effects. The dynamic eguations was
obtained using the Newton-Euler's formulation together with the elementary beam theory based on
the finite element method. The analysis of these system's parameters is necessary and very
important in the study of the stability problem and it is fundamental to apply a control strategy.
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