ﬁ I CONGRESSO NACIONAL DE ENGENHARIA MECANICA

W8 CONEPT 1 NATIONAL CONGRESS OF MECHANICAL ENGINEERING
' 12 a 16 de Agosto de 2002 - Jodo Pessoa — PB

MODELAGEM DE ROTORESSUSTENTADOSPOR MANCAIS
MAGNETICOSPELO METODO DE ELEMENTOSFINITOS

Andréa Souza Carvalho

Roberto Firmento de Noronha

PGMEC — Depto. de Engenharia Mecanica— Universidade Federal Fluminense
Rua Passo da Pétria 156, Niterdi / RJ

rnoronha@mec.uff.br

Resumo. O uso de mancais magnéticos vem se disseminando como uma alternativa
economicamente viavel para uma série de aplicaces tais como em turbo-geradores, bombas,
maquinas-ferramenta, giroscopios, centrifugas etc. 1sso € devido, principalmente, a auséncia do
atrito e ao posicionamento preciso do rotor, permitindo altas velocidades de operacdo com grande
confiabilidade e pouca manutencdo. No presente trabalho apresenta-se a modelagem por elementos
finitos de um rotor sustentado por mancais magnéticos para se obter as equacdes de estado, de
forma a permitir o dimensionamento do sistema de controle. Verificou-se que por meio do ambiente
de programacdo matricial MATLAB, toda a geracdo das matrizes de rigidez, inércia transversal e
rotacional e efeito giroscépico pdde ser realizada da forma desgjada. Para tanto foram criadas
rotinas para geragao das matrizes elementares e uma rotina para montagem das matrizes globais.
A extracdo dos autovalores e autovetores € realizada por funcdes do proprio MATLAB, do mesmo
modo que a resposta a excitacdo harmadnica. Além disso, as equacdes de estado sdo geradas dentro
do mesmo ambiente de programacao utilizado no projeto de controle. Exemplos de aplicacOes deste
procedimento sdo apresentados.

Palavras chave: dindmica de rotores, modelagem por elementos finitos, mancais magnéticos.
1. INTRODUCAO

O mancal magnético € um dispositivo eletromagnético que mantém o rotor de um equipamento
levitado por efeito de forcas magnéticas. Além de possibilitar uma operacdo sem contato, resultando
em um sistema sem desgastes mecanicos, 0s mancais magnéticos apresentam ainda vantagens como
auto-balanceamento, controle da vibragdo, auto-monitoragéo, possibilidade de encapsulamento do
dispositivo e altas velocidades de operacdo com grande confiabilidade e com intervalos reduzidos
de parada para manutencdo. Cumpre destacar ainda uma importante caracteristica dos mancais
magneéticos, que relaciona-se com a capacidade do sistema de controle em alterar a caracteristica
dindmica do sistema em plena operacdo, sobretudo em relacdo a rigidez mecéanica equivalente do
mancal.

Considerando essas vantagens, 0 uso de mancais magnéticos de levitacdo esta se disseminando
como uma aternativa economicamente vidvel para uma série de aplicagdes tais como em turbo-
geradores, bombas, maquinas-ferramenta, giroscopios, centrifugas etc. Deve-se considerar também
gue a auséncia do atrito elimina a necessidade de lubrificacdo, tornando o manca de levitacéo
magnética ideal para aplicacles aero-espaciais e em ambientes radioativos. Além disso, o que é
ainda mais importante, o dispositivo, devido a essa mesma caracteristica, € um dispositivo
economizador de energia. Um levantamento de diversas aplicacfes de mancais magnéticos foi feito
por Noronha et a. (1996) e por Carvalho et al. (1997).
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Uma linha de pesguisa interdepartamental em mancais magnéticos de levitagdo vem sendo
desenvolvida na Universidade Federal Fluminense em associacdo com o Ingtituto Militar de
Engenharia. Como resultado desta pesquisa, o protétipo de um rotor suportado por um mancal
magnético foi inicialmente desenvolvido na UFF por Carvalho et a. (1997). A experiéncia obtida
no desenvolvimento do protétipo mostrou claramente a necessidade de se ter um conjunto de rotinas
numeéricas capazes de gerar um modelo representativo do rotor para se obter um bom projeto de
controle.

Desta forma, o presente trabalho apresenta a modelagem de um rotor sustentado por mancais
magnéticos para se obter as equacdes de estado, de forma a permitir o dimensionamento do sistema
de controle. Verificou-se que por meio do programa matricial MATLAB (Mathworks, 1997), toda a
geracdo das matrizes de rigidez, inércia transversal e rotaciona e efeito giroscopico pbéde ser
realizada da forma desgjada. Para tanto foram criadas rotinas para geracéo das matrizes elementares
e uma rotina para montagem das matrizes globais. A extracdo dos autovalores e autovetores €
realizada por fungdes do proprio MATLAB, do mesmo modo que a resposta a excitaco harménica,
isto é 0 desbalanceamento. Além disso, as equacOes de estado sdo geradas dentro do mesmo
ambiente de programacao utilizado no projeto de controle.

As rotinas objeto deste trabalho, obtidas segundo Carvalho (2001), foram utilizadas previamente
no IME por Garrido (1999), de uma forma ndo de todo completa, para estudar a efetividade de
diferentes técnicas de controle aplicadas a mancais magnéticos, e por Santos (2000), para projetar
os controladores implementados no protétipo. O projeto do controle implementado digitalmente foi
corroborado na UFF, conforme apresentado em Noronha et a. (2000), utilizando essas mesmas
rotinas e uma metodologia de otimizagdo por algoritmos genéticos.

2. FUNDAMENTOSTEORICOS

A obtencdo do modelo do rotor € de vital importancia para o projeto da planta de controle. No
entanto, para a obtencdo do modelo mecanico, seguida da obtencdo das equagdes de estado, é
necessario um estudo complexo, que engloba a modelagem do movimento de cada elemento do
sistema e a obtencéo das matrizes de inércia, de rigidez e giroscopicas.

Os elementos bésicos de um rotor s80 o disco, 0 eixo e os mancais. Conforme Lalanne e Ferraris
(1998), sdo utilizadas expressdes de energia cinética para caracterizagdo da inércia do disco e do
eixo. Enquanto que a energia de deformacao elastica € necessaria para a caracterizacdo do eixo. As
forcas devidas aos mancais sdo utilizadas para o calculo do trabaho virtual, e entdo sdo obtidas as
forcgas correspondentes que agem sobre 0 eixo. As equagdes gerais para o rotor sdo entdo obtidas
através dos seguintes passos. primeiro, calcula-se a energia cinética T, a energia potencial de
deformacéo U e o trabaho virtual, dW, devido aos esforgos externos, para cada elemento do
sistema. Em seguida um méodo numérico deve ser escolhido (o método de Rayleigh-Ritz para um
pequeno numero de graus de liberdade ou 0 método de elementos finitos para as aplicacdes de
engenharia). Por Ultimo as equacdes de Lagrange sdo aplicadas.

2.1. O disco

O disco é considerado um corpo rigido, sendo caracterizado apenas por sua energia cinética,
composta pela soma das energias cinética de rotagdo e de translagcdo do centro de massa. Supondo
simetria axial, ainércia do disco é caracterizada pela massa do disco m e pelos momentos de inércia
diametral 14 e polar Ip. Considerando o disco girando em torno do eixo Z com velocidade angular W
constante, com seu centro geométrico deslocando-se r e p nas direcbes X e Y e com peguenos
deslocamentos angulares a e g em torno destes eixos, tem-se a Eq. (1):
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Onde o termo ¥ pV\/Z, constante para W constante, representa a energia de rotagdo do disco. O
termo | ,\\&§ proporciona um acoplamento entre as rotagfes a e g, sendo chamado de efeito

giroscopico ou Coriolis. E importante notar que a medida que a rotagdo em torno do eixo Z
aumenta, a influéncia do efeito giroscopico também aumenta.

2.2. 0 eixo

O eixo é representado como uma viga de secdo transversal circular sendo caracterizado,
conforme apontado anteriormente, pelas energias cinética e potencial de deformacéo. A formulacéo
geral para a energia cinética do eixo é dada como uma extensdo da equacdo do disco. Para um
elemento de comprimento L, a expressdo para a energiacinética €

L L L
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Onder € amassa por unidade de volume, S é a secdo transversal da viga, suposta constante, € |
representa 0 momento de inércia da secéo reta da viga, também suposto constante e axialmente
simétrico.

A primeira integral na Eq. (2) é a expressdo classica para a energia cinética da viga sujeita a
flexdo enquanto que a segunda integral é o efeito secundério da inércia de rotagdo, deduzida por
Timoshenko (1974). O termo r ILW* é uma constante e ndo tem influéncia nas equacdes e a tltima
integral representa o efeito giroscopico.

Para a energia potencial de deformac&o do eixo, € possivel determinar a seguinte expressao
(Carvalho, 2001):
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Onde E é o modulo de Y oung para o material.

Ueixo

3. O METODO DE ELEMENTOSFINITOSAPLICADO A ROTORES

Desenvolvidas as Egs. (2) e (3) para 0 eixo, considera-se o rotor subdividido em um nimero
finito de elementos (método dos elementos finitos) e aplica-se a equacdo de Lagrange as equagoes,
obtendo as matrizes elementares de rigidez, inércia concentrada e momentos giroscépico. Uma vez
obtidas as matrizes elementares, parte-se para a obtencdo das matrizes globais, as quais integram a
equacdo de movimento do rotor. Procedimentos semel hantes podem ser aplicados aos elementos de
disco.

O desenvolvimento do elemento de eixo é baseado na viga de Timoshenko a qual é incluida os
efeitos de inércia de rotacdo e os acoplamentos giroscopicos Childs, 1993). O procedimento
exposto a seguir € semelhante ao de Timoshenko (1974). A equacdo do seu movimento no plano
XZ é desenvolvidaa partir da equacéo diferencial parcia Eqg. (4):

T°r Tr _
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Onde m representa a massa por unidade de comprimento e f(zt) o carregamento externo
distribuido. Uma expressdo equivalente em p é aplicavel no plano YZ. A partir da solugdo por
separacao de variaveis para a Eq. (4), aplicando as fungbes de forma e as condic¢des de contorno,



determinam-se as fungdes de deslocamento nos planos XZ e YZ, r(zt) e p(zt), e os angulos de
rotacao da secdo reta, a(z,t) e g(z,t), expressos em funcéo das derivadas parciais der e p em relagcdo
a coordenada axial z.

Substituindo as fungdes de deslocamento e dos angulos de rotagdo na Eg. (2) e integrando em
relacdo a0 tempo, obtém-se a equacdo para a energia cinética. Da mesma forma, obtém-se a
equacdo da energia potencial através da Eg. (3). Determinando o Lagrangiano L = T - V, para
velocidade de rotagdo W constante, tem-se a equacdo do movimento do elemento de eixo:

[M: +M¢]G- WGG +Kg =F ©®)

Onde o vetor g (e F) contém oito entradas, representando os deslocamentos transversais (forcas)
e rotacionais (momentos fletores) dos dois nés do elemento de eixo nos planos XZ e YZ.
Caracterizada a equacdo do movimento, parte-se para o desenvolvimento detalhado das matrizes de
rigidez, de inércia (trandacdo e rotagdo) e do efeito giroscopico. Para a determinacdo das matrizes
de rigidez e de inércia, é possivel se considerar, separadamente, 0 movimento nos planos XZ e YZ.
Somente na determinacdo da matriz G, devido ao efeito do acoplamento giroscopico, € que é
necessario a consideracdo conjunta dos oito graus de liberdade. Tendo em vista esta separacéo dos
planos de movimento, designa-se aqui como momento fletor My 0 momento causado por forgas
transversais na direcdo do eixo X, ou sga, aquele que produz uma rotagdo a no plano XZ e, da
mesma forma, como My aguele que leva a uma rotagdo g no plano YZ.

A matriz de rigidez para um elemento de viga, considerando a deformagao cisalhante, pode ser
obtida pelas consideracOes de energia. Considerase 0 elemento infinitesma de viga de
comprimento dz e rigidez flexional EI em equilibrio estédtico no plano XZ. Segja o angulo de
cisalhamento y , dado entre a normal ao eixo do elemento e a face final do elemento. Define-se a
tensdo de cisalhamento como:

FIA=GKy \ y =F/(GKA) (6)

Onde: A é a &ea da secdo reta; K é o coeficiente de cisalhamento aplicado a se¢éo transversal,
obtido segundo Cowper (1966) e G é o coeficiente de cisalhamento. Pelas relacdes de equilibrio
estatico, de rotacéo da secdo reta e de tensdo deformacédo, obtém - se:
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Onde os ¢; S0 constantes de integracdo e b= EI/GKA. As equacles acima sdo usadas para obter
a relacdo entre o deslocamento de cada extremidade e a for¢a nodal correspondente para o plano
XZ. Sdagx; = (r1, a1, r2, az)' 0 vetor dos deslocamentos nodais no plano XZ e ¢ = (c1, Gz, C3, &) O
vetor das constantes de integracéo das Egs. (7) e (8). Tem-se ent&o que:
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Onde:
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Os coeficientes de S para 0 plano YZ serdo os mesmos, trocando-se apenas o sina dos
coeficientes marcados pelo asterisco, pois um momento positivo no plano YZ causara uma rotacéo
na diregdo oposta ao do plano XZ. Para o plano XZ o vetor das forgas nodais Fx = (Fx1, Mx1, Fe,
My>)', esté relacionado ao vetor das constantes de integracéo ¢; pela Eq (10):

Fx = Pc; (10)
Onde:

é1 0 0 Oy

é * U
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Substituindo o vetor ¢ de (9) em (10), obtém - se:
Fx =EIPS'gx; ou Fy=Ky0x (1)

Onde Ky, € amatriz de rigidez do elemento para o plano XZ, correspondendo a gy, = (r1, a1, I,
az)ti

é12 6L’ -12 6L° U
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A matriz de rigidez completa do elemento podera ser entéo obtida fazendo:
&K, 01lq,l ‘|F U
& ? (13)
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De forma semelhante, considerando o funcional de energia cinética para um elemento de viga
em rotacdo, € possivel obter, por sua vez, matrizes que expressem matematicamente a inércia de
trandlacdo, a inércia de rotacdo transversal e o efeito giroscopico (Carvalho, 2001). As matrizes de
inércia de translacdo e de rotacéo para 0 mesmo plano XZ sio dadas abaixo:
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A matriz de inércia de trandacéo ou rotacdo do elemento podera ser obtida de forma equivalente
a matriz de rigidez elementar, Eqg. (13). Para obter a matriz de inércia completa do elemento
somam-se as matrizes de inércia de rotacéo e trandagdo. Por sua vez, a matriz do efeito giroscopico
paa o0s planos XZ e YZ em conjunto, correspondendo ao vetor velocidade

q =(f,p,,a,,4,.%,,p,.a,,0,)" tem aseguinte descricao:
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3.1. Obtencao das Matrizes Globais

Conforme visto o rotor encontra-se dividido em elementos de eixo. Para fins de exposicéo,
considerando-se o rotor composto de dois elementos de eixo justapostos, segundo Cook (1994), ao
se juntar os dois elementos, para 0 N6 2 estar em equilibrio, as forcas que atuam neste né devem ser
somadas. A soma seraigua a forca externa atuando no né ou zero, se ndo houver forca externa. Em
funcdo deste equilibrio de forgas nodais, ao se formar a matriz global os coeficientes das matrizes
elementares comuns a um mesmo grau de liberdade do modelo do rotor séo somados.



3.2. Obtencéo da Equacéo de Estado e Deter minacéo das Velocidades Criticas

Obtidas as matrizes globais do modelo em elementos finitos, a obtencdo das frequéncias naturais
de vibragcdo e de velocidades criticas pode ser realizada apds a determinacdo das equacBes de
estado, conforme proposto por Inman (1994). Para tanto, considera-se inicialmente a equacéo
matricia que descreve o comportamento dinamico do modelo, sem excitacdes externas:

Mg - WGG+Kg =0 17

Onde M, G e K sd0 e as matrizes de inércia, acoplamento giroscopico e rigidez globais do
sistema, respectivamente, e W € a velocidade angular do rotor. Prescrevendo a transformacéo de
varidveis: x; = q e X2 = ¢, deta formaque X,=-MKx; + WM "Gx,, obtém-se as equagdes de
estado do modelo:

X = AX (18)

d . —_ t A—é O I l;I

Assumindo uma solugdo da forma x = ye'' e substituindo na equaczo (18), chega-se a um
problema de autovalor padrdo, da forma Ay = | y, de dimensdo 2n x 2n, onde n € a dimenséo das
matrizes do problema original. Caso houvesse amortecimento no modelo, os 2n autovalores |
seriam pares complexos conjugados. Nesse caso, as frequéncias naturais w; seriam os modulos dos
autovalores | ;, obtendo-se assim apenas n vaores. O presente modelo, porém, € conservativo.
Assim, os autovalores seréo imaginarios, com as freguéncias naturais continuando a ser os modulos
dos | ;. Determina-se uma velocidade critica quando houver coincidéncia, ou proximidade, de
alguma das frequiéncias naturais com a velocidade angular W para a qual €las foram determinadas.

4. RESULTADOS

Durante o desenvolvimento do programa, a primeira validacdo do mesmo se deu através da
comparacdo dos seus resultados com os obtidos pelo programa DACR (Noronha, 1989), ja
consagrado para modelagem de rotores por elementos finitos. Para essa comparagdo montou-se um
modelo do prototipo (Carvalho et al., 1997) onde se considera o mesmo dividido em seis elementos
de viga e apoiado nos nés 1 e 7. Os dados de entrada do protétipo foram introduzidos nos dois
programas, cal culando-se as vel ocidades criticas e os modos de vibracdo associados.

Para a determinacdo de velocidades criticas, o programa de referéncia, DACR (subrotina
majax), determina uma resposta harménica através da inser¢do de um desbalanceamento da forma
Fe=mrW?, onde m é a massa do desbalanceamento e r a excentricidade. Considerando-se um angulo
defasef, tem-se:

Fax = Fqcos(Wt + f ) (19)

Fay = Fasen(Wt + 1)

A partir das Egs. 19, substitui-se varios valores para a vel ocidade de rotacdo W, determinando-se
os deslocamentos nodais. A velocidade critica é aguela que produz os valores maximos dos semi-
eixos maiores dos orbitais nodais. A primeira velocidade critica encontrada foi 2060 rpm, o que
correspondeu a freqiiéncia natural obtida a partir das rotinas desenvolvidas no MATLAB, para esse
valor de velocidade de rotacéo (variavel W). A guisa de comparagdo quanto ao modo de vibracdo é
apresentada a Fig. (1), mostrando uma excelente coeréncia de resultados.



Resposta ao Desbalanceamento Primeiro Modo de Vibragéo
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Figura 1. Comparacao entre amplitude dos semi-eixos nodais a 2060rpm, obtidos pelo prog. DACR e
0s deslocamentos transversais do primeiro autovetor, determinado pelo MATLAB.

Um segundo resultado foi obtido a partir do projeto de um controlador PID para o prototipo
(Noronha et al., 2000), utilizando um modelo em elementos finitos obtido através das rotinas
desenvolvidas. O rotor foi dividido em cinco elementos e seis nés. Como 0 primeiro no representa a
posicio do mancal de rolamento auto-compensador do protétipo, 0s seus deslocamentos
transversais foram restringidos, obtendo-se um modelo com 22 graus de liberdade. A Fig. (2)
mostra as funcdes de resposta ao degrau aplicado, registrando valores de pico de 1,2nm. Como o
mancal magnético possui um entreferro de Imm na posicdo de equilibrio, pode-se dizer que o
controlador projetado mostrou-se téo eficiente que a resposta ao degrau € desprezivel. Como o rotor
do protétipo encontra-se bi-apoiado e o efeito giroscopico € mais intenso em elementos girantes em
balanco, este efeito ndo chega a ser significativo no prototipo. No entanto, ainda é possivel observar
que mesmo assim h& um pequeno acoplamento entre os deslocamentos nas diregdes vertical e
horizontal do rotor. Acoplamento esse que € menor quando se analisa a resposta na direcdo vertical
causada por uma excitacdo na horizontal, devido a rigidez adicional introduzida na vertical pela
corrente de levitacdo do atuador (mancal magnético do protétipo).
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Figura 2 — Funcgdes de resposta ao degrau aplicado ao modelo em elementos finitos.
Esquerda: deslocamentos nas mesmas direcOes de aplicacado do degrau (mm).
Direita: deslocamentos nas direcdes ortogonais as de aplicacdo do degrau (mm).

Mais importante para a validacdo das rotinas em MATLAB foi a experiéncia realizada por
Santos (2000) para obter a resposta em frequéncia do sistema real, planta mais controlador,
utilizando o Analisador de Sinais HP 3562A, o0 qua gera internamente uma funcdo seno que é
somada ao sina de controle, excitando a planta e ao mesmo tempo registrando a saida dos sensores
de posicdo do rotor, levantando assim a resposta em freqiéncia do conjunto. Na fig. (3) sdo



apresentadas as curvas da resposta em freqiéncia simulada e experimental nas direcOes vertical e
horizontal.
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Figura 3. Resposta em fregiiéncia simulada x experimental nas diregdes horizonta e vertical

Observa-se que nas duas diregdes a resposta do sistema nas baixas frequéncias se comportou
bem e de maneira idéntica. Somente a partir dos 20 Hz surgem algumas ressonancias que
provavelmente sdo causadas por ruidos dos circuitos eletrénicos anal6gicos e digitais e, portanto,
ndo representada no modelo matematico.

Outra aplicacdo das rotinas foi realizada por Garrido (1999) que utilizou as mesmas para a
modelagem do rotor do protétipo, porém totalmente levitado. Para o controle da planta foi utilizado
a estrutura LQG (Linear Quadratic Gaussian) como base para aplicacdo da técnica denominada
PRCBI (parameter Robust Control by Bayesian Identification) utilizado para tornar o sistema
robusto a perturbacfes paramétricas. Os excelentes resultados obtidos por Garrido fornecem uma
confiabilidade adicional nas rotinas propostas no presente trabal ho.

5. CONCLUSAO

Foi apresentada uma metodol ogia de modelagem de rotores sustentados por mancais magnéticos
através do método dos elementos finitos. Esta foi implementada em um ambiente de programacéo
matricial. Verificou-se que desta maneira a geracdo das matrizes dos elementos e globais pode ser
programada com facilidade, permitindo também a obtencéo das equaces de estado dentro de um
mesmo ambiente de programacdo utilizado no projeto dos controladores dos mancais. Uma
comparagdo com um programa especifico para modelagem de rotores apresentou resultados
idénticos. A utilizagdo desta metodologia, j& realizada em diferentes trabalhos de pesguisa,
trouxeram excelentes resultados, demonstrando sua utilidade e validade.
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Abstract. Magnetic bearings are being used as an economic alternative to traditional onesin many
applications such as in pumps, machine tools, gyroscopes, etc. The reasons are the absence of
friction and precise rotor positioning, assuring high operating speeds, high reliability and less
delays due to maintenance. This paper presents the finite element modeling of a rotor supported by
magnetic bearings, in order to obtain the state equations of the system, which are needed for the
controller design. Using a matricial programming environment, the inertial, tiffness, and
gyroscopic matrices generation may be easily obtained. The developed program generates the
elementary and global matrices and allows for the determination of the eigenvalues and
eigenvectors. The state equations are generated on the same computational environment used for
the control design. Examples of applications are presented.
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