o Il CONGRESSO NACIONAL DE ENGENHARIA MECANICA

s _COMNEFT 1 NATIONAL CONGRESS OF MECHANICAL ENGINEERING
i 12 a 16 de Agosto de 2002 - Jodo Pessoa — PB

COMPORTAMENTO CAOTICO DE VIBRADORES CENTRIFUGOS

Marcio José Horta Dantas
Faauldade de Matemética, UFU, 384®-100,Uberlandia, MG. e-mail: marcio@ufu.br

José Manoedl Balthazar

Departamento de Estatistica Matematica Aplicada eComputacao,

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, CP 178,UNESP, 13500230, Rio Claro, SP.
e-mail: baltha @demac.igce unesp.br

Resumo. O objetivo deste trabdho é provar a existéncia de caos homoclinico paa um tipo de
sistema mecanico nédo ideal que posaui algumas principais caracteristicas dos vibradares
centrifugos. Usando o Método ce Melnikov, mostramos a existéncia de um intervalo com a
seguinte propriedade: se um ceato paametro pertence a tal intervalo temos comportamento
cadtico, caso contrério isto ndo @orre. Temos também que se utilizarmos um amorted mento
adequado,entdo ocomportamento cadtico € evitado.

Palavras-chave: Caos, Problema naoideal, Método ce Melnikov.
1.INTRODUCAO

No estudo ce vibragdes mecanicas em geral ndo é levado em conta ainfluéncia da interacéo
entre & vibragdes de um sistema mecéaico e asua fonte de energia. O estudo destas interacfes 9
nas Ultimas décalas tem recebido adevida aencdo, veja por exemplo Balthazar et a (1999).

No presente atigo investigamos o problema da existéncia de comportamento cabtico, isto &, da
ocorréncia da ferradura de Smale, ver Guckenheimer and Holmes 1983), no espago de fases um
sistema mecéanico néo ided formado pa um motor de @rrente cntinua (CC) de poténcia limitada

de mass m,, cuja base esta gpoiada en umamola Além dis omotor, ao funcionar, faz girar uma

massa m, como indicado ra Fig.(1). Este mecanismo tem as principais propriedades de um tipo ce
maguina que éconheddo na literatura en Engenharia Mecénica como vibrador centrifugo. O caso
linea é tratado extensivamente an Muller and Schiehlen (1985. Alguns aspectos da dindmica do
caso ndo-linear sdo investigados em Rand et a (19R).
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Figural

Gostariamos de ressdtar que o presente atigo faz parte de um programa de pesquisa sobre os
problemas mecéanicos ndo ideais, usando témicas andliticas e/ou numéricas, ver por exemplo
Dantas and Balthazar (20010 e Balthazar et a (2007).

Em Konorenko (1969 so oltidas as equagdes de movimento do sistema mecéaiico dado ra
Fig.(1) que sdo as sguintes:

E}nlx+,3x+cx+dx3 = mr¢?cosp+mr@seng,

0 | @ M (¢)+mr xseng +mgr seng . @

Sendo qe m, =m, +m, 0 amortedmento é viscoso linea e o0 seu coeficiente € B, c é a

constante de rigidez da mola, d é o coeficiente de dasticidade que descreve o quanto o
comportamento da mola se “afasta” do caso linear.. Assumiremos que d < 0 e que todas outras
constantes que grarecem na Eq. (1) sdo estritamente positivas. Denataremos por r a distancia entre
amassa m e 0 eixo de rotacd® do motor. Indicaremos por | 0 momento de inércia das partes
rotativas deste sistema, que sdo as partes rotativas internas do motor, juntamente wm amassam. O
momento deinérciatotal das partes rotativas internas do motor sera denotado por J e 0 momento de
inércia de m par mr2. Assm |=J+mr?2. Além diso g dencta a ackerac da gravidade.
Finamente, M (J é afuncio assciada tanto &s caraderisticas eletro-meddnicas do motor como
também as forcas resistentes a0 movimento das partes rotativas do motor. Tal funcédo M é
determinada experimentalmente.

Em Dantas e Balthazar (2001a) mostramos, sob hpdteses préticas e razoaveis, que adinamica
da Eq. (1) exibe bifurcacdo de Hopf, isto € com uma pequena mudanca dos parametros passamos
de um porto de equilibrio estavel (instavel) para uma Orbita periddica estavel (instavel) que contém
nointerior daregido limitada por elaum porto de equilibrio instével (estavel). O presente trabalho €
uma @ntinuacd desta investigacdo sobre a propriedades quditativas da Eq. (1).

Para &ordar o problema de eisténcia de comportamento cadtico na Eq. (1), vamos utili zar a
témica dasscado célculo da fungéo de Melnikov. Mostramos na Secéo 3 ge sendod < 0, que €o
caso damola “mole”’ (soft), ver pg. 69 de Konorenko (1969), entéo ocorre cos desde que afuncéo
M ([)] gue modela 0 motor cc, tenha certas propriedades. Espedficamente, mostramos que se um

parametro adequado for menor que 1 (um ), existe um intervalo finito tal que se s, que éum zero

de M , gue satisfaz uma propriedade adequada aser definida na Secéo 3, pertence aeste intervalo
entdo ocorre aferradura de Smale no espag de fases de uma equacéo reduzida asociada aEq. (1).
Dividiremos este trabalho, além desta Introdugéo, na seguinte forma. Na Secéo 2 oliemos a Eq. (1)
como uma perturbagc® de um sistema hamiltoniano. Na Secdo 3. determinamos a funcéo de
Melnikov do sistema obtido rma se¢cé® anterior. Examinamos dois casos, 0 conservativo e o
disspativo, que éo sistema completo. Na Secdo 4 damos as principais conclusdes deste trabalho .
Na Sec® 5fazemos aguns agradecimentos, e por fim temos a bibli ografia

2.FORMULACAO PERTURBATIVA DO SISTEMA MOLA-MASSA-MOTOR



Na Eq. (1), fazendo uma mudanca de escda alequada, podemos assumir daqui em diante, sem
perda de generalidade, que r =1.

De Konorenko (1969, oltém-se que o lagrangeano daEq. (1) édaforma L=T -V onde
:Emlxz—mfupsenrp+ll¢2,
2 2
1 -, 1,4
V==cx“+=dx"+mg cos¢ .
2 4 g ¢

Asam a Eq. (1) poce ser reformulada mmo

2 - o
th%% = M)

E fadl ver que dai seguem as equagdes de movimento na forma hamiltoniana, que s3 as
seguintes:
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Vamos escrever 0 hamiltoniano dado ma EqQ. (4) como uma perturbacd de um hamiltoniano
mais smples. Para isto tomaremos como pequeno parametro a massa m, isto €, faremos € =m.

Como r=1el = J + m, fazendo a seguinte mudancade variavel

X —==0, Py =My P, Py — K,
ﬁ ’



aEq. (4) rescreve-se mmo

H perturbado =H € (q’ p,¢ ’ K): H nao- perturbado+ ¢H perturbac® + 0(52 )1 (5)
onde
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3.CALCULO DA FUNCAO DE MELNIKOV

Nesta secdo usaremos o método ce Melnikov, como é dado em Guckenheimer and Holmes
(1983, Holmes and Marsden (1982) e Wiggins and Shaw (1988, para investigar a ocorréncia de
caos na Eq. (1). E interessante, embora ndo sgja necessirio, olservar o que aontece No Caso
conservativo, isto é na Eq. (3) ndo consideraremos 0s termos disdpativos que sdo dados pelas
segundas parcdas do lado dreito de (3)12. O motivo paraisto é que posteriormente @nsideraremos
[ e M com a mesma ordem de grandeza que £ para alequa-los a0 nesD esguema perturbativo.
Assm é natural considerar inicialmente o problema nservativo, do qua o caso disspativo é uma
perturbacéo. De qualquer forma, alguns dos resultados obtidos na subsecéo a seguir serdo utili zados
paosteriormente..

3.1.0 Caso Conservativo

Notemos que o0 sSstema  hamiltoniano, cuja eerga €é dada  por
2

F(q,p):p7+%w2 qz—%wf q* que é aparte ndo perturbada de H,(q,p,#,K), tem drbitas
heteroclinicas que ligam os portos de sela %{% ,OEe wﬂ ,OE Este sistema édado pa
1 1
M = p,
O, (6)
P = -—wqrwig’.
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4 4 4
Sgam k, = |2J th- w2 , h> wz ek:1 2J th- w2 . Um cdculo direto mostra que
4wy 4w; J 4wy

o colchete de Poison ce F e H' é dado pa
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Usando oTheorem 3.2 ce Holmes and Marsden (1982, oltemos que afungéo de Melnikov é
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DaEq. (6) e das propriedades de p(t) segue que
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Concluimos portanto que afuncéo de Menikov tem zeros smples. Entdo pelo Theorem 3.2 ¢k
Holmes and Marsden (1982, segue que se 0<e<<1, o sistema hamiltoniano determinado pela Eq.
4

(5) tem ferradura de Smale an cada superficie de energia H, =h> e
W,

3.2. O Caso Dissipativo

UsandoaEq. (5) e substituindo 8 par € 8, M por € M na Eq. (3) obtemos



Eq = p+a—1£+O({:‘2),
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ép = —w’q+w?q’® £ Bps——H 8+O(82),
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Fazendoas mudancas de varidvel dadas em Holmes and Marsden (1982, pg. 532.E além disw,
exprimindo a variavel tempo t em termos da variavel ¢ pa meio de (9);, oktemos que aEg. (9)

rescreve-se @mo um sistema de 3 (trés) equagdes dependentes explicitamente da varidvel ¢ .
Portanto

0 1
o o= L2 e+0le?),
O op 0p
O
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Lo(q,p,z) = \/ZJ%_E%+Equ2_waq4%
H(q.p.¢.°(q.p.2))
Ll(q,p,¢’2) = q’p’¢’ a, p,

L°(a.p.2)

Queremos resstar que na Eq. (10) o simbalo “ refere-se aderivada em relac® a ¢ .Daqui em

diante vamos usar as témicas dadas em Wiggins and Shaw (1988 para determinar a existéncia de
comportamento cabtico, isto é, daferradura de Smale no espaco de fases da Eq. (10).

Considere a variedade invariante M, que é dada pelos portos de euilibrio da parte néo
perturbada (£ =0) da Eq. (10). Assm

M= %tﬁ ,0,2%.
W,



E o fluxo determinado pela Eq. (10) sobre avariedade invariante M é dado pela equacé

4 4
= EHZ— v HMH EHZ_ @ +0fg2). (12)
Jg 4wid g0 4w

Vamos agora asumir a seguinte wndc¢éo sobre M

= Existe s, >0 tal que M(s,)=0 e M'(s,)#0.

Em outras palavras, o géafico de M corta o eixo dcs reds positivos transversaimente.
Denominamos s, de zero simples de M. Considere z, tal que

0)4
2J g, - :
J S
Do porto de vista matemético, a hipétese de zero simples € uma ondc¢éo suficiente para que a
parte O(e) da Eq. (11), tenha um porto de eyuilibrio hiperbdlico em z,.. Pois a derivada do

coeficiente de € naEq. (11) no porio z, édadapor w;to. Segue entdo pelo Theorem 2.2 &

Wiggins and Shaw (1988 que a Eg. (10) tem uma Oorbita periddica hiperbdica isto € dads
expoentes caracteristicos tem mdduo dferente de 1 (um), .

Do porto de vista mecaiico pade-se interpretar a mwndc¢édo de zero simples de M da seguinte
forma. A equacdo domotor sem interagéo com o sistema € segundoKonorenko (1969,

1g=M(p).

Assm se M'(s, )< 0 avelocidade angular do rotor estaré aimentando a taxas cada vez menores até
¢ =s,. A partir deste porto a velocidade angular comega adiminuir, ou sgja, 0 motor comegaum
processo de frenagem.. Se M ’(so)> 0, temos analogamente um proces de acéeracén. Resumindo

se s € um zero simples de M isto € equivaente adizer que neste porto ocorre frenagem/acel eracé,
dependendo dosinal de M'(s,)

A forma gerad da funcdo de Menikov em que estamos interessados € dada em Wiggins and
Shaw (1988 e éaseguinte:

+o[ 310 A1 1 0 1
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Devemos observar que estas integrais sdo cdculadas bre orbitas heteroclinicas dadas pela Eq. (7)
e também fazendo z=z,.Além disD, p e q séo cdculadas nas integrais anterioresem t —t, . Por um




procedimento andlogo ao uilizado ra subsecd anterior a funcdo de Melnikov neste cao € dada
por:

H H
n\/_ s0 1 22 w®

[coskt + 210
\/_wl D TSy 350 a)l
2w

Assm Alt,) terézeros smples ®, e somente se,

m
2. /my Bw® SenhE:/ZSOwE
<1, (13

3w, S

(12)

e neste caso, usando o Theorem 2.3 e Wiggins and Shaw (1988, teremos interseca transversal
das variedades estavel e instavel da aglicacéd de Poincaré associada a Eq. (10)..Portanto, pelo
Teorema Homoclinico de Smale — Birkhoff, ver Gucckenheimer and Holmes (1983, temos a
ocorréncia da ferradura de Smale no espaq de fases da Eq. (10), isto €. de mmportamento cabtico

Alguma @nclusBes interessantes podem ser tiradas da Eq. (13). Seja g(s)=senh(s)/s’ ., entéo
g(s) tem um Gnico valor minimo nointervalo (0,+ ) que édado pa C =6,63810™*. Além diso,
se Yy, >C existem dois unicos Uy, v, taisque g(uyo ):g(vyo ): Yo € xD(uyo ,vyo) Se, e somente se,
g(x)<y, . Usandoa Eq. (13) temos que A(t, ) tem zeros sSmples s, e somente se,

gnso 3mtw, —E:E
2w 32\/_[30) '

Sgam ug ,vg 0s numeros definidos anteriormente. As seguintes conclusdes o0 fadlmente
ohtidas a partir da Eq. (12) e das consideragdes anteriores.

a Sqa Osﬁ<% .ento A(D)) tem zeros smples =, e somente se, s, [ E‘/ECWE ’\/ECUVE E
s s
b) Sea. ,8—— Entdo A(() tem zeros s, somente se, S, = 2wue = V2wve CAlém diso
n m

0S zeros ndo sdo simples.
D . ~
0 Se B> entdo A(D) n&o tem zeros.

De g segue das referéncias citadas noinicio desta Se¢do, que ocorre um ferradura de Smale no

J2wu, J2wv,
ous=
T T

espaq de fases da Eq. (10). Alem dis, se s, = , afuncé de Menikov

tem zeros ndo simples e portanto temos tangéncia homoclinica isto €, as variedades estéavel e

C
instével tangenciam-se nos portos em comum. Se s, DD‘/Equ ,\/EwVE [, afuncéo de Melnikov
g m m

ndo tem zeros e asm as variedades estavel e instavel ndo se interceptam. Portanto se tomarmos S
como parametro temos que nas extremidades do intervalo anterior ocorrem bifurcagdes globais, isto



€, mudancas globais no comportamento das variedades estével e instavel que ndo estdo restritas a
vizinhancade dgum porto. Notemos também que se =0 sempre ocorre mmpaortamento cadtico.

Em b) temos novamente tangéncia homoclinica

De ¢ obtemos que ndo ocorre intersecéo das variedades estavel e instavel, assm ndo oltemos
caos. Podemos interpretar isto afirmando que para anortecimentos suficientemente grandes néo
temos caos.

Em vérias stuagies reds afuncdo M poce ser escolhida cmmo M (x)=s, —x que éum caso bem
conheddo ra literatura, ver Konorenko (1969. Naturalmente podemos também usar o como um
outro parametro, como sugerimos anteriormente, e assm sendo, em vista dos resultados anteriores,
de uma outraforma, sem o uso doamortedmento..

4. CONCLUSOES

Neste atigo provamos que, para uma dasse de sistemas mecanicos ndo ideds, os vibradores
centrifugos, ocorre caps desde que dgumas condcdes Dbre os parametros fisicos do sistema sgjam
satisfeitas. Como conseqiiéncia imediata deste resultado oliemos um critério para aexisténcia de
caos a partir do amortecimento. Por exemplo, se ndo h4 anortedmento entdo necessariamente
ocorre cas, mesmo com a presenca de um motor cc. Se ha anortecimento, a ocorréncia do caos
esta limitada a fato de um certo par@metro fisico pertencer a um intervalo adequado. Na obtencéo
destes resultados usamos atécnica dadsscadafuncéo de Melnikov
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Abstract. The god of thiswork isto provethe exstence of homoclinic chaacs for a kind d non-ideal
medhanical system that owns me main atributes of the centrifugd vibrators. Using the
Melnikov's Method, we show the exstence of an interval with the following property: if a certain
parameter belongs to this interval, we have taaic behavior, otherwise this does not happen.
Besides, if we use an appopriate damping coefficient, the chadic behavior is avoided.
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