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Resumo. Neste artigo é apresentado um estimador de erro para o problema de vibra¢des
livres usando a técnica dos elementos finitos em problemas com acoplamento fluido-estrutura
em dominio fechado. O estimador € desenvolvido a partir do método proposto por Friberg para
problemas de autovalor-autovetor empregando funcoes de forma hierdrquicas. A simetrizacdo
da formulacgdo acoplada fluido-estrutura foi levada a cabo usando-se como varidvel de estado
do meio flutdo o Potencial de Velocidade e para o meio solido usou-se o campo de deslocamen-
tos. O estimador foi desenvolvido para a formulacdo simétrica, procurando-se disponibilizar
uma ferramenta compativel com os algoritmos classicos de dlgebra computacional aplicados em
ambientes de elementos finitos.

Palavras-chave: Método de Elementos Finitos, Fluido-Estrutura, Autovalores e Autovetores,
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1. INTRODUCAO

O problema da interacao fluido-estrutura apresenta uma série de peculariedades, como
por exemplo a dificuldade de acoplar problemas distintos envolvendo diferentes varidveis. Na
maioria das vezes as grandezas envolvidas apresentam escalas com varias ordens de grandeza de
diferenca entre si. Dependendo do problema também pode ser necessdrio usar simultaneamente
diferentes técnicas de descri¢do das varidveis no espago (Lagrangiana para fluido e Euleriana
para estrutura).

Com o crescente uso de técnicas numéricas acrescentou-se o problema da escolha do método
a ser empregado. O método de elementos finitos mostrou-se superior devido a simplicidade
em impor as condigoes de contorno em relagao s técnicas de diferencgas finitas e volume de
controle muito empregadas em problemas de mecanica dos fluidos. No entanto, problemas com
dominio infinito, como no caso da actustica linear externa os métodos de elementos de contorno
se mostraram mais praticos e baratos devido a simplicidade de se impor a condi¢ao de meio
infinito. Por outro lado sua aplicacao é restrita a problemas lineares o que limita o seu emprego
a poucos problemas envolvendo escoamento. Também é notéria a dificuldade do método de
elementos de contorno em modelar elementos estruturais esbeltos como barras, vigas e placas.
Mas cresce a aplicagao do método consorciado com a técnica de elementos finitos, em Mackerle
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(Mackerle, J., 1999) podem ser encontradas algumas referéncias sobre este tépico. Este artigo
fornece também uma extensa lista de referéncias bibliograficas, 206 titulos publicados entre
1995 e 1998, sendo 157 deles empregando a técnica de Elementos Finitos. Este nimero de
trabalhos publicados sugere que o tema ainda é bastante atual e que pesquisas na area sao
relevantes.

Devido a grande diversidade de problemas diferentes abordagens foram propostas para for-
mulacao em Elementos Finitos. A maioria destes métodos pode ser encontrada no livro de
Ohayon (Morand e Ohayon, 1995). As técnicas tradicionais empregadas para o problema
acustico interno sao baseadas na escolha das variaveis descrevem o problema. Para a estrutura
o campo de deslocamento u é a escolha natural. Para o fluido ha diferentes escolhas, a for-
mulacdo em deslocamentos (u,w), formulagdes em pressdo (u,p), formulacdo em potencial de
velocidades (u, @), potencial de deslocamentos (u, ¥), e combinagoes entre diferentes métodos
como (u,®, P). Uma comparagao entre eles pode ser encontrado no trabalho de Galli (Galli
L. A. F. , 1997). Neste trabalho serd usado a formulacao em potencial de velocidade para o
fluido e em deslocamentos para a estrutura. O motivo da escolha deve-se ao fato do sistema
resultante ser simétrico e a formulacao mais simples.

Andlise de erro aplicada ao método de elementos finitos desenvolveu-se acentuadamente
a partir da década de 80 do século passado. Uma discussao bem didatica sobre o assunto
pode ser encontrada em Noor (Noor et al., 1987). Existem duas técnicas bdsicas a partir
das quais uma série de procedimentos foram desenvolvidos. O método da recuperacao de
tensdo ou simplesmente da recuperacdo algumas vezes chamado de ZZ ou Z2, e o método
do residual (Stewart et al., 1997). O principio bésico do método da recuperacdo pode ser
encontrada em detalhes em Zienkiewicz (Zienkiewicz O. C., 1991) e a idéia do método do
residual pode ser encontrado por exemplo em Babuska (Babuska e Sazbé , 1991). Ambos os
métodos sao considerados a-posteriori ou aplicdveis apds o sistema ter uma solugao, e locais
ou avaliados no elemento individualmente. Estes métodos foram aplicados para problemas
elipticos na formula¢ao h ou versao de Elementos Finitos com funcgoes de forma lineares tendo
como parametro de avalia¢do do erro a dimenséo caracteristica do elemento (k). Posteriormente
foram estendidas a problemas na formulag¢ao p, ou versao com polinémios hierarquicos de grau p
usado como parametro e a forma mais usual na formula¢ao hp que é a composi¢ao dos métodos
ja citados.

A anadlise de erro do método dos Elementos Finitos aplicado ao problema acustico externo foi
objeto de intensa pesquisa na ultima década do século passado. Os principais trabalhos foram
os trabalhos de liderados por I. Babuska sistematizado em (Ihlenburg F., 1998) onde pode-
se encontrar também a bibliografia. Um dos mais importantes resultados foi a descoberta do
fendmeno da poluicao numeérica em problemas actsticos externos. Este fenomeno é consequéncia
do surgimento de autovalores complexos da matriz (rigidez” ) gerada pela técnica dos Elementos
Finitos. Em outras palavras o problema homogéneo associado gera ”ondas numéricas” que sao
propagantes (se autovalor do problema homogéneo é complexo) e se superpoe a solucao do
problema fisico quando kh < 1/12. Sendo k = w/c o niimero de onda, w a velocidade angular,
c a velocidade de propagacao da perturbacao ou do som no meio, e h a dimensao caracteristica
do elemento. Percebe-se facilmente que para nimeros de onda muito elevados a discretizacao
do dominio fica proibitiva. Além disso as técnicas de estimadores de erro por serem locais nao
conseguem captar o erro devido a polui¢cao numérica que nao é um fenémeno local. Também
demonstra que o aumento da ordem p dos polindmios de interpolacao reduz muito o nimero
de graus de liberdade necessarios para manter a solugao abaixo de um valor de erro prescrito.

Um outro ponto que merece destaque é que o erro a-priori é muito bem caracterizado
em faixas de convergéncia em fun¢ao do nimero de onda k. Este fato compensa em parte a
incapacidade do estimador a-posteriori em captar corretamente o erro.

Apesar da maior simplicidade ha poucos trabalhos publicados sobre andlise de erro do



método de elementos finitos aplicado ao problema acustico interno. O trabalho de Alonso
(Alonso A. et al., 1999) é um dos poucos. E baseado no método do residual com indicador
de erro local para o refinamento da malha. No processo de refinamento o que se pretende é
distribuir o erro da maneira mais uniforme possivel(Noor et al., 1987), em geral é necessério
computar algum tipo de constante de escala global para permitir esta comparagao uma vez que
o erro é computado localmente. S0 poucos processos de refinamento (Stewart et al., 1997) que
nao usam este procedimento.

Neste trabalho optou-se por aplicar ao problema um estimador desenvolvido para a for-
mulacao p. Foi escolhido por ser muito mais simples de implementar por apresentar bons
resultados em malhas menos refinadas (Ihlenburg F., 1998) mesmo em malhas ndo muito re-
gulares (Babuska et al., 1989). O estimador é o estimador apresentado por (Friberg, 1986)
e (Friberg et al., 1987) e baseia-se nas propriedades das matrizes geradas a partir fungdes de
forma definidas por polinémios hierarquicos. Por polinémios hierarquicos ou fungoes de forma
hierarquicas entende-se que o aumento da ordem do polindomio gera uma matriz em que a
matriz anterior € uma submatriz. Esta propriedade permite a estimativa dos autovetores que
possibilitam a viabilizacao do estimador. Este estimador nao é um estimador local.

2. DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

Nas referencias (Friberg, 1986) e (Friberg et al., 1987) foi desenvolvido e validada uma ex-
pressao que permite a estimativa de erro para problemas de autovalor que empreguem matrizes
simétricas resultantes da aplicacdo do método dos elementos finitos. O estimador baseia-se em
sistemas gerados a partir de fungoes de forma hierdrquicas sugeridas inicialmente por Peano e
largamente empregadas (Noor et al., 1987), (Babuska e Sazbé , 1991), (Ihlenburg F., 1998). A
expressao geral do estimador foi dada pela equagao:

_ WvﬂKm,n — )‘z(n)Mm,n]]T[[Km,m — /\z(n)Mm,m]_l]T[Km,n — /\z(n)Mm,n]q/}n
Thij = A (1)
7

Na expressao acima K, , simboliza a matriz de "rigidez” de dimensao n x n, e M, , a matriz de
"massa” de mesma dimensao, k; é o i-ésimo termo diagonal da matriz de "rigidez” diagonalizada
pela matriz de autovetores. O termo 7;; é o erro para a i-ésima frequéncia quando o j-ésimo
grau de liberdade tem seu termo hierdrquico alterado da ordem p para (p +m) o que significa
que as matrizes tém a ordem alterada de n para (n + m). O termo

[[Km,m - )‘z(n)Mm,m]_l][Km,n - /\gn)Mm,n]¢n (2)

representa uma estimativa do autovetor v, ,, associado i-ésima frequéncia quando o j-ésimo
grau de liberdade tem seu termo hierdrquico alterado da ordem p para (p + m). A expressao

(Kmn — /\Z(")Mm,n] ¢ uma matriz retangular m x n onde m é o nimero de graus de liberdade
hierdrquicos acrescidos ao sistema e n a dimensdo do sistema original. A matriz [Kp,, —

)\g")Mm,m]_l é a matriz m X m de termos hierdrquicos diagonais acrescidos ao sistema. Mas a

Eq. (1) transcrita acima, ndo é usada como foi apresentada. A Eq. 3 abaixo

{[Kn—l—l,n - )\gn)Mn—i-l,n] {wn}}Q
k; [Kn—l—l,n—l—l — )\Z(H)Mn—l—l,n—}-l]

(3)

Tha] =

é a forma de da Eq. (1) usualmente empregada. Esta expressao é obtida da anterior fixando
o acréscimo de termos hierdrquicos em uma unidade para cada grau de liberdade do elemento
(m = 1). E possivel identificar desta forma qual o grau de liberdade influencia de maneira mais



significativa o erro. Além disso simplifica a inversdo da matriz de termos diagonais [Ky,m —
A" M, ]~ que passar a ter um tnico termo.

Mas a expressao (3) sé é aplicdvel a problemas simétricos, uma vez que foi obtida a partir
de matrizes simétricas. Nao é possivel sua aplicacao a problemas nao simétricos como os
resultantes da formulagio em pressdo (Morand e Ohayon, 1995). Por outro lado também nao
é aplicavel ao problema fluido-estrutura simetrizado na formulagao de potencial de velocidades
(Galli L. A. F. , 1997), uma vez que a inversa da matriz de termos diagonais nao é unitdria

como exige a Eq. (3).
2.1. Estimador de Erro Aplicado ao Problema Fluido-Estrutura na Formulacao
em Potencial de Velocidade

A equagao matricial do problema acoplado na formulagdo em potencial de velocidades (Galli
L. A. F., 1997; Everstine, 1989; Morand e Ohayon, 1995) é expressa como:

K. 0 0 0
0 —XH; 0 0
Pf
o 0 M, 0
0 0 0 —LE
0 L M, 0 {¢w}
LT 0 0 _pflc2Ef {1hp} 0 A
Yl M o0 0 0 Wby} = {0} (4)
_pflcQEf 0 0 w{the}

Sendo K, e M, respectivamente as matrizes de rigidez e de massa da estrutura, Hy e E; as
matrizes volumétrica e de compressibilidade do fluido. O termo p; é a densidade do fluido e ¢
a velocidade do som no fluido. Em uma representacao mais compacta:

[A] = w[B]] {z} =0 (5)

Considerando que o sistema tenha sido discretizado empregando fungoes hierdrquicas, o au-
mento do grau hierdrquico de um elemento estrutural implica no aparecimento de uma linha e
uma coluna tanto na matriz M, quanto na matriz K,. Mas significard no minimo duas linhas
nas matrizes A e B da Eq. (4) acima. O mesmo ocorre com o elemento fluido onde a elevagao
de um grau no polindémio hierdrquico implica no acréscimo de uma linha e uma coluna em
H; e na matriz de compressibilidade . Deve-se acrescentar porém que o sistema resultante
ainda é um sistema hierdrquico uma vez que a matriz original ainda é submatriz da matriz com
termo hierdrquico adicional. Portanto, a técnica proposta por Friberg (Friberg, 1986) ainda
pode ser empregada. Deve-se desenvolver a Eq. (1) para aplica-la ao problema. O procedi-
mento ainda serd o de acrescentar um unico grau hierarquico ao elemento. Como a elevacao da
ordem hierarquica se dara em cada elemento, o estimador pode ser separado em estimador para
elementos fluidos e para elementos estruturais se for desenvolvido a partir das submatrizes. O
problema sera entao o de determinar uma expressao simples que exija um minimo de operagoes
de forma a viabilizar o estimador.



2.2. Estimador de Erro para Elemento Estrutural

O aumento do grau hierarquico de um elemento estrutural implica no aparecimento de uma
linha e uma coluna tanto na matriz M, quanto na matriz K, e significard para matriz A

[A]k+m,k+m =
[ Ke (n,n) Ke (n,n+1) 0 0 0 0 |
Ke (n+1,n) Ke (n+1,n+1) 0 0 0 0
0 0 ~-LH 0 0 0
W ©)
0 0 0 M, (n+1,n) M, (n,n+1) 0
0 0 0 Me (n+1,n) Me (n+1,n+1 0
1
0 0 0 0 0 —- LBy |
Para a matriz B, os termos acrescidos serao
[B]k+m,k+m =
[ 0 0 Linag) M Meni 0 ]
OT TO L(n+1,q) Me (n+1,n) Me (n+1,n+1) 10
L 7 0 0 0 — LBy -
Me Me (ny,n+1) 0 0 0 0
M, (n+1,n) M, (n+1,n+1) 0 0 0 0
0 0 i 0 0 0

onde m ¢é o numero de graus hierarquicos acrescidos ao sistema, k é o nimero de graus de
liberdade do sistema acoplado original e n para a estrutura.
Se F' for definido como

F=[Apm—ANYBy ] (8)

onde A, ,, e By, , sdo as matrizes com os termos hierdrquicos diagonais das submatrizes que
foram acrescentados ao sistema. Para elemento estrutural

K, 0 k) 0 Me (ns1,n41
F = e(n+1,n+1) _ )\(_ e(n+1,n+1) 9
[[ 0 Me(n—|—1,n+1) ! Me(n+1,n+1) 0 ( )

A inversa de F serd

k
Pl 1 l Me (n1n41) N Me sy ] (10)
det[F] /\,E )Me (n+1,n+1) Ke(n+1,n—|—1)

onde det[F] é o determinante de F' dado por

det[F] = Ke (n+1,n+1)Me (n+1,n+1) — (/\z('k)Me(n+1,n+1))2 (11)

Para a expressao [[A] — w[B]]{z} = 0 o estimador da equacdo 1 serd escrito como

[[Am,m B )‘(k)Bm,m]_l]T

7

ki

ni,j = [1[}]?[Am,n - /\gk)Bm,n]T] X [Am,n - )\z(k)Bm,n]wk (12)



As matrizes [A]y € [Blm,n representam

[ Keuiiny O 0 0
[A]mm - i 0 0 Me(n—|—1,n) 0 (13)
_ [ 0 L(n+1,q) Me(n+1,n) 0
[B]m,n B | Me(n+1,n) 0 0 0 (14)
as linhas acrescidas s matrizes A e B sem os termos diagonais. Logo
[Amn — A Byt = . ..
{thw}
k
_ l Ke(ns1n MLy N Meirn O 1 {te}
_)‘5 )Me(n+1,n) 0 Me(n—l—l,n) 0 w{w“)}
w{the}
k k
_ { Ke(n+1,n)w1l])c_ MIL g0 — AP M g1,y ({00 }) } (15)
_)‘z( )Me (n—|—1,n)ww + Me (n+1,n) (w{ww})

como os autovalores simbolizados por A sdo iguais a frequéncia w na formulagao em potencial
de velocidade entao

[Amn — A By i, = . ..

— { Ke(n—kl,n)ww - )\z('k)L(n—l—l,q)q/}O - ()\z('k))ZMe(n—i—l,n)ww } (16)
0

Como

o — [ A = MBI F) T A — A Bt
’L,] - kl

(17)

substituindo valores obtidos nas expressoes acima

T
L Ll KO
%, kz 0

1
X X

K, (n+1,n+1)Me (n+1,n+1) — ()\Ek)Me (’n—l—l,n—f—l))2

(k) T
(%@(n—f—l,n—f—l) /\2 Me(n+1,n+1) ] >
L )‘z Me(n—|—1,n+1) Ke(n+1,n—|—1)

k
% { Ke(n-kl,n)djw - )\S )L(n—|—1,q)¢0 - ()\Z(.k))QMe(n+1,n)ww } (18)
0



que resultara em

2

k
(Ke (n—|—1,n)ww - /\5 )L(n—kl,q)wﬂ - (/\Sk))QMe (n—|—1,n)ww)
k; (Ke (n+1,n+1) — ()‘z(k))2Me (n—|—1,n—|—1))

(19)

[—
g =

que é o estimador de erro dos elementos estruturais em problemas de vibragoes livres com
acoplamento fluido.

2.3. Estimador de Erro para Elemento Fluido

O aumento do grau hierdrquico de um elemento fluido implica no aparecimento de uma
linha e uma coluna tanto na matriz volumétrica H; quanto na matriz de compressibilidade E.
Nas expressoes matriciais abaixo m é o nimero de graus hierarquicos acrescidos ao sistema, k é
o nimero de graus de liberdade do sistema acoplado original e ¢ para o fluido. Para as matriz
A e para a matriz B, os termos acrescidos serao

[A]k+m,k+m -
[ Ke(n,n) 0 0 0 0 0 i
0 _ Hy 4.0 _ Hf (g,9+1) 0 0 0
Pf s
0 _ Hy (g11,0) _ Hf (g+1,041) 0 0 0
Pf pf (20)
0 0 0 M, () 0 0
0 0 0 0 _Ef (9,9) _ Ef (g,9+1)
pgc? pgc?
0 0 0 0 _ Ef (q+1.0) _Ef (g+1,9+1)
i pyc? pyc?
[B]k+m,lc+m —
[0 Lin,g) Ling+ny M. 0 0 ]
0 0 0 0 0 0
T E a9 E a,9+1
L] 0 0 0 -8 e
T E 1,q E q+1,g+1
[L(":Q‘H)] 0 0 0 - fp(jc;‘ bo— f(p-;c’2 = (21)
M, 0 0 0 0 0
0 —lep g 0 0
i 0 _ Ef;jz—zl,q) _Ef (qut-:;,qu) 0 0 0 |

Considerando incremento hierarquico apenas no elemento fluido a matriz F' dos termos
diagonais acrescidos ao sistema serd

F = i H —Hp(g41,4+1) . 0 ]
Pr 0 _c_2Ef (g+1,q+1)

)\(k) 0 E
i f(g+1,q+1)
+ 22
c? l Ef(q+1,q+1) 0 H ( )



e a inversa de F'

AW
a1 pf1c2Ef(q+1,q+1) _E;?Ef (g+1,q+1)
o fCZEf(q+1 q+1) _EHf (g+1,¢+1)
sendo det[F] dado por
Ef(g+1q41 AP
det[F] = % [Hf(qﬂ,qﬂ) — ( c Ef(gr1,4+1) (24)
logo
. ~1 —A®)
Fl= 1 NTYE: _)\gk) _ %EHf(q+1,q+1) (25)
ps le (¢+1,+1) — ( ¢ ) f(q+1,q+1)] rp 1 et taty)
Para o problema de autovalor [[A] — w[B]]{z} = 0 o estimador dado pela Eq. (1) é
T (k) T [[Am,m - /\z(k)BmJn]_l]T (k)
i = Wk [Amn — A7 Bmp]'] L. X [Ampn = A" Bin] i (26)
As matrizes [A],, € [Blm,n representam
110 H 0 0
Al = —— f(a+1,9) ] 97
i, Py l 0 0 0 FErgg (21)
T 1
[Blmn = [L(MH)] . 0 0 _prEf (a+1,9) (28)
0 5@ Eraig 0 0
as linhas acrescidas s matrizes A e B sem os termos diagonais. Logo
[Amn — A Bo i = ...
{thw}
(k) T _Hpi (k) By (g1
_ _)‘z I:L(",fﬁ'l)] f(p;—l : 0 )\ f/fflg : {1/’0} (29)
0 /\(k) Ey (q+1 q) 0 — Ey (q+12q+1) w{’(/)w}
e " w{tg}
] N L] {w0d = T gy 4 AP ELe (g} (30)
)\(k) Efp(jl»l 2 {1y } f(qu;;mw{we}

como os autovalores simbolizados por A sdo iguais a frequéncia w na formulagao em potencial
de velocidade entao

[Apn — AOB s = . ..

_ { — e g} — A [L<n,q+1)0]T {Yu} + (N7 Le5 {0} } )



Como

_ [0 Amn = M B TIF1Y [Amn = MY Bl

(]

2

(32)
substituindo valores obtidos nas expressoes acima resultara em, considerando o valor positivo
do numerador da expressao:

k T ()\(k))z 2
(_in(qH,Q)q/)H - )‘z(' : [L(n,qﬂ)] Yuw + prc? Ef (q+1.0%0

1 A 2
ki or Hy(gt1,4+1) = (Jc—) Ef (g+1,4+1)

Esta é a expressao do estimador de erro para elementos fluidos nos problemas de vibragoes
livres com acoplamento fluido-estrutura.

771{3' = (33)

3. CONCLUSOES

Um estimador simples e de facil implementacao foi obtido tanto para o meio fluido quanto
para o domnio estrutural. Os resultados da implementagao numérica e comparacao com resul-
tados ja publicados podem ser encontrados em (Duarte et al., 2002).
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Abstract. This paper deals with the development of a finite element error estimator for the
etgenfrequency analysis of internal fluid-structure problems. The error estimator is based on the
work developed by Friberg (1986) for eigenvalue problems using hierarchical shape functions. A
symmetrical formulation for the coupled fluid-structure model is obtained by using the velocity
potential approach for the fluid and a displacement field approach for the solid medium.
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