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Resumo. Neste trabalho apresenta-se uma metodologia para a modelagem numérica de estruturas
flexiveis tipo placa fina com materiais que exibem propriedades piezelétricas (estruturas
inteligentes). O principio variacional de Hamilton, aplicado em meios piezelétricos, € usado na
obtencdo da energia potencial mecanica e elétrica da estrutura e do material piezelétrico. Com
base neste principio, um modelo numérico é desenvolvido usando o método de elementos finitos
baseado no modelo de placa de Kirchhoff. Smulacdes numéricas sdo efetuadas para a analise
estatica e os resultados gerados sdo comparados com a formulacdo analitica disponivel na
literatura e com o software ANSYS”. O trabalho conclui apresentando os comentérios sobre 0s
resultados numéricos e aponta sugestdes para a continuidade de estudos futuros como por exemplo
a aplicacdo desta metodologia na otimizacdo da localizagdo dos elementos piezelétricos em
estruturas assim como o desenvolvimento e projeto de controladores ativos de vibractes
estruturais.

Palavras-chave: placas finas, materiais piezelétricos, método de elementos finitos, modelo de placa
de Kirchhoff, estruturas inteligentes.

1. INTRODUCAO

O problema da atenuacdo dos niveis de vibragdes em estruturas flexiveis do tipo placa por meio
de elementos piezel étricos (estruturas inteligentes) € um dos temas mais investigados da dindmica e
a literatura especializada apresenta basicamente duas propostas de solugdo para esta questéo: a) o
emprego da técnica de controle passivo e isolamento de vibragdes, simples e de baixo custo que
emprega atuadores piezel étricos ligados a circuitos elétricos dissipativos, formados por um indutor
e resistores em série ou em paralelo (circuito shunt) (Hagood e Flotow, 1991) e b) a utilizaco de
uma técnica de controle ativo incluindo materiais piezel étricos utilizados de forma integrada como
sensores e atuadores (Abreu e Ribeiro, 2001).

As cer@micas piezelétricas desenvolvem um campo elétrico, quando sujeitas a uma forca (ou
pressdo) e apresentam uma deformagdo mecanica, quando sujeitas a um campo elétrico. Este é o
fendbmeno da piezoeletricidade que tem grande aplicabilidade em diversas areas da ciéncia e
principalmente na area de controle de estruturas flexiveis (Crawley e de Luis, 1987).

Um dos primeiros relatos sobre a modelagem de materiais piezelétricos como atuadores no
controle de estruturas flexiveis, foi apresentado por Crawley e de Luis, 1987 que construiram trés
protétipos de estruturas com ceramicas piezelétricas incorporadas, quais sejam: uma viga de
aluminio com atuadores piezelétricos colados sobre suas superficies, uma viga de grafita/lepoxy e
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outra com fibra de vidro/epoxy, ambas com material piezelétrico imerso nas estruturas. Dimitriadis
et a., 1991 investigaram analiticamente a influéncia da geometria e da localizacéo de pastilhas de
materiais piezelétricos no aparecimento de modos de vibracdo indesgjaveis (spillover) em placas
finas. Detwiler et al., 1995 aplicaram e validaram, através de dados fornecidos por outros
pesquisadores, 0 método de elementos finitos na modelagem de estruturas tipo placa contendo
atuadores e sensores piezelétricos distribuidos. Chen et al., 1996 apresentaram uma metodologia
para a solucdo do problema de controle de vibracBes de uma viga elastica usando atuadores e
sensores piezel étricos pelo método de elementos finitos. Ray et al., 1998 desenvolveram equacdes
exatas para andlise dindmica de placas com materiais piezelétricos distribuidos. Reddy, 1999
descreveu em detalhes a formulacéo por elementos finitos aplicada na analise dinamica de placas
compostas por sensores e atuadores piezelétricos. Abreu e Ribeiro, 2001 modelaram por elementos
finitos uma viga engastada-livre de Euler-Bernoulli com elementos piezelétricos incorporados e
implementaram experimentalmente um sistema Fuzzy para o controle ativo da estrutura. Uma
metodologia completa para a modelagem analitica e numérica de estruturas tipo placa e viga com
elementos pi ezel étricos incorporados é apresentada por Lima, 1999.

A proposta deste trabalho € apresentar uma metodologia completa para a modelagem numérica
de materiais piezelétricos incorporados em estruturas flexiveis do tipo placa fina utilizando o
principio variacional de Hamilton, aplicado em meios piezelétricos. Seréo objetivos de analise o0
desenvolvimento do modelo numérico usando o método de elementos finitos baseado no modelo de
placa de Kirchhoff e a criacdo de um programa computacional para a realizacéo da analise estética
de placas com elementos piezelétricos incorporados. Os resultados numéricos obtidos sdo
comparados com o0 modelo analitico fornecido por Dimitriadis et a., 1991 e com o software
comercial ANSYS”.

No desenvolvimento do trabalho, mais especificamente na Secéo 2 € formulado o sistema global
de equagdes do movimento para a placa de Kirchhoff com elementos piezel étricos incorporados. Na
Secdo 3, 0 modelo analitico para uma placa fina com atuadores piezelétricos incorporados €
apresentado e na Secdo 4 o modelo numérico de elementos finitos desenvolvido é validado com
resultados fornecidos pela formulagdo analitica e pelo software ANSYS”.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA POR ELEMENTOSFINITOS
O modelo matemético da placa com elemento piezelétrico incorporado € obtido com base na

hipétese de Kirchhoff (deformagédo transversal ou cizalhante ndo é considerada no modelo) e no
principio variacional &l etromecanico (acoplamentos el etromecani cos presentes no sistema).
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Figura 1. Pardmetros geométricos e dimensionais do elemento finito placa/pzt.



Com base nas suposicdes descritas anteriormente e na Fig. 1, as relacdes cinematicas para o
modelo de placa de Kirchhoff sdo descritas pelas relagdes a seguir (Reddy, 1999):
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™ Y w(x, y) 1)
onde x e y sdo 0s eixos do plano localizados no plano neutro da placa (veja Fig. 1), z é 0 eixo
perpendicular a sua espessura, U e v sao 0s deslocamentos nos eixos x ey, respectivamente e w € 0
deslocamento ou deflex&o transversal ao longo do eixo z

Devido a deformagéo cizalhante ndo ser considerada no modelo cinematico, o campo de
deformaces pode ser representado em fungdo dos deslocamentos longitudinais (Reddy, 1999):
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Para um material isotrépico, a relacdo entre a tensdo mecanica (o) e a deformacéo () é dada
por:

o =IoKd ®

onde {a} ={0X g, Txy}T e [D] é umamatriz representada por:
2 v
b 1

0

F° =
onde v é o coeficiente de poisson e E é o médulo de el asticidade do material.
Considerando um elemento de placa retangular possuindo 4 nés (veja Fig. 1) e 3 graus de

liberdade por nd, o campo de deslocamentos transversais pode ser representado por uma funcéo de
interpolacéo polinomial com 12 parametros (Lima, 1999):
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O campo de deslocamentos transversais (w), por suavez, pode ser expresso por:

{w ={ p{ ) (6)

onde o vetor de coeficientes {d} é representado pela relagéo:
{d{d, d, d; d, dy d d, dy dy dy d, d} (6.8)
e(B=t x vy ¥ v ¥y ¥ Cy ' ¥ %y x} (6.b)
Definindo o vetor {qi} como sendo o campo de deslocamentos em todos os nés do elemento
retangular considerado (Fig. 1) naforma:

{ql} = {\M 6X1 6y1 W2 GXZ eyz W3 exs eys W4 6X4 9)/4} (7)
Sabendo-se que:

ow ow
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pode-se, desta forma, expressar {q} em fungéo de {d} naforma:

{a} = [xd 9)

onde amatriz [X] é dada pelarelacéo (10).
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Destaforma, os coeficientes do polindmio de interpolagdo podem ser cal culados pela expressao:

{dh =[x]™a} (11)
Substituindo a Eg. (11) na Eq. (6), resultaem:
{b { ¥ "[x]{a} =[N, Ha} (12)

onde [NW] € afuncéo deinterpolacdo para adirecdo w.
Substituindo a Eg. (12) naEq. (2), tem-se:

=0 2 2 g o

A Equagdo (13) quando resolvida é expressa segundo a relacdo abaixo:
M 00 2006x 2y 0O O 6X¢y 0D
{d=-zp 00002 0 0 2x 6y 0 6xydx]*{a} (14)
B 00020 0 4x 4y 0 6% 6y°H
ou ainda:
{g} :_Z[LKIX] _l{Qi} (15)
onde [LK] € obtido diretamente de (14).
O vetor {0} pode ser representado pela relacdo obtida da Eq. (7):
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Substituindo a Eq. (12) na Eq. (16), resulta em:
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onde {P} & dado por (6.b) e asmatrizes [H] e [L,, ] sfo obtidas diretamente de (17).
A formulacéo por elementos finitos para a estrutura com material piezelétrico incorporado foi
desenvolvida observando as seguintes hipoteses simplificadoras:
e 0 potencia elétrico @ € constante em todo 0 elemento piezelétrico e varia linearmente ao
longo de sua espessurae
* aespessura da camada de adesivo néo é considerada nos modelos desenvolvidos, isto é, o
elemento piezel étrico esté perfeitamente fixo na estrutura.
A aplicacdo de voltagem no elemento piezel étrico € analoga a aplicacdo de calor em uma lamina
bimetalica. Quando um potencial elétrico V € aplicado no material, 0 elemento piezelétrico forca



uma camada a expandir, enquanto a outra contrai, conforme mostra a Fig. 2. Neste caso, 0 campo
elétrico é aplicado num elemento cerdmico na direcéo da seta de polarizacéo e no outro el emento,
na direcdo contréria

+ N Diregéo de Polarizagio

Figura 2. Flex@o da placa causada pela aplicacéo de um potencial elétrico na cerdmica piezelétrica.

Seja 0 vetor de potenciais elétricos ao longo da espessura do material piezelétrico num
determinado elemento finito retangular dado pela seguinte relagéo (Lima, 1999):

{@=0-—20, -0_—26,0 (18)

onde 5131 e 5132 s80 0s potenciais elétricos maximos presentes na superficie externa do material

piezelétrico na parte superior e inferior, respectivamente e z, e z, S0 as coordenadas em Z (veja

Fig. 1) definidas nos seguintes interval os:
h h h h
—<z<—+h_;-—2z,>2-—-h 19
2= A=y e 752275 e 19)

O vetor campo elétrico € obtido diferenciando-se o potencial elétrico ® emrelacdo az (i = 1
ou 2) resultando em:

g--92- 2, - @0
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2.1. Obtencéo das Matrizes Elementares

O sistema global de equactes é construido a partir da equacdo que descreve o comportamento
do elemento de placa retangular com material piezelétrico incorporado, ou sgja, a0 aplicar o
Principio Variacional Eletromecanico de Hamilton € possivel obter as matrizes elementares de
massa e rigidez do sistema em questdo. A equagdo que descreve o comportamento do elemento de
placa com material piezelétrico, ao aplicar este principio, pode ser escrito, naformamatricial, como
(Lima, 1999):

tz olod Thav+f ge” lc°k8 - g CACRCER AL Ch
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onde p € adensidade do material, [c J € a matriz de elasticidade para campo elétrico constante,
[e] € amatriz de permissividade el étrica constante ou matriz de constantes de tensdes piezelétricas e

[E TJ é a matriz de constantes dielétricas para tensio mecanica constante e {f} é o vetor de forgas

mecani cas externas que agem sobre a estrutura.
Substituindo as Egs. (15), (17.a) e (20) naEq. (21), resultaem:

" [ o]k Halke - HodH u ke ok ]+ =0 @



A identidade acima deve valer para quaisquer funcbes dq e P . Deste modo, duas equagdes de
equilibrio (com os termos independentes dq e @ ), descritas na forma matricial, satisfazem a Eq.
(22):

M fd + ke Kd + [ fot -{i} =0 -

[kefd +[<c.fa 4t =0

onde os termos da Eq. (23) sdo definidos na Tab. 1.

Tabela 1. Definicéo dos vetores e matrizes.

Matrizes e Vetores Nomenclatura

J pJ[H] [|_ ]T[)q 1[|_I LJ *—1d\/ Matriz de massa elementar

] [X]_TJ ZL)Td L] % “av Matriz de rigidez elastica elementar
'Ke¢] [K — —[X]_TJZ[L JT47{Bav Matriz derigidez piezel étrica elementar
L' Q
-Ke ]__8ab($ 1 00O Matriz de rigidez dielétrica elementar
e hpe %) 1%

= J{&F{ } dv Vetor de fogas mecanicas
{Q} = I5cpqus Vetor de cargas elétricas

2.2. Sistema Global de Equacdes

Admitindo amortecimento nulo, o sistema global de equacdes para uma placa retangular com
elemento piezel étrico incorporado é descrita como:

MKg +[Ke ki +|Ko [t { B (243)
leqJ{C} + [Kmm]{q)} = '{ Ql (24.b)
Multiplicando o termo [K ] ™ naEq. (24.b), isolando {&} e substituindo na Eq. (24.a), obtém-
[M Hat + [k fd (& £ A (25)
onde: [K.| = [K | -[K o] [K o] *[Koe] (25.)
{Fa} = K lKeol Q2 (25.b)

2.3. Obtencéo da Equacéo do Sensor e Atuador

Tomando o valor do potencial elétrico no i-ésimo elemento finito, a partir da Eq. (24.b), e como
no sensor no existe carga elétrica aplicada ({Q} = 0), tem-se:

{0} = _[KGJGJ]_l[Kqu]{qi} (26)
Introduzindo arelagdo {®} { ®} ¢ 4}, , onde {®_} éo potencial elétrico aplicado no atuador,
na Eq. (24.a), obtém-se:

MKG +[Kofd + Ko fod {# £ B, 27)



onde aforcaelétrica {F,} em fungéo do potencial elétrico {®_} aplicado no atuador é dada por:
{Fa} =K [0 (28)

3. FORMULACAO ANALITICA

A teoria cléssica de placas é baseada nas mesmas hipéteses simplificadoras de Kirchhoff, ou
sgja, as tensbes normais na direcdo transversal sdo despreziveis e 0 plano neutro ndo sofre
deformacdes durante a flexéo.

A equacao governante de movimento para placas el ésticas € dada por Reddy, 1999 naforma:

DO*w+ 1 W= q(x, y,t) (29)
3 4 4 4
onde D = — " . ,IO:pheD4:a\:V+2 62w2+a\:v
21-v 0Xx ox-dy° oy

Quando somente um par de materiais piezelétricos perfeitamente fixos na estrutura tipo placa
apoiada nos seus quatro lados e posicionados em lados opostos (Fig. 1) sdo sujeitos a uma voltagem
de sinais opostos (Fig. 2), o efeito resultante € um momento linear distribuido naforma (Dimitriadis
et al., 1991):

R 0°R
X, Y,1)=C,A +— 30
ayt)=Cne 22 T 0

onde:
1+v P 2 g E.1-v2 3hpe%@h+hpe)
Co=-E—— 2HH; p=-—e 2 (30.9)
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A :_Ee3r11_¢ e R(x,y)=[H(x=x)-H(x=x)[H(y-y,)-H(y-y,) (30.b)

pe' 'pe
R(x, y) é afuncéo localizagdo generalizada expressa como uma funcdo de Heaviside (Soutas-Little
elnman, 1999) e (x,, x,) e (y,, y,) s80 as coordenadas em x e y dos atuadores piezel étricos.

A solucdo da Eqg. (29) ou a resposta temporal da placa sujeita a atuagéo dos atuadores pode ser
escrita naforma (Reddy, 1999):

w(x, y,t) = wix, y)T (t) (31)

onde T (t) é umafunco do tempo e w(x, y) é dado por (Dimitriadis et al., 1991):

w(x, y)= 22Wmn¢mn (xy) (32)

onde:

@, (x y)=sn(y,x)sin(y,y). v, :%; Y, =%T; mn=123,... (33)

4C A\ O y2+y? 0
- - - 34
AP P | s (cosly )~ coslymx; Neoslyoyi)-coslyoya )iy (34

0

wmn=nz%'ﬂﬁ+%§ D mn=123... (35)
mad ChOg eh

onde L,e L, sdo as dimensdes da placa, w,, € a freqiéncia naturdl e w € a freqliéncia de

excitacdo promovida pel os atuadores.




4.VALIDACAO NUMERICA DOSMODELOSDESENVOLVIDOS

Para a validacdo do modelo de elementos finitos desenvolvido para a placa com elemento
piezelétrico incorporado, iremos comparar 0s resultados apresentados neste trabalho com os
resultados obtidos através da formulagdo analitica e com o software comercial ANSY S”.

Nesse sentido, foi realizada uma comparacdo entre as deflexdes estéticas obtidas para cada uma
das técnicas de model agem apresentadas. Desta forma, 3 diferentes configuragdes (1, Il e lll) parao
posicionamento do atuador foram analisadas em uma placa retangular apoiada nos quatro lados
cujas dimensdes (Ly, Ly) sdo (0.6 x 0.4) m’ e s mostradas na Fig. 3. As propriedades do material
da placa e do elemento piezelétrico empregadas nas simulagdes numéricas foram: h=1.0 [mm],
hpe=0.254 [mm], E=2.07.10"" [N/m?, En=1.63.10"° [N/m?], v=v,=0.292, p=7870 [kg/m’,
Ppe =7700 [kg/m?], €,=2.9286 [C/m?] e £&=13.10° [F/m].
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Figura 3. Configuracdes para 0 posicionamento do atuador em uma placa apoiada nos seus 4 lados.

O modelo de elementos finitos desenvolvido (Segdo 2) para a placa com elemento piezelétrico
incorporado foi discretizado em 15 elementos de placa retangular para cada direcdo x e y resultando
num modelo de 708 gdl. O atuador foi acionado estaticamente por umavoltagem de+ 1.0 [Volt] em
suas camadas externas. As posigdes dos atuadores em coordenadas cartesianas [(x,, x,), (. v, )]
nas configuragbes | e Il sdo, respectivamente, [(0.08, 0.52),(0.32, 0.3467)], [(0.26, 0.34),(0.16,
0.24)] e a comparacao entre as deflexdes estéticas resultantes para cada configuragdo quando se
utiliza o modelo analitico e discretizado € mostrada nas Figuras 4, 5, 6 e 7.
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Figura4. Deflex&o estética obtidano modelo  Figura 5. Deflex8o estatica obtida no modelo de
analitico paraaconfiguragéo | . elementos finitos paraa configuracéo | .

Como pode ser visto nas figuras anteriores, a boa concordancia entre os resultados apresentados.
Esses resultados comprovam a eficiéncia do procedimento numeérico utilizado para a modelagem de
estruturas tipo placa com elementos piezel étricos incorporados. Numa segunda etapa, foi construido
e implementado um programa no ambiente ANSYS” (trabalha com elemento 3D) com o objetivo
de comparar as deflexfes estaticas obtidas pela técnica de discretizacdo apresentada quando se
utilizam dois elementos piezel étricos incorporados simultaneamente (configuracéo 111).
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Figura 9. Comparagdo entre a deflexdo estética
obtida no modelo de elementos finitos com o
software ANSY S em x=L,/2 paraaconfig. I11.

Figura 8. Deflexdo estética obtida utilizando
model o de elementos finitos desenvolvido paraa
configuragéo I11.

Observa-se claramente, através do gréfico mostrado na Fig. 9, a boa aproximacdo entre os
resultados apresentados pelas duas técnicas de modelagem utilizadas, o que comprova mais uma
vez a eficiéncia do procedimento de modelagem numérica empregada. Destaca-se que inimeras
comprovacdes foram feitas, observando configuracdes variadas para os atuadores e, em todos €elas,
os resultados comprovaram a proximidade dos model os desenvol vidos.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia de modelagem de estruturas flexiveis do tipo
placa com material piezelétrico incorporado na qual a interacdo entre a estrutura e o elemento
piezelétrico foi modelada utilizando um modelo analitico disponivel na literatura e 0 método de
elementos finitos baseado na placa de Kirchhoff. A partir dos modelos desenvolvidos, a deflexdo
estéticafoi validada com os resultados gerados pela formulagéo analitica para um par de atuadores e
guando se utiliza dois ou mais pares de elementos ativos a deflexdo estatica resultante foi validada
com os resultados fornecidos pelo software ANSY S”. Comprovou-se com isso que a metodologia
de modelagem empregada apresentou resultados bastante satisfatérios. Como um desdobramento
natural deste trabalho pode-se ter a construcdo de um agoritmo de otimizagdo e controle para
determinar as posicdes 6timas dos elementos piezel étricos na estrutura e maximizar o desempenho
destes elementos no controle ativo de vibragOes estruturais.
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Abstract. This paper presents the numerical modeling of plate structure containing bonded
piezoelectric materials (smart structures). The Hamilton’s principle is used for the obtaining of the
structural mechanical energy and electrical energy of the piezoelectric material. A numerical model
Is developed using this principle and the finite element method based on the Kirchhoff's plate
model. A set of numerical simulations for static analysis is made and the generated results are
compared with analytical formulation available in the literature and the software ANSYS". The
work concludes presenting the comments about the numerical results and gives some future
suggestions for the example the application of this methodology for the optimization the position of
piezoelectric actuators in plate structures and the active vibration controllers design.
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