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Resumo. Em técnicas de sintese modal experimental, o processo de normalizagdo dos modos das
subestruturas utilizando a matriz de massa do sistema ndo é adequado, uma vez que, a priori nao se
conhecem as matrizes fisicas do sistema. Para contornar este problema a solucdo mais usual € utilizar
um processo de normalizacdo via massa modal unitéria atraves dos residuos identificados. Infelizmente,
este procedimento introduz erros na constante de normalizagéo final, com consequiéncias importantes na
precisdo dos resultados obtidos pela sintese modal. Este trabalho apresenta o método de normalizacao
via massa modal unitéria através dos residuos e as conseqiiéncias deste processo sao avaliadas através
de um modelo discreto de simulagdo numérica. E mostrado que uma base modal normalizada por esta
técnica deve ser utilizada com algumas restricoes em modelagens via sintese modal experimental.

Palavras-chave: Massa modal, Normalizacdo, Analise experimental, Modelagem de sistemas, Sintese
modal

1. INTRODUCAO

A maioria dos métodos de sintese modal propostos na literatura, como por exemplo, Craig Jr. et
al,1968; Hasselman T. K. et a,1974; Martim K. F. et al, 1984 sdo direcionados para uma formulagdo
analitica ou numérica, e poucos métodos utilizavam uma abordagem puramente experimental. Neste
caso, podem ser citados alguns trabalhos (Macneal R. H., 1971; Craig J. et a, 1977; Cleudmar A. A.,
1998).

A utilizacdo de um processo de andlise puramente experimental € viavel, principalmente para
sistemas complexos, onde o desenvolvimento de um modelo numérico, as vezes, pode ser de dificil
execucdo, Duarte M. L. M. e Ewins, D. J, 1996. Infelizmente, algumas fontes de erros influenciam
significativamente na andlise experimental sendo responsaveis pela identificacdo de uma base modal
ndo ortogonal. Para piorar a situacéo, a ordem do modelo influencia no processo de identificacdo e um
processo convenciona de escalonamento da base modal via massa modal unitéaria ndo é adequada, uma
vez que, ndo se conhecem as matrizes fisicas.

Atuamente, existem no mercado varios pacotes comerciais direcionados para a andlise modal
experimental. Na grande maioria deles, é possivel readlizar um processo de normalizacdo via massa
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modal unitaria. Este procedimento é feito utilizando os residuos identificados. Em aguns casos
particulares, esta técnica poderia ser aplicada com sucesso. Porém, existem restri¢cbes do método, quando
existe a necessidade de obtencdo de uma base modal adequadamente normalizada que venha a ser
utilizada em outras andlises, como por exemplo, na sintese modal de componentes.

No trabalho de Cleudmar (2001) a técnica de normalizagdo via massa modal unitéria utilizando os
residuos identificados foi apresentada e discutida em detalhes. Neste trabalho a técnica é apresentada de
forma sucinta, sendo que os problemas relacionados ao processo de normalizagdo sdo discutidos, sendo
apresentadas as restricbes de sua utilizagdo. As avaliagdes sobre a metodologia proposta sdo feitas
atraves de dois model os discretos massa-mola com amortecimento e sem amorteci mento.

2. A TECNICA DE NORMALIZACAO VIA RESIDUOS MODAIS

Esta formulagdo foi desenvolvida a partir dos trabalhos de Thoren (1972) e Richardson (1974, 1977).
O trabalho de Richardson (2000) apresenta uma variagdo da metodologia, contornando o problema
inerente da inversdo da funcdo de transferéncia. A formulacdo é direcionada para sistemas com
amortecimento, ou oriundos de uma anaise moda experimental onde os modos identificados sdo
complexos. Infelizmente, as condigdes de aplicagdo da técnica sdo para sistemas com leve
amortecimento onde se possa considerar uma equivaléncia da base modal complexa com os modos
normais da estrutura.

Considere um sistema discreto com (n) graus de liberdade modelado por uma equacdo diferencial
ordinéria de segunda ordem com coeficientes constantes no dominio do tempo definida por:

Mu(t) +Cu(t) +Ku(t) = f(t) )

Onde:
M: Matriz de Massa (n x n)
C: Matriz de Amortecimento (n x n)
K: Matriz de Rigidez (n x n)
U: Vetor de aceleracéo (n x1)

(@)

: Vetor de velocidade (n x1)
U: Vetor de deslocamento (n x n)

Aplicando a transformada de Laplace na equacdo (1), obtém-se uma equacdo de movimento
equivalente no dominio da freqiéncia, e afuncéo de transferéncia do sistema é definida por:

:&:B(S)'l: 1

> )
F(s) M xs° +C xs+K

H(s)

Os elementos de B sdo funcdes quadréticas de s, e portanto H(s) pode ser representada em forma de
fracbes parciais, ou sgja,
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Onde:
r(k): Matriz de residuos para o k-ésimo modo.

r(k)": Conjugado complexo damatriz de residuos



Os pdlos ocorrem em s=s¢ e cada polo tem uma matriz de residuos r(k) de ordem (n x n) que
aparecem em pares conjugados complexos. Experimentalmente, os valores da funcdo de transferéncia
sdo medidos somente ao longo do eixo (jw). Neste caso, H(jw) € denominada de Funcéo de Resposta em
Frequéncia (FRF). Considerando que existe um vetor modal f  para cada pdlo, os residuos r(k) podem
ser representados por:

r(k)=A<>f(k)>f(tk) 4

Onde Ay € uma constante de escalonamento. Ou segja, para um residuo particular tem-se que:
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Uma vez que os vetores modais possuem uma forma Unica, porém ndo possuem valores Unicos, 0
processo de normalizacdo pode ser feito através de diferentes formas. A normalizagdo da base modal é
importante na busca de um significado fisico, uma vez que esta base modal € arbitréria, sendo o processo
que permite maior flexibilidade é o processo de normalizagdo via massa modal unitéria. Em formulactes
analiticas ou numeéricas, onde se conhece a matriz de massa do sistema, este procedimento é
relativamente simples e utiliza ssmplesmente um fator de escala ponderado pela massa modal, ou sga,

m=F 'MF
Jm

No entanto, quando se utilizam dados experimentais ndo € possivel utilizar a normalizacdo desta
forma pois, a priori, ndo se conhece a matriz de massa do sistema. Para contornar este problema, a matriz
de massa modal sera aproximada por uma expressdo que é fungdo da constante de escalonamento. Para
isto, suponha que na estrutura 0 amortecimento modal seja muito menor que a fregiéncia natura
amortecida de cada modo, e que as formas dos modos sejam aproximadas aos modos normais, ou seja,
gue possam ser avaliados como modos reais. Além disso, as matrizes fisicas do sistema seréo estimadas
da matriz de transferéncia do sistema. Da equagéo (2) observa-se que:

K =B(0) =H(0)* 0
Tem-se que:

HB +H .B=0 (8)
HB +2H .B +H B=0 9

Da equacédo (2), (8) e (9) tem-se que:



By =C
By =2°M

R N —

(10)
Finalmente, pode-se mostrar que as matrizes fisicas podem ser estimadas por:
M=C.H, C- (12)

Em func&o da suposi¢éo de pequeno amortecimento e modos normais equivalentes, a H(0) pode ser
escrita como:

O §oew, r,, O
H(0) = a-lmagg—): At~ (13)
k=1 Sc g k185 tW, g

Na equacdo (13) € considerada apenas a parte real dos residuos que podem ser estimadas através da
equacdo (5). Utilizando-se a base modal, a funcédo de transferéncia pode ser escrita da seguinte forma:

H(0)=F k'F' (14)

Pode-se mostrar que arigidez modal é dada por:
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Utilizando as suposi¢des definidas anteriormente pode-se obter a matriz de massa modal,
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De uma maneira gera o j-ésimo residuo pode ser escrito como:



'1J(k)l‘J ‘lflk)flku
T
érzl(k)u |f2k >'flk|

e ><[ T
=AX y k=12..,m
erJJ (k) T f 2 T
é U T '|'
e a If
(K g 11 >f ik b 17)

Enguanto os modos de vibrar possuem valores arbitrarios, os residuos mostrados na equagdo (17)
refletem as propriedades fisicas Unicas da estrutura. Neste caso, a constante Ax deve sempre ser escolhida
de tal forma que a equacéo (17) sgja valida. Portanto, para obter modos normalizados via massa modal
unitéria, a constante de escalonamento deve ser tal que:

A(:i, k=12,..,m
W (18)

Da equagdo (17) observa-se que a j-ésima coluna dos residuos esta relacionada com o j-ésimo modo
através da seguinte relacao:

r =A szk (19)

Portanto, pode mostrar que um k-éssmo modo normalizado por uma condicdo de massa modal
unitaria via residuos é dado por:
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3. EXEMPLOSNUMERICOS

A metodologia foi avaliada através de dois exemplos numéricos consistindo de model os discretos
massa-mola com amortecimento e sem amortecimento. O objetivo foi verificar a precisdo do processo de
normalizagdo via massa moda unitéria através da utilizagdo dos residuos. Pretende-se mostrar que a
formulacdo € adequada partindo-se de uma base modal complexa e que os resultados sdo bastante
sensiveis as restricdes impostas pela formulagdo. Quando se considera um sistema sem amortecimento,
as aproximacdes consideradas na formulagdo ndo sdo adequadas e 0 modelo de normalizagdo ndo pode
ser utilizado. Em cada caso analisado serdo apresentados os passos de anadlise com os devidos gjustes a
serem efetuados visando efetuar adequadamente o processo de normalizacdo. A anaise nos dois casos e
toda a formulacéo foi desenvolvida em um codigo Matlab.

3.1. Sistema Discreto M assa-mola-amor tecedor

O sistema analisado consistia de um modelo discreto massa-mola-amortecedor com 3 graus de
liberdade, mostrado na figura 1.



Figura 1. Sistema discreto analisado. (M1=0.4, M2=0.8, M3=1.2)(kg); (K1=K2= K3=K4=K5=36000)
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A figura 2 apresenta a funcéo de transferéncia (H, receptancia) em moédulo (dB). A tabela 1 apresenta
os autovalores e as bases modais inicialmente identificadas (i, Fina). A tabela 2 apresenta os modos
normalizados pela matriz de massa (Fin) e aqueles via massa modal utilizando os residuos Eint). A
tabela 3 apresenta as matrizes de massa identificadas utilizando as fungGes de transferéncia,
considerando as bases modais (Fin) e (Fint). A tabela 3 apresenta também as condi¢Bes de unicidade

previstos na operacéo de massa modal unitéria.

HdB) =

250

-300

0

100 200 300

400

500

W(rd/s)

K4

c4

Figura 2. Modulo da funcéo de transferéncia em dB.

Tabelal. Autovalores e bases modais obtidas da solucéo do auto-problema.

-0.0002 - 0.0000i

-0.0018 + 0.0006i

-0.0029 - 0.0018i

-0.0037-0.0037i

-0.0178 - 0.0178i

s(rd/s) s(rd/s)
1.24+545.65i | 0.53+355.60i | 0.11 + 160.68i | 1.24+545.65i | 0.53+355.60i | 0.11 + 160.68i
Fi Fina
0.0018 + 0.0000i | 0.0001 - 0.0001i | -0.0024 - 0.0015i 0.0321+ 0.0321i | 0.0015 + 0.0015i | -0.0198- 0.0198i
-0.0003 - 0.0000i | 0.0020 - 0.0007i | -0.0037 - 0.0023i | -0.0061-0.0061li | 0.0201+ 0.0201i | -0.0304-0.0304i

-0.0235- 0.0235i

Tabela 2. Bases modais normalizadas.

-0.1749 + 0.0000i

-0.6699 - 0.0000i

-0.5949 - 0.0000i

-0.1612 - 0.0002i

-0.8831 + 0.3064i

Fin Fint
1.4980-0.0000i | 0.0555 - 0.0000i |-0.5030 + 0.0000i |1.3800 + 0.0014i | 0.0732- 0.0254i | 0.5488 + 0.3474i
-0.2866 - 0.0000i | 0.7585 - 0.0000i |-0.7698 + 0.0000i |-0.2640 - 0.0003i | 0.9999 - 0.3469i | 0.8398 + 0.5317i

0.6491 + 0.4109i




Tabela 3. Matriz de massa identificada via H(s) e verificagdo da unicidade da massa modal.
Fin Fint

M assa identificada 0.39+0.0i 0.00+0.0i 0.00+0.0i | 0.44+0.0i -0.10-0.0i -0.13-0.0i
0.00+0.0i 0.79+0.0i 0.00+0.0i |-0.10-0.0i 0.68+0.0i -0.46-0.0i
0.00+0.0i 0.00+0.0i 1.19+0.0i |[-0.13-0.0i -0.46-0.0i 1.08+0.0i
Unicidade da massal 1.00-0.0i -0.00-0.0i -0.00+0.0i | 0.9+0.0i -0.0+0.0i 0.0+0.0i

modal -0.00-0.0i 1.00-0.0i -0.00+ 0.0i |-0.0+40.0i 1.5-1.2i 0.0+0.0i
-0.00 +0.0i -0.00+0.0i 1.00+ 0.0i | 0.0+0.0i 0.0+0.0i 0.7+1.5i

Observa-se que 0 modelo de smulagdo proposto estd adequado as condi¢cBes impostas na
formulacéo, ou sgja, uma condicéo de leve amortecimento (Vaor maximo do fator de amortecimento de
0.23%). Através da tabela 3, verificase que considerando os modos normalizados pela massa (Fin), a
condicdo de unicidade da matriz de massa modal foi obtida e as matrizes fisicas foram corretamente
identificadas. Para a base modal normalizada via utilizagdo dos residuos (Fint), as matrizes fisicas foram
razoavelmente identificadas. Porém, o fato mais importante a ser observado é que apesar da forma de
(Fint) ser razoavelmente coerente com a forma de (Fin), existe um erro relativo na unicidade da base
modal parao 1° e 2° modos. Com isso, observa-se que apesar de ser um modelo numérico “ comportado”
0 processo de normalizagdo via massa modal unitaria utilizando os residuos, poderia gerar erros
considerdveis em uma abordagem puramente experimental. 1sto ocorreria porque, naturalmente, as bases
modais identificadas seriam mais imprecisas. Com isso, a utilizacdo de (Fint) de dados experimentais,
em uma técnica de modelagem, por exemplo um método de sintese modal, que exigisse uma condicéo de
massa modal unitéria em sua formulacéo, ndo conseguiria obter resultados satisfatorios, Cleudmar A. A.
(1998).

Foi observado que a utilizacdo de (Fi) visando a determinacdo de matrizes fisicas identificadas
pelas equactes. (14), (20) e (21), ndo obtém resultados adequados, ou sgja, as matrizes fisicas do
sistema s podem ser identificadas adequadamente se for utilizada uma base modal normalizada (Fin).
Estes resultados ndo foram apresentados aqui, porém indicam que ndo se poderia utilizar um processo de
normalizacdo via massa modal unitaria com a matriz de massa identificada de dados experimentais.
Além disso, um inconveniente desta técnica € a necessidade de se ter que inverter H(s), que aém de ter
que ser medida nos (n) pontos experimentais, geramente é mal condicionada. Além disso, a formulagéo
proposta considera sistemas com leve amortecimento. Esta condicdo ocorre em grande parte das
estruturas em engenharia. Quando isto ndo ocorrer, ou sga, sistemas com grande amortecimento, a
metodol ogia apresentada ndo podera ser utilizada.

3.2. Sistema Discreto M assa-mola

O sistema analisado consistia de um modelo discreto massa-mola com 3 graus de liberdade
idéntico ao mostrado nafigura 1, porém com sem amortecimento, ou sgja, com C1=C2=C3=C4=C5=0.

A tabela 4 apresenta os autovalores (S) e as bases modais inicialmente identificadas (Fi). A tabela 5
apresenta os modos normalizados pela matriz de massa Fin) e agueles via massa moda utilizando os
residuos (Fint). A tabela 6 apresenta as matrizes de massa identificadas utilizando as funcbes de
transferéncia, considerando as bases modais (Fin) e (Fint). A tabela 6 apresenta também as condicfes de
unicidade previstos na operagdo de massa modal unitéria.

Tabela4. Autovalores e bases modais obtidas da solucéo do auto-problema.
| (rd/s)
54565 | 160.68 | 355.60
Fi
0.9758 | 04593 | -0.0548

-0.1867 0.7029 -0.7484
-0.1140 0.5432 0.6610




Tabela5. Bases modais normalizadas.

Fin Fint
1.4980 0.5030( -0.0555 | 1.3800 0.6495 0.0775
-0.2866 0.7698| -0.7585 | -0.2640 0.9940 1.0584
-0.1749 0.5949| 0.6699 | -0.1612 0.7682 | -0.9348

Tabela 6. Matriz de massa identificada via H(s) e verificagdo da unicidade da massa modal.
Fin Fint

0.4000 0.0000 0.0000 0.4476 -0.0806 -0.0712

0.0000 0.8001 0.0001 -0.0806 0.4786 0.0700

0.0000 0.0001 1.2002 -0.0712  0.0700 0.6896
1.00 -0.00 -0.00 0.85 -0.00 -0.00
-0.00 1.00 -0.00 -0.00 167 -0.00
-0.00 -0.00 1.00 0.00 -0.00 1.95

M assa identificada

Unicidade da massa
modal

Observa-se nos resultados anteriores que a base modal Ein) comporta-se bem em todas as
analises, porém a base modal normalizada pelo método (Fint) ndo consegue identificar adequadamente
0s parametros fisicos e, 0 que € pior, ndo existe unicidade na obten¢do da matriz de massa modal .

O objetivo de utilizar este modelo sem amortecimento € mostrar que a técnica de normalizacdo
via massa modal unitaria utilizando os residuos ndo € adequada para ser utilizada em um modelo
completamente sem amortecimento. E claro que este ndo é o caso de uma andlise experimental que, via
de regra, as bases modais sdo complexas. No entanto, poderia ser feito um processo posterior de
conversao das bases modais complexas em modos reais equivalentes, Cleudmar A. A. (2000), que é feito
geramente para fins de comparagdo com modelos numéricos. Neste caso, esta nova base modal
equivalente ndo seria adequada para a normalizagcdo via a massa modal unitaria proposta. Para
comprovar este problema, € necessario realizar um ensaio experimental, identificar as bases modais,
fazer a devida conversdo e aplicar a técnica de normalizago.

4. CONCLUSOES

Desde 1995, os autores vém pesguisando e desenvolvendo técnicas que viabilizem o método de
sintese modal aplicado a sistemas mecanicos. Uma das limitaghes desta técnica € a sua utilizacdo em
uma abordagem puramente experimental, onde, via de regra, serd identificada uma base modal com
baixa condicdo de ortogonalidade. Além disso, no método de sintese modal que vem sendo pesquisado,
aplicado em abordagens mistas e/ou experimentais, € fundamental que a base modal utilizada sgja
normalizada pela massa moda unitaria. Este procedimento é feito normalmente pela maioria dos
softwares comerciais de andlise modal experimental.

Neste trabalho, este procedimento de normalizacéo foi avaliado e concluiu-se que a sua futura
utilizacdo em uma abordagem de sintese modal experimental podera ocasionar erros cumulativos,
influindo na precisdo dos resultados obtidos pela sintese. No entanto, para que este efeito sgja reamente
comprovado € necess&rio a realizacdo de um ensaio experimental e aplicagcd das formulacBes
desenvolvidas no trabal ho.
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Abstract. In techniques of experimental modal synthesis, the process of modes scaling of the
substructures using the mass matrix of the system is not suitable, a time that, do not know the system
physical matrices. To avoid this problem is used a scaling process by unity modal mass through the
identified residues is the solution most usual. Unhappily, this procedure introduces errors in the final
constant of normalization, with important consequences in the accuracy of the results obtained for the
modal synthesis. This work presents the normalization method using the residue matrix and the
consequences of this process are evaluated through a discrete model of numerical simulation. It is shown

that a modal base normalized by this technique must be used with some restrictions in modal synthesis
experimental.

Keywords. Modal mass, Scaling, Experimental analysis, Systems modeling, Modal synthesis.



