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Resumo. Solugdes analitica e numérica para o problema de difusdo transiente em solidos tém sido
apresentadas e discutidas na literatura. No entanto, nestes trabalhos é dada énfase a solugdes para
problemas uni e bidimensionais. O objetivo deste trabalho é apresentar uma modelagem
matematica tridimensional transiente para predizer o fendmeno difusivo no interior de
paralelepipedos. A solucdo numérica da equacdo de difusdo, utilizando o método dos volumes
finitos, considerando propriedades termofisicas constantes e condicdo de contorno convectiva na
superficie do sdlido é apresentada. Como aplicacdo a metodologia foi utilizada para descrever o
transporte de calor/massa no interior de um tijolo ceramico. Resultados da propriedade
adimensional @ (calor ou massa), em varios planos no interior do sélido em trés nimeros de
Fourier, durante o processo difusivo sdo apresentados e analisados. Para validar a solucgéo,
resultados numéricos do valor médio da propriedade @ ao longo do processo sdo comparadas com
os resultados analiticos apresentados na literatura.
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1. INTRODUCAO

A secagem € um fenémeno complexo, onde ocorre a remogdo de umidade do meio poroso, pela
difusdo desta e evaporacdo. O processo de evaporacdo do liquido requer um aporte de energia de
maneira controlada, para que a secagem possa ocorrer de maneira uniforme. Elevados gradientes de
umidade e temperatura no interior do solido podem causar defeitos irreversiveis no mesmo, como a
perda da qualidade do produto, ou sua perda total, diminuindo a produtividade do processo e
aumentando custos operacionais. Neste contexto, é fundamental conhecer os efeitos da secagem e o
seu controle, uma vez que estes alteram as propriedades fisicas e quimicas do produto, e tais
alteractes afetam sensivelmente o processo de transferéncia de calor e massa.

O desenvolvimento de modelos matematicos para descrever o processo de secagem tem sido
objeto de estudo de muitos pesquisadores e institutos de pesguisa por varias décadas. Na tentativa
de correlacionar dados experimentais da secagem de cada materia particular a um modelo
matematico, tem sido apresentado e discutido uma série de modelos na literatura, tais como 0s
descritos em Fortes e Okos (1980) e Keey (1992). Tais model os relacionam condi¢des internas e/ou
externas, que envolvem a cinética de secagem, o fendmeno de migracdo de umidade, propriedades
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variave's, encolhimento do produto, porosidade do material, temperatura do ar, umidade relativa e
velocidade do ar, condicbes adequadas de contorno de tal maneira a proporcionar resultados
coerentes com a realidade fisica. Estes modelos podem ser divididos em dois grandes grupos:
modelos baseados numa andlise concentrada e modelos baseados numa analise distribuida. Os
model os difusivos geralmente baseiam-se na difusdo de liquido €/ou vapor dentro do produto. Estes
modelos descrevem as taxas de transferéncia de calor e massa como fungdo da posicéo dentro do
solido e do tempo de secagem e consideram as resisténcias aos fluxos de calor e massa externa e
interna.

Solugdes analiticas ou numéricas da equagdo de difusdo, com coeficiente de difusdo constante
ou variavel e condi¢bes de contorno constante (equilibrio) ou do tipo convectivo, para vérias
geometrias (placas, paraelepipedos, cilindros e esferas), podem ser encontradas em Cardaw e
Jaeger (1959); Luikov (1968), entre outros.

Para materiais cer@micos, a teoria da difusdo liquida foi usada por Hasatani e Ytaya (1992),
Ketelaars et all (1992a), Ketelaars et all (1992b), Ytayaet al (1997).

Existe uma gama de trabalhos cientificos que envolvem a transferéncia de calor e massa,
utilizando modelos unidimensionais e metodologia numérica e/ou anadlitica de solucéo, por
exemplo, Perre et al (1986), Stanish et al (1986). No entanto, a conhecimento do autor, séo
escassos 0s trabal hos cientificos relacionados a problemas tridimensionais. Particularmente aqueles
relacionados a difusdo de calor e/ou massa em materiais ceramicos, podem ser citados os trabalhos
de Itaya et al (1997), Hasatani e Ytaya (1992), Keteraals et al (1992a e 1992b) e Nascimento
(2000a e 2000b).

Hasatani e Ytaya (1992) desenvolveram uma metodologia numérica para descrever a
transferéncia simultdnea de calor e massa em materiais ceramicos argilosos com forma
paralelepipedica, considerando condigdes de contorno convectiva na superficie do solido. Os
autores usaram a teoria da difusdo liquida, aplicada a um problema tridimensiona transiente. Os
resultados demonstram uma boa concordancia entre os resultados experimentais e numericos. O
efeito da temperatura no processo de deformacdo também foi analisado, evidenciando que maiores
nivels destas, aumentam sensivelmente a deformacdo do material durante o processo de
desidrataciio do mesmo. E reportado também, que existem maiores niveis de tensbes trativas na
superficie do produto, sobretudo nos vértices do paral el epipedo estudado.

Itaya et all (1997) estudaram a secagem de materiais ceramicos argilosos, usando a teoria da
difusdo liquida e um modelo numérico tridimensional transiente. Os efeitos dos parametros
adimensionais como 0s nimeros de Biot e de Lewis foram analisados com o objetivo de se obter
uma 6tima condicdo de secagem. Os autores evidenciaram que os gradientes de umidade e as
maximas tensdes que geram trincas no material sdo mais significativos, com os acréscimos destes
parametros. Evidenciaram também aumentos nas tensbes termomecénicas com 0 aumento do
numero de Biot e encolhimento.

Diante do exposto e procurando contribuir com a area de secagem, este trabalho tem como
objetivos apresentar uma modelagem matemética tridimensional da transferéncia de massa e/ou
calor em solidos paral el epipedicos e aplicar a metodologia a secagem de materiais ceramicos.

2. FORMULACAO MATEMATICA
2.1 Modelagem do Processo de Difuséo

Para descrever a transferéncia de calor e/ou massa no sélido com forma paralelepipedica, as
seguintes consideragdes sdo adotadas, no modelo matemaético:

* as propriedades termo-fisicas sdo constantes, durante todo o processo de difusdo;
* ageracdo interna da propriedade é desprezivel;
* 0 sOlido é homogéneo e isotropico;



* a distribuicdo da propriedade (temperatura ou teor de umidade) € uniforme no inicio do
Processo;

» devido aforma do sdlido, existe simetria no centro do mesmo;

» acondicdo de contorno na superficie do solido é do tipo convectiva;

* O coeficiente de transferéncia da propriedade é constante.

A Figura (1) ilustra um sdlido paralelepipedo de dimensdes 2R;x 2R x2R3. Para este caso a
equacdo diferencial geral que descreve o fendmeno de difusdo € daforma:
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ot

onde na Equagao (1) tém-se: para transferénciade calor,g =pcp; @ =Te r® =k, onde Co, T ek sio
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Figura 1. Configuragcdo geométrica do problema fisico
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Devido aforma do solido, existe simetria nos planos (x=0,y,z), (x,y=0,2), (X,y,z=0) e considera-
se como volume de trabalho, apenas 1/8 do volume do sblido. As condicOes iniciais, de simetria
(fluxo de @ nulo) e de contorno para o problema séo as seguintes:

P(x,y,z,t =0) = Dqg 2
o CondicOes de simetria:

an(XZO,y,Z,t) :an(X,y:O,Zat) :aCD(X,y,Z:O,t) =0, t>0 (3)
o Y 0z |

o Condigdes de contorno na superficie:

_ro 0P(x,y,z,t)

™ =h, (®(x,y,z,t)-P,) ent>0ex=R; 4
—r“’%:hy(q’(x,y,zt)-%) emt>0ey=R, ®)
_rmwzz h,(P(x,y,z,t)—®,.) ent>0ez=R, (6)



Nestas equacles, os subscritos 0 e e significam inicio e equilibrio, respectivamente, e as
variaveis X, y e z representam as faces do paralelepipedo; hy=hy= h,=h corresponde ao coeficiente
de transferéncia convectiva de calor ou massa.

Paratornar as Equactes (1) - (6) mais gerais, considere as seguintes variaveis adimensionais:

* _ P(X,Y,z,t) - Pg x*

_X * _ at *
Py - Pe R’

\Y =3 Bi =— (7)
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onder =,/RZ +R3+R2 , a=r®/& e w=kpara caor e W=D para massa. Nestas equaces, V é o

volume do solido e Bi € o nimero de Biot de transferéncia.
Derivando-se estas equagdes e substituindo na Equacdo (1), obtém-se a equacdo geral
tridimensional transiente na forma adimensional, dada por:
o «
— =0 ®

Adimensionalmente, a condicdo inicial, de contorno e de simetria sdo as seguintes:

o (x*,y*,z* ,0)=1 9)
6CI)D 0
-—— |e=Bix®—; paraafacex. (10
0x
oD 0
-—+ In=Biy®—; paraafacey. (11)
oy
oo N
- S lf = Bi,®—; paraafacez. (12)
z

oo 0,y .z 1) _eoHx 0z 1) ooty 0t) _ 0
ox” 6y* 07"

(13)

2.2 Solucdo numérica

Varios métodos numéricos tém sido usados para resolver o problema de difusdo transiente,
como por exemplos, os métodos de elementos de fronteira, elementos finitos, diferencas finitas e
volumes finitos. Em particular neste trabalho, 0 método usado € o método dos volumes finitos. A
Figura 2 representa um volume infinitesimal do dominio fisico considerado na Fig. (1), onde os
pontos nodais (W, E, N, S, F, T), bem como o tamanho deste volume e as distancias entre eles séo
apresentados.

Assumindo uma formulacéo totalmente implicita, onde os termos sdo estimados nos tempos
t" +At , aequacdo (8) foi integrada no volume de controle da Figura 2, e no tempo. Desta forma
obtém-se a Equacdo (8) na forma discretizada, que pode ser escrita de forma linear por (Patankar,
1980; Maliska, 1995):

Apoth = AgotE + Aoty +ANOTN +Aso s +ATO N + ApoTE 4B (14
onde:
py' a7 Dy Ax AX Dy AX By Az 0
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Figura 2. Configuracéo geométrica do problema fisico usado na solugdo numeérica.

A quantidade sM é o termo fonte associado aos termos convectivos na superficie do sdlido e
gue € adicionado aos pontos nodais que precedem a fronteira do mesmo. Os coeficientes Ax, KZP,
refletem as contribui¢des do transporte difusivo de ¢, que vem dos nodos vizinhos em direcdo ao

nodo P. O coeficiente Ag refere-se aos efeitos da variavel ® no tempo anterior. Logicamente seus

efeitos decrescem no tempo ao longo do processo e sera igual a zero no final do processo, se o
regime permanente for alcangado. O conjunto de equagdes provenientes da Equacdo (14), foi
resolvido iterativamente, pelo método Gauss-Seidel. Neste método, os célculos foram iniciados com
as condigdes iniciais dadas e terminou quando o critério de convergéncia apresentado na Equacdo
(15) foi satisfeito, em cada ponto do dominio computacional.

+1 _
|q>EP —pMN 1078 (15)

onde n representa a n-ésima iteragdo em cada instante de tempo. Este critério do ponto de vista
fisico e numeérico é suficientemente preciso para garantir o realismo fisico das respostas obtidas.



3. RESULTADOSE DISCUSSOES

O uso de métodos numéricos, em particular, o de volumes finitos, resulta ser fortemente
condicionado pelo valor (r®/g)at/R? e pelo nimero de pontos de pontos da malha utilizada na
determinacéo dos valores de interesse. Para verificar o efeito destes parametros e obter resultados
independentes destes, foram gerados varios resultados com trés tipos de malha e intervalo de tempo.
Para obtenc&o dos resultados, foi implementado um programa computacional utilizando o software
Mathematica. A Tabela (1) apresenta alguns val ores numéricos da propriedade ® que possibilitam
verificar os desvios entre os resultados obtidos em cada situacdo. A andise final mostra que uma
malha regular e ortogonal 20x20x20 pontos em (T /&)At/R2= 4x10°, apresentam resultados
satisfatorios, hgja visto que existem pequenas diferencas entre os valores de ® obtidos usando estes
dados e aqueles obtidos para malhas maiores e intervalos de tempo menores. Sendo assim, estes
parametros foram usados como base de calculo na obtencéo de todos os resultados numéricos.

Tabela 1. Vaor médio de @ obtidos com diferentes malhas, para véarios tempos num solido
paral el epipedo com dimensdes (RixR»xRs3) 0,100 x 0,025 x 0,045 m® e Bi infinito.

Qo> e Malhas Erro (%)
Atx1077) | tx10 A:10x10x10 | B:20x20x20 | C:30x30x30 | (A—B)A | (C—B)IC
80 80 0.733 0.708 0.706 3.4106 0,2825
20 - - - - -
40 40 - 0,791 - - -
80 - 0,686 - - -
20 - 0,855 - - -
20 40 - 0.776 - - -
80 - 0.674 - - -
20 - 0.837 - - -
4 40 - 0.761 - - -
80 - 0.663 - - -
20 - 0.834 - - -
2 40 - 0.759 - - -
80 - 0.662 - - -

Para validar a metodologia, resultados obtidos numericamente, para um solido paralelepipedo
(tijolo ceramico refratéario) de dimensdes (RixRsxR,) 0,100x0,045x0,025 m®, sdo comparados com
resultados analiticos reportados por Nascimento et a. (2000a), para Bi=2,0. A Tabela (2) apresenta
esta comparagdo em quatro tempos adimensionais diferentes.

Tabela 2. Comparacao entre os valores médios de @, para vérios tempos adimensionais obtidos
neste trabal ho e os resultados analiticos reportados por Nascimento et al. (2000a) e Bi=2,0.

t Valor médio adimensional ® Erro (%)
Analitico A Numérico B (B-A)/B
0,002 0,9699 0,9701 0,0206
0,008 0,8898 0,8901 0,0337
0,020 0,7544 0,7549 0,066
0,080 0,3396 0,3408 0,3521

Como aplicacdo o método foi usado para descrever o processo de difusdo no interior de um
tijolo refratario com dimensdes (R; x Rsx R») 0,100 x 0,045 x 0,025m* e Bi= 5,0. A Norma Técnica
EB-19 estabel ece dois padrbes. 2R X 2R, X 2R3 paratijolo cheio ou macico: (0,240+5) x (0,115+2)
X (0,052+2) m® e (0,200+5) x (0,045+ 2) x (0,053+ 2) m*, mas nem sempre é obedecida pelas
olarias (Bauer, 1992).



As Figuras 3-8, apresentam a distribuicdo da propriedade adimensional ® " no interior do
sdlido, nos planos x =0,420 (=R./2), y =0,105 (=R./2)), z =0,189 (=R3/2) e X =0,889 (=R,),
y =0,222 (=R,), Z =0,400 (=R;), para os instantes t = 0,0008 e 0,0020, respectivamente. Nelas
estdo evidenciados a forma de cada uma das faces do paralelepipedo e as linhas de iso-

concentracao.

0.222 ~

y/R

0.0
0.000 0.400

ZIR
t'=0,002
Figura 3. Distribuicso da propriedade adimensional no plano x =0,419857.

0.21

y/R
y/R

0.00!
0.011 0.389

Z/IR zZIR
(a) t'=0,0008 (b) £=0,002
Figura4. Distribui¢éo da propriedade adimensional no plano x =0,889108

0.

ZR

. x/IR
t =0,002

Figura 5. Distribuicgo da propriedade adimensional no plano y ' =0,104964

A andlise das figuras mostradas e de outros resultados ndo apresentados neste trabalho por
insuficiéncia de espaco evidencia frente de variago de @ e a existéncia de mais atos gradientes
desta propriedade na regido proxima ao vértice do solido em todos os casos estudados. Assim
sendo, estas regides sao mais susceptiveis, ap aparecimento de trincas e deformacfes, conforme
constatado por alguns pesqguisadores como por exemplos, Keey (1992), Nascimento et all (2000a e
2000b) e Hasatani e Itaya (1992) A propriedade adimensional apresenta os maiores resultados no
centro do mesmo em qualquer tempo de secagem. Além disso, percebe-se 0 decréscimo da
propriedade adimensional ao longo do processo de difusdo, em qualquer posicdo, conseglientemente
a propriedade no interior do sélido aproxima-se da propriedade do meio externo. Observa-se que



nas regides proxima dos vértices, a propriedade @, difunde mais rapido. Fisicamente isto é
esperado. Uma vez que, estando o solido mais exposto a uma atmosfera envolvente, tende a variar
mais rapidamente o valor de ® nessas regies.

0.38

/IR

0.012 .
0.025 0.864 0.025 0.864

x/IR x/R
(a) t'=0,0008 (b) '5: =0,002
Figura 6. Distribui¢do da propriedade adimensional no planoy =0,222277

Ao se analisar 0 problema sob o ponto de vista da transferéncia de massa devido a secagem, as
regibes de maior aquecimento, representam areas de maior perda de agua, e, portanto mais secas.
Pelos resultados expostos, durante 0 processo de secagem, a camada externa da peca
(principalmente os vértices) aguece mais répido do que o centro, regido essa que se contrai primeiro
(ndo levada em consideracéo neste modelo), produzindo uma reducéo nas dimensdes do corpo, tal
reducdo de volume, corresponde a perda de agua evaporada do mesmo, o que dificulta a difusdo de
agua, para fora do corpo, gerando tensdes de sentidos contrarios entre a camada externa e interna.
Quanto maior a taxa de perda de &gua do produto, maior serd a tensdo resultante no mesmo (Fricke,
1981).

x/R
t'=0,002
Figura 7. Distribuic&io da propriedade adimensional no plano z =0,188936

y/IR
y/IR

" 0.025 0.864
X/IR X/IR

(&) t'=0,0008 (b) E*:o,ooz
Figura 8. Distribuic&o da propriedade adimensional no plano z =0,400099

Do exposto, uma secagem prévia, controlada, é de grande importancia. Se a secagem néo for
uniforme, aparecerdo distor¢des nas pecas, mas, se for muito lenta, a producdo tornar-se-a
antiecondmica. Para se ter uma secagem uniforme (gradientes de temperatura e umidade
minimizados) € importante moderar adequadamente a intensidade da secagem, pelo controle das
velocidades, umidade relativa e temperatura do ar de secagem, forma do corpo, particularmente a
relacdo area/volume e a porosidade do material (Nishikawa et al, 1994).

Como comentério final, dada a quantidade de informagdes fornecidas, o bom ajuste obtido
guando das comparacOes apresentadas e o realismo fisico obtido, pode-se afirmar que 0 modelo e a
metodologia de solucdo para o problema sdo satisfatérios. Nenhum resultado experimenta foi



usado para comparar os dados numéricos, contudo os resultados obtidos sdo gerais, independentes
do tipo de materia e suas propriedades fisicas, térmicas, quimicas ou mecanicas.

O modelo é muito versdtil e a técnica usada tem grande potencial podendo ser usada para
descrever processos de difusdo tais como secagem, umidificacdo, aquecimento e resfriamento de
solidos com geometrias que varia de uma haste unidimensional até um paralelepipedo, inclusive
placa plana, sem restricdes quanto a natureza do material (frutas, cereais, vegetais, minerais, etc.),
desde que as hipéteses assumidas sejam admissivels.

5. CONCLUSOES

Da analise dos resultados obtidos pode-se concluir que: a) quanto maior o tempo adimensional
menor serd o valor da propriedade, em qualquer ponto no interior do mesmo; b) os maiores valores
da propriedade adimensional num sblido paralelepipedo, se situam no centro do mesmo, em
gualquer tempo; c) As regibes nas proximidades dos vértices do paralelepipedo apresentam as
maiores taxas de transferéncia da propriedade (calor €/ou massa), por 1SS0 S80 mais susceptivels a
choques térmicos, trincas, deformacdes e até mesmo a fratura total do material; d) a formulagcdo
utilizada, sendo adimensional pode ser usada em problemas de aguecimento, resfriamento, secagem

e umidificacdo.
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Abstract. Analytical and numerical solutions for the problem of transient diffusion in solids have
been presented and discussed in the literature. However, in these works, emphasis is given
emphasis to 1D and 2D problems. The objective of this work is to present a transient three-
dimensional mathematical modeling to predict the diffusion phenomena inside parallelepiped
solids. The numerical solution of the diffusion equation, using the finite-volume method,
considering constant thermo-physical properties and convective boundary conditions at the surface
of solid is presented. As an application, the methodology is used to describe the heat or mass
transport inside a ceramics brick. Results of the dimensionless property @ (heat or mass), in
several planesinside the solid in three Fourier numbers during the diffusion process are presented
and analyzed. To validate the methodology, numerical results of the average value of the property
@ along the process are compared with analytical results given by the literature and good
agreement was obtained.
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