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Resumo. Este trabalho apresenta uma metodologia para gera¢do e suavizagdo de malhas
estruturadas sobre dominios bidimensionais arbitrarios. O método consiste em dividir o dominio
em dreas ou subdominios quadrilaterais, chamados de blocos, e discretiza-los individualmente
para depois conectar a malha entre blocos vizinhos. Uma formulacdo paramétrica da spline cubica
foi empregada tanto na caracterizagdo do dominio como na aplicagdo das condi¢oes de contorno.
A geragdo da malha foi feita através de um sistema acoplado de equacoes elipticas de Laplace,
obtidas a partir do mapeamento conforme dos blocos. O processo de suaviza¢do consiste em
realocar os nos de fronteira de cada bloco de modo a se obter elementos geometricamente
regulares, tendo como variaveis de projeto as coordenadas paramétricas destes nos. Estas servem
como condigoes de contorno de Dirichlet para o sistema gerador de malhas, que realocara os nos
internos ao dominio. Para a continuidade da malha entre blocos adjacentes foram testados dois
métodos, fornecendo continuidade C° ou C', dependendo das necessidades do usudrio.

Palavras chave: Malhas estruturadas, suavizacdo de malhas, dominios bidimensionais arbitrarios.

1. REPRESENTACAO DO DOMINIO POR SPLINE CUBICA

A formulagdo paramétrica da fronteira utilizada neste trabalho baseia-se na analogia da viga de
Euler-Bernoulli (Rogers, 1990). Segundo esta formula¢do, chamada de "spline" cubica, as
coordenadas de um ponto sobre uma curva representada por uma spline sdo dadas por

[x(®) y(v]=[T][N][Gx Gy] (1)
onde
[T1=[ ¢t 1], 0<t<I (2)
2 -2 1 1
-3 3 -2 -1
= 3
[N] 0 0 1 0 ®)
1 0O 0 0
[Gx Gy]T :|:xk Xt 1 xl:’ x{m} (4)
Vi Vit X Viw

os valores de x’, k=1 a n, sdo obtidos para uma spline natural resolvendo-se o sistema:
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P, 100 0 1.5(P, - P,)
P, 4100 0 3{(P, - P,)+(P, - P, )}
P, 1 410 0 3{(p, -P,)+(P, —P,)}
— . . . . . . . . . . (5)
.. .01 4 1| (3P -P )+, P
Pl .. . .00 2 4] | 6(P, -P, )

onde P' tem componentes x € y.
2. GERADOR ELIiPTICO DE MALHAS ESTRUTURADAS

Uma das técnicas de geracao de malhas estruturadas utiliza sistemas de equagdes diferenciais
parciais elipticas (EDPEs). A principal vantagem desta técnica ¢ que as solugdes destes sistemas sao
fun¢des harmonicas (ou seja, suas derivadas parciais de segunda ordem sdo continuas) cujos valores
maximo e minimo ocorrem nas fronteiras. Este fato, além de garantir que os pontos de maximo e
minimo ndo anulardo o Jacobiano da transformacgao, também garante a unicidade das solugdes, isto
¢, duas superficies coordenadas de mesmo valor nunca se interceptardo, o que ¢ requisito basico
para a geracdo de malhas estruturadas. Além disso, todos os problemas de campo sdo regidos por
estas equacdes e possuem como solugdes, portanto, iso-superficies que podem ser empregadas
como superficies coordenadas (Maliska ,1995).

O método empregado neste trabalho consiste em fazer um mapeamento conforme — ou mudanca
de variadveis — no problema eliptico a ser resolvido, de modo que qualquer geometria quadrilateral
seja transformada em um retdngulo num plano computacional. Sejam & e m as varidveis
dependentes antes do mapeamento e x e y as independentes. Apos a aplicacdo da lei de
mapeamento, ocorre uma troca de variaveis dependentes, € o par (x,y) passa a ser dependente de
(&,m). Assim, o sistema de equagdes dado pelas egs. 6 € 7 € resolvido no plano computacional, e as
iso-solugdes sao obtidas ja no plano fisico.

Xzg + 9, —Zﬁxgn =0 (6)
Wee + Wy =2y =0 (7)
onde

a=x +y,

y=xity; ®)

'B:xéxn_'_yéyn

Com relacdo as condi¢des de contorno, uma possibilidade ¢ especificar os valores de x e y na
fronteira I em funcdo de & e n (condigdes de Dirichlet). Outra abordagem seria impor derivada
direcional nula nas fronteiras (condi¢des de Neumann), que garantiriam a ortogonalidade do
sistema coordenado. Como isto aumenta o custo computacional do problema, foram adotadas
condicdes de Dirichlet, isto é:

r {X =60 054 (9)
cm i . 1=1,2,5,
y =g

onde



r=Jr, (10)

e fi(t) e gi(t) sdo as funcdes que definem as fronteiras do dominio em fun¢do do parametro t.
Neste caso, foram empregadas splines cubicas, conforme formulagdo da se¢do anterior.

3. SUAVIZACAO DA MALHA

O processo de suavizagdo da malha foi tratado como um problema de pseudo-otimizagdo, que
busca a minimiza¢ao da deformacdo dos elementos da fronteira do dominio. Os nés localizados
sobre a fronteira do dominio constituem as variaveis de projeto, e o critério de deformagdo adotado
consiste em medir o desvio da forma dos elementos em relagdo a um quadrado. As equagdes para
quantifica¢do desta deformagao foram determinadas empiricamente. O processo consiste em medir
a variagdo do erro para cada elemento, e com base neste valor alterar localmente a posi¢do dos nos
do elemento, impondo uma perturbacdo na sua coordenada paramétrica. Como o emprego do
gerador eliptico pressupde que o dominio seja quadrilateral, dominios complexos devem ser
decompostos em subdominios quadrilaterais. Malhas desse tipo sdo normalmente chamadas na
literatura de malhas multi bloco ou malhas estruturadas por bloco. Além disso, deve-se garantir a
continuidade da malha sobre as faces compartilhadas pelos subdominios adjacentes. Esta
continuidade pode ser de dois tipos:

e De ordem C°, onde se garante apenas a coincidéncia dos nos nas fronteiras, impondo-se as
mesmas condi¢gdes de Dirichlet para os blocos adjacentes;

e De ordem C', onde, além da coincidéncia destes nos exige-se também a continuidade da
primeira derivada das linhas ao cruzar a fronteira. Nesta abordagem impdem-se condi¢des de
Neumann para os blocos adjacentes. Neste caso, também ¢ permitido ao algoritmo reposicionar
as faces internas ao dominio.

No caso de um dominio quadrilateral simples, o dominio Q ¢ modelado como um objeto
computacional, composto pelas seguintes propriedades:

e Fronteira I', composta por quatro curvas splines cubicas (I's, ['g, I'n, ['w, em referéncia a sul,
leste, norte e oeste), que serdo chamadas de faces;

e Conjunto de nos internos (X,y) no interior do dominio;

¢ Quantidade de elementos presentes em cada face do dominio (m);

e Conjunto de condi¢des de contorno definidas parametricamente sobre I' pelo vetor {t} = {t, t,,
t3, ... tam}s

e Um valor de mérito E, que quantifica a distor¢ao dos elementos localizados na fronteira I'.

Para um n6 genérico de fronteira k (1 <k <4m), sua coordenada paramétrica ti ¢ dada por
t =k+g, (11)

onde k representa a parte inteira da coordenada e g sua parte decimal. Por exemplo, para t = 3.8,
tem-se k = 3 e gx = 0.8. Como a malha inicial ¢ gerada com os no6s igualmente espagados na
fronteira, na primeira iteragdo adota-se gx = 0. A partir dai, inicia-se um processo de busca pelo
conjunto 6timo de condi¢des de contorno que minimize a distor¢do geométrica dos elementos de
fronteira, alterando o valor de g. Formula-se entdo o seguinte problema de otimizagao:

Dados:
¢ Um dominio bidimensional Q, limitado pela fronteira I' = ['sUI'gUl'nUT w;



e Uma Malha M, caracterizada por:

— conjunto de nos internos (X,y) no interior do dominio;

— A quantidade de elementos presentes em cada face do dominio (m);

— conjunto de parametros {t} = {t;, t, t3, . . . t4m} que definem as condigdes de contorno sobre
a fronteira;
Um valor de mérito E, que quantifica a distor¢do dos elementos localizados na fronteira [

Obter:
Conjunto de condi¢des de contorno {t*} que minimize E.

Na seqiiéncia de descrigao do algoritmo, apresenta-se primeiramente a formulag¢do do critério de
otimizagdo, e depois o método de busca.

Uma vez que todos os elementos sdo quadrilaterais, o critério adotado neste trabalho consiste
em medir a distor¢do de cada elemento da fronteira em relacdo a um quadrado, e o desempenho da
malha serd medido pela soma destas distor¢des. Para o elemento genérico da figura 1, a tabela 1
mostra as condi¢des adotadas neste trabalho que determinam o desvio em relacio a forma
considerada ideal, bem como as equagdes que quantificam este desvio.

Tabela 1: Condigdes a serem satisfeitas por um elemento quadrilateral genérico

Condi¢ao Equagdo

1.A=F a=(Xy-%,)-(X,-X3)=0 (12a)
2.D=1 b=(yp-y)-(y,-y3)=0 (12b)
3.D=F c=(y;-¥;3)-(X,-%x3)=0 (12¢)
4.C=G d=(x;-%X3)-(y5-¥,)=0 (12d)

O erro associado ao elemento sera dado por:
e=a’+b*+c +d’ (13)

Note que este critério ¢ necessario mas nao suficiente para se obter um elemento quadrado. Para
isso seriam necessarios testes de ortogonalidade, que aumentariam o custo computacional em até
20%, segundo alguns calculos preliminares. Como a qualidade da malha obtida foi praticamente a
mesma para todos os casos, optou-se por um critério menos rigoroso, a favor do desempenho
computacional.

O método de busca por gradiente usado ¢ baseado no método da maxima descida. As varidveis
de projeto sdo as coordenadas paramétricas dos nds de fronteira do dominio, e as varidveis
dependentes sdo as distor¢des dos elementos que definem a fronteira. Portanto, interessa agora obter
uma relagdo entre a variacdo do posicionamento destes ndés e a distor¢do destes elementos,
quantificada pelas eqgs. 12.

A atualizacdo de t na iteracdo i1 ¢ dada por

() _ JE D
t =|t, —At, | — 14
k [k k (&k ( )

Substituindo-se a eq. 14 na eq. 11, obtém-se a expressao para a atualizacdo de gk(i), que ¢ a
perturbacdo imposta a coordenada paramétrica do nd k na iteracdo i e E ¢ a distor¢do ou erro de
todos os elementos da malha analisada.



Figura 1: Desvio de forma para um elemento quadrilatero genérico.

(i-1)
i OE
gk() :[gk —Agy (&_kD (15)

Sendo o desvio em cada elemento dado pela equagdo 13, o erro total da malha sera
E=Z(aez+bez+cez+dez)=Sa+Sb+Sc+Sd (16)

onde

4m 4m

oo $h) s $02 s )« s0- )

e=l e=l

A variagdo do erro ¢ calculada considerando-se que apenas os nds da fronteira estejam livres,
uma vez que os nos interiores serdo modificados pelo gerador eliptico (nesta etapa, os nds que
definem vértices ndo serdo alterados). Entdo, as variaveis de projeto serdo as coordenadas dos nos,
que podem ser representadas parametricamente pelo parametro t. As componentes do gradiente do
erro serao calculadas pela eq.(17).

OE o©0Sa 0Sb 06Sc oSd

OE 2%  08b 2S¢, (17)
ot, o, o, ot o,

onde

0Sa OX

—=2.— X3 —2a 183
a2 fa, —a,_} (18a)
oSb

—=2'%{bk—bk—1} (18b)
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18¢

a, 2, (18c)
O5d 5 R g (18d)
Oty oty

e ay, by, ckx € dx sao dados pelas equagdes 12.

O gradiente do erro para cada elemento sera dado entdo por
VE, =24 %% o, —a +d ]+ Do, —by 4] (19)
atk atk
O célculo de t % ¢ feito derivando-se as eqs. 1 e 2 em relagdo a t.
k k

Dominios complexos sao modelados como a unido de blocos, definidos pelo usuario e
discretizados independentemente pelo algoritmo descrito acima. A continuidade da malha nas faces
comuns aos subdominios adjacentes ¢ obtida aplicando-se o mesmo conjunto de condigdes de
contorno as fronteiras comuns. Quando a forma destas faces ndo ¢ importante para a analise do
problema, elas sdo tratadas como isolinhas, de modo que o algoritmo possa reposicionar livremente
os nos localizados sobre elas, minimizando assim a distor¢ao dos elementos na fronteira comum.
Em alguns casos, o0 modelo pode ter ndo somente faces internas mas também vértices internos ao
dominio, que também devem ser realocados durante a alteracdo das faces na otimizacdo da malha.
A condigdo para que um vértice seja interno ao dominio ¢ que ele seja compartilhado por pelo
menos 3 blocos, e cada um destes blocos tenha dois vizinhos neste conjunto. Com base neste
critério, foi formulada uma regra empirica para o reposicionamento de vértices internos ao dominio,
ponderando a posicdo deste ponto pela posicdo dos vizinhos. Atribui-se peso 3 para os nos
localizados sobre as faces que o compartilham (x;'" e x2'") e peso 1 para os nés vizinhos imediatos
interiores ao dominio (x3'')). A equagio 20 mostra como sdo reposicionados os vértices internos.

Hb1°°05[3 ( + X, ))+ X3()]

X =
P 7 -n_blocos
(20)
n_blocos ( ) ( )
[3 (Y1 Ty, )"‘ Y3 ]
o T 7 -n_blocos

onde n_blocos ¢ o numero de blocos que compartilham o vértice interno.

O algoritmo para geracdo e otimizacdo de uma malha sobre um dominio bidimensional
arbitrario pode ser assim resumido:

Definir a fronteira parametricamente a partir dos pontos de suporte fornecidos pelo usuario.
Para cada bloco, identificar seus vizinhos, faces internas ¢ vértices internos ao dominio.
Aplicar um método de continuidade de malha.

Resolver o sistema de equagdes geradoras.

Realocar os vértices internos, se houverem.

Nk W=



6. Atribuir mérito a malha.
7. Voltar ao passo 3 até a convergéncia.

4. RESULTADOS

Serdo apresentados dois casos de dominios multiplamente conexos, mostrando o dominio e sua
divisdo em blocos, respectivamente (fig. 3). As figuras 4 e 5 mostram as malhas geradas sobre cada
um dos dominios com continuidade entre blocos do tipo Dirichlet (fig. superior) e Neumann (fig.
inferior). Para cada caso sdo apresentados o tempo de execu¢do (em segundos), o numero de
iteracdes e o erro maximo obtido. Estes dados sdo mostrados nas tabelas 2 e 3.

2 () 2L

Figura 3: Dominio e configurag@o dos blocos nos dois casos estudados.



Figura 4: Discretiza¢ao do primeiro caso apresentado. Tipo Dirichlet(acima) e Neumann (abaixo).

Tabela 1. Dados resultantes da discretizagao do exemplo 1

Elementos | Malha Condi¢des de Neumann Condig¢des de Dirichlet

Inicial

Tempo em | Tempo em | Numero de | Erro Tempo em | Nimero de | Erro

segundos |segundos |Iteragdes Maximo |[segundos |[Iteracoes Miéximo
1472(8) 10.05 0.281 6 33.5 0.09 4 36.8
5888(16) |0.16 1.382 10 17.6 0.4 4 18.7
13248(24) [0.99 6.9 13 12.4 1.5 4 12.6
23552(32) {3.2 21.35 16 9.8 4.4 4 9.5

Tabela 2. Dados resultantes da discretizagdo do exemplo 2

Elementos | Malha Condigdes de Neumann Condigdes de Dirichlet

Inicial

Tempo em | Tempo em | Nimero de | Erro Tempo em | Nimero de | Erro

segundos |segundos | Iteracdes Miaximo |segundos |Iteracdes Maximo
1984(8) |0.05 2.452 18 26.56 0.101 4 30.412
7936(16) [0.221 6.38 31 17.63 0.541 4 15.42
17856(24) [ 1.502 31.465 42 14.07 1.783 4 10.36
31744(32) | 4.437 101.115 |52 12.15 5.448 4 7.8




Figura 5: Discretizagdo do segundo caso apresentado Tipo Dirichlet(acima) e Neumann (abaixo).

5.1 Conclusoes e Perspectivas

Os resultados mostram que o método de suavizagdo empregado ¢ robusto quanto ao tratamento
de geometrias complexas. A decomposicdo em multi blocos para a discretizagdo de geometrias
complexas provou ser bastante versatil, mas também pode aumentar o custo computacional. Porém,
se em alguns casos a otimizacdo de faces internas ao dominio eleva o tempo de calculo, em outros
mostrou-se extremamente interessante, principalmente quando aplicada a geometrias tipicas de
problemas de CFD, que exigem uma discretizagdo cuidadosa ao redor dos corpos submersos no
fluido. Para a aplicagdo deste método em problemas de geometria varidvel, a geracdo automatica
dos blocos devera ser estudada nas proximas etapas.
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Abstract. The aim of this work is to develop an algorithm for optimizing structured meshes generated over
generic two dimensional domains, by splitting complex shapes into a collection of quadrilateral blocks,
which are then meshed by a Laplacian elliptic mesh generator, and the mesh smoothness between adjacent
areas is imposed later. A parametric formulation for cubic spline interpolation is used both to define the
domain and apply the boundary conditions. The smoothing process relocates the boundary nodes on each
block in order to obtain square elements. The process is solved as an optimization problem, where the design
variables are the boundary nodes coordinates. These are relocated by a gradient-based search method and
the elliptic generator uses them as Dirichlet boundary conditions to smooth the inner elements. The grid
smoothness between adjacent blocks may be ensured by two methods, resulting in C'- or C'- smoothness.
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