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Resumo. No presente artigo, uma formulagdo estabilizada do método dos elementos finitos é
utilizada para resolver problemas de escoamentos incompressiveis bidimensionais envolvendo
fronteira movel, sendo as equacgdes de Navier-Stokes descritas em uma formulagcdo “ALE”
(Arbitrary Lagrangean-Eulerian). Foram objetos de estudo o escoamento em torno de um cilindro
circular mantido fixo, e com oscilagdes forgadas. Os resultados preliminares obtidos demonstram o
potencial do sistema computacional desenvolvido para a analise de problemas de interacéo fluido-
estruturas.

Palavras chave: MEF Estabilizado, Egs. Navier-Stokes Incompressiveis, ALE, Interagdo Fluido-
Estrutura

1. INTRODUCAO

Simulagdes numéricas de problemas de escoamentos de fluidos envolvendo fronteira movel sao
de interesse em muitas areas da engenharia. Em problemas de interacdo fluido-estrutura, o modelo
geométrico computacional modifica-se a cada passo de tempo, sendo necesséria uma estratégia de
movimento da malha computacional de forma a acompanhar os movimentos estruturais, evitando a
deformacdo excessiva dos elementos geométricos e possibilitando a obtencdo da solugdo do
escoamento. Outra caracteristica importante é o tipo de acoplamento utilizado para resolver os
problemas fluido e estrutural. Neste trabalho optou-se por um acoplamento do tipo fraco, que
permite que sejam utilizadas diferentes estratégias para resolver os diferentes sistemas obtidos das
analises da dindmica dos fluidos e da dindmica estrutural. Também séo utilizadas diferentes
estratégias de decomposi¢cdo do dominio, permitindo que na regido onde a descricdo “ALE” é
empregada obtenha-se um eficiente controle sobre a deformagdo dos elementos. Neste trabalho
apresentamos inicialmente a formulacdo “ALE” das equacdes de Navier-Stokes incompressiveis.
Em seguida descrevemos brevemente o modelo discreto obtido através de uma formulacéo
Petrov_Galerkin via método dos Minimos Quadrados, que aqui € estendida para lidar com
problemas de fronteira mével. As estratégias empregadas para a decomposi¢cdo do dominio em
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estudo e para o movimento da malha sdo entdo descritas. Finalmente apresentamos alguns
resultados numéricos e extraimos algumas conclusdes preliminares.

EQUACOES GOVERNANTES

Para resolver problemas onde uma estrutura interage com um fluido é necesséario que as
equacdes governantes do problema sejam capazes de captar fendmenos que estdo associados a
dominios mdveis e deformaveis. Entdo é preciso descrever as equagdes governantes em uma
formulacdo que permita variacbes em sua configuracdo. Segue abaixo a obtencao das equacdes de
conservacdo em uma formulagdo arbitraria Euleriana-Lagrangeana, (Nomura & Hughes, 1992;
Mendes & Branco, 1999).

As relagdes cinematicas fundamentais sdo derivadas definindo-se trés dominios no espago, 0
dominio espacial, o dominio referencial e o dominio material, e os mapeamentos entre estes
dominios. O dominio espacial é o dominio em que o problema de mecénica dos fluidos est&
representado. O dominio material € o dominio ocupado no tempo t=0 pelas particulas materiais que
ocupam o dominio espacial no tempo t. O dominio referencial é definido como um dominio fixo, e
sua imagem no tempo t, sob um mapeamento prescrito, € o dominio espacial. A importante
consequéncia destes conceitos é a obtencdo da seguinte relagdo cinemética com respeito a
propriedade fisica f , dada por

P o €))

[DtC [dtl

onde [B%[Hé a derivada material no tempo, [B%[Ee a derivada referencial no tempo mantendo as

coordenadas no dominio referencial constantes, v; € a velocidade convectiva, com v, =u, —w;,
onde u, e w; sdo as componentes da velocidade do fluido e da velocidade da malha na diregéo i,
respectivamente, e Of representa as derivadas de f em relacdo as coordenadas espaciais ;.

A equacdo (1) caracteriza a derivada material de uma funcéo escalar na descricdo “ALE”. Note
que:

v, =u; O Descricdo Euleriana; (2)
v, =00 Descri¢ao Lagrangeana. 3)

Considere agora um dominio Q, onde podem ser definidos os seguintes subdominios, Qg (t) é

0 dominio ocupado por um corpo rigido em Q, e Q. (t) é a parte do dominio onde esta definido o

problema fluido. Para um dominio com fronteira fixa, as equacBes de Navier-Stokes
incompressiveis sdo

Oui + Oui _azij +
P+ o, ox, f; em Q¢ (1) (4)
Num problema de interacéo fluido-estrutura, onde a estrutura se encontra imersa em um fluido
as deformacdes sdo, em geral, despreziveis quando comparadas com os deslocamentos a que estdo
submetidas. Desta forma o modelo estrutural empregado é o de um solido rigido, ou seja,
indeformével. J& o modelo da dindmica dos fluidos é obtido utilizando a defini¢do dada pela Eq.
(1), juntamente com a Eq. (4). Desta forma as equag0es de conservagdo podem ser escritas em uma

descricdo arbitraria Lagrangeana-Euleriana, onde T, (t) representa a interface entre Q/(t) e



Q. (t). Como o corpo rigido muda sua posicéo, a interface I'.(t) move-se de acordo com o
movimento do corpo rigido. Supondo que seja possivel especificar de alguma forma a distribuigdo
da velocidade da malha computacional w;,, é possivel obter uma descrigdo “ALE” das equagdes de

Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis, que governam o movimento do fluido, conforme
dado pela Eq. (5).

du; du, 01y
"+olu. -w. —=——+ f. em Q_(t S
10 dt 10( j J)Oxj an i F() ()
Sob uma restricdo de incompressibilidade:
ou,
—= em Q. (t 6
ox e () (6)

Nas equagdes acima, £ e u; sdo a densidade e o vetor velocidade do fluido, respectivamente, e
w, € o vetor velocidade da malha computacional. Ainda nas equagdes acima, 7; € o tensor de
tensGes e f, é o vetor das forgas de corpo. O tensor de tensdes pode ser escrito como:

ou; , 0u; [
T; =—pd; +UPan + ox, F (7)

onde p éapressdoe u éaviscosidade dindmica.
O problema é definido pelas equacdes (5) a (7) em um dominio Q, com contorno I", contido no
espago euclidiano n-dimensional. N&o foram consideradas forcas de corpo, logo f, =0. As

variaveis dependentes, velocidade e pressao, sdo dadas por u; e p, respectivamente. O modelo fica
completo introduzindo-se condic¢fes de contorno e inicial. Condi¢Ges de contorno de velocidade e
tensdes de superficie (ou “tractions”) sdo dadas por u e t . Elas sdo prescritas nas partes do

contorno I,e I, talque ', O, =T e, nI, =¢. Condigdes de contorno de pressdo e fluxo
de massa estdo associadas ao balanco de massa e séo dadas por p e G nas partes do contorno r,e
Mg, talque ', O, = el, nl; =¢,onde G=pun
contorno I .

com n, representando o vetor normal ao

2. O MODELO DISCRETO

O modelo continuo € discretizado usando elementos triangulares lineares tanto para aproximar
velocidade quanto pressdo. Trata-se portanto de uma formulagdo estabilizada do Método dos
Elementos Finitos, onde ndo é necessario fazer referéncia a condi¢do de estabilidade de Babuska-
Brezzi (Brooks & Hughes, 1982 e Sampaio, 1991). As equacdes de balanco da quantidade de
movimento discretizadas s&o obtidas pela aplicacdo da formulagéo discreta de minimos quadrados,
minimizando com relagdo aos graus de liberdade de velocidade e pressdo. As equagdes de balanco
da quantidade de movimento discretizadas sdo dadas conforme expresso na Eq. (8).
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A equacdo da pressdo-continuidade é obtida da combinagdo de minimos quadrados com a
condicdo de incompressibilidade, resultando em

oN, ap™? oN, . 0,
?[A ox  ox dQ = IAt ,ov o dQ
—lNl G”*l—G )dr ©)
- % 4o
ipNIK

Nas equacOes anteriores At representa o passo de tempo, N, representa a fungdo de

aproximacdo (ou de forma) do Método dos Elementos Finitos para o n6 |, e o superescrito n
representa o estagio de tempo na integracéo temporal.

A integral ao longo do contorno I' na Eq. (9) s6 é calculada no contorno com velocidade
prescrita I',, porém é diferente de zero apenas no trecho do contorno com fronteira movel I . Este

termo entra como uma contribui¢do na equacao da pressdo-continuidade gerando um acréscimo ou
reducédo de pressdo na regido proxima a fronteira movel, e é dado por

JN G -G )r= J’N ourin™ - purn? Jdr = J’N (ownrt = pwiny Jar (10)

O problema é resolvido utilizando um procedimento de solugdo segregado. A pressdo €
computada primeiro, entdo o campo de velocidade é atualizado. As equacdes discretizadas formam
matrizes simeétricas positivas definidas, mesmo utilizando-se uma descricdo mista Euleriana-
Lagrangeana, permitindo o uso de um método iterativo de solucéo do tipo gradientes conjugados
com pré-condicionador para resolver os sistemas algébricos resultantes. Para maiores detalhes ver
referéncias (Sampaio, 1991, Sampaio et al, 1993, Sampaio et al 1999), onde a mesma formulacéo e
técnicas foi empregada para problemas sem fronteira movel.

3. ADECOMPOSICAO DO DOMINIO
O dominio computacional é dividido de forma a obter-se diferentes subdominios onde sdo

empregadas as diferentes descricBes dos problemas fluido e estrutural. A Fig. (1) mostra uma
descricdo esquemética do dominio do problema de interesse e os subdominios definidos.
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Figural. Decomposi¢do do dominio em subdominios

Na regido definida por R1 = raio do cilindro, e que representa o corpo soélido, utiliza-se uma
descricdo Lagrangeana. Na regido definida por (R2-R1), tem-se uma opgdo para que ndo haja
deformacéo dos elementos préximos ao cilindro, desta forma, em uma pequena regido do dominio
fluido os elementos tém deslocamento idéntico ao do cilindro. Isto evita que haja deformagéo dos
elementos no interior da camada limite, onde necessita-se de uma melhor qualidade dos elementos
da malha computacional, pois os efeitos de viscosidade sdo importantes nesta regido. Define-se
ainda o subdominio (R3-R2) como a parte do dominio onde € utilizada a descri¢cdo “ALE”, onde ha
deformacéo dos elementos devido a movimentacdo da malha em funcdo do movimento do cilindro.
No restante do dominio é empregada uma descrigdo Euleriana, isto é, ndo h4 movimento da malha
computacional. Uma economia computacional adicional é obtida com a utilizag8o destas multiplas
regides, haja visto a necessidade de menos reconstrucdo de malhas com a introdugdo da regido (R2-
R1) e de re-avaliagdo das matrizes dos elementos apenas nas regides (R2-R1) e (R3-R2) onde as
mesmas se modificam. Tem-se a flexibilidade de variar os raios de R2 e R3, configurando-se
apenas uma regidao (se R2=R1 e R3 = contorno do dominio), duas (se R2=R1 e R3# contorno do
dominio), ou trés como mostra a Fig. (1).

4. A MALHA DINAMICA

SolugBes numéricas de problemas de fluxo com fronteira mével requerem a solugdo das
equacdes governantes sobre malhas dinamicamente deformaveis. Sendo assim, € preciso utilizar
estratégias para mover os pontos do dominio fluido onde esta sendo utilizada a descrigdo “ALE”
para as equacdes de fluxo. Primeiramente é determinada a nova posicdo da estrutura, por meio da
solucdo das equag@es estruturais, ou por meio de uma fungdo prescrita previamente definida para
mover a estrutura. Os nos do dominio fluido devem ser deslocados de forma a minimizar as
distorgdes dos elementos causadas pelo movimento estrutural e garantir que as equagdes de fluxo
possam ser resolvidas para encontrar o fluxo resultante. A estratégia adotada neste trabalho para
deslocar os nés do dominio foi modelar cada lado de cada elemento do dominio como uma mola
com rigidez inversamente proporcional ao comprimento do lado, entdo, para cada lado conectando
0s nos | e J, tem-se:

k, = ! (11)

\/(XJ _XI)2 +(yJ _yl)2

Para cada passo de tempo as equagdes de equilibrio estatico que resultam do somatério das
forgas atuando em cada n6 devem ser resolvidas. Iteracfes de Jacobi sdo realizadas para resolver os
sistemas resultantes e obter os deslocamentos nas direcdes x e y. Geralmente cerca de 10 iteragdes
de Jacobi sdo suficientes para obter convergéncia.




Uma extrapolacgéo linear é utilizada para predizer os deslocamentos 5X”|+1 e 5y”|+1 nas direcdes X
ey, respectivamente, como abaixo:

5,7 =20, 8,7 e =200 -o0* (12)

i

O sistema resultante das equaces de equilibrio estatico é:

2 > ky3)
=T e gm=T___ (13)
Z Ky Z Ky
J J
A nova posicdo de cada né pode ser determinada da seguinte forma:
X=X+ Jxr:ﬂ e yit =yl + 5;i+1 (14)

O somatorio com indice J indica todos os nos que tem conectividade com o nd |. Este método
mostra-se eficiente para pequenos deslocamentos do corpo rigido, Willcox et al (1997), e sendo
improprio para grandes deslocamentos, Farhat et al (1998). O algoritmo de dindmica da malha deve
satisfazer as seguintes condic¢des de contorno:

* Na interface fluido-estrutura — os nés da interface tém deslocamentos prescritos,
calculados a partir do movimento do corpo;

= Os pontos a uma distancia do corpo suficiente para que o deslocamento deste ndo
interfira no escoamento tém deslocamentos iguais a zero.

Sendo necessario que seja garantida a continuidade dos campos de deslocamento e de
velocidade na interface fluido-estrutura, ou seja o, = Oquigos € U =Uquigo €M T, tal que

estrutura
seja satisfeita a lei de conservacdo geométrica, Farhat et al (1996). No presente estudo onde o
movimento do corpo solido € imposto atraves de uma funcdo pré-definida, obviamente, estas
condicOes sdo automaticamente satisfeitas.

estrutura

5. RESULTADOS E DISCUSSOES

As técnicas numéricas descritas anteriormente foram utilizadas para simular o escoamento ao
redor de um cilindro circular e observar a formagéo da esteira de vortices para diferentes nimeros
de Reynolds. O problema foi adimensionalizado utilizando o didmetro do cilindro, d, e a velocidade

da corrente livre u®, como escalas de referéncia para comprimento e velocidade respectivamente. A
A . . ~ . 2 . . . .

escala de referéncia escolhida para pressao foi ,o(uo) , e 0 tempo foi adimensionalizado por d/u®.

As simulacgdes sdo parametrizadas pelo nimero de Reynolds global, dados por

Re = PUd (15)

U

A Fig. (2) mostra o dominio utilizado e condi¢Bes de contorno empregadas. Neste problema,
condicdes de contorno de “non-slip” para a velocidade sdo prescritas na superficie do cilindro. Um

campo de velocidade uniforme com u, =u® e u, =0 é imposto a face AB. Para as faces AC e BD a
condicdo de contorno imposta e u, =0 e t, =0. No contorno CD ¢é prescrito 0 valor de presséo p =
0 e condicéo de “traction” livre, isto é, t, =t, =0. A condicdo inicial € o campo de velocidade com
componentes u, =u®, u, =0 que sdo especificados sobre todo o dominio no tempo inicial t=t°, e



uma pressao de referéncia p =0. Foram utilizadas as seguintes dimensdes do dominio, o cilindro

circular esta centrado na origem do sistema cartesiano de coordenadas, tendo diametro (D) unitario,
as faces AB e CD tém comprimento de 10 unidades, e as faces AC e BD tém comprimento de 15
unidades. Os Vértices destas faces tém as seguintes coordenadas, A(-5,-5), B(-5,5), C(10,-5) e
D(10,5).

B u, =0,t, =0 D
u, _uo - I-" -'_'H.__ll p:O
U2 - e I""\-.\_\__.-".l ti =
A u, =0,t, =0 C

Figura 2. Dominio de interesse e condigdes de contorno

A Fig. (3) abaixo mostra a malha computacional utilizada nas simulages, esta malha contém
4999 nos e 9855 elementos.

Figura 3. Malha computacional utilizada.

Inicialmente efetuamos algumas simulagdes considerando-se o cilindro fixo, desta forma é
possivel constatar a variacdo na freqiiéncia de formacdo da esteira de vortices com a variacdo do
numero de Reynolds. Os resultados obtidos se mostram de acordo com os resultados experimentais
apresentados por Blevins et al (1986) a cerca da faixa de varia¢cdo do nimero de Strouhal.

Em problemas de interacdo entre um fluido e um cilindro circular, a esteira de vortices impde
movimento ao cilindro, fazendo com que este apresente deslocamentos devido as flutuagdes do
coeficiente de sustentacdo causadas pela formacgdo desta esteira. O fenbmeno do “lock-in” é
caracterizado quando a freqliéncia de deslocamento do cilindro é a mesma freqiiéncia de formagéo
da esteira de vortices. Uma forma interessante de estudar este fendmeno € impor um movimento
harménico ao cilindro e analisar as modificacdes na frequéncia da esteira de vortices, observando as
condi¢cbes em que o cilindro impde sua frequéncia de oscilacdo, modificando a freqliéncia de
formacdo da esteira de vartices obtida com o cilindro fixo, obtendo-se assim o fenébmeno de “lock-
in” imposto pelo movimento do cilindro (Correia, 2001; Mendes & Branco, 1999). Foram
realizadas simulagbes para nimeros de Reynolds entre 100 e 160, e observadas as condigdes de
“lock-in” em funcdo da amplitude do deslocamento do cilindro na direcdo transversal ao



escoamento. A frequéncia do deslocamento do cilindro utilizada foi a frequéncia de formacdo da
esteira de vortices para um cilindro fixo com nimero de Reynolds 120. A freqténcia da formagéo
da esteira foi obtida a partir da analise da velocidade na direcdo transversal ao escoamento em um
no fixo na malha, localizado na esteira de vortices e comparada com a frequéncia do deslocamento
do cilindro. Os resultados numéricos estdo colocados na Tab. (1), e mostram a influéncia da
amplitude do deslocamento do cilindro na caracterizagdo deste fendmeno. Os valores em negrito
correspondem a frequéncia imposta pelo cilindro, e portanto para estas razdes de amplitude ficam
caracterizado o “lock-in”.
A funcéo harménica utilizada para deslocar o cilindro é

Y(t)=a*sin(2nf (t—t°)”) (16)

onde, aé a amplitude do deslocamento, f ¢é a freqiiéncia e t°é o tempo inicial. Neste trabalho
utilizou-se t° =0, n=1, f =0,1795 Hz e a variavel.

Tabela 1. Freqiiéncias das esteiras obtidas nas simulacdes de “lock-in”

Re Razéo de amplitude — a/D

0% 2% 5%
100 0,1728 | 0,1791|0,1795
115 0,1781 | 0,1784 | 0,1795
120 0,1795 | 0,1795|0,1795
140 0,1853 | 0,1800 | 0,1795
160 0,2575 | 0,1796 | 0,1795

Uma melhor visualizagdo do fendmeno € obtida comparando-se as frequéncias da velocidade
transversal ao escoamento no no fixo utilizado, com o deslocamento do cilindro também transversal
ao escoamento. A Fig. (4) mostra a evolucdo para o efeito de “lock-in”. O cilindro esta inicialmente
fixo e somente apds o escoamento estar completamente desenvolvido ele é posto a vibrar impondo a
sua frequéncia na formagé&o da esteira de vartices. Esta simulacdo foi realizada com Re = 160, a/D =
0,005 e frequiéncia de deslocamento do cilindro de 0,1795 Hz. A linha tracejada, em azul, mostra a
evolucdo da velocidade transversal (Uy) e a linha continua, em vermelho mostra a evolucdo do
deslocamento do cilindro (Dy), que pouco apés o cilindro ser colocado em movimento ficam em
fase, caracterizando o “lock-in”.

0.2

1 L L 1 L L
20 40 60 80 100 120
tempo

Figura 4. Grafico que mostra o efeito do “lock-in” em uma
simulacdo com Re 160 e razdo de amplitude de 0,05



A Fig. (5) mostra a influéncia do deslocamento do cilindro na formacéo da esteira de vortices,
porém sem apresentar “lock-in”. O deslocamento do cilindro provoca uma alteracéo na frequiéncia
da esteira de vértices, mas este ndo é suficiente para que ocorra o “lock-in”. Os parametros do
escoamento apresentado nesta figura sdo Re=140, razdo de amplitude de deslocamento de 0,02 e
frequéncia de deslocamento do cilindro de 0,1795 Hz. A linha continua em vermelho mostra a
evolugdo da velocidade transversal (Uy) e a linha tracejada em azul mostra a evolugdo do
deslocamento do cilindro (Dy). Neste caso as duas curvas ndo se encontram em fase como pode ser
facilmente visualizado na Fig. (5).

. . . . .
20 40 60 80 100 120
tempo

Figura 5. Gréafico que mostra a interferéncia na esteira em uma
simulagdo com Re 140 e razéo de amplitude de 0,02
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Abstract. In this article a stabilized finite element formulation is used to solve bidimensional
incompressible flow problems with moving boundaries. The Navier-Stokes set of equations are
writen using na Arbitrary Lagrangian-Eulerian descriptions. We address the study of a flow over a
circular cylinder, either fixed or with a prescribed forced oscilation. The potential that the
developed computaional system has for performing the analysis of fluid-structure interation
applications.
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