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Resumo. Ablagdo é um processo de protegdo térmica com varias aplicacoes em engenharia,
principalmente, no campo da industria aeroespacial. O processo que envolve o fenomeno ablativo é
complexo com mudanga de fase que leva a perda total ou parcial de material e é matematicamente
modelado por um sistema ndo linear de equacgoes diferenciais parciais acopladas. A analise do
processo ablativo em um corpo rombudo com uma geometria de revolugdo sera feito para a regido
do ponto de estagnagdo ou regido do nariz que podem ser simplificado num problema de placa
plana unidimensional. Neste trabalho ¢ utilizado a Técnica da Transformada Integral
Generalizada, T.T.1.G., para a solugcdo do sistema de equagoes diferenciais parciais acoplada a
equagdo de restri¢do na fronteira com condi¢do de contorno ndo linear, que é transformado em um
sistema infinito de equagoes diferenciais ordindrias acopladas de primeira ordem. No
desenvolvimento analitico a T.T.1.G. é uma ferramenta poderosa que facilita consideravelmente o
cdlculo e proporciona um equacionamento cuja solu¢do pode ser obtida através de métodos
computacionais convencionais. Os resultados de interesse encontrados sdo a espessura e a taxa de
remog¢do do material ablativo que sdo apresentados e comparados com os resultados obtidos na
literatura.

Palavras-chave: Ponto de estagnacdo, Corpo rombudo, Transformada integral generalizada,
Escoamento aerodindmico, Ablacdo

1. INTRODUCAO

Estudos sobre o fendmeno da ablagdo sdo freqiientemente citados na literatura do periodo pos-
guerra, em razao do anseio do homem em desbravar o espago nao gravitacional. Devido a interacao
com as camadas mais densas da atmosfera terrestre, veiculos espaciais estdo sujeitos a um ambiente
térmico severo, devido a alta velocidade (elevado nimero de Mach) que estes atingem tanto na
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reentrada quanto no lancamento, podendo comprometer o sucesso da missdo. Para evitar o
comprometimento da missdo e proteger a estrutura e o conteido do veiculo do aquecimento
superficial, durante a reentrada ou langamento na atmosfera, uma variedade de sistemas de prote¢ao
térmica (Hatori & Pessoa-Filho, 1998; Sutton, 1982 e Steg & Lew, 1962) e resfriamento tem sido
propostos. Estes sistemas, geralmente envolvem a absor¢do de calor pelo material da superficie,
através de armazenamento de energia interna, mudanca de fase ou uma reacdo quimica e/ou a
rejeicdo de parte da energia que chega, por meio de em efluxo de massa da superficie ou pela
radiagdo. Dentro desta variedade de sistemas os mais utilizados sdo os que utilizam materiais
ablativos.

O fendmeno de ablacdo ¢ complexo envolvendo transferéncia de calor, massa e reacdes
quimicas, Lacaze (1967). Devido a sua complexidade, o processo de ablagdo pode ser definido com
base em varios aspectos. Uma proposta conveniente para a definicdo de ablagdo ¢ a remocdo da
massa (matéria) causada por processos mecanicos ¢ termoquimicos. Dentro deste contexto,
distingue-se a abla¢do dimensional, caracterizada pela remoc¢do parcial da superficie, e a ablacao
total, onde ocorre perda total de massa.

Neste trabalho avalia-se, de modo muito simplificado, o fenomeno resultante do processo de
transferéncia de calor no ponto de estagnacdo de um corpo de revolucao, o qual pode-se considerar
como uma placa plana. Apesar da simplicidade do modelo o mesmo possibilita a obtengdo de
resultados de interesse para o conhecimento do fenomeno fisico, Pessoa-Filho (1997). O processo
de transferéncia de calor por ablagdo considerado ¢ ndo linear e com movimento de fronteira
inicialmente desconhecido (Chung & Hsiao, 1985; Zien, 1978). A Técnica da Transformada
Integral Generalizada, T.T.I.G., vem sendo utilizada em busca de solucdes exatas, e aplicada em
problemas complexos, Cotta & Ozisik (1987). A aplica¢do da T.T.I.G. (Cotta, 1993; Diniz et al,
1993; Diniz & Aparecido, 1993) da o suporte analitico e a biblioteca do IMSL, IMSL (1979), o
suporte numérico. Os parametros de interesse obtidos, profundidade e velocidade ablativas do
material, sdo comparados com os da literatura.

2. ANALISE

Na formulagdo deste problema considera-se um esquema simplificado do fenomeno onde na
regido do ponto de estagnacdo de um corpo de revolugdo ¢ aproximado a geometria de uma placa
plana com condugdo de calor unidimensional, com temperatura inicial 7,. A hipotese de
transferéncia de calor unidimensional ¢ baseada no fato de que a razao entre a espessura da protecao

e o raio de curvatura do nariz ser muito pequena, Fig. 1. A placa esta sujeita a um fluxo de calor
transiente numa das extremidades e isolada em outra.
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Figura 1. Esquema simplificado do processo ablativo no ponto de estagnacdo onde o s6lido esta
sujeito a um fluxo de calor adimensional na fronteira (x = 0) e isolado na outra (x = L).

onde: 71— tempo adimensional — 7 =t/t.
t. — tempo caracteristico



6 — distribuicao de temperatura adimensional

x— coordenada adimensional

Q— fluxo de calor adimensional transiente - Q=q,/q,

q, — fluxo de calor dimensional na parede

q, — fluxo de calor de referéncia

Rer — sdo respectivamente o raio do nariz e o raio de revolucao
5(t) — espessura do material ablativo

O problema de transferéncia de calor em materiais ablativos ¢ melhor equacionado dividindo-se
em dois periodos: pré-ablativo, onde ndo ha perda de material e ablativo, onde ha fusdo do material
para se reduzir a transferéncia de calor. As equagdes governantes do fenomeno ablativo na forma
adimensional sdo:

Periodo pré-ablativo:

89(x,1)+L9(X’T) o 0<T<T, (1)
T 0<x<l

com condig¢des inicial e de contorno:

0(x,7)=07=0¢c 0<x<l ()
aee(;;’f):o ; x=1 3)
_agix,r):Q(T) x=0 (4)

()

onde L ¢ o operador —

ox?

Periodo ablativo:

—ae(x’r)+L9(x,1)=O; fr=t=e (5)
ot S(r)<x <1

com condig¢des inicial e de contorno:

6(x,7)=06 (x1); T=7, ¢ 0<x<I (6)

00(x,7) —0, x=1 %)
0x

0(x,7)=1, x =S(r) (8)

com a seguinte condi¢dao de restricdo no acoplamento, que ¢ resultado do balango de energia na
interface:

—86(x,1)+v ds(r)

ox dr =Qlr): x=s(r) )

onde S(r) e v sdo respectivamente a posicao da fronteira e o inverso do numero de Stefan.



No periodo pré-ablativo, obtemos a distribui¢do de temperatura 6(x,r) que para t=1, €

condicao inicial do periodo ablativo.
Para obtermos a solugdo do periodo pré-ablativo, define-se um problema auxiliar de autovalor
do tipo:

1y (x)="Ly(x) (10)

cuja solucao é:
Autovalores: y, =ir i=1.2,...,0
Autofungdes: v, =cospx i=1.2,...,00
~ 1 .
Norma das autofungdes: N, = 5 i= 1,2,...,00

Multiplicando-se a Eq. (1) pela autofunc¢do e a Eq. (10) pelo potencial de temperatura, somando-
se as equacodes resultantes e aplicando o operador integral, obtemos a expressao do tipo:

%J Vi (X)Q(X’T)d“j [%@G(X’T)—%% (X)]dxwfjwi (x)p(x,7Hx =0 (11)
Definindo:

0 0| 28ots0)- T2y

5 X
desenvolvendo a integral obtemos que:
g(r)=Qlr) (12)

Define-se os pares de transformada integral e inversa, respectivamente:

0= [ (. oin (13)
o6r)= > 4 a 0 (14)

Portanto temos que a Eq. (1) transformada, juntamente com a condi¢ao inicial, tornam-se:

D), 356)=at) (1s)
30)= [ <tk =0 16)

0

Assumindo um fluxo de calor polinomial Q(r)=a+b7 +c7’, tem-se que a solugdo para Eq. (15) ¢
do tipo:

¢9~i(1')=i2 a+b T—Lz +c 12—2—Tz+i4 - a—L2+2—C4 T (17)
H; H; Ml I



A distribuicdo de temperatura na fase pré-ablativa ¢ dada por:
ox7)=0,. )+ 3 V-5 o (18)
i=1 i

onde 6, (r) ¢ o potencial médio, pois se trata de um problema cuja condi¢do de contorno ¢ do 2°
tipo correspondente ao indice i =0, Mikhailov & Ozisik (1984).

2 3
Gav(1)=ar+b; +% (19)

Portanto tem-se a distribuicao de temperatura:

2 3 had 2
0(x,7) = ar+ 27 ST +ZZCOS(‘LLiX)L2 a+b T—Lz + 12—2—€+i4 - a—%+£ e M’
2 3 )& 4, 4, W B M

(20)

Para 7 >, inicia-se o periodo de mudanga de fase a qual pela fisica e geometria do problema
dar-se-a da fronteira aquecida para a direita, Fig. 1. Uma mudanca de variavel nas Egs. de (5) a (8)
se faz conveniente para tornar o problema homogéneo. Definindo-se 6°(n,7)=6(x,7)-1;
S(r)<n<1; 7 >7, onde n=1-x, obtendo-se:

%+L0*(n,r)=0 >1, 0<n<n,(r) 21
T
com condig¢des inicial e de contorno:

60"(n.7;)=6(1-n,7,)-1 (22)

6" (n.7)
an

8'(n,7)=0;n=n,() e =0;n=0 (23)

E a equagdo de restricao no acoplamento, Eq. (9), na nova varidvel torna-se:

ae*agf>_vd’gf)=q(f>; n=n,() .

Para o periodo ablativo, adotamos um novo problema auxiliar de autovalor que resulta:

Qi-1)r

Autovalores: p, =-—-
2,(t)

Autofung¢des: v,([n,7)= cos[u, (z)n]
Norma das autofungdes: N, = %le (r)
Definindo-se uma autofun¢ao normalizada:

_ Cos[lui (T)n]
K;(n.7)= W (25)



Apds algumas manipulagdes matematicas obtemos que:

1y (7)

% (1) y(z) 2% 2
_[ Ki(n,f)%dnwf(f) jKi(n,r)@*(n,r)dn= j [a%T@’ﬂKi(n,r)—aKiTWO*(n,r)}dn (26)

0 0 0

Definindo-se o par transformada integral e inversa como:
m, (7)
)= K. (o) 27)
0

=Y K o.oB (28)

i=l

Substituindo a Eq. (27) na Eq. (26) e apos algumas manipulagdes, obtemos:

B6.6) S s 0 () 1266 ()=0 (29)

dr P

com condi¢ao inicial:

e R AR SCRIRIE Y (30)

ONk(Tf)=L2 a+b 'l'f—L2 +C ’1,'f2—2—‘[2+i - a—%+£ T
My Hy Hy Hy Hy My

A - L on@)@j-D2i-1)-1)"
TmE o E---)

para i# j

A; =0 para i=j, segundo Diniz (1996)

Substituindo a transformada inversa na equagdo de restri¢do no acoplamento, Eq. (24), tem-se a
equacgado de restri¢ao transformada:

dn, () _ £ 3/22(2]_1)9 -1y - () (31)

dt 2v

3. SOLUCAO NUMERICA

As Egs. (29) e (31) formam um sistema infinito de equagdes diferenciais ordinarias acopladas de
primeira ordem, com a Eq. (30) sendo a condigao inicial.

Para a implementacdo de um algoritmo que calcule os valores das incognitas deste sistema, €
necessario o truncamento do sistema infinito de equagdes por um sistema finito de ordem N.
Fazendo N suficientemente grande obtém-se a solucdo do sistema de equagdes diferenciais
ordinarias acopladas, que fornecerdo os valores da espessura e velocidade ablativa, bem como a
distribui¢do de temperatura.



A obtengao deste sistema de equagdes diferenciais apresentado resultou da aplicagdo do método
T.T.I.G., e para a solugdo numérica utilizou-se as subrotinas disponiveis na biblioteca do IMSL
(1979), principalmente o programa DGEAR e DECADRE, que supre as exigéncias desse tipo de
problema.

4. RESULTADOS

Os resultados de interesse, espessura S(r) e velocidade ablativa V(r), foram obtidos

numericamente para problemas com um fluxo de calor adimensional especificado na fronteira dado
por Q=2. A Fig. 2 mostra a espessura ablativa em fun¢do da diferenca de tempo dimensional, para
os diversos métodos, Método de Diferencas Finitas (M.D.F.), Método Integral Momento-6 (6 -
M.I.M.), Método Integral do Balango de Calor (M.I.B.C.) e a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (T.T.I.G.). A Fig. 3 mostra a velocidade ablativa em fun¢do da diferenca de tempo
dimensional para os quatros métodos. Na tabela 1 sdo apresentados os dados referentes ao tempo
adimensional de inicio do periodo ablativo.
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Figura 2. Grafico comparativo da espessura ablativa para varios métodos.




Tabela 1. Comparagao do tempo de inicio do periodo ablativo.

M¢étodo de Diferencas Finitas 7, =0,195
Meétodo Integral do Momento- 6 7, =0,20
Me¢étodo Integral do Balance de Calor 7, =0,2111
Técnica da Transformada Integral Generalizada 7, =0,197
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Figura 3. Grafico comparativo da velocidade ablativa para diversos métodos.

5. DISCUSSAO E CONCLUSOES

Os resultados obtidos com a aplicagao da T.T.I.G., foram comparados com aqueles obtidos
pelos M.D.F., 6 -M.IM. e M.I.LB.C. (Chung & Hsiao, 1985; Zien, 1981, Chung et al, 1983 e
Kurokawa et al, 2001), tanto para a espessura quanto para a velocidade ablativa, Figs. (2) e (3). Os
resultados obtidos pela aplicacdo da T.T.I.G. sdo bem consistentes e mais exatos pois trata-se de
uma solugdo hibrida numérica-analitica, visto que no desenvolvimento analitico resultou em um
sistema de equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem, da qual a solucdo ¢ bem conhecida e



que permite controlar a precisdo do processo de convergéncia, Cotta (1993). Neste trabalho
observamos que os resultados encontrados apresentam uma excelente concordancia com os dados
obtidos pelos outros métodos no que se refere a espessura ablativa, ja para a velocidade ablativa
observamos que ha uma pequena discrepancia nos resultados, pois como ja mencionado, a T.T.I.G.
¢ uma solugdo mais exata e os outros métodos sao aproximagoes.

Com este trabalho foi apresentada uma solugdo para o problema de protecdo térmica ablativa em
um corpo de geometria rombuda, a qual foi considerada uma simplificacdo do processo, Lacaze
(1967), e pode-se observar que estd simplificacdo ndo ¢ muito realistica, mas os resultados
encontrados estdo em concordancia com os da literatura. Observa-se também pela Tab. (1) que o
inicio do periodo ablativo sdo praticamente iguais quando calculados pelos métodos T.T.I.G. e
M.D.F. ¢ diferindo mais para os outros dois métodos, pois estes métodos baseiam-se em
aproximacoes.

Portanto concluimos que a T.T.I.G. ¢ uma ferramenta valiosa para problemas deste tipo, uma
vez que os resultados sdo mais exatos.
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Abstract. Ablation is a thermal protection process with several applications in engineering, mainly
in the field of aerospace industry. The process that involves the ablative phenomenon is complex
with phase change that takes the total or partial loss of material and it is modeled mathematically
by a nonlinear system of coupled partial differential equations. The analysis of the ablative process
in a blunt body with a revolution geometry will be made on the stagnation point area or area of the
nose that can be simplified as a one-dimensional plane plate problem. In this work the Generalized
Integral Transform Technique, G.I.T.T., is used for the solution of the system of coupled partial
differential equations the restriction equation in the border with non-linear contour condition, that
is transformed in an infinite system of first order ordinary differential equations. In the analytic
development G.I.T.T. it is a powerful tool that facilitates the calculation considerably and it
provides an equating whose solution can be obtained through conventional computation methods.
The results of interest found are the thickness and the rate of removal of the ablative material that
are present and compared with the results obtained in the literature.

Keywords. Stagnation point, Blunt body, Generalized integral transform, Aerodynamic flow,
Ablation.



