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Resumo. Alguns dos principais métodos aproxrimados de estimar o fluro térmico convectivo
num ponto de estagnacao de um escoamento de alta velocidade de gds ideal ou ar em equilibrio
termodinamico, sobre uma superficie rombuda sdo revistos. Incluém-se métodos aplicdveis
a casos axissimétricos, e formas usuais de estender estes resultados a casos tridimensionais
genéricos, para 0S quais sugere-se ainda uma equacao simples que expressa uma analogia aris-
simétrica bastante util.

Descritores: Aerotermodinamica, Aquecimento Aerodinamico, Ponto de Fstagnacao.

1 INTRODUCAO

Um dos muitos problemas que devem ser considerados no projeto de veiculos de alta veloci-
dade é o aquecimento devido aos fluxos aerotermodinamicos dos gases aquecidos na passagem
por choques e desacelerados pelos efeitos viscosos da camada-limite. O fluxo térmico con-
vectivo num ponto de estagnagao é de particular interesse, dado que em muitas situacoes ele
corresponde ao maximo fluxo térmico superficial, e também pelo fato de que o seu valor é
indispensavel para o célculo da distribuicao do fluxo térmico em outros pontos superficiais,
mediante o emprego de alguns métodos aproximados.

O calculo do fluxo convectivo de calor no ponto de estagnacao pode ser obtido da solugao
das equagoes completas de Navier-Stokes, ou de uma solucao acoplada das equacoes de Euler
e da camada-limite. Contudo, qualquer um destes procedimentos pode se tornar muito caro,
em termos computacionais, quando se exige um grande nimero de calculos — tal como no
calculo realizado ao longo de uma trajetéria inteira. Em tais situagoes é necessario recorrer a
técnicas aproximadas, geralmente rapidas e suficientemente precisas para as finalidades praticas
corriqueiras.

Em alguns estudos tedricos apresentados na literatura técnica, solugoes aproximadas, solugoes
numéricas exatas e férmulas de correlacoes empiricas tém sido oferecidas para representar as
relagoes entre a taxa do fluxo térmico convectivo no ponto de estagnacao, as condigoes am-
bientes e as propriedades do gas. Com uma dessas técnicas, a taxa do fluxo térmico pode
ser calculada para dadas velocidade de voo e altitude, dispondo-se das condi¢oes atmosféricas
locais, das equacoes do choque normal, e das propriedades termodinamicas e de transporte do
escoamento.

A finalidade precipua do presente artigo é apresentar as principais técnicas aproximadas
disponiveis, e também sugerir uma nova abordagem, a qual é descrita detalhadamente, para
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calculo do fluxo térmico num ponto de estagnacao tridimensional de um escoamento de ar
atmosférico.

Inicialmente, sera considerado o problema de determinar a taxa do fluxo convectivo de calor
num ponto de estagnagao axissimétrico. Em seguida, serao apresentados métodos de estender
os resultados axissimétricos para pontos de estagnacao tridimensionais genéricos.

Uma revisao mais ampla, incluindo detalhes de calculo e também uma andlise comparativa
entre métodos, pode ser vista em ( , ), trabalho esse que serviu de base para este
artigo.

2 FLUXO TERMICO NUM PONTO DE ESTAGNACAO AXISSIMETRICO

Por causa de sua importancia no projeto de veiculos espaciais, a taxa do fluxo térmico con-
vectivo num ponto de estagnacao comecgou a ser estimada ja nos anos trinta. Primeiro foi Squire
( , ) que, aproveitando a solucao de ( ) da equacao de quantidade de
movimento perto do ponto de estagnacao de uma superficie cilindrica em escoamento incom-
pressivel, encontrou, apés solugao simultanea com a equagao da energia, uma expressao para
o correspondente fluxo térmico. Depois, também usando os resultados de Homann e seguindo
o método de Squire, ( ) obteve uma férmula para o fluxo térmico convectivo no
ponto de estagnacao de uma superficie esférica em escoamento incompressivel.

As férmulas de Squire e Sibulkin podem ser resumidas numa tnica expressao:

Go = 0,763 /(1 + k) /2 Pro28 (pooing) > A2 (hoo — hay)o | (1)

onde k£ = 0 para uma superficie cilindrica, e k = 1 para uma superficie esférica.

Na Eq. (1) e no que segue, h e H representam as entalpias especificas estatica e total, Pr e Le
os numeros de Prandtl e Lewis, p a massa-especifica, y o coeficiente de viscosidade dinamica, p a
pressao estatica, u a componente de velocidade paralela a superficie, A o gradiente de velocidade,

[1PRi

e s uma distancia superficial medida a partir do ponto de estagnacao. Os subscritos “w” e “e
denotam condicoes parietais e na borda da camada-limite; “o”, o ponto de estagnacao; “s”, a
condigao de estagnacao; “D”, dissociagao; e oo refere-se ao escoamento nao perturbado.

O gradiente de velocidade no ponto de estagnacao, A\, = (du./ds),, é um parametro im-
portante na determinacao do fluxo térmico. Ele pode ser calculado a partir do escoamento
superficial na regiao de estagnacao.

As férmulas de Squire e Sibulkin, com as pertinentes adequacoes, passaram a ser empregadas
para estimar os fluxos também em escoamentos supersonicos e hipersonicos. Em particular, a
féormula de Sibulkin para a taxa do fluxo térmico convectivo ¢, axi num ponto de estagnacao
axissimétrico, Eq. (1) com k = 1, quando extrapolada para altas velocidades torna-se

Goa = 0,763 Pry % (pesie) g Ay (He = huv)o - (2)

A partir dos anos cinqiienta, uma enorme quantidade de férmulas semi-empiricas, de com-
plexidades variadas, surgiram para condi¢oes supersonicas e hipersonicas. As principais serao
sumarizadas a seguir.

( ) desenvolveu uma férmula similar a de Sibulkin, para escoamento de um gés
perfeito em alta velocidade, com ntimero de Lewis unitario e hy, < H.. Aqui, ela sera expressa
como:

Goaxi = 0,664 Pry > (petie) 2 A% (he = huy)o (3)

( ) desenvolveram uma correlagao semi-empirica baseada em solugoes
numéricas do fluxo de calor num ponto de estagnacao axissimétrico de um escoamento de alta



velocidade, nas quais mantiveram constantes os valores dos nimeros de Prandtl e de Lewis. No
caso de gés em equilibrio quimico, sua expressao é a seguinte:
. —0,6 0,1 0,4 y1/2 0,52 hp
Go,axi = 07763 PI"W ' (pw,UJW)J (pe:ue) ’ >\o 1+ (Le = 1>_

o

(He - hW>o . (4>

O método de ( ), adequado para V., < 8840m/s e para temperaturas parietais
na faixa 300 K < T, < 1750 K, expressa-se por
Goauxi = 0,767 P (pupin)o " (popte)o ™ Ag/? (He — hav) (5)

o o

( ) desenvolveram uma equagao para a taxa do fluxo térmico num pon-
to de estagnagao axissimétrico, devido ao escoamento de uma mistura gasosa arbitraria em
equilibrio, na forma

e 1/2
QO,axi =K (EZ) (He - hw)o 3 (6>

onde a constante de proporcionalidade K pode ser determinada usando um método simples,
todavia preciso, sobre uma ampla faixa de misturas gasosas. Para ar, seu valor ¢é igual a 0,1113
kg/(s-m*?-atm'/?).

( ) também desenvolveram uma férmula para calculo da taxa do fluxo
térmico num ponto de estagnacao axissimétrico. Ela se expressa por

D 1/2
QO,axi - K (i) (He - hw)};l? ) (7)

onde, nas unidades usuais, K = 0,000027 kg®® - m~534 . 5034 A férmula de

( ) surgiu a partir de correlagao de resultados numéricos das equagoes de Navier-Stokes.
Segundo os autores ( , ), esta férmula se aplica a paredes completamente
cataliticas, apresentando melhores resultados do que a férmula de ( ) para
altas entalpias, i.e., para (H, — hy ), > 23 MJ/kg. Sua precisao também foi confirmada, embora
indiretamente, por ( ), através da comparagao com dados experimentais
classicos.

Apesar da limitagoes discutidas por ( )e ( ), tem
sido mostrado que a férmula de Fay e Riddell fornece resultados que tém boa concordancia com
resultados experimentais e numéricos, estes obtidos de cédlculos mais detalhados da camada-
limite ( , : , ). A férmula de Cohen também fornece
estimativas confidveis, e cédlculos com a férmula de Sutton e Graves comparam-se bem com
resultados do método de Cohen. Ademais, estes trés ultimos métodos, Eqs. (4), (5) e (6), ndo
apenas sao mais precisos do que os métodos de Sibulkin e Lees, Egs. (1), (2) e (3), mas também
tém validade em condigoes mais amplas.

Concluindo esta revisao de métodos para célculo da taxa do fluxo térmico convectivo num
ponto de estagnacgao axissimétrico, deve-se observar que, exceto as duas ultimas, as demais
férmulas aqui descritas podem ser genericamente expressas na forma

QO7axi = f(psa hsa hw) \/)\_o(hr - hw)o ) (8)

onde f(ps, hs, hy) ¢ uma fungao das condicoes parietais e de estagnagdo do escoamento, a qual
assume formas particulares nos diferentes métodos ja abordados.



3 FLUXO TERMICO NUM PONTO DE ESTAGNACAO GENERICO

Considere agora o escoamento na vizinhanca de um ponto de estagnacao genérico, i.e.,
um ponto de estagnagdo com diferentes curvaturas principais, como mostrado na Fig. (1).
Este problema foi formulado e resolvido numericamente por varios pesquisadores, a partir da
década de 1950. Por exemplo, no ambito da teoria da camada limite pode-se citar os seguintes
trabalhos: ( ) analisou o escoamento incompressivel; ( ) analisou o
caso de parede fria; e ( ) estudou um caso mais geral, incluindo dissociagao e injecao
de gés na regiao de estagnacao.

Para tomar em conta os efeitos da geometria e do escoamento tridimensional sobre a taxa
do fluxo térmico num ponto de estagnacao genérico, faz-se necessaria uma corregao ao procedi-
mento de calculo da taxa do fluxo térmico num ponto de estagnacao axissimétrico. As correcoes
usuais sao fungoes do parametro do gradiente de velocidade introduzido por ( ),
numa tentativa de aplicar as equacoes da camada-limite tridimensional a um ponto de estagna-
¢ao tridimensional genérico. Este parametro pode ser expresso como

(dUg/ng)o
(dvg/dsy)y

onde (dvg/dsy), e (dvy/ds;), sao os gradientes de velocidade ao longo de duas dire¢oes principais
da superficie. Para um escoamento newtoniano, como serd visto adiante, k seria igual a R,/ Ry,
onde Ry e R; sao os raios de curvatura nas dire¢oes principais s, e s;, no ponto de estagnacao.
Além disso, se a coordenada s; é sempre identificada com o menor raio de curvatura principal
da superficie, R;, entao o parametro k caird sempre dentro da faixa 0 < k < 1. Contudo, em
situacoes em que o ponto de estagnacao esteja numa regiao subsonica relativamente grande, na
qual raios de curvatura local mudem significativamente, os raios de curvatura geométricos locais
podem nao definir adequadamente o gradiente local de velocidade. Portanto, em tais casos,
gradientes de velocidade baseados num campo de escoamento mais exato devem ser empregados,
dado que os raios de curvatura podem variar rapidamente (de um segmento esférico a uma curva
cibica) na regiao de estagnacao.

k= 9)

Figura 1: Coordenadas para um ponto de estagnacao genérico.

( ) mostrou que, para uma parede fria, a taxa do fluxo de calor nesse ponto
de estagnacao genérico pode ser relacionada a taxa do fluxo de calor num ponto de estagnacao
axissimétrico através da seguinte expressao:

1+k .

'o: 0,axi 10
q 5 fo. (10)

onde, de acordo com a Fig. (1), ¢oaxi ¢ baseado em R; (aqui suposto o menor raio de curvatura),
e k é o parametro definido por (9). Esta correcao, introduzida por Reshotko em 1958, tem



sido usada por outros pesquisadores ( , ; , ;
) 7 ).
Combinando as Egs. (8) e (10), resulta a seguinte expressao para o fluxo térmico num ponto
de estagnacgao genérico:

Y I

(1+k)

QO - f(p87 h57 hw) 9

/\o (hr - hW)o ) (11)

onde deve prevalecer uma coeréncia no cédlculo do gradiente de velocidade A\, e do coeficiente
k. Assim, se A\, representar o gradiente de velocidade ao longo da direcao principal s;, entao k
deverd ser dado por (9).

Conforme tem sido mostrado ( : ), o efeito de combinar na Eq. (11) os termos
(1+k)/2 e A\, é obter um gradiente efetivo de velocidade, o qual é a média dos dois gradientes
principais de velocidade, ou seja,

(L1+k), 14 (dv/dse)/(dvi/ds;) dvy, 1 (dvg  doy
2 Ao = 2 ds; 2 \ds, * ds, ) (12)

Logo, esse termo em (11) pode ser substituido por

1 (dv, duy,
Moy == |22 13
M= (ds@ + dst) (13)

Ao se usar a teoria newtoniana modificada, podem ser obtidas as seguintes expressoes para
os dois gradientes principais de velocidade:

(Wl:i 2 (). (14

d_SE RZ Ps

d?}t 1 2
) = S (e —peo) - 15
() =7\ =) (15
Note, de antemao, que as Egs. (18) e (19) do artigo de ( ) indicam incorretamente

uma relagdo com a raiz quadrada (poténcia de 1/2) entre o gradiente de velocidade e o raio
de curvatura, em vez da correta dependéncia linear expressa em (14) e (15), a qual é bem
conhecida ( , : , ).

Admitindo-se validas as Eqs. (14) e (15), a inser¢ao destas em (9) e (13) conduz, respecti-
vamente, a k = R,/ R, (ponto de estagnacao newtoniano), e a

1/1 1 2
Dors = = | — + — 2 (ps — pas) . 16
M 2(R4+Rt) ps(p Poc) (16)

Esta tltima equacao pode ser re-escrita do modo

2 1 2
/\o =K — WUs " Px) — 75— — Ws 7 Pxo) 17
M M\/pS (Ps — Poo) Ry \/ps (Ps — Poo) (17)

onde KCpy e Ry = 1/Ky sdo respectivamente a curvatura média e o raio da curvatura média
da superficie no ponto de estagnacao. Observe-se que a curvatura média é definida por

1 1 /1 1
Kar =5 (ke + k) = 5 <E+E> , (18)



e que, portanto, Ry é, em geral, diferente de (R, + R;)/2.
Em suma, as equacgoes finais para se calcular o fluxo térmico num ponto de estagnagao
genérico (axissimétrico, bi ou tridimensional) sdo sintetizadas na equagao

QO = f(psa h87 hw) vV )‘O,M (hr - hw)o 5 (19)

onde o gradiente de velocidade médio A, é dado pela Eq. (13), num caso geral, ou por
(17), no caso de um ponto de estagnacao newtoniano. Especificamente, o gradiente de veloci-
dade tridimensional efetivo deve ser tomado como a média aritimética dos dois gradientes de
velocidade principais, no ponto de estagnagao. Assim, a taxa do fluxo térmico num ponto de
estagnacao tridimensional, ¢,, pode ser estimada mediante o uso de uma relagao para a taxa
do fluxo térmico num ponto de estagnacao axissimétrico. Deve-se observar, entretanto, que
esta correcao baseada nos gradientes de velocidade é muito dependente da precisao da solucao
do escoamento no corpo rombudo. Por outro lado, admitindo um ponto de estagnacao new-
toniano, tal correcao pode ser facilmente calculada, dado que, conhecida a forma da regiao de

estagnagao, ambos os raios de curvatura, R, e R;, podem ser determinados ( , ).
Particularmente, entre os casos de maior interesse tedrico e pratico encontram-se o escoamento
bidimensional e o axissimétrico. No escoamento bidimensional tem-se R, = oo, Z—Z =0 e
k = 0; e no escoamento axissimétrico, R; = Ry, Z_Z = % e k=1.

E importante perceber que, segundo ( ), as Egs. (17) e (19) expressam, conjun-

tamente, uma analogia axissimétrica segundo a qual o fluxo num ponto de estagnacao genérico
é igual ao fluxo num ponto de estagnacao axissimétrico com curvatura igual a curvatura média
da superficie arbitraria no seu ponto de estagnacao.

( ) obteve outras expressoes, baseando-se na solu¢do numérica da camada limite
tridimensional de um gas homogéneo com propriedades fisicas varidveis, na vizinhanca de um
ponto de estagnacao com diferentes curvaturas principais, considerando ainda a injecao de um
gas com as mesmas propriedades do escoamento incidente.

No caso de ar dissociado, considerando apenas cinco componentes (O, N, NO, Oz, Ny) e ap6s
varias simplificagoes decorrentes de uma anélise de valores relativos de algumas propriedades de
transporte dos componentes gasosos, ( ) obteve resultados numéricos os quais foram
aproximados por uma relacao cujos erros nao excedem 3-4%, para taxas de injecao moderadas,
e que torna-se mais precisa para numeros de Prandtl proximos de 0,7. Excluindo-se os termos
relacionados com a injegao de gés, a expressao fornecida em ( , ) resume-se a:

go = 0,763 Prv_v076(pw ,LLW)Z (pe:ue)g Aoy (He — hy + w)o ) (20>

onde, para 0 < k < 1, os expoentes sao a = 0,06 + 0,04k e b = 0,44 — 0,04k , e o parametro
A, é dado por

dSt

140,34k |/ dv,
A= 7% .
! 1,34 ]

A varidvel w expressa-se por ( , ):
w= (LeT — 1) hp — 0,716 Oxo Le™ (1 — 0,73™) . (21)

No caso de gas nao dissociado foi empregada a formula de Sutherland para estimar a viscosidade,
e a equacao encontrada é idéntica a equacao do caso de equilibrio, quando se faz w = 0.

( ) fizeram uma adaptacao da expresao de ( ) para um
ponto de estagnagao axissimétrico, Eq. (5) do presente trabalho, considerando os trabalhos
anteriores de ( ) e ( ), e buscando obter resultados compativeis com



dados experimentais nos casos limites de pontos de estagnacao axissimétricos e bidimensionais.
A equacao proposta por eles é, na presente notacao,

do = 0,768 Prv;oﬁ(pw /LW);L (Peue)Z V Ao, g(ﬁﬁ) (He - hW)o ) (22>

onde os expoentes a e b foram escolhidos de modo a variar linearmente com (3, , entre os valores
da esfera e do cilindro:

a=01-008(8,—0,5), =05—a.

Aqui, ¢g(f35), é um constante que depende apenas do valor de [, na forma

L (B 1+ 0,5273,%%%
9(Bs) = M = 1,033 0,921 0,686
¢(Bs =1/2) 1,116 + 0,4113,%
O parametro [, dado por ( ), expressa-se por
o k>1
2. 0<k<1
Note que ( )usa s =~ 1 —k/2, para 0 < k < 1, o qual d& os valores corretos

para esfera (k =1, 8, = 1/2) e cilindro (k = 0, 35 = 1), o que nao acontece com a Eq. (23),
quanto a este ltimo caso.

( ) recomenda a seguinte formula para estimar a taxa do fluxo térmico convec-
tivo num ponto de estagnacao do escoamento de ar em estado de gas perfeito ou em equilibrio
quimico, incluindo-se os termos de dissociagao em equilibrio:

h
Go = 0,763 Pryy "5 (py 1) (pette)’ /Aoms |1+ (Le™ — ”FD (He — hy)o (24)

onde, para 0 < k < 1, os expoentes a, b e m dao-se por
a=0,064+0,04F%, b=0,44 — 0,04k, m = 0,52.
A entalpia de dissociacao do ar é dada por
hp = Cohg + Cnhy .

Nesta expressao desconsiderou-se a contribuicao do NO, por causa de sua baixa concentracao
parcial (fracdo madssica) e de sua relativamente pequena energia de formagdo. As fragoes
massicas de oxigénio e nitrogénio atomicos, Cp e Cl, respectivamente, devem ser determi-
nadas para cada condi¢ao de estagnacao. Entretanto, as energias de dissociacao do oxigénio
e nitrogénio podem ser consideradas constantes, com valores hd, = 15,435 MJ/kg e h =
33,624 MJ /kg, respectivamente ( , ).

4 CONCLUSAO

Inicialmente, foi considerado o problema de determinar a taxa do fluxo convectivo de calor
num ponto de estagnagao axissimétrico. Em seguida, foram apresentados métodos de estender
os resultados axissimétricos para pontos de estagnacao tridimensionais genéricos.

Entre os métodos apresentados para calcular o fluxo num ponto de estagnacao axissimétrico,
destaca-se o método de Fay e Riddell, o qual se aplica a muitas situacoes de interesse pratico,
com boa precisao e de implementacao computacional razoavelmente simples.



Combinando a equagao desenvolvida por Fay e Riddell para pontos de estagnagao axis-
simétricos, com a equagao desenvolvida por Reshotko, obtém-se uma tunica e simples equacao
algébrica para estimar o fluxo de calor num ponto de estagnacao tridimensional genérico, a
qual é suficientemente precisa para a maior parte dos calculos de engenharia. Além disso, um
posterior desenvolvimento deste resultado conduziu a uma equacao que expressa uma analo-
gia axissimétrica, segundo a qual o fluxo num ponto de estagnacao genérico é igual ao fluxo
num ponto de estagnacao axissimétrico com curvatura igual a curvatura média da superficie
arbitraria no seu ponto de estagnacgao. Esta analogia generaliza o procedimento de célculo
aproximado do fluxo num ponto de estagnacao.
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STAGNATION POINT HEAT FLUX ON A HIGH-SPEED FLOW
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Abstract. Some approximate methods for calculating convective heating rate at a stagna-
tion point of a high velocity equilibrium air or perfect gas flow are reviewed. Including are
usual formulae that apply to axisymmetric stagnation points, and how to extend them to the
general three-dimensional ones. A detailed description of an axisymmetric analogue for three-
dimensional stagnation points is given.
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