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Resumo: O cdlculo do campo de pressdao nos problemas gerais de lubrifica¢do hidrodindmica é
realizado integrando-se a equagdo cldssica de Reynolds. Na maioria destes problemas, a
viscosidade, a densidade e a altura da camada de fluido sdo dependentes da pressdo, conduzindo a
sistemas acoplados de equacoes diferenciais de cardter altamente ndo linear e conseqiiente
dificuldades de convergéncia numérica. Visando a estabilizagdo do processo numérico, o presente
trabalho apresenta um conjunto de transformagoes nas variaveis do problema cldssico de
lubrificagdo hidrodindmica, e seus reflexos nos resultados numéricos, comparando a
potencialidade das diversas formulagoes.

Palavras chave: equacdo de Reynolds, lubrificacdo (elasto) hidrodindmica, sistemas ndo
lineares, métodos computacionais.

1. INTRODUCAO

Dois corpos solidos separados por uma fina camada de fluido lubrificante, com uma velocidade
relativa entre eles diferente de zero e submetidos a uma carga que os induz a uma deformagio
eléstica caracterizam a Lubrificacdao Elasto Hidro Dinamica (LEH).

A andlise da LEH requer a solugdo simultanea das equagdes da elasticidade e da hidrodindmica
(equagdes de Reynolds). O sistema acoplado de equagdes que compdem a solucao dos problemas de
LEH possui como caracteristicas: na definicdo da espessura do filme leva-se em conta a deformagao
elastica do contato e tanto a viscosidade quanto a densidade dependem da pressao, resultando num
problema altamente ndo linear.

A LEH possui uma caracteristica altamente pontual, com grandes gradientes para a pressao, o
que leva a necessidade de malhas extremamente finas na sua simulacdo numérica, gerando assim
sistemas de ordem elevada que, associados a nao linearidade numérica, tendem a produzirem
solugdes instaveis.

Na tentativa de estabilizar o processo de convergéncia dos problemas que envolvem a equagao
de Reynolds, neste trabalho ¢ apresentada uma série de transformacdes nas varidveis do problema
classico.

2. FORMULACAO MATEMATICA

A pressdo hidrodinadmica entre dois contatos ¢ governada pela equacao cldssica de Reynolds:
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Onde, p ¢ o campo de pressao que surge entre os contatos lubrificados, A(x, y, p) € a separacao
entre as superficies, p( p) a densidade, n(p)a viscosidade € u, € up , v, € v sdo as velocidades das
superficies nas diregoes dos semi-eixos (Hamrock & Dowson, 1981).

Para pressdes pequenas, a viscosidade e a densidade podem ser consideradas independentes da
pressao, eliminando-se as nao linearidades da Eq.(1). Isto porém ndo ocorre na maioria dos
problemas de contatos lubrificados. Outro fator que acrescenta dificuldades a resolugdo destes
problemas refere-se a deformagdo elastica dos corpos em contato (lubrificagdo elasto hidro
dindmica), conduzindo a necessidade de resolucao simultanea de mais uma equacao.

Dois s6lidos com raios de curvatura (Rx Ry), quando submetidos a uma forca F, expandem o
ponto de contato em uma elipse de semi-eixos a e b. Esta elipse mostrada ¢ definida como:

k=a/b (2)

Segundo Hamrock e Dowson, 1981, as equacdes que compdem o sistema diferencial associado a
lubrificagdo elasto hidrodinamica (LEH), para contatos elipticos, em forma adimensional, sdo:

2.1. Equacio de Reynolds:

Em regime permanente e sendo considerada somente a variagdo da velocidade na direcdo x, a
Eq.(1) fica:
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2.2. Dependéncia da densidade com a pressao:

— P
p:£=l+ Y

Po I+v,P

(4)

Onde p, ¢ a densidade do lubrificante a pressdo atmosférica, e as constantes y, e y, sdo

inerentes ao lubrificante utilizado.

2.3. Separacio entre as superficies em contato:

H:RLHﬁ[iIM{ijk_ﬂy—yof+5<x,y> (5)
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Onde A ¢ arelagdo entre os raios de curvatura R,/R,.

As primeiras parcelas da Eq.(5) referem-se a geometria da superficie de contato e a ultima
representa a deformacdo nos soélidos provocada pela agdo da carga de pressdo que, segundo
Timoshenco e Goodier, 1951, ¢ dada por:

(6)
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Onde P ¢ a pressdao em cada ponto e a area Q) abrangida pelas integrais corresponde a regiao
inteira de geragdo de pressao.



2.4. Efeito da pressao na viscosidade:

n="- [”—wJ{I[HgZ} (7)
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Onde, 7, representa a viscosidade do lubrificante a pressio atmosférica, ¢ = 1.96x10° N /m’,

n,=631xI10°Ns/m’ e Z ¢ uma constante adimensional de indexagdo da viscosidade com a

pressdo. Observe-se que pelo cardter exponencial do calculo da viscosidade, esta é fortemente
influenciada pela variagdo da pressao.

3. TRATAMENTO DA EQUACAO DE REYNOLDS

Considere-se um operador diferencial A(¢) definido por:
o ( 0¢
Alg;r)=—| r—
W)=y (r an ®

Note-se que o operador 4 ¢ aplicado sobre a funcdo ¢ e que » ¢ uma fungdo paramétrica dada.

Existem duas abordagens ao defrontar-se com a discretizacdo da Eq.(8), a primeira consiste em
aplicar as formulas de diferencas finitas diretamente sobre a equacdo e a outra em proceder-se a
diferencia¢ao indicada antes da discretizagao.

3.1. Abordagem (1):

Aplicando-se as formulas de diferengas finitas diretamente sobre a Eq.(8), com » > 0 temos:

A(¢) = ¢waw + ¢eae - ¢0a0 (9)
onde,
r.+3r r +3r
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3.2. Abordagem (2):

Procedendo-se a diferenciacdo indicada na Eq.(8) antes da discretizagdo temos,

¢ or o (11)
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Aplicando-se as formulas de diferencas finitas sobre a Eq.(11) temos novamente a Eq.(9)
mudando no entanto os valores dos seus coeficientes que ficam,
7, v, —F 7 r,—r 2r,
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Tanto na primeira abordagem como na segunda tem-se a, = a, +a, > 0, porém na segunda ndo

se garante mais que a,, >0 eque a, >0.



3.3. Discretizaciao das equacdes:

Segundo Patankar, 1980, a discretizacdo da primeira abordagem ¢ intrinsecamente estavel
enquanto que ndo ha garantias sobre a discretizacao fornecida pela segunda.

O mesmo procedimento pode ser aplicado a uma malha irregular, o que seré feito considerando-
se somente a abordagem (1) por ser mais estavel. Neste caso tem-se,

0 o¢ o¢p 8¢j ( 8(15]
Ag)=—|r—|=C, |r—| +C |r—| +C, | r—
¥) GX( an "“[ anw "”( ax ), " ax ), (13)
o¢ ) .
desdobrando-se x por diferengas finitas resulta em,
Alp)=4,a, + ga, + 4y, (14)
onde,
aw = C()w rw wa + C00 r0 COw + C0@ re Cew (1 5 a)
ae = C()w rw Cwe + C()() ”0 C()e + C()e re Cee (15 b)
a, =C,, 1, Co+Cp1y Cpy+Cy 1, C,y (15¢)
onde,
_(xw_x())+(xw_xe) (xw_xe) _ (Xe _XW)+(Xe _XO)
wa - H CWO 5 v Cee - (16)
(xw_x())(xw_'xe) (x()_xw)(x()_xe) (Xe _XWXXe _XO)

O primeiro indice dos coeficientes de C; da Eq.(15) indica o nd onde se esta calculando a
derivada e o segundo refere-se a qual valor nodal da funcdo o coeficiente deve ser multiplicado. Por

exemplo,
Derivada calculada na Multiplique pelo valor
posicao w. «—— 4, da fun¢ao em leste.

3.3. Mudangas de variaveis:

Considere-se agora a equagdo alvo, a Eq.(3). Antes da discretizagdao, proceda-se a seguinte
mudanga de variavel dependente (Lebron, 2001):

é=HP, 0<y<2 (17)

A justificativa para adotar-se a transformagdo dada pela Eq.(17) é que, em problemas de
contatos lubrificados, a pressdo atinge picos pronunciados justamente onde /% ¢ pequeno. Ao se
multiplicar P por poténcias de 4, ha uma tendéncia de se obter um campo de ¢ mais suave,

portanto, mais tratavel por diferengas finitas. Se y =0 ter-se-4 ¢ = P e ndo havera transformagao
alguma. Se y ¢ muito elevado, por exemplo ¢ = A’ P, havera um efeito muito pronunciado onde
¢ pequeno e perder-se-a o efeito suavizador, dai a razdo em limitar-se y a valores inferiores a trés.
Estas idéias estdo ilustradas na Fig.(1).
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Figura (1): Efeito suavizador para o campo de pressao em fun¢do dos diferentes valores de y

Da Eq.(17) tem-se

P = ¢h—7 (18)

= G =y TR = WP = 4K~y (19a)
analogamente,

WP =¢ 17—y’ h¢ (19 b)

Substituindo-se a Eq.(19) na Eq.(3) resulta,

i P A A Li P 3=y _ 27 _ ia(ph)
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definindo-se
r=p/n (21)

tem-se para a Eq.(20),

0 [ W, ]+ "o [ w7, |- r= [ W2 hx¢]—%%[rh2’7hy¢]:]2U(£] (22)

X

Desenvolvendo a primeira parcela da Eq.(22) tem-se,
0 _

e N AN D CRv L) (23)
Desenvolvendo a terceira parcela da Eq.(22) resulta,
0 2- 0 2- 2- I- 2 >, O 2-
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Substituindo-se as Eq. (23) e (24) assim como as formulas analogas na dire¢ao y, na Eq.(22)
resulta:

Mai( )+ hk aY (r¢y)+(r¢x)(3_7)h2yhx+ki2(r¢y)(3—7)h”hy
7/{¢[2 P hz_y%(”hx)}rhzvrhﬁx} (25)
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Reagrupando os termos em ¢, r¢, ¢ ¢ e dividindo-se a Eq.(25) por 1’77 resulta,

X

ox Kk’ oY kK h
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(26)

A Eq.(26) ¢é a equagdo basica que servird a discretizagdo. Note-se que quando y =3/2 as
parcelas em ¢ e ¢, se anulam e a Eq.(26) simplifica-se. Este valor ¢ o utilizado por Dowson e

Higginson, 1959, em seu trabalho.

Para discretizar a Eq.(26) considere uma célula de uma malha de diferencas finitas (regular ou
ndo) ilustrada na Fig.(2). Aplicando-se a Eq.(14) as duas primeiras parcelas da Eq.(26), onde um
superescrito indica o eixo coordenado, tem-se,

a X X X a
a(r¢x) = ¢waw + ¢ea;) + ¢0a0 € a_Y(r¢y ): ¢na; + ¢sa;} + ¢0a0y (27)

Figura (2): Célula de diferengas finitas basica

onde a),a; e a, sdo dados pela Eq.(15) e @, a] e a; também sdo calculados pela Eq.(15) porém
substituindo as coordenadas x por y no célculo dos coeficientes expressos na Eq.(16).
Aplicando-se diferencas finitas as parcelas ¢ e ¢, vem,

¢x = ¢WC{;CW + ¢ec(;(e +¢0C(;C0 € ¢y = ¢Sc0ys + ¢nC()yn + ¢0C(;0 (28)

Substituindo-se as Eq. (27) e (28) na Eq.(26) resulta,

a()¢() + an¢n + as¢s + aw¢w + ae¢e = f (29)
onde,
a; bC;
a,=a; +—%5+aCy +—*-C a,=a.+aC;
k k
a’ +bC; a’ +bC;
a,=a, +aC,, q =— "0 q =-—-n 7 0n

s k2 n kz
3.5. Pressao reduzida:

Um dos complicadores na busca de uma solucao numérica da Eq.(3) ¢ o termo o /71 dependente

da pressdo, o que torna o problema nao linear. Uma das maneiras de se circunscrever este problema
¢ utilizar a chamada pressdo reduzida que consiste em uma mudanga na varidvel dependente P para
a variavel g (pressdo reduzida) segundo a seguinte transformacao:



q(P)= jf%dé (30)

Como p=p(P) e n=n(P) dependem do modelo reolégico adotado e, em geral, sdo
expressoes analiticamente complicadas, o calculo da integral da Eq.(30) deve ser realizado
numericamente. O resultado desta integracdo pode ser visualizado na Fig.(3). onde se nota que ¢
tende assintdticamente para um valor limite g,,,c quando p tende para o infinito.

Derivando-se a Eq.(30) em relag@o a x, utilizando-se a regra de Leibnitz de diferenciagdo de
integrais, resulta:

QmaxA
q
>
p
Figura (3): Comportamento da pressao reduzida
p OP
q, = (;&j 31
que implica em,
oP
W, =20 - (32)

n ox
de modo analogo,

hq :£h38_P

=TS (33)

Substituindo-se as Eq. (32) e (33) na Eq.(3) resulta,

4 (hﬁ@j +ii(ﬂ3 a_qJ = IZU(i]i—)a P (34)
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A Eq.(34) ¢ muito mais tratdvel do que a Eq.(3) pois ¢ linear em q. H4, como esperado, um
complicador nesta abordagem, pois assim que se calcula o campo q, ha que se obter o campo P
correspondente. Isto ¢ feito entrando-se no grafico da Fig.(3) no sentido indicado pelas flechas,
porém na regido assintdtica do grafico, pequenos desvios dos valores de q acarretam grandes
desvios nos valores da pressao correspondente. Como esta regido ¢ de grande interesse pratico na
obtencdo dos picos de pressdo, deve-se resolver tanto a Eq.(34) como calcular o grafico da Fig.(3)
com grande precisdo. O modelo de discretizacdo da Eq.(34) segue exatamente os mesmos passos da
Eq.(3) inclusive na transformacdo provida pela Eq.(17). Basta fazer r=1 no desenvolvimento que
resultou na Eq.(29).

3.6. Viscosidade ficticia:

Para contornar as dificuldades numéricas do modelo anterior, em vez de se utilizar a
transformagdao da Eq.(30), ilustrada na Fig.(3), adotemos a seguinte transformacdo que ¢
apresentada na Fig.(4).
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Figura (4): Comportamento da curva q(p) utilizando a viscosidade ficticia.
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Com isto elimina-se o inconveniente da transformacao inversa do modelo anterior. Derivando-se
Eq.(35) resulta:

q,=e”P,  ou P =gqe” (36)

%WPX: ;75”!’ hq = §h3qx (37)
onde,

n=ne*? (38)

Note-se que temos 0 mesmo formato para a equagdo de Reynolds com a substitui¢do de n por
1" que pode ser denominada de viscosidade ficticia.

A vantagem € que o termo 7’ varia mais lentamente com a pressdo P, o que contribui para a
estabilidade da solucdo. Além disso a Eq.(35) ¢ facilmente inversivel.

n

Figura (5): Curvas do crescimento da viscosidade e da viscosidade ficticia

p :_M (39)

C

Resta determinar ¢ para obter os efeitos desejados. Neste trabalho foi escolhido ¢ de modo que
quando p se aproxima de 2 P, onde P, ¢ a maxima pressdo Hertziana, a relagdo entre ' e n ¢é:

7'=0.99n (40)
4. RESULTADOS

Em resumo, neste trabalho foram abordados trés modelos numéricos para o tratamento da
equacao de Reynolds dados por:



Tabela (1): Modelos de solugdo da equacao de Reynolds testados neste trabalho.

Modelo 1 p=hygq qg="r
Modelo 2 d=h'q q= :% dg
Modelo 3 p=hq qg=1-e%/c

Com o objetivo de localizar um modelo e um valor adequado para ¥ que, a0 mesmo tempo que
fornecesse resultados satisfatorios, ndo fosse tdo caro tanto em tempo de processamento quanto em
capacidade de armazenamento, adotou-se como padrao de comparagdo os resultados obtidos por
Hamrock e Dowson (1981), Jang e Tichy (1995) e Venner (1994).

Na busca do modelo e do valor de y apropriados, diferentes combinagdes foram executadas.
Para y foram escolhidos os valores: 0, 1, 1.5 (valor adotado por Hamrock e Dowson em 1981) e 2.

O resultado obtido nestes diferentes casos pode ser analisado nas Fig.(6) a (17). onde, além dos
perfis das pressdes apos 1000 iteragdes, pode ser observado o comportamento de cada caso com /0
e 100 iteracdes de modo a se visualizar o comportamento da solucao em dire¢ao a convergéncia.

Tabela (5.1): Parametros utilizados para a escolha do modelo

Altura minima

inicial do

Velocidade adimensional

Geometria do contato

Carga adimensional

U=n,u/E'R _ _ b2
lubrificante . u x k=a/b W=F/E'R;
Hy=10" U=0.1683 107" K=125 W=0.1106 10"
4.1. Modelo 1
p=h"P 0<y<2

Nos graficos representados nas Fig. (6) a (9) nota-se o surgimento de instabilidades,
ultrapassando em muito a pressdo Hertziana, com o que se conclui que este modelo ndo ¢

apropriado para o problema especifico adotado (LEH).

g=10

. PlE

Modelo 1

presséo Hertziana

10 i(eragées/

1000 iteragdes

100 iteragdes

3
x/b

Figura (6): ¢ =P

Modelo 1
g=1

_ PIE’

pressao Hertziana

_

3
x/b

Figura (7): ¢ =h P



35 . 3.5
3+ 3
Modelo 1
a5l g=1.5 10 iteragGes | 25| Modelo 1 10 iteragdes
g=2
1000 iteragdes
2L 2
w w
e 100 iteragdes a
151 A 151 100 iteragdes
pressao Hertziana
1L q 1 pressao Hertziana
1000 iteragdes
05| Bl 0.5
0 L / L L 0
0 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 5 6
x/b x/b

Figura (8): ¢ = \/hTP Figura (9): ¢ =h’ P

4.2. Modelo 2
g=h"q 0<y<2 qZKEdﬁ

Observando-se os graficos fornecidos por este modelo, representados nas Fig. (10) a (13), pode-
se concluir que o mesmo apresenta resultados mais precisos que o modelo 1 em relagdo ao campo
de pressdo. No entanto, este método apresenta oscilacdes no valor das pressoes. Estas oscilagdes
relacionam-se com a exigéncia do método em relagdo a um nimero maior de iteragdes e
conseqiiente aumento do tempo de processamento.

X 10'3 x 10—:
2 2
181 1.8
Modelo 2 100 iteragdes Modelo 2 100 iteragdes
1.6 b 1.6
g=0 g=1
e 1000 iteragde e 1000 iteragdes
120 pressao Hertzian: 121 pressao Hertziana
Wl 10 iteragdes w1l 10 iteragdes
s s
08 08l
06 0.6
041 0.4
0.2 0.2
0 L 0 L
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
x/b x/b
Figura (10): ¢ = ¢ Figura (11): ¢ = hgq
x 10 x 10
2 3
1.8+
100 iteragdes 25 Modelo 2
161 g= 2
1000 iteragdes
1.4+
2L
120 presséo Hertziana W
s
o 10 iteragbes 150
a 1000 iteragdes
08
Modelo 2 1L presséo Hertziana:
06
g=1.5
04
o5 100 iteragdes
0.2
0 L 0 L
0 1 2 4 5 6 0 1 2 4 5 6

3 3
x/b x/b

Figura (12): $=\h"q Figura (13): ¢ = i’ q



4.3. Modelo 3
¢=hq
Este método, cujos resultados podem ser vistos nas Fig. (14) a (17), foi o que apresentou melhor
convergéncia, além do que o perfil das pressdes obtido com o mesmo, assemelha-se aos expostos na

bibliografia. Para um estudo mais aprofundado dos problemas de LEH, recomenda-se este modelo
com y =0 (Fig.(14)) por que este caso apresentou oscilagdes menores nos campos das pressoes

demostrando ser mais econdmico em tempo de CPU.

0<y<2 g=1-e7/c

1000 iteragdes: 16| 100 iteragoes
Modelo 3
1000 iteragbes
T4 g=0 10 iteragdes

100 iteragdes /

10 iteragdes

presséao Hertziana presséo Hertzian

Modelo 3
g=1

02| /‘ 4 02| /
. i | . L o L —_ . .
4

o 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3
x/b x/b

Figura (14): 9 =4 Figura (15): # =h4

100 iteragdes

10 iteragdes
1000 iteragbes

pressdo Hertzian:

100 iteragdes

10 iteragdes

1000 iteragbes

pressdo Hertziana

Modelo 3
g=1.5

Modelo 3
g=2

02 J‘//‘ B 02 /‘
0 . ol . I | 0 L . |
4

o 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3
x/b x/b

Figura (16): ¢= \/h73q

5. CONCLUSAO

2
Figura (17): # =774

Neste trabalho apresentou-se uma série de transformagdes numéricas na equagdo classica de
Reynolds, que calcula o campo de pressdo em problemas gerais de lubrificagcdo hidrodindmica. Tais
transformagoes visam a estabilizacdo do processo de convergéncia numérica deste problema que ha
tempos desafia os procedimentos classicos de abordagem.

Foram apresentados resultados do emprego de duas transformacdes sucessivas em série. A
primeira substitui o campo de pressdo por um outro campo chamado de pressdo reduzida. A
segunda ¢ de carater puramente numérico, procurando reduzir os picos pronunciados de pressao e
desta forma tornar o problema mais tratavel por diferencas finitas. As duas transformagdes foram
realizadas de forma paramétrica de maneira que, ao variarem-se sistematicamente seus parametros,
pode-se explorar uma gama ampla de possibilidades.

O trabalho apontou uma faixa de parametros que melhor respondeu ao algoritmo de solugdo
adotado para um caso tipico de lubrifica¢do, entretanto para uma conclusdo definitiva sobre os
valores ideais de tal conjunto de parametros, ¢ necessaria uma exploragdo mais ampla de casos,



abrangendo diversas configuragdes geométricas de contato. A metodologia contudo pode ser
aplicada a qualquer problema governado pela equagdo de Reynolds.
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Summary: The calculation of the field of pressure in the general problems of hydrodynamics
lubrication is carried through integrating the classic equation of Reynolds. In the majority of these
problems, the viscosity, the density and the height of the fluid layer are dependents of the pressure,
leading the coupled systems of differential equations to a highly non linear system and consequent
difficulties of numerical convergence. Aiming at the stabilization of the numerical process, the
present paper presents a collection of transformation for the variables of the classic problem of
hydrodynamics lubrication, and its consequences in the numerical results, comparing the
potentiality of the diverse formularizations.
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