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PREFÁCIO 

A explosão demográfica, o natural desejo de progresso, a crescente escassez de energia e de matéria-prima geram questões 

que requerem, para seu equacionamento e eventual resolução, o uso de tecnologias avançadas e inovadoras. Mostra-se indispensável, em tais circuns

tâncias, o contínuo desenvolvimento de métodos, processos e dispositivos de produção, capazes de tornar máximos os quesitos de qualidade, efi

ciência e economia. Revela-se igualmente indispensáveis um permanente diálogo entre pesquisadores e engenheiros, a fim de que haja uma salutar 
d iscussão, uma necessária revisão e uma constante avaliação dos resultados por eles obtidos. 

O Congresso Brasileiro de Engenharia Mecânica (COBEMI é, hoje, um importante forum em que esse diálogo se estabele
ce, permitindo amplo intercâmbio de idéias provenientes da indústria, dos órgãos governamentais, das universidades e dos centros de pesquisa. 
E este VIII COBEM demonstra, de modo claro, a par disso, que é perfeitamente viável ampliar os canais de comunicação entre pesquisadores e 
engenheiros, levando-os a níveis internacionais. 

A Comissão Organizadora do COBEM- 85, diante do grande número de trabalhos recebidos, de participantes de vários 
países, foi compelida a deixar de lado muitas contribuições, não porque lhes faltassem qualidades, mas em virtude de limitações de espaço nos 

Anais e de tempo para sua adequada apresentação. Os trabalhos acolhidos e aqui divulgados d istribuem-se, tal corno aconteceu nos congressos 
anteriores, em cinco áreas principais : (1 I Fenômenos de Transporte, (2) Mecânica dos Sólidos, (3) Projeto Mecânico, (4) Métodos Numéricos em 
Ciências Mec4nicas e (51 Ciências Mecânicas Aplicadas à Tecnologia Aeroespacial. 

As inovações, neste COBEM-85, d izem respeito , sobretudo, 

1. aos Anais, em um só volume, com formato similar ao de seus congêneres de cunho internacional; 

2. ã participaç!o da indústria, de que nasceu, aliás a EXPOMEC-85; 

3. a criação de uma Comissão Científica, encarregada de auxiliar os Revisores na tarefa de assegurar o elevado padrão 
dos trabalhos incluídos nos Anais; 

4. a criação de uma " Bandeira COBEM" , entregue à Comissão COBEM-87, na Assembléia da ABCM, na esperança 

de que contribua para manter vivos os propósitos do COBEM e o apoio à ABCM. 

Muitas horas foram empregadas para escrever, editar e imprimir os trabalhos, para organizar a programação do conclave 

e para tratar dos pormenores de uma conferência de âmbito internacional como este COBEM-85. Todavia, os esforços envolvidos parecem dimi
nutos quando comparados aos que se despenderam para realizar as pesquisas descritas nestes Anais. t:, pois, com muita satisfação que a Comissão 
Organizadora deixa registrados aqui seus agradecimentos a todos os participantes do Congresso e, muito especialmente, aos autores dos trabalhos 
ora divulgados. A expectativa dos membros dessas comissões, quando se entregam à tarefa de concretizar o COBEM-85, era a de que o conclave 
contribuísse, de maneira efetiva, para a resolução de inúmeros problemas técnicos e, mais que isso, promovesse o estreitamento de relações huma
nas, tão amplamente desejado. Felizmente, esse objetivo foi alcançado , graças à maneira pela qual todos os participantes encararam o COBEM-85, 
muito contribuindo para que se criasse um clima de ampla cooperação e compreensão. 

A Comissão Organizadora registra com satisfação e gratidão, a assistência recebida por parte dos colegas do ITA e da 
ABCM que, desde os primeiros momentos, dedicaram seu tempo e sua energia para tornar o COBEM-85 uma realidade. Mostra-se particularmente 
grata ao Prof. Jair C3ndido de Melo, Reitor do ITA, Prof. Luiz Bevilacqua, Presidente da ABCM, e à Administração do ITA, chefiada pelo Cel. 

Protógenes Pires Porto. 
Em nome da Comissão Organizadora, gostaria, também, de externar meus agradecimentos ao Exmo. Sr. Renato Archer, 

Ministro de Ciência e Tecnologia; ao Prof. José Goldenberg, Presidente das Centrais Elétricas de São Paulo (CESP) ; ao Prof. Francis Hale da Univer
sidade de North Carolina; ao Dr. Winston Knight da Universidade de Oxford ; e ao Dr. Nejat Olgac da Universidade de Connecticut, por terem se 

prontificado a proferir palestras neste congresso. 
Aproveito ainda a oportunidade para exprimir o reconhecimento da Comissão Organizadora às seguintes organizações 

patrocinadoras: CAPES, CNPq, FAPESP e FINEP. Muito se deve ãs seguintes organizações, instituições e indústrias, por seu apoio direto ou in
d ireto: Direção do CTA (Maj. Brig. do Ar Hugo de Oliveira Piva) , IAE (Cel. Av. Lauro Eduardo de S. Pinto), IPD (Cel. Av. Walter Beltri), PROPESA 

(Prof. Charles Künze), EMBRAER (Cel. Ozires Silva), IBM Brasil, Schlumberger, AROTEC S. A. , RHODIA S. A., Prefeitura de São José dos 

Campos, PLASTIPRENE, Jornal O VALEPARAIBANO e VARIG S. A. 
Concluindo, gostar ia de externar meu débito e respeito ao Prof. Odmar Simões Pires por sua exímia coordenação da 

EXPOMEC-85; ao Prof. Pio Torre Flores por sua criatividade, apoio incessante e cumprimento de uma agenda repleta de compromissos; ao Prof. 
Pedro Carajilescov por sua criteriosa elaboração do programa; ao Prof. Walter Kenkiti Takahashi, por seu dinam ismo e árduo trabalho; ao Prof. 
Gregório Jean Varvakis Rados por gerenciar eficientemente os projetos financeiros, à senhorita Terezinha do Carmo Rodrigues pelo seu dedicado 

trabalho na Secretária do COBEM e, enfim, àqueles que laboriosamente atuaram no Comitê Científico, e aos Revisores pelo excelente trabalho 

executado . 

Hazim Ali AI-Qureshi 

Presidente do COBEM-85 
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DESEMPENHO TÉRMICO COMPARATIVO ENTRE CPC 
DE BAIXA CONCENTRAÇÃO COM SEGUIMENTO 

INTERMITENTE DO SOL E COLETOR DE PLACA PLANA 
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Sll-IÃIUO 

O model.crnento da. opeJLa.çã.o de wn c.oletolt ~olM. télonic.o c.onc.en.tJt.a.d.oJt, tipo CPC, ~e 
baixa c.onc.en.tJt.a.çao, c.om ~ eg u.únento inte~Unitent~ do _~o.t em ~ wo, mo~tlta que a e6~
c.iênc.ia e a quantida.de de enellgia c.onvelttida. ~ao tao 6up~JtU, qu~do c.omp~ . a6 
de (.lP! coletOil c.onvenc.ional de placa plana, que pod~-6e c.on6-<.deltalt v-<.a'!_el 6ua utiliza
ção mumo a. nlvw bai.xM de temp~ de opeJLa.ç.ao. O~ Jtuu.e.tado~ ~ao . -a~uentad.o~ 
na 6o1Dna_de cuJtva6 padltã.o ~e . e6ic.i~n<0t dM c.oletoJt~, c;.uAVa6 de m~ di~ menl>alde 
enellgia Util. e cuJtva6 de media ho1ta.1t-<.a men6al de potenua de opeJtaç.ao em dia6 cl.alto~. 

INTRODUÇÃO 

A conversão ténnica de energia solar, por neio de 
coletores planos, tem como fatores limitantes o elevado 
custo específico da energia Útil (custo de investimento 
mais custo de operação por unidade de energia converti
da) e os baixos níveis de temperatura associados à esta 
energia, quando comparados às fontes tradicionais. A 
utilização de coletores concentradores com seguimento 
do sol tem rostrado que, se por um lado converte-se 
maior quantidade de energia, com maior eficiência, em 
níveis mais elevados de temperatura de operação, seja 
por efeito do seguimento do sol, seja como resultado de 
nenores perdas termicas, via de regra seu custo de in
vestinento e operação supera, proporcionalnente, a quan 
tidade adicional de energia convertida. -

Dentro deste quadro deve-se destacar a possibili
dade de conversão da energia solar, com custo específi
co inferior ao de um coletor plano, com a utilização do 
coletor de baixa concentração, tipo CPC, com seguimento 
do sol. Por suas características geométricas peculiares 
o coletor CPC com seguinento intermitente do sol em 
l.lll eixo (norte sul) permite soluções construtivas de 
custo compatível ao de um coletor de placa plana conven 
cional. Assim, se a faixa angular de aceitação da rã 
diação incidente no concentrador CPC, 29máx (Fig. 1), e 
determinada pela concentração teórica do coletor, 

I !\ 11 
:\ I I : 

\ / J r 

~~ I 
---~---t -~~---- I 

t / " 
I \ /x· 

Figura 1. Características geométricas do CPC. A-plano 
de abertura, a-absorvedor, R-refletor. 
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9mãx = are sen (1/Ct) , (1) 

sendo a concentração real a razão entre a largura da su 
perfÍcie de abertura e a largura do absorvedor (A/a),um 
coletor de concentração teórica S,O,e concentração real 
2,4, por exenqJlo, aceita a radiação incidente em uma 
faixa angular de 23°, e necessita, ao longo de um dia, 
de cerca de 7 ajustes de t><>Sição, em média. O necanis-
100 de seguinento do sol nao contribui, então, de forma 
significativa para a elevação dos custos de investinen
to e operação. 

Neste trabalho rostra-se os prinCÍpios da simula 
ção da operação de um CPC térmico de baixa concentraçãõ 
em "dias típicos" de cada mês do ano, com seguimento do 
sol em um eixo. Os resultados, obtidos em forma de cur
va padrão de eficiência do coletor e das curvas de mé
dia diária mensal de energia convertida e média horária 
nensal de potência de operação em dia claro, deronstram 
que a eficiência e a quantidade de energia convertida 
são tão superiores , quando comparadas às de um coletor 
plano convencional, sue pode-se considerar viável sua 
uti!ização mesmo a n1veis baixos de temperatura de ope
raçao. 

PRINC!PIOS 00 t>KlDELA!>!ENTO DE OPERAÇÃO DOS COLETORES 

~bdelanento da radia~ indidente. As condições 
de operaçao dos coletores e plano foram simuladas , 
hora a hora, para o que se denominou de "o dia típico " 
de cada nês do ano, isto é, um dia internediário do 
nês, admitido COiro inteiranente claro. Assim, foi ne
cessário estimar a intensidade da radiação total inci
dente (direta + difusa) hora a hora deste "dia típico", 
e o procedinento adotado foi o seguinte: 

1- Determinou-se a intensidade de radiação dire
ta, hora a hora, a partir de dados de clima, latitude 
e visibilidade média mensal, utilizando o método de 
Hottel [1] ; 

2- Determinou-se a quantidade de energia direta 
na horizontal para o "dia típico", EI+!, e da média nen
sal de energia di reta diária na horizontal, EIH, fazen
do o produto 

- n EI+I = EI+i X N (2) 

onde n/N é a fração de insolação ; 
3- Utilizando-se o rodelo de Liu e Jordan [2] , de 

terminou-se a média mensal de energia difusa diária,con 
fome sugerido por Macedo [3] , e a média horária de e-= 
nergia difusa; 

4- Se considera-se a distribuição uniforne da ra-
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diação difusa no intervalo de hora, detennina-se a in
tensidade média da radiação difusa e, conseqüentemente, 
a intensidade média da radiação total, hora a hora. 

Se a intensidade da radiação total incidente é de 
tenninada Eara instantes não nublados ao longo do dia 
médio do res, é necessário que se considere, na si.rrUJla
ção de operação dos coletores, que os períodos nublados 
ao longo do dia sejam unifor~rerente distribuÍdos, em mé 
dia, por todos os intervalos de 1 hora ao longo do dia-;
no espaço de tempo de 1 mês. Exemplificando, se um cer
to mês tem 180 horas de sol, acbnite-se que estas horas 
de sol, e consequentemente o total de horas correspon
dentes ao cobrirento do sol por nuvens, estão unifonne
mente distribuídas ao longo dos intervalos de 1 hora 
que constituem o dia: se o dia médio do mês tem 12 ho
ras, haverão 15 horas de sol em cada intervalo de 1 ho
ra. 

A Figura 3 mstra a distribuição da intensidade 
média da radiação total na horizontal (ITH). detennina
da segundo o procediJrento adotado, para um "dia típico" 
do mês de janeiro. Os valores de visibilidade local -
Campinas - foram retirados de publicação do Departamen
to de Climatologia Agrícola do Instituto Agronomico de 
Campinas-S.P. 

M:>delamento ténnico dos cole tores. Para simular a 
operaçao dõs coletores CPC e placa plana adotou-se o 
procediJrento de fuffie e Beckmann [4] , na detenninação 
da quantidade de energia convertida, sendo que em ne
nhum dos casos a inércia ténnica dos coletores foi con
siderada relevante. A intensidade da energia convertida 
- energia Útil - é dada por: 

Qu = Fr [s - U(Ti -T0 )] (3) 

onde: Fr = fator de remção de calor (função das carac
terísticas do coletor); 

S = intensidade de radiação incidente no absorve 
dor; -

U = coeficiente global de troca de calor; 
Ti = temperatura de entrada do fluido de transfe-

rência; 
T0 = temperatura ambiente. 

Na detenninação do coeficiente global de transfe
rência de calor para o coletor CPC, foram utilizadas 
expressões sugeridas por Rabl [5] para o cálculo das 
coeficientes de transferência de calor por convecção e 
radiação no interior do coletor. Em nenhum dos casos a 
troca de calor com o ambiente através das laterais foi 
considerada significante. Valores típicos dos coeficien 
tes globais, para níveis distintos de temperatura dC 
operação são dados na tabela 1. 

Tabela 1. Valores dos coeficientes de transferência de 
calor *CPC de concentração 2. 4. 

Tüocj 

uplanlw/m2ocl 

UCPC* lw/m2ocl 

50 

8,5 

3,5 

90 

9,4 

4,3 4,6 

A operação dos coletores foi si.rrUJlada para tempe
raturas de entrada do fluido de trabalho no coletor de 
50°C e 90°C, e ainda 110°C para o CPC sorente. A teJll>C
ratura ambiente nédia horária para os "dias típicos" 
dos reses do ano foi detenninada a partir dos valores 
das temperaturas nédias mâxima e mínima de cada mês, 
utilizando a distribuição horária sugerida pela ASHRAE 
[6]. 

As características básicas dos coletores cuja ope 
ração foi sinulada, são as seguintes: -

- coletor plano - absorvedores e tubos de cobre 
com w1ião J~r solda; cobertura de vidro; isolamento in
ferior do absorvedor com lã de vidro e superfície de 
absorção não seletiva. 

- coletor CPC - faixa angular de 23° ; concen
tração real de 2,4; absorvedor e tubo de cobre com 
união por solda; cobertura de vidro; superfície de ab
sorção não seletiva e r.efletor de plástico aluminizado 
com 85% de refletância. 

Os coletores estão voltados 1~ra o norte e incli
nados de cerca de 120 em relação à horizontal. Para o 
CPC, com seguimento do sol em eixo, o desvio máximo ob
servado, entre a nonnal ao plm1o de abertura do coletor 
e a dircção da radiação incidente foi de 35°. 

RESULTAOOS 

As curvas padrão de eficiência instantânea (Fig. 
2) mostram que o CPC de conce11tração 2,4 é sempre mais 
eficiente que um coletor plano para te~eraturas do 
fluido de trabalho (Te) superiores a 50 C, em níveis va 
riáveis de radiação total incidente 110 plano de abertu~ 
ra do coletor (ITc) e temperatura ambiente (T0 ). 

'I 
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40 
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Figura 2. Curva padrão de eficiência instantânea. 

A operação em um "dia tÍEico" do mês de janeiro 
mostra (Fig. 3) uma distribuiçao de potência Útil mais 
unifonne em favor do CPC, diferença que se acentua nos 
meses de inverno e à medida que o nível de temperatura 
de operação se eleva - no "dia típico" do mês de j anei 
ro o coletor plano, a 90°C, só opera nas duas horas 
centrais do dia. 

Em temperatura superior a 50°C, a energia nédia 
diária mensal convertida pelo CPC de concentração 2,4 
com seguimento intennitente do sol é, no mínimo, cerca 
de duas vezes superior à convertida pelo coletor plano 
(Fig. 4). Para o fluido de trabalho a 90°C, enquanto o 
coletor plano não opera durante os meses de inverno, a 
energia convertida pelo CPC é ainda superior à converti 
da pelo colctor plano operando a 50°C. Deve-se ressal 
tar que o mdelo adotado não considera a energia con~ 
vertida pelos coletores nos períodos sem incidência de 
radiação direta mas o eventual acréscimo na energia con 
vertida pelo coletor plano é pouco significativo frente 
à diferença que o separa do CPC, nos níveis de tempe
ratura analisados. Para efeito de comparação a Fig. 4 
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Figura 3. Potência horária de operação. 
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Figura 4. ~dia diária mensal de energia Útil. 
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apresenta, ainda a média diária mensal de energia total 
incidente no plano horizontal. - ETH - valor medido pe
lo Instituto Agronômico de Campinas. 
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SUMÃRIO 
. Eoi.t~tado ~ eoi~o~ 6oiaA do tipo CPC, de eo~eentnacão 3,5X, pana eo~v~ão 

hiliotellm.tea. ~a 6a..txa de te.mp~a.tU/l.iL6 de. 80 a. 740°C. 06 eoe.6-(.eie.~t~ de. p~dM téllmi 
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ve.dolt 6oJta.m também a.na..t.i..M.da.6. 

INTRODUÇÃO 

Nos Últimos anos diversos estudos vêm sendo de
senvolvidos visando a aplicação dos coletores solares 
na utilização parcial da energià térmica nos proces
sos industriais. Os coletores solares planos já de 
monstraram sua viabilidade técnico-econômica em pro
cessos que utilizam energia térmica até 7ooc. Acima 
desta temperatura os coletores solares concentradores 
ou evacuados apresentam-se como alternativas atraen 
tes [1], [2] e [3]. 

Com esses objetivos, o grupo FAE (Grupo de Fon
tes Alternativas de Energia) vem trabalhando no desen 
volvimento de concentradores parabÓlicos compostos 
(CPC) para produção de energia térmica na faixa de 
80 a 140°C. ' 

Para estudar o comportamento destes equ~pame~ 
tos foi construído um CPC de concentração creometrica 
efetiva 3.SX [3]. Este CPC denominado MV-2 o (módulo 
versão 2) é um híbrido do CPC com absorvedor tipo ale 
ta e do CPC com absorvedor cilÍndrico como mostra a 
figura 1. ' 

a/e• n e a/ee n e o/aen e 

I 
I~ 

I \ \ I \ \ I I I \ \ \·I· I I . I \. 9 I \ 9 
' I ·; 

' I I \ . 
p~ \ o/2 Z_}/2 C) 

Figura 1. Três configurações de Coletores CPC 
a - absorvedor tipo aleta 
b - modelo híbrido 
c - absorvedor cilíndrico 
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Testes realizados em escala de laboratório mos 
traram a possibilidade de melhorar significativamen 
t~ o desempenho deste equipamento mediante a utiliza~ 
çao de superfícies seletivas e uma envoltura de vidro 
em torno.do absorved<;>r . O trabalho presente descreve 
os exper1mentos real1zados e os resultados obtidos 
com várias configurações do absorvedor. Analisa-se 
também a ener~i~ ~íquida produzida e o comportamento 
d<;>s custos un1tar1os deste~ equipamentos, com a fina
l1dade de estabelecer criterios de projeto de coleto-
res CPC. · 

DESCRI ÇN) 00 M;jDULO MV- 2 

O módulo MV-2 possui nove cavidades reflete -
ras, tendo área ativa de 110,0 x 202,0 cm2 e uma pro-
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fundidade de 24,0cm. As cavidades refletoras consti
tuídas de poliester e fibra de vidro, com r~vestimen 
to de alumínio de 70% de refletividade tem uma abertu 
ra de lO,Ocm e uma profundidade de 13 3cm. No inte
rior de cada cavidade Ótica encontra-~e localizado o 
absorvedor, um tubo de cobre de 9mm de diametro exter 
no. 

O isolamento foi feito utilizando-se dois tipos 
de isolantes térmicos . o PI-160 como isolamento infe 
rior e o FB-120 como isolamento lateral. Finalmente 
as cavidades foram colocadas dentro de uma caixa de 
alumínio cuja patte superior está coberta por vidro 
comum de 4mm de esp~ssura. A figura 2 mostra um esque 
ma do MV-2 e a secçao transversal da cavidade reflete 
r a . 

Figura 2. Esquema do módulo MV-2 e secção transversal 
da cavidade refletora 

PREVISÃO DO DESEMPENHO 00 MV-2 

Trabalhos anteriores, realizados em protótipos 
de laboratório (PMV-2), mostraram que o coeficiente 
global de perdas térmicas depende fortemente da confi 
guração do absorvedor. Várias alternativas do absor 
vedar foram testadas [4]. A Configuração Absorvedor 
Simples (AS) constituída por um tubo de cobre de 
9mm de diâmetro externo, preto fusco com emissivida 
de (E) de O.Y foi transformado no Absorvedor Simples 
Seletivo (ASS) mediante revestimento do tubo com um 
adesivo seletivo de emissividade (E) 0.1! 0.03. Pos 
teriormente foi colocada uma envoltura de vidro de 
28mm de diâmetro no ASS transformando-o no Absorvedor 
Comp<;>sto.S~letivo (ACS). A figura 3 mostra un1 esque 
ma s1mpl1f1cado dos absorvedores utilizados, junto 
c?m os valores dos coeficientes globais de perdas tér 
m1cas_para cada configuração do absorvedor obtidos 
atraves de experiências em protótipos de' laborató 
rio. 
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Tipo do 
Absorvedor 

Simples (AS) 

Simples Sele 
tivo (ASS) -

Composto Se
letivo (ACS) 

Configuração 

o 
o e 

Coeficiente Global 
de Perdas Térmicas 

U(W/m2 0C) 

3.08 

1.98 

O. YO 

Figura 3. Configuração do Absorvedor e Coeficie11te 
Global de Perdas Térmicas 

Simultaneament e à construção do módulo ~N-2 
foi estudadoL mediante um módulo de simulação numéri 
ca, a dependencia da energia lÍquida gerada pelo 
MV-2 em função da temperatura de trabalho para as di 
versas configurações do absorvedor . Os resultados ex 
perimentais, obtidos no protótipo, foram utilj zados 
como dados de ent rada do modelo . Também foi simulado 
o caso de Absorvedor com Aleta Sjmples (AAS) e do Ab 
sorvedor com Aleta Simples Seletiva (AASS) . -

A figura 4 mostra estes resultados, evidencian 
do que embora a configuração Absorvedor Composto Se~ 
letivo (ACS) apresenta maior produção de energia que 
a configuração Absorvedor Simples Seletivo (ASS), am 
bas do tipo híbrido, o absorvedor tipo aleta apre~ 
senta vantagens evidentes em relação a ambos. No ca
so estudado a configuração Absorvedor Aleta Simples 
Seletivo (AASS) tem um desempenho levemente superior 
ao esperado com o Absorvedor Composto 'Seletivo(ACS). 
Este resultado é previsível já que o absorvedor tipo 
aleta alia a um comportamento Ótico similar ao híbri 
do uma superfície de absorvedor, e portanto de per~ 
das, bastante inferior. O melhor comportamento do co 
letor com .~sorvedor Composto Seletivo (ACS) , compa~ 
rado com o Absorvedor Simples Seletivo (ASS) deve-se 
a substancial redução do coeficiente de perdas que 
compensa favoravelmente a redução relativa da efi
ciência ótica . 

; 

1,0 

A S 

A88 
ACS 

AAS 

AASS 

Ql "'' I I :::..... I ... 
10 100 1'n , .._" USO 

T t°CJ 

Figura 4. Energia lÍquida produzida pelo MV-2. Vá
rias configurações do absorvedor . 

DETERMINAÇÃO DO DESBv!PENHO DO MdDUW MV-2 

O comportamento do módulo MV-2, com as configu 
rações ASS e ACS do absorvedor , foi estudado experi~ 
mentalmente na área de testes e comparado com o de 
sempenho do mesmo, levantado anteriormente [4] . -

Para tal fim foi determinada sua eficiência 
operacional n , que pode ser expressa peJa relação 
abaixo [3) c 

llc f 1 (1l - liT/ 1 ) oc c 
(l) 

·onde: 

o/ 

~ O:> IIIV 

~ = ~-~ 
Tm = temp. média do fluÍdo térmico 
Ta = temp . ambiente 
F1 = fator próximo de 1, que relaciona a resistência 

térmic~ entre o absorvedor e o ambiente e o 
fluÍdo térmico e o ambiente 

n0 c= eficiência Ótica do coletor 
U = coef. global de perdas térmicas 

A curva característica para cada configuração 
do absorvedor, foi obtida experimentalmente com auxí 
lio de uma bancada de testes [2), [S). -

As curvas de desempenho térmico para as confi
gurações AS, ASS, ACS são mostradas na figura S. 
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C. ABSORVEDOR COMPOSTO SELETIVO 

Figura S. Curvas características do CPC-MV-2 3,SX 

As eficiências Õpticas obtidas mostram uma boa 
concordância com as estimativas teóricas, como pode 
ser visto na tabela 1. As estimativas das eficiên 
c ias Ópticas foram realiz'adas admitindo-se: refleti 
vidade da superfície refletora 0. 7, transmitância da 
cobertura e envoltura de vidro O. 9 e absorti:incia na 
superfíc ie seletiva 0. 87 [4]. 



Tabela 1. Valores de Eficiência Óptica Estimadas e Ob
tida~· 

Eficiência Óptica 
Configuração 

Obtido Estimado 

AS 0.63 0.61 

ASS 0.55 0.56 

ACS 0.49 0.48 

Os valores dos coeficientes de perdas térmicas 
obtidos, iguais a 2,62, 1,83 e 1,21 W/mzoc, são coe
rentes com as previsões resultantes das medidas no 
protótipo de laboratório, PMV-2. As diferenças entre 
ambos valores estão compreendidas dentro dos erros 
experimentais, estimadas entre 5 a 20%. Adicionalmen
te pode-se afirmar que os testes de laboratório pode 
ráoser utilizados com segurança~rr.aprevisão do desem~ 
penha operacional de coletores solares. 

CRI'ffiRIOS DE PROJETO DO CPC 

Os resultados obtidos mediante o levantamento 
das curvas características do m9dulo MV-2 para as con 
figurações ASS e ACS, com valores do coeficiente de 
perdas térmicas U da ordem de 1,83W/m2 0C e 1,21W/m2 0C 
respectivamente são significativamente menores que o 
valor obtido de 2,62W/m2 0C para a configuração absor 
vedar simples . Não obstante, a escolha de um coletor 
CPC não é determinada somente por um coeficiente de 
perdas térmicas baixo, mas ,essencialmente, também, pe 
lo custo da energia produzida. Neste sentido, foi rea 
lizado um estudo paramétrico do comportamento dos cus 
tos do CPC para diferentes concentrações e temperatu~ 
ras de trabalho. Os valores da eficiência Óptica e 
coeficiente de perdas medidos constituem dados de en 
trada do estudo. 

O custo do equipamento foi calculado em função 
da concentração geométrica para três valores da con
centração nominal Cn = 10, 6 e 3. A metodologia usa 
da, semelhante a [6] levou em consideração a influên 
cia da configuração do absorvedor no custo total do 
equipamento. Os resultados indicam que este componen 
te tem uma incidência de aproximadamente 10% quandO 
se utiliza o absorvedor simples (AS) passando para 12 
e 25% para absorvedor simples seletivo e composto se
letivo respectivamente. O uso da superfície seletiva 
nao onera significativamente o equipamento, porém a 
envoltura de vidro acarreta um aumento considerável 
no custo, em cerca de 30%. 

Não obstante, com a utilização da envoltura de 
vidro hã, também, um considerável ganho na energia lÍ 
quida produzida e como resultado final o custo da e
nergia, a partir de certas temperaturas, torna ~se me 
nor com esta configuração do absorvedor. Este ~rta 
menta fica evidente, por exemplo, nas curvas da f1gu-
ra 6 que mostram o custo da energia lÍquido produzida 
pelo MV-2 em função da temperatura de trabalho, para 
as configurações estudadas. A curva n9 1 corresponde 
a configuração do absorvedor tipo aleta seletiva, que 
como era previsto apresenta os menores custo da ener
gia lÍquida produzida. As demais correspondem as con
figurações do absorvedor do CPC híbrido. A configura
ção do ACS apresenta custos menores que a configura 
ção ASS, significativamente a partir de lOOOC. No in 
tervalo de temperaturas entre 100oc a 160oc há uiDã 
redução relativa no custo da energia entre 12 a 30%. 

Na tabela 2 constam os resultados da variação 
do custo da energia em função da concentração geome 
trica no intervalo de temperatura de 80 a 160°C para 
as configurações ACS e AASS. Observa-se que a configu 
rªção AASS apresenta sempre menores custos . A compara 
ção entre as concentrações C = 10 e 6 para ambas as 

n 
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configurações (ACS e AASS) mostra que nos diversos in 
tervalos de temperatura os custos mínimos da energia 
produzida são similares. Neste caso o critério do nú
nimo custo da energia não permite distinguir quel a 
concentração mais adequada. Portanto a escolha do CPC 
passa a ser determinada pela minimização do número 
de movimentos anuais do coletor [7]. Assim, para 
T = 140°C por exemplo, seria mais aconselhável um 
CPC com C~ = 6 com custos mínimos (C = 4 e 3) de 
65U$S/MJ/d e 43U$S/MJ/d para as configurações ACS 
e AASS respectivamente, com 10 movimentos anuais, que 
um CPC com Cn = 10 cujos custos mínimos (C = 6 e 4) 
são quase os mesmos, mais requer 84 movimentos a 
nuais. 

Figura 6. Custo da energia 1Íquidi3. produzida pelo 
MV-2. Diferentes configurações do absorve 
dor 

Tabela 2. Custos Unitários Mínimos em função da temp~ 
ratura do fluÍdo para Cn = 10, 6 e 3 nas 
configurações ACS e AASS 

Custos Unitários MÍnimos (U$S/MJ/d) 

Toe_ CC para custos mínimos) 

ACS I • AASS 

c =10 c =6 c =3 c =10 c =6 c =3 n n n n n n 

80 40 40 48 25 23 26 

(4) (3) (2) (3) (2) (15) 

100 47 46 57 30 28 33 

(6) (4) (2) (4) (2) (2) 

120 53 54 81 34 34 42 

(6) (4) (2) (4) (3) (2) 

140 61 65 41 43 

(6) (4) (4) (3) 

160 71 50 

(6) (4) 
r 

- nao foi estudado 

CONCLUSÃO 

O desempenho do MV-2 responde as previsões rea
lizadas a partir de testes de laboratório e estimati
vas teóricas. O valor do coeficiente de perdas da con 
figuração ACS, de 1,2W/m2 oc, comparavel aos apresen 
tados por equipamentos de tecnologia mais sofistica 
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da, mostra a potencialidade dos coletores desenvolvi 
do. Os resultados obtidos utilizados conjw1tamentc 
com o custo da energia produzida, indicam que o mód~ 
lo MV-2 pode concorrer favoravelmente no espectro de 
equipamentos solares, disponíveis para conversão he 
liotérmica [8] . 

A análise de custos mostram que a concentração 
nominal C = 6 e concentrações geometricas 3 ou 4 re 
sultam as~is favoráveis do ponto de vista da mini~ 
mização dos custos unitários da energia e do número 
de movimentos anuais. A engenharia de projeto, cons 
trução e testes destes coletores está basicamente 
disponível, ainda que requerendo de aperfeiçoamentos 
construtivos, assim como de melhorias na sua qualida 
de Ótica. -
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SUMMARY 
It ha~ been t~ted a ~ol~ Qoleto~ o6 the CPC 

type, QonQen~ation ~o equal to 3.5X, 6o~ theAmal 
pow~ gene~on .út the temp~atuJte .útt~val o6 80 
to 140 C. The Qoe6~cient o6 theAmal lo~~~ U, when 
the abMJtb~ ~ QOv~ed wdh a ~elemve ~Wt6aQe 
wilhou-t ant wdh a giM~ envelope , ~~u..Ued equ.al to 
1,83W/m 2 0C and 1, 21W/m 2 oc , ~~pemvely. The 
Q~aa~li~ o6 the eqMpment whúh m~Mmú~ the 
QMt o6 en~gy pMdu.Qed M weU M the anual nu.mb~ 
o6 movemenú, hM been deteAm.úted. ~o, othe~ 

_geom~~ have been an~ed. 
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INI'ROIXJÇÃO 

O conhecimento da distribuição de radiação inci
dente num absorvedor cilíndrico de um coletor cilíndri
co parabÓlico é Útil no projeto, fabricação e montagem 
desses coletores. Na literatur~; encontram-se vários 
tratamentos semi-empÍricos [l,ZJ ou analíticos [3,4]des 
sa distribuição para absorvedores planos. Neste traba~ 
lho, um método integral desenvolvido em [3] para absor
vedores planos será inicialmente refinado e adaptado em 
seguida para absorvedores cilíndricos. 

Serão considerados tanbém quatro modelos de defei 
tos envolvendo os seguintes asYE:ctos nun concentrador 
solar: eixo do absorvedor cilmdrico deslocado da linha 
focal do refletor, erro de apontamento ao sol e superfi 
cie refletora imperfeita. -

~!SE DA. DISTIUBUIÇÃO DE ENERGIA NO ABSORVEOOR 

Absorvedores planos. Considera-se que o refletor 
esteja perle1tamente apontado para o sol, que será mode 
lado como um disco circular de intensidade uniforme[3]7 
Os raios emergentes da borda do disco solar formam um 
pincel causando lUila imagem elÍptica no plano focal, des 
crita por 

=Y (1) 

A posição dessa elipse no plano focal, o segmento r* e 
a geanetria associada estão indicados na Fig. 1. 

Numa ~sição y da superfície absorvedora, o fluxo 
de energia e obtido por superpqsição das imagens sola
res refletidas rr toda superfÍcie refletora, podendo 
ser expresso [6 como 

e r . J cose1 cos9n r1r* 
t(y) = apa1s tan~s cos(é/2) f F(9,y)d0 

_9 1,2 
r 

(2) 

onde p indica a refletância solar do refletor, a a ab
sortância solar do absorvedor e is a intensidade da ra
diação solar. Na apresentação dos resultados os valores 
de p e de a serão considerados unitários. A função 
F(0,y) é definida [3] conr:> .fl para Y>O, sendo nula para 
Y<O, onde o valor de Y é obtido de (1). Os efeitos das 
extremidades axiais não são ca}siderados nesta análise, 
tomando a fonrulação integral independente da coordena 
da z. -

Para o nr:>delo de sol adotado, o fluxo de energia 
na área de abertura do refletor é dado [6] por 

9 
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Figura 1. Geometria associada ao plano focal. 

(3) 

Yz 

A concentração local de radiação é definida cano a ra
zão entre o fluxo local de energia e o fluxo de energia 
na abertura do refletor, podendo ser expressa como 

C(y) = t(y)/ta (4) 

Outro parâmetro adimensional de interesse é a fra 
ção da energia solar incidente na área de abertura do 
refletor que (depois de ser especularmente refletida) é 
interceptada pelo absorvedor. Este parâuetro é conheci
do na literatura [s] coro o fator de interceptar-o· No 
presente trabalho, ele pode ser representado [6 por 

l+coser J 
Fi = 4sm0 C(y)d(y/f) 

r At, 
(5) 

Esta formulação também pode ser utilizada, com al 
gumas nr:>dificações, para absorvedores planos deslocados 
paralelamente ao plano focal, assim conr:> ~ra refleto
res não apontados l_)Crfeitamente ao sol [6J. Estas exten 
sões da configurar.o inicial são similares àquelas de= 
senvolvidas em [3 • 

Absorvedores cilíndricos. Neste caso, quando a 1.!_ 
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nha de centro do absorvedor coincide com a linha focal 
do refletor, uma posição na superfície do absorvedor é 
definida pelo raio R do absorvedor e o ângulo 1jJ, coro 
indicado na Fig. 2. 

A 

1t PLANO AUXILIA~ 

, tf PLANO 
,.. "" AUX ILIAR 

PLANO fOCA L 

Figura 2. Geonetria associada ao absorvedor cilíndrico. 

A qualquer posição da superfície cilíndrica são 
associados dois planos auxiliares, um deles paralelo ao 
plano focal e o outro tangente ã superfície no ponto 
ccnsiderado. Através do priJOOi ro plano, define-se a ima 
gem solar utilizando a formulação desenvolvida para ab~ 
sorvedores planos paralelos ao plano focal. 

O segundo plano auXiliar e o segmento r1 2 carac
terizam os ângulos e 1 e 0n indicados na Fig. 2: A largu 
ra da ima~m solar (na direção z) na superfície cilín-
drica sera a resma nos dois planos auxiliares pelo fato 
destes serem paralelos à linha focal do refletor. 

Desta maneira, o fluxo local de energia no absor
vedor cilíndrico pode ser obtido através de (5) • sendo 
que cada ponto da superfície cilíndrica estará relacio
nado a um plano absorvedor deslocado do plano focal. Si 
milarnente, o fator de interceptação pode ser expresso
[6] no caso de absorvedores cilíndricos, por 

I 

(6) 

RESULTAOOS 

Concentrador ideal. A distribuição local da con
centraçao dê radiaçao em um absorvedor cilíndrico é ob
tida como exemplificado na Fig. 3. Nesta figura estão 
caracterizados três absorvedores através de R/f e três 
refletores através do ângulo de abertura. Nota-se que 
para R/f ccnstante, o aunento de ângulo de abertura do 
refletor causa um pico maior de concentração para posi 
ções que se deslocam ã direita na figura. -

Absorvedor deslocado da linha focal. A influência 
deste dêfe~to e estüdãdã para casos com deslocanento do 
absorvedor no eixo x, conforne a Fig. 4. 

O parâmetro adiJOOnsional que caracterizará o des
locaJOOnto da linha de centro do absorvedor será (X/f), 
cnde X é a distância da linha de centro do absorvedor ã 
linha . focal e fé a distância focal do refletor. Evi
dentenente, para um absorvedor coincidente com a linha 
focal o parâmetro (X/f) é nulo. 

Um conjunto tÍpico de curvas da distribuição de 
radia~ão para esta configuração é mostrado na Fig. 5 pa 
ra tres valores distintos de (X/f) e comparado com o 
caso ideal (X/f=O). 

ob. • c.oohhn11 

l 

2 O:> IIIV 

250 -

R/1 ' 0,00~ 

Figura 3. Efeito do ângulo de abertura er e do fator 
R/f na distribuição de radiação C(ljl). 

Fiura 4. Absorvedor posicionado com a linha de centro 
deslocada em relação a linha focal. 

o 
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f 7&[ '-tr • u.71 

Ol I :=:,.... I I 7't ", 'h, I 
f1l' .3f11' eo• to• 12f11' 110• 1e~ 

~ 

Figura S. Efeito do deslocaJOOnto da linha de centro na 
distribuição de concentração C(ljl) • 



Nota-se que para pequenos valores do deslocamento 
a distribuição de radiação no absorvedor é ligeiramente 
mais uniforme e restrita a uma menor porção angular do 
absorbedor em relação ao caso ideal - coiTD mostram as 
curvas de (X/f) para O ,005 e O ,010. 

As curvas da Fig. 6 ITDs.tram que a redução do fa
tor de interceptação cano deslocamento do tubo absorve 
dor é mais prmunciada para refletores com maiores ân~ 
los de abertura. 

"/h 0.025 

O •r • 71• -.. __ 
-- ---

10 

0 .0110 

Figura 6. Efeito do deslocamento da linha de centro do 
absorvedor no Fator de Interceptação. 

Erro de aTutamento ao sol. Os concentradores pa
rabÓlicos dêvem \Jncianar cmtinuamente apontados para 
o sol. Novamente, a fonrulação desenvolvida pode ser em 
pre~ada. bastando uma redefinição dos tenoos r 1 2 • e 1 e 
en L6]. o efeito do erro de apoo.tamento na concentração 
local é indicado na Fig. 7. Os resultados para um par 
de valores de 6 podem ser comparados can o caso ideal 
( 6=0). 

u 

Figura 7- Efeito do erro de apontamento em C(~) . 

lhna característica do efeito do erro de apontamen 
to é que ele causa uma distribuição de radiação não si-= 
métrica. Pequenos valores do erro de a]20Iltamento causam 
um aumento do pico local de cancentraçao. Para valores 
maiores de 6, o absorvedor passa a não interceptar a to 
talidade da radiação refletida. -

Refletor com imperfeic;ões na superfície. Até ago
ra, foi asstunido uma s~rf1cie refletora com uma sec
ção perfeitamente parabolica. Esta fo.nna ideal será ago 
ra substituída por dois modelos distintos de superfÍcie 
imperfeita. 

· No primeiro modelo define-se uma SUIJerfÍcie dege-

11 

n~rada COI!! ~ desvio. de rurva~ra em relação a s~rfí
C1e parabõl1ca eerfe1ta. 0 ra10 focal das superf1cies 
degeneradas sera dado pela equação 

r • ( Zf e) + f82d f 1 + cos - (7) 

onde d é o fator de degeneração. Valores positivos des
te fator geram formas com rurvaturas menores que a cur
vatura parabólica e vice-versa. Uma família destas su
perfÍcies está representada na Fig. 8. 

X 

SU~II,ÍCIES 
DE.MIIAOU 

Figura 8 - Superfícies Degeneradas. 

A formulação integral básica desenvolvida pode 
ainda ser aplicada, com ITDdificações apropriadas de al
guns tenoos [6]. Os resultados obtidos são JOOstrados na 
Fig. 9 para um refletor com um ângulo de abertura de 
75 • Com a finalidade de analisar somente o efeito de 
degeneração da superfície, foi ccnsiderado no JOOdelo um 
absorvedor coincidente can a linha focal e sem erro de 
apontamento ao sol. 

~ta-se que v~lores positivos ~ 'fator de deze-
neraçao d causam p1cos de concentraçao em posiçoes 
mais afastadas da origem ~=O do absorvedor, quando com
paradas com o caso ideal (d=O). Valores negativos do 
fator de degeneração causam um pico de concentração mais 
próximo da origem, sendo que tais superfícies iluminam 
uma porção angular menor do absorvedor em relação ao ca 
so ideal. 

u 

Figura 9. Efeito do fator de degeneração da superfície 
em C(~). 

No segundo modelo de superfície refletora ~r
feita, considera-se que o raio focal em cada posiçao ~ 
gular seja o mesmo da superfÍcie parabÓlica ideal. Em 
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cada poo.to da superfície a dire~ão normal não coincide 
entretanto com aquela da superf1.cie ideal. As duas nor
mais fonnam tun ângulo entre si, que pode variar de pon
to para ponto da superfície irnperfei ta. Assl.ll'OO-se então 
uma distribuição estatística normal do valor desse ân~ 
lo, com tun valor médio nulo. Caracteriza-se então a su=
perfície ~rfeita através do valor asstunido para o 
desvio padrao da distribuição normal. 

A distribuição de concentração neste caso é obti
da através de tun nÚ!ooro gerado aleatoriamente para cada 
posição angular da .5llperfÍcie refletora. Este núnero é 
associado a uma ftmção de distribuição normal Cl.DIIllati
va com tun valor especificado de desvio padrão, obtendo
se un desvio an~ar para a posição considerada no re
fletor. Os desv1.os obtidos sobre toda superfÍcie refie
tora são tratados similannente ao caso de desvio de 
apontamento ao sol, porém com desvios variados para ca
da posição do absorvedor [6]. Este processo ~ ser 
repetido várias vezes, fornecendo tun valor medio da con 
centração local. Os resultados médios obtidos através
de vinte sequências semelhantes são apresentados na 
Fig. 10. 
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Figura 10. Efeito dos desvios angulares da superfície 
refletora em C(~). 
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CONVECÇÃO NATURAL NO INTERIOR 

DE CONCENTRADORES DE PARÁBOLAS COMPOSTAS 

GENÉSIO JOSÉ MENON - IEM/EFEI 
EUCLIDES CARVALHO FERNANDES- IEM/ITA 

JERZY TADEUSZ SIELAWA- IEA/ITA 

São a.p~tet.enta.do& u.tudo.s nwnêlúcoh e ex.peJ!hnerz.ta..ú, de convecç.ão na..twLa1. de aJt no 

inteJúoJt de concentJta.doJtu depaJLá.bo.tJu, compo.s.ta6 ( CPC). O.s Jtet.u.U.a.do.s expeJ!hnenta.ih, 6o 

Jta.m compalla.do.s com oh Jtet.u.U.a.dM nwnêlúco.s, ob:ti.dM pe-lo mê.todo de demento<~ 6ind:o.s, mo~ 
.tlta.ndo boa. concoJtdân.úa. palla. â.ngu.to.& de incli.na.ç.ã.o de 300 a. 900 .Nu.ta. 6a.ixa. de -ân.gu.to~ 
de inclina.ç.ão oh Jtet.u.t.ta.do~> podem <SeJt JtepllUen.ta.do.& na.6oJtma. de Nu=a.(GJt.sena)b. Na. 6a.i 

xa. de 0° a.30° Ohltet.u.u.ad.o.s expeltime.n:tM<S .são bemJtepllet.en.ta.dM polt Nu= a[GMen(60-al]~ 

INI'ROOOÇÃO 

O problema do escoamento de convecção natural no in 
terior de concentradores parabólicos compostos (CPC), sã~ 
típicos de coletores solares.Um modelo que representa a 

geometria e as condições térmicas de operação de um CPC, 

é mostrado na figura 1. Os elementos básicos destes con 
centradores são duas superfícies refletoras na forma de 

dois segmentos de parábolas, as quais são consideradas 
adiabáticas. O absorvedor é considerado uma superfície 

aquecida, mantido na temperatura uniforme Th, e em geral, 

inclinado de um ângulo a com relação à horizontal. A co 
bertura é considerada como uma superfície resfriada, com 
temperatura Te uniforme, 

Figura 1. Geometria e Condições de Contorno. 

Visando-se aplicações no aproveitamento de energia 

solar, é de especial interesse uma previsão do camport~ 
mento dos,coletores concentradores do tipo CPC. Particu 
larmente, interessa determinar o comportamento em termos 

da eficiência e do nível de temperatura do fluido de tr~ 
balho na saída do coletor, em função dos diversos parâm~ 

tros geométricos, térmicos e Óticos. Para efetuar esta 
análise é necessário estabelecerumbalanço de energia en 
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volvendo a radiação solar, a radiação térmica do absorve 

dor, dos refletores e da cobertura e os outros processos 
de transferência de calor, interna e externamente ao co 

letor, incluindo o fluido de trabalho. Em particular, a 
análise do escoamento de convecção natural que se esta~ 

Ieee no interior do CPC, é de fundamental importância,já 
que decorre deste processo uma parcela importante a ser 

considerada no balanço de energia. 
Uma revisão da literatura, feita por Menon [1] mo~ 

tra que existem poucos trabalhos que estudaram a convec 

ção natural para geometrias do tipo dos coletores conce~ 
tradores. Iyican e outros [2, 3] apresentaram um estudo 
teórico e experimental para convecção natural numa cavi_ 

dade trapezoidal inclinada. O estudo considerou o tra~ 
zoide com forma geométrica fixa e com os refletores for 
mando um ângulo de 30 graus. O estudo teórico, feito po; 

Iyican e outros [ZJ,considerou escoamento bidimensional, 

tendo sido usado o método de Galerkin para resolver as 
equações não lineares de conservação da energia eda q~ 

tidade de movimento. Iyican e outros [3], comparando r~ 

sultados experiemntais com aqueles da análise teórica bi_ 

dimensional, verificou uma boa concordância entre os mes 
mos, particularmente na faixa de número de Rayleigh e de 
angulos de inclinação para os quais a circulação do flui_ 

de se realiza formando uma única célula de convecção, na 
direção do eixo da maior dimensão da cavidade. Verifica 
ram ainda a existência de valores mínimos do número de 

Nusselt, na faixa de ângulos de inclinação entre O e 90 

graus, numa forma semelhante ao fenômeno que é observado 
em canais retangulares. Isto ocorre devido a mudança de 
escoamento bidimensional para tridimensional , a medida 

que o ângulo de inclinação diminui. A relação entre os 
números de Nusselt e de Rayleigh foi apresentada por uma 

equação na forma Nu = c Ran , onde c e n são parâmetros 

que dependem da inclinação do trapezoide. 
Abdel-Khalik e outros [4] aparecem como os primei_ 
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ros a estudar a convecção no interior de coletores co~ 

centradores do tipo CPC, utilizando para tal o método 
de elementos finitos. Foram considerados corno par~ 

tros, o fator de concentração (C), o fator de truncame~ 
to (Tr), e o número de Rayleith (Ra), tendo sido fixado 
o ângulo de inclinação (ex) igual a zero. Dada a indi~ 
nibilidade de resultados experimentais para esta conf! 
guração, os estudos se. limitaram à discussões rela ti 
vas aos resultados numéricos. 

No presente traõalho foi analisada teórica e ~ 
rirnentalmente a convecção natural de ar no interior de 
coletores CPC, com o objetivo principal de determinar 
relações entre os coeficientes de transferência de c~ 

lor e os parâmetros térmicos e geométricos do CPC, v! 
sando dados que possibilitem estaóelecer o óalanço gl~ 
bal de energia. 

FORMULAÇÃO 

Considera-se o escoamento em regime laminar, pe~ 
nente, bidimensional e incompressível, san dissipação 
viscosa e sem efeitos de compressióilidade e com as pr~ 
priedades do fluído corno constantes, exceto a densida 
de nos termos de empuxo. 

No sentido de generalizar a solução numérica do 
problema são definidas as seguintes variáveis adimensio 
nais: 

X =x/H, Y = y/H, U = uH/v, V= vH/v, P = pH2/pv 2 

e = (T-T
0
)/ (Th-T

0
), sendo T

0 
= (Th~Tc)/2, C = D/d, 

Tr = H/H, Pr = ~Cp/K, Gr = g8/(Th-Tc)H 3/v2• (1) 

Observadas as hipóteses anteriores e as definições 
das variáveis adirnensionais, o problema em questão é e~ 
tabelecido pelas equações de continuidade, quantidade 
de movimento e energia, na seguinte fonna: 

au + av 
TI aY 

au au aP Gr a2U a2u 
u ax + v ay = - ax + T esencx + ax2 + ay2 

U aV + V aY = _ aP + Gr Scoscx + a
2
V + a

2
V 

ax aY aY T ax2 ay2 

u ~+v~= l... (~ + a2s} 
ax aY Pr ax2 aY2 J · 

(_2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Referindo-se à figura 1, as seguintes condições de 
contorno são especificadas: 

absorvedor: y = o ; U=V=O. s = 1 (6) 

cobertura : y = 1 ; U=V=O, s = -1 
•·r• 

(7) 

. ~·~c· I 
.. 

refletores: U=V=O, as = 0 (8) an 

introduzidas respectivamente pelas seguintes relações: 

a\jl 
u =w a\jl 

v=- dX 

w = av _ au 
dX w 

e (9) 

(10) 

Note-se que, com as definições dadas pela ~~ão 
(9), a equação da continuidade (2), fica autornaticamen 
te satisfeita. 

Os termos referentes à pressão, nas equações (3) 

e (4), podem ser eliminados derivando-se a equação (3) 
em relação a Y e a equação (4) em relação a X, em segu! 
da subtraindo as equações e substituindo as definições 
dadas por (9) e (10), resulta que: 

E!.l!. aw E!.l!. aw _ Gr as Gr ae 
aY ax - ax aY - T cosa ax - T sena aY 

Das relações (9) e (10), tem-se que: 

d2\j! + ~ =- -w • 
ax2 aY2 

(11) 

(12) 

Ainda, considerando as equações (5) e (9), resul 

ta que: 
a\jl as _ a\jl ~ = l... (~ + a

2
s} . 

aY ax ax aY Pr ax2 3y2 

As equações (11) , (12) e (13) formam um 

(13) 

sistema 

de equações diferenciais não lineares e acopladas em 
termos da função corrente, temperatura adirnensional e 
vorticidade, sujeitas as seguintes condições de contor 

no: 
absorvedor: y = o : s = 1 (14) 

cobertura : y ;= 1 : s = -1 
~' 

(15) 

refletores: ~ ae = 0 I I (16) an 

contorno : 
2\jlo 

1ji=O Cl\ji=O w =-·an · w ~ . (17) 

onde ww representa a vorticidade no contorno e \jlo e va 
lor da função corrente, distante ~n do contorno. 

Me'IOOO DE SOLUÇÃO 

O sistema de equações (11) a (13), juntamente com 

as condições de contorno (14) e (17), foram resolvidas 
usando o método de elementos finitos. Detalhes da solu 
ção numérica do problema, são apresentados por Menon 
[1}, incluindo testes do programa de computação com b~ 

se em diversas outras geometrias, bem corno comparações 
com trabalhos anteriores. 

O número de Nusselt médio definido corno Nu = hH/k, 
onde h é o coeficiente médio de transferência de calor 

por convecção, pode ser calculado pela seguinte eq~ 

~ definições de função corrente e vorticidade são çã9: 



d/2 

Nu = ~ I -i ~~I dx 
d/2 Y=O 

(18) 

RESULTAOOS 

Com a finalidade de comparar os resultados numéri 
cos e experimentais, foram construídos dois modelos de 
CPC [1]. No primeiro modelo, com fator de concentração 

2,5 e fator de truncamento 1, foram realizadas medidas 
para números de Grashof de 1,3 x 106 a 3,5 x 106 e ân~ 

los de inclinação de 0° a 90° , com o número de Prandtl 
igual a 0,71. No segundo modelo, com fator de concentr~ 

ção 5 e fator de truncamento 1/3, as medidas foram re~ 

lizadas para números de Grashof de 3,5 x 105 a 7 ,5x 1Q5 

e ãngulos de inclinação 0° a 90°, também com o numero 
de Prandtl 0,71. 

As figuras 2 e 3 mostram a comparação dos resulta

dos numéricos com os experimentais, respectivamente p~ 

ra o primeiro e segundo modelo de CPC, em termos do n~ 

mero de Nusselt versus Gr sena e para o caso de ãngulos 
de inclinação de 30° a 90°. Observa-se uma boa concor 
dãncia entre os resultados sendo o desvio médio quadr~ 

tico inferior a 10%. Com base nos resultados numéricos, 
foram determinadas as seguintes equações para a faixa 
de ãngulos entre 30° a 90°: 

Nu 0,3381 (Gr sena)o,z6z7 (C= 2,5; Tr = 1) (19.) 

Nu 0,3543 (Gr sena)o,z6ss (C= 5; Tr = l/3). (_2Q) 

Portanto, para ângulos de inclinação entre 30a e 

90° os resultados podem ser bem representados na forma 
de: 

Nu = a (Gr sena)b , (21) 

onde ~ e ~ dependem do fator de concentração e do fator 
de truncamento. 

Por outro lado, os resultados numéricos prevêm que 

quando se mantém todos os outros parâmetros fixos e se 
varia o ãngulo de inclinação de 30° para 0° , o numero 
de Nusselt médio diminui. Entretanto, os resultados e~ 

perimentais mostraram que contrariamente, o número de 
Nusselt aumenta. Esta discrepãncia entre os resultados 

numéricos e experimentais foram observados também por 
outros autores, para geometrais quadradas, retangulares 

e trapezoidais. Estes fatos são justificados tendo em 
vista a mudança da configuração do escoamento de bidi 

mensional para tridimensional, a medida que o ângulo de 

inclinação diminui. À título de exemplo, foram determ! 
nados os desvios médio quadráticos entre os resultados 

numéricos e experimentais para n = 10° de 37% e 30% , 

respectivamente para o primeiro e segundo modelo, notan 
do-se que os desvios aumentam quando o ãngulo de incli 

nação diminui. 

Nu 

2,5 
l 

Pr 0,71 

30 ° 5 n ~ 90 ° 

n 

Valores { ~ :~: 
experimentais ~ 750 

• 90° 

equação (19) 

Figura 2. Número de Nusselt médio versus Gr sena. 
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20.---------------------------------------~ 

Nu 

c = 5 

Tr = l /3 
Pr = O, 71 
30°< n <90° 

= =J:Bóo 

Figura 3. Número de Nusselt médio versus Gr sena. 

Experimentalmente se verificou para os dois mode 
los de CPC, que a taxa mínima de transferência de calor 
ocorre para ãngulos de inclinação próximos de 30°, o que 

significa menor número de Nusselt para um dado valor f! 
xo do número de Grashof. Para ãngulos de inclinação ~ 

nores que 30°, têm-se situações de escoamento tridime~ 

sional bastante complexo no interior da cavidade. Base 

ando-se nos resultados experimentais propõem-se uma 

equação para ãngulos de O 0 a 30 ° , na seguinte forma: 

Nu= a[Gr sen(.60 - n)]b (22) 

As figuras 4 e 5 mostram a comparação da equação 

proposta com os resultados experimentais, respectivame~ 
te para o primeiro e segundo modelo de CPC. Nesse caso, 

foi correlacionado o número de Nusselt com Gr sen(60-n), 
para ãngulos de inclinação de 0° a 30°. Para esta faixa 

de ãngulos de inclinação as equações propostas para o 
primeiro e segundo modelo, são respectivamente: 

Nu= 0,3381 Gr sen(60-n) 0•2627 (C= 2,5; Tr = 1). (23) 

Nu = O ,3543 Gr sen(60-<l) 0 •2655 (C = 5; Tr l/3). (24) 

Vale ressaltar o fato de que as equações (19), (20) 
e (23), (.24) diferem apenas nos argumentos (n) e (60-n) , 
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onde, 
9. ~ O e 9. ~ 9 , A3 = L - h. tga 1 1 m 1 

a = TI/2 + 9. 
1 

2 2 2 A4 = ( cos9 + tgasen29 + tg a sen 9 )A1 m m m 

B2 = A3/A1sen29m+ZA3/A1tgasen29m-tgacos9m + sen9m 

2 2 c2 = A3 /A1sen 9m- A3cos9m- A1/4 

sendo que será utilizado o sinal "+", quando 
9. for positivo e o sinal "-", quando 9. for 

1 1 

negativo. E a ordenada, para os dois casos , 
será dada por: 

v 
p hptga + A3 

para o caso de 9. 
1 

v 
p 

-B3 

O, tem-se : hp 

-JB 3 2 - 4 B 4 C 3 

h. 
1 

2]"4 

onde, 

B 3 = hp/A1 sen9m - cos9m e B4 

2 2 c3 = h /A
1

cos 9 + h sen9 - A
1

/4 
p m p m 

Para o caso de 9 . 
1 

h 
p CzlB2 

2 
l/A1sen 9m 

9 , tem-se m 

FIGURA 2 - Raio incidente e refletido no 
~c 

(4) 

e 

Sendo R , Fig. 2, o raio refletido 
pelo ramo direitordo concentrador e conside
rando esta reflexão como especular, tem-se ' 
que o ponto de interseção do raio com o ab
sorvedor será dado por [2] : 

tgBh - v 
h = p p a ~ x 

onde, 

1jJ=21jJ -TI/2-9. 
p 1 

1jJ = arctg 
p 

p 

~ 
2 l 

2h cos 9 + v sen29 + A1sen9 ~ p m p m m 
2 A

1
cos9 - 2v sen 9 - h senZ9 m p m p m 

(S) 

.11 

Caso o raio atinja o ramo esquerdo 
do concentrador, o ponto de interseção com o 
absorvedor ~ ob~ido de maneira análoga,obseE 
vando-se a sime~ria existente com o eixo do 
concentrador. 

2 . 2 . Equacionamento do sistema tubular. 

Para a refração foi adotada 
convenção de sinais para os ângulos e 
cias envolvidas de acordo com JENKINS 
e SEAR~ [4l, a qual ~ descriminada a 
(ver Flg. 3): 

M M' 

uma 
distân 

[3]-: 
segu1r 

FIGURA 3- Equacionamento do sistema tubular. 

Utilizando a lei de Snell e rela
çoes trigonom~tricas com os ângulos e distân 
c ias envolvidas, tem-se [ 2] : 

s' r (1- sen~'/sen9') 

onde, 

0' = arcsen(n1/n 2sen~) e ~ = arcsen(r+s)/r Sen9 

n- índice de refração do meio. 

(6) 

Se o raio incidente for paralelo 
ao eixo ético, tem-se: 

~ = arcsen(h/r) 

E quando se obtiver a relação 
n1 /n 2 sen~ > 1, ocorrerá o fenômeno da refie-

são interna total , ou seja, o raio sofre uma 
reflexão em ve z da refração. 

Para o equacionament·o da reflexão' 
~ adotado o valor absoluto das grandezas en
volvidas. Se o obj e to é real, raio l (Fig. 3), 
tem-se [ 2] : 

s' = R (1 - seni/senl;) 

onde, 

i = arcsen (s-R)/R sen l; e I;' = 1T- I; - 2i 

Se o objeto for virtual, raio 2 
(Fig. 3) , tem-se: 

i = arcsen(R+s)/R senl; e I;' = 1T- I; 

lli posse dessas relações pode-se en 
centrar a equação do raio refletido e deter~ 
minar o ponto de interseção com a curva do 
absorvedor. A equação do raio refletido e da 
curva do absorvedor são descritas utilizando 
-se um sistema de eixos que tem como origem' 
o centro de curvatura da superfície esf~rica. 

2 .3. Traçado de raios no CPC 

A partir das equações do sistema , 
pode-se determinar o ponto de interseção dos 
raios, refletidos ou não, com o plano absor
vedor do concentrador, (ha, O). Se ha <O ou 



ha > d, Fig. 2, o raio sofrerá outra refle

xão e será novamente equacionado até que 
atinja a superfÍcie absorvedora em um ponto' 
do intervalo O,d . 

O plano de abertura é dividido em 
ND partes, determinando pontos denominados ' 

de h., e, para cada variação de h. será gera 
do u~ raio incidente, que irá ser 1 seguido ' 
até a região absorvedora . Os raios gerados ' 
são paralelos e possuem um ângulo de incidên 
cia, gi' igual a declinação solar . -

O plano absorvedor é dividido em 
Nd partes, formando pontos denominados de 

ha., os quais determinarão os intervalos do 
1 

absorvedor que serão atingidos pelos raios ' 
incidentes. 

A intensidade do raio que entra no 
concentrador é considerada unitária e, a ca
da reflexão, é atenuada de Pw· refletividade 

da superfície espelhada. 

Sendo Nd. o número de raios que 
1 

chegam ao absorvedor em um intervalo 

(hai , h ), e que representa ~a quant~ 
a(i+l) 

dade de ene.rgia Ed . , a percentagem de radia-
1 

ção solar direta, ID' que atingirá cada in-

tervalo será dada por: 

VW = Ed_/ED ( 7) 
1 

onde En é a quantidade de energia que entra 
no concentrador. 

Plotando-se os diversos valores de 
vW correspondentes a cada intervalo 

(h , h ) , consegue-se realizar a dis 
ai a'i+l) 

tribuição de radiação na região focal do CPC. 

2.4. Traçado de raios no sistema tubular . 

Sendo N o numero de raios que c. 
1 

chegam a um observador de um concentrador ci 
lÍndrico-tubular, e que representam uma qua~ 
tidade de energia E , a percentagem de ra-c. 

1 
diação solar direta que atingirá cada absor
vedor será dada por: 

v = E /ED c c. 
1 

( 8 ) 

Plotando-se os diversos valores de 
vc correspondentes a cada absorvedor dos co~ 

centradores cilíndricos-tubulares, consegu-' 
se realizar a distribuição de radiação na re 
gião focal do concentrador solar de dupla ' 
geometria . 

3. RESULTADOS E DISCUSSOES . 

3.1 . Influência do fator de truncamento pa
ra vários ângulos de incidência. 

Inicialmente, realizou-se a distri 
buição de radiação na região absorvedora de 
um CPC para vários ângulos de incidência, e, 
para cada ângulo foi analisado a influência' 
do fator de truncamento, em seguida foi im
plantado no absorvedor do CPC concentradores 
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cilíndricos - tubulares para constituir o con
centrador solar de dupla geometria . E então, 
analisou-se a influência do fator de trunca 
mento para esta dupla geometria . Fig. 4 . 

Os ângulos de incidência foram varia 
dos desde 9 até zero . E os resultados para 
ângulos de rncidência negativos são simétri 
cos aos apresentados . 

Para o concentrador solar de dupla 
geometria, o efeito produzido pelo truncamen 
to na distribuição de radiação é o mesmo que 
foi analisado para o CPC . Entretanto, com a 
implementação desse segundo estágio de con- ' 
centração, a distribuição de radiação tende 
a se tornar uniforme para ângulos de incidên 
cia próximos de zero, e, para esses ângulos' 
o efeito do truncamento é pouco se nti do . 

cl•ll.& o tr•O.O 

• •.· 23.4&• 6 t r •0. 2 

1'.·(',·"'·· · o r r•0.3 

., ... 
llld(cM) 

g 

lt•ll• • 

• a • 

.. I ~·:: 

• .. • l i III (cM) 

I 

ê e .,.,,._ 
• 

... 1 ·~. 

• 
IZ ,s 18 dlc•l 

• 
'o 11 (o/o)~ 

20 

10 
81•0!' 

FIGURA 4 - Infl tência do fato r do Tnmcarren 
to - Concentrador Solar de Dupla 
Georretria . 

3 . 2 . Influência da refletividade e transmis 
sividade para vários ângulos de inci
dência. 

Com a diminuição da refletividade a 
distribuição de radia~ão não se torna unifor 
me, o que se observa e uma atenuação dos pi~ 
cos, mas às custas de uma perda de energia , 
devido a capacidade de absorção das superfí 
cies refletoras . E esta atenuação é mais sen 
tida para ângulos de incidência próximos de 
zero, devido ao aumento do número de refle -' 
xoes . 

No concentrador solar de dupla georretria a 
atenuação dos picos de radiação ê mais forte, 
pois a perda de energia é maior, devido ao 
aparecimento de uma perda adicional nas su
perfícies transparentes e refletoras dos co~ 
centradores cilíndricos - tubulares (ver Fig . 
5) . 
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FIGURA 5 - Influência da refletividade e da 
transmissividade - concentrador 
solar de dupla geometria . 

3. 1 . 3. Infl uência do fator de concen tração pa 
ra vário s ângulos de incidência. -

Ao contrário do q ue acontece no CPC, 
a dis t rib uição de radiação não se uniformiza' 
co m o aumento do fator de concentração Obser 
va - se uma distrib ui~ão be m mais uniforme, pã 
ra ângulos de incidencla próximos de zero, ' 
q uando é utilizado um CPC de baixo fator de 
concentração para constituir o primeiro está 
gio do concentrador solar de dupla geometria
(ver Fig . 6) 
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FIGURA 6 - Influência do fator de concentra 
ção - concentrador solar de d~ 
pla geonetria . 

4 . CONCLUS OES . 

1 

A uti l izaç ão de concentradore~ ci -

lÍndricos-tubulares para a formação de um se
gundo está~io de concentração em concentrado - ' 
res de parabola composta, melhora a distribui
ção de radiação na região absorvedora em ter - ' 
mos de uniformidade, somente quando se utiliza 
CPC de baixo fator de concentração . A homoge-' 
neidade conseguida na distribuição de radiação 
no absorvedor do CPC com o aumento do fator de 
concentração, não é observada para o concentra 
dor solar de dupla geometria . 

O truncamento não influencia signifi 
cativamente na distribui~ão de radiação, s omen 
te atenua os picos para angulos de incidência' 
próximos de 9 . Porém, o mesmo é necessário 

m 
pois consegue-se uma boa economia de material' 
refletor do primeiro estágio de concentra~ão , 
sem grandes perdas no fator de concentraçao . 

Para um mesmo observador de um CPC , 
o número de concentradores cilíndricos - tubula
res influencia no fator de concentração total; 
quanto menor este número, maior ele será,porém 
isto implica em um aumento do diâmetro dos tu
bos de vidro, elevando o custo do projeto. Pa 
ra diâmetros menores, há a possibilidade de se 
utilizar tubos de lâmpadas fluorescentes para 
a formação dos concentradores cilíndricos-t ubu 
lares, diminuindo consideravelmente o custo . En 
tretanto, a diminuição desse diâmetro não oca~ 
siona um grande aumento do fator de concentra 
ção to t al . Então deve - se comEarar ~ste aumento, 
conseguido com a implementaçao da segunda geo 
metria, com as perdas por ela produzida, para 
que se tenha certeza que haverá um ganho de 
energia na região absorvedora do concentrador . 
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SUMMARY 

This works presents à solar radia- ' 
tion study at the absorver region of the dou
ble geometry solar concentrator, which has cy
lindrical concentrators placed parallely at 
the focal region of a CPC 1 related with defini 
tion parameters o f the concentrator and whit ' 
the i ncidence angle of rays t hat penetrate in 
aperture . The influence of the truncation ra
tio, reflectivity and transmissivity variation 
and o f the concentration ratio are analyzed 1 

for severa! incidence angles of the radiation . 
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GA VIDADE CILÍNDRICA SUBMETIDA 
A ENERGIA SOLAR CONCENTRADA 

ROGÉRIO SEIBLITZ GUANAES 
LEOPOLDO EURICO GONÇALVES BASTOS 

PEM-COOPPE/UFRJ 
TIONG HIAP ONG 

EE/UFRJ 

Eé~~ ~Aabalho ~~~ab~l~c~ um mod~lo ma~~mã~ico paAa d~~~Amina~ão 

do6 valoA~h doh 6luxoh d~ ~r.~Agia ~ ~~mp~Aa~uAah ~m uma cald~iAa holaA 

~ipo aavidad~ A~c~p~oAa. Conhid~Aando o balan~o d~ ~n~Agia poA Aadia
~ão ~êAmica ~ ah dih~in~ah dih~Aibui~Õ~6 ~ép~c~Aaih A~hul~a um hih~~ma 

d~ ~qua~Õ~h qu~ p~Ami~~ o ~h~udo da cavidad~ A~c~p~oAa paAa qualqu~A 

dié~Aibui~ão d~ en~Agia holaA ~ divihão do ~hp~c~Ao. 

1. INI'ROOOÇÃO. 

O projeto de caldeira tipo cavidades receptora de 

energia solar concentrada é um tema atual devido a sua 

grande aplicabilidade em sistemas de conversão helio

térmi_cas de média e alta potência, FRANCIA [ 1] . Devi

do a grande dificuldade de ser elaborado um modelo teó 
rico que descreva com perfeição as características de 

funcionamento deste equipamento, tal o número de vari~ 

veis físicas intervenientes, ênfase tem sido dada a es 

tudos experimentais, BOY-MARCXITTE [ 2] • No entanto, de 

vido a sua crescente utilização em projetes, alguns a~ 

tores têm apresentado estudos teóricos e onde fica res 
saltada a necessidade de melhores formulações e desen

volvimentos. Este trabalho tem a finalidade de aprese~ 

tar um modelo teórico capaz de simular as condições de 

funcionamento de uma caldeira tipo cavidade cilÍndrica 

receptora de energia solar concentrada . 

2. CONSIDERAÇOES GERAIS. 

As equações representativas do modelo matemático 

da caldeira tipo cavidade receptora de energia solar 

resultam dos balanços realizados em separado para a 

distribuição de energia na caVldade e para as trocas 

de energia no permutador de calor inserido na cavida

de. Quando do balanço de energia por radiação térmica 

a cavidade foi discretizada em elementos de superfície 

de modo a serem obtidas equações que satisfazam as con 

dições: i) Permitir o estudo de uma cavidade para 

qualquer distribuição de energia solar incidente so

bre os elementos de superfície. ii) Possibilitar a ob

tenção de resultados para qualquer intervalo de com

primento de onda do espectro. 

3. RJND.AMENTOS TECRICOS . 

Para obtenção das equações do balanço térmico 

por radiação, as seguintes hipóte~es foram esta 

belecidas, SIEGEL [ 3] : i) As temperaturas são unifor 
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mes em cada região discretizada; ii) A emissão e re

flexão de energia é admitida como difusa; iii) As emis 

sividades das superfícies internas da cavidade são in

dependentes da direção; iv) O fluxo de energia inciden 

te e refletido é uniforme em cada elemento de superfí

cie considerado; v) O meio interior (ar) à cavidade é 

considerado como não participante nas trocas de ener

gia por radiação. Assim sendo, para uma cavidade dis

cretizada em M elementos de superfície (figura 1) e p~ 

ra um dado intervalo de comprimento de onda em que o 
material da cavidade é considerado cinzento, 

para um elemento de superfície genérico K: 
resulta 

+ 

(1) 

Em que: E · L= emissividade de superfície j; f. L J , • J , 
fração do poder emissivo à temperatura do elemento de 

superfície j; f L= fração do poder emissivo à tempe-s, 
ratura de 5777°K ; Fk . = fator de forma entre os ele-

-J 
mentos de superfície K e j; Ik =fluxo de energia con-

centrada na direção normal à superfície j; j = indice 

relativo ao elemento j de superfície; L = índice rela
tivo a um especificado lntervalo de comprimento de on

da do espectro; M = número de elementos discretos de 

superfície da cavidade receptora; T. =temperatura ab-
J 

soluta do elemento de superfície j ; a = constante de 

Stefan-Boltzman; q. L = fluxo de energia retirada ou 
J , 

fornecida ao elemento de superfície (j) para manter as 

condições de contorno especificadas. 

Admitindo Z como o número de intervalos de com

primento de onda selecionado em todo espectro, para a 

energia lÍquida em cada elemento de superfície 
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resulta: qj 
z 
E 

L=l 
qj,L" 

Figura 1: Cavidade receptora cilíndrica discretizada 

em M elementos de superfície. 

A abertura da cavidade, elemento 1 da figura 1 é 
admitida com e11 = 1 e r 1 = O. Assim, considerando as 
trocas de energia radiante no interior da cavidade, re 
sul ta: 

[X] [q] = a[Y] [r] - fs,L [I] 

em que: 

1-enL 
1 . . . - Fl-n 

EnL 

1 - ~ 

~ 
Fl-M 

1 - €nL 1 - E?.u, 

(2) 

[x] =I o .. . _1_- F . .. - F 
€nL 

n-n n-M 
€nL ~ 

.1 .. 
1 - € 

o ... - nL F 1 
€nL m-n ... 

~ 

flL -fnL Fl-n -fML Fl-M 

[Y] = I -flL Fn-1 fnL - fnL Fn-n -fMLFn-M 

-flL FM-1 -fnL FMn . . . fML 

J 

[q] { q1 • · · · .. ~ }· ; ·. [r] = {Ti ... .. r~} ; [r] = 

= nl.: .... rM}. 

ConSiderando agora o volume de controle V . no . CJ 
trocador de calor situado no interior da cavidade, Fi 

gura 2, resulta a seguinte equação ·de balanço de ene~ 
gia: 

-A. q I + A. q . + Q . + A. q . + Or. = o 
J j Je rJ aJ Je CJ J 

~Te - entrado do fluido 

I q rj "'- fi Qc j 

R e 

L * lj I'~® !® ! ® , 

4--- Vc j isolollte térmico 

8 Tubo saindo do superfície do papel 
® Tubo entrando no superfl"cie do papel 

Figura 2: Seção longitudinal de uma cavidade receptora 

cilíndrica. 

4 4 Sendo: q . = a c (rj - r ) ; q . = h . (r. - r ); rJ JO O a CJ CJ JO a 

Qrj = m Cp(rfj -rf(j-l)); Gj =- qj e 

Q . = - At 1\ (r . l + r. l - 2 r.) /L. aJ J+ J- J J 

Considerando quem cp (rfj -rf(j-l)) = h-0Te(rj
rfj) e desenvolvendo os termos acima, resulta: 

qj - wlj = rf(j+l) w2j - rfj w3j + rf(j-1) w4j + 

- rf(j-2) WSj 

Sendo: 
A. r Al(l+G) 

A. (l+G) 
W = Je a ·W =-{Je + 

; w2j = • 3j 
lj A-Itr· A.L. Aj~j J J J J 



At K(Z + 3G) ·G h"' A. G 
+ . t 

·} :· w4. ]e + + 
AjRrj A. L. A. . J . 

J J J 

At K G h.' · GAt K t + (1 + G) + e w5 . · = { 
A.L. A. J . A. L. 

J J J J J 

Onde: A A A e A_ = áreas respectivas da superfí j' je' t ·Te ~ . . -
cie interna da cavidade, da superhc1e externa do Iso-

lante térmico, da seção transversal do tubo e de trans 

ferencia de energia na interface fluido-tubo; CP = ca

lor específico do fluido; G = m Cp/h~ ; h~ = ~Ate 
h = coeficiente de película entre o fluido e o tubo; t 
k = coeficiente de condutividade ~érmica do tubo; Lj = 

comprimento de tubo contido no volume de controle; ~ = 

vazão mâssica do fluido; Rrj = resistencia térmica gl~ 

bal das paredes da cavidade e Ta, Tfj e Tj = temperat~ 
ras respectivas do meio ambiente, do fluido e da supe~ 
fície interna da cavidade. 

Admitindo a temperatura de entrada do fluido co

nhecida e o tubo isolado termicamente a partir do ele

mento (M + 1), resulta: Tf(j _ Z) = Tf(j -l) =Te, para 

j = 1; Tf(j +l) = Tfj' para j = M. _ 
Assim sendo , resultam as equaçoes: 

Tj = Tfj (1 + G) - Tf(j _ l)G 

[w] [Tfj] [Q] 

em que: 

w31 wz1 o o ... 

w w42 w32 Wzz o ... 

W53 w43 w33 Wz3 

o o o 

,q3- w13···· • ~- wlM] 

.. ,T,fM] 

o 

o 

o 

o 

(3) 

(4) 

o o 

o o 

o o 

Detalhes sobre o desenvolvimento matemático das 

equações acima expostas podem ser encontrados em 

GUANAES [ 4 ] • 
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4. ME1DOO DE SOLUÇÃO Il!\S EQUAÇOFS 00 BALANÇO DE ENE!3: 
GIA. 

Dados os valores de Ik' das características ge~ 
métricas da càvidade e das propriedades físicas do ma

terial utilizado, e fixando a terrqJeratura e a emitâ:ncia 

do material das laterais da entrada (T2 =Te e E2 =O ,01) 
haverá, para o sistema de N equações (2) , 2N incógnitas 

(q. e Tf"). 

J ~nhecidas as características do permutador de 

calor e fixando a temperatura de entrada do fluido na 

cavidade, o sistema de N equações (4) apresenta ZN in
cógnitas (q. e T.). 

J J 
As equações (3) permiten, calcular Tj em função 

de Tf . . Para solução das equações citadas admite-se 

T. =? nas equações (2) obtendo-se valores de qJ .. E~ 
J e 

trando com os valores de q. nas equações ( 4) resultam os 
J 

valores de Tfj' Entrando com valores de Tfj n~s equa-

ções (3) obtem-se valores de T. . Introduzmdo nas 
]nOVO 

equações (2) os valores de Tj = (3 Tjnovo + Tj)/4 ini-
cia-se um processo iterativo que termina quando 

IT. -T.I<L 
]nOVO J 

5. ANÁLISE E COMPARAÇN:l DE RESULTAOOS ENTRE O MJDELO 
TEORICO E OS Il!\OOS EXPERIMENTAIS EXISTENTES NA LI~ 

RATURA. 

Foi considerada uma cavidade receptora cilíndri 

ca com as seguintes características: diâmetro = 2m 

comprimento = 1,8m; diâmetro da abertura = O ,Bm; tubo 

de aço comercial DN2" e fluido térmico = "therphenyl 

hidrogene" com vazão mâssica de 18.000 Kg/h. O espec -

tro de cOrrqJrimento de onda foi dividido em seis fai

.xas: 0,0-0,2 ].llll, ELl = 0,7; 0,2-0,5 11m, EL2 =0,65; 

0,5 - 0,8 ].llll, EL3 = 0,6; 0,8- 2,0 ].llll, EL4 = 0,58; 2,0 
-5,0 ].llll, EL5 = 0,4; 5,0 -oo].llll, Er_6 = 0,32. 

A figura (3) apresenta uma corrqJaração entre os 

resultados teóricos obtidos e os dados experimentais , 

disponíveis na referencia [ 5] , para una dada distri 

buição de energia solar na cavidade. 

O eixo das abcissas .na figura (3) represernta 

até l,Sm as distâncias contadas a partir do plano de 

abertura da cavidade receptora. A segunda parte do ei

xo, 1,0 até O,Om, representa as distâncias contadas a 

partir do eixo de simetria do cilindro na parte refe

rente ao fundo • 
Os fluxos de energia lÍquida obtidos através do 

modelo teórico diferem dos valores experimentais disp~ 

níveis. Entretanto, as diferenças encontradas estão na 

faixa de limite de erro de medida, VIHN [ 6], isto é de 

± 3%. Os valores teóricos encontrados das temperaturas 

da parede interna do tubo não apresentaram diferenças 

sensíveis comparadas com os dados experimentais. 

Os valores das terrqJeraturas médias do fluido 

apresentaram na região de altos fluxos de energia lí-
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quida pequenas diferenças considerando o monelo teóri

co e o experimental . Estas diferenças encontradas es

tão dent ro de possíveis erros de medida de temperatura 

em regiões de el evados gradientes de temperatura . 
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,, ... 
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1\ 
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I 
' ... 

1,0 (m) o,o 
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2,96% 

Figura 3: Resultados dos modelos teórico e experimen
tal. 

6. CONCLUSOES . 

Os resultados obtidos mostram que o modelo pro -

posto pode simular as condições de fluxos de energia 

líquida. as temperaturas na parede interna do tubo e 

as temperaturas médias do fl uido considerando uma cavi 

dade receptora cilíndrica submetida à energia solar 

concentrada incidente e de distribuição conhecida. A 

divisão do espectro em vários intervalos de comprimen

to de onda ou em dois intervalos .(0 - 31Jlll e 3 - ""llm) 

pouco influenciou nos resultados . 
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SUMMARY 

Th~ aim o6 thi~ wo~k i~ to p~~~~nt a 

math~matiQal mod~l ~imulating th~ ~n~~gy 6lux 

and t~mp~~atu~~ valu~~ within a ~ola~ Qavity 

~~Q~iv~~. 

F~om th~ th~~mal ~adiation balanQ~, ~~

~ult~ a ~y~t~m o6 ~quation~ 4imulating th~ 

b~havio~ o6 a aavity ~~Q~iv~~ 6o~ any di~t~i-

bution o6 QOnQ~nt~at~d ~ola~ ~n~~gy , dü-

Q~~ti zation o6 cavity into ~u~6ac~ ~l~m~nt~ 

and divi~io n o6 th~ ~p ~ct~um o6 ~adiation. 
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- INTIDDUÇÃO 

Os trocadores de calor de placa corrugada, se 
constitt.em, una das possíveis formas de se aunentar ' 
os parâmetros de transferência. No entanto, po~cos ' 
trabalhos tem sido feito para o estudo dos parametros 
de transferência neste ti~ de trocador, por convec- ' 
ção forçada. Shinnappa [U estudou e:xp~riroontalmente 
os parâmetros de transferencia, convecçao natural en
tre una st.perffcie corrugada de forma triangular, com 
corrugado em 60° com a horizonta~ e una placa J?lana ' 
colocada acima do roosmo. E1-Arabi e El-Refaee L2] , 
corrpleroontando o trabalho de ShinnapEa, estudou os p~ 
râmetros de transferência em convecçao natural entre 
una pl~ca coyrugada na horizontal e una pl<;tca plana ~ 
para varios angulos de corrus._aJren to, na faixa de _ 30 
a 160°. G:>ldstein e Sparrow L 31 estudaram os paraJre
tros de 'transferência em trocaibres de calor de tt.bos 
aletados com placas corrugadas paralelas com escoaJren 
to no sentido transversal. SparrCM e Dlarmchi [4] fi 
zeram un estudo nunérico de escoamento laminar dos 
parâmetros de transferência em dutos formados _por . un<;l 
parede corrugada e uma parede plana paralela a pnroo~ 
ra, com escoamento na direção longitudinal do corrug~ 
do. . 

Os trocadores de calor de placa corrugada em V 
com ângulo de corrugamento a de 310 e 450 sao os obje 
tos de estudo do presen_!:e trabalho. Foram 9-et~rmina:' 
dos e analisados os parametros de transferencra me
dios de 12 trocadores de calor na forma de canal cor
rugado e 3 de placa plana, com una das SlJlerfÍcie is~ 
térmica e outra adiabática. Em todos os trocadores v~ 
riou-se a relação 1/Za. 

Os objeti vos básicos deste trabalho foram, além 
da obtenção dos parâmetros de t!~ferên~a globais ' 
para projeto, veri.fi~ar a inflt.encra do~ ~gulos de 
corrugaJrento nos parametros de transferencra. Preocu
pou-se em fazer e~ta análise nas pla~as corrugadas e 
verificar a inflrencia das perturl>açoes causada ao 
escoamento pelo corrugamento nos parâmetros de trans
ferência nas placas planas. 

A metodologia utilizada foi a analogia_entre 
transferrência de calor e massa associada a tecniça de 
stblimação de Naftaleno. Vários trabalhos furam execu 
tados usando esta metodologia, envolvendo geometrias' 
di versas, obtendo resultados plenaJrente satisfatórios. 
!:entre algtns trabalhos mais recentes_ podemos desta-' 
car: Fe~andes [5] , estudou parâmetros ~ocai~ . de 
transferencia entre placas planas ~rale.tas, mcl~m
do a região de entrada; Ximenes [6J, estudou parame
tros locais de transferência em trocadores de ttbos 
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elípticos aletados de una e duas fileiras; Parise (7J 
estudou parâmetros globais de transferência em canais 
de seção triangular. 

Os resultados obtidos foram expressos em termos' 
de Sh/ScO ,4, que conforme a analogia é igual a Nu/PrOfl, 
em fmção do núnero de Reynolds no intervalo de 100 a 
3.000. 

- MSTOOOS EXPERIM:NTAIS 

Para utilização da Técnica de Sublimação de Naf
tal!')no, placas de naftaleno foram ftndi~ em noldes ' 
projetados especi~nte para este fim L 8] obtendo-se 
un conj tnto de tres placas , sendo uma J?!aca plan~ ~ 
duas placas corrugadas corrposta por pnsmas com angu
los de 310 e 450 respecti vaJrente. A figura 1 mostra e~ 
quematicamente a ~ancada_de_testes ut~liz~da nos expe
rimentos, a qual e constltmda pelo crr~mto de asp1r~ 
ção, instrunentação de medidas e da s~çao de testes 
corrposta por una caixa formando una camara e un espaço 
reservado ãs placas planas e aos prismas qre simul~ o 
trocador. Cuidados especiais foram tomados na fabnca-

"frao 

Figura 1. Bancada de Testes 

ção das placas e na sua colocação e retirada da seção ' 
de testes, de tal forma qt.e nos possibilitasse operar 
o sistema com_grande faci~idade e rapiªez: No decorre~ 
de cada e:xpenmento, segumdo uma ~eqt.encra de ope:a
ções, as me~das foram tomadas em mterv~los de cu:co 
minutos e apos um espaço de terrpo apropnado determma 
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va-se a massa de naftaleno stblimada através de una 
balança digital de precisão. Foram executados ensaios 
em seis trocadores de placas corrugadas e em no\e tro 
cadores de placas planas confonre mostra a figura -.-

UWl..fu .. L/lo 

~ -· ••• -·*~T~~---P-.c..n..---. ~ ... 
I 11.1 

~ ...... PI_..._... ••• ~ 
~ -=:-e.~-

11.1 &T· Cl ....... 

...... CM ......... • •• hi.i;-
t---u -.«@ ... ;;:0 

I 
~ x:;--P-Ioot .... ca 

... 
~ ti - ,. +;;;o --·--· o• ~ o·-I -,_p_-....; .. ........ G 

L..tT• 

Figura 2. Trocadores Estul-ados 

- TRATAMENTO IDS DAIDS EXPERHENfAIS 

Sendo l!M1 a massa de naftaleno stblimada, os va 
lores nédios dos coeficientes de transferência Ti fo=
ram determinados para cada experirento, dividindo-se' 
a taxa de massa sulimada fil -h/te pela área total de su 
blimação .Aw e pela diferença de concentração nédia iõ 
garítmica flp qoo por sua vez era determinada conhe=
cendo-se a ~centração de naftaleno ~te era avaliada 
pela expressão sugerida por Sogin [9 _j. O núrrero de 
SheiWood nédio é determinado por: 

Slib 
fiM .De n 

te . .Aw. flpnb. Dn 

cem diãretro equivalente do canal De definido por 

(1) 

4a/ (~ + 1) e a difusibilidade do naftaleno no ar 
-6 2 -Dn = 6 ,272x10 m /s, correspondente ao nUJero de Sch 

midt, Se, igual a 2 ,S. O nÚ!ero de Reynolds Re foi ba 
se ado na área transversal nédia do escoamento, onde ' 
para cada situação tomou-se dez valores para o núnero 
de Reynolds na faixa de 100 a 3. 000. 

Presstpondo a analogia entre transferência de 
calor e massa, a relação entre o núrero de Nusselt Nu, 
nÚ!ero de Reynolds e núnero de Prandtl (Pr = O, 7 para 
o ar) é idêntica a relação entre núrero de SheiWood , 
nÚJero re Reynolds e núnero de Schmidt. Disto resulta 
qt.e 

Sh = C Se )m 
Nu Pr (2) 

Utilizamos param o valor O ,4 tendo em vista as suges 
tões dos Últimos trabalhos r6]. A tenperatura nédia' 
global pode tarrbém ser obtidã através da analogia a 
partir da concentração nédia global. 

1 - 9 ={ 1 _ pnb 
pnw 

(Sc/Pr) (1-m) 
} 

T T bo- bx 
T - T 
bo w 

(3) 

(4) 

1 

9 é a temperatura nédia global adirensional análoga a 
pnbx/ pnw, cujos valores podem ser determinados. Maio
res detalhes a respeito do nétodo utilizado e do tra-• 
tamento dos dados experirentais bem como una avalia-' 
ção dos erros são discrit:os por Lima [8]. 

- RESULTAIDS 

Valores dos parãretros de transferência médios 
foram determinados em trocadores de placa corrugada ' 
em V cuja superfície de troca são placas corrugadas ' 
isotérmicas opostas às placas planas adiabâticas e em 
trocadores de placas planas cuja superfície de troca' 
são placas planas isotérmicas opostas ãs placas corru 
gadas adiabáticas. As figuras 3 e 4 mostram estes va=
lores para ângulos do corrugado a iguais a 31° e 45° 
para as relações L/2a iguais a 7,5, 10,0 e 12,5 em 
função do núnero de Reynolds. 

~·rr=============~=========---------~ """"c;o,......,,--.., 
PlocG Pkltto A~loltill .. COIIIIEL AÇÃO 
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Figura 3. Parâmetros de transferência nédios 
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Figura 4. Parâmetros de transferência médios 
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Como resultados da análise dos parâretros obti
oos podemos destacar: 
a) Os parâ!retros de transferência dependem substan

cialnente do ângulo de corrugamento n. 
b) Para os trocaoores estudados os parâmetros de 

transferência, aunentam
0
quando o ângulo de corruga 

mento é diminuído de 4S para 31°. Enquanto qre-; 
para o corrugado com ângulo de 0° estes parâmetros 
atingem valores menores. Possivelmente, existirá 1 

un corrugaoo com ângulo entre 4SO e 0° cujos parâ
netros de transferência assumem valores máximos. 

c) Os parâmetros de transferência globais na placa 
plana isotérmica qre forma un canal com una placa 
corrugada adiabática, são da mesma ordem dos parâ
netros na stperfÍcie corrugada isotérmica. 

d) Os parâmetros de transferência nos canais corruga
dos são duas ou três vezes maiores oo qre aqueles 1 

na placa plana. 

Com objetivo de se verificar a confiabilidade 1 

dos resultaoos presentes, procurou-se determinar os 
parâ!retros de transferência em trocadores de placa 

~
ana e compara-los com aqueles obtidos por ~rcer 1 

lQ] , qre analisa o problema correspondente ao caso 
e canal de seção retangular com una placa plana iso

térmica e outra adiabâtica, na faixa de núnero de Re+ 
nolds 300 a 1. SOO, núnero de Prandtl O, 7 e relação 
L/2a de 2 a 8. Segmdo a citada referência , pode-se 1 

representar os valores do núrero de Nusselt global ob 
tido pelo rrétodo de Diferenças Finitas pela e:xpressãõ: 

0,146{Re.Pr/(L/2a)}1 •2 
Nu = 3, 8 3 7 + ----"---'-...,...,r.r-.:..__;..<...;;_-.,.,..,. 

1+0,17Pr0 •87{Re/(L/2a)}0 •7 (S) 

Como mostra a figura S , os resultados obtidos pelo ~ 
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Figura S. Parruretros de transferência segm 
do ~rcer [!Q] e análise presente 

todo experimental adotado, apresenta un desvio médio 1 

de apenas 2 ,4% com relação aos valores obtidos por 
~rcer [!Q]. 

- ffiNCLlSOES E SUGESTOEs. 

Os resultados possibilitam o dimensionamento 
dos trocadores de calor estudados, independendo do 
fim a que se destinam, se para un coletor solar ou 
não: 

Considerando a intenção básica deste trabalho , 
qre foi estudar os trocadores de calor de placa corru 
gada para utilização como coletor solar, para aqreci-:" 

mento ~O:rtr~~~~~sde~~a~~~ugamento com n = 31° 
são nelhores, pois apresentam maiores parâmetros de 
transferência. 

- Os parâmetros de transferência na placa plana 
isotérmica são maiores quando a stperfície oposta é 
cornJgada. Isto tanbém contribuiria para maiores per
das do coletor através da cobertura transparente. Mas 
este não é o único fator determinante. 

Os resultados obtidos nos possibilitam dimensio 
nar vários trocadores de calor com o fim de utiliza-' 
çao com coletores, de acordo com a figura 6. Com es
tes dados podemos simular estes coletores para várias 

b) 

e)~lollceiltlfodo 
-· J•-

dl~--
- • -=]· 

1 --~- I 
c e. •• ,:u 

0(. 31· 

Figura 6. Trocadores de calor propostos 

condições de vazão , insolação. Nos trocadores dos gru 
pos c) e d) as perdas por convecção natural podem ser 
avaliadas através dos trabalhos de Al-Arabi e El-Re 
faee [2]. 
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TWO-FLUID TREATMENT OF THE ANNULAR-DISPERSED 

FLOW REGIME lN VERTICAL FLOW-BOILING 
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SUMMARY 

A me.c.ha.rU.6üc. modeU..úr.g .6c.he.me. ba.ud on :the. .t.wo-6-i.túd bte.a.tme.rz-t me.:thod L!. 
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..i..n ve.Jttic.a..t he.a;te.d tubu. A ne.w a.ppJtoa.c.h L!. a.dopte.d to ut..i..ma.te. :the. a.x..ú11. 
vaJr...i..a..t.iof't-6 o6 the. e.rz-tJta...i..ne.d üqu..i.d 6Jta.c.tion. Expe.Jt..i..me.rz-ta..e. Jte..6ui.t o6 the. tut.6 
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rwme.Jt..i..c.a..t .60.e.ut..i..of't.6 . A good a.gJte.e.me.rz-t be..twe.e.n the. Jte..6ui.t.6 L!. obta...i..ne.d . 

lNTRODUCTION 

The most general approach to the modelling of 
multiphase systems is the multi-fluid modelling 
approach [1,2,3] in which conservation equations are 
written for each gross fluid aggregate described by a 
representative velocity vector. 

Most mathematical descriptions, however, are 
limited to a one- or two-fluid treatment of the flow. 
Mixture models of two-phase flow are currently the 
most common in use in view of their relative ease of 
application as well as sufficient accuracy of 
prediction, at least for those flows exhibiting strong 
coupling between the phases. 

A very important factor which influences the 
modelling of two-phase flow systems is the prevailing 
flow regime, especially in the presence of boiling. 
The two primary types encountered, are the dispersed 
and separated flow regimes. The annular flow regime 
is a representative of the separated flow regime type 
in which the two phases occupy distinctly different 
domains of the flow channel. At high flow rates of 
the phases and in the presence of boiling, there are 
liquid droplets present in the vapour core of the 
annular flow . 

ln view of the presence of a liquid film, a 
vapour core and entrained liquid droplets, the 
annular-dispersed flow regime should, ideally, be 
described using a three-velocity-field mo.del. The 
approach of using a two-fluid (or two-velocity-field) 
description adopted in the present study, is not as 
comprehensive and detailed as a three-velocity-field 
description would be . However, i t is more adequa te 
and results are in better prediction accuracies than 
those obtained using a s i ngle velocity field (for the 
mixture) and introducing the relative motion between 
the phases into the formulation in the form of a 
constitutive assumption as it is done in the drift 
flux model [4,5]. 

ln most flow regime-based studies, the test fluid 
inside the test section is contr olled to stay within a 
single flow regime. This condition is usually 
attainable more easily for adiabatic, two-component 
two-phase flow systems. ln present study, in or~er to 
include the effects of boiling as well as flow regime 
changes upstream of the regime of interest, a 
one-component system has been employed, in which the 
liquid at the inlet to test-section is subcooled. 
Therefore, the modelling of the system involves not 
only the annular-dispersed flow regime (which is the 
focus of the present study), but also the description 
of the preceding flow regimes such as the bubbly and 
churn-turbulent . Besides, the effect of the 
thermodynamic non-equilibrium in the subcooled boiling 
regime, has been included . 

l,n this pape r, the effects of adopting a 
two-fluid description of the annular-dispersed flow 
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regime on the overall prediction of the pressure drop 
in the diabatic two-phase vertical upflow of 
Refrigerant-11 are demonstrated . 

MATHEMATlCAL .FORMULATION 

The drift flux formulation though not providing 
as detailed a d·escription of two-phase flows, does 
however, offer a simplified formulation which is 
easier to apply. Besides, it affords the opportunity 
of incorporating the thermal non-equilibrium of the 
phases and the relative motion between them into the 
description, [5]. 

The drift flux formulation was adopted for the 
modelling of the two-phase flow system under present 
investigation. However, the annular-dispersed flow 
regime was also modelled using the two-fluid 
formulation in order to evaluate the improvement to 
be obtained over a drift flux description. 

Two-Fluid Conservation Equations 
The local, instantaneous two-fluid conservation 

equations presented by Ishii [2] were modified for 
application in the present study. The steady-state, 
one-dimensional approximation of the two- fluid 
conservation equations as applied to the 
annular-dispersed flow regime are as follows: 

Phase Continuity: 

(1) 

where a is vapour void fraction, p is density, u is 
vélocity and r is the mass source term. The 
subscript k indicates the values of variables for 
phase k at the interface and subscript z is used for 
axi al direction. 

Phase Linear Momentum : 

~z[akpku~z] ~+ 
2fk 

+ ak akpkg Cose + - p u2 
dz Dhk k kz 

1 
(2) 

-r:- tki - rkuki =o 
s 

In equation 2, p is ~he pressure, f is the friction 
factor, Dh is the hydraulic diameter and t is the 
shear stress. Subscript i indicates the interfacial 
values of the variables. Note that e in Equation (2) 
is the angle of inclination to the vertical of the 
flow channel axis while 1/1 is the total area 
density of the interfaces givensby 

(4) 
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where i is the specific enthalpy, q is the heat flux 
and th is the hydraulic p·~rimeter. Subscript w refers 
to the value at wall. The quantities tk . ' ik. and uk . 
are usually taken to be the uniform phaãe vaÍues. rà 
particular 

uGi = lly_i = lly_ (5) 

has been used [6] in applications to the annular flow 
regime. 

u . and 11y.. are the gas and liquid velocities at 
the iS?-erface lespectively. 11y. is the liquid phase 
velocity. 

Equations (1), (2) and (4) above are vali d for 
each bulk phase making up a two-phase flow system. 
The balance of mass, linear momentum and enthalpy 
across the interfaces are expressed by the generalized 
interfacial jump condition 

I H - H 
k=1,2 k m 

o (6) 

in terms of the generalized interfacial source term, 
Hk for each phase, and Hm for~the mixJure. Hk and Hm 
assume the values rk and r , Hk and H and Ik and I 
for the interfacial mass, 1Tnear momen~um and enthalp~ 
jump conditions respectively. 

Constitutive and Auxiliary Relations 
The balance equations and jump conditions are not 

in themselves sufficient to completely describe the 
flow evolution with respect to space and time. 
Information on the intrínsic behaviour of each fluid 
present has to be supplied . 

The two primary constitutive assumptions to be 
specified in a drift flux description of any flow 
regime are the thermodynamic non-equilibrium of each 
phase as well as the relative motion between the 
phases. In this study, the vapour phase has been 
assumed to remain saturated at all locations since the 
post-dryout region of two-phase flow in which there is 
significant vapour superheating was not reached in any 
of the experimental runs that provide the data for the 
investigation . 

The other important constitutíve relation to be 
supplied is that specifyíng the relative motion 
between the phases. Ishii et al. [5] presented the 
expresaions for obtainíng t be concentration-we-f ghed 
mean drift velocity in annula r f low . 

In applying the abovc constitutive relations, 
some modification, baaed on the assumption of a 
homogeneous droplet-laden vapour core, has been ~~~&de 
in order to inciude the effect of liquid entr~ inment. 

Entrainment in t~e Annular Flow Regime 
ln f1ow-boiling, the fraction of li~uid entrained 

to the total liquid inventory, E, approaches unity as 
the dryout location is approached . This fractio~ 

starts out with a non-zero value, EAI' at the point of 
inception of annular flow. The incresse of the 
entrained liquid fraction from this starting value to 
unity at the dryout location is expected to be 
monotonic and without any discontinuities since there 
is no flow regime change experienced by the flow i n 
this region . In this study, this increase has been 
assumed to be described approximately by the following 
expression 

E= EAI + (1 - EAI) x* exp[~(x* - 1)] (7) 

where x*, the normalized vapour mass quality, is 
defined as 

x*= 
X - XAI 

~ - xAI 
O ::;;; x* ~ 1 (8) 

x is the vapour mass quality and subscripts Aiand DO 
denote annular inception and dryout respectively . 

Figure 1 is a plot of Equation (7) for 
E AI = O .10 and ~ values lying in the range 
o ~ ~ ~ 10. 

Jlt I 

Liquid Film Thickness and Shear Stress 
Distribution in the Presence of Entrainment 
In the presence of an entrained fraction E, the 

liquid film flow, WLF is: 

WLF = W1 (1- E)= [p11ly_(l- a)A](1- E) 

= P111y_YA 

where W is the liquid mass flow rate, y is 
volume fraction occupied by the liquid film 

y = (1 - a)(l -E) 

(9) 

the 

(10) 

Hence , the volume fraction occupied by the gas core 
(containing liquid droplets) is 1 - y. 
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Figure 1 . Variation of the Entrained Liquid Fraction 
with the Normalised Vapour Hass Quality for 
Values of ~ of O, 1, 2, 3, 4, 5 and 10 . 

Referring -to Fi gure 2, therefore, for the gas 
core, 

1 - y 
nn2 

- i - rmr 
where Di is gas core diameter . 
Hence, 

D. = D~(1 - y) = D~(a +E - aE) 
1 

and the l i quid film thickness, 6 is: 

u L t 
1 D 

6 = 2(D - Di) = 2[1 - ~(1 - y)] 

(11) 

(12) 

Pe rforming a force balance on the vertical 
section dz (Figure 2) for the liquid film and the 
homogeneous core yi elds the following shear stress 
distributi on express i on for the liquid film 

R R Ri 
t = (--) t. - - (p - p ) g[l - (--)2] 

R . 1 4 L HC R (13) 
1 

where the homogeneous core density pHC is defined as 

p ~ 
WG + WLE _ a + (1 - y a) 

HC WG WLE = [(1- y)PG (1- y) PL] 

(pG) + (pr:-) (14) 

The assumption is made that there is no drift of the 
entra i ned liqui d droplets relative to the vapour in 



tll.e core (i. e. UG = ~). ln particular, at the flow 
channel wall, 

t . Dy(pL - fllc)g 
t = 1 

w 4 (15) 
../(1 - y) 

wbere Equation (11) has been utilized. 
Tbe wall sbear stress is thus defined in terms of 

the interfacial ahear stress. 
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Figure 2. Forces and Dimensiona in Annular Two-Phase 
Flow with Entrainment. 

NUKERICAL SOLUTION SCHEME 

The primary dependent variables in the 
(four-equation) drift flux model are the mixture 
pressure, p, the mixture velocity, u, the mixture 
enthalpy, i, and the vapour void fraction, a . The 
specification of the tbermodynamic non-equilibrium for 
each of the phases effectively eliminates the mixture 
enthalpy as one of the dependent variables . The 
resulting "three-equation" formulation can be written 
in terms of the primary dependent variables in the 
generalized form 

(16) 

where i = 1, 2 o r 3, corresponding to the respecti ve 
conservation equatíons. Equation (16) can be 
rewritten more compactly as 

where: 

[A)~{Y} ::: {B} 
dz 

T {Y} = {p u a} 

(17) 

Tbe matrix of coefficients, [A), is nón-linear 
due to the presence of the convective terms in the 
conservation equations . 

Equation (17) is easily put in the form 

{Y'} = ~{Y} = [A)-
1

{B} = {f(z,{Y}T)} 
dz 

(18) 

where z, the axial co-ordinate along the tube is the 
independent variable, {Y} is the vector of dependent 
variables and {Y'} is the vector of the axial 
gradients of the dependent variables. 

Equation (18) is in the standard form for the 
application of the initia1 value ordinary differentia1 
equation solution metbods. The current problem, 
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though assumed to be time-invariant, is treated as an 
initial value problem in space using conditions at 
the tube inlet as the "initial" conditions. A 
compute r code, the UNIDRIFT code, was developed to 
solve the system of equations obtained . 

RESULTS AND DISCUSSION 

The formulation presented above was evaluated 
for the prediction of the pressure drop in the 
diabatic flow of a two-phase mixture in a 
small-diameter tube. The primary pressure drop data 
employed in the present study are for the vertical 
upflow of Refrigerant-11 in a uniformly-heated 
small-diameter stainless steel tube. The 
recirculating forced-convective loop used for the 
experimental investigation is described in detail by 
Abdelmessih and Yin [7). 

The first approach adopted for the evaluation of 
the formulation and the code performance was to apply 
the drift flux formulation to all the flow regimes 
encountered by the fluid within the flow channel. 
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Figure 3 representa the accuracy of prediction 
obtained when the Refrigerant-11 experimental data 
was employed. The experimental results show the 
S-shape characteristic curve, typically obtained for 
diabatic two-phase flow systems. 

The importance of the assumed va1ues for the 
parameters in the annular-dispersed flow regime is 
illustrated in Figure 3. The maximum allowed liquid 
film volume fractien in the annular-dispersed flow 
regime was set ~t 0.100 in the computer code 
However, the liquid entrainment at the transition to 
annular-dispersed flow regime, EAI, was assigned a 
v alue of O. 667 . The combination of assigned values 
for y and E, implies, through Equation 10, a 
restriction on the value of th~ void fraction at the 
transition to annular flow of O. 700. This latter 
criterion was found to significantly influence the 
location of the miníma in the pressure drop vs. mass 
flux characteristics. 

The application of the two-fluid formulation in 
the (separated) annular-dispersed flow regime was 
found to give a better prediction of the experimental 
data compared to the drift flux treatment . This 
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improvement can be attributed to the non-imposition of 
·the constraint (in correlation form) on the relative 
motion between the phases which is usually done in the 
Drift Flux model. To illustrate the improvement 
obtained, the conditions for the prediction of Figure 
3 have been used to arrive at Figure 4, in which the 
two-fluid treatment of the annular-dispersed flow 
regime has been applied. 
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Figure 4. Comparison of Code Prediction with 
Experimental Data for Two-Fluid Treatment of 
Annular Regime (E AI = O. 66 7, y = O. 100, 
a . = 0 . 700 at Transition to ~t~ar Flow). m1n 

The magnitude of the maximum allowed liquid film 
volume fraction, significantly influences the pressure 
drop in the flow channels. Figure 5 was obtained for 
a maximum allowed liquid film volume fraction of"0.200 
and a liquid entrainment value at annular inception 
(of ~-333) chosen to arrive at a minimum void fraction 
value at transition to annular-dispersed flow of 
O. 700, similar to the value for Figure 4. The 
locations of the mini.llla in the two sets of 
cbaracteristics (Figures 4 and 5) are essentially 
identical while the aagnitudes of the pressure drops 
in the low flow (corresponding to relatively high 
quality in most cases) portions of the plots are 
generally higher for Figure S. 

CONCLUSIONS 

The application of the two-fluid treatment of the 
annular-dispersed flow regime within the framework of 
a mechanistic modelling scheme has been demonstrated 
to provid·e an improved simulation of the expex:imental 
pressure drop data for the vertical upflow of 
Refrigerant-11 in a low pressure, uniformly-heated 
flow channel. 

The axial profiles of system parameters obtained 
from the formulation serve to provide additional 
information concerning the evolution of the flow from 
a subcooled inlet to various other conditions at the 
flow channel exit. ln particular, the miníma in the 
pressure drop vs. mass flux characteristics at higher 
heat flux levels are postulated to be due to the 
transition in flow regimes from tlie churn-·turbulent to 
the annular-dispersed. The mechanism of boiling 
inception is believed to govern the· phenomenon for 
lower heat flux levels only. 

The value of the vapour void fraction at the 
transition to the annular'-dispersed flow regime was 
shown to influence the location Qf the miníma in the 

pressure drop vs. 
significantly . 

mass flux characteristics, 
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DESCRIÇÃO DO ESCOAMENTO BIF ÁSICO ANULAR 
NO ÂMBITO DE UM MODELO GENERALIZADO 

PARA OS ESCOAMENTOS BIF ÁSICOS 

ANTÓNIO MAC DOWELL DE FIGUEIREDO 
PEM-COOPE/UFRJ E DET-EE/UFRJ 

P~opõe.-~e. um modelo pa~a o e.~coame.n~o bi6â~ico anula~ que. p~e.~ 
cútde de · uma ~e.p~e.~e.n~ação de.~e.~minü~ica da in~e.~6ac.e. l1.quido-gã~; ã: 
dú~~ibuição da!> _6a~e.~ no campo de. e.~coame.n~o é ~e.p~e.~e.n~ada po~ uma 6un 
ção de. di!>~~ibuiçao de. p~obabilidade.~. A in~e.~ação vi~co~a e.n~~e. a~ 6ã 
~e~ é de~c~i~a u~ilizando-~e. um coe.6ici~n~e. de. a~~i~o ap~op~iadame.n~e.
de.6inido. Va aplicação do modelo, ob~ê.m~l>e. m~~o boa conco~dância com 
~e.~ul~ado~ 6o~ne.cido~ po~ co~~e.laçÕe.-6 e.mp~~ica-6 pa~a a pe.~da de. ca~ga e. 
o a~~i~o vi!Jco~o na pa~e.de., ap~e.~e.n~ado~ de. 6o~ma acoplada em 6unçãoM~ 
núme.~o-6 de. Re.ynold~ de. cada uma da!> 6al>e.~. 

1. INfROOOÇÃO. 

A característica marcante do escoamento bifásico 

anular é a quase completa separação das fases no campo 

de escoamento; o lÍquido escoa como uma película junto 

à parede do canal, enquanto o seu vapor, ou um outro 

gás, escoa no centro do canal. O movilrento da interfa 

ce líquido-gás é bastante complexo, às vezes parecendo 

ser formado por ondulações regulares, mas geralmente 

apresentando um comportamento aparentemente aleatório. 

Naturalmente, a descrição do comportamento interfacial 

influencia significativamente o grau de complexidade de 

cada modelo adotado para o escoamento e, consequenteme~ 

te, sua precisão no cálculo dos processos de transferê~ 
cia de quantidade de movimento, de calor e de massa. 

Avaliações críticas e abrangentes dos modelos 

existentes para descrição do escoamento bifásico anu

lar podem ser encontradas nos trabalhos de Dukler [ 1] e 

Hewitt e Hall-Taylor [2] . No presente trabalho, é su

gerido um modelo para o escoamento bifásico anular, que 

se baseia em considerações estatísticas sobre o movime~ 

to da interface lÍquido-gás. O modelo prescinde de uma 

descrição determinística deste movimento, ou mesmo da 

localização da interface, sendo desenvolvido em analo 

gia ao "modelo de superposição" (Two-fluid model) refe

rido na literatura [3,4] 

2.. INTERFACE: DESCRIÇÃO DE1ERMINISTICA. 

A descrição mais frequentemente adotada para a ~ 

terface lÍquido-gás é a de uma superfície lisa e sem 

pertubações. A pelÍcula de lÍquido junto à parede tem 

espessurá 
(1) 

onde ôM representa un valor mérlio, Re1 e Re 2 denotam os 

números de Reynolds para o líquido e para o gás, respe~ 

tivamente. Esta representação é válida para pequenos 
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valores dos números de Reynolds. Para Re2 =O, a eq. 

(1) se aplica para Re1 < 20. 

Kapitza [s] introduziu uma representação period~ 

ca para a espessura da pelÍcula 

[ À 27T J ô = ôM 1 + T sen -À- (z - ct) , (2) 

onde À é o comprimento de onda, c a velocidade das on

das, z a coordenada longitudinal e to tempo. Este mo 

delo tem, também, una faixa de aplicação restrita. Pa

ra Re2 =O, 20 ~ Re1 2 70. 

De interesse prático são os casos em que os val~ 
res do nílmero de Reynolds são tais, que a superfície 

pelicular já apresenta um comportamento inteiramente 

irregular. Uma nova concepção da descrição do movime~ 

to pelicular ê introduzida por Telles [ 6] , que trata 

a espessura da película e a distância entre as defo~ 

ções superficiais como variáveis aleatõrias. As carac 

terísticas estocásticas destas variáveis são utiliza

das para construção de uma deformação "média" idealiza 

da, resultando para espessura da película 

(3) 

Aqui ôG denota a espessura mínima de película, ô
0 

e 
ô1 são parâmetros calculados com os momentos estatís

ticos das variáveis aleatórias e ~ representa uma coo! 

denada longitudinal adimensional (~ = z/L) ou um tempo 

adimensional C.~ = t/T) , supostos equivalentes com ba

se na hipõtese de ergocidade. 

3. REGIÃO INTERFACES: DESCRIÇÃO PROBABILISfiCA. 

Se, num escoamento bifásico anular, o líquido es 

tá totalmente contido na pelÍcula junto à parede e o 

gás escoa inteiTamente no centro do canal, ou seja , 
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não há bolhas ou gotas, então a distribuição de fases 
numa dada seção do canal de escoamento corresponde ao 

valor instantâneG da espessura da película. Se está é 

tratada como uma variável aleatória, a distribuição de 
probabilidadespara a espessura de película corresponde 
à distribuição de probabilidades para a ocorrência de 
cada fase à uma dada distância da parede. Assim, a 

ocorrência de líquido é um acontecimento certo (proba

bilidade unitária) entre a parede e a distância à mes
ma que corresponde à espessura mínima da película;além 

de uma certa distância da parede, para a qual já não 
há ocorrência de lÍquido, esta probabilidade é nula , 

sendo a ocorrência de gás um acontecimento certo. A r~ 
gião em que há alguma probabilidade de ocorrência das 

duas fases ê chamada região entre-fases. Sendo y a di~ 
tância à parede e a a probabilidade de ocorrência de 
gás, chamada,tamhém, função de distribuição de fases, 

tem-se 

o < y :5._ óG 

y > ó 
G 

a o 

O < a < 1 • 

(4.a) 

(4.b) 

Como modelo apropriado para a função de distrl 

buição de fases , Telles e Dukler [ 7 J propuseram a fun
ção incompleta Garmna , y (b, ~ ; Figueiredo [ 8] , apli
cando o método da função característica, generaliza a 

proposição, chegando a 

~ = a(y - óG) < O : a o 

~ = a(y - ó ) > O 
G 

1 
a = Y (b '~) = r CP) 

~~ e- ~ ~b-1 d~ .. .,,,. :·-·. •' I-"'"\ ...., 

o 3 
~2 ~2 ó _ _E_ a=2--, b=4-z. óG z 

M a · 
~3 ~3 

(S.a) 

(S.b) 

(S.c) 

Aqui óG é a espessura média da película (momento de 
primeira ordem), ~ 2 e ~ 3 • respectivamente, os momentos 

centrais de segunda e terceira ordem, relativos à dis

tribuição estatística da espessura instantânea da pelf 

cula. 

4. O t.UDELO DE SUPERPOSIÇ]!,D. 

O modelo de superposição representa uma imagem 

virtual do escoamento bifásico, segundo a qual o campo 

descontinuo de escoamento passa a ser visto como uma 
superposição de campos monofásicos continues, onde os 

valores das variáveis de campo são condicionados por uma 

função de distribuição de probabilidades da fase cor

respondente. O desenvolvimento do modelo pode ser en-

contrado, entre outros, em Figueiredo [ 3] . 
Além das hipóteses e restrições já introduzidas , 

considera-se, ainda, que: 1) não há mudança de fase 

2) o escoamento ê estacionário, bidimensional e hidra
dinamicamente desenvolvido; 3) nao há variação longit~ 
dinal da função de distribuição de fases; 4) hão há v~ 

riação transversal da pressão; S) os efeitos de inéE 
cia são despresí veis, comparados com o gradiente long.!_ 

tudinal de pressão e com os efeitos gravitacional 

viscoso. 

e 

A equação de balanço de quantidade de movimento 

reduz-se, então, para a película, a 

L _d [ (R-y) (1-a) T
1

] + (1 - a) (p
1

g - -1z-) 
R- y dy 

+ Ts ~ 
dy 

o 

e, para o centro do canal, a 

1 

R- y 

Ts da 

dy 

d 

dy 

o • 

[ (R-y) a T 
2 
J + a (p g _ ...EE_ ) 

2 dz 

(6.a) 

(6.b) 

onde T representa a tensão de cizalhamento, incluindo 

os efeitos de turbulência, p a massa específica, g a 
aceleração da gravidade e p a pressão. Os indices 1 e 
2 indicam, respectivamente, o líquido e o gás, eRre

presenta o raio da seção circular do canal de escoame~ 
to. A tensão de cizalhamento Ts denota o atrito visco

so entre as fases, representando o termo de acoplamen
to entre os campos de escoamento das duas fases. 

Sendo o escoamento turbulento e bidimensional, a 
relação entre a tensão de cizalhamento e o gradiente 

de velocidade na pelÍcula pode ser expressa por 

Tl = pl \11 [ 1 + 
t2 
\11 I dd; I]~ (7) 

onde v representa a viscosidade cinemática, u a veloci
dade na direção longitudinal e R. o cumprimento de mis

tura, para o qual adota-se uma modificação do modelo 
de van Driest, proposto por Delhaye [9] : 

[ - zk C ~ )1/2(1-a)S/2 J. (8) 
R. = O , 4 y 1 - e \11 P1 

Aqui T
0 

denota a tensão de cizalhamento na parede. O 

coeficiente (l-a) 5/ 2 atua como um fator de amorteci

mento da turbulência no escoamento pelicular. Para a 
tensão de cizalhamento na interfase, Ts, é sugerida u 
ma relação análoga àquela usualmente adotada para o~ 



escoamentos monofásicos sugere-se, porem, como veloci
dade característica, a velocidade relativa entre as fa 

ses, vR : 

s 
T 

1 

2 
(9) 

onde ~representa um coeficiente de atrito. Para uma 
dada distância da parede, a velocidade relativa é dada 

por 

v = 
R 2 

7rp
2 

(R - y) 
(lO) 

7rpl y(2R - y) 

onde ~ e ~ denotam os fluxos mâssicos do lÍquido e 
do gás, respectivamente. 

S. CONDIC)JES DE CONTORNO E CONDIÇOES IN'IEGRAIS. 

As equações diferenciais (6.a), (6.b) e (7) sao 

resolvidos para as condições de contorno. 

y = o 'o (ll.a) 

y =R '2 = o . (ll.b) 

Da adição das soluções das equações (6.a) e (6.b), re

sulta 

'o .= 

!R a (R- y) dy 
o 

Introduzindo a eq. (9) na eq. (6.b) e integrando, 

tém-se 

CP2g - -{?--) 

1 

2 

R 
J a(R - y) dy = 
ô o 

A continuidade da massa na película fornece 

ÔH 
2 7r J (R - y) (1 -a) p 1 ~ dy . 

o 

(12) 

ob-

. (13) 

(14) 

Nas eqs. (13) e (14), ôH representa a espessura máxima 

da pelÍcula, obtida da condição: 

a+ 1, da + 0 ay (15) 
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6. RESULTAIU) E CONCWSOES. 

Numa situação de interesse, as propriedades físi 
cas dos fluidos, p1 , p2, v1 são conhecidos, assim como 
o raio, R, da seção do canal e os fluxos mássicos ~ e 

M2. Deseja-se calcular a tensão de cizalhamento, 'o , 
na parede e o gradiente de pressão dp/dz. Para aplic~ 
ção do modelo deve-se conhecer, ainda, os parâmetros a, 

b e ôG da função de distribuição de fases, a , e o co~ 

ficiente de atrito, cR. Para este, no entanto, nao 
existe relação proposta que corresponde à concepção do 

modelo de superposição. Inverte-se, assim, o proces

so, procurando-se determinar ~e 'o a partir dos da

dos experimentais de Clm [ 10] • Para facilitar a gen~ 
ralização do cálculo, o modelo analítico foi adimensi.Q_ 

nalizado, sendo os resultados apresentados utilizando-
se os seguintes parâmetros 

R T
0 

1/2 
R+=--(--) 

vl P1 

A eq. (12) estabelece a relação entre a queda de 
pressão total, P+, no escoamento e as contribuições do 
atrito na parede, R+, e da ação gravitacional, R*. Sua 

solução está apresentada na Fig. 1, com os números de 
Reynolds, Re1 e Re 2, como parâmetros. Sendo a queda 

de pressão despresivel quando não há escoamento de gás , 
a curva Re2 = O conf1mde-se com o eixo das ordenadas , 
- P+ R+ 3 /2 = O. Nesta situação, há equilíbrio entre 

as forças gravitacional e viscosa. Quando não há lí
quido, tem-se Re1 =O, a= 1 e a eq. (12), em forma a

dimensional, reduz-se a 

1 

2 

O primeiro termo da direita desta operação representa 

a contribuição da força gravitacional para a perda de 

carga, quando Re1 = O, correspondendo à linha paralela 

à diagonal, Fig. 1. 
Propõe-se, portanto, uma representação parame

trica do gradiente de pressão e da tensão de cizalha
mento na parede, para o escoamento descendente, bifás_! 

co e anular. Os limites da representação são a curva 
Re1 =O, que corresponde ao escoamento monofásico in

terno, e a curva Re 2 = O, que corresponde ao escoamen

to de uma pelÍcula líquida por ação gravitacional. 



36 

Na Fig. 2, é indicada a relação entre o coefici

ente de atrito,~· e o parâmetro adimensional P+, que 
representa uma forma combinada do gradiente de pressão 

e da tensão de cizalhamento na parede. 

•+-------+---~--~----~ -
K ~ 

•+-----~ · 

10-P+R+'lo-o '1 

Figura 1 

Uma comparação entre os resultados teÓricos para 

a perda de carga e aqueles calculados com a correlação 
empirica de Baroczy-Chisholm [11] é apresentada na 

Fig. 3, utilizando-se o multiplicador bifásico, 0i. de 
Lockhart e Martinelli. O erro relativo médio entre os 
resultados teóricos e os empiricos é 2,6%. Segundo 

Frieldel [12] , uma comparação entre esta correlação e 

resultados experimentais indicam um erro relativo mé
dio de 7,1%. Os resultados teóricos podem, em decorrên 

cia, ser classificados como muito bons. 

" 

I I I ~ I 
-...:::~ 

I Figura 

2 2: 400<Re,<1890 
15660<Re.<Z839 

.02 .04 .06 . 08 Cr .10 

SOO+--t:--t---
4>!,Ea~ 

100 I I I / 

31111 /--.)!-/-

zao+--..-L-h"---+----

·-~~~----4---~----~-

Figura 3 
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SUMMARY 

A model ih p~opohed to the annula~ two
phahe 6low, that p~ecindh a dete~minihtic 
~ep~eéentation o6 the gah-liquid inte~6ace ; 
the occu~~ence o6 each phaée in 6low 6ield ih 
exp~e6hed by a p~obability diht~ibution 
6unction. The vihcou6 inte~action betweenthe 
pha6e6 i6 ~ep~ehented by a 6~iction coe6-
6icient. Tne model ih appli ed to ai~-wate~ 
downwa~d 6low, giving ~ehulth that compa~e 
ve~y good with thohe o6 helected emp~ical 
co~~elation6 6o~ the p~ehhu~e g~adient. 
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No pl!.e6ei'Lte. tltabo.i.ho 6oJUtm 1te.a..UzadaA me.cü.dtu. de. 6Mcão de. vazio e.m ucoame.n 
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A compa.!Ulcão e~e o.6 1te..6uLto.do.6 obtido.6 e 0.6 da.do.6 de. O!Ltlw.6 a.u.tolte-6 mo.6bwu ha.ve.Jt 
uma boa concoltdãnci.a.. 

INTRODUÇÃO 

A importância do estudo de escoamento bifásico 
vem da ocorrência de escoamentos simultâneos de um 
lÍquido e um gás ou vapor em vários equipamentos in
dustriais tais como, caldeiras, evaporadores, troca
dores de calor ez mais recentemente, em reatares ~u
cleares, devido a necessidade de aumento de poten
cia térmica esEecÍfica. 

A obtençao de dados relativos às frações de 
vazio linear CR"l1:1) e espacial {R,.z) , bem como à d~ 
terminação do regime de escoamen~o é de fundamental 
importância para o entendimento fluido-mecânico de 
escoamento bifásico. 

Nos Últimos anos muitas técnicas tem sido de
senvolvidas e outras já existentes, foram aperfeiçoa 
das, com o objetivo de medir com maior precisão era 
pidez a densidade bifásica ou fração de vazio, eiii 
sistemas de escoamentos bifásicos. Resumidamente, po 
dem-se citar algumas técnicas largamente eiDEregadasT 
"probe" de condutividade elétrica [7], anemometro a 
fio quente [5], "probe" Óptico [2], válvulas de fe
chamento rápido [11], atenuação e espalhamento de 
radiações, tais c0100, beta [8], nêutrons [1), raios 
X [4] e raios gama [9]. ~ 

O objetivo do presente trabalho e desenvolver 
a técnica de medida de fração de vazio, utilizando 
o método de absorção de raios gama, para aplicaçãono 
laboratório de termohidráulica do Departamento de 
Reatares e Circuitos Experimentais do JPEN-CNEN/SP. 

MS'roOO UfiLIZAOO 

Quando se deseja determinar a fração de vazio 
média~espacial ([gz), o_método da abs~rção de r~ios 
gama e um dos mais efic1entes. Este metodo cons1ste 
em se atravessar a secção de testes com um ou mais 
feixes de raios y e medir a intensidade transmitida, 
I. No caso de um único feixe, a secção de testes de
ve ser dotada de um mecanismo que permita a movimen
tação na horizontal, possibilitando, assim, que seja 
varrida todaa seção transversal do tubo. 

A atenuação de um feixe de raios gama monoener 
gético ao atravessar uma substância segue a lei ex~ 
ponencial : 

(1) 

onde, ~/p é o coeficiente de absorção específico do 
material, I é a intensidade do feixe incidente, I 
é a intensi9ade do fe1Xe emergente, p a densidade e 
x a espessura do material. 

37 

O coeficiente ~/p geralmente diminue com o au 
menta da energia do fÓton e independe do estado físT 
co da substância (sÓlido, lÍquido ou gasoso) [3).-

Quando um feixe de raios gama colimado atraves 
sa uma secção de testes, onde flui uma mistura bif~ 
sica, ao longo de uma corda, a radiação~é absorvi~ 
pelo material da parede do tu~, pelo gas e pela a
gua. A intensidade emergente e dada por [3], [9] 

I= I 0exp(-~PXP)exp[-~t(1-~g1 )Xd]exp(-~g~glXd), (2) 

onde: Xp = espessura total da parede 

~ = comprimento da corda interna do tubo 
~ .~ , ~t= coeficiente de absorção da parede , 
P g do gás e do lÍquido 

~g 1 = fração de vazio m€dia linear; relação e~ 
tre o volume de gas em uma corda e o vo
lume total (gás e água) na corda. 

Para um fluxo de gás-líquido, à pressãõ e tem-
peratura ambientes,~l?: é desprezível comparado com 
~t e pode-se demonstrar que [9] : 

onde: I t = 

I = g 

R _ log I/If 
g1 - log Ig/~ 

(3) 

intensidade emergente quando o tubo con
tém apenas lÍquido 
intensidade emergente quando o tubo con
tém apenas gás 

I = intensidade emergente quando o tubo con
tém uma mistura gás-água 

A fração de vazio espacial, numa dada superfí
cie transversal da secção de testes,é a relação en
tre a área ocupada pelo gás e a área transversal to
tal da secção de testes. Quando um feixe colimado 
de raios gama varre essa secção transversal, a fra
ção de vazio média espacial Otgz) é obtida integran
do-se ltg.1 : 

1 ;y=R ~~ ~ z= -z ZVR~ -y- ~ 1 (y) Cdy) 
g ~R g 

(4) 

y=-R 
onde R é o raio interno do tubo e y é a distância do 
eixo do tubo ao feixe. 

ARRANJO EXPERIMENTAL 

O dispositivo experimental é composto de um 
circuito de água, um circuito de gás,a secção de 
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teste, uma fonte de raios gama, detector de radiação 
e eletrônica associada. 

a) Circuito de Água: 

Esse circuito ~era à pressão e temperatura am 
bientes e é constitu1do por um reservatório, bomba~ 
secção de testes, ~recanismo de movimentação, manôme
tros e rotãiOOtros, conforme a Figura 1. 

FONTE E 

SISTEMA 
DE MEDIDA 

DE RADIAÇÃ~ 

CILINDRO 

ROTAMETRO 

o lo o o 

RESERVATÓRIO 

DE ÁGUA 

Figura 1. Esquema do Circuito Experimental 

b') Circuito de Gás 

O gás, nitrogênio, é introduzido no circuito 
de água através de um bocal injetor. O bocal foi 
construído e montado de tal modo que o gás, quando 
injetado na água, se dispersa homogenea~rente. 

c) Secção de Testes : 

A secção de testes consiste de um tubo cilÍn
drico de vidro na posição vertical , com 16mm de diã 
metrd interno , fixado em um mecanismo que permite 
sua movimentação tanto na horizontal quando na ver
tical. 

d) Equipamentos de Medida de Radiação : 

O sistema de medidas é composto de um detector 1 

Iodeto de SÓdio ativado com Tálio acoplado a uma fo
tomultiplicadora, colimador de 2mm de diãiOOtro, pré
amplificador, fonte de alta tensão, amplificador li
near, analisador monocanal, temporizador e impresso
ra, conforme Figura 2. 

~ 
L____j 
Césio-137 

68mCi 

NAI 
'V + 

Folomulliplicadora 

l!mparizador 

Ampificadar 

Figura 2. Esquema do Sistema de Medida de Radiação 

e) Fonte de Raios Gama : 

Foi utilizada uma fonte de raios gama de Césio-
137 de 68 milicuries cuja meia vida (Tl/2) é de apro
ximadamente 30 anos e energia de emissao 662 KeV. 

CARACTERIZAÇÃO DOS REGIMES DE ESCOAMENTO E 

DA FRAÇÃO DE VAZIO 

MEDIDA 

Para escoamento bifásico ascendentel em tubos 
cilÍndricos de 16mm de diãmetro interno, a pressão at 
mosférica, Roumy [11] correlacionou a fração de va ~ 
zio Ot~2) com as velocidades superficiais do gás (JG) 
e do liquido (Jt ) através da expressão: 

JG 
~g2 = 0,9 J t + 20 (S) 

onde a velocidade superficial é a relação entre a va
zão do fluÍdo pela área total de escoamento; JG e Jt 
são dados em cm/s. 

Foram simulados vários regimes de escoamento bi 
fásico, variando-se as vazões de gás desde 0,01 a O,T 
m3 /h e de água desde 0,15 a 0,44 m3 /h. As frações de 
vazio foram calculadas, através da expressão (S),para 
cada regime observado visualmente e introduzidas na 
carta teórica de Taitel e Dukler [12], conforme Figu
ra 3. 

Medindo a intensidade emergente em cada corda , 
foram levantadas as curvas do perfil de escoamento pa 
ra o tubo cheio de água, tubo vazio e para uma mistu~ 
ra gás-água (0,1 m3 /h de gás e 0,17 m3 /h de água),re
presentadas na Figura 4. Como pode ser observado, a 
maior taxa de contagem ocorre com o tubo vazio,pois , 
praticamente não há absorção de radiação gama. A taxa 
de contagem na região interna do tubo vazio é menordo 
que a contagem na região externa à seção de teste, de 
vido à absorção de radiação pelas paredes do tubo. 
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Figura 3. Mapa de escoamento bifásico ascendente em tubo cilÍndrico com a 
Fração de Vazio O[gz) em porcentagem, indicada. 
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Figura 4. Curvas de~rfil do escoamento para tubo 
cheio de agua, tubo vazio e tubo com mis
tura ~ás-água (0,1 m'/h de gás e 0,17 m'/ 
h de agua) 

Mantendo fixa a vazão de água em 0,17 m3 /h e va 
riando a vazão de gás de O ,01 a O ,1 m' /h, foram medi7 
das as intensidades emergentes. Para cada par de va -
zão de água e ni trogênio, em cada corda do tubo, fo
ram feitas 10 contagens de 40 segundos cada uma. Uti
lizando as relações (3) e (4) foram determinadas as 
frações de vazio médias linear e espacial, ~1 e 
~g2· Na Figura 5 são apresentados os resultaáos obti
dos para Rgz• em função da vazão do gás, QG. 

DISCUSSÃO E ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Para as faixas de vazões utilizadas, observou -
se visualmente a predominância de dois regimes cara
cterísticos: bolhas e "slug", comprovado pelos resul
tados experimentais da Figura 3. Para o regime "slug" 
há um desvio de comportamento entre os dados experi -
mentais e os resultados de Taitel e Dukler [12] nas 
vizinhanças da curva de transição bolhas-"slug". Com
parando com outros autores, por exemplo [6], verifi
ca-se que esse desvio ocorre frequentemente quan
do se comparam entre si dados experimentais e teori -
cos, devido, principalmente, às pequenas diferençasna 
geometria e condições da experiência. Conclue-se, por
tanto, que os resultados o~tidos estão coerentes e pe! 
mitem a caracterização do regime de escoamento. 

Referente ã fração de vazio média espacial, ob
serva-se na Figura 3 que, apesar de existirem poucos 
pontos, a transição do regime bolhas para "slug" se 
caracteriza por frações de vazio na faixa de 30%, con 
cardando com os dados obtidos por Mishima [6] e 
Rouhani [10]. 

As frações de vazio obtidas por Roumy [11] uti
lizando a técnica de válvulas de fechamento rápido,fo 
ram introduzidas na Figura 5, para comparação com os 
resultados obtidos neste trabalho. Como pode ser ob -
servado, houve uma boa concordância entre os resulta
dos dos dois trabalhos. 
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Figura S. Comparação entre as frações de vazio medi
das e as obtidas por Roumy [11], em escoa
mento bifásico ascendente dentro de tubo 
de 16mm de diâmetro interno, à pressão at
mosférica e temperatura ambiente. 
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SUMMARY 

The p~eAent wo~ deal4 with exp~ental vo~d 
6Jta.cti.on mea.L>uJr.emen.t.t. ~n .Wo-phMe IOO..t~-nd:ltogen 6.tow, 
by u.úng a gamma lta.!J a..ttenua..ü.on techniqu.e. Sev~ 
ypwa.Jtd .WO-pha.t.e 6.tow lt.eg~eh ~n a v~ca.t tu.be w~e 
~~u..e.ated. The wat~ 6.tow WQh v~ed 61t.om 0,75 to 
0,44 m3 /h whi.e.e ~e nd:ltogen 6.tow WQh valt.ied be.tJAJeen 
0.07 and 0.7 m3 /h. The mean vo.tu.m~c vo~d 6Jta.cti.on 
WQh det~ed ba.t.ed on the mea.L>uJr.ed mean Ültealt. vo~ 
6Jta.cti.on 6011. each 6.tow cond.Ui.on. The lt.ehui.U w~e 
compa!t.ed with oth~ authoM data and ~howed a good 
aglt.eement. 
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ca do Jte.vutime.nto com o Jte.6!U.ge.Jtant.e. e. com o combMÚ.ve..t. So.tucõu t!W71êlú~ ~ã.o ob-: 
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do~ nu.mélt.<.co~ ~ão apJtue.n.tado~ mo~.tJta.ndo a e.vo.tucã.o da 6Jte.nte de. Jte.mo.e.h.ame.nt.o. 

INTROOOÇÃO 

Nos reatares tipo PWR, um dos componentes vitais 
para a segurança da planta é o circuito primário, res
ponsável pela refrigeração do núcleo do reatar. Por is 
so mesmo, no licenciamento de centrais nucleares é -
obrigatória a análise do acidente de perda de refrige
rante (LOCA). Este acidente, causado pela ruptura da 
tubulação do circuito primário e a perda, em um tempo 
extremamente curto, do refrigerante nele contido, con
duz a um aumento da temperatura do revestimento da va
reta combustível, quer pelo calor armazenado nas pasti 
lhas, quer pela geração de calor por decaimento dospiõ 
dutos de fissão. -

Para evitar que a temperatura do revestimento au 
mente excessivamente, o que poderia causar a fusão do 
revestimento e conseqüentemente a liberação de produ
tos radioativos para a contenção, entra em ação o Sis
tema de Refrigeração de Emergência injetando água no 
núcleo. No entanto, acima de um certo valor da tempera 
tura da superfície do revestimento, chamada temperatu~ 
ra de Leindenfrost (BL), o refrigerante não consegue 
fazer cantata com a mesma. Como, durante um LOCA, as 
temperaturas no revestimento são geralmente maiores 
que BL, o remolhamento só se processará, efetivamente, 
na região do revestimento cuja temperatura já tenha si 
do rebaixada até esse limite. À medida em que o refri~ 
gerante molha o revestimento, estabelece-se uma frente 
de remolhamento, à montante da qual o revestimento já 
foi molhado e à jusante da qual ele está seco. A fren
te de remolhamento atinge, após algum tempo, uma velo
cidade e um tamanho que se manterão praticamente cons
tantes até o final. Após atingir essa condição, a fren 
te de remolhamento passa a ser denominada de frente es 
tacionária. -

A maioria dos trabalhos publicados [1-3], nesta 
área, procuraram caracterizar a frente estacionária. 
Para isso,adotaram um modelo térmico para o revesti
mento, desacoplado do fluido, fixando um perfil de 
transferência de calor com o fluido e trabalhando com 
um referencial móvel com a frente (velocidade constan
te). Com isso, eliminaram a dependência com o tempo e 
obtiveram soluções semi-analíticas (desenvolvimento em 
série) para o campo de temperaturas no revestimento. 
No trabalho [4] esse acoplamento é considerado e o mé 
todo de diferenças finitas é empregado para a obtençãO 
de soluções numéricas. 

Nesse trabalho, baseado em [5], simula-se desde 
o aparecimento da frente de remolhamento até o estabe
lecimento da frente estacionária, com o que leva-se em 
conta os efeitos provenientes da entrada e saida do re 
frigerante. Admitindo- se que a injeção de água no nú= 
cleo é feita por baixo, a simulaçao do aparecimento da 
frente é conseguida mediante a definição de um coefi
ciente de transferência de calor no contorno inferior 
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da vareta. O problema transiente da condução de calorno 
revestimento da vareta combustível é resolvido no domí
nio bi-dimensional mostrado na figura la. Para simular 
a interação térmica entre a superfície do revestimento 
e o fluido a ela adjacente, assume-se, ao longo da vare 
ta, um certo perfil para o coeficiente de transferência 
de calor (fig. lb). 

Soluções numéricas desse problema são obtidas 
usando-se o método dos elementos finitos para a discre 
tização do domínio espacial, e uma variante do esquema
de Crank-Nicolson para o avanço da solução no tempo. 

z 

-----
----

(a) ( b) 

lf1IIIÇio - ' -.lo I : .. ''u 
aio J: : .. <Is < l t 
llllllo ll: .. a 1t ... 

H 

Fig. 1. a) Domínio de definição do problema. b) Aproxi 
mações para o perfil do coeficiente de transíe 
rência de calor 

FORMULAÇÃO 00 PROBLEMA - DESENVOLVIMENTO 00 IDDEW 

Os limites,inferior e superior,da frente de remo
lhamento,são os pontos do revestimento que estão respec 
tivamente à temperatura de ebulição incipiente (BIB) e 
à temperatura de Leindenfrost (BL). Para simular o apa
recimento da frente, estabelece-se um coeficiente de 
transferência de calor constante (HF) no contorno infe
rior da vareta. Esta transferência de calor faz com que 
a temperatura na parte inferior da vareta diminua. A 
partir do instante em que as temperaturas, nesta região 
do revestimento, se tornarem menores que BL , a vareta 
começará a ser remolhada, passando a existir uma trans
ferência de calor no contorno lateral, entre a vareta e 
o refrigerante. A frente de remolhamento est ará total-
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mente formada quando aparecer na parte inferior do re
vestimento a temperatura 9IB· 

Considera-se que a frente estacionária está esta
belecida, a partir do instante em que a velocidade e o 
tamanho da frente de remolhamento assumem valores que 
se mantém praticamente constantes. Para se saber a velo 
cidade e o tamanho da frente deve-se conhecer a distri 
buição espacial e temporal da temperatura no revestimen 
to da vareta combustível. Assim sendo, é necessário re~ 
solver a equação da condução de calor dependente do tem 
po no revestimento. 

.. H~Óteses Utilizadas.~No modelo desenvolvido sao 
ut1l1za s as segu1ntes h1poteses: 

i ) Admite-se simetria axial e portanto o domínio de 
definição do problema é a região bidimensional n (fig. 
la). 
ii ) A temperatura no contorno superior do revestimen

to (fronteira r 1 ) é considerada conhecida e fixa no tem 
po, sendo seu valor igual à temperatura inicial do re ~ 
vestimento. 

iii) Admite-se que, no contorno entre o combustível e 
o revestimento (fronteira r 2), se possa ter fluxo pres
crito não-nulo. Deste modo, pode-se considerar,ainda que 
de forma simplificada, os efeitos do calor que continua 
a ser gerado no combustível pelo decaimento dos produ
tos de fissão, e também a redistribuição do calor acumu 
lado no combustível durante o funcionamento normal do 
reator. 

iv ) Os fenômenos termo-hidráulicos que governariam 
os diferentes mecanismos de transferência de calor, en
tre o revestimento e o refrigerante, não são considera
dos. Este problema é tratado de modo aproximado, de for 
ma que o efeito térmico do refrigerante sobre o revesti 
mente é indiretamente levado em conta pelo estabeleci ~ 
mente apriorístico de uma certa distribuição de fluxo 
de calor entre ambos (fronteira r 4 ). Para modelar o per 
fil do coeficiente de transferência de calor,entre ore 
vestimento e o refrigerante, foram utilizados dois tipos 
de aproximações que são mostrados na figura lb. 

Convém observar que, em qualquer das duas aproxi
mações adotadas, a despeito da escolha prévia do meca
nismo de transferência de calor entre o revestimento e 
o refrigerante, a distribuição da função H(z,t)J que de 
pende do conhecimento da posição da frente de remolha-
mento e do seu comprimento, só pode ser determinada uma 
vez resolvido globalmente o problema de condução de ca
lor no revestimento. Em outras palavras, esta condição 
de contorno, que introduz uma não-linearidade no proble 
ma, traduz, ainda que de forma aproximada, a interação
revestimento-refrigerante. 

v ) As propriedades materiais do revestimento irão de 
pender da aproximação usada para o perfil do coeficien~ 
te de transferência de calor entre o revestimento e o 
refrigerante. No caso da primeira aproximação (linha 
cheia na fig. lb) as propriedades materjais serão con
sideradas constantes por região, enquanto que, na segun 
da aproximação (linha tracejada) elas serão considera~ 
das variáveis com a posição axial. 

De acordo com as hipóteses anteriores, o problema 
a ser analisado é descrito por: 

- Equação da conducão de calor (regime transiente) 

div[-K(z,t)V9(x,z,t)]+p(z,t)c (z,t)S(x,z,t) =O; 
- p 

em nx [0, T] (1) 

onde 9~x,z,t) é o campo de temperatura do revestimento, 
e K(z,t), p(z,t) e Cp(z,t) representam respectivamente 
a condutividade térmlca, a densidade e o calor especÍfi 
co do material do revestimento. 

- Condição Inicial 

9(x,z~O) = 9
0

(x,z) (2) 

onde 90 (x ,z) é o campo de temperatura inicial do reves 
timento. 

- Condições de Contorno 

(i)S(x,z,t)I-L =S(x,t) emr 1 , 
Z- 1 

(3) 

onde 8 é a temperatura prescrita na face superior 
do revestimento. 

11 - z' " - q z, t ( .. ) K( t) aecx,z,t) I -- c ) 
oX X=Ü O 

em r2, (4) 

onde q0 é o fluxo de calor prescrito entre o combustí
vel e o revestimento. 

(iii) -K(z,t) SS(x&: •t)l =HF[9EF-9(x,L2,t)] 
Z=L2 

em r,, (5) 

onde SEF é a temperatura de entrada do refrigerante. 

(iv) K(z,t) ae(x&:•t)l =H(z,t)[9F(z,t)-9(ô,z,t)] 
X=Ô 

em r 4 , (6) 

onde 9F(z,t) é a temperatura do refrigerante e ô é a 
espessura do revestimento. 

No caso em estudo, o fluxo de calor entre o re
vestimento e o refrigerante é uma função seccionalmen
te contínua. E esperado, portanto, que numa pequena re 
gião da superfície do revestimento, próxima a frente -
de remolhamento, desenvolvam-se acentuados gradientes 
de temperatura. Assim, do ponto de vista de soluções 
numéricas, é mais conveniente a utilização de uma for
mulação variacional. 

Formulação Variacional. Define-se o espaço de va 
riaçÕeS adffiiSS1Ve1S V9 como sendo igual a 

v9 = {ê E L2 (n) ;C~ê)iE L2Cn);ê lr
1
=0; i=l,2} ; (7) 

e o conjunto de funções admissíveis K9 como sendo: 

K9 = {9 E L2 (n);(~9)iE L2(n);91r
1
=S; i=l,2} , (8) 

onde L2Cn) é o espaço das funções quadrado-integráveis 
em n, e r 1 é o contorno de n com temperatura prescrita. 

A formulação variacional do problema, equivalen
te à obtenção da solução fraca do problema da condução 
de calor, consiste na determinação do elemento 
9(x,t) E Ke que satisfaz a condição inicial (2), e 
que para cada tempo t E [O,T] verifica a forma varia
cional 

J {~9·~ê+pcp ~~ ê}dn-J ~êdr-J {HF9EF-HF9}êdf-
n r2 r, 

-J {H9F-H9}êdr 
r,. 

o 

de maneira tal que: 

e - g E v
9 

va E K
9 

subespaço e 

3 . 
ee(x,z,t) = L L.(x,z)eJ(t) 

j=l J 

vê E v
9 

(lO) 

e (x,z)E n , (11) 



OQde Lj(x,z) são as funções de interpolação looal e 
eJ(t) são os valores nodais da temperatura. 

A união, para um dado nó i da malha, das LiCx,z) 
de todos os elementos a que este nó pertence, ira for
necer a função de interpolação global associada ao nó 
i, e que corr~_t:ponde justamente à componente <Pi da ba
se do espaço v~. Adotando-se em cada elemento uma inter 
polação linear, vg fica definido como: -

~ = {Sh e Co;ehtne'" p1 w,e c: ~;ehlr =0} ' (12) 
1 

onde P1 é o espaço dos polinômios de grau menor ou 
igual a 1, e co designa o espaço de funções contínuas. 

Usando-se, para o campo de temperatura, a aproxi 
h N . . -

mação e= L <P - Cx,z)e1(t), e utilizando-se o método de 
i=l 1 

Galerkin na forma variacional (9), chega-se a um siste 
ma de equações diferenciais de 1~ ordem, que pode ser 
escrito matricialmente como: 

[C]{ê} + [K]{e} = {F} , (13) 

onde [C]ij=Jílpcp<Pi<Pjdn ; i,j=l,2, .•. ,N 

[K) .. =J KV<P.•V<P .dn+J HL<P -<P.df+J H<P.<P.df 1J n - 1 - J r --p 1 J r 1 J 
3 4 

i,j=l,2, ... ,N , 

{F}.=J q <P.dr+J HFeEF<P .dr+J HeF<P.dr ; 1 r o1 r 1 r 1 
2 3 4 

i=l,2, .•. ,N, 

e · T ·1 • ·N {e} ={e ,e2 , ••• ,e }. 

A determinação dos parâmetros ei, a partir dos 
quais fica caracterizado eh, exige a integração do sis 
tema de equações (13). Utilizando-se o esquema de 
Crank-Nico~son obtém-se 

1 1 1 
[2~t [Cn+l]+ 2~t [Cn]+ 2 [Kn+l)){en+l}= 

(14) 

onde levou-se em conta que [C], [K] e {F} dependem do 
campo de temperatura e,portanto, implicitamente, do 
instante considerado. Na expressão anterior,o índice 
(n+l) indica valores a serem avaliados no instante de 
cálculo tn+l=(n+l)~t e o índice n corresponde a valo
res conhecidos no instante anterior tn=~t. 

Como o sistema de equações (14) é não-linear uma 
linearização é feita pelo seguinte esquema iterati~o: 

1 i -1 1 1 i -1 i 
[2~t [Cn+l]+ 2~t [Cn]+ 2 [Kn+l)){en+l}= 

1 i -1 1 1 
=[2~t [Cn+l]+ 2~t [Cn]- 2 [Kn)){en}+ 

1 { i-1 1 
+ 2 Fn+l}+ 2 {Fn} ' (15) 

onde o índice i indica a iteração que está sendo reali 
zada. Assim, fixado o instante de tempo, repete-se o 
processo iterativo até que a convergência desejada se
j_a alc~çada, quando, então, um novo instante de tempo 
e cons:~.derado. 

O método de Crank-Nicolson, dependendo do passo 
de integração utilizado, ·conduz a wua resposta oscila-
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tória. Para isto ser .evitado seria necessário utilizar 
um intervalo de tempo muito pequeno para o avanço da 
solução, o que aumentaria muito o tempo de processamen 
to. Para se contornar este problema,adotou-se o proce~ 
dimento proposto em [6], que consiste em assumir que o 
valor calculado"'efi+l é apenas uma previsão que será 

utilizada para 'b cálculo final de e 1/z=Ce* 1+8 )/2, n+ n+ n 
o qual será a partida para o cálculo, no próximo passo, 
do valor final de en+l· Desta maneira, obtém-se um al
goritmo incondic~onalmente estável e que elimina o ca 
ráter oscilatório que existia anteriormente. 

RESULTAOOS NUMERICOS 

O modelo desenvolvido na seção anterior foi em
pregado no estudo do remolhamento de uma vareta combus 
tível, medindo 3.6 metros e com uma espessura de reves 
timento de 0.6 milímetros. Admitiu-se em todas as ana
lises que a temperatura inicial do revestimento era 
&w=SOOOC~ adotando-se um Eerfil,para o coeficiente de 
transferencia de calor,identico ao da figura lb em li~ 
nha cheia. Os resultados apresentados a seguir, foram 
obtidos com uma malha de (6x54) elementos,num total de 
220 nós. Na parte inferior da vareta, onde ocorre a for 
mação e estabilização da frente de remolhamento e,por
tanto, elevados gradientes de temperatura, a discreti~ 
zação envolveu (6x40) elementos, distribuídos numa al
tura de aproximadamente 20 milímetros. 

Na figura 2 é mostrada a variação, com o tempo, 
da velocidade U da frente de remolhamento, para diver
sos valores do coeficiente de transferência de calor 
Hp_no contorno inferior da vareta. Como pode ser obser 
vado, qualquer que seja esse coeficiente, a velocidade 
da frente, depois de algum tempo, irá alcançar um va
lor que se mantém constante até o fim do remolhamento. 
Denomina-se esta velocidade, que independe de HF, de 
velocidade TI da frente estacionária. O tempo de estabi 
lização, ou seja, o tempo que a frente demora para at~ 
gir um perfil estacionário depende de HF. Como era de 
se esperar, esse tempo é inversamente proporcional a 
HF. A figura 3 confirma que a velocidade U independe de 
HF para qualquer valor de Bs (n9 de Biot da região da 
frente de remolhamento). 

Na figura 4 é mostrada a variação de temperatura 
da superfície do revestimento com a posição axial na 
vareta. Vê-se, claramente, que a temperatura do reves
timento sofre uma queda brusca na região da frente de 
remolhamento. Pode-se observar ainda, nessa figura,que 
quanto maior for o número de Biot Bs da região da fren 
te tanto mais acentuada é a queda na temperatura. No -
caso de Bs igual a S, essa redução é muito drástica, e 

u 
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20 
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Fig. 2. Evolução da velocidade de remolhamento 
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Fig. 3. Velocidade da frente estacionária x HF 
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Fig. 4. Temperatura na superfície do revestimento 
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Fig. S. Temperatura na superf. do Tevestimento CBs=S.O) 

o fluxo de calor axial gerado é muito grande, de forma 
que o fluxo de calor radial, na região já remolhada, é 
insuficiente para evitar o aumento de temperatura que 
se nota ã montante da região da frente de remolhamento. 

A explicação anterior é justificada na fig. 5, on 
de plota-se a temperatura da superfície do revestimento 
contra a posição axial na vareta, para diversos valores 
do parâmetro (Bs/BF)· Como o valor de Bs é mantidoigual 
a 5, para diminuir esse parâmetro é necessário aumentar 
o valor do número de Biot BF da região já molhada. Com 
isso possibilita-se uma maior retirada de calor nessa 
região. Esperava-se que, com a diminuição desse parâme
tro, desaparecesse o aumento de temperatura observado 
anteriormente ã montante da frente de remolhamento, o 
que de fato ocorreu. 

Finalmente, na figura 6 comparam-se os resultados 
obtidos com o modelo desenvolvido nesse trabalho com 
os resultados do modelo proposto por Motta [3]. Pode-se 
observar que existe uma boa concordância entre eles. 
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Bs 
Fig. 6. Velocidade da frente estacionária x Bs 

CONCLUSOES 
Com o modelo desenvolvido neste trabalho é possí

vel simular desde o aparecimento de frente de remolha
mento atê o estabelecimento da frente estacionária. 

Como era de se esperar, soluções estacionárias 
são obtidas como limites de soluções transientes. Vale 
ressaltar que, mesmo nesses casos, justifica-se uma 
análise transiente, pois no intervalo de tempo decorri 

do entre a formação e a estabilização da frente de re 
molhamento podem ocorrer picos de tensões térmicas -
que poderiam comprometer a integridade do revestimen
to e que, eventualmente, não seriam detectados pór 
uma analise de tensões baseada no campo de temperatu
ras da frente estacionária. 

Por Último, em trabalhos futuros, pretende-se 
acoplar a esse modelo os fenômenos termo-hidráulicos, 
de forma a representar mais realisticamente a intera
ção térmica revestimento-retrigerante. 
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SUM-1ARY 

In ~ woAk a model 6oA the Aew~ng pAoblem 
IL64oUa..ted w.Uh the lo44 o6 c.oolan.t ac.c..úien.t .ú1. a PWR 
AeactoA ,U, pMpo4ed. A vaJI..Úl..Ü.Onal 6o.ltlnUla;t.{_on 60A the 
time-dependen.t heat c.onduction pAoblem on 6uel Aod 
c.ladding ~ U4ed, and appAop~e boundaAy c.ondition4 
Me IL64umed .ú1. OAdeA to úmul.a.te the thvunai. 
-ÚtteMction between the 6uel Md c.ladding and the 
6.tu..,i_d. A nume!Úca.l pMc.eduAe wfúc.h U4e4 the 6-i.n.ile 
elemen.t method 60A the 4pa.üal. fuc.Mtization and a 
CAank-Nic.ol4on-like method 6oA the 4tep-by-4tep 
in:tegAaü.on ,U, developed. Some num~c.al Ae4ulú Me 
pAe4en.ted 4how.i.ng the quenc.h 6Mn.t evolution and w 
4tatÃ..onMy pM6ile. 
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SEPARAÇÃO DE MISTURAS LÍQUIDAS EM 

ESCOAMENTO PELICULAR EM CANAIS INCLINADOS 
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1. INI'RODUÇÃO. 

A separação parcial ou totál dos componentes de 
misturas líquidas binárias é frequentemente conduzida 
utilizando-se processos com mudança de fase. O proces
so ocorre pela vaporização do componente volátil, com 
consequente enriquecimento da mistura, em relação ao 
componente não-volátil. ~ condição para este processo 

a existência de diferença significativa entre os valo
res da temperatura de saturação de cada componente , 
pressão do sistema. Em algunas aplicações , é também de 
interesse dispor-se do componente vaporizado novamente 
na fase líquida, caso em que se segue a condensação do 

mesmo. Em si tuações em que a temperatura de saturação 
do componente volátil é relativamente baixa (T < s 
100°C, por exemplo) e, quando sua entalpia de vaporiza 
ção é pequena, é possível o emprego de fontes de calo; 
de baixa densidade (< 5000 W/m2 , tipicamente) para 
consecução do processo. Como exemplos específicos de~ 
tas situações, citam-se a separação de misturas água
amônia e água-brometo de lítio em ciclos de refrigera
ção por absorção, e a dessalinização da água do mar 
[1] . 

Este trabalho apresenta um modelo simplificado 
de um sistema evaporador-condensador para misturas lí

quidas bicomponentes; o seu detalhamento exaustivo é 
encontrado em Bragança [2]. O modelo calcula o fluxo 
de condensado, o grau de enriquecimento da mistura, as 

temperaturas e demais parâmetros relevantes em função 
dos influxos de energia e de massa no sistema. 
2. SISTEMA EVAPORAOOR-CDNDENSAOOR. 

O sistema evaporador-condensador é composto por 
duas placas planas paralelas, impermeáveis, de compri
mento L e largura b, separadas entre si de uma distãn

cia d e inclinadas de um ãngulo e em relação ã hori zo~ 

tal. O sistema recebe, através da placa inferior, um 
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fluxo de energia por unidade de área, q, e, através 
de uma abertura de altura ô , um fluxo mássico M o ' o' 
de uma mistura líquida bicomponente, miscível em to-
das as proporções, com uma fração mássica c do compo o -
nente não volátil. 

A mistura lÍquida escoa sobre a placa inferior, 
por ação gravitacional, na forma de uma pelÍcula del
gada de espessura ô(x), onde x representa a variável 
longitudinal. A uma dada distãncia da entrada, o flu
xo mássico é M(x) e a fração mássica do componente 
não-volátil, c(x). A temperatura da placa inferior é 
T2 (x). O fluxo de energia atravessa a película infe
rior, por condução térmica, chegando à superfície des 
ta, onde é utilizado para vaporização do component; 
volátil. A temperatura da superfície da película in
ferior, T s , é a de saturação na pressão reinante no 
sistema. 

O vapor do componente volátil, assim obtido, as

cende isotermicamente em direção à placa superior, o~ 
de condensa, já que a temperatura desta é menor que 
a de saturação, T1(x) < T . A massa condensada escoa 

s ' 
então , por ação gravitacional, formando também uma ~ 
lícula delgada de espessura ôc(x), sob a placa supe
rior. A temperatura da superfície desta película é, 
também, Ts,e o fluxo mássico de condensado Mc(x). Fi
nalmente, a entalpia liberada no processo de condens~ 
ção é conduzida através da película e da placa supe
r iores, sendo dissipada para o ambiente externo à tem 

peratura T
00

• 

O modelo completo, desenvolvido por Bragança [ 2], 
tem o objetivo de avaliar o desempenho do sistema q~ 
do o influxo de energia ocorre por radiação térmica, 
através da placa superior. Neste caso, a placa infe

rior deve ser um absorvedor, que transfere, agora por 
condução, a maior parte deste influxo para a pelícu
la. De forma semelhante, após a condensação, o fluxo 
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de energia é transferido para o exterior por convecção 

e radiação. Relevante no modelo proposto é a forma co

mo são tratados os processos de mudança de fase e de 

transferência de calor por radiação . Para o primeiro, 

adota-se o modelo clássico de Nusselt [ 3 ] , para o 
escoamento pelicular com mudança de fase. Para o se~ 
do, considera-se que o efeito de múltiplas reflexões 

do fluxo de energia radiante, entre as superfícies que 

limi tarn o sistema, pode contribuir para uma melhor e fi 
ciência do processo [ 4 J . Como, devido à ext ensão oo trab~ 
lho, não é possível descrever o modelo na sua integra, 

procede-se uma parametrização da condição de aquecime~ 
to, como desenvolvido a seguir. 

3. A MUDANÇA DE FASE. 

Para formulação do modelo, supõe-se que: a) o e~ 
coamento em ambas as pelÍculas é laminar, em regime 

pennanente; b) as forças inerciais são pequenas, comp~ 
radas às forças gravitacional e viscosa; o sistema é 

isobárico; c) são despresíveis os efeitos convectivos 
de transferência de calor, em relação à condução de ~ 

lor na direção transversal; d) as propriedades termofi 
sicas dos componentes da mistura são constantes; e) a 

camada de vapor entre as pelÍculas líquidas é isotérmi 

ca, em estado de saturação. 
Um balanço de massa para todo o sistema e para 

o componente não-volátil fornece, respectivamente, 

M = M + M o c 
M_ = c M = cM 
-"B o o Cl) 

Da solução da equação do movimento, com as hipóteses 

assinaladas, resulta para as pelÍculas inferior e su

perior, respectivamente, 

• 1 2 3 M=-p bo gsene 
3n 

• 1 2 3 M = -- p b o g sen e , 
c 3 c c 

onde, para 

X = 0: O = O o 

o = o c 

nc 

M=M o 

M =o 
c 

c = c o 

C2 .a) 

C2 . b) 

C3 .a) 

C3.b) 

A solução da equação da energia térmica para ambas as 

película_s é 

k 
q = ~ CT - T ) 

o s 1 
c 

k 

ó 
CT2 - Ts) C4) 

2 

Para o processo de mudança de fase nas superfícies pe
liculares, tem-se 

d. 
q = _1_ t.h Me b v ------ ~ 

dx 
CS) __ 1_ t.h dM 

b v dx 

onde t.h é a entalo ia de vaporização. Introduzem-se pa v • -
ra a massa específica p , para a viscosidade dinãmica n 
e para a condutividade térmica k, as relações 

_1_,~+~ _l_=_c_+~ C6.a) 
p PB pc T1 nB nc 

_1_=~+~ C6 .b) 
k kB kc 

A formulação é, a seguir, adimensionalizada, uti 

lizando-se as definições: 

+ X o+= _o_ X -- , 
L o o 

+ =~ + Tlc 
p , T1 --

PB TlB 
" 

M ·yn 
T+ = __!_ •+ c M =- , c M o 

A = Tlc kc L Too 
Pz t.h g o 4 

c --v o 

T 
00 

o+ o c 
C7 .a) , = -- .. , c o o 

G 

+ kc ' ' C7 .b) , k =- . , 
kB 

f + =~ C7 .c) , q , 
kT coo 

C7 .d) 

Ainda, para a condição de fluxo de calor constante na 

parede ao longo do escoamento, tem-se 

n = O B =A q 
+ CB) 

e, para a condição de diferença constante de temperat~ 

ra, Ts - T
1

, ao longo do escoamento, 

n = 1 B = A CT+ - T+) 
s 1 

C9) 

Combinando-se, finalmente, as equações Cl) a C9), 

chega-se a 

o+ C3 + n) = C3 + n) _B- X+ C lO) 
c sen e '"'11. 

M+ [ 1 - c c 1 - p +)] 2 + 3 Cll) c = o o , 
1 - c c 1 - T1 +) c 

o 
r 

c o I . . ,_.-L .. C12) c 
- 1 - M+ 

c 



ô ... 3 Cl- M~) 
1 -c (1 - T) +) 

[ 1 _ c (1 _ p )r . o 
1- c (1- rt) 

(13) 
1 -c (1- p ) o 

+ 1 q 
(T: - T~) 1 (T+ - T+) --- (14) 

ô+ +c + ô 1- c(l- k )] 2 s 
c 

A fração mássica apresenta valores limites cor

respondentes às situações de vaporização nula e total 

do componente volátil, ou seja, c
0 

~ c ~ 1 . Em decor
rência, vem, da eq. (12), O < M+ < 1- c. Das equa-

- - c - o 
çoes (10) e (11), conclui-se, que haverá vaporização 

+ total, se, para O .::_ x .::_ 1 , 

t 1 - c (1 - n +) 1 3 +3 n 
B ~ !en e (l _ c ) ___ o=-----

x (3+n) 0 [l-c
0

(1-p+)] 2 (15) 

Naturalmente, esta condição estabelece um limite para 

aplicação do modelo. Para um mesmo valor do parâmetro 
B, pode-se mostrar, das eqs. (7.d), (8) e (9), que 

o 1 (16) 

Observando a eq. (5) e que ô~ < 1, sempre, conclui-se 

que haverá maior fluxo de condensado para a situação 

em que n = 1, ou seja, Ts - T1 = cte .. 

4. RESULTAOOS. 

A Fig. 1 mostra a influência da condição de 
aquecimento e da inclinação do sistema sobre o 
mássico de condensado para x+ = 1 c = O 5 e 

+ ' o ' 

fluxo 
+ 

p 

n = 0,25. Observa-se, como inferido da eq.(l6), que 

um mesmo valor do parâmetro B implica num maior fluxo 

do condensado quando n = 1. Esta tendência aumenta com 

a inclinação do sistema, diminuindo para maiores valo
res de B, cujo valor máximo ê o calculado com a eq. 

+ (15), para x = 1. A diminuição do fluxo de condensa-

do com maiores valores do angulo e se deve ao menor tem 

po de permanência da mistura no sistema, pois a veloc~ 
dade do escoamento é maior. 

O valor máximo do parâmetro B está representado 

na Fig. 2, que mostra a relação entre a fração mássica 
+ -c em x = 1 e aquele parametro, para diversos valores 

+ + p = n = 0,25. Observa-se um maior dec ee=l 0 

o' ' 
enriquecimento da mistura para a condição com diferen-

ça constante de temperatura, n = 1, em relação àquela 

com fluxo constante, n = O. Para um valor dado de B, 

a relação entre a fração mãssica para x+ = 1 e c
0 

di
minui à medida que a fração mãssica na entrada aumen-

ta. 
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Figura 2. 

A Fig. 3 mostra, finalmente, o perfil das pelíc~ 
las, ou seja, a variação de sua espessura ao longo de 
+ ~ + + 

X , para B = 10 , c
0 

= 0,25 e = 3° e p = n 
0,25. A altura do canal deve ser tal que, para x+ 1, 

nao haja contato entre as pelÍculas, ou seja, d~ô; + 
ô+. 

A avaliação dos efeitos de variações dos parâme
tros p+ e n+ indicam que a fração mãssica não se alte

ra, para as mesmas condições iniciais. No entanto, pa 
ra a situação em que n =O, B = 10- 3 , n+ = 0,25 , 

+ c
0 

= 0,5 e e= 3°, aumentar p de 0,25 para 0,75, pr~ 

voca uma variação em M~ , de 3, 7 10- 2 para 7,2 10- 2 . 

Esta variável é, porém, relativamente insensível à va
riação de n+. 
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Conclui-se, portanto, que o modelo desenvolvido 
pode ser utilizado na estimativa da viabilidade de a

plicação do sistema evaporador-condensador descrito, 
para a separação de misturas líquidas bicomponentes. 
Para comprovação dos resultados é, porém, necessário 
sua comparação com resultados experimentais. 
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SUMMARY. 

A model ió p~opoóed 6o~ the óepa~ation 

o6 two-component liquid mixtu~eó by way o6 
change o6 phaóe. One o6 the componentó vapo~

ióeó ai the óu~6ace o6 a liquid 6ilm that 
6lowó ove~ a heated inclined plate. The vapo~ 

condenóeó in contact with a cold plate, 
pa~allel to the 6i~ót one, 6o~ming alóo a 
liquid 6ilm. The condenóate maóó 6lux and the 

inc~eaóe on the maóó 6~action o6 the non-vola
tile óolute a~e calculated aó 6unctionó o6 
the ene~gy and maóó in6lux and the geomet~y 

o6 the óyótem. The p~opoóed model ió pa~t 

o6 a complete model 6o~ an evapo~ato~-con

denóe~ 6Y6tem that uóeó 6ola~ ene~gy, 6o~ 

example, on an ab6o~ption ~e6~iRe~ation cycle. 
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t apltuen:ta.do um 6u.nc..i.ona..t c.u.ja. ma.ulrú.za.cão eqc.úva..te ã Mfuç:ão de um .6.<.ótema. a.c.o 
p.ta.do de equ.aç:Õe.,t, cüneJtenc..i.a..ú, pa.Jtc..i.a..ú, linea.Jtu' o qu.a..t goveJtna. o movimento de um 
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giõu de 6fuido pu.Jto (onde .6Ô exi-óte o 6fuido) ou. de rn.<.ótu.Jta(onde exi-óte o 6fuido e 
um meio polto-60 pe.f..o qu.a..t o 6.f..~do uc.oa). A6 Jtegiõu de 6.f..r.údo pu.Jto e de rn.<.ótu.Jta -óão 
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não exi-óte tJtoc.a de mM-óa.. A tXtu..to de exemp.f..o é JtUo.f..vido um pltob.f..ema tXpic.o. 

INTRODUÇÃO 

Suponhamos um fluido Newtoniano escoando através 
de um canal, cuja seção reta é representada na figural. 
Tal escoamento é aqui denominado "Escoamento em Duas R~ 
giões'; sendo a região-1 chamada "Região de Fluido Puro" 
(onde só existe o referido fluido) e a região-2 chamada 
"Região de Mistura" (onde existe o fluido e um sÓlido 
poroso). 

IUIIÃO DE fLUIDO PUIIO 

INTEIII'ACE 

llt:etÃO DE JIIISTUIIA 

Figura 1. Escoamento em Duas Regiões, vista em corte 

Se o fluido em questão for Newtoniano, o escoamen 
to através da região-1 será governado pelas equaçõesde 
Navier-Stokes. Na região-2 o escoamento será tratado co 
mo o movimento de uma mistura contínua binária, compos
ta por um constituinte sólido e um constituinte fluido. 

Os campos v1 e v2 (campos de velocidade do fluido 
em cada uma das regiões), além de satisfazerem às devi
das equações de balanço, deverão satisfazer também cer
tas condições de compatibilidade sobre a interface que 
separa as duas regiões. 

Assim como o escoamento em duas regiões esquemati 
zado na figura 1, podemos ter um escoamento em var1as 
regiões, como é mostrado na figura 2. 

REGIÕES DE FLUIDO PURO 

REGIÕES DE MISTURA 

Figura 2. Escoamento em várias Regiões 

Em todas as situações, a serem aqui estudadas,s~ 
poremos o fluido Newtoniano e incompressível e as ma
trizes porosas rígidas, homogêneas, isotrópicas e sat~ 
radas pelo fluido. 

O objetivo deste trabalho e apresentar um funci~ 
nal cu3o máximo é atingido para o conjunto de campos 
de velocidades, nas diversas regiões, que satisfaz o 
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sistema de equações diferenciais parciais que governa 
o fenômeno, satisfazendo também as condições de compa 
tibilidade sobre as interfaces. Este princípio de má= 
ximo será aplicável a escoamentos onde não exista tro 
ca de massa pelas interfaces, existindo apenas troca 
de momentum através destas. 

ANÁLISE TECRICA 

Vamos apresentar sumariamente as equações que 
governam o escoamento de um fluido Newtoniano incom
pressível, com propriedades constantes, através de 
duas regiões. 

Numa re~ião de fluido puro o escoamento é gover 
nado pelas classicas equações de Navier-Stokes. Temos 
então o seguinte sistema de equações nesta região 

div v = O 
a v 

p (a~ +(grad ~):~) =div! + p_g 

~- = -P! + 2n ~ , ~ = (grad ~) s 

(1) 

(2) 

(3) 

Em regiões de mistura sÓlido-fluido (matrizes 
porosas rígidas, homogêneas, isotrópicas e saturadas 
pelo fluido) o escoamento é governado pelas seguintes 
equações, provenientes da Teoria Contínua de Misturas 
[1' 2]. 

div ~f = O (4) 

a~f 
p~(~ +(grad ~f)~f) = div !f+~f+P~Z. (S) 

s 
~f = (grad ~f) (6) 

(7) 

onde p ,n,p,~.~f'~s•!•!f'~'~f'~f'~'K e À sao respecti
vamente densidade do fluido, viscosidade, pressão,cam 
po de velocidades na região de fluido puro, campo de 
velocidades do fluido na região de mistura, velocida
de da matriz porosa, tensor tensão na região de flui
do puro, tensor parcial de tensão no fluido na região 
de mi·stura, parte simétrica do gradiente de v, parte 
simétrica do gradiente de ~f' força de interação sóli 
do-fluido, porosidade, permeabilidade específica e um 
fator adimensional que é função da microgeometria da 
matriz porosa. 
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Os campos v e Vf devem satisfazer a certas condi 
çoes de contorno~ Soore superfícies impermeáveis adota 
se a clássica condição de não deslizamento, tanto para 
~ quanto para ~· Sobre interfaces permeáveis (que se
param uma regiao de fluido puro de uma região de mistu 
ra) temos que impor duas condições que relacionem os 
c~os ~e~· Estas condições, discutidas em [2,3] 
sao expressas por 

~ = <P~f+(l-<P)~s 

<PTn•m = T n·m 
-- -f--

sobre a interface 

m sobre a interface 

com n·m = O 

(8) 

(9) 

sendo que a equação (9) pode ser escrita em função dos 
gradientes de velocidade com o auxílio de (3) e (6). 
Na equação (8) ~ é a velocidade da matriz porosa e na 
equação (9) os vetores n e m são respectivamente o ve
tor unitário normal à íntertace e um vetor tangente a 
esta. 

Podemos agora generalizar o modelo, até aqui 
aplicável a escoamentos em duas regiões, para escoamen 
tos em N regiões, escrevendo as equações (1),(2), (3)~ 
(4),(5),(6) e (7) na seguinte forma 

div v. = O 
-1 

élv. 
-1 pcp . (-élt +(grad v .)v . ) 1 -1 -1 

i=l,N (lO) 

-<P.grad p+À. <P~n~v.+ 1 1 1 -1 

<P~n 
- -K1 (v.-U . )+ P<P -~ , i=l,N (11) . -1 -1 1-'>-

1 

onde o índice "i" se refere a campos e parâmetros na 
i-ésima região. Se a i-ésima região for uma região de 
fluido puro teremos que 

<P· = À. = 1 
1 1 

1 
K. =o 

1 

(12) 

(13) 

Na equação (11) Ui é a velocidade da matriz poro 
sa da i-ésima região (se esta for uma região de mistu~ 
ra). 

As equações (18) e (19) são escritas para cada 
região (de 1 a N) e os campos Vi devem satisfazer às 
seguintes condições -

(1-cp . )U.+cp.v . 
J -J J-J (l-<Pk) Qk +<Pk~k (14) 

À.cp.D.n•m = Àk<PkDkn•m J J-J-- - --
(15) 

sobre a interface que separa as :egiões j ~ k: 
Pode ser· notado que a cond1çao (14) e valida pa

ra interfaces fluido puro-mistura como a equação (8) e 
que descreve a condição de não deslizamento sobre su -
perfícies impermeáveis se supusermos estas como sendo 
regiões de mistura onde a porosidade é nula. 

O PRINCIPIO DE MAxiMO 
Suponhamos agora um escoamento em várias reg1oes, 

em regime permanente, onde a parte convectiva da acele 
ração possa ser desprezada. Para um problema deste ti~ 
po a equação (11) se reduz a 

<P~n 
O = cp.~rad ~+À-<P~n~v.- -K1 (v.-U.) i=l,N (16) 

~ 1 1 -1 - 1 -1 

onde ~ é tal que 

grad ~ = -grad p + p_g (17) 

A solução de (16) sujeita a (15) é dada pelo con 
junto de campos ~ que tornam máximo o funcional TI da~ 
do por 

TI = I tJ À -<P~nD - •D .dv+J · cp .grad ~ ·v.dV 
i=lL Vi 1 1 -1 -1 Vi 1 - 1 

<P~n 
-J 2K

1 (v . -U .)•(v .-U.)dVl 
Vi i - 1 - 1 - 1 - 1 :J (18) 

onJe N é o número de regiões consideradas e Vi o volu
me de cada uma delas. 

A maximização de (18) é feita dentro de um espa
ço de campos~ que satisfaçam (10) e (14) e que, so
bre as interfaces, sejam tangentes a estas. 

Tomando a primeira variação de TI , considerando 
prescrito grad , obtemos que 

ôTI = I tJ 2À- <P~nD-· ôD . dV+J cp .grad ~· ôv.dV+ 
i=lL Vi 1 1 -1 -~ Vi 1 -1 

<P~ n 
+J - -K1 (v . -U.)• ôv . d~ (19) 

lT " • -1 - 1 - 1 
... 1 1 -

Aplicando o Teorema de Divergência, e impondo que a 
primeira variação de TI seja nula, ficamos com 

I J ~- <P ~ n~v - · ôv . +cp . grad •ôv. 
i =l Vil1 1 - 1 - 1 1 -1 

- --1-- (v . -U.)· ôv. dV+ 
K. - 1 - 1 - 1 
<P~ n - , 

1 

+I J (-2À.cp~ nD.n.• ôv . )dS =O 
i=l S. 1 1 -1- 1 - 1 

1 

(20) 

onde ni é a normal exterior à superfície Si. Temos en
tão de (20) que as equações de Euler-Lagrange são exa
tamente (16) e que as condições de contorno naturais 
serão dadas por 

N 
L J 2À - <P~ nD . n . • ôv . dS =O 

i=l S. 1 1 - 1-1 - 1 
1 

(21) 

Vamos mostrar agora que (21) fornecerá as condi
çoes (15). 

Cada superfície Si é composta por interfaces per 
meáveis que separam duas regiões e/ou superfícies im~ 
permeáveis. Cada interface permeável será composta pe
la interseção de duas superfícies Sj e Sk· Assim send~ 
(21) pode ser reescrita como 

N N 
L L 

i=l k=l J (À. cp~ nD - n.• ôV . +Àkcpk•nnnk· ôvk)dS+ 
sinsk 1 1 -1-1 - 1 =K- -

k i 

N 
+ L 
i=l 

J , . 2À . --~ D c~uperf1s1es 1~1n-i~i· ô~idS 
1mpermeaveis)nsi 

o (22) 

Uma vez que, sobre superfícies impermeáveis, os 
campos ~ são prescritos, a segunda integral é nula pa 
ra todo "i". -

Na primeira integral, se "i" e "k" forem regiões 
adjacentes então sinsk~0 e assim a equação (22) é sa
tisfeita se 

À -<P~nD . n.• ôv . +Àkcpk•nnnk• ôvk =O 1 1 - 1-1 -1 =k- -

para todo "i" e "k" tais que sinsk~0. 
Sendo sinSk a interface que separa as 

"i" e "k" então 

(23) 

regiões 



(24) 

Da equaçao (14) temos que 

<Piõ~i = <Pk6~k (25) 

Combinando agora (23), (24) e (25) podemos escre 
ver que 

À.<j>.D.n. •<j> . õv. +Àk<j>kn (-n.) •<j>.õv. 
1 1-1-1 1 -1 =k -1 1 -1 

o (26) 

ou seja, como õ~i é tangente ã interface 

(27) 

sendo esta condição idêntica a (15). 
Falta agora mostrar que o extremo de TI é um mâxi 

mo. Para isto tomemos a segunda variação do funcional
TI , o que fornece 

Õ2TI =-I r(2À .~~ nf (õD. · oD.) dV+ 
i=l L: 1 1 Vi - 1 -

1 

<P~n -
+ r J Cõ~ . · o~. )dv] 

i Vi 1 1 
-

(28) 

ou seja, o2TI<0 o que, neste caso, implica que o extre
mo encontrado, do funcional TI, é um máximo. 

ESCOAMENTO FM OOAS REGIOES ENTRE PLACAS PARALELAS 

Vamos, a título de exemplo, buscar uma aproxima
ção linear por partes para o escoamento de um fluido 
Newtoniano, com p e n constantes, através de duas re
giões compreendidas entre placas paralelas impermeáveis 
com movimento relativo, como mostra a figura 3. 

c:::=====r=============== - u 

REGIÃO DE FL.UI DO PURO 

(Va
1

) 

REGIÃO DE MI S T URA ( Vaal 
( MEI O POROSO S AT URADO) : · 

Figura 3. Esquema do Arranjo Estudado 

Suporemos que os campos de velocidades v1 (re
gião de fluido puro) e ~ (região de mistura)-possuem 
componente não nula apenas na direção x e que esta só 
depende da variável y. Assim sendo o nosso problema fi 
ca reduzido a -

d2 v 
-ª.!~!. xl 
ax + n ~ = o 

n.2n 
-~v 

K x 2 

sujeitas as seguintes condições 

v o 
x2 

v <j>V 
xl x2 

dv dv 
xl x2 

--ay= À<j>âY 

(29) 

o 0<y<h2 (30) 

em y=O (31) 

em y=h2 (32) 

em y=h2 (33) 
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v 
xl u (34) 

onde À, <P e K são constantes referentes à matriz poro
sa. 

Tomando como exemplo a situação particular em 
que U=l, a~/ax=l, n=l, K=l, À=l, h1 =l e h2=2 , onde as 
unidades devem ser consideradas dentro de um mesmo sis 
tema, temos a solução exata do problema dada por 

<j>v = A,_ coshy+B2 senhy+C2 x2 

2<y<3 

O<y<2 

(35) 

(36) 

onde A1 =-0,5, B1 =2 ,390 , C1 =-l,670, A,_=-1,0, B2=1,068 e 
C2=l,O . 

Vamos aproximar a solução acima por uma função 
linear por partes e contínua em cada região,através da 
maximização de TI. 

O tipo de aproximação proposta é expresso como 

<j>v = F.y+G. 
x2 J J 

(i-l)ôl+h2 ~~< iôl+h2 

Hi~N 

(j -1) ô2 ~y<jô2 

l~j~ 

onde N e M são us números de segmentos de reta que 
põem a aproximação na reg1ao de fluido puro e na 
gião de mistura respectivamente . Temos ainda que 

hl h2 
ôl = N ô2 = M 

(37) 

(38) 

com 
r e-

(39) 

Para a situação particular , proposta acima, uma 
aproximação com lO segmentos na região de fluido puro 
e 20 segmentos na região de mistura teria os coeficien 
tes das equações (37) e (38) dados pela Tabela l . -

Tabela 1. Os coeficientes de (37) e (38) 

k= ~= ~= Fk= ~= k= Fk= ~= 

l 0,340 0,430 1, 020 0,000 ll 0,459 0, 253 
2 0,240 0,640 0,930 0,009 12 0,434 0,280 
3 0,140 0,860 0,850 0,025 13 0,414 0,304 
4 0,040 1,090 o, 777 0,047 14 0,399 0,324 
5 -0,060 1,330 o, 713 0,073 15 0,387 0,341 
6 -0,160 1,580 0,655 0,101 16 0, 379 0,353 
7 -0,260 1,840 0,605 0,132 17 0,375 0,359 
8 -0,360 2,110 0,560 0,163 18 0,374 0,360 
9 -0,460 2,390 0,521 0,194 19 0,378 0, 354 

lO -0,560 2,680 0,487 0,224 20 0,385 0,340 

Uma comparação gráfica pode ser feita através da 
figura 4. Nas figuras 5 e 6 temos uma comparação entre 
a solução exata e uma aproximação, com N=lO e M=20, pa 
ra os casos onde U=l e a~;ax=O e U=O e a~;ax=l, com os 
mesmos valores para À,K,n,hl e h2. 

Nas figuras 4, 5 e 6 temos plotados, à esquerda, 
as soluções analíticas e, à direita, as aproximações 
com lO segmentos na tegião de fluido puro e 20 segmen
tos na região de mistura. Na parte acima da interface 
permeável temos o campo de velocidades na região de 
fluido puro vx

1 
e, abaixo desta , o produto da porosi~ 

de <P pelo campo de velocidades do fluido na região de 
mistura v 

x2 
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REGIÃO DE FWIDO PURO 

SOLUCÃO 
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MISTURA 

Figura 4. ~ = 1 e U = 1 
Vx1 .~vx2 

REGIÃO DE 
FLUIDO PURO 

Figura 5. ~ 

Figura 6. íl\ji 
ílx 

EXAlA 

APROXIMADA 

REGIÃO DE MISTURA 

vx1•~vx2 

O e U = 1 

REGIÃO DE FLUIDO 
PURO 

REGIÃO DE MISTURA 

APROXIMADA 

vx1 .0vx2 

1 e U = O 

CCMENTÁRIOS FINAIS 

A equação (9), aplicável a uma interface fluido 
puro-mistura, é proposta a partir da idéia de que o 
fluido, na região de mistura, recebe apenas uma parce
la ~. de força cizalhante, do fluido na re~ião de flui 
do puro. Esta idéia não tem comprovação teorica mas fT 
ca fortemente sustentada pelo fato de (9) surgir como 
uma condição de contorno natural na formulação varia -
cional do problen~. 

Pode ser observado que, em regiões de mistura um 
repouso, é sempre mais conveniente se trabalhar com o 
produto ~Vi do que com Vi simplesmente. Isto porque,so 
bre uma interface fluido puro-mistura, nestes casos, o 
valor da velocidade na região de fluido puro é igual ao 
produto ~Vi na região de mistura. 

Com-relação ao exemplo apresentado, não houve 
preocupação em se fazer ~ análise quantitativa de er 
ro, e sim em se apresentar uma aproximação através di 
maximização de n . Podemos constatar no entanto que, pa 
ra a aproximação proposta, o erro cometido foi muito -
pequeno, não ~assando de 0,1% na média. 

A existencia de um funcional cuja maximização é 
equivalente à solução do nosso sistema de equações di
ferenciais, é uma forte ferramenta para a obtenção de 
soluções aproximadas numericamente as quais são, em ge 
ral, necessárias em problemas envolvendo grande número 
de regiões e/ou geometrias mais complicadas [3]. 
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Foi estudado o comportamento fluido-dinâmico de xisto britado em 
lei to fluidizado recirculante, com velocidades de fluidização até l,lm/s, 
partículas inferiores a 5,0 mm e inventários de 7 e 12 Kg. 

Foram determinadas as taxas de recirculação e elutriação e o cor 
respondente diâmetro médio dos sólidos em função da velocidade de flÜÍ 
dização. o ' 

Os resultados foram obtidos experimentalmente em leito recircu -
lante com 0,30 m de diâmetro e 2,2 m de altura. 

INTRODUÇÃO 

Os escoamentos gás-sólido ascendentes 
verticais apres~ntam regimes de escoamento,de 
pendendo da vazao do gás, que vão desde o es~ 
coamento em fase diluída com transporte de só 
lidos em suspensão uniforme e porosidade pró= 
xima de um, até o regime de leito fixo, no 
qual as partículas acham-se imóveis. 

Entre esses dois extremos e agora depen 
dendo do particulado do leito, será possível
encontrar-se dois tipos de comportamentos dis 
tintos, se consideradas vazões continuamente 
decrescentes de gás . 

No primeiro comportamento passa-se por 
clara transição do escoamento em fase dilui
da para o escoamento em fase densa com bolhas, 
sendo a velocidade de transição do gás defini 
da como velocidade crítica. Subsequentes dimí 
nuições da vazão levam o leito de partículas
sólidas a uma segunda transição qual seja, o 
estado de leito fixo. 

No se~undo tipo de comportamento não há 
uma transiçao clara e definida entre os esta
dos de fluidização. Simplesmente, com a redu
ção da velocidade do gás, a suspensão vai se 
tornando menos uniforme e o particulado vai se 
juntando formando aglomerados que são trans -
portados, mas provocam também considerável re 
circulação no seio do escoamento. Esse estado 
é conhecido por leito rápido ou escoamento em 
fase densa sem bolhas 111. Subsequentes redu
ções da vazão levam ao leito denso com bolhas 
e posteriormente ao leito fixo. 

Note-se, como já ressaltado anteriorme~ 
te, que o fator que diferencia um comportamen 
to do outro é a distribuição granulométrica.-

0 leito fluidizado rápido apresenta~ 
de aplicação em reatares gás-sólido, sendo cãl 
sideradas vantajosas suas características de
maior uniformização de temperatura, e de pro 
cessamento de maior massa de sólidos por uní 
dade de volume do que na fluidização conven ~ 
cional em fase densa com bolhas. A queda de 
pressão no leito rápido é função da descarga 

& sÓliqos, ao contrário do que ocorre na 
fluidização convencional que é aproximadamen
te independente da vazão. 

O uso de reatares de leito fluidizado 
rápido com recirculação, para a queima de com 
bustíveis pobres ou de combustíveis com alto 
teor de enxôfre, tem se revestido de caracte
rísticas que permitem prever a efetiva con
quista de um lugar prÓprio como solução atra-
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ente para os problemas causados pela queima 
destes combustíveis. Ofe~ece ainda a mais ele 
vada taxa de liberação de energia por volume 
de fornalha. 

As informações disponíveis sobre leitos 
recirculantes na literatura aberta são escas
sas, pois não existe uma parametrização uni
versal para sua apresentação, e os resultados 
dependem das características do material, do 
equipamento, e das condi~Ões de operação. En
tre os resultados dispon~veis tem-se o traba
lho de Yeru~halmi ~ Cankurt I 3L ,que traz. a 
taxa de rec~rculaçao como funçao da veloc~da
de para F. C. C., com distribuição granulométri 
ca entre O e 130 ~m, diâmetro médio de 40 ~m 
e densidade de 1,07 g/cm3. Li 141 traz a taxa 
de recirculação para material com diâmetro mé 
dio de 56 a 105 ~m, densidade de 2,41 a 4,Sg7 
cm3 e velocidades superficiais de 1,5 a 7,0 
m/s. Yerushalmi, Turner e Squires 111 explo
ram a taxa de recirculação para sólidos de 
0,879 g /cm3 e diâmetro médio de 60 ~m, veloci 
dades superficiais de 2,4 a 4,5 m/s. Nenhum
destes autores entretanto, cobre a faixa estu 
dada por este trabalho para que se possa estã 
belecer comparações. -

Este trabalho faz parte do projeto em 
andamento visando a queima de finos de xisto 
britado, em combustor de leito fluidizado rá
pido. Procede-se aqui ao estudo do comporta -
mente fluido-dinâmico a frio do leito operan
do a baixas velocidades (1,1 m/s), Erevendo
se para uma próxima etapa a utilizaçao de ve
locidades de até 7,0 m/s. 

SISTEMA EXPERIMENTAL 

O sistema experimental construido é mos 
trado na Figura 1, e compõe-se basicamente de 
um reatar cilÍndrico com paredes transEaren
tes ligado a um ciclone separador. O diametro 
do reator é de 0,3 m, sendo 2,2 m sua altura. 

O sistema é constituído do injetor de 
ar primário, câmara do lei to denso, injetor de 
ar secundário, corpo cilÍndrico, ciclone, vál 
vula para coleta dos sólidos em recirculação 
e válvula fluidizada para reinjeção dos sóli
dos no reator, a qual é realizada logo acima 
do injetor secundaria. 

O ar de fluidização é introduzido pelo 
injetor primário, na base do reator, promoven 
do a formação do leito fluidizado em fase den 
sa com bolhas. A injeção do ar secundário au~ 
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O! 

! 

1 - Injetor de Ar Primário 
2 - Câmara do Leito Denso 
3 - Injetor de Ar Secundário 
4 - Corpo CilÍndrico 
5 - Ciclone 
6 - Válvul'a de Coleta de SÓlidos 
7 - Válvula Reinjetora , Fluidizada 

Fi gura 1 - Sistema Experimental 

menta grandemente a vazão interna do que resul 
ta o arraste das partículas sÓlidas, obtendo-
se então o leito recirculante. Os sistemas de 
controle e medida das vazões dos injetores são 
constituídos de válvulas tipo gaveta e placas 
de orifício. Os testes foram realizados com xis 
to britado do Irati, cuja distribuição granulo 
métrica é a dada na Tabela 1. -

Tabela 1 - Distribuição Granulométrica 
Material do Leito 

do 

Granulometria % Em Massa 

(mm) 

4 '76 - 2 ,o o '·r . { ·;; ... _ . o ,02 
.!l i."-">..~ I} .";! '• 'J: 1' 

2 ,00 - 1,19 .I! ,li.~ ... ·'ê:.dJ 'i. ..... , 14,9 3 

1,19 - 0,590 .rr-·:+ ,, r._ .. --.: J : '!- 40 ,03 

o ,590- o ,297 
t•" 4 i:~) f):· ~~-}:·:~ 

17,74 .:.r~--~.r:-!' 

o ,297- o ,149 ''r· t r,.,,.,: ~ 

12 ,83 

o ,149- o ,074 
-\.-r """'._~. ~~·· 

6 ,91 

o ,o 74 7 ,s 4 

Foram realizados oito testes, variando a 
velocidade do ar de 0,5 a 1,1 m/s e utilizando 
inventários de 7,0 e 12,0 k g de xisto, com den 
sidade de 2,386 g /cm3 e diâmetro médio de 247 
)Jm. 

ram: 
As principais informações pesquisadas fo 

- Taxa de recirculação como função da 
velocidade de fluidização e da granulo 
metria do material. -

- Elutriação de partículas sólidas atra
vés do ciclone, como função da veloci
dade de fluidização e da granulometria 
do material . 

A medida de vazão dos sólidos recircula
dos é feita através da válvula para coleta,que 
é uma válvula direcional rotatória que permite 
o desvio do fluxo de sólidos para fora do sis
tema, onde p odem ser coletados e pesados. O 
tempo considerado é a proximadamente 10 segun
dos, sendo os sólidos reintroduzidos no siste-
ma. 

Os testes duraram uma hora em média, sen 
do as medidas de recirculação de sólidos feitas 
no início e no fim, utilizando-se como valor 
final a média dos resultados obtidos. 

A elutriaç ão de partículas sólidas atra
ves do ciclone foi obtida pela pesagem, no iní 
cio e ao fim de cada teste, de um filtro de te 
cido colocado na saída superior do ciclone. -

A medida da distribuição de pressões ao 
lon g o do leito, e através de uma análise sim
p lificada, da distribuição lon gitudinal de po
ros i d ade, obtida para esferas de vidro na fai
xa de 50 a 100 IJ, consta de trabalho anterior 
i 21 • 
RES ULTADOS 

A Figura 2 mostra a relação entre a taxa 
de recirculação de sólidos e a velocidade de 
fluidização, para os dois inventários conside
rados , podendo-se notar a ~aior recirculação ~ 
sólidos com o aumento da velocidade e da massa 
do inventário. 

A Fi gura 3 apresenta a relação entre a 
taxa de elutriação de sólidos pelo ciclone e a 
veloc i da de de fluid i zação para cada um dos in
ventári os considerados. Há~~ aumento geral da 
elutriação eom a velocidade e com o inventário. 

A Figura 4 relaciona as taxas de elutria 
ç ã o e recirculação, não se podendo observar um 
e f ei t o c la r o d o inventário sobre estas variá-
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veis, o aumento da recirculação sendo acompa
nhado por um aumento da elutriação. 

~ importante observar que a taxa de re
circulação medida é, na realidade a recircula 
ção externa ao corpo do reator, ou seja, aque 
la que passa através da parte inferior do ci= 
clone. Verificações visuais indicam, no entan 
to, que há uma recirculação aparentemente ex= 
pressiva dentro do corpo principal do reator, 
na forma de material sólido ~ue cai de volta 
ao leito pela região mais proxima à parede • 

1600 

O Inventdrio 12 kQ L )( 1400 

A Inventário 7 kQ. 
ll. 

1200 o o 

r. A _j ...... 
,..1000 .........-.... 

o.),l 

UJ 
1 b ..., 

800 

o 
l o 
u 

600 o o A 

" 
UJ 400 

A .. 
" 200 

~ qo 
o .... 

lO 20 30 40 50 60 70 ao 90 
.C O 

To xa de Recirculaçlio SÓlidos W ( Q/S) 

" 3: J. 

Fig 4 - Relação Entre Taxa de Elutriação e 
Taxa de Recirculação de SÓlidos 

A Figura 5 apresenta o diâmetro médio 
das partículas sólidas em função da velocida
de de fluidização. A informaçao foi levantada 
apenas para o inventário de 7 kg, e o diâme -
tro apresentado corresponde ao do material que 
permanece no leito, i.e., não é elutriado, a 
pós uma hora de operação. A informação 1 evan= 
tada parece indic~r que com o aumento da velo 
cidade do ar são elutriadas mais partículas fL 
nas, aumentado a granulometria do material que 
uermanece no leito. Paralelamente não há uma 
p arametrização adimensional que represente a
dequadamente os resultados obtidos, sendo u
sual a representação como apresentada nas 
figuras de 2 a S . 

O xisto tal como recebido tem um teor 
de umidade de cerca de 5 a 6%. Se utilizado di 
retamente nas corridas experimentais sua secã 
gem pelo ar de fluidização provoca uma queda 
de temperatura na superfície externa das pare 
des do equipamento, com consequente condensa= 
ção da umidade do ar atmosférico, além da ade 
rência do material às paredes intern~s. Proce 
deu-se, portanto, à uma secagem inicial dÕ 
xisto, usando-se ar a uma velocidade baixa 0 0 
suficiente para não provocar arraste, por um 
perÍodo de duas tioras. 

CONCLUSOES 

Foi construido um reator operando com 
leito fluidizado rápido e levantou-se experi 
mentalmente os dados necessários para a carac 
terização do desempenho fluido-dinâmico do xiS 
to britado de Irati em velocidades até l,lmls. 
Os resultados obtidos confirmaram as expecta
tivas quanto ao comportamento a frio esperado. 

Numa próxima etapa de trabalho será pes 
quisado o aumento da capacidade do sistema cí 
clone-válvula fluidizada de retorno, para es= 
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Fig. 5 - Diâmetro Médio das Partículas Sóli-
das em Função da Velocidade de F'luidização. 

tender a faixa de operação do sistema até ve
locidades superficiais de 7 m/s, de interesse 
para o projeto de combustores fluidizados re
circulantes. 
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SUMMARY 

The hydraulic behaviour of pulverized I 
rati shale was experimentally studied in a re 
circulating fluidized bed, with superficial ve 
locities us to 1,1 m/s, mean particle diame -
ter of 5,0 mm and mass loads of 7 and 12 kg. 
The results relate mean particle diameter, to 
gas velocities, mass loads and rate of parti
ele recirculation and elutriation. 
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ANÁLISE DA QUEDA DE PRESSÃO EM 

ESCOAMENTOS GÁS-SÓLIDOS DILUÍDOS 

ARAÍ AUGUSTA BERNÁRDEZ PÉCORA 
CARLOS ALBERTO GAS PARETO 
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SUMÁRIO 

Foi an~!i4ado expe~imen~a!men~e um e4coamen~o bi6á4ico ve~~ica!,i4o 
~ê~mico, em 6a4e di!uZda, de a~-amido, em que o 4Õ!ido ~inha dimen4Õe~ 
mêdia4 da o~dem de 25 ~m. A queda de p~e44ao, medida a~~avêh de honda mõ 
ve! , ê compa~ada com ah p~evihÕeh de mode!oh p~opoh~Oh na !~e~a~u~a . Com 
ihho 6oi pohhZve! ve~i6ica~ a adequacão de4he4 mode!oh pa~a p~e v e~ o co m 
po~~amen~o de ehcoamen~oh mui~o di!uZdoh e com pequenah pa~~Zculah . -

INTRODUÇÃO 

Nas indústrias de alimentos é bastante co 
mum o tl!ansporte e a secagem de pós sendo que 
estas operações envolyem fatores críticos como 
quqlidade final do produto e consumo de ener 
gia. 

O conhecimento da queda de pressão ao lon 
go do escoamento é provavelmente o parâmetro 
mais importante no projeto dos equipamentos de 
transporte pneumático . 

Ensaios de transporte pneumático foram re 
alizados neste trabalho utilizando como sÓlido 
o amido de mandioca pois seus processamento e 
~ige uma etapa de secagem em que se usa tradi 
cionalmente o sistema pneumático. Os escoamen 
tos ensaiados eram bastante diluÍdos sendo que 
as partículas possuíam dimensões médias de 25 
~· 

Além da obtenção dos dados experimentais 
de queda de pressão nesses escoamentos,foi fei 
ta uma comparação com os resu~tados de previ 
sões da literatura com o objetivo de verificar 
-se a adequação dessas correlações aos casos 
de escoamentos muito diluÍdos e com partículas 
de fina granulometria . 

MATERIAIS E M~TODOS 

O equipamentos experimental está esquema 
tizado na figura 1 e foi descrito por Pécora e 
Gasparetto [1]. 

Figura 1 . Esquema do sistema pneumático 

O amido de mandioca apresentava granulome 
tria uniforme com diâmetro médio de 25 ~m e 
geometria esférica sendo sua massa específica 
igual a 1530 kg/m3 • Os resultados experimen 
tais foram determinados por Pécora [2] . -

Foram utilizadas as seguintes correlações 
para efeito de comparação com os resultados e~ 
perimentais: 

Modelo simplificado [3] (obtido através 
da integração das equações do movimento do 
fluÍdo e da partícula). 

Modelo de Leung e Wiles [4] 

onde: (----'A=-7--~-) st= 
V2 

D 

~ 2) 

s 
( 3 ) 

( 1) 

aqui é utilizada a equação de Yang [5] para o 
calculo de fs (fator de atrito devido ao sÓli 
do). 
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Modelo de Massarani e Santana [ 6 ] 

l 
113 1-6 

(~) sf = 18 .,M-. (1 -E,). [ 1 + (1 -é..) ] .~t 
L ~ . d2 

4 415 ~ 
+ 1 , 5 . C 1 -t,) . E,g I 5. C~) 1 I 5. C v f - v s) J C V f - V s) 

d ( 5) 

Mo de. lo de K.han e Pei [ 7] 

APs) = 1/2 
2 66. ( Cd ) . (~) . ( Dd ) ~ cRFe) ~ 

' f f s r cj>112 

onde : Cd= + . g.d. Cf s -f) l f 
C VrVs)2 

( 6 ) 

(7) 

Para o cálculo da porosidade do sistema 
seguiu- se o método proposto por Yuan [8 ]. 

A simbologia referente as equações acima 
é a seguinte: A, área transversal da tubula 
ção; Cd , coeficiente de arraste das partícu 
las ; D, diâmetro da tubulação ; d , diâmetro me 
dio das partículas ; f , coeficiente de atrito 
de Blasius ; Fr , número de Froude ; g , acelera 
ção da gravidade; L, comprimento da tubulação; 
Re , número de Reynolds ; Vf , ve l ocidade inters 
ticial do fluÍdo ; V , velocidade intersticial 
do sÓlido; Wf e Ws , svazões mássicas do fluÍdo 
e do sÓlido ; A P , queda de pressão estática ; 
E,' porosidade do sistema ; r' relação entre as 

vazões mássicas de sÓlido e de fluÍdo ;~ , vis 
cosidade do gás ; f e fs , massas especÍflcas do 
fluÍdo e do sÓlido . Os Índices f , sf , st e t re 
ferem- se , respectivamente , a : flu Í do , sÓlido~ 
fluÍdo , sÓlido- tubo e total . 

RESULTADOS 

Foram obtidos os perfis de queda de pres 
são no escoamento bifásico para 9 diferentes 
vazões de g~s . Em cada uma das situações me 
diu - se a pressão estática no duto em 14 loca 
is diferentes . Os valores de vazão mássica de 
gás situaram- se na faixa de 1 , 8E - 2 a 6 , 0E - 3 
kgls enquanto que os de vazão mássica de sÓli 
do ficaram entre 1 , 2E - 4 e 2 , 9E - 4 kgls . As re 
lações entre as vazões mássicas de sÓlido e 
gás situaram- se na faixa de 0 , 013 a 0 , 023 kg 
sÓlido seco por kg ar seco . 

Para a análise dos resultados foram cons 
tru í dos gráficos de pressão estática em fun 
ção da relação entre o comprimento e o diâme 
tro do tubo CLID ), (figura 2 ). Nesta figura 
as setas indicam o comprimento de entrada do 
escoamento . 

Os resultados das determinações experi 
mentais bem como a comparação com as correla 
ções dos pesquisadores citados anteriormente 
estão na figura 4 . Os pontos obtidos utilizan 
do - se as correlações da literatura foram cai 
culados com os dados experimentais de vazão 
de gás e de sÓlido . 

L 

o 

·~ 
" & 

Q 6 . iõ . 20 . 30 . 40 I 

&dimensional docofl'41rimc.nto do tubo, L/D 

Figura 2. Pressão estática ao longo do tubo do 
sistema pneumático 

Tabela 1 . Resultados da queda de pressão 
no escoamento bifásico (Palm) 

R e Result . Modelos 
Experim . Ref. [ 3] Ref[4] Ref[6] Ref[7] 

bs.s2o 58 , 74 59 36 59 , 80 59 , 31 59 , 19 
8 . 260 49 '41 57 , 85 58 ' 2 5 57 , 79 57 , 69 

b7 . 400 6 5 '54 54 77 55 , 13 54 , 73 54,61 
126 . 510 51 , 17 51,93 52 , 26 51,87 51 , 78 

)23 . 850 46,64 42 , 55 44 , 07 42 , 50 42,41 

7 , 640 47 , 90 24 , 82 24 , 96 24 , 79 24,67 

4 . 090 38 , 57 17 , 19 17 , 28 17 , 16 17 , 05 

11.1 . 910 28 , 2 3 13,15 13 , 26 13,09 12 , 91 

9,470 25 , 11 8 , 71 8 , 7 7 8 , 66 8 , 52 

DISCUSSÃO E CONCLUSÃO 

A partir da figura 2 é possível determi 
nar a região de entrada de cada escoamento en 
saiado , que são apresentadas na figura 3 . Nesta 
figura, verifica-se a influência do número de 
Reynolds no comprimento de entrada sendo que a 
seguinte correlação foi obtida a partir dos re 
sultados experimentais: 

Le = 0,541 . (Re) 0 • 345 
-D- ( 8) 



Na figura 3 foi colocado, para efeito de 
comparação, o resultado experimental do caso 
monofásico determinado por Pécora e Gasparetto 
[1] . 

Através da figura 4 verifica-se que hou 
ve uma defasagem considerável entre os resul 
tados experimentais e os previstos pelos mode 
los para números de Reynolds menores que 
20 . 000 .. 

Foi traçada apenas uma curva para repre 
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c . 

sentar os resultados obtidos a partir dos mo 60 
delos testados uma vez que seus valores pratT 
camente se sobrepuseram . -

Pode-se concluir que qualquer um dos mo 
delos se ajusta para o sistema ar-amido para 
números de Reynolds maiores que 24.000 dentro 
da faixa de Reynolds ensaiada neste trabalho. 
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Figura 3 . Comprimento de entrada no tubo de se 
cagem em função do número de Reynolds-:-

Os resultados experimentais levaram 
obtenção da seguinte correlação para a 
de pressão em função de Reynolds: 

1\ 2 0,709 
( Q p )t 3,989.10- . (Re) 
--1- = 

para 9000 < Re < 28850 

a 
queda 

( 9) 
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• Resultados experi manta is 
o Modelo Rd. [3) 
>< ~lo Rtf. [!) 

+ Modelo Rd. [4J 

o Modelo Acf. [7] 

0~~~------~--------~~------~--------~j 
1.10 2.10 3.10 
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Figura 4 . Queda de pressão em função do nume 
ro de Reynolds . 
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SUMMARY o 

A ~wa-pha~e ai~-~~a~ch i~a~he~mai 6iaw 
ha~ been inve~~iga~ed 6a~ ~he p~e~~u~e d~ap 
in ve~~icai ~ube~. Some cha~ac~e~i~tic~ a6 
thi~ inve~tigatian we~e diiute pha~e and 
4aiid pa~ticie~ wi~h 25)Nm ave~age dimen~ian. 
P~e~~u~e d~ap wa~ detec~ed th~augh a ~iiding 
p~abe and expe~imentai ~e~uit~ campa~ed ~a 
ca~~eiatian4 6~am the iite~atu~e indicating 
haw the4e ca~~eiatian~ 6it expe~imental~ data 
6a~ diiu~e 6iaw with 6ine pa~ticle~. 
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8 
MODELAGEM DO ENCHIMENTO 

DE UMA PLACA POROSA 

RUBENS SAMPAIO 
PUC/RJ 

ROGÉRIO MARTINS SALDANHA DA GAMA 
LNCC/CNPq 

SUMAAIO 

t p~opohto um modelo teõkico pana a h~uiacão do mov~ento de um 6~cb Newtonia 
no ~vê6 de um meio po~oho ~~o, homogêneo e iho~Õp~co. E4te modelo, ba4eado na~ 
Teo~ ContZnua de MKh~, ~ o 6~o e o 4Õlido (que compõe o m~ po~o4o) como 
C0n4~U contZnuoh de uma mihWM b~â.Júa. 0 nenÔmeno a h~ 4~ufado e O mov~en
to do 6~o ~vê6 ~e uma placa po~o4a, a qual nao e4tâ 4atuMda. São ap~e4entado4 
a.tgun4 ~uuitadoh num~coh, p~ovenúnte4 da M.tucão apMJUma.da de um 4ihtema Mp~bÕ
lico, não-~eM e não-homogê.neo, de equacõu ~6~en~, o qual gov~na o 6enômeno. 

INI'ROOOÇÃO 

Vamos imaginar que temos um arranjo como o que é 
esquematizado na figura 1. Lá existe uma placa porosa 
de espessura L, infinita nas direções perpendiculares 
a x. 

superfície 
saturada 

I . . . 
I . : ., .. 
I. . . 
~X • 

.. 

I . L.· 

I . 

. . 

Figura 1. O arranjo estudado 

superfície 
impermeável 

Se em x=O tivermos uma superfície saturada e em 
x=L uma superfície impermeável, como se dará o ·enchi
mento do meio poroso? 

Neste trabalho é apresentado um modelo teor1co 
que visa simular o fenômeno sob um ponto de vista lo
cal. Para isto lançaremos mão da Teoria Contínua de 
~risturas [1] e consideraremos o fluido e o sólido(que 
compõe a placa) como constituintes contínuos de uma 
mistura binária. Estes constituintes serão dotados de 
cinemática indeEendente e sua interação será levada em 
conta nas equaçoes de balanço de momentum. 

Aqui serão considerados dois tipos de interação. 
O primeiro é o que leva em conta o atrito entre o flui 
do e o meio poroso (sólido) durante o movimento e o se 
gundo o que leva em conta a tendência do deslocamento
do fluido de uma região de maior concentração para uma 
região de menor concentração. 

TEORIA CONTINUA DE MISTURAS 

Apresentaremos agora, sumariamente, as equações 
de balanço para uma mistura binária sem reações quími
cas. 

Suporemos que o fluido e o sÓlido são constituin 
tes contínuos de uma mistura binária e que, simultanea 
mente, ocupam todo o volume desta mistura. -

Definindo Pa como sendo uma relação local entre 
a massa do constituinte a e o volume de mistura, temos 
que a massa de a contida num certo volume R é dada por 

M=JpdV 
R a 

(1) 

61 

Definindo v(a) como sendo a velocidade do consti
tuinte a no sentido que o fluxo de massa de a atravésde 
uma superfície aR fixa seja dado por 

M = J p / a ) ·n dS (2) 
aR a- -

podemos postular a equação da continuidade, para o cons 
tituinte a , como (sem reações químicas) 

~ J P dV + f p v(a).~ dS =O 
UL R a aR Ct-

(3) 

onde R é uma região arbitrária, porém fixa, no espaço e 
aR sua fronteira, sendo n sua normal unitária exterior . 

Se em (3) as funções forem suficientemente suaves 
temos então a seguinte forma local 

apa + div(p v(a)) = o 
at a:- a=l,Z (4) 

Vamos agora postular o balanço de momentum lineah 
Para isto sejam definidos o tensor parcial de tensões 
T(a) e a força de interação por unidade de volume m(a). 
Se tivermos uma certa superficie de mistura aR com-nor
mal exterior n, então a força de contato exercida, so
bre o constituinte a , através desta superfície é dada 
por 

E= J ! (a)~ dS 
aR 

(S) 

O vetor m(a) representa o efeito do outro consti
tuinte sobre o- constituinte a, sendo a força de intera
ção, exercida sobre a , dada por 

Ei = JR~(a)dV (6) 

Desta forma postulamos o balanço de momentum como 

d f v(a)dV + f p v(a) e/a) ·n)dS = f T(a)n dS + 
li RPcr aR a- - - aR- -

+ JRc~Ca)+p~(a))dV a=l,Z (7) 

para o constituinte a. Em (7) Q(a) é uma força de campo 
por unidade de massa, exercida externamente sobre o 
constituinte a, podendo ser a própria aceleração da gr~ 
vidade .&· 

Da equação acima, se as funções forem suficiente
mente suaves, podemos escrever que 
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a/a) 
pa( at +(grad ~(a))~(a)) = div T(a) + 

+ m(a) + P b(a) CL=l 2 
- ct- ' 

(8) 

Uma vez que não existem reações químicas, o fato 
de (3) ser satisfeita para cada constituinte garante 
que a massa da mistura se conserva. 

O balanço de morrentum linear, para a mistura como 
um todo, é satisfeito se 

m(l) + m( 2) = O (9) 

já que m(a) é uma força interna. 
Neste trabalho trabalharemos sempre com tensores 

T(a) simétricos o que automaticarrente satisfaz o balan
Ço de momento angular. 

Suporemos que a equação da energia é satisfeita 
através da escolha adequada de uma fonte externa de 
energia. 

HIPOTESES CONSTITUTIVAS 
Supondo que a matriz porosa é rígida e está em re 

pouso não precisaremos nos preocupar com as equações de 
balanço para o constituinte sólido. Assim, temos apenas 
que 

apf . 
~ + d1v(pf~f) = o (lO) 

a~f . 
pf(at +(grad ~f)~f) = di.V !f + ~f + PfQf (ll) 

onde o Índice f indica que as equações se referem ao 
constituinte fluido. 

Se supusermos que o fluido é incompressível torna 
se conveniente definir a fração de fluido ~ como 

pf 
~ =p (12) 

onde p é a densidade real do fluido. Com (12) podemos 
reescrever (10) e (11) como 

~~ + div(~~f) = O 

avf 
p~(~ +(grad ~f)~f) = div !f+~f+P~Qf 

(13) 

(14) 

São necessárias equações constitutivas para !f e 
~· 

Para o tensor parcial de tensões Tf assumiremos a 
seguinte relação [2] -

!f ~ -~2Pé (15) 

onde pf é a pressão do poro, suposta constante. A força 
exercida pelo fluido sobre um plano imaginário que cor
te a mistura será igual a ~ vezes a integral da pressão 
reinante no fluido sobre esta superfície, além disso su 
pusemos que esta pressão reinante é uma função linear -
da fração de fluido~. o que levou à relação (15). 

Para a força de interação por unidade de volume 
~. proporemos que 

~zn ~nD 
~f = - K ~f - K grad ~ (16) 

onde n é a viscosidade do fluido, K a permeabilidade es 
pecífica do meio poroso e D o coeficiente de difusão. A 
relação (16) é proposta com base nas leis de Darcy e de 
Fick, de tal forma que estas leis sejam casos particula 
res do modelo aqui proposto. -

Com estas relações constitutivas podemos escrever 

(13) e (14) como 

~~ + div(~~f) o 

a~f 
p~(~ +(grad ~f)~f) = -grad(~•pf)+P~Qf-

~zn v - ~nD grad cp
K -f K 

MODELO UNIDIMENSIONAL 

" 
(17) 

(18) 

Voltando agora ao problema inicialmente proposto 
(enchimento de uma placa), vamos simplificar o sistema 
de equações de balanço supondo que só exista dependên
cia em x e em t e que o campo de velocidades ~ só pos 
sua componente não nula na direção x, denotada aqui por 
v. Além disso suporemos que Qf=Q· Assim sendo ficamos 
com 

a~ a 
at + ax (~v) o 

a a - (~v) +- (~vz+c~z) = -cl~zv at ax 

onde as constantes c e c1 são dadas por 

D 2Pf+n R 
C= ' L > 0 

T) > o cl = pK 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

O sistema de equações (19)/(20) é um sistema hi
perbÓlico não-linear de equações diferenciais, cujas 
funções incógnitas são ~(x,t) e v(x,t). 

Para o problema específico da placa porosa, esta
mos interessados em determinar as funções ~(x,t) e 
v(x,t) sujeitas às seguintes condições iniciais 

Hx,O) 

v(x,O) 

~o(x) 

o 

O<x<L 

O<x<L 

(23) 

(24) 

e, com base na equação clássica da difusão pro~oremos, 
como primeira aproximação, as seguintes condiçoes de 
contorno 

~(O,t) = ~- =constante 

v(L,t) =O 

t >O 

t >O 

(25) 

(26) 

A condição (25) diz que a fração de fluido é fixa 
sobre o plano x=O, sendo igual à porosidade da placa(já 
que se supos esta superfície saturada). Acondição (26) 
traduz a impermeabilidade da superfície x=L. 

Podemos formular o problema adimensionaln~nte, 
através das seguintes definições 

X+ = ~ 
L (27) 

t + = t/C 
L (28) 

+ c1L 
cl =-

/C 
(29) 

u(x+,t+) = v(x,t) 
/C 

(30) 

que nos permitem escrever o seguinte sistema 

a~ a 
- +- (~u) =O 
at+ ax+ 

(31) 



sujeito às seguintes condições 

o 

(O,t+) ~

u(l, t+) O 

SOLUÇÃO APROXIMADA 

O<x+<l 

O<x+<l 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

Para simular o enchimento da placa porosa lança
mos não de um método numérico para a obtenção de solu
ções aproximadas do sistema (31)/(32) sujeito a (33), 
(34),(35) e (36) . 

O procedimento adotado foi o seguinte : 

19) Solução analítica do Problema de Riemann asso 
ciado 

~(x+,O) =~L= constante 

u(x+,O) = uL =constante 

~(x+,O) =~R= constante 

u(x+, O) = uR =constante 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

29) Aplicação do método de Glimm-Chorim para avan 
çar de um instante t n até tn+l, consjderando uma condi~ 
çao inicial qualquer, em tn, e as condições de contorno 
dadas . A condição inicial dada é transformada numa fun
ção escada formada por degraus de mesma largura. 

39) Utilização de uma Fatoração, para considerar 
o termo -ct~2 u, da seguinte forma 

a 

[:J 
a [~u2 :~J = [ : ) 

a) +- (42) 
at+ ax+ 

b) a 
[:J 

[ -c;~2J (43) 
at+ 

Depois de se avançar de tn até tn+l• com o método 
de Glimm-Chorin, com (42) , constrói- se a nova função es 
cada que será utilizada como condição inicial para (43T. 
Avança-se com esta condição inicial, por (43), no mesmo 
intervalo de tempo. As funções obtidas serão utilizadas 
como condição inicial no tempo tn+l · O procedimento po
de ser repetido quantas vezes for necessário. Uma dis
cussão mais detalhada pode ser encontrada em [·3,4] . 

ALGUNS RESULTADOS 

A figura 2 apresenta alguns resultados obtidos p~ 
ra o caso onde c1=10, ~-=0,2 e ~0 (x+)=0,1 . 

Foram empregados vinte degraus para a solução 
aproximada, sendo o valor de ~ fixo no primeiro degrau 
e ó valor de u (u=O) fixo no Último degrau, para simu
lar as superfícies saturada e impermeável . 

qJ 
0.2 

0,1 

(,0 
0,2 

0.1 

c.p 
0.2 

0,1 

cp 
0,2 

0.1 

q> 
0,2 

O número indicado em cada retãngulo indica o va-
lor da variável t+. 0,1 
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0,152 

x+ 
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0,1 

<p 
0,2 

0,1 

4> 
0,2 

0,1 

4> 
0 , 2 

0,1 

~ 
0,2 

0 ,1 3,163 

x• 

x• 

<p 
0,2 

0,1 3,558 

3,999 

Figura 2. A função ~ (x+,t+), fração de fluido, versus 
x+, para vários valores de tT indicados em 
cada quadro 

x• 

x• 

Pode ser notado, na figura 2, que para t•<l,673 a 
"frente de molhamento" ainda não atingiu a parede imper 
meável, existindo portanto uma região ainda não pertur~ 
bada. Depois da "frente de molhamento" atingir a super
fície x•=l, ocorre um "acúmulo" de fluido por efeito da 
inércia deste. 

Os efeitos acima mencionados não poderiam ser pre 
vistos pela equação clássica da difusão. -

Os resultados obtidos mostraram que o modelo está 
bem fundamentado, já que a simulação feita não contra
riou nenhuma expectativa com relação ao fenômeno. 
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INIROOOÇÃO 

A transferência simultânea de calor e massa com 
mu~ça de fase no inter~or de t.nn elt:mento poroso é um 
fenomeno que ocorre em varies processos da natureza 
bem como em sistema5 industriais, envolvendo a secagem 
de materiais e/ou a umidificação. O movimento da umida 
de em componentes porosos de edificações, em particu~ 
lar, constitui uma situação especialmente importante. 

Os processos de mudança de fase que ocorrem no 
interior e nas s~perfícies limites do elemento poroso, 
podem afetar, alem das propriedades estruturais dos ma 
teriais que constituem esse elemento, a transferência
de calor através do mesmo [ 1, 2 J •. 

Uma análise desses processos é, no entanto, com
plicada por fatores tais como a estrutura da matriz só 
lida e a forma e distribuição dos vazios [3]. Desse IDõ 
do, um estudo minucioso do processo da transferência -
simultânea de calor e massa ocorrendo dentro do elemen 
to poroso é bastante complicado mesmo para uma matriz 
sólida regular. Em consequência uma aproximação usual, 
considerada na análise é de meio contínuo [3,4]. Outra 
dificuldade que surge é a forte dependência das pro
priedades de trans~rte em relação ao conteúdo de umida 
de e a temperatura [5, 6]. -

Mesmo com as dificuldades assinaladas acima,exis 
te uma extensa literatura [5, 6, 71 para a formulação
matemática do processo de transferencia de calor e mas 
saem elementos porosos. Utilizando as equações dã 
energia térmica, a lei de Darcy para o fluxo de líqui
do e a lei de Fick;e incluindo o efeito térmico sobre 
a transferência de massa, Philip e de Vries [s], e de 
Vries [6] desenvolveram um sistema acoplado de equa
ções governantes para esse processo,similar ao sistema 
obtido por Luikov [7]. A formulação matemática resulta 
num Ear de equações não lineares acoplando as distri
buiçoes de temperatura e conteúdo de umidade. 

O desenvolvimento dessas equa~ões, baseado nas 
teorias desenvolvidas por Luikov [7], e por Philip e 
de Vries (s] é descrito em [4] e não será aqui apresen 
tado devido as limita}Ões de espaço. -

O trabalho anal1tico na obtenção de soluções pa
ra esse par de equações não lineares acopladas apresen 
ta grandes dificuldades matemáticas e, consequentemen~ 
te, as correspondentes soluções podem ser obtidas so
mente para configurações geométricas e condições de 
contorno. mais simples [8,9]. 

Soluções numéricas das equações de transporte, a 
brangendo casos específicos, são encontradas na literã 
tura [10,11,12J, onde o método de diferenças finitas 
é o mais comumente usado. O método dos elementos fini
tos tem sido também usado [10]. 

Admitindo-se, no entanto, que a variação real 
das propriedades do material dentro da faixa de varia 
ção daS variáveis que caracterizam o problema específi 
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co a ser analisado seja pequena, é possível linearizar, 
o sistema de equações, o que permite aplicar técnicas 
lineares de solução. 

Fundamentando-se no sucesso alcançado pelo mé
todo das funções de transferência no tratamento da 
condução transiente e unidimensional de calor em compo 
nentes porosos de edificações [12] 0 propósito do pre 
s~nt~ traba~o ~a a~licação desse~método, gue seco~ 
t1tu1 numa tecn1ca l1near de soluçao, na analise do 
problema da transferência simultânea de calor e massa 
em elementos porosos em situações onde as condições 
de contorno são funções arbitrárias do tempo. Componen 
tes porosos de edificações, tais como paredes e telhaS, 
sujeitos aos processos de secagem e umidificação são 
alguns exemplos. 

A aplicação do método resulta numa relação li
near entre as densidades de fluxo de calor e massa a
través das superfícies limitantes do elementoeos seus 
potenciais associados. 

No processo para a obtenção das funções de 
transferência as equações de transferência de calor e 
massa são resolvidas utilizando-se o método das trans 
formadas de Laplace e as condições de contorno (em tem 
peratura e em conteúdo de umidade) são desenvolvidas -
em séries de funções pulso cujos coeficientes são, res 
pectivamente, os valores da temperatura e do conteúdo 
de umidade em intervalos igualmente espaçados de tem
po [4]. 

O modelo é estabelecido para um elemento poro
so homogêneo, plano e de espessura finita e para uma 
condição unidimensional, possibilitando sua aplicação 
sobre quaisquer componentes porosos de edificações. 

Mostra-se também a consistência do modelo em 
situações limites, e utiliza-se o mesmo no tratamento 
do processo real de secagem de uma parede de concreto 
Ú!nida. 

MJDEW: METODO DAS FUNÇOES DE TRANSFE~NCIA 

Considere uma região porosa, homogênea, plana 
e de espessura L, constituída por um material com pro
priedades constantes. Seja T0 (t) e TL(t), as temperatu 
ras (K) nas superfícies de contorno externa e interna~ 
respectivamente, e uoCt) e, UL(t) correspondendo, res
pectivamente, aos conteúdos de umidade (Kg de umidade/ 
Kg ' de material seco) nas superfícies de contorno exter 
na e interna, considgrados como funções arbitrárias do 
tempo. Seja também T e u0 ,respectivamente, as distri
buições iniciais da temperatura e do conteúdo de umida 
de, admitidos como constantes no instante t = O. -

O sistema de equações lineares acoplando as 
distribuições de temperatura e conteúdo de umidade no 
material, sujeito às condições acima, de acordo com 
[4] é dado por: 
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aT a2 T Er au 
~ = aq """ãx2 + --c- ~ ' (1) q 

au azu azr 
(2) ~ = am """ãx2 + am o """ãx2 H ~ 

onde a e a são, respectivamente, a difusibilidade 
térmic9 (m27s) e a difusibilidade mássica (m2 /s), E é 
o coeficiente de mudança de fase, r é o calor latente 
de vaEOrização {J/Kg de umidade), o é o fator de difu
são termica (K- 1

) , C é o calor específico (J /Kg de ma 
terial seco .K), t é~ tempo (s) e X é a coordenada re 
ferencial. -

Desenvolve-se as condições de contorno em séries 
de funções-pulso, conforme expressões abaixo, 

T(t) T-1 
-L1 T. 

1 
íl(t.) 1=>-! 1+ 1 

T-1 
-~1 u. 1 nct.) 1"'"1 1+ 1 u(t) 

T 

Figura 1 - Representaçoo de uma função f(t) 
de pulsos tr1angulares 

(3a) 

(3b) 

através 

cujos coeficientes são os valores da temperatura e do 
conteúdo de umidade em intervalos igualmente espaçados 
de tempo (fig. 1), e onde n (t.) é a função pulso tri-

1 angular [ 4] , dada por: 

ti 2 
nct.) = u0ct . ) ..- - u.., (t.) .....- (t . - o

1
) + (4) . 1 1 oT uT 1 o1 1 

1 
+ u2or Cti) õ.fCti-2or) ' 

onde T é um inteiro positivo associado ao tempo t 
t=ToT, or é o incremento do tempo, t.=t-io1 , eu (t.) 
é a função de H~aviside, 1 a 1 

ua(ti) 

Altl' 

O . ti < a 

t . i:: a. 
1 

/ 
/ 

(5) 

lj 

Figura 2 - Representação de uma fw1ção-pulso triangu 
~- -

Aplicando-se a transformada de Laplace nas Eqs. 
(1) e (2) e nas condições de contorno, e utilizando o 
Erincípio de superposição onde a temperatura e o cont~ 
Udo de umidade são representados conforme as Eqs. (3) , 
o método das funções de transferência para a transfe
rência de calor e umidade num elemento poroso resulta 
na seguinte equação [ 4] : 

~q,O u. -V . wj -Z. wo,<-j J J . J 

~q,L v. -U . z. -W . \j!L . 
T J J J J ,T~J 

(T) =.!:0 I C6) 
Im,O 

]= S. -T . X. -Y. '~>o,1-j J J J J 

ImL T. -S . Y. -X. lj>L,T-j 
' J J J J 

que relaciona as densidades de fluxo, de calor jq e de 
massa j no instante T, com valores das temperaturas 1j! 
\j!=T-T~ W dos conteúdos de umidade 4>, 'f>=u-u~ nos contor 
nos da região nos instantes T, T-1, T-2, ...• ,0. AEq. o 
representa uma generalização do trabalho de Kusuda[12], 
para o profulema específico da transferência unidimensi 
onal transiente de calor em corpos sujeitos a condi~ 
ções de contorno arbitrárias. Os parâmetros U., V., W. 
Z. , S. , T. , X. , Y. , (j =0, 1 , .... ) são as funcõ~s J d~ 
ttansferêrtciaJda tegião porosa finita e são dependen
tes apenas do comprimento dessa região e das difusibi
lidades térmica a e mâssica a . As expressões para es 
sas funções são m8stradas em [W] • -

Da Eq. (6), observa-se que as funÇÕes U. e V. es 
tão associadas unicama1t e ao processo de tradferêrtcia 
de calor sendo equivalentes, às funções de transferên 
c ia obtidas por Kusuda [ 12] , já as funÇÕes X. e Y. es 
tão associadas ao processo de transferência de ~sa.
As funções U. descrevem a influência das temperaturas 
da superfíci~ em análise, em instantes anteriores, so
bre a densidade de fluxo de calor correspondente, no 
instante considerado. Estão portanto associados à capa 
cidade de armazenamento térmico do material. As fun~ 
ções V. , por outro lado, descrevem a influência das 
temperáturas da superfície oposta àquela em questã~ 
em instantes anteriores, sobre a densidade de fluxo de 
calor no instante em consideração. As funÇÕes X. des
crevem a influência dos conteúdos de umidade naJsuper
fÍcie em análise, em instantes anteriores, sobre a den 
sidadede fluxo de massacorrespondente a mesma superff: 
cie n.o instante em consideração. Assim como as funções 
U. para a transferência de calor, as funções X. estão 
pÓrtanto asso i adas ~a capacidade de armazenamertto de 
umidade do material. Da mesma forma as funções Y., des 
crevem a influência dos conteÚdos de umidade na ~uper~ 
fície oposta àquela em questão. 

As demais funções, conforme mostra a Eq. (6) des 
crevem a interferência entre os dois processos de 
transferência, devido aos processos de mudança de fase 
e de difusão térmica da umidade. As funções W. e Z. as 
sociam-se ao efeito dos processos de evaporaçáo e ton~ 
densação dentro do elemento poroso sobre o transporte 
de calor. Elas são proporcionais ao calor latente de 
vaporização r e ao fator de mudança de fase E e descre 
vem, respectivamente, a influência dos conteÚdos de u~ 
midade na superfície em análise e na superfície opost~ 
em~antes precedentes, sobre a densidade de fluxo de 
calor correspondente a superfície em questão, no ins
tante considerado. 

Finalmente, as funções S. e T. estão associadas 
ao efeito da difusão de umidad~ pro~ovida por gradien
tes de temperatura, sendo proporcionais à difusibilida 
de térmica. Essas funções descrevem, respectivament~ a 
influência das temperaturas na superfície em questão e 
na superfície oposta, em instantes anteriores, sobre a 
densidade de fluxo de massa correspondente a superfí
cie em análise, no instante em consideração. 

Situações Assintóticas 
O calculo dãS füriçoes de transferência, como é 

mostrado em [4], é feito em funÇãá de parâmetros carac 
terísticos do problema. Em termos de importância, o nu 
mero de Luikov, Lu, o coeficiente de mudança de fas~ E 
e o fator de difusão térmica, o, são os parâmetrosmais 

relevantes para o processo combinado de transferên
cia de calor e massa em meios ~rosos [ 4] • O parâmetro 
Lu é definido como sendo a razao entre as difusibilida 
des mâssica e térmica, Lu=a /a , E como sendo a razãõ m q 



entre a quantidade de vapor que é adicionada a um ele
~nto de vo!ume P?.r difuSão e a quantidade total de u
mldade que e adic1onada ao mesmo elemento de volume 
n? mesmo período,de tempo, e o representa a transferê~ 
c1a de vapor e l1quido associada a um gradiente de tem 
peratura. -

Dessa forma, de modo a verificar a consistência 
da Eq. (~) ~ das exp~essões obtidas para as funções de 
t:ansf~renc1a, [4], e interessante analisar-se certas 
s1tuaçoes em que esses parâmetros adquirem valores ex
tremo~, c~~ac!erizando.problemas mais simples, cujas 
s~luçoes Ja sao conhec1das e/ou podem ser obtidas por 
metodos complexos. 

Por serem parâmetros de interferência essas situ 
ações serão.normalmente caracterizadas pela anulaçãõ 
de um ou ma1s desses fatores. Assim: 
a - Situação correspondente a Lu=O - caracteriza um 
proce~sa.~m,que não há transferência de massa e cuja 
solu~o Ja e conhecida [12]. Nessa situação somente as 
funçoes UJ, Vj, (j=0,1, .... ~,_resultam nªo nulas, de 
ffi?do cons1stente com a cond1çao de que ha transferên
C1a de calor unicamente, quando Lu=O. As equações re
sultantes dessa situação e das situações seguintes são 
mostradas em detalhes em [4] e aqui não serao apresen
tadas . devi~o as limitações de espaço. 
b - S1tuaçao correspond~nt~ a E=O - caracteriza um pro 
cesso em que a transferenc1a de calor indenende ~ 
transferência de massa. Descreve a situaçã~ que o meio 
poros? se encontra saturado de umidade, e a migração 
de um1dade,no.interior do meio se dá somente por trans 
porte de l1qU1dO. Os processos de mudança de fase ocor 
rem somente nas superf!cies de contorno da região, on~ 
de aconte~e a evaporaçao do lÍquido interstical e/ou a 
condens~çao ~o vapor a_partir da atmosfera adjacente. 
Nessa s1tuaçao as funçoes Wj, Zj, (j=0,1, ... ) são nu
las,.de m~do.consistente com o fato de que não deve ha 
ver 1nfluenc1a do processo de transferência de massa 
sobre o processo de transferência de calor. 
c - Situação coEresEOndente a o=O - caracteriza um pro 
cesso e~ que nao há efeito térmico sobre a variaçãõ 
do conteUdo de umidade. A equação de transferência de 
massa (2) fica desacoplada da equação de transferência 
de calor_(1). Nessa situação as funções Sj, e Tj, (j=O, 
1, ... ) sao nulas, o que mostra a consistência dás ex
pre~sões, ob~idas, [ 4] , para a condição de que não há 
efe1to termlco sobre a variação interna de conteÚdo de 
umidade. Assim como a situação em E=O, a situação cor
re~pondente a o=O, caracteriza problemas de interesse 
pratico envolvendo a análise térmica dos componentes 
porosos de edificações [10]. 
d - Situação correspondente a E=o=O - caracteriza a 
situação em gue o meio poroso está saturado de umidade 
e o efeito termico sobre a transferência de massa não 
existe, isto é, as Eqs. (1) e (2) ficam totalmente de
sacopladas. Nessa situação resultam diferentes de zero 
s?mente as funções Uj, Vj, Xj e yj, (j=0,1, ... ), asso
C1adas aos processos de transferencias de calor e mas
sa, respectivamente. As demais funções são nulas con
s~st~nte com o fato de que não deve haver interdepen
denc1a~ dos_processos de transferência quando E=o=O. 
Essa s1tuaçao reflete_pr?blemas mais snnples, onde os 
processos de transferenc1a de calor e massa são anali
sados .como sen~o dois processos separados,e em parale
l~CUJaS soluçoes podem ser obtidas por metodos menos 
complexos. 

_ A principal limitação imposta pelo método das 
funçoes de transferência na resolução do sistema de e
quaçÕes di!erenciai~ acop!adas para a temperatura e p~ 
ra o_conteudo de um1dade e a de que esse sistema de e
q~çoes_governantes seja linear, o que implica na con
S1~eraçao de que a variação real das propriedades do 
me1o po:~so.seja pequena, dentro da faixa de variação 
~. vanave1s T e u. Una outra limitação está ligada as 
dif1culdades encontradas na obtenção das relações fun
cionais dos coeficientes de transporte para o elemento 
poroso em rel~çã? ~ T ~ u. Em situações práticas, isso 
pode afetar s1gn1f1cat1vamente a aplicabilidade do mo
delo. 
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APLICAÇÃO 
c 

~ méto~o acima desenvolvido é aqui aplicado pa
ra a s1mulaçao do período inicial do processo de seca
gem de uma parede de concreto de edificação de ZOem de 
espessura, preliminarmente saturada de umidade. A su
perfície de contorno interna da parede é admitida es
tar ~m contato com o ar a uma temperatura de Z0°C e a 
~ ~1vel constante de umid~de relativa de 50%. A super 
f1c1e de COntorno externa e admitida estar trocando ca 
lor e.umidade com um meio cuja temperatura e umidade 
relat1va flutuam periodicamente entre 18 e 28,4°C e en 
tre 56,e.92%, respectivamente. Admite-se ainda que a 
superf1c1e de,contorno externa absorve radiação solar 
durante o penodo diurno, atingindo um máximo de 850 
(W/m2 ) ao meio dia. 

As condições de contorno que descrevem a lei de 
troca de calor e massa entre as superficies limitantes 
da p~rede e o m~io adjacente são representadas pelas 
SegU1ntes equaçoes que devem ser aplicadas para cada 
superfície de contorno da parede [4,7]: 

-Àq(vr)s - r(1-E)ims + iqs + ar·iqr = O (7) 

-anpo [ (Vu)s + o(VT)s] + ims = O (8) 

o~~ s é o sub-Índice associado à~ condições nas super 
f1c1es ~e C~n~orno da parede, Pd e a massa eseecífica 
da matr1z sol1da (Kg de material seco/m3 ) À e a con
dutibilidade té~ica sem considerar migrabão~e umida
de (W/m.K), a e a absortividade em ondas curtas do ma 
te:ial, jqr e r o flJ?CO de calor por radiação (W/m2 ) , ~ 
e ~s sao, respect1vamente, o fluxo de umidade (Kg ae 
um1dade/m2 .s) e o calor sensível CW/m2 ) trocados entre 
a superfície do elemento e o meio ambiente. 

O fluxo de calor jq; pode ser escrito como sendo 
proporsi?nal à uma difeiençaentre as temperaturas da 
supe:f1c1e do elemento, Ts ,eedo meio adjacente, Ta, 
cons1derando-se que a troca de calor entre a superfÍ
cie do elemento e o meio se dá somente por convec
ção [7): 

ins = a (T - T ) 
"' q s a 

(9) 

onde a é o coeficiente de transferência de calor 
CW/m2 Jb. 

Admite-se, da mesma forma, que a troca de massa 
entre a parede e. o mei~ ambiente possa ser escrita co
mo sendo proporc1onal a uma diferençade potenciais quí 
micos. (J /Kg) do vapor na superfície do elemento, f.ls , e 
no me10,f.la, por ser este~ potencial mais adequado a 
ser usado para a transferencia de massa entre diferen
tes fases [13]: 

(1 O) 

Qnde a é o coeficiente de transferência da massa refe 
rencia~o à difernça de potenciaisqUÍmicos((Kg/m2 .s) ;
(J /Kg)). 

A ~qu~ção acima tem uma dependência não linear 
em rel~ç~o a temperatura T e ao potencial capilar ~ na 
s~erf1c1e de contorno do elemento [4). O potencial ca 
p1lar ~ representa a capacidade de adsorção da umidade 
do ar pela superfÍcie limitante do elemento e pode afe 
t~r significativamente a,transferência de massa, espe: 
c1almente quando o conteudo do umidade no elemento e 
reduzido. Em[~], a Eq. (10)foi linearizada, possibili 
tando a obtençao de um sistema de quatro equações line 
ares (duas para cada superfÍcie limitante) das Eqs.(6T, 
(7) e (8). A solução detalhada desse sistema é apresen 
tada em [4]. -

Os resultados foram obtidos, admitindo-se um fa
tor de mudança de fase, E=O, e distribuições iniciais 
constantes para a temperatura (20°c) e para o conteúdo 
de umidade (0,20 Kg de umidade/Kg de material seco) 
nas s~erfícies limitantes. Na fi~ra 3 é mostrada a e 
voluçao da temperatura e do conteUdo de umidade na su~ 
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perfície de contorno externa da parede nos três primei 
ros ciclos diários após o início do processo de seca~ 
gem. O conteúdo de umidade reduz-se durante o período 
diurno, devido a evaporação da umidade para o ambiente 
em decorrência da incidência de radiação solar sobre 
essa superfície, e apresenta, no entanto, uma distribu 
ição com coeficiente angular positivo à noite. Isso se 
deve a um fluxo de massa da superfÍcie de contorno in
terna para a superfície de contorno externa, e, em al
guns casos, ao processo de condensação a partir da ca
mada de ar adiacente. 

A incidencia de radiação solar sobre a sueerfÍ
cie de contorno externa e a consequente evaporaçao da 
umidade nessa superfície determinam basicamente a evo
lução da temperatura no perÍodo diurno. 
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Distribuições da temperatura e do conteúdo 
de umidade na superfície de contorno exter
na de uma parede de concreto de ZOem de es
pessura num proçesso de secagem. Para Lu=~Z 

; E=O; ô=Zx10- K; ~=-100m; Biqe=2,5; Biqi= 
1 ,o. 

A distribuição do conteúdo de umidade apresenta 
evoluções temporais semelhantes em cada ciclo diário, 
diminuindo porém de um ciclo para outro, visto que as 
condiçÕes do meio ambiente adjacente são mantidas- as 
mesmas em todos os ciclos. Adistribuição temporal da 
temperatura nas superfícies de contorno, fica por ou
tro lado, inalterada quando E=O durante todo o períodG 

Resultados adicionais mostrando a habilitação do 
modelo na análise do comportamento higro-térmico de e
lementos porosos de edificações, sujeitos a condições 
de terceira espécie, funções arbitrárias do tempo são 
apresentadas em [4]. 
CONCLUSOES 

Um modelo matemático baseado no método das fun
ções de transferência foi desenvolvido para o tratamen 
to do problema da transferência simultânea de calor e 
massa em meios porosos, sujeitos a condiçÕes de contar 
no arbitrárias. As funções de transferência foram tam 
bém avaliadas para algumas situações limites, quedes~ 
crevem problemas práticos, mostrando-se consistentes 
nessas situações. A aplicabilidade desse método na re
solução de problemas da transferência acoplada de ca
lor e massa em meios porosos parece ser bastante ampla 
e prática , principalmente quando os processos internos 
de mudança de fase são considerados. 
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INfRODUCTION 

Efficient design of cooling systems for electronic 
equipment is still a challenging task for the engineers. 
This happens mainly due to dearth of related heat 
transfer information . It seems that presently most 
desiners still employ heat transfer results obtained 
for physical models that are too far from the complex 
configurations found in electronic equipment [1]. 

A pioneer attempt to study a configuration that 
more closely reflects the actual heat transfer situation 
is presented in [2), where the forced convection heat 
transfer consequences of missing components and heat
transfer-enhancing barriers in an array of rectangular 
heat generating modulus is investigated. An extension 
of this work is presented in [3] . 

The work to be reported here was conccrned with 
the effect of geometrical non-uniformities on forced 
convection heat transfer to air from an array of heat
generating modules deployed along one wall of a flat 
rectangular duct . Upon examination of the interior of 
any electronic equipment it is readily seen that the 
electronic components are far from being uniform in 
size and form, and this greatly complicates any attempt 
to closely model this physical situation. It isbelieved 
that the present work represents one more step towards 
a better approach to this unusually complex problem. 

1HE EXPERIMENTS 

The physical situation reproduced in laboratory 
was the forced convect i on flow in a parallel-plate 
channel . The walls were adiabatic, and an array of 
rectangular heat-generating modules was deployed along 
one of the channel walls (Fig. 1) . All modules were of 
equal dimensions , except one , which was taller than the 
others . The location of this taller module was varied, 
and heat transfer coefficients were measured at all 
other modules. 

Although the heat transfer situation described in 
the foregoing paragraph was the subject of the present 
experimental investigation, no heat transferexperiments 
were performed . As a matter of fact, one of the main 
concerns during the experiments was to eliminate all 
temperature differences in the laboratory . The desired 
heat transfer coefficients were measured with the aid 
of the a~ready well known naphthalene sublimation 
technique, which is based on the existing analogy 
between heat and mass transfer mechanisms . Therefore, 
only mass transfer experiments were performed. 

The channel walls and modules wQre metallic (no 
mass transfer) , and , for each position of the taller 
module (also metallic), the heat (mass) transfer 
coeffiçients of all t he other modules were determined 
as described next . One of the metallic modules in the 
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array was substituted by a naphthalene module of 
identical dimensions (specially fabricated for this 
application) and hence the flow in the channel was 
activated. With knowledge of the amount of sublimation 
in the naphthalene module (and of other relevant 
information), the· heat (mass) transfer coefficientcould 
be determined at that module position . All other 
relative positions were investigated in the sarne fashion, 
and the effect of the taller module could be determined 
by comparing the results thus obtained with heat (mass) 
transfer results obtained for the regular array . The 
transport coefficients at the tall modules were also 
measured by employing the sarne procedure, and 
naphthalene taller modules were also fabricated for 
this specific purpose. 

Experimental a~paratus. A rectangular duct with 
an aspect rat1o of fíVe to one was the main piece of 
the experimental apparatus. Its cross section width 
was 13 . 4cm, and the height was 2.67cm. The duct was 
composed of a 165 .cm-long development section, followed 
by a 58.4-cm accessible test section (see Fig . 1), and, 
downstream of it, more 48 . 3cm of duct length. All inner 
surfaces were polished to provide smooth walls . 

Figure 1. The test section 

The bottom surface of the test sect ion was 
populated with an array of small rectangular brass 
modules, regularly distributed in seventeen rows . Each 
row comprised three center modules and two half modules, 
one adj acent to each of t he si de walls . The idea bchind 
this layout was to model an array of infinite spanwise 
dimcnsion , and this procedure was shown in [2] to be 
satisfactory. Each center module was square in plan 
view and rectangular in side new, with length L= 2.67cm 
and height t = 1. 00cm (t/L = 3/8) for the regularmodule 
and twice this height for the taller module . The 
intermodule gap was S = 0.67cm, such that S/L = 0.25 . 
The height measured from top surface of module t o top 
inner surface of duct was H= 1. 67cm. Hence , the total 
cross section height (H + t) was equal to the module 
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length((H + t)/L = 1). 
All brass modules were removable, to allow 

substitution either by taller brass modules or by 
naphthalene modules, which were cast in the sarne two 
different dimensions (regular and tall modules). 
Furthermore, the top surface of t he test section was 
also removable, which permitted ready access to the 
modules . The rectangular duct was made of aluminun 
with 0. 64-cm thick walls, except the test section top 
surface , which was made of plexiglass. 

An orifice-type flowmeter was installeddownstream 
the rectangular duct, followed by a cut-off valve and 
another valve used to select the flow rate. After the 
valves, a short pipe crossing the laboratory wall 
connected the apparatus to two blowers, installed in an 
adjacent room. With this arrangement, the test section 
worked in a suction mode . Air entered the rectangular 
duct through a baffle plate, installed at one of its 
ends, flowed along the hydrodynamical development 
section, went through the t est section, and thenthrough 
the rest of the open loop. 

--~erimental procedure . Before a typical data 
run coul be performed, severa! provisions had to be 
made . Naphthalene modules were fabricated by employing 
an efficient casting technique, providing perfectly 
smoot h naphthalene surfaces. After the casting 
procedure, the modules were wrapped in plastic film to 
eliminate contact with the environment, and then 
transported to the laboratory room where the data runs 
took place. 

The temperature inside the room of theexperiments 
was controlled, to ensure no temperature changes in the 
environmental ai r during the experiments. Once the 
naphthalene piece to be used in a data run was in 
thermal equilibrium with the room air, the run was ready 
to start. This equilibrium period was of about sixteen 
hours. 

The beginning of a data run was preceeded by a 
warming-up period of the blowers, which was necessary 
to ensure a steady air flow rate. During this period, 
the naphthalene module was already positioned in the 
test section, although still wrapped. Then, theblowers 
were switched off , the naphthalene module was removed, 
unwrapped, weight ed in a high precision balance and 
positioned back in the test section. Immediately after 
this operation, the test section was closed and the 
blowers were turned on, marking the start of the data 
run. 

During the data run, severa! measurements were 
performed. The air temperature was read at short 
intervals from a 0.1oc ASTM-certified thermometer, 
located close to the duct entrance. The additionaldata 
recorded to allow determination of the air flow rate 
were the atmospheric pressure, the pressure drop across 
the orifice plate of the flowmeter and the pressure 
upstream the orifice plate. The run was concluded by 
closing the cut-off valve , and immediately the module 
was brought to the balance for a second weighing.During 
all these operations, the naphthalene module was never 
touched with bare hands, rubber gloves being used to 
avoid contamination and heating. 

To estimate the extraneous sublimation that might 
have occurred before starting and after terminatingeach 
dat a run , the run procedure was then repeated in every 
det ail, except for the fact that at this time the 
blowers were never activated . This proceduredetermined 
a correction for the sublimed mass, which was always 
very low compared to the total mass transfer . 

Data reduction . The data obtained in the 
experiment s were employed in the determination of the 
per-module mass t ransfer coefficients, defined as 

K = M/(A(pnw - Pnb)) (1) 

In equation (1), M =~/~tis the mass transfer perunit 
time (~ is the corrected mass sublimed, and ~t is the 

time duration of the run), A is the surface area ofmass 
transfer, Pnw and Pnb are respectively the naphthalene 
vapor densities at the surface of the module and in the 
bulk flow . Since only one naphthalene module was 
present in the test section during a given data run,Pnb 
was simply equal to zero . The quantity Pnw was 
determined from Sogin's relation and the perfect gas law. 

The Sherwood number was given by Sh = KL/D, where 
the diffusion coefficient D was calculated by D = v/Sc . 
In this last expression, v is the air kinematic viscosity 
and Se is the Schmidt number, equal to 2.5 for the pair 
naphthalene-air [4]. The Reynolds number Re was chosen 
to be equal to pVH/~, where p and ~ are respectively the 
air density and absolute viscosity, and V is the mean 
velocity at the free fl ow passage above the modules, at 
any cross section where the taller module is absent. 
Hence, V = m/pHW , in which m is the total air mass flow 
rate and W is the spanwise channel width. 

The mass transfer results are also valid for heat 
transfer situations, provided Pr = Se, where Pr stands 
for the Prandtl number. In this case, the Nusselt 
number Nu is equal to the Sherwood number. However ,for 
other interesting values of Pr (specially Pr = 0.7, 
which is the case of heat.transfer to air) the results 
cannot be directly employed. This difficulty isreadily 
removed when the concept of heat-mass analogy is invoked. 
As discussed in [2], the Nusselt number for Pr = 0.7 
(heat transfer to air) can be determined from 

Nu = 0.632 Sh . 

For other fluids, a similar expression can also be 
obtained. 

RESULTS AND DISCUSSION 

(2) 

Two distinct classes of heat transfer results will 
now be discussed . Firstly, the heat (mass) transfer 
behavior at the tall module will be focused, and hence 
attention will be turned to the tall module influences 
on heat (mass) transfer at other (regular) modules. 

For the sake of simplicity, all results shown in 
the figures are given in a ratio form, namely, Sh/Shfd ú 

where Shfd r stands for the Sherwood numbercorrespond~g 
to a regulàr module situated in the fully developed 
region of a flow over a regular array . Evidently,Shfd r 
depends on the Reynolds number, and its dependence was' 
determined in [2] . These experiments for the regular 
array were also performed in the present research, and 
the results obtained (Shfd r= 36 .82,57.10 and 91 .67 for 
Re = 2000 ,3700 and 7000 re~pectively) wcrc in very good 
agreement with the just mentioned reference. 

To allow direct comparisons with availableresults, 
the Reynolds number values investigated in the present 
experimental research were 2000, 3700 and 7000 . 

Tall modules . Attention is now turned to Figure2, 
which 1llustrates the tall module Sherwood number at 
severa! streamwise locations and for some values of the 
Reynolds number. It is readily seen that, after the 
fifth row (for the Reynolds number range under 
investigation), the Sherwood number becomes independent 
of the tall module position, indicating a full 
development of the flow, both for the regular array and 
for the tall module case . As expected, the Sh values 
for the tall module are higher than for the regular 
array, since the area exposed to the core flow is larger 
for the tall module. Furthermore, it can be observed 
that the entry length mildly decreases with the Reynolds 
number. 

Another interesting finding is that, although for 
the regular array the entry region is characterized by 
higher Sherwood numbers , the opposit is true for the Sh 
values corresponding to the tall module. This is 
explained when the two different physical situations are 
more closely examined . 

The heat transfer rate of a regular module at the 
first row is higher than at subsequent rows due to two 
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Figure 2. Sherwood number distributions for tall and 
regular modules 

reasons . Firstly, the front surface is directly exposed 
to the flow , which does not happen at the other rows . 
Secondly , the side surfaces are still significantly 
active from the point of view of heat transfer, since 
the flow through the intermodule gaps, at this point, 
has velocities of the sarne order of magnitude as in the 
core flow above the modules. As the flow resistance 
through the gaps increases, the air tends to leave the 
gaps and flow only above the array, yielding higher 
velocities at the core and very low velocities close to 
the side surfaces. Hence, very low heat transfer rates 
are found at these side surfaces . Therefore, the top 
surface of a regular module carries almost all the 
burden of heat transfer, resulting in a pronounced 
decrease of the per-module average heat (mass) transfer 
coefficient as the flow develops. A considerably 
different situation occurs for the tall module. At the 
first row, a tall or regular module are both exposed to 
the sarne flow conditions , and hence the heat transfer 
coefficients are very close to each other.At subsequent 
rows, however, part of the front and side surfaces 
become nearly inactive as far as heat transfer is 
concerned, but , on the other hand, the rest of these 
sarne surfaces and also the top surface become exposed 
to higher velocities at the core, increasing heat 
transfer . The conjunction of these two counteracting 
effects yields a still positive heat transfer effect,as 
can be observed in Figure 2. 

The fully developed Sherwood number at the tall 
module, Shfd t• was found to be equal to Shfd t = 71 . 25, 
110.5 and 16i .9 for Re=2000,3700 and 7000 respectively . 
A least square fit to these data yielded 

0. 66 
Shfd t = 0.497 Re , (3) 

Comparison between the exponent of equation (3) 
and the one found in [2] for the regular array (0 . 72) 
indicates that the fully developed Sherwood number for 
the tall module is slightly less sensitive to the 
Reynolds number , since, as Re gets high, more flow 
penetration is obtained through the gaps . Therefore, 
heat transfer at the side surfaces is enhanced, and 
this effect is obviously stronger for the heat transfer 
coefficient of a regular module. 

Heat transfer effects due to presence of the tall 
module . F1gures 3 through 5 show how the Sherwood 
numoer of a regular module is affected by the proximity 
of a t aller module . Following the convention presented 
at the top of Figure 3, curve G) in all three figures 
pertains t o the per-module average Sherwood number at 
the relative position just upstrearn the tall module, 
plotted·against its position in the array. ln this 
manner, it becomes clear why there is no datum for the 
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Figure 3. Influence of tall module on Sherwood number 
at relative positions . Re = 2000 
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Figure 4. Influence of tall module on Sherwood number 
at relative positions. Re = 3700 
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Figure S. Influence of tall module on Sherwood number 
at relative positions . Re = 7000 

first row in curves@ and ® , since t he first possible 
position of regular modules at these relat ive posit ions 
is the second row, when the tall module is l ocated at 
the first row . 

Upon examination of Figures 3 t hrough 5, it can be 
observed that the lar;test enhancement of heat transfer 
is found at position~, i.e . , by the side of the tall 
module . Enhancements of up to 50 percent were observed. 
The second best relative position (as far as heat 
transfer enhancement is concerned) is just downst rearn 
the tall module (posi tion ~) , wi th enhancements almost 
as high as t he ones found at posit i on 3. Then follow 
position@ , posit i on CD , and posit i on (i) , this l ast 
with enhancements of the order of 17% . 

It can al so be concluded that there is a mild 
trend to decrease the heat t ransfer enhancements as the 
Reynolds number increases . The relative position most 
sensitive to Re is position ® , whereas heat t ransfer 
enhancement at posi tion C2) seems to be nearly independent 
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of the Reynolds number. As a last comment on these 
figures, it can be observed that the Sherwood number of 
regular modules at the entry length undergo lower 
percentual changes. 

Heat transfer effects of the tall module at 
farther relative positions are, in most situations, not 
as important as at the relative positions discussed in 
the foregoing paragraphs. Data on other relative 
positions can be found in [5], where an extensive study 
is presented. 

A visualization of the tall module overall effect 
on heat transfer of the array is provided in Figure 6, 
which pertains to the case of Re = 2000.0ther Reynolds 
numbers are also investigated in [5], but the strongest 
influences are represented in Figure 6. 
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Figure 6. Influence of tall module on Sherwood number 
of regular modules. Re = 2000 

Six curves are presented in this figure, each one 
for a different fixed position of the tall module. Two 
different sets of data are given for each curve, one 
corresponding to Sherwood numbers of regular modules 
located along the streamwise line where the tall module 
is positioned, and the other pertaining to Sherwood 
numbers along the side line. 

When the tall module is situated in the first row 
(curve Q) , Fig. 6), its effect to heat transfer at 
other modules is very mild, and observed only up to the 
fourth row downstream. As the tall module is displaced 
downstream, its influences become more significant, 
spreading farther downstream. 

It is also observed that the heat (mass) transfer 
enhancement at modules deployed along the side line is 
always lower than at corresponding modules (sarne row) 
along the tall module line. When the tall module is 
positioned in the fully developed region of the array 
(after fifth row), heat transfer effects can be felt at 
the row just upstream and at the following six rows 
downstrean. (for Re = 2000). For other Reynolds numbers, 
the effects of the tall module presence are milder and 
confined to a smaller region in its neighborhood. 

FINAL RPMARKS 

Experiments were performed to investigate the 
influence on heat transfer of the presence of non
uniformities in an array of block-like electronic 
components. It is inferred from the results of the 
present research that it is very advisable, from the 
point of view of cooling of electronic components, to 
explore the effects of these non-uniformities while 
arranging the components on printed-circuit boards. For 
example, whenever is possible, a high-power dissipating 

component should be placed by the side of a taller 
component, when heat transfer enhancements of the order 
of fifty percent were measured. If this sort ofpractice 
is adopted, more efficient cooling systems for 
electronic equipment will be possible. 
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lNfRODUCfiON 

The inlet flow is a standard situation which has 
attracted great interest in the past for comparing ana
lytical and computational techniques, apart from its 
intrinsic, physical value. Due to the large number of 
papers related to the subject, only a few classical in
dicative references are here indicated where the inve
stigated aspects of the entrance flow and most of the 
several approaches to the solution are reported [1,2 
3,4]. ln this paper, Bellman's Differential Quadrature 
Method (DQMO is applied which, up to now, has received 
scanty attention in practical applications [5,6], in 
spite of being -as will again be shown here- a power
ful technique for solving non-linear PDE of parabolic 
type. After a brief description of Bellman's method, 
the basic equations which govern the plane flow in the 
inlet region of a straight channel are considered . The 
linearized formulation of the problem given by Sparrow 
et al .[ 7Jis first considered,in arder to show the ca
pabilities of the chosen computation procedure in a ca
se where an analytical solution exists [8]. Subsequen
tly the non-linear parabolic system is solved and the 
results are compareci with those obtained by means of 
more conventional approaches [1,9] . 

1HE DIFFERENflAL QUADRATURE METHOD 

The DQM was first proposed by Bellman et al . [5J 
for solving PDE rapidly and accurately. ln its essence 
the DQM reduces the solution of a parabolic equation 
to the solution of a set of ODE and the original one 
equation problem is approximated by an initial value 
problem of a set of a finite number of equations . A 
classical example is provided by the heat conduction 
equation 

2 2 
aT/at = a T/ax (1) 

lf one assumes the spatial first derivative at a point 
x. to be approximately expressed by 

1 

~ a . . T . (aT/ax). = L- (2) 
1 1J J j=l 

and as a consequence 
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2 2 
(a T/ax ). -

1 
(3) 

.then eq.(l) reduces to a set of N equations which go
vern the evolution of the temperature in N selected 
points 

dT. (t)/dt 
1 

N 

- L b .. T.(t) 
j =1 1J J 

v i 1, .• ,N (4) 

The initial conditions for the set (4) are immediately 
obtained by the initial condition for (1), while it is 
immediate to realize that the boundary conditions given, 
say, in xAe xB on (1), reduce the number of unknown 
Ti's from N to N- 2, if two values of i are made equal 
to A and B,respectively. ln (2) and (3) the coefficients 
aij e bik are obtained by substituting test functions 
in (2) and then in (1). Chosing there test functions is 
still and to some extent largely arbitrary. Among the 
possible choices Bellman et al.[5J suggested integer 
powers of x and Lagrangian type polinomials. ln this 
paper the latter test functions were adopted. They cor
respond to writing 

N 

T(t,x) = L L. (x)T. (t) 
i=l 1 1 

(5) 

where Li(X) is a polynomial of (N-l)th degree, such 
tHat Li(Xj) = ôij• with ôij the Kronecker's delta. As 
a consequence 

a .. = 1jJ '(x .)/[(x . -x.)1jJ'(x.)J i r j 
1J 1 1 J J 

(6) 
a .. = 1jJ"(x.)/(21)J '(x.)) 

11 1 J 

The final set (4), which is approximately equiva
lent to (1), is eventually solved by one of the exist
ing several computational methods. lt can be shown [6] 
that for N ~ oo the spatial representation of the unk
nown T tends to the exact one. 



74 

'I1-!E lNLET FLOW PROBLEM 

The basic equations governing the inlet region 
problem for a plane channel are , in the boundary layer 
approximation and in dimensionless form [ZJ 

aujax + av/ay = O (7) 

2 2 uaujax + vau/ay = - ap/ax + (1/Re)a u/ay (8) 

where standard symbols have been adopted. 
The distances are dimensionless with respect to 

the channel semi-width while the duct symmetry plane is 
given by y = O and the entrance is at x = O. Associa
ted to (7-8) are the following boundary conditions 

u =v= o y = 1 Vx 

au;ay = o y =o Vx (9) 

u = 1 X= 0 Osy<l 

Sparrow et al . [7] found the analytical solution to a 
linearized form of eq . (7), where uau/ax is substitu
ted by Umau/ax, with Um(X) a mean value of u over the 
cross section, and ap/ax is calculated in integral form 
from (7) and (8). A complete treatment of the lineari
zed procedure can be found in [8]. ln this work the sa
rne linearized set has been solved by reducing the pro
blem to a system of 9 ODE which was then dealt with by 
means of a 2-nd order Runge-Kutta solver . 

The- results of the DQM were then tested against 
the analytical data with excellent agreement, in spite 
of the relatively low value of N. 

Subsequently the full non-linear problem was sol
ved . ln particular in eq . (8) one puts 

and 

-~ d /1 ax = dx u2(x,y)dy _ .!._ au(x,l) 
o Re ay 

v(x ,y) =J(
1 

(au/ax)dt 
y 

(lO) 

(11) 

and the DQM is applied to the resulting equation, again 
for N = 11. The following set of non-linear ODE is ob
tained 

where 

du. 
1 

p_ N du. 
B. L (C .. - 2 L Djk~) ~= 

1 j=l 1] k=l 
ui~+ 

N 

.!._ L (b .. - a .. )u. 
Re . 1J NJ J 

J=l 

c. -=1
1 

L. (t)dt 
1] J y. 

B.= 
1 

1 

V i = Z,N-1 

t 
j=l 

a .. u. 
1] J 

D.k =1
1 
L.(t)~(t)dt 

J o J 

subjected to 

u . (o) 
1 

1 

III V 

i= 2, . . .. ,(N-1) 

The final system also was solved by means of a 
conventional one-step computational scheme . 

RESULTS AND CONCLUSlON 

The main results of present investigation are gi
ven in figs. (1-3). ln all the drawings broken corre
spond to Sparrow's analytical solutions, while solid 
lines correspond to numerical solutions in [9]. Circles 
refer to present approximated solutions to the genera
lized problem, and squares correspond to present solu
tions of the non-linear system. All the represented 
results were obtained for a Reynolds number equal to 
75. 

lndicative profiles of u as a function of y at 
selected stations along x are given in fig. (1) . Compa
rison of data obtained by DQM are excellent for the li
nearized case and fairly good for the non-linear case, 
when the relatively low order of the differential equi
valent system is considered. 
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Figure 1. 

Figure (2) shows the u and v profiles across the 
channel, close to the entrance section. The effect of 
the non linearity is clearly seen in terms of v chan
ging sign and u non-monotonically decreasing from the 
centre plane to the wall . 

Finally in fig. (3) the behaviour of the veloci
ty along the symmetry line is given. 

The present approximated results in the non li
near case appear to differ from the data in [9] which 
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where obtained via finite difference approximation, 
only in the proximity of entrance. 
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Figure 3. 

As a conclusion, the DQM appears a very prom1s1ng 
technique for the approximate, rapid solution of para
bolic equations of engineering, withouth major limita
tions 
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NCMENCLATIJRE 

c specific heat at constant pressure 
fP 
ap apparent friction coefficient 

Gr Grashof number 
g acceleration of gravity 
h convection coefficient 
k thermal conductivity 
L parameter related to the sign of the bouyancy term 
Nu local Nusselt number 
Nü average Nusselt number 
n number of lines 
p pressure 
P dimensionless pressure 
Pe Peclet number 
Pr Prandtl number 
r radial coordinate 
R radius 
Re Reynolds number 
T temperature 
u axial velocity 
U dimensionless axial velocity 
v radial velocity 
V dimensionless radial velocity 
x axial coordinate 
z dimensionless axial coordinate 

Greek letters 
a thermal diffusivity 
8 coefficient of thermal expansion 
n dimensionless radial coordinate 
v kinematic viscosity 
p density 
~ generalized variable 
Subindices 
b mean bulk 
c 
i 
m 
o 
w 

center 
line 
mean 
entrance 
wall 

INTRODUCTION 
Laminar mixed convection usually occurs when the 

mass fldw rate is sufficiently low to make bouyancy ef
fects important. This situation may cause distortions 
in the velocity field and the temperature field in a 
significant manner . For these low Reynolds number flows 
the heat transfer rat e deviates markedly from solutions 
based on pure forced convection. 

Historically, Martinelli and Boelter [1] first 
solved the problem of forced and natural convection in 
a vertical tube in 1942 . They proposed a correlation 
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for Nusselt, Graetz and Rayleigh numbers. Subsequent 
studies were performed by Rosen and Hanratty [2], who 
presented an approximate numerical solut ion of the 
equations of motion and energy. These authors included 
some experimental evidence for water flow also. A more 
comprehensive finíte-difference formulation was devised 
by Marner and McMillan [3] using t he boundary layer 
assumptions for the conservation equat ions . ln addi
tion to this, Collins [4] used a numerical scheme for 
elliptic equations in order to simulate the thermo
hydraulic behavior of combined convection. 

The present contribution reports an alt ernate 
numerical model for the simultaneous convection in ver
tical tubes. Accordingly, in the following sections a 
hybrid finite-difference procedure is presented, name
ly, the method of lines ~L) [5]. Common features of 
the methodology include discrete formulations for the 
radial direction while retaining continuous derivatives 
in the axial direction. The coupling of the conserva
tion equations gives rise to a system of first order 
ordinary differential equations , which i n t um, allows 
the use of a marching int egrat ion t echnique. A series 
of calculations were made covering a range of possible 
physical conditions deviating from pure forced convec
tion. 

Although, not specifically described here, the 
present methodology is capable of handling t emperature
dependent properties without additional difficulties . 

GOVERNING EQUATIONS 

The dimensionless conservation equations capable 
of describing laminar flow under the influence of 
simultaneous forced and natural convect ion in a verti
cal pipe are 
continui ty: 

au 1 a (nV) o + - an az n (1) 

J: Undn 1/2 (2) 

axial momentum: 

u au + v au = _ dP +_L 1 a (n au) + 4Grle 
az <ln dZ R e n <ln <ln ;r- (3) 

where 

L 1 for upflow with cooling 
L -1 for upflow with heating 
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energy: 

u ae v ae _ 2 1 a ae az + an - Pr [ n aTl (Tl an)] (4) 

The most important idealization valid for this study 
is that the fluid possesses constant properties except 
for density in the body force term of the momentum 
equation . 

The associated boundary conditions for this 
mixed convection problem are: 

uco,n) = 2(1 - n
2

) [ ;: ,1''•'-~lt' ( ~-(J 

au = o an (Z,O) = U(Z,l) . ' - ~ r :) ).'l .J 

,. J t ~ ' 

V(O,n) = V(Z,O) = V(Z,l) = o t". 

P(O) = o ,._ ·--- r 

~' i~ ) 
,_, 

e (O, n) = 1 r ' ' l: 

~ (Z O) = e cz, 1) = o 
an ' 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(lO) 

Thus, the preceding system shows four dependent vari
ables: U, V, P and e in the flow domain as functions of 
Z and n, while the controlling par~neters are Gr/Re 
and Pr. 
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Figure 1. Physical system 

The relevant hydrodyn~c and thermal quantit1es 
needed for engineering analysis are the following: 

1 . the apparent friction factor: 

fap 
P

0 
- p(x) + pwgxL 

pUm 

2. the mean bulk temperature: 

X 

R 

eb (Z) 
1 

2 J U(Z,n)e(Z,n)n~n 
o 

3. the local Nusselt number: 

(11) 

(12) 

-2 

~~~ 
Nu(Z) 

METI-k:lD OF LINES 

~ (l,Z) 
an 

eb (Z) 
(13) 

Liskovets [S] described the Method of Lines ~L) 
as a technique that replaces a single partial differ
ential equation in two independent variables by an ap
propriate system of ordinary differential equations in 
one of these variables. If the independent variables 
are Z, n; then the region of integration may be divided 
into strips parallel to one of the coordinates (say n) 
by lines n = constant. The partial derivatives with 
respect to n on each of these lines are represented 
by finite difference formulations. This simple ap
proach generates a system of ordinary differential 
equations where the dependent variable is expressed 
along each line in terms of the other independent 
variable Z. 

One application of MOL related to the classical 
Graetz problem was presented in [6] and it was conclud
ed that satisfactory results can be obtained utilizing 
four lines with unequal intervals. 

The discretization procedure is straightforward 
except for the fact that eqs. (2) and (3) required a 
coupling through .the pressure gradient tern1. Accord
ingly, the system of ordinary differential equations of 
first order for the axial velocity and temperature 
constitute the mathematical model that governs the 
mixed convection phenomena in vertical pipe flows. The 
above-mentioned system along with the respective bound
ary conditions at Z = O is indeed an initial value 
problem (IVP), whose numerical solution was obtained by 
a fourth-order Runge-Kutta algorithm utilizing 10 lines. 
The computer printout included both axial and radial 
velocity distributions, pressure distribution and tem
perature distribution. Whenever, a numerical integra
tion was needed, Simpson' s rule was used. 

"JUMERI CAL RESUL TS 

The Runge-Kutta integration technique was used 
for the solution of the initial value problem utilizing 
10 uniformly distributed lines between the centerline 
and the wall of the tube. 

Velocity and temperature distributions are plot
ted in Figs. 2 and 3 for upward üow with heating 
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Figure 2. Axial velocity distribution 
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Figure 3. Temperature distribution 

1.0 

having Gr/Re = 60 and Pr = 1. ln Fig. 2 the minimum 
velocity at the centerline is attained at the axial 
station Z/Pe = O.OS, yielding the maximum gradient for 
the radial velocity at the wall. Meanwhile, at Z/Pe = 
0.2S the axial velocity is not fully developed yet. lt 
can be seen that agreement with the numerical predic
tions of [3] and [4] is satisfactory, except for minor 
deviations with the results of [3]. Similarly, Fig. 3 
illustrates the excellent comparison with [3] for the 
temperature distribution from the origin until a down
stream station corresponding to thermodynamic equilib-
ri um. 

The Nusselt number distribution associated to the 
situation presented in Figs. 2 and 3 is now discussed 
in Fig. 4. Here, Nu behaves in an unusual fashion in 

.. ~--------------------------------~ 

12 

INVERSION POINT 

I 
Nu~ • 

Pra I 

.001 

Z/Pe 

Figure 4. Local Nusselt numbers 

the neighboorhood of Z/Pe = O.OS showing its pea~ value 
at this station. This is a consequence of an abrupt 
increase in the axial velocity close to the wall, as 
already mentioned in the analysis of Fig. 2. Moreover, 
Nu increases as a result of an increase in Gr/Re, and 
when Gr/Re = 90 an inversion point occurs at Z/Pe. = 
0.0323. Negative velocities show up beyond this sta
tion, and consequently the present numerical formulation 
is unable to handle these situations. 

lt is a known fact that the influence of natural 
convection is more pronounced whenever the axial veloc
ity at the centerline reaches a minimum value. ln tum, 
this is linked to a maximum gradient of the radial 
velocity at the wall which consequently, increases the 
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Figure S. Recirculation currents 

heat transfer rate . The contribution of natural con
vection tend to increase as !Gr/Re! increases up to a 
criticai value where the velocity distortion is such 
that the axial velocity at the centerline is zero. 
Beyond this critical value there will be always an in
version point for zero axial velocity at the centerline 
located at smaller axial stations each time. This 
situation indicates the onset of recirculatory currents 
as evidenced by the streamlines in Fig. S. Resen and 
Hanratty [2] realized a series of experiments with 
water (Pr = 6) in order to examine this recirculatory 
phenomenon. Fig. 6 depicts the data and the numerical 
prediction using the method of lines. ln general, the 
levei of agreemen~ is quite good covering the range of 
Gr/Re from 2 x 10 to 2 x 103 . 

12 o'fl 

lO o 

... 8 
Q 

4 

2 

o ., 
o 
o 

Pr• 6 
o mnnm• [2] 

'fi THlS WORY. 

Figure 6 . lnversion points at the centerline 

The centerline velocity for upward flow with cool
ing where Pr = S.S and Gr/Pr = -lS is depicted in Fig. 
7, along with the numerical results of [2]. ~th curves 
are extremely close showing a peak and decreaslllg grad
ually toward the asymptotic value of 2. A detailed 
velocity development is illustrated in Fig. 8 emphasiz
ing the effects of gravity forces, which have a tendency 
to decrease the velocity in the region close to the 
wall. This behavior results in an significant increase 
of the velocity in the vicinity of the centerline . 
Moreover the corresponding local Nusselt number dis
tributio~ for Gr/Pr = O, -lS and 30 is drawn in Fig. 9. 



80 

3.0,----------------, 

Uc 

~ 
'l 

'l 

I 
!'..../:' , / 

o 
o 60 

I' 

UPFLOW, 
COOU NG 

Gr/Re ·-15 

Pr • 5.5 

--- [z J 
- THIS WORK 

160 

2l X 10
3 

TrPe 

240 

Figure 7. Axial velocities at the centerline 

I 6 

u 
1.2 

. l 

~ 
l O 

Figure 8. Axial velocity distribution 

I& r, 

,, ~ 5.5 

12 

Nu~ • 

- 30 ------==:J 3 . ' 6 
-15 

INVERSICN POWI' 

o 
. 001 ·"' . I 

'lI Pe 

Figure 9. Local Nusselt numbers 

Finally, the dimensionless pressure distribution 
is depicted in Fig. 10 for both cases of heating and 
cooling in upwarú f1ow. 
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Figure 10. Pressure distribution 

CONCLUDING REMARKS 

The mixed convection problem considered here is 
believed to be the first one to be solved by the method 
of lines. A hybrid method was employed to deal with 
this complex physical situation, the special feature 
of which is that a djfferential-difference approach 
utilizing on1y ten lines along the radius furnished 
excellent results. The rapid convergence of the march
ing scheme validates the utility of this approach. 

More complicated cases involving temperature de
pendent properties and/or thermal radiation can be 
readily accommodated in the numerical analysis . This, 
would, however, require the specification of additional 
prescribable parameters. 
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SUMÃRIO 

No p~~ente tnabalho e ~~olvido o p~blema combinado de condu~ão-canvec~ão 6o~ 
~da de um 6fuA..do e.bcoando em ~gime laminM, com o.t> p~6i.ó de velocidade e temp~ 
~ plenamente de.t>envolvido.t>, no int~o~ de um tubo com uma dada ~pe-6.6~ de pMede. 
São con.bid~da-6 a.6 componente.t> ~dial e ~cun6~encial de condu~ao de calo~ na p~ 
de do tubo. Na .t>ua .t>u~6Z&e ex.teMa, co~id~-.6e um Ca.õo de ~luxo de calDA axial
mente uni6Mme e ~cun6~en&almente vMiaveL 0.6 ~e.t>uUado.t> Mo ap~uentado.t> na 6o~ 
ma adimen.biorr.al. 

INTRODUÇAO 

O aquecimento (ou resfriamento) circunferencial
mente não-unifOrme da superfície externa de tubos ocor
re em várias aplicações, como em trocadores de calor em 
geral, coletores solares planos e concentradores. Quan
do um fluido escoa no interior do tubo, as característi 
cas de transferência convectiva de calor na superfície
interna do tubo são conjugadas com a condução de calor 
no interior da parede desse tubo. Esse acoplamento dos 
dois mecanismos de transferência de calor e encontrado 
em alguns trabalhos. 

Em [1], e apresentada uma solução para o problema 
da convecção térmica no escoamento de um fluido em regi 
me laminar, completamente desenvolvido no interior de 
um tubo com espessura desprezível de parede, sujeito a 
um dado fluxo de calor circunferencial não-uniforme. 

Em [2] é considerada uma espessura de parede de 
um tubo, mas a fornulação utilizada considera desprezí 
vel a resistência térmica para a condução radial de ca~ 
lor e desenvolve sua solução simplificada somente com 
a resistência condutiva circunferencial na parede do tu 
bo, considerando uma condutibilidade infinita na dire~ 
ção radial e finita na direção circunferencial. 

O presente trabalho considera um tubo circular de 
qualquer material com escoamento de um fluido newtonia
no incompressível em regime laminar, admitindo-se que 
os perfis de velocidade e temperatura estejam completa
mente desenvolvidos . A superfície esterna do tubo e ex
posta a um fluxo de calor circunferencialmente arbitrá
rio q" (e) e axialmente uniforme, conforme ilustrado na 
Fig . 1. 

Figura 1. Fluxo de calor circunferencialmente arbitrá
rio na superfície externa do tubo. 

As propriedades físicas neste problema são consi
deradas constantes, não há geração interna de energia e 
o regime e permanente . Admite-se que os efeitos de con-
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ção natural sejam desprezíveis. 
E feito um estudo do problema combinado condu

ção-convecção considerando-se as componentes de condu
ção de calor nas direções radial e circunferencial. 

DESENVOLVIMENTO ANAL!TI C:O 

O método de análise seguirá as seguintes etapas: 
19 ) obtenção de uma solução da equação da condução de 
calor para o caso de um tubo com um fluxo de calor ex
terno distribuído em degrau (solução incompleta), como 
indicado na Fig. 2; 
29 ) obtenção de uma solução do problema da convecção de 
calor para o fluido, considerando o mesmo influxo de ca 
lor da 1~ etapa (solução também incompleta); 
39 ) acoplamento das duas etapas anteriores, através do 
estabelecimento de continuidade de temperatura e de flu 
xo de calor na interface tubo-fluido, definindo assim~ 
os coeficientes que faltavam ser determinados; 
49 ) finalmente a solução acima será generalizada para 
abranger um influxo de calor arbitrário na superfície 
externa do tubo. O método de solução utiliz~do exige 
apenas que esse influxo de calor possa ser representado 
em termos de série de Fourier. 

1~ Etapa 

Figura 2. Tubo com influxo de calor em forma de degrau 
na parede externa. 

A equação diferencial que fornece a distribuição 
de temperatura Tt na parede do tubo é a seguinte: 

ó
2
Tt l ílTt 1 

-2-+--+
Clr r Clr r 2 o (1) 
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válida para r 1 ~r~r 2 , com as quatro condições de contor
no: 

KtaTtl 

ar r=r2 
= q" 

Kt éJTtl =O 
ã'Y"" r=r 2 

-8~8~+8 

8<8< 2n-8 

T(r,8) = Tt(r, 8+2nn) 

~aTtl = o 
([6 8=0 

( s :imetria) 

As variáveis originais do problema são alteradas 
para n=r/r 1 e ~tCr,8)=Tt(r, 8)-Tm. Utilizando o método 
de separação de variáveis obtêm-se: 

00 

q"r 8 
~tCn,8) = J 0 + ~ ~nn + 

+nh(Jn(nn + n;n n-n) _ q"r~2sen n8 
n Ktn 

n -n] n n cos n8 
2 

(2) 

2~ Etapa 
A equaçao que governa a distribuição de tempera

tura no fluido, em regime permanente e na ausência de 
fontes de calor é a seguinte: 

32T l éJT 32T VéJT 
()r2 + Tdr + r 2() 82 = aox 

válida para O<r~r 1 

(3) 

O perfil de velocidade desenvolvida é dado ~r: 

r 2 
V(r) = 2V (1-(- ) ) m r1 (4) 

onde Vm é a velocidade média do escoamento. 
Se o perfil de temperatura está completamente de 

senvolvido, então o gradiente de temperatura na dire-
ção axial é constante: 

aT _ ciTm 
ãX - "('IX"" = constante (S) 

Considerando o influxo de calor' axialmente uniforme 
pode-se fazer o seguinte balanço de energia: 

2n 
2 dTm f pnr 1 Vmcp rue= q" r 2 d8 = Q (6) 

o 

Substit~ndo as equações 4, 5 e 6 na equação 3, utili
zando n e ~ obtêm-se através de separação de variáveis 

2Q 11 2 n~ 7 oo 
~(n, 8) = 7iK c4 - 10 - '9"6) + í: lu .nn.cosn8 

n=l 
(7) 

~~ 
O acoplamento das equações deduzidas para a condu 

ção (2) com a convecção (7) , com a finalidade de obter
o valor dos coeficientes J 0 , Jn e ln, será feito com o 
auxílio de duas condições de contorno na interface da 
superfície interna do tubo com o fluido (n=l). 
a) continuidade de temperatura: 

~t(1, 8 ) = H l, 8) 

b) continuidade de fluxo de calor: 

~(1 ,8) = q~(l ,8) 

São obtidas então as seguintes equações : 

Hn , 8) 
q"2r 2 
----y--

8 11
2 n

4 
7 

2 -(-.- + - - =-) + 
7T '+ 16 :1U 

11n sen8 cosn8 2 00 1 
+ - í: -

7T n=l n2 n -n Kt n -n n2-n2 + 1rC11 2 - n2 ) 

válida para O~n~l 

~t 
q" 2r2 
I r-

11 1 k 
(4&' + 2 Kt ~n n) 

(8) 

n -n k ( n -n) 1 oo 1 n + n + Kt n -n 
+ rr n~l -z n -n Kt ( n -n) senBcosn8 (9) 

n n2 + n2 + 1r n2 -112 

válida para l ~n~n2 

4~ Etapa 
Nêssa etapa será feita a generalização para um 

f luxo de calor circunferencialmente não-uniforme. Em 
primeiro lugar é introduzida uma mudança de eixo, admi
tindo-se que o f luxo de calor em degrau é imposto na 
superfície externa para um intervalo angular entre w+6w. 
Em seguida é considerado o caso com MS degraus com in
fluxos de calor q"(wm)· Devido à linearidade das equa
ções 1 e 3 , pode-se aplicar o princípio de superposição. 
O caso da variação circunferencial contínua do fluxo de 
calor externo pode ser tratado como o caso limite da va 
riação em degrau. Basta para isso considerar uma largu~ 
ra infinitesimal de cada degrau, como indicado na Fig. 
3. 

Figura 3. Fluxo de calor arbitrário tratado como fluxo 
em degrau infinitesimal. 



Aplicando o procedimento acima descrito, que pode 
ser visto com mais detalhes em [3] , obtém-se as seguin 
tes equações : 

2
'!T "( ) 2 11 1 K ~tcn.e•,w) = f q K r2 [C + n ) + 

'i' o - 48 2 Kt ... nn 

(lO) 

A equação (10) fornece a temperatura em qualquer 
ponto na parede do tubo 

(11) 

A equação (11) fornece a distribuição de tempera
tura no fluido quando imposto um fluxo de calor circun
ferencialmente arbitrário na parte externa da parede 
do tubo. 

A distribuição circunferencial do número de 
Nusselt é dada pela equação: 

" Nu(B) = qt (1,9) 2rl 
<Pt c r, e) -r 

onde q~(l, B) é o influxo de calor na superfície interna 
do tubo, e é determinado por: 

UM EXEMPLO DE APLICAÇÃO 

Os resultados analíticos obtidos são agora aplica 
dos a um exemplo com influxo de calor que fornece re
sultados sem a necessidade do calculo de somatórios. Em 
\[3] são indicados outros dois exemplos cujos resulta
dos são calculados através da somatória de um grande 
número de termos. 

O influxo de calor considerado na superfície ex
terna do tubo é descrito por: 

q"(w) = ~(l+bcosw), (12) 

Introduzindo a equação (12) na equação (10) , a in 
teeração fica limitada a apenas um termo da série, dev1 
do ao fato que a Última integral é não-nula apenas para 
n=l. 

A distribuição circunferencial de temperatura na 
parede do tubo fica então expressa pela equação: 

J cose (13) 
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onde A indica o parâmetro adimensional (Kt/K). 
A distribuição circunferencial do influxo de ca

lor é obtido pela lei de Fourier: 

- Kt Clcjlt 
q't'(n ,e) - ~an 

llissa forma, o influxo de calor na forma adimen
sional é dado por: 

qt(n,e) 11 
-~-- = l+b 
~ 112 

(14) 

O número de Nusselt, neste exemplo, obtêm-se atra 
ves de: 

Nu(B) (15) 

A partir da equação (14) foram construídos para 
um tubo com n2=1,4 as Fig. 4 (A=lO) e Fig. 5 (A=300),os 
quais fornecem os perfis de fluxo de calor em três re
giões do tubo: externa (n=l,4), intermediaria (n=l,2) e 
interna (11=1, O). 

_,,L~ 

- ·-'1'1.1 
---- ~,1.0 

-~----------. ~~-
"· / 

/ ' 

./ / ____ _ 

0~0--~~~-~~~--~~~~--~~~1 
~IÇA.O(f) 

Figura 4. Fluxo de calor em três regiões de um tubo de 
parede espessa e relativamente baixa conduti
vidade térmica. 
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Figura S. Fluxo de calor em três regiões do tubo com pa 
rede espessa e relativamente alta condutibil1 
dade térmica. 

Utilizando a equação (13) para um tubo com 11 2=1,4 
foram construídas a Fig. 6 (A=lO) e a Fig. 7 (A=300)que 
fornecem os perfis de temperatura também nas três re
giões do tubo. 
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Figura 6. Perfil de temperatura em três regiões do tubo 
de parede espessa e A reduzido. 
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Figura 7. Perfil de temperatura em três regiões do tubo 
de parede espessa e A. elevado. 

A partir da equação (15) foi construída a Fig. 8 
que considera um tubo com n2=1,4 e vários valores de A. 
Foi também construída a Fig. 9 para n2=1,1 e vários va
lores de A. Essas figuras ilustram a variação do número 
de Nusselt. 
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Figura 8. Variação do número de Nusselt para quatro va
lores de A para um tubo de parede espessa. 
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Figura 9. Variação do número de Nusselt para quatro va
lores de A para um tubo de parede fina. 

Comparando as figuras 4 e 5, nota-se que a super
fície interna apresenta sempre um fluxo tanto mais uni
forme quanto maior for o valor do parâmetro A. 

Nas figuras 6 e 7 pode-se notar que à medida que 
a condutibilidade térmica do tubo aumenta, a distribui
ção de temperatura torna-se radialmente concentrada e 
circunferencialmente mais uniforme. 

Na figura 8, nota-se que o valor de Nussel t é pra 
ticamente uniforme, com valor médio igual a 4,36 (influ 
xo uniforme de calor no fluido). -

Comparando as figuras 8 e 9, nota -se a influência 
da espessura da parede, que tende a uniformizar os valo 
res de Nu. 

CDNCLUSOES 

As soluções obtidas e as comparações efetuadas 
com a literatura [3] permitem algumas conclusões: 
1 9) Uma variação circunferencial do fluxo de calor na 
superfície externa de um tubo, não deve ser transferida 
para a superfície interna do tubo, desprezando-se assim 
a espessura de parede para permitir um tratamento somen 
te convectivo do problema. Deve ser lembrado que o efeT 
to da condução de calor na parede do tubo é sempre no 
sentido de uniformizar o fluxo de calor na superfície 
interna do tubo. 
29) Os resultados indicam a influência dos parâmetros A 
e n3. Quanto maior estes dois parâmetros, mais uniforme 
sera o fluxo de calor na superfície interna do tubo e 
dessa forma também· uniformiza o coeficiente convectivo 
de troca de calor. 
39) O método utilizado para soluções (séries de Fourier) 
implica em que a convergência da solução serâ tanto 
mais rápida quanto mais suave for a variação circunfe
rencial do fluxo de calor externo. Quando esse fluxo so 
fre descontinuidades circunferenciais ab~tas, a con~ 
vergência da solução pode ser bastante dif1cil. 
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INrROOOÇÃO 

A solução de problemas de convecçao natural em 
espaços confinados é de fundamental importância na 
engenharia . Algumas aplicações são: janelas de vidro 
duplo; coletores solares; isolamento de cabines de 
aeronaves de altas velocidades; resfriamento de com
ponentes eletrônicos; etc . Sobressaem- se nesse contexto 
as cavidades irregulares, cuja aplicação está rela
cionada a questões como eficácia de trocas térmi 
cas ou mesmo limitações físicas e técnicas de 
projeto . Para a solução dessa classe de problemas, 
deve- se resolver um sistema de equações diferenciais 
parciais não-lineares acopladas, cuja complexidade 
matemática limita a possibilidade de soluções ana
lÍticas . 

O procedimento numer1co adotado neste trabalho 
baseia- se no modelo apresentado em [1], desenvolvido 
para dutos arbitrários . Este modelo tridimensional 
é simplificado para duas dimensões e a ele sao 
acrescidos a eguação da energia e os termos de for 
ças de flutuaçao. 

Para evitar interpolações na aplicação das 
condições de contorno , o modelo é montado utili zando 

Figura 1. Geometria e condições de contorno . 

P l ano 
Flsico 

P lano 
T ransformado 

um sistema de coordenadas curvilÍneas generalizadas . 
No desenvolvimento das equações governantes as 

hipóteses de fluído , newtoniano e escoamento in
compressível são adotadas . A aproximação de Bous
sinesg é também adotada . Com isso a massa especí
fica e assumida constante, exceto no temo de for
ças de flutuação . As demais propriedades do flui
go são assumidas constantes e a dissipação viscosa 
e desprezada . 

O modelo é testado resolvendo-se o problema da 
convecção natural em uma cavidade quadrada usando 
malha ortogonal e não-ortogonal, e comparando os 
resultados com os da literatura . As condições de 
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contorno consideradas são dadas na Figura 1 . 

GERAÇÃO 00 SISTEMA NATURAL DE COORDENADAS 

O sistema de coordenadas curvilíneas g~nera
lizadas (~,n) é obtido da Solução de um S1Stema 
de duas equações diferenciais parciais elÍpticas com 
condições de contorno de Dirichlet . Ao longo de ca 
da uma das fronteiras do domí nio , uma das coorde~ 
nadas naturais é especificada constante, e a outra 
variável . O método de geração utilizado é devido a 
Thompson et al . [7) . O sistema de geração no plano 
cartesiano é dado por 

~xx + ~yy = P(C n) (1) 

nxx + nyy = QC~.n) (2) 

As Equações (1) e (2) são resolvidas no plano 
transformado , onde o domínio passa a ser represen
tado por uma malha retangular fixa (ver Figura 1) . As 
funções P(~.n) e Q(~ . n) ~emitem concentrar as linhas 
coordenadas [7] , [1] , l3] . As equações de geração 
para o plano transformado são 

ax~~ - 28x~n + yxnn +.!_ (Px~ + Qx ) o (3) 
J2 n 

ay~~ - 28y~n + yynn 
1 

(Py~ + Qyn) o (4) +i 
onde 

2 2 
a = xn + Yn 

8 = x~xn + Y~Yn 

EQUAÇOES GOVERNANTES 

As equações diferenciais parciais governan
tes sao transformadas do sist ema cartesino para o 
sistema não-ortogonal , mantendo sua forma diver
gente . 

As velocidades utilizadas como var iáveis de
pendentes nas equações de movimento sao as com
ponentes contravariantes sem normalização métrica , 
U e V [1], [3] . Estas , sendo normais as linhas co 
ordenadas (ver Figura 2) , fazem com que a equaçao 
da continuidade no plano transformado apresente est ru
tura semelhante àquelas para sistemas de coordenadas 
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aeronaves de altas velocidades; resfriamento de com
ponentes eletrônicos; etc.Sobressaem-se nesse contexto 
as cavidades irregulares, cuja aplicação está rela
cionada a questões como eficácia de trocas têrmi 
cas ou mesmo limitações físicas e técnicas de 
projeto. Para a solução dessa classe de problemas, 
deve- se resolver um sistema de equações diferenciais 
parciais não-lineares acopladas, cuja complexidade 
matemática limita a possibilidade de soluções ana
lÍticas . 

O procedimento numérico adotado neste trabalho 
baseia- se no modelo apresentado em [1], desenvolvido 
para dutos arbitrários . Este modelo tridimensional 
é simplificado para duas dimensões e a ele sao 
acrescidos a eguação da energia e os termos de for
ças de flutuaçao . 

Para evitar interpolações na aplicação das 
condições de contorno , o modelo é montado utilizando 
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um s istema de coordenadas curvilÍneas generalizadas . 
No desenvolvimento das equações governantes as 
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compressí vel são adotadas . A aproximação de Bous
sinesg é também adotada . Com isso a massa especí
fica e assumida constante , exceto no termo de for 
ças de flutuação . As demais propriedades do flui
go são assumidas constantes e a dissipação viscosa 
e desprezada . 

O modelo é testado resolvendo-se o problema da 
convecção natural em uma cavidade quadrada usando 
malha ortogonal e não-ortogonal, e comparando os 
resultados com os da literatura . As condições de 
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contorno consideradas são dadas na Figura 1. 

GERAÇÃO 00 SISTEMA NATURAL DE COORDENADAS 

O sistema de coordenadas curvilíneas genera
lizadas (Ç,n) é obtido da solução de um s1stema 
de duas equações diferenciais parciais elÍpticas com 
condições de contorno de Dirichlet . Ao longo de ca 
da uma das fronteiras do domínio , uma das coorde~ 
nadas naturais é especificada constante, e a outra 
variável . O método de geração utilizado é devido a 
Thompson et al . [7] . O sistema de geração no plano 
cartesiano é dado por 

çxx + çyy P(Ç ,n) (1) 

nxx + nyy = Q(Ç ,n) (2) 

As Equações (1) e (2) são resolvidas no plano 
transformado, onde o domínio passa a ser represen
tado por uma malha retangular fixa (ver Figura 1) . As 
funções P(Ç,n) e Q(Çjn) ~ermitem concentrar as linhas 
coordenadas [7] , [1 , l3] . As equações de geração 
para o plano transformado são 

axçç - 2BxÇn + yxnn +.!_ CPxç +Qx) o (3) 
J2 n 

aYçç - 2Byçn + YYnn 
1 

(Pyç + Qyn) o (4) 
+ J2 

onde 
2 2 

a = xn + Yn y 

B xÇxn + YçYn J 

EQUAÇOES GOVERNANTES 

As equações diferenciais parc1a1s governan
tes sao transformadas do sistema cartesino para o 
sistema não-ortogonal , mant endo sua forma diver
gente . 

As velocidades utilizadas como variáveis de
pendentes nas equações de movimento sao as com
ponentes contravariantes sem normalização mét rica, 
U e V [1], [3] . Estas , sendo normai s as linhas co 
ordenadas (ver Figura 2), fazem com que a equaçãõ 
da continuidade no plano transformado apresente estru
tura semelhante àquelas para sistemas de coordenadas 
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ortogonais. Tais componentes estão relacionadas as 
cartesianas por 

U=yu -xv n n (5) 

V= xÇ,v - Y Ç,u (6) 

A transformação das equações governantes escritas para 
U e V é bastante complexa, e a interpretação física 
dos termos resultantes fica bastante dificultada [1] . 
Assim, faz-se a transformação das equações de movimen
to mantendo as velocidades cartesianas como variá
veis dependentes, obtendo-se em seguida as aproxi~ 
ções em volumes finitos . Equações discretas para U 
e V são então obtidas com auxÍlio das Equações (5) 
e (6) [1]. 

YL 
X 

LinhosJI 

o Pressõo e Temperatura 
• Com ponentes Cartesianos e 

Controvo r iontes do Velocidade 

Figura 2. Velocidades contravariantes e arranjo 
das variáveis dependentes na malha. 

Aplicando a transformação para uma equação 
~enérica definiua no plano cartesiano, obtém-se [1], 
L~ · 

t- (P4>) + ~Ç, (PU4>) + a ãil (PV4>) + p4> 

(7) 
a a4> 
~ (Cl ~) 

a a4> 
+ an cc2 an) + ST4> 

onde 

ST4> s4> a a4> a a4> 
+ açCC3 an) + ancc4 aç) (8) 

Nessas equações , c1, c2, c3 e c4 são os coeficientes 

de difusão transformados, e valem 

c = r4> Ja 
1 

c = r4> Jy 
2 c3 = c4 = -r4>Js (9) 

Fazendo 4> = 1 na Equação (7) e tomando p4> , s4> e r4> 
nulos, obtêm-se a equação da continuidade . As de
mais equações são obtidas igualand~- se 4> às 4> demais 
variáveis dependentes . Os termos P , s4> e r para 
essas equações são dados na Tabela 1. Nessa tabela, 
p, 8, ~. K e c são respectivamente: massa específi 

p -
ca , coeficiente de expansão térmica , viscosidade abso
luta, condutibilidade térmica e calor específico a 
pressão' constante . Ainda,T é a temperatura de refe-

Tabela 1. Grandezas F4>, s4>, e r4> . 

4> 1 T u v 

p4> o o aP aP ap ap 
at,Yn - anYt, anXÇ, - at,Xn 

s4> o C) o jr p g scT-r) 1 

r4> o k 
Cp 

~ ~ ~ 
., 

rência para os cálculos de forças flutuantes [3]. 

EQUAÇOES EM VOLUMES FINITOS 

O aranjo de grade utilizado localiza as com
ponentes de velocidade nos centros das quatro fa
ces dos volumes de controle para a continuidade, 
enquanto pressão e temperatura são fixadas no 
centro desses elementos (ver Figura 2) . Uma impor
tante consequência desta disposição é dar origem 
a equações discretas onde os termos não ortogonais 
exercem influência na correta propor~ão do grau de 
não-ortogonalidade da malha utilizada 111' r2l. Des
taca-se que a equação de movimento para U é re
solvida apenas sobre as faces de Ç, constante do vo
lume de controle para a continuidade, enquanto a 
equação para V .é resolvida apenas sobre as faces 
de n constante. As componentes restantes são avalia 
das por média aritmética das vizinhas calculadas~ 
Esse é o procedimento mais simples , podendo-se im
plementar outras formas de avaliação, como interpo
lações parabÓlicas ou algum critério relacionado à 
intensidade relativa dos processos difusivos e con 
vectidos locais . 

A equação genérica em volumes finitos é obti-
da pela aplicação do método do volume de controle 
[5], e resulta 

A 4> n+l =A 4> n+e +A ~n+e +A n+e + n+e + 
p p e E wTw n4>N As4>s 

A (10) -r!E 4>pn + L [ p4> ] li V + L [ ST4> ] li V 

Os coeficientes dessa equação podem ser encontrados 
em [3]. ~a aproximação dos termos difusivos e con 
vectivos aplica-se o esquema WUDS [ 4 ]. O símbolo 
L [ ] significa a aproximação em volumes centrais 
do termo entre colchetes, e a grandeza E define 
o avanço iterativo no processo numérico. A varia
ção de 4> no espaço e no tempo foi obtida ava
liando-o sobre o volume elementar liV e no interva
lo de tempo llt . Na forma da F4uação (12) a variável 
4> tem avanço implÍcito se e= 1, e explÍcito se e = O. 
Observa-se que esta forma de avanço explícito, quando 
adotada, impede a obtenção de transientes reais [3]. 

ALGORI'IM) DE SOLUÇÃO 

As equações para U e V são 

u = o - ( liP ~] + [liP 
+lp p p llt, A u p lln 

p AP 
(11) 

V = V _ ( liP ...L] + ( liP -f-Jp p p lln Av p llt, 
p AP 

(12) 

onde as expressões para U e V podem ser encontradas 
em [3]. Admitindo-se aproximações de segunda ordem 
para os gradientes de pressão nas Equações (11) e 



(12), e inserindo-as na equação da continuidade, 
obtém- se uma equação do tipo Poisson para a pressão 
dada por 

(13) 

onde os coeficientes e termo fonte dessa equação podem 
ser encontrados em [3] . 

O acoplamento pressão-velocidade e resolvido 
pelo método PRIME , apresentado em [6] . Nesse proce
dimento as pressões são calculadas implicitamente 
pela Equação (13) , e são utilizadas para corrigir o 
campo de velocidades através das Equações (11) e (12). 

B 

·-

1--

r-- r-

-
l 
l _\ \ 
_i \ \ 

..l. 

c o 

Figura 3. Malhas ortogonal e não-ortogonal. 

A solução para U e V é encontrada em processo 
iter~tivo semelhante ao de Jacobi . As etapas do ci
clo iterativo são : (1) - arbitrar os campos de pres
são, temperatura e velocidades cartesianas; (2) - cal
cular os coeficientes para as equações de conservação; 
(3) - calcular a temperatura resolvendo_a eguação da 
energia implicitamente; (4) - calcular U e V; (5) - Re 
solver a equação de Poisson para a pressão; (6) - cor
rigir U e V usando as Equações (11) e (12); (7) -cal
cular U e V onde não exigidas para satisfazer a conti
nuidade; (8) - calcular as velocidades cartesianas . 

-4 o~--~--~--~--~--~ -4o~--~--~--~--~--~ 
1 0,0 0;2 0,4 Op 0/3 1,0 1 0,0 0,2 0,4 016 0/3 1,0 

x·= x/Oh y'= y / Oh 

Figura 4. Velocidades cartesianas . Ra = 103, Pr =O, 71. 

As condições de contorno no domínio transformado 
são aquelas encontradas nos quatro segmentos físicos 
mapeados sobre os quatro lados do retangulo no siste 
ma c~.n) . o arranjo de grade utilizado permite resol~ 
ver o problema de contorno para a pressão simplesmen
te inserindo na equação da continuidade as velocidades 
especificadas nos contornos quando da dedução da equa 
ção de Poisson para volumes de controle de frontei~ 
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ra [ 1] . Essa é uma grande vant agem do arranjo adota
do , especialmente ao trabalhar- se com malhas nao
ort ogonais . As condições de contorno para a tempera 
tura são consideradas de modo semelhante , através de 
balanços de energia nas fronteiras . Para as veloci
dades aplica- se a técnica de pontos fictícios . 

-60,0 

-1zo,o 

-190,0 

•240,000 
I 

Pelo fato de est ar-se trabalhando com sistemas 

Pr =0,71 
Ro = l ó" 
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TI! R MICA 
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y':y/Oh 

Figura S. Velocidades Cartesianas . Ra = 106, Pr =O, 71 . 

de coordenadas não-ortogonais, para determinados ele 
mentos de controle , surgem nos termos fonte e de 
pressão das equações governantes gradientes de pres
são e temperatura a serem determinados nas frontei
ras. Como não se esta usando pontos fictícios para es
sas variáveis, os gradientes são avaliados em aproxima 
ções de segunda ordem (parabÓlicas) , utilizando- se va~ 
lores de pressão e temperatura internos ao domínio . 

A tolerância para o critério de convergência foi 
fixada em S. E-05, tanto para os cálculos implícitos 
de pressão e temperatura, quanto para a convergência 
final nas velocidades . O critério de convergência é 
dado por 

onde R= <Pmax - <Pmin , sendo <Pmax e <Pmin os valores ma 
ximo e mínimo da variável no domínio , e E e a toleran
cia . 

RESULTAOOS 

O modelo numérico é testado obtendo- se resulta
dos para o problema da cavidade quadrada usando tanto 
malha ortogonal quanto não-ortogonal , e fazendo- se 
ço~arações com a solução de referência de Vahl Davis 
l8] . Os resultados são estabelecidos sobre as malhas 
26 x 26 mostradas na Figura 3, para números de Rayleigh 
de 103 a 106 , e número de Prandtl de 0, 71 . A concen
tração de linhas coordenadas nas fronteiras implica em 
maior precisão das aproximações nessas regiões . 

Os números de Nussel t locais ao longo das fron
teiras de linhas ~ constante sao dados por 

~ aT* 2 ar* 
Nu(y*) = - Dh J (a ~ - a S an ) (15) 

A Tabela 2 mostra os resultados obtidos usando 
malha ortogonal em comparação aos de Vahl Davis . Re 
laciona-se componentes cartesianas adimensionais de 
velocidade máximas nas linhas médias da cavidade, a
lém de valores máximos , mínimos e médios do número 
de Nusselt na fronteira esquerda . Os resultados estão 
em muito boa concordância , sendo verificados maiores 
desvios apenas para os valores de Nu _ . Os grandes m1n 
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Tabela 2. Comparações com resultados de 
Vahl Davis (*) 

u*max v* Nu Nu. 
Ra max max m1n 

y* x* y* y* 
3 679 3, 724 1,466 0,747 

103 o 8384 o 1477 o 1301 1 
3,649 3,697 1,505 0,692 
o 813 o 178 o 092 1 

16,091 20,090 3,555 0,603 
104 o 8476 o 1040 o 1440 1 

16,178 19,617 3,528 0,586 
0,823 o 119 o 143 1 

35,65 68,95 7,714 0,806 
105 0,8827 o 0548 o 0807 1 

34,73 68,59 7. 717 0,729 
0,855 o 066 o 081 1 

67,58 224,62 16,132 1,214 
106 o 8975 o 0307 o 0364 1 

64,63 219,36 17,925 0,989 
0,850 0,0379 0,0378 1 

Nu o 

1,116 

1,117 * 

2,238 

2,238 * 

4,468 

4,509 * 

8,743 

8,817 * 

erros (19% para Ra = 106) aparecem em virtude da alta 
sensibilidade de cálculo de Nusselt mínimo. De fato, 
introduzindo um erro de apenas 0,1% em todo o campo 
de temperaturas calculado paraRa= 106, Nu . é afeta 
do de um erro de aproximadamente = 22%. mm Observe 
se por outro lado, que Vahl Davis atribui a sua solu 
ção uma precisão de até 1% para Ra = 106. -

Alguns resultados para a malha não-ortogonal sao 
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o,o '-----'---'----1---.l....-..3 
o,o 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

x'= x/Oh 

Figura 6. Temperaturas. Ra = 103 a 106• Pr o, 71. 

apresentados nas Figuras 4, 5 e 6 em comparação com 
os resultados obtidos usando a malha ortogonal. Como 
pode ser observado, há muito boa concordância, compro
vando a correção da modelagem em termos de coordenadas 
genéricas. Nas Figuras 4 e 5 são apresentados perfis 
de velocidades obtidos nas linhas médias da cavidade , 
bem como em outras seções definidas na Figura 3 para 
Ra = 103 e 106. Na Figura 6 apresenta-se os perfis de 
temperatura na linha média horizontal da cavidade. 

· Resultados complementares para outras geome
trias, inclusive irregulares, podem ser encontra
dos em [3]. 

CONCLUSOES 

Os resultados apresentados comparados entre si e 
com os 'disponíveis em literatura atestam a capacidade 
do modelo para o tratamento das geometrias arbitrá 
rias. O tempo de computação para a obtenção das solu~ 
ções foi da mesma ordem de grandeza para as duas ma
lhas utilizadas, ortogonal e não-ortogonal. Houve ain
da sensível diminuição do tempo consumido com o cres
cimento de Rayleigh, refletindo o caráter associado 
a física do problema apresentado pelo modelo. A es
tabilidade numérica já comprovada para soluções pura-

mente hidrodinâmicas manteve-se com a introdução 
d~ equação da energia e do termo de forças de flutua
çao. 

Os resultados obtidos no presente trabalho 
mostram que o uso de coordenadas não-ortogonais asso
ciado a utilização de modelos conservativos é um 
caminho bastante promissor para o estabelecimento de 
modelos genéricos para a previsão de transferência 
de calor em fluídos. 
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SUMMARY 

A &t~e-volume method ha6 bee~ developed 6o~ 
~o.tv.i.»g .the .eami.naJL na..tt.vLa.t c.o~vec.ti..o~ p!tob.tem6 in 
two-d.i.meM.i.onal. aJr.b.i..tJuvr.y c.a.vWu. The c.oM~va..t<.on 
equa.t.i.oM aJr.e W'Ú.tm .<.~ a. bounda.Jr.y-6illed ~vili
~eaJr. c.oo~d.i.na..tu ~y~.tem emp.toy.i.»g .the c.on.tMva.Jr..i.a.n.t 
ve.toc..<..ty c.ompo~enth. Ru~ aJr.e ob.ta..i.ned .i.n a. ~q~e 
c.a.vdy uúng o~ogona..t a.nd no~o~ogonal. g~~ 6o~ 
Ra.y.tugh numb~ o6 1 o3 .to 1 o6 a.nd PM~d.t.e. ~b~ oó 
O. 71. The me.thod ~ ~o.t ~uruc..t .to ~o.tve na..tuM.e. 
c.o~vec.ti..on pMb.t~, bung a.ppUc.a.b.te {..o~ .th~a..t 
a.nd/o~ h.i.dMdyna.m.i.c. p!t0b.tem6. 
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1. INTRODUÇÃO 

Os processos de transferência de massa são geral
mente acompanhados de transferência de calor. No passa
do, estes processos foram largamente estudados como pro 
cessos independentes. Em convecção natural, os dois pr~ 
cessos tem efeito definidos e podem ser analisados mu
tuamente. Existem na natureza e em aplicaçÕes industri
ais, uma infinidade de processos que ocorrem transferên 
cia de calor e massa simultaneamente, como um resultadÕ 
da combinação dos efeitos de empuxo devido as difusÕes 
térmica e mássica. 

Estudos sobre difusão de massa acoplados a proces 
SOS de transferência de calor por Convecção natural, em 
placas planas verticais,inclinadas e horizontais, tem 
sido intensamente pesquisados 11 ,2,3,41. Mathers et all 
i3J , analisou a difusão de calor e massa simultaneamen
te, numa placa plana vertical de material volátil, sub
mersa num fluido menos saturado do que o material da 
placa. Os resultados foram apresentados em função das 
distribuiçÕes de temperatura, concentração mássic~ e ve 
locidade. 

Análises sobre convecção natural em canais verti
cais de placas paralelas, tem sido reduzidas a situa
çÕes em que fluxo é induzido somente devido a variaçÕes 
de temperaturas. Bodoia et all !SI , realizou um estudo 
sobre convecção livre, num canal vertical de plac~s pl~ 
nas paralelas aquecidas. Utilizou-se para a soluçao das 
equaçÕes que governam o problema, o método implícito de 
diferenças finitas. Obteve como resultados: as distri
buiçÕes de velocidade axial, temperatura e pressão. 

Ultimamente, foi realizado por Chen et all J6j , 
uma análise de um problema de transmissão de calor e 
massa simultaneamente, por convecção natural, num cili~ 
dro vertical. Neste problema foram desprezados os efei
tos "diffusion-thermo" e "thermo-dif fus ion", e a v e lo c i 
dade interfacial devido a difusão mássica. A superfÍcie 
do cilindro é mantida a temperatura e concentração más
sica uniforme, ou a fluxo de calor e fluxo de massa un~ 
forme. 

No presente trabalho, pretende-se realizar uma a
nálise sobre um problema de transferência de massa e c~ 
lor simultaneamente, por convecção natural, num canal 
vertical de placas planas paralelas (veja figura 1). As 
placas são mantidas ã temperatura uniforme e sobre uma 
das placas flui uma solução higroscópica completamente 
saturada, com baixa velocidade de tal forma que possa 
ser desprezada a difusão de massa devido ao termo con
vectivo e, que a velocidade superficial possa ser assu 
mida nula. Como exemplo de aplicação prática de tal si 
tuação fÍsica, pode-se citar um sistema de desumifica 
ção de ambiente através de uma solução higroscópica, 
cuja etapa de recuperação da propriedade higroscópica 
da sol~ção pode ser obtida num equipamento Je caracte
rísticas similares ao problema proposto. 
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2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Considera-se canal vertical de placas planas par~ 
lelas de altura R. e separadas por uma distância 2b (fi
gura 1). A solução higroscópica que flui sobre uma das 
placas apresenta urna concentração mássica WAl' As pla-

cas são mantidas nas temperaturas T1 e T2 , respectiva

mente, e estão submersas num fluido incompressível, cu
ja concentração mássica é wA0 (com WAO < WAl) e a tempe-

ratura é T
0 

(com TO < T1 e T
2

) . A camada de solução é 

considerada espessa, de tal forma que sua temperatura 
pode ser assumida como a temperatura da placa. 

Figura 1 - Configuração geomét rica do canal 

O fluido é succionado para dentro do canal devido 
aos efeitos de convecção natural. A velocidade de suc
çao é assumida ser uniforme e a temperatura na entrada 
do canal é igual a temperatura ambiente. A força grav~ 
tacional atua na direção oposta a direção x e a força 
de empuxo devido ao gradiente de concentração mássica 
no flu~do, pode atuar no mesmo sentido ou em sentido 
contrario ao da força de empuxo devido ao gradiente de 
temperatura, também no fluido. 

A análise do problema será restringida para proce~ 
sos de difusão, cujos efeitos "thermo-diffusion" e 
' 'diffus ion-thermo" podem ser desprezados. 

Empregando-se a aproximação de Boussinesq, pode-se 
escrever as equaçÕes da conservação que caracterizam o 
problema, como segue: 

au 
ãx + 

au au a
2

u 
u ã"X + " ãY = v -;;r 

onde, 

a v 
ay o (1) 
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DAB 

g 
p 

Po 
T 
u 

p' 
apo 13 

P - Po• ~ = - Pog' 

1 ap 
E; = - - ~.:__) 

p wA TO,wAO 

aT aT a
2

T 
uãx+vay=Cl~ 

aw A awA a2wA 
u ---+v- = n -z ax ay AB ay 

coeficiente de difusão binãrio 

aceleração de ~ravídade 

1 (~) 
p aT TO,wAO 

pressão do fluído devido a força de empuxo 
pressão hídrostãtica 

temperatura no fluido 

x e y 
w = 

A 

velocidade na direção axial ao escoamento 
= coordenadas cartesianas 
concentração mãssica no fluído 

p densidade do flu1do 

Po densidade do flu1do a temperatura ambiente 

v = viscosidade cinemática 
a = difusibilidade térmica 

(3) 

(4) 

13 = coeficiente de expansão do fluido devi·do a varia
ção de temperatura 

E; = c~eficiente de ex~ans~o ~o fluido devido a varia
çao de concentraçao mass1ca 

u 

p = 

Utilizando-se os grupos adimensionais abaixo: 

2 
b u v 

.tv(Gr )T ' 

I• 4 E o 

bv x -, v 
X 

l(Gr'): • y 
T 

T - TO wA -wAO 
e= --- ~= 2 2.. 2 ' Tl - TO ' wAl-wAO p.t v ( Gr );r 

y_ 
b • 

as equaçoes (1) , (2) ' (3) e (4) adquirem as seguintes 
formas: 

onde: 

au + av = 0 ax ay 

au au dP a
2

u 
u ax + v ay = - dX + -:-2 + e + Re~ 

ay 

2 
u~+V~=_!_ae 

ax ay Pr ~ 

H v a~ 1 a 2 ~ 
ax + ay = se~ 

R = _(Gr)m 
e <G"I1: • (Gr) = 

T m 

(5 ) 

(6) 

(7) 

(8) 

(Gr) = gi3(Tl- TO)b4 C vp 

T .e.v2 
, Pr = 

p 
·--K- e Se = v !) 

AB 

{Gt)T ê o número de Grashof térmico, (Gr) ê o nu 
m -

mero de Grashof mãssico, Pr e o nÚmero de Prandtl e Se 
e o número de Schmidt. 

Quando Re = O, não hã nenhuma dil;usão de massa e 
a força de empuxo existente no canal ê devido somente 
ao gradiente de temperatura. Quando Re > O, as forças 

de empuxo devido ao gradiente de concentração mãssica e 
ao gradiente de temperatura atuam no mesmo sentido, e 

quando Re < O estas forças atuam em sentidos contrário. 

As condiçÕes de contorno que satisfazem as equa
çoes (5), (6), (7) e (8), são as seguintes: 

u-0 V•O<mY•>l 1 
e - e2 , ;~ - o om Y - - 1 x ~ o 

e = 1 • ~ ~ 1 em y = 1 
..i. (9) 

• -o } e = o 
u = Q/2 em X = O e -1 < y < 1 

v= o 

onde Q e a vazão volumétrica na forma adimensional. 

Considerando-se que o fluxo volumétrico q perma
nece uniforme em qualquer secção transversal do canal, 
obtem-se: 

q 2bu 

ou na forma adimensional: 

1 

b 
f udy 
-b 

Q = 2U = f UdY 
-1 

(lO) 

(ll) 

Fazendo-se um balanço de energia na interface 
fluido-placa ou fluido-soluçãu higroscópica, obtem-se a 
seguinte equação em função de parâmetros adimensionais: 

Nu = hb k= 
a e 
ãYJy E ± 1 

(eb- ew) 
(12) 

onde h e o coeficiente de transmissão de calor por con
vecção, k e a cond~tividade térmica, ew é a temperatura 
adimensional na interface fluido-placa ou fluido-solu
ção higroscópica e eb é a temperatura média de mistura 

na forma adimensional, dada pela seguinte equação: 

e - 1 } b - 2 -l eUdY ( 13) 

Fazendo-se um balanço de massa na interface flui
do-solução higroscópica, obtem-se a seguinte equação em 
função dos parâmetros adimensionais: 

Sh 
Kc b 

DAB = -

a~ 

ãYJy = 1 
(~çl) 

(14) 

onde Kc e o coeficiente de transmissão de massa por con 
vecção, ~b e a concentração mãssica media de mistura, -

definida pela seguinte equação: 

1 1 
b = z [.1 eUdY (15) 

3. SOLUÇÃO NUMÉRICA 

As equaçÕes (5), (6), (7) e (8) sao escritas sob 
a forma de diferenças finitas (método implÍcito) e apli 
cadas nos pontos da malha retangular da Figura 2, como 
segue: 

u. + u. - u. 1 - u. k v. 1 k 1-v. 1 k ...J.+l,k+l J+l,k J,k+ J, +~+ J+, 

2 • llX t.Y 

Q (16) 



u. 1 k- u. k u. 1 k 1 - u. 1 J + , J , J + , + J + 'k-1 u. k A X + v. k --->!.~!.::..--=..,2-....L:...::J>..::.....!:. 
J, u J, . 6Y 

U. 1 k 1 - 2U. 1 k + U. _l+ , + J+ , J+l,k-1 

(6Y) 
2 

Re • <11. 
J+l,k 

6j+l ,k - 6 · k 6J'+l,k+l - 6J'+l,k-l u.k J, +V 
J, t:,X j ,k 2 6Y 

1 
Pr 

6j+l ,k+l- 26j+l,k + 6j+l,k-l 

(6Y) 2 

<!1. 1 - <!I 
u.k~k j,k+v 

<!1. 1 k 1 - <!1. 1 J+ , + J+ ,k-1 
J, 6X j ,k 2 6Y 

1 
Sc~ 

<llj+l ,k+l- Hj+l,k + <llj+l,k-1 

(6Y) 2 

(17) 

(18) 

(19) 

Figura 2 - Representação esquemática da subdivisão da 
malha para a solução do problema 

A Equação (11) é integrada pelo método da regra 
trapezoidal e escrita também sob a forma de diferenças 
finitas, resultando: 

Q (20) 

Aplicando-se a fÓrmula dos três pontos para dife
renciação (diferenças finitas), na condição de contorno 
ac~~ -ãY- O em Y = 1, dada pela Equação (9), obtem-se: 

- 3 <11. 1 o + 4 <!1. 1 - <!I = o 
J + , J + '1 j + 1,2 

(21) 

_ As condiçÕes de contorno especificadas por (9) 
sao aplicadas no conjunto de equaçÕes dadas de (16) a 
(19). O sistema de equaçÕes dado por (17) será escrito 
na forma matr~cial juntamente com a Equação (20). O sis 
tema de equaçoes (19) juntamente com a Equação (21) sao 
agrutinados numa Única matriz, o mesmo acontece com o 
sistema de equaçÕes dado por (18), isto é : 

2 2 - - - - - - - 2 
Y1 nl 

a2 Y2 n2 

a n-1 "Yn-1 nn-1 

a n yn 

o 
1 

t:,X 

1 
6X 

1 
6X 

uj +1 1 

u. 2 J+l, 

u. 
J +1 ,n 

'Pj +1 

(n+l)Q 

Hl 

H2 
(22) 

H n-1 

H n 

a ' 
n-1 y'n-1 

a' 
n 

a" 
1 

y" 
1 

n" 
1 

a"2 y" 
2 

n" 
2 

-3 

onde, 
2 

(U. k) + p. 
H = J, J 

k 6X + 

v. 
J ,k 1 

- zt:Y- (6Y)2 , yk 

~ 
v. k 

= _J_,_- 1 a j 

y I 

k 

H' 
k 

H" 
k 

26Y 
(6Y)

2 , 

u. k 2 .......)L + 6X 
Pr (6Y) 

2 , 

u. k'6. k 
J, J' 

6X 

u. k 2 
_J_,_ + ---,-

/:,X Sc(6Y) 2 , 

u. <11. k 
J ,k J, 

6X 

k 

n' 

y' 

n-

n 

6. 
J +1, 1 

6. 1 J+ ,n-

6. J+l,n 

cpj +1,0 

cpj+l ,1 

cp j+l,n

cpj+l,n 

+ Re 

u. 
~+ t:,X 

v. k 
=- _J_,_- 1 

26Y Pr(6Y)
2 

V. k 
.......)L- 1 

al-a~e2 

H' 
2 

H' 
n-1 

H' -!l' 
n n 

H" 
1 

H" 
2 

H" -n" 
n n 

o 

n • =· 
k 2t:,Y 

Pr(6Y) 2 

vj,k _ 1 
26Y ---~2 

Sc(t:,Y) 

v. k 
n" = J' 

k 26Y 
2 
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(23) 

(24) 

A Equação (16) pode ser escrita numa forma mais 
conveniente, como a seguir: 

V. =V - ~(U +U -U -U ) (24) 
J+l,k+l j+l,k 2(6X) j+l,k+l j+l,k j,k+l j,k 

Os sistemas de 
solvidos pelo método 
equa~oes (13) e (15) 
graçao de Simpson. 

equaçÕes (22), (23) e (24) são re
de eliminação de Gauss-Jordan. As 
são resolvidas pelo método de int~ 

Nas equaçÕes (12) e (14) são 
dos três pontos para diferenciação 
locais de Nu e Sh. 

4. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

aplicadas a fÓrmula 
e obtidos os valores 

Na Figura 3, é visto que o Nu local aumenta quan
do Pr cresce . Isto é esperado, pelo fato de que, para 
maiores valores de Pr, o perfil de velocidade desenvol
ve mais lentamente (veja Figura 6), o que produz camad$ 
limites térmicas mais espessas, em consequência, haverá 
maiores gradien~es de temperatura prÓxima a superfic~ 
da placa. Nesta figura, é visto também que Sh local au
menta quando Pr cresce. Tal fato, é compreensível, pois, 
como explicado, para maiores valores de Pr, haverá um 
maior fluxo de calor na interface fluido-solução higros 
cópica, o que provoca maior difusão de massa da região
próxima a esta interface, causando maiores gradientes 
de concentração mássica na interface fluido-solução. Na 
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Figura 4, verifica-se que para maiores valores de Pr, o 
perfil de temperatura desenvolve mais lentamente, Isto 
é esperado devido ao próprio significado fÍsico de Pr, 
que estabelece uma relação entre o desenvolvimento do 
perfil de velocidade e o perfil de temperatura. Portan
to, para maiores valores de Pr, o perfil de velocidade 
desenvolve mais raEidamente que o perfil de temperatur~ 
atingindo a condiçao de escoamento completamente desen
volvido, sem o perfil de temperatura estar totalmente 
desenvolvido. Na Figura 5, observa-se que a pressão se 
anula numa altura do canal, tanto menor quanto menorfor 
Pr. Tal fato acontece, porque para pequenos valores de 
Pr, o perfil de temperatura e concentração mãssica (co
mo explicado anteriormente) desenvolvem rapidamente, a
nulando as forças de empuxo. Na Figura 6, observa-se 
que Nu e Sh local aumentam quando Re cresce, para Re >O. 
Os efeitos da força . de empuxo devido ao gradiente térmi 
co e ao gradiente de concentração massica atuam no mes= 
mo sentido quando Re >O. Portanto, para grandes valores 
de Re, haverá uma maior força de empuxo devido ao gradi 
ente de concentração mãssica, e consequentemente, uma
maior força de empuxo resultante. Quanto maior for esta 
força, maior será a velocidade de deslocamento do flui
do no escoamento, o que produz uma camada limite térmi
ca mais espessa e uma camada limite de concentração más 
sica também mais espessa , provocando na região prÕxima
a interface fluido-solução maiores gradientes de tempe
ratura e de concentração mássica. Na Figura 7, verifi-

.I 
U)()l 

/ 2~~ 
----~ 

Q80 ----SI! 
~ 

270 

260 
õ 

QOO 

~ 
!a•o~~-

7 " .llz30 

~ 
o210 

I Q20 

a· e 000 , 
Qbo· !i lO QOO 

X 

ca-se que maiores valores de Re, eb e ~b. são maiores 
na saÍda do canal (em L), entretanto, estas apresentam 
os mesmos valores em cada secção transversal do canal. 
Tal fato pode ser compreendido observando-se que para 
menores valores de Re, o perfil de velocidade se desen
volve mais rapidamente (menor velocidade de deslocamen
to do fluido no escoamento), anulando a pressão sem o 
perfil de temperatura ou o perfil de concentração mãssi 
ca ter-se desenvolvido completamente. Na Figura 8, obser 
va-se que a pres são anula numa altura do canal, tantom~ 
nor quanto maior for Re. Este comportamento é justific~ 
do pelas consideraçÕes apresentadas no paragrafo ante-
rior. 

Foi observado em figuras não apresentadas que Nu 
local e ~b não sofrem qualquer alteração quando analisa 
das para varias valores de Se e mantidos fixos os valo= 
res de Re e Pr. Entretanto, para esta situação Sh local 
e ~b aumentam quando Sc<0,7 permanecendo constantes pa
ra Sc>0,7. Este fato é caracterizado, devido a camada 
limite de concentração mássicatornar-se mais espessa pa 
ra maiores valores de Se, o que produz maiores gradien= 
tes de concentração mãssica na interface fluÍdo~olução. 

Em resumo, observa-se que Pr e Re tem maior influ 
ência sobre o escoamento do que Se. Tal fato se justifi 
ca . pelo fato de qué a transferência de calor e de mas= 
sa aumentaram com maior significância quando a força de 
empuxo térmico aumenta. Como os parâmetros Pr e Re afe
tam mais efetivamente a força de empuxo térmico, estes 
causarão mais influência ao escoamento. 
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Figura 3 - Nu local e Sh local para 
~árias valores de Pr e pa 
r a valores fixos de Re e Se. 

Figura 4 - eb e ~b• para valores 
de Pr e para valores 
fixos de Re e Se. 

Figura 5 - Distribuição de pressão 
ao longo do canal, para 
vários valores de Prepara 
valores fixos de Re e Se. 
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Figura 6- Nu local e Sh local, para 
vários valores de Re e pa
ra valores fixos de Pr e Se 

Figur~ 7 - eb e ~b• para valores 
de Re e para valores 
fixos de Pr e Se. 

Figura 8 - Distribuição de pressão 
ao longo do canal, para 
vários valares de Pr e para 
valores ficas de Pr e Se. 
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SUMMARY 

Th~all~ ~ven 6low in a thin ~ectang~ cavity 0illed with a po~oU6 mediurn 
~eated with _wu.6o~ _heat 6.fux along the v~cal úde IAX111.h i.6 conúd~ed. An ap~ox
imate M.e.utio~, v~d .no~ 1>maU cavity a11pect ~4, i.6 developed . The 6low 6ield4, 
tempeJLa.twte di.6~bu;Uon and heat ~n1>6~ Mtu Me obtained expücitely in telun4 o6 
the Raylúgh nwnb~: A nwn~cal M.e.ution o6 the ~uent ~obtem i.6 al4o ~uented. 
The ag~eement between the analy.tical and nwn~cal ~uu.U4 i.6 6ound to be v~y good. 

INTRODUCTION 

Over the past years considerable research efforts 
have been devoted to the study of heat transfer in en
closures filled with a fluid saturated porous medium. 
To a large extent, this interest is stimulated by the 
fact that thermally driven flows in porous media are 
important in many industrial situations. Applications 
include solar power collection, convection in the 
earth's crust, underground spread of pollutants, high 
performance insulation for building and geothermal ener
gy extraction. 

Though the published results for the convective 
heat transfer in a rectangular cavity cover wide ranges 
of Rayleigh number and aspect ratio, most of them have 
been limited to large aspect ratios A (A = height/width 
~ 1). For low aspect ratios, A< 1, very few reports 
are available in the literatura. Cormack et al [1] in
vestigated -the case of the gravity induced flow in 
slender horizontal enclosures subjected to a horizontal 
temperatura gradient. The problem was solved by~eans 
of an asymptotic theory for very small aspect ratios 
A<< 1 and arbitrary but fixed values of the Grashof 
and Prandtl numbers. An approximate theory, valid for 
small but finite aspects ratios, was developed by Bejan 
and Tien [2] to cover the three regimes of Ra ~ O, Ra 
intermediate and large Ra. A numerical solution for 
the problem considered by Bejan and Tien was presented 
by Kickox and Gartling [3] and regions of validity for 
the analytical results were delineated. All theseworks 
have considered almost exclusively cavities having iso
thermal vertical walls. However, in many applications, 
the temperatura of the heated wall is not maintained 
uniform but, rather, it is the consequence of the heat 
flux imposed to the wall. 

The objective of the present investigation is to 
study analytically and numerically the flow and heat 
transfer characteristics in a thin porous layer with 
uniform heat flux along the two vertical sides. The 
differential equations which describe the natural con
vection process are formulated in a standard manner as
suming the validity of Darcy's law and the Boussinesq 
approximation. An approximate solution, based on the 
method developed by Bejan and Tien [2], is developed. 
The results of the analysis are verified through numer
ical calculations. The agreement between numerical re
sults and theory is good. 
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Fig. 1 Control volume for determination of 
constant C 

MATHEMATICAL FORMULATION 

The problem under study is steady two-dimension
al natural convection in a rectangular cavity contain
ing a Darcy medium. The two horizontal surfaces are 
taken to be perfectly insulating and a uniform heat 
flux is imposed along both side walls. The momentum 
boundary conditions are no mass flux through the bound
aries. The cavity is taken to be of height H' and 
length L' with a co-ordinate system (x',y') located at 
the geometric center of the slot (see Fig. 1). Invok
ing Darcy's law along with the Boussinesq approximation 
the dimensionless form of the governing equations are: 

'V21/I = -Ra ilT 
ilx (1) 

'V2 T ' = ilT ilT u -- + v-
ax ilY 

(2) 

ill/1 ill/1 
u = Ov v - ax y 

(3) 

with the conditions 

"' = o ilT 
-1 

i) X 
on X ±0.5 

(4) 

"' = o ilT o y = ±O.SA ily - on 

ln the above equations the variables have been 
reduced to dimensionless form by introducing the fol
lowing scales 
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(x,y) = (x',y')IL' 

T = (T' -To I ) I t.T• 

Ra = g,BKL't.T• I v a 

u,v (u', V'') L' lO: 

t.T• q'L'Ik (5) 

A=H'IL' 

where primes denote dimensional variables, u' and v' 
are the Darcy velocity components in the x' and y' di
rections, T0' the temperature in the geometric center of 
the slot, Ra the Darcy-Rayleigh number and q' the heat 
flux applied on both side walls. The symbols a, ,B, g, 
K and v denote the effective thermal diffusivity, the 
coefficient of thermal expansion, the gravitational 
acceleration, the permeability and the kinematic vis
cosity respectively. From the above equations it is 
seen that the present problem contains two dimension
less parameters: the aspect ratio A and the Rayleigh 
number Ra. 

Numerical Solution. To obtain numerical solu
tions of the governing equations (1) to (4) finite dif
ferences were used. The energy equation was solved 
using the alternating implicit (ADI) method. The 
stream function field was obtained from equation (1) 
using the successive over-relaxation method (SOR) and a 
known temperature distribution. Forward time and cen
tral spaces differences were used and the advective 
term in the energy equation was written in conservative 
form to preserve the transportive property. The solu
tion technique is to seek the steady-state as a limit 
of the unsteady problem. 

To satisfy the convergence criteria of 1% on the 
maximum stream function ~ma , 1500 iterations were 
sufficient in most cases. Ín some instances the number 
of iterations required for convergence was less than 
1200. The CPU time required for convergence was from 
120 to 600 sec on an IBM 4381 computer. To expedite 
plotting of the results, an auxilliary computer pro
gram was written to locate points lying on specified 
isotherms and streamlines by linear interpolation of 
the computed values at the grid points. All graphs 
were performed on a CALCOMP 563 automatic plotter. 

An~lytical Solution. Following the procedure de
veloped by Bejan and Tien [2], it is assumed that the 
natural convection pattern consists of a core r~gion 
situated in the middle of the porous layer plus two end 
regions in which the flow adjusts to the imposed bound
ary conditions. As the aspect ratio is decreased, the 
streamlines in the core region become nearly parallel 
and the temperature profile is only weakly dependent on 
the vertical coordinate. Thus by setting v = O in 
equations (1) to (3) and solving the resulting equations 
it is found that the resulting velocity and temperature 
distributions in the core region are 

~ 
A2 

~ Ra (Y- 4) 2 
u = - C Ra y 

c2 Y3 ~ 
T = Cx - T R a ( 3 - 4 Y) 

(6) 

(7) 

where tne constant C, the axial temperature gradient, 
has to be determined from the thermal boundary condi
tions imposed on the vertical walls. This may be done 
by integrating the energy equation over an arbitrary 
control volume located on one of the end regions of the 
cavity . By making use of the fact that the top and the 
bottom of the control volume is insulated and the heat 
flux through the vertical walls is specified, it may be 
shown that at any x = constant (see figure 1) one 
obtains: 

A/2aT 
( - dy 
) ax 
-AI2 

Al2 
~ Tudy 

-AI2 

(8) 

substituting equations (6) and (7) into (8) and inte
grating yields: 

C3 A4 Ra2 + 120C -· .120 o (9) 

The value of the axial temperature gradient C 
for a given Rayleigh number Ra may thus be obtained 
from equation (9). 

B tl 
VW/d!J 

Fig. 2 Streamlines and isotherms for 
Ra = 100, A = 113 

RESULTS AND DISCUSSION 

The natural convective flow in the porous layer 
under consideration is uniquely characterized by the 
specification of the Rayleigh number Ra and the aspect 
ratio A . For the numerical studies presented in this 
section, we have considered only the case of a cavity 
having an aspect ratio A = 113 and Rayleigh numbers 
ranging from 20 to 5000. 

Velocity and temperature distributions . Typical 
isotherms and streamlines for Rayleigh numbers of 100 
and 1000 are presented in Figs 2 and 3 respectively. 
The strealines are equally spaced between a value of 
zero on the boundaries and the maximum value quoted on 
each figure. The isotherms are equally spaced between 
the maximum temperature, located on the top of the 
right vertical wall, and the minimum temperature on the 
bottom of the left one. 

I ~ 
~ 

Fig. 3 Streamlines and isotherms for 
Ra = 1000, A = 113 

The nondimensionless temperature at the center of the 
cavity is equal to zero due to the normalization used in 
equation (5). Compared to the classical case of con
stant temperatures at both vertical walls, temperature 
fields in the present case are quite different . Here 
isotherms start from the heated or the cooled wall and 
end at the top or the bottom wall respectively. This 
change in the temperature field brings a noticeable 
change of the flow patterns near the vertical walls as 
compared to those for the cavity with isothermal verti -



Fig. 4 

• NUMERICAL 

-ANALYTICAL 

Comparison of numerical and analytical 
predictions for horizontal velocity 
distribution on the vertical mid-plane 
A = 1/3 

cal walls. Hence streamlines near a wall subjected to 
a constant heat flux are observed to run almost parallel 
to the wall over a significantly large portion of its 
extent. This behavior was found to become more promi
nent as the aspect ratio was increased. Flow patterns 
reported for nonporous cavities exhibit a very similar 
qualitative behavior. 

ln Figs . 4 and 5, numerically and analytically 
predicted velocity and temperature distributions are 
compared for an aspect ratio of 1/3 and Rayleigh numbers 
of 20, 100 and 1000. ln Fig. 4 the calculated velocity 
distribution on a vertical plane passing through the 
center of the cavity is compared with the distribution 
predicted by equation (6). 

-NUME,.ICAL 

- - - THEOftET IC AL 

000 002 0 .0~ 0 .06 

Fig. 5a) Comparison of numerical and analytical 
predictions for temperature distribu
tion on the vertical mid-plane A = 1/3 

-----I • 0 -·-··• ---··1 

Fig . 5b) Comparison of numerical and analytica l 
predictions for temperature distribu
tion on x = O, 1/8 and 1/4, A = 1/ 3 

9! 

TÀis figure is presented in order to test the chief prc 
perty of the theoretical solution, namely, the linear 
variation of velocity with altitude, regardless of x . 
The numerical results show clearly that, in the core 
region, the velocity varies linearly with altitude. A 
slight discrepancy between the theoretical and numerica 
velocity is observed for all the points located on the 
horizontal boundaries. This is probably due to the fac 
that a first order scheme was used to calculate the 
points located on those boundaries. Similarly, temper
ature distributions calculated for the vertical mid
plane are compared with the analytical result given by 
equation (7), in Fig. 5. Here again it is seen that th 
calculated results are predicted very well by the ana
lytical solutions. 

Fig. 6 tests the main characteristic of the theo
retical flow field, namely, the no-vertical flow condi
tion which must prevail in the core region. The figure 
shows the stream function in the horizontal mid-plane o 
the porous layer for the cases A = 1/3 and Ra = 1000 
and 5000. lt is seen that the profile is remarkably 
flat in the central region of the cavity and varies onl~ 
in the relatively thin layers located along the vertica 
walls of the cavity. This result indicates that a ver
tical flow circulates only through these two thin layer: 
and is negligeable in the core region where only a hori · 
zontal flow prevails. 

Fig. 6 

- 0 .10 
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Fig. 7 

Numerical results for the stream 
function in the horizontal mid-plane 
and comparison with the theoretical 
vaJue A = 1/3 

-NUWERICAL 
---THEORETICAL 

0.0 0 .5 

Numerical results for the temperature 
distributions along the top and bottom 
walls and mid-plane and comparison with 
the theoretical value, A = 1/3. 
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The temperature distributions along the top and 
bottom walls and the mid-plane of the cavity are given 
in Fig. 7 for the case A = 1/3 and Ra = 5000. The 
numerical profiles agree well with the analytical ex
pression (7) in the core region of the cavity. Devia
tions from the theoretically predicted pattern occur 
near the vertical extremities where the horizontal tem
perature gradient must be equal to unity to satisfy the 
imposed constant heat flux applied on those boundaries. 

HEAT TRANSFER RATE 

The heat transfer rate between the ends of the 
horizontal layer can be evaluated, in terms of the Nus
selt number, Nu, from the following relation: 

Nu = q' ;t.T• 
-k L' 

1 
t.T (lO) 

where t.T' is a characteristic wall-to-wall temperature 
difference, taken in this study at the position x .= O, 
and t.T is the corresponding dimensionless temperature 
difference. 
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Fig. 8 
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The Nusselt number versus the Rayleigh 
number for A = 1 and 1/3 

Figure 8 depicts the variation of the Nusselt 
number with the Rayleigh number for cavities with as
pect ratios A = 1/3 and 1 respectively. The Nusselt 
numbers predicted by the analytical theory, Nu = 1/C, 
were not found to be in good agreement with the results 

· of the numerical solution, especially when the Rayleigh 
numbers are large. This is due to the fact that the 

t 

Nusselt number defined in equation (10) is based on the 
knowledge of the temperature difference between the two 
vertical walls. On the other hand, the theoretical 
temperature distribution given by equation (7) is valid 
only in the core region of the cavity and becomes a 
very poor approximation in the vicinity of the two ver
tical walls region. Hence a good agreement between the 
theoretical and the numerical Nusselt numbers cannot be 
expected . 

CONCLUSIONS 

This paper reports an analytical and numerical 
study of natural convection in a thin porous layer with 
uniform heat flux cooling and heating along the verti
cal walls . The analytical solution is based on the 
hypothesis that if the two-dimensional cavity is very 
slender, A<< 1, the central portion is sufficiently 
far removed from the two ends so that in the core re
tion the streamlines are essentially parallel to the 
two horizontal walls. This hypothesis was strongly 
confirmed by numerical simulation of the sarne natural 
convection phenomenon. The results presented in this 
paper provide information useful for the analysis of 
insulating layers. It is also possible that these re
sults may prove useful in geothermal app1ications. 
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SUMMARY 
The. pltue.n-t pa.pe.Jt lte.pow on a. mocii.6.i.e.d plt.U~Wte. .únp.UU-t plte.cii.dolt-c.oltlte.dolt 

t.ype. ~c.he.me. 6olt ~olvi..n.g t.he. 6low gove.Jtrúng e.qua.:üo~ ducJU.be.d -Ln pi!Á.lrlilive. vcvú
a.blu. A pa.Jta.bo.Uc. ~ubla.ye.Jt ( PSL) a.ppltoa.c.h 6olt t.he. t.Jte.a.t.me.n-t o6 :the. 6low -Ln :the. 
v-i.c.i..n.ily o6 ~olid mU..6 ~ cJU.tic.a.Uy e.va.lua.:te.d i..n. :teJr.ml> o6 c.omput.a...ti.ona.l e.66.i.c.únc.y 
a.nd a.c.c.Wta.C.IJ. The. Li.d dJúve.n c.a.vUy 6low ~ c.hoõe.n M :the. :tut. CM e. a.nd lt.Uul:t6 a.Jte. 
plt.Ue.n-te.d 6olt Re.yno~ numbe.M Jta.ng-i.ng 6Jtom 100 :to 5000. Plte.cii.c.tioM wUh :the. 
plt.Opo~e.d ~c.he.me. -i.ncii.c.a.:te. ~ub~t.a.~ c.omput.a...ti.ona.l ~a.v-i.ng~ a.nd 6Mitl1J good a.glte.e.me.n-t 
whe.n c.ompa.Jte.d wUh plte.v-i.o~ woJtk. 

INTRODUCTION 

The numerical study of turbulent or high 
Reynolds number laminar flows requires a special 
treatment in the near-wall region. Typically, rnesh 
refinernent is used, but this approach · tends to slow 
down convergence rates qui te dramatically. For this 
reason, as an alternativa, wall functions are 
ernployed. These functions, however, are in rnost cases 
sirnple formulae based on experimental data for 
parallel flows with dubious applicability to 
recirculating flows. Two recent papers [1,2] examine 
this particular problern and they propose that the 
near-wall region flow be treated as a parabolic 
sublayer (PSL) with constant pressure across it. This 
approach is of sorne rnerit, however, sorne concern has 
been expressed on the suitability of the PSL for 
regions in the vicinity of a stagnation point, where 
large variations of pressure normal to the wall rnay 
occur. Thís work investigates the validity of the PSL 
approach for the lid driven cavity flow, since strong 
recirculating eddies are present in this 
configuration. Concurrently an efficient nurnerical 
scherne based on the SIMPLEC algorithrn [3] 
incorporating a fast rnultigrid nurnerical solver [4] 
for the solution of pressure correction equation is 
discussed and analysed. Results with and without the 
PSL approach are cornpared to each other and with work 
of previous authors for different Reynolds numbers. 

TEST SECTION 

Cavity flows have attracted considerable atten
tion in recent years as an ideal ground for testing 
new and sornetirnes even well established cornputational 
schemes. The simplicity of the geornetry, Figure 1, to 
sorne extent disguises the cornplexity of a highly 
nonlinear separated flow with a rotating core inter
acting with four bonnding layers. 

X 
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Figure 1. Test Section and Boundary Conditions 
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The boundaries of the flow dornain are assurned to 
be non-slip and irnpermeable, consequently the velocity 
cornponents at the walls are: zero, except for the 
tangential cornponent of the velocity at the moving 
wall. Furthermore, the pressure gradient normal to 
the walls takes a value of zero. It should be noted 
that these boundary conditions lead to two 
singularities in the top corners of the cavities. 
Contrary to previous attempts [5] of extracting 
analytically these singularities frorn the dependent 
variables, in the present work these singularities are 
fully incorporated in the scherne. For the range of 
Reynolds nurnbers tested no difficulties were experi
enced with the procedure using the algorithrn to be 
described. 

MATHEMATICAL MODEL 

The governing equations for conservation of rnass 
and rnornenturn are written in primitiva variables, i.e. 
in terms of the velocity vector U. (i=l, 2) and the 
dynarnic pressure P. The flow rnotion 1is assurned to be 
steady laminar with a constant property Newtonian 
fluid. Although steady-state conditions are assurned 
for the flow, the nurnerical solution is obtained 
through a quasi-transient procedure starting from rest 
initial conditions. 

The equations in conservative form for the 
rnathernatical rnodel using cartesian tensonial notation 
are: 

Conservation of Momentum 

Conservation of Mass 

au . 
~=o ax . 

J 

(1) 

(2) 

where v is the kinernatic viscosity, p is the density 
and t and X. (i=l,2) denote time and space dirnensions, 
respectivel5;. 

NUMERICAL ALGORITHM 

In the following sections the major features of 
the nurnerical algorithrn are outlined, however, the 
reader is expected to be familiar with the general 
principles of numerical so;tutions of pressure linked 
equations [6]. 
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Discretization Procedure. The conservation 
equations are discretizad by - án averaging procedure 
over small control domains surrounding nodal points. 
Velocities and pressure are staggered on each control 
domain, with pressure defined in the center of the 
domain and velocity components at the center of the 
faces normal to them. The interaction between dif
fusion and convection is described by hybrid differ
encing. This formulation, based on numerical experi
menta reported elsewhere [7], proved to be a reason
able compromise between accuracy and computational 
effort. 

The discretized equations are written for each 
domain in the general forro 

a4> =a<b +aj +a4> +a4> +b p p E E w n n s s p 
(3) 

where a , a , a , aN, a
5 

are coefficients which may be 
a funclion Eof f itself as well as other variables. 
For this particular case 4> stands for u

1
, u

2 
and P' 

(pressure correction) respectively. For brevity the 
righ~-hand side of Equation (3) hereon is denoted by 

lP ) 
Lanb ~nb. 

Numerical Scheme. A predictor-corrector scheme 
is used in which the momentum equations are linked to 
the continuity equation by the pressure correction 
equation. The solution is advanced in a distorted 
transient fashion in which the local time step, ô t, is 
given by 

ô t = E x lfJ. t)max (4) 

where (/:; t) is the maximum step allowed for an 
explicit fo~~lation and E is a constant factor equal 
to or larger than one. 

The main steps of the scheme may be summarized 
as follows: 
1. Determination of the velocity 

tentativa value for pressure 
discretized momentum equations. 

field using a 
(P*) in the 

The discretized 

2. 

3. 

4. 

u
1 

- ~omentum equation over the domain centered 
on e l.S 

ae . ui = (I: 
(ul) 

. U* ) + (P* - P*) .A +b (5) anb 1
6 

p E e e 
e 

Where a = L anb· (1 +i> and A is the area of 
e e 

the domain on which the pressure difference is 
applied. The U2. equation takes a forro similar 
to that of Equatl.on (5). 

Solution of apressure correction (P') e~uation 

ap 

Correction 
given by 

ul 
e 

P' p 
"' (P') P' ) + b 1

ú anb · nb p 

of the velocity, e.g. for u
1 

is 

* U + d (P' - P') 
1 e P E 

e 

where d 
e 

A 
e 

a -L a 
e nb 

Updating of pressure 

P = P* + P' 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

At this stage convergence criteria are checked 
and if satisfied the calculation is stopped, 
otherwise the calculational procedure is re
peated from 1 where P takes the place of P*. 

It should be noted that Equatio11s (4) and (8) 
are critical steps on the formulat.ion of this algo
rithm. Unfortunately there is no general guideline 
for the selection of an optimum value of E but for 
cavity flows, in general, E is between 1 and 7. 

Solution of Equations. Due to the non-linear 
nature of the problem iterativa methods are used for 
the solution of the discretized momentum equations and 
for the pressure correction equation; Equation (6). 
The momentum equations are solved using the 
Tridiagonal Matrix Algorithm (TOMA) [3] sweeping from 
the bottom to the top of the cavity with a relaxation 
factor of 1.4. 

Equation (6) poses a considerable challenge to 
most of conventional iterativa schemes due to its 
strong ellipticity associated with the relativa 
order-of-magnitude of the coefficients and the ze
ro-gradient boundary conditions. These difficulties 
are overcome with the use of a cycling-accommodative 
correction multigrid method (MG) [8]. The MG approach 
implies the dynamic interaction of the numerical 
solution over grids of different size (levels). In 
this particular case a maximum of three levels are 
used. The three major components of the MG are 
prolongation, restriction and relaxation. 
Prolongation, i. e. the transfer of corrections from 
coarse grid points to fine grid points, is achieved by 
bilinear interpolation. It should be noted that in 
this particular MG the grid points at different levels 
are not subset of each other. This procedure has the 
advantage of a more realistic interplay between the 
different levels. The restriction or transfer of 
residuals from fine to coarse grids is accomplished by 
linear interpolation, which is adequate for most 
applications with no abrupt changes in flow. For the 
relaxation the TOMA is applied in four successive 
sweeps in different directions. In addition the 
coefficients of the pressure correction equation are 
transferred to the coarser grids using linear 
interpolation. 

PSL Procedure. The parabolic sublayer approach 
is used along the vertical walls. Within the sublayer 
the u

1 
momentum equation is not solved, as the 

pressure gradient across the layer is assumed to be 
zero, requiring that only the continuity equation be 
satisfied. 

RESULTS ANO OISCUSSION 

Numerical tests are conducted to evaluate the 
performance of the MG and to determine the relative 
computational efficiency of PSL and its influence upon 
the solution. In addition the overall accuracy of the 
scheme is compared with previously published work. 

MG Testing. The excellent convergence rate for 
MG when applied to elliptic equations with uniform 
coefficients and Oirichlet boundary conditions is well 
known [8]. By contrast, there is some uncertainty 
when coefficients are variable and Neumann boundary 
conditions are present. Previous work in this area 
has met only moderate success [4] or conditions are 
artificially oversimplified [9]. 

For the testing of this new MG a mesh of 56 x 
56,. corresponding to the finest level is used. A 
typical single cycle is solved for the cavity flow 
with Reynolds number (Re) equal to 5,000. Comparisons 
with 1 (single grid), 2 and 3 levels for (56 x 56), 
(56 x 56 and 28 x 28) and (56 x 56; 28 x 28 and 14 x 
14) meshes, respectively, are made. The convergence 
criterion followed is 

li rp~ I < y 
- p x li r 

0 11 p 

where I I r kl I and I I r 0 1 I are the eucledian norms of 
the residtal of the ppressure correction equation at 
iteration level k and at the beginning of the itera
tive process, respectively, and y = 0.001. 

Table 1 documents the Jhnsiderable savings 
achieved by the MG; one work unit is defined as a full 
iteration, i.e. 4 sweeps of the TOMA, at the finest 
level. 

Figure 2 depicts the behaviour of the solution. 



It should be noted that single grid point-by-point 
relaxation techniques lead to no convergence. Also, 
for the test cases examined tne rate of convergence of 
MG with 4 levels is nearly identical to that with 3 
levels. 

No. of 
levels 

1 
2 
3 

Work Units 

228 
112 
93.9 

Table 1 

CPU(seconds) 
IBM 3081 

80.35 
42.76 
37.69 

I - l.EVEl. 

" 2 - l.EVEl.S 

3 - l.EVEl.S 

IIORK UNJTS 

Computational 
Savings, \ 

46.8 
53.1 

Figure 2. MG Behaviour, Residual Norm vs. Work Units 

The MG leads to some considerable savings even 
for moderate Reynolds numbers, less stringent conver
gence criterion and lower mesh densities. Table 2 
illustrates this point for Re = 400 finest leve! mesh 
of 36 x 36 and y 0.01, where computational savings 
in excess of 25\ Pare obtained. 

Table 2 

No. of CPU (seconds) Computational 
Level(s) IBM 3081 Savings, ' 

1 343 
2 256 25.4 
3 252 26.5 

The above results are representative of the 
performance and eventual benefits that the use of MG 
may lead. When deciding if a single-grid method or MG 
should be used with the consequent penalty of increase 
in programming complexity the following points should 
be pondered: (i) the relative efficiency of MG 
compared to a single-grid method increases with 
increasing Reynolds numbers; (ii) higher the mesh 
density more advantageous the MG becomes, since in 
most iterative methods the convergence rate is a 
strong function of the mesh density; (iii) MG is fully 
justified whenever a strict convergence cri terion (a) 
is required. 

Algorithm and PSL. Preliminary testing for Re = 
100 indicates that E=5 leads to the highest conver
genc~ rate. With no further attempt of optimizing E 
as a funation of Re, all computations are performed 
using E=5. 

The cavity flow for a geometric aspect ratio of 
one and Reynolds number of 100 is solved using a 18 x 
18 mesh. The general trends of the solution are in 
excellent agreement with the results reported in [lO] 
for a vorticity-stream function formulation and a 129 
x 129 grid. The coarse mesh, however, can not resolve 
the boundary layer flow particularly along the verti
cal walls. To overcome this âifficulty the control 
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domains lying along the vertical walls are subdivided 
in 4 finer domains resulting in a non-uniform 24 x 18 
mesh. This discretization of the flow domain is very 
successful in predicting the near-wall flow, but i t 
represents a considerable computational effort 
compared to the 18 x 18 mesh solution. With the sarne 
discretization the PSL approach is employed, with very 
interesting results (Figure 3). The recirculation 
eddies in the lower corners are clearly predicted 
despite the assumptions embodied by PSL. 

'''I 
••• t 

I ' I t t , • ' • ' I I jl ... ' 
••• t 

; : ;;-;: _____ ,7:"\ I'~~ 
\ltlt"'---..,\

1 
I 

' \ \ I I I \ • • , I I 'I ,, 
~· I \ \ \ \ ' ' ' - , / I I ~ jP .•.• ,,,,,, .... __ //1 1'1~" 

... ' I ' ' ' ' ..... - - ..... / / I ~ I , •• 

... • I I ' ' ' .......... - - ..... / / I I I ,,. 

,.,.l ' ' ' ' ' ' ' - - - .,...... / / I I ' ''' 
l•• ' " \ ' ' ' ....._ - - - ~"" / / I I ' "' 

H• ' \ \ ' ' .._ - ._ - - _... I' ,r I ' ' '" 

Figure 3. Flow Prediction for Re = 100 on a 24 x 18 
mesh using PSL 

The relative computer times for solutions with 
Re = 100 using 18 x 18 mesh and 24 x 18 mesh without 
and with PSL are 16.31, 27.03 and 17.35 seconds, 
respectively, for the sarne convergence requirements. 

Figure 4 presents the vertical velocity profile 
along the centreline in the x

1 
direction calculated 

using a 24 x 18 mesh with and without PSL and the 129 
x 129 mesh solution reported in [10]. 

o 
o CENTERl.INE VEl.OCITY - RE=100 

MESHt2~•11!l FUl.l. El.l.IPTIC SOl.UTION 
• MESHt24*11!l PSl. 
m CHIA ET Al.. MESH 129•129 

.oo 

Figure 4. Vertical velocity profile along the 
x

1
-centreline for Re = 100. 

High Re Flows. The simulation of high Re flows 
impose a considerable computational effort, since the 
mesh density should be increased with increasing Re, 
not only due to the near-wall flow but also to circum
vent the difficulties related with artificial dif
fusion. This particular aspect is illustrated in 
Figure 5 where the horizontal velocity profile along 
the x

2 
centreline is plotted for Re = 400. Even when 

a 36 x 36 mesh solution is compared to that reported 
in [10] a maximum deviation of approximately 15\ is 
apparent. 

It should be pointed out that the present method 
predicts the location and strength of the recirculat
ing eddies, including the central vortex, (Figure 6) 
within 1\ to 2\ of results reported in [10] at the 
one-third of their computational expense. 
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o 
o CENTER~INE VE~OCITY - RE=400 

MESH•36•36 

• MESH•111•111 
s CHIA ET A~. MESH 129•129 

1;oo 

Figure S. Effect of mesh size upon the 
solution for Re = 400 
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e) 

b) 

Figure 7L Flow pattern for Re = 5000 a) 18 x 18 rnesh; 
b) 24 X 18 full elliptic; c) 24 X 18 PSL 

Preliminary calculations for Re = 5000 are very 
interesting even for the modest rnesh densities used. 
While for a 18 x 18 rnesh solution no recirculating 
eddy is predicted on the right-hand side bot~om corner 
(Figure 7,a), the 24 x 18 rnesh leads to a flow pattern 
(Figure 7,b) where the rnain features are present. The 
PSL approach leads to nearly identical trends (Figure 

7,C) ata cornputational saving of approximately 15' af 

compared uo the full elliptic treatment. 

CONCLUDING REMARKS 

The proposed scherne performs well for flo~ 
condi tions where other schernes of higher degree of 
sophistication and more expensive to run tend to fail 
[11). 

The PSL approach leads to rt!asonable pre 
dictions, even for flow situations, such as cavity 
flows, for which its applicability might have been 
questionable. 
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8 
ON V ARIABLE ENERGY BLAST W AVES 

V.A. AKINSETE 
UNIVERSITY OF LAGOS, LAGOS, NIGÉRIA 

The analysis of Porzel is extended to include variable-energy 
blast wave flows. The method as presented provides solutions 
f~r all snoc~ speeds and includes non-similar effects resulting 
from the var~able ~ner~y inpu~ and counter-pressure. Results 
obtained are well ~n agreement with existing work. 

INTRUDUCTION 

A blast wave may be defined as the flow field 
behind a moving shock wave . The importance of 
blast-wave analysis lies in its application to 
lar~e-scale disturbances in fluids. ln addition 
some problems of unsteady flow have analogies in 
tbe field of aerodynamics . 

1he classical blast wave theory , as developed 
by 1'aylor1 and Sed.ov2

, refers generally to the 
propagation of symmetric shock waves in gaseous 
media resulting from an instantaneous energy input 
in an infinitissimally small region of the mediUIII . 
1his energy input can be at a point , along a line 
or in a plane with the resultant wave and the 
accompanying flow-fields being spherical , 
cylindrical or planar respectively . With appro
priate assUITlptions , the revelant conservation 
equations have been shown to be amenable to 
similarity solutions (1 , 2) in which an amount of 
energy , E0 say , is introduced instantaneously at 
the origin and the subsequent strong shock wave 
propagates into the surrounding gas . The shock 
wave decays in such a manner that the energy 
associated witn it8 flow field is equal to the 
initial energy input , E0 • This similarity solution 
remains valid as long as the strong shock approxi
mation holds across the shock front . However , at 
relatively low shock sveeds , this solutions ceases 
to be accurate mainly as a result of counter
pressure eí'fects (i. e . influence of the internal 
energy of the quiescent fluid) . Other ' non-similar ' 
effects can be attributed to any energy released 
by cnemical reactions at the front , the equation 
of state of the working fluid or the presence of a 
characteristic length other than the distance of the 
shoc~< front from the origin . Analysis of such 
non~similar effects have been carried out by 
Sa.kurai 3 , 

4 using a perturbation method, Oshima 5 

using a quasi-similarity method and Porzel3 who 
assumed a power law density profile within the 
flow field behind the shock- front . 

ln all the above investigations , it has been 
assumed that the energy associated with the blast 
wave motion remains constant . How~ver , in many 
problems this assUITlpti on is not suitable . 
Sakurai7 indicated that the instantaneous constant 
energy blast wave was a special case of a class of 
variab1e energy b1ast waves in which the energy 
input varies to some power of time , i .e . E= E0 ts , 
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say . Ramsden and Savic! and Raizer9 studied the 
steady cne-dimensi onal ~ropagation of radiation
driven shock waves with particular application to 
laser- induced shocks . Such shock waves were clearly 
identified a8 be~ dependent on non-constant energy 
sources. Freemad , using Sakurai' s 7 perturbation 
method also studied the special case of a self
similar wave in which the energy was assUIIled to vary 
linearl y with time . Nurrerical solutions for self
similar flows behind radiation-driven shock waves 
have been obtained by Wilson aro Turcotte 11 while 
Rao and Ramam12 obtained awroximate solutions to 
the self- simil ar flow. Freeman aro Craggs 1 3 have 
attenpted to verify experimentally, the results of 
Freeman1 0 with varying degrees of success . 

ln the present paper, an analytical method 
based on Porzel ' s power law density profile is 
presented by mearn of which one could obtain 
ool utiorn which are unifornil y-valid for all shock 
speeds. The methcxi as 1=resented includes 
non-similar effe::ts resul ting from the variable
energy input as wel l as counter-pressure . However , 
for clarity , effec~s of non- similar equation of state 
aro chemical energy release are excluded although 
these can also be fitte:l. in . The method fbllows 
the improvenent by Za.ker1 4 aro the further 
developments by Rae 15 aro Lee et a1 1 6

,
1 7

• 

ANALYSIS 

Following Lee. et al 17
, the bas:ic conservat:ion 

equatiorn of continuity , momentUITI aro energy can be 
written respectivel y as 

(1l - o 1/J' + 1jfi> ' + 'fr1J!I~ = 26T)d1J! / Cln (l) 
(<!> - o <ll' +00 + f' /1jJ = 26ríl<ll/Cln (2) 
(<ll - o f ' + yf<fl + 26f + yJ ~/~ = 26 rílf/Cln (3) 

where p(r, t) Po1/J (~, n) 

u(r, t) = R (t) <ll (~ , n) (4) s. 
p (r, t) = p

0
I\ 2 (t) f (~ , n) 

~ = r/Rs (t) (5) 

n = c 2/R 2 1/M 2 (6) 
o .. s s 

e = R E /li 2 
s s s 

(7) 

Primes and dots denote differentiation with 
respe?t to ~ aro ~ime, t , respectively, subscript 'o ' 
descnbes propertles of the quiesc ent fluid ard j = o, 
1 , 2 .for plamr, cylirdrical or sP'lerical waves 
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respectively. 'lhe Mass Integral can be obtail100 
from the relation 

~s p kj rjdr = ~s kj p
0
r j dr 

which reduces on tramformatio.n to 
~ . l 
riJiE;.J dE;. = j+l o 

ani the Erergy Integral from 

R 2 • 

E R ... (t) = f s (__E_l + ~ )kjrJdr -
os o y- c: 

k
.R j + l 
i s po 
J + l Ty=l) 

thus reducing to 

l _ { I l ( l )} 
- Y n- J+l y(y - l) 

where y = (Rs /Ro)j + 1 - oc 

l l 
Eo j + l _ Eo }+1 

R
0 

= (kJ p oCo2 ) - (kJypo) 

a characteristic explosing length 

kj = 1 , 211 , 4n for planar, cylinirical 
s]:her:ical case respectivày. 

In Eq . 9a, the form of the variable energy 
irput has bren taken to be 

00 

E= E0Rs(t) 

'lhe boundary c o nii tio rs at the shock fi>o rt, 
E;. = l, can be writt.en as 

ljl (1 , n) = ljl J - y + l - :Y+2n_....:::...._ ...,.1--

4> (1, n) = 4> J - 2 - y+l (l - n) 

f(l , n) = fJ 
_ 2y - n C y - 1 
- y (y + l) 

Next , the following form is assumed for the 
density profile within the shocked fluid, viz . 

(8a) 

(8) 

(9a) 

(9) 

(lO) 

(ll) 

(12) 

(13) 

ljl (E;. , n) = ljl (1, n)E;.q(n) . . (14) 

where q (n) is the time- dependent exporent. 

Substitution of Eq . 14 into the Mass Integral , 
Eq .8, gives an expression for q ( n): 

q ( n) = (j + l )( ljl - 1) . . (15) 
J 

It is to be note:l. that from Eqs . 14 aro 15 , 
the density profile is completely specified ' 
for every value of n, i. e . every value of 
the shock Mach rumber. Substituti~ the density 
profile Eq . 14 into Eq . l, the following e:xpre~sion 
is obtaired for the velocity profile within the 
shocked fluid: 

4>(E;. , n) 

where 8 

= 4>
1

E;.(l ~ 8 R. nE;.) 

_ - ãln d;jll 
- 4>J!'l tfTl 

(16) 

(17) 

This last result shows ttat unlike tne 
density profile , the velocity 'profile can rot 
generally be obtained until the unspecified parame
t Er e, is krown. 

Substituti~ Eq. 16 into Eq . 3 results in an 
expression for the pressure distribution behind the 
smc k fro nt : 

f(E;. , n) = f
1 

+ f
2

(E;.q+2- l) + f
3

{q+2{ (q + 2)RnE;. - l) 

+ l} + f4 (2 - E;.q+2{ (q + 2) 2 Rn2
E;. - 2 (q + 2)Rn 

E;. + 2 )} • • (18) 

where f = 2Y - n( Y - 1 ) 
l y (y + 1) 

lj!l 2 d'l> l r = - { (l - e) c ~ - 4> ) - 8 (4> - 2T'r.-----"'-)} 
2 q + 2 1 1 l on 

lj!l d 
f

3 
= W2T {8(8 4> 1 - 2ran (84> 1 )} 

- 8 4> l (l + 8 4> l - 2. h~ 

f = 8 ~1~1 
4 i • R< 3 

'Ib complete the solution, the furetioml ràatiorsh:ip 
betwren 8 ard n must be determired . 'Ib cchieve 
this , the Eqs. 14 , 16 ani 18 are substitute:l. intn 
Eq . 9 to obtain: 

d8 l 4> l . 01 + 4 n Un = - 2fi 7 2fi {2 7 (y-1) (J + l)} + . . + 

+ ~l T 4n)(l + n) + 8(- _1:_ + 2 (2 + (y-l)(j + l))) 

8 n2 ( 'Y + l) 2n Dl + 4 n 

l (ol + \)
2 

4>1 
7 -( ) 

8 8rf (y + l) 

(Dl + \)4>1 
+ 

8 2 ljl 
n 1 

(y-l)(j+l)(Dl + \)4>1
2 

(r-l)( j + l)(D1 + 4 )
2 

+ - ( n 
16 rf 8 n éy ( y + 1) 

where o
1 

= y( j + 3) + ( j - l) 

The relatiomhip betwren the dimensioril..ess shock 
radius y , ani the shock strErJgth, n is given by 

dy = -~ ...X. 
dn 2 8n 

Eqs . 19 ani 20 comtitute a pair of first 
order differential equatiom for 8 ani y which 

(19) 

(20) 

can be integrated subj E:Ct to the bourdary coniitiors 

e(o) = 80 , y(o) = o. (21) 

However , in sol ving these two EC!uatio m , it will be 
notei tmt the point n = o corstitutES a point of 
si~arity at which solutiors must be regular. 
The regular expamio re for 8 ( n) ani y ( n) near this 
singularity are readil y found to be 

e(n.) = e0 + e
1

n + 82 n2 + e
3
d + 

y(n) = y
1

n + y
2
rf + y3d + y4 n~ + 

(22) 

The coefficiP.nts 8 ani y are readily 
à.etermired by substitut~ng Eqst; 22 into Eqs. 19 ani 
20 ani equating like coefficients of n. 



Shock traj e::tories are obtained by usifl1; the 
identity R = dR /dt wh eh, on ron-dimensiomlizi!l1; 
an:l rEBIT~i!l1; ~educes to 

Results: 

n! dy 
+l-a: y 

(23) 

All numerical resul ts presented in this paper 
are based on a test gas with y = l. 4. A spherical 
wave, j "' 2, is assl.ll'red to be propagating in this gas 
un:ler the :i,nfluen::e of a variable energy source, 
E = EQRs0 . 5 , i.e. a: = 0.5. 

'lhe variation of the fluid properties enclosed 
by the shock wave are shown in Figs. 1-3 . It is 
seen f'rom Figs . 1 and 2 that the density an::l the 
velocity both gp to zero at the origin (Figs . 1 & 2). 
It is noted, however , that while the density profiles 
follow the general trend of the classical blast wave 
analysis , the results of Fig . 2 show tha.t at low 
shock str~hs there could be flow reve~sal in the 
vicinity of the origin. :Jbe pressure, however; 
remaim finite an::l positive at the Centre (Fig . 3) . 
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FIG. l. VARIA'I ION OF FLUID DENSITY EEHIND 

SPHE.RI CAL E'LAST WAVE 

Fig. 4 shows variatiom of a and y with the 
shock ;>trength , n. As a comparison, the exact 
numerical solution for the comtant energy blast wave 
(a: = o) by Goldstein and Von Neumann is also 
presented. It will be noted tha.t the variable energy 
blast wave (a: = 0 . 5) decays at a much faster rate 
than its constant energy counterpart at high shock 
strengths but soon settles to a groadual deay at 
n = o.o4. 
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t. o 
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o 

FIC.3. 

· 2 ·6 ·8 

VARIATION OF .('RESSURE FUNC'l'ION f WITH 
RADIU3 § 

1.0 

'lhe present analysis (Fig. 4) provides a 
reasonably accurate and complete description of the 
propagation of variable energy blast waves. This has 
been achieved without recourse to the self-similar 
approximations which , necessarily mask some of the 
physical properties of such phenomena. W1ilst 
Sakurai 's perturbation metood is capable of yielding 
good resul ts, there is a great deal of work invol ved 
in carrying out the required computations . In the 
present metood, the only approximation invol ved is 
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the form of the solution of the density profile . ln 
fact, if the assl.l!red form is exact , as is the case for 
a strong spherica1 b1ast wave in a meditnn with y = 7 , 
then the other so1utions are exact • Since nurrerical 
nethods have shown that density profiles can be close1y 
approxirrated by simp1e power 1aws. then the present 
nethod has a l ot to reconrnen:l it ; Sane typical 
JÍlenonena to which the method can be successful1y 
applied inc1ude such radiation-driven waves as are 
obtained in laser-~nerated plasma an:l spark-channel 
formation. 

ACKNOWLEDGEMENTS: 

'Ihe author would 1ike to thank Prof. V. O. S. 
01unloyo for he1ping in the computing work an:l Prof. 
H. H. S. Lee of McGill University with whom the author 
worked at JVCGil1. 'Ihe computations were carried out 
at the University of Lagos Computer Centre. 

REFERENCES 

1. G. I. Taylor, Prof. Roy . Soe . A-201, 159 (1950) . 

2. L. I. Sedov, "Similarity an:l Dinensiona.l JI'Ethods 
in Mecharuc:s . Acadenuc Press, New York 

(1959). 

8. S. A. Ramsden , P. Savic , Nature, 203 , 1217 
(1964). 

9 . Yu . P. Raizer, Soviet Phys . JEI'P, 48, 15o8 
(1965). 

10. R. A. Freeman, Erit. J . App1. Phys. (J . Phys . D) , 
Ser . 2, Vo1 .1 , 1697 (1968) . 

11. M. P.R. Rao , B. V. Ramana., Int. J . Engng. Sei ., 
11, 1035 (1973) . 

12. R. A. Freeman, J . D. Craggs, Brit . J. Appl. 
Phys . (J. Phys . D), Ser . 2, Vo1.2, 421 (1969) . 

13. T. A. Zaker , Armour Research Foundation, 
ll1in:üs Inst . of Tech. Rep. ARF 4132-6 (1959) 

14 . W. J. Rae , Cornell Aero. Iab. Rep . CAL 
AI-1821~A-2 (NASA Rep . CR~54251) (1965) . 

15. J. H. Lee , R. Knystautas , G.G. Bach, J'ICGill 
Univ. Dept . of JI'Ech . Ehgrg. Rep . MERL 69-10 
(AFOSR 69- 3090 'IR) • 

16 . J . H. S. Lee - Private CoiTilD..Il1ication . 



VIII COBEM - S. J . Campos, SP (Dez. 1985) 

JEAN RA YMOND FOURNIOLS 
SHEO PRAKASH 

IAE/CTA 
PAULO AFONSO DE OLIVEIRO SOVIERO 

DIVISÃO DE AERONÁUTICA, ITA 

SUMMARY 

ThAe.e. dúne..nh..i.onal. panei. me;thod ha.6 be.e.n U6 e.d to ~;tudy the. I:JubMn..i.c 6low 
computtLt..i.on oveA .taunch ve.h..i.c.te.~; ..i.nc.tud..i.ng comp.te.x con6..i.gUJl.lllioM .t..i.k.e. muU..i. - body 
~;y~;te.m. The. computeA code. de.ve..tope.d hai:J be.e.n va.t..i.date.d aga..i.ni:Jt otheA the.o~e.t..i.ca.t wo~~ 
and e.xpe.Jt..i.me.nta.t data. 

INTRODUCfiON 

Panel method has extensively been used 111 for 
aircraft configuration including complex geometries 
like sweep discontinuity, airintakes and tip tanks etc. 
on the wings. There has been recent efforts in the 
application of the panel method to launch vehicles. 
Takachima 121 and Devasia et al l3 lhave used the 
panel method, in conjunction with the apparent mass 
concept, for the calculation of the overall forces and 
moments of the slender multi-body system. Devasia et 
al 141 have further applied the non-lifting 3-D panel 
method fOr computing the pressure distribution over 
launch vehicles . 

The present paper deals with the application of 
the lifting 3-D panel method to launch vehicle with 
or without a lifting surface. The computer code 
developed at Instituto de Atividades Espaciais, C.T.A 
is very general and takes care of the complex 
configurations as encountered in aircrafts and launch 
vehicles with strap-ons or clustered boosters 
configurations . The general formulation,method of 
solution of a large system of algebraic equations 
and the results obtained are discussed in the 
following paragraphs. The results snow very good 
agreement with the experimental data and other 
theoretical results . However, in the case of 
configurations with a thin lifting surface, the 
agreement is not so good . 

The computer code using the present approach is 
rather huge and requires 2400 CPS for a typical 
clustered launch vehicle panelised into 1210 panels 
for analysis. From the computed pressure distribution , 
the desired aerodynamic characteristics can be 
obtained straight away. The results presented are 
presently for incompressible case. 

RlRMULATlOO 

Steady , inviscid, .irrotational and incompressible 
fluid flow in a domain n is characterizedjslby a 
perturbation velocity potential ~ (P) sat1stying the 
Laplace's equation: 

~ + <l
2Hp + ~ = o PEn (1) 

a!x: ay az 

The boundary conditions associated to this 
equation specify the normal velocity over the surface 
of the launch vehicle and over the sur-face introduced 
in the flow field to simulate the wake due to the 
wing. They are then of Neumann kind and can be written 
in the· general formas 161: 
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~ = a (Q) ; QE: an 
an 

with B!1 as a houndary surface of n. 

(2) 

Panel method.or surface singularity distribution 
method is well established for the solution of such 
problems. ln fact, under rather general assumptions, 
Green's third identity shows that a solution of 
equation (1) may be expressed as the potential induced 
by a combination of source singularities of strengh a 
and doublet singularities of strengh ~ distributed 
over the surfaces being located out of the !1 region. 

ln this method those surfaces are split into a 
net work of flat quadrilateral or triangular panels 
and the two continuous distributions of singularities 
are numerically represented by the sources of constant 
strengh on each one of them and constant ring vortices 
an their limiting curves. More precisely the sources 
are distributed over the skin of the body while for 
lifting problems, ring vortices upon the mean surface 
of the wings and horse shoe vortices on the surface 
simulating the wake are distributed. 

The velocity induced by such distribution is 
computed from the following formula i7l: 

N M + 

V(P)=!:o.JJ v ~+ 1: r.J dt~QP (3) 
i='l1 5i P 4nr j=! J cj I.I.QPII3 

with r 2 = (Xp-Xq)
2 

+ (Yp-Yq) 2 
+ (Zp-Zq)

2 

~ 7 + + 
ílp = ex(d/élXp) + ey( ª /élYp) + ez( <l /élZp) 

s . 1 elementary panel surface 

c. elementary panel contour 1 
o. source intensity of ith panel 1 

r . t . . f .th 1 
J 

= vor ex 1ntens1ty o J pane 

N = number of unknowns (sources) 

M = number of unknowns (vortex) 

This velocity must satisfy the boundary conditions 
in equation (2). This is done numericaly by 
associating at each panel a control point where the 
Neumann condition will be verified. For the horse 
shoe vortices, the control points are located very 
near the trailing edge. The associateà condition is 
the Jukowsky condition which, in the present work, 
consist in forcing the velocity to be tangencial to 
the mean surface of the wing. 

We do not use control point on the mean surface 
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of the wings to calculate the ring vortices intensities. 
That gives more unknown than the number of equations. 
To avoid this indeterminationl two possibilities are 
available in the code. One consists in specifying their 
intensity as a function of the wake horse shoe vortices1 

the other uses the lower surface control points to 
calculate them while the intensities of the lower 
sources are assumed to be equal to the upper ones. 

Thus the number of unknowns is equal to the 
number of equations. Moreover this system is lú1ear 
and is of the general from: 

N M 
E ai cij + E rk Dtj= aj ; j = 1 I ~N 

i=l j=l 

Depending on the way we choose to evaluate the 
ring vortices we have: 
1-ring vortices intensity as a function of the wake 

horse shoe vortices 

cij JJ5 _ vP C-l/4n ii QP II ) dS • Nj 
]. 

~a~ J k a! AQP -/ II QP- 11 3 
• Nj 

CR.. J J 
R..=l 

1\j 

with NJ = 
k 

a = R.. 

inner surface normal at the P j control point. 

constant varying betweiR O and 1 expressing 
tffi intensi ty of the R.. rin~h vortex of the 
k row as function of the k wake horse 
shoe vortex. 

~ = n~er of the ring vortex constituing the 
k row. 

2-ring vortex instensity considered as an unknown: 

C-. 
l.J 

1\j = 

ffs .+s. vpC-l/4nii QPJ- I i) dS 
]. ]. 

+ -
.... .... .... 3 .... 

Ir_ dR..i\QP -/ II QP -11 . Nj 
-k J J 

METifOD OF SOLUTION 

:-t 
• NJ 

ln the present section a solution of the linear 
system represented by the equation 

BX =A (4) 

is sought. X is the unknown vector to be calculated. 
To solve the equation (4) we developed a special 

subroutine by taking advantage of some properties of 
the matrix B and taking account of its big dimension 
(maximum of 1500 x 1500). The method used is based on 
the block Gauss-Seidel interation process l81 where any 
p lines of the matrix (maximum 24) are read and this 
partial linear system of equations is solved. This 
rectangular matrix ( P x (N+M)) is prepared in such a 
way that the square block associated with the p 
unknowns to be calculated at this stepl is triangular. 
The values of the p unknowns are obtained easily and 
then the computation is passed to the next block. 
After one complete loopl the precision is tested and 
if necessary an interation is started. This method can 
be represented by the equation: 

* ** 
B(L 1 L+P-l)X(L~L+P-l)= B(L~L+P-1) ( -B(l~L-l)X(l~L-1) 

-B(L+P 1N+M0X(L+PIN+MO+A (L ~L•P-l)) 
* where B(.~.) is the triangularized block 

** B (. I . ) is the matrix which transform 

* B(L~L+P-l) in B(L~L+P-l) by Ga~ss elimination 
techn1que. 

Once the system is solvedl the velocity at all 
control points is computed and using the Bernoulli 
equation the pressure is calculated. Integrating this 
pressure distribution in the circumferential direction 
for the bodies or in the chordwise direction for the 
wings we obtain the axial or spanwise load distribution. 
A further integration along the axis or the span( for 
body or wing) I the total normal force coefficient and 
center of pressure are obtained. 

RESULTS AND CONCLUSlONS 

The present method is validated against a large 
set of theoretical/experimental data. ln this paper 1 

only some sample results in incompressible regime are 
presented to show the potentiality of the code. 
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Figure 1 - Comparison with analytical 
· results (sphere) 

The first example 1 Fig.l compares the pressure 
coefficient over sphere calculated with two different 
discretizations (using present code) - 5 paneis and 
10 panels - and the analytical one. With five paneis 
the C values are slightly greater than the reference 
solut~on. With ten panels the comparison is very good. 
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Figure 2 - Comparison of pressure distribution 
over a launch vehicle 

Figura 2 shows a comparison between the present 
calculation and the experimental and theoretical 
results of VSSC (Ref.l91) for an axissymetrical launch 



vehicle. There is a fairly good agreement.The pressure 
peaks associated with the slope variation are 
remarkably well . 
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Figure 3 - Comparison of CNa distribution 
over a launch vehicle 

The next figure shows a variation of the normal 
load distribution for the sarne body as in Fig.2. This 
result also compares well with VSSC results. Since 
this type of vehicle may be considered a slender body, 
the contributions for d~ /dX come mainly from those 
portions of the body for awhich the slopes are 
nonzero. The sarne trend is found in Fig.3. 

The next model for comparison is a wing body 
combination. The pressure distribution is 
calculated for three stations over the semi-span in 
the presence of a cylindrical body. For the two, 
outer stations, there is a good agreement between the 
present resul ts and the experiments. For the inner 
station (y/b = .139) ,the agreement is not so good, 
probably due to the viscous effects not taken into 
account by the present model. We can get some 
insight about the wing load with Fig .5. where Ç., (y) 
for each station along the wing semi-span is plo~~ed. 
The maximum difference between the experiments and 
the calculated values is 20% with reference to the 
experiment. This is an acceptable value at a 
developmental phase. 

Finaly, we have applied the panel methód code 
for SNaCx), load distribution,prediction of a very 
complex clustered launch vehicle.One can observe in F.6 
that clusters improves appreciably CN (X) values in 
the cluster region. a 

For all the examples presented above, the present 
results showed good comparison with other results. 
When this computer code was used for a wing model with 
thickness ratio less than 5%, certain numeriçal 
difficulties were encountered. However, in practice, 
a wing with less than 5% thickness is generally not 
encountered. 

Thus, it is brought out that the panel method 
has been successfully used to analyse a launch 
vehicle configuration including those of complex 
sbapes like clustered bodies. 
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Figure 4 - Comparison of pressure distribution 
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Figure 5 - Wing-body combination:comparison 
with experiments of the local 
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SUMÁRIO 

E&.te tJta.ba.R.ho apl!.e.6 ento. wn mé.to da o.rra.i2ü.c.a paJt.O. múwn.i.za.JL a aJtJuU,.ta de p.I!.U.6iia 
de wn pe.~z.6-U. em Mo.c.h 1. O mé.toda c.ampõe-.6e de .t.l!.u Jz.egiõu: a. p.l!..i.mei.l!.a. ê da rta./Úz 
o..té. a. upu.6ww. máx..úno., ande a. equo.ç.ãa de Sp.l!.úte.l!. 11 I é. a.pUc.a.da paJt.O. a c.ãi.c.uta de 
va.JL.i.a.ç.ãa da aJtJuU,.ta m.:õuína. A .6egunda Jz.eg.<.ã.o ê da UpU.6UIW. máx.<.ma. o..té. a ba.l!.da de nu 
!JO., ande o. .tea.l!..i.o. de PJz.o.ndft-Meye.~z. ê a.pUc.a.da.. O a.J.!:'UL6.ta de bMe. ê dada pa.1z. C~pma.n 
121. 0.6 Jz.uu.Ua.da-6 ma.t,.t.l!.a.m que a aJtJuU,.ta de p.I!.UMa ac.aMe a. 65% da. upu.t.ww. ma.x..úna. 
da peJz.6-i-t e a a.Uwu.t de bMe é 5,2% da c.a.l!.da. da peJz.6-i-t. 

I - INTRODUÇÃO 

O arrasto de pressão de um perfil em escoamento 
representa a maior parte do seu arrasto total. 

A distribuição de pressão em torno de um perfil é 
dependente do regime de escoamento do fluido utilizado 
e da geometria envolvida. 

1/3 

c_ = -21 3 11/3 j J,X ( d . Jx1 dz/dx dx)2 dx ) (2) 
-p1 l1' (y + l) :cEei' ~ 1 

x* o x1-x 

Para um dado regime de escoamento de um certo 
fluido, o arrasto considerado torna-se função apenas da 
geo~tria. 

O objetivo do Eresente trabalho é determinar ana 
liticamente a variaçao da espessura máxima de uma faffií 
lia de perfis em~= l, de modo que o arrasto de pres 
são seja mínimo. -

II - PERFIL EM ESTUDO 

O perfil anterio~nte citado é constituído de 
três partes, confo~ representado na figura 1. 

l 

----10--x 
----------~-----1 

~--- X( Yc >,..,,--------1 I 
~~~-----C --------~ 

A primeira parte (Região I) é formada por uma 
curva suave que se estende do bordo de ataque ao ponto 
de espessura máxima. Em ambos os extremos, a citada cur 
va apresenta coeficiente angular nulo. -

A segunda parte (Região II) é fornada por um se_g 
mento de reta que parte do término da região I até o 
bordo de fuga. 

A terceira parte (Região III) é formada pela Base 
do Perfil. 

II I - MSTODO DE CÁLCULO 

Análise da região 1. O arrasto de pressão da re 
gião l e dependente dã distribuição de pressão em tor 
no do perfil, segundo a expressão abaixo: 

(l) 

onde t 1 é o comprimento da região l. 
Sendo o escoamento em Mm= l, o coeficiente de 

pressãn de Spreiter 111 é dado por: 
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onde x* é a posição da velocidade sônica local do pe~ 
fil, que é obtido pela equação abaixo: 

X 

:ix J dz/dx dx = 0 

o IX? 
dz ~ -Sabendo que rr.y = u e um parametro local 

pendente_de x1, pode~se reduzir a equação (2) na 
te equaçao: 

2/3 X 1/3 r_ = const.u (tn ~) 
-p1 X 

(3) 

inde 
segui!! 

(4) 

Para obter o arrasto mínimo, pode-se considerar 
o coeficiente de arrasto como uma função de dois par~ 
tros, i.é.: 

2 j3 X 1 / 3 
CD = f(l- u) = f(u (tn ~) u) 1 -p1 X 

Agora como variar "u" em função de x1 para ohter 
o arrasto mínimo? 

Supondo que tal coeficiente seja: 

C - 2/3 ( X ) 1 I 3 
D = u tn x* + ÀU, 

onde À é uma constante, tem-se que a variação do coe 
ficiente de arrasto com relação a u é dada por: 

com a condição inicial u = O, obtémrse: 

o 2 l -4/3 X 1/ 3 
- 3 x 3 u (in i") . du 

2 -l/3 1 (t x )-2/3 l . d(xx*) 
+ 3 u 3 n X* . x/x* 
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Logo, 
u=-(• )!_in!_ 1 x* x* (5) 

onde • 1 é uma constante em função da espessura' máxi 
ma. 

Substituindo a equação (5) na equação (2) e (1), 
obtém-se: 

cP1 
3 1/3 2/3 X 2/3 X 

-2(11(o + 1)) (•1) [CX*) in x*J (6) 

.2.1 
C _ 4 r 3 1/3 5/3 X 5/3 X 2 
D1 - ~ 1 

Cll(y+l)) (•) 1 [Cx*) (R.n x*) ]dx 
o 

(7) 

III - CÁLCULO NUMffiUCO 

Considerando um perfil simétrico com razão de es 
pessura máxima de 10%, calcula-se o arrasto de pressãõ 
de uma família de variação de posição de espessura mâxi 
ma..t de c~~ uma. das y~rtes de 11Ddo que a soma destas· 
tres reg1oes seJa m1n1ma. 

Por exemplo: Usando a posição de espessura mâxl 
ma de 60% do perfil, e 

(1) Calculando o arrasto de pressão míniiiD da 
primeira região, pode-se integrar a equação (7), se o 
valor da posição de velocidade sônica x* for conheci 
do. 

Para resolver o valor "x*", pode-se integrar a 
equação (3), usando o valor de i = x .2.n x. 

Na equação (5), substitu1ndo a equação (3) , 
obtém-se: 

, 1 = 0.333, ~~ = 0.70 (teórico) 
1 

Nas figuras 2, 3 e 4, J3J, vê-se os valores de 
x*/.2. 1 = 0.64 (pouco diferente). Agora, aplicando este 
valor para o caso particular de 60% da espessura máxima 
do perfil da prireira região, obtém-se: 

J
0.38{ X 5/3 X 2 JO•G X 5/ 3 X 2 } 

CD
1 
= const (X*) (R.n x*) dx - (x*) (in x*)dx 

o 0·38 

onde 
const 

4 3 1/3 5f3 
T(11lv + 11) (•1) 

l 

e o resultado é: CD = O. 01. ' · 
1 

Outras posições de (t/c)max calculadas ao longo 
da corda do perfil podem ser determinadas pela regra da 
similaridade experimental, i.é: (t/c)~~ • 

(2) Para as regiões seguintes, calcula-se o ar 
rasto de pressão na região (2) e o arrasto de · base dO 
perfil através da variação do ângulo de inclinação do 
segmento reto de modo que a soma total dos arrastos 
seja mínima. 

A equação da região 2 é dada por: 

onde 

X r_ = 2 Cp tan e __ç_ -u2 2 2 c 

82 e o ângulo de inclinação da região 2. 

Cp
2 

é o coeficiente de pressão na região 2. 
x

2 
é o comprimento da região 2. 

(8) 

•0.) 

-o. a 

Cp ·0. 1 

o~- -1- I I ,-:; I I I • 
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A equação do arrasto de base do perfil é dada 
por: 

t c = c ...], -, -- --
D3 PB C ' .:rr ln r' '"'.:L .' (9) 

onde CP é o coefiéiente da pressão na base do pe~ 
fil (2) B 

c = o. 7 CM = 1) 
PB "' 

tB ~ da - ' da do f' e C: e a altora base em relaçao a cor per 11. 
Para o cálculo de Cn

2 
tem-se que o valor de CP 

é determinado através da seguinte relação: 2 

C = _2_ [ P2 ,& _ l J 
Pz y M2 Po P.., 



onde "e" é o ângulo de expansão total da: segt.mda parte. 
No exeJilllo em ·questão e = 60 para que o escoamento 
no bordo de fuga seja paralelo. 

Colll) 

e = e
1 

+ e
2 

, 

sendo e 1 o ângulo de expansão 1, tem-se que parte do 
exeJilllo dado e1 = 2,2° (correspondente a cp = 0,22 
experimental na figura 2) . 1 

Logo : 

Portanto, de 

p2 
e = 60 e - = o 3639 (Mao = 1) 

Po ' 

e = 6° 2,2° 3,8 2 

tan e2 0,066 

C = 1,43 x[0,3639 x 1,893- 1] 
p2 

X 
O 44 e __ç_ = 0,4 • c 

usando a equação (8), tem-se que 

CD = 2 X 0,44 X 0,066 X 0,4 = 0,023 
2 

Para o arrasto de base, tem-se que 

e portanto 

Cn = 0,7 X 0,052 = 0 
B 

0,052 

Cn = 0,0364 
B 

- ~ -Obs.: Os valores otimos de e e C: foram obtidos atraves 
de tentativas para este exeJilllo particular. 

IV - O ARRASTO TOTAL 

Pode-se calcular o arrasto de pressão em Mach 1, 
em função da posição de espessura máxima com. (t/c)max 
do perfil de 10% dada, e o ângulo de ataque nulo na se 
~te tabela e um &!á~ico ~ C~total em função de p~ 
s1çao da espessura max1ma, vide f1g. 5 abaixo. 

tn;c 5.3\ 5.2% 5.8% 6.5% 7.1% 
(t/c)max 60% 65\ 70% 75% 80% 

cn1 0.010 0.00875 0.0078 0.0063 0.0062 

cn2 0.023 0.0209 0.0184 0.0157 0.0130 

Cn3 0.0364 0.0366 0.0406 0·.0455 0.050 
c 
Dto tal 

0.0701 0.0662 0.0668 0.0675 0.0692 

O. Ot 

0 .01 ~rley 
Co,_ 0.07 ......_______ -c::::::I:l 

0.01 / 
Perfil otlmizodo 

FIG. (O l- Posição ele (.t/clmáx 

lll 

V - COOCLUSÃO 

Este trabalho apresenta um método analÍtico sim 
ples para minimizar o arrasto de pressão de um perfil 
em Mach 1. 

Os resultados mostram que um perfil simétrico de 
razão de espessura de 10% e posição de espessura máxi 
ma a 65% e a altura da base a 5.2%' da corda do perfil 
apresenta arrasto mínimo em M = 1. 
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This paper gives a siJillle analitic method to cal 
culate the minimum pressure drag for a profile em Macll 
1. This method consiste of three parts: the first 
part is from the nose to the maximun thickness of pro 
file, where a equation of Spreiter 111 is used to de 
rive the optimum conditions for the calculation of the 
minimum drag. The second one is from the maximum 
thickness to the trailing edge, where the theory of 
Prandtl-Meyer is applied~ The last part is the base 
on the theory of Chapman 121. The resul ts show that the 
minimum drag oceu+s at 65% from the nose of a profil 
of (t/c)max = 10% and the height of the base is 5,2% of 
the chord. 
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INTROIUCTION 

The flowfield which is fonned by exhausting an 
underexpanded sonic jet in an opposite supersonic main
stream, briefly supersonic counter-flow, is very complex 
and presen ts very large gradients of the flow properties. 
It is well characterized by the fo!11lation of a bow shock 
wave in the mainstream, a curved shock wave in the jet 
flow, an approximatelly semi -splterical contact surface 
between both flow components, a dead-ai r region in front 
of the jet nozzle and some other discontinuities. 

Such a flowfield can be found for instance in: 
# nose cooling systems for thermal protection of 

re-entry bodies , 
# supersonic combustion systems, 
# retro-rocket systems and , 
# secondary injection systems for thrust vector 

control. 

Under the financial support of the DFG - Deutsche 
Forschungsgemeinschaft, Bonn, FRG, a research project 
was established and realized at the Institut fUr Luft
und Raumfahrt of the Technische Universitl:!t Berlin, 
Berlin (W), wi th the aim to provide, through a series of 
experiments, detailled info!11lation about the flowfield 
configuration of a supersonic counter-flow. So,pressure, 
temperature and velocity measurements as also flow 
visualizations were performed in order to obtain an 
accurate flow model , from which amathematical modelling 
for numerical calculations could be developed. 

The present paper br iefly describes the experiments, 
the measurement technique used and brings out the flow
field details. 

EXPERIMENTS 

The experiments were carried out in the High speed 
wind-tunnel of 1:he Institut fUr Luft- und Raumfahrt, 1U 
Berlin, Berlin (W). It is an atmospheric continuous 
wind-tunne1 wi th interchangeab1e test sections of 15 x 15 
sq. cm, /1/. 

The mainstream Mach number was fixed at Mx, = 2 .O. 
The sonic jet originates from a 6 nm d:i.ameter convergent 
nozz1e and the high pressures, 0.72 < Pj/Poo < 7.0 , were 
produced by an air compressor. 

Schlieren photographs were taken to visualize the 
flow. Température and pressuremeasurements were perfoTIIled 
for the jet exit plane and on the noz zle front surface. 
For the measurernent of flow ve1oci ty and angu1ari ty in 
the who1e f1owfie1d,a Laser-Dual-Focus (128Ve1ocimeter, 
extensive1y described by SOIODL /2/, was used. 
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JlliSULTS 
The Schlieren photograph of a supersonic counter-

flow, ~' shows three charácteristic lines: 
# a bow shock wave, 
# a contare surface and 
# a jet shock wave. 

Fi~ . 1 : Supersonic counter-flow 

The secondary jet flow forms, together with the 
nozzle body, an almost incompressible obstacle for the 
supersonic mainstream. So, a bow shock wave of approximately 
hyperbo1ic form appears in the mainstream. From the other 
side, the underexpanded sonic jet has already expanded 
to supersonic velocities. It decelerates upstream from 
the nozz1e exitplane,througha curvedshock wave, becomes 
subsonic, deviates downstream and stagnates at the center 
line. From the common stagnation point an almost semi
spherical contact surface originates in which a mixing 
process between both flow components, mainstream andjet 
flow , begins. 

Apart from these discontinuities, the Schlieren 
photograph also shows an expansion fan followed by a 
weak shock wave (À-shock) arising from a dead-airregion 
at the comer of the nozzle body. 

The visualization of the flow permits one to geta 
good idea of the flowfield configuration and gives 
besides this the posi tion and shape of the existing 
discontinui ties. ~ presents the center line location 
of the bow shock wave, contact surface and jet shock as 
function of the total pressure ratio Pj/Poo . To visualize, 
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the stagnation point, it was necessary to heat the jet, 
but as shown in the sarne figure, the influence of the 
temperature is quite small. 

Ti/Too 

1.7 

Pj I P"' = 2, the local velocities in the flowfield. With 
these resul ts the location and shape of the shock waves 
and contact surface could be confirmed and the contout 
of the dead-air region very well determined. 
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However, the flowvisualization gives no infonnatiC'n 
about the dead-air region in front of the nozzle. 

Pressure distributions for the front surface of 
the nozzle body, ~. show that the dead-air region 
spreads over the ~front surface and indica te, ei ther 
for small or medium values of jet total pressures , a 
circulating motion of the flow. 

.. 

Fig. 3: Pressure distribution on 
--- the nozzle front surface 

Moo= 2.0 

The pressure distributions also indica te a secondary 
flow separation in this region, as shown in Fig. 3. 

Velocity measurements, taken wiLh the Laser-Dual
Focus Velocimeter gi v e besides thís detailled information 
about local velocities, angularities and turbulence 
intensities. 

Fig. 4 shows for a medium pressure ratio of 
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Fig .4: Velocities 
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l 
From the measured velocities it is possible to 

find out tl1e percentage turbulence intensities, whose 
variation in the flowfield is presented in ~ by 
lines of equal intensity. High turbulence intenslties 
can be found mostly at the center line, where the jet 
shack wave and the co~t~ct surfa~e are positioned. 
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Fig. 5: Turbulence intensities 

Fig. 6 presents a comparison of resul ts obtained 
from Schl1eren photographs and Laser measurements for 
the nozzle exit plane. These comparisons consider flowf:iel.d 
configurations with and without jet flow and show very 
good agreement concerning the bow shock wave location at 
the nozzle exit plane. 

I'LOW INCLINATION 11 [0 } 

20 liO 40 

Fig. 6: Shock waves and flow inclination 
--- - noz zle exit plane -



~istributions of flow velocity and inclination 
are shown in Fig. 7 for different cross sections. 
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Fig . 7 : Veloci ty and flow inclina tion 
-- Mx, = 2.0 

The velocity distributions for the cross sections 
X/D = 0.0 and X/D = -0.4 present three different slopes. 
It denotes separately and exclusively, the disturbances 
caused by the bow shock wave , the mixing zone around the 
contact surface and the secondary jet flow,on the local 
velocity profiles. 

The distributions of the flow inclination for the 
sarne cross sections make evident, that the flow separates 
at the comer of the no zzle body , at X/D = 0.0, and 
reattaches downstream, at X/D = -0.4. The radial extension 
of the formed separation bubble is quite small and it is 
responsible for the appearance of a secondary shock wave 
also observed on the Schlieren photograph. 

~ presents a comparison of theoretical /3/ 
and experimental results for the velocity distribution 
in the exit plane of the nozzle. 
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Fig. 8: Velocity at the noz zle exit 
plane 

Mx, = 2.0 

The differences observed are due principally to the 
restrictions imposed in the calculation procedure 

Th~ measured veloci ties at the center line, Fig,- 9, 
are also in good agreement with theoretical calculat1on~ 
although discrepancies exist which are due, inpart, to 
an unsteady behaviour of the shock waves. 

Theoretical results of the local-velocities for 
the region between the shock wave and contact surface 
are not given. The high gradients of the flow properties 
and the existing boundary conditions in this region did 
not allow the application of the numerical approach 
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presented il1 Ref. /3/. 
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Fig. 9: Velocity at the center line 

CONCLUSIONS 

Experimental investigations were conducted in a 
Highspeed wind-tunnel to analyse the very complex 
flowfield of a supersonic counter- flow . 

Pressure and velocity measurements as also flow 
visualization were carried out to provide detailled 
information about the flowfield characteristics . 

The experimental results have shown that apart from 
the shock waves, an approximatelly semi-spherical contact 
surface originates from the stagnation pointat the center 
line, in which a high turbulent mixing process between 
both flow components occurs. A dead-air region fonnedon 
the front surface of the nozzle body induces the formation 
of a expansion fan followed by a weak shock wave . A 
secondary separation of the flow in this region could 
also be identified from pressure measurements . Wi th the 
Laser-Dual-Focus Velocimeter local velocities and 
turbulence intensi ties could be determined, which are in 
good agreement with theoretical results. 
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.Uzado no![.ma.tme.n.te. pa![.Q o c.Mo de. uc.oame.n.to~ inc.omp![.U~;[vw -úr.Jw.tauona..ú.. O moáe 
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1 - INTRODUÇÃO 

A estimativa dos esforços que agem em um corpo 
não aerodinâmico que se desloca em oovirrento uniforrre 
é um problema sempre presente na ~~cânica dos Fluidos. 
Sua principal dificuldade reside,para altos números de 
Reynolds, Re, na presença de uma esteira turbilhonar 
que oodifica de maneira notável a distribuição de pres 
sões sobre o corpo que a originou, em relação ao es 
coarrento potencial, o qual normalrrente é tomado çornõ 
referência. 

Assim, historicarrente, existem dois modelos de 
obstáculos descolados em fluido perfeito. 

O prirreiro oodelo, devido a Helmholtz 111 , se 
para o escoarrento em duas regiões, uma delas represen 
tando a esteira e o obstáculo cooo se estivessem rigi 
darrente ligados; a pressão nesta região é considerada 
const.ante e igual ao valor da pressão estática do es 
coarrento não perturbado; além disso a velocidade e 
nula. Fora desta região o fluido é irrotacional. 

_ O segundo modelo. devido a von Kármán 111 su 
poe que as superfícies de descontinuidade de velocida 
de, utilizadas pelo oodelo anterior, pelo fato de se 
rem instáveis, se enrolam sobre si rresmas alternadamen 
te atrás do corpo, fato que von Kármán simula atra 
vés de pontos turbilhões (vórtices pontuais). -

Estes dois oodelos foram durante muito tempo os 
pontos de partida de inúmeros pesquisadores que esta 
beleceram seus limi. tes de validade e, eventualmente-;
os aperfeiçoaram para que fornecessem coeficientes de 
arrasto médios mais realistas, 121, 131. 

~ bem conhecido no entanto que a força aerodinâ 
mica que age neste tipo de obstáculo varia em funçãO 
do tempo. Assim, no caso típico do cilindro circular, 
além da componente de arrasto, atua uma força perpendi 
cular ao escoamento cuja variação de amplitude com o 
tempo é aproximadarrente senoidal. 

A não estacionaridade da força aerodinâmica é 
associada ao regime de turbilhões alternados ( von 
Kármán vortex street ) , fato largarrente confirmado 
seja por rredidas diretas de forças, seja por medidas 
da distribuição de pressões em torno do obstáculo. 

A frequência da oscilação da força de susten 
tação é dada pelo número de Strouhal (St). o arrasto 
oscilando duas vezes mais rápido e com amplitude muito 
menor. 

Cdm o advento dos computadores o problema dos es 
coarrentos descolados em torno de corpos viu seu inte 
resse renovar-se. O caminho natural foi a resoluçãO 
numérica das equações de Navier - Stokes. 

Praticamente na mesma época em que surgiram as 
prirreiras soluções por diferenças finitas Gerrard pro 
põe um método numérico 141 utilizando o modelo de flui 
do parfeito onde pontos turbilhões são colocados no 
interior do escoarrento com o obietivo de simular as 

superfícies de descontinuidade de velocidade· nesse ca 
s~ os pontos são livres para se deslocar se~do a velo 
c1dade calculada em cada um deles . -
_ ~Este mé~odo~ apesar de simples em seu princípio, 

n~~ e _de apl1~a~ao irrediata exigindo boa dose de expe 
nenCla do utlllzador, I 5 I . -

Neste trabalho é proposto um modelo, inspirado na 
quele de Helmholtz, que se destina a simular os efeitos 
não permanentes. A condição de pressão continua utili 
zada, I?or Helrrhol tz para calcular a posição das su 
perf1c1es de descontinuidade de velocidade é relaxa 
~- e, por uma definição conveniente da pressão na re 
g1~0 desco~ada e da forma da fronteira que define a es 
te1ra tu:b1lho~ar,_os valores de forças e distribuiçãO 
de pressoes sao s1mulados de forma realista. 

2 - M)DELOS lX) ESCOAlvENTO E Mh'Oro DE CÁLCULO 

A figura 111 representa o modelo do escoarrento p~ 
ra o caso em estudo. 

ESTEIRA 
TURBILHONAR 

Figura 1. ~de lo do escoarrento. 

AnalogamP.nte ao JIDdelo de Helmholtz são definidas, 
quanto ao campo de velocidades, duas regiões. 

N~ regiã<; da esteira, pelo rrenos nas proximidades 
do obst~culo, e observado experimentalmente que a velo 
cidade e baixa em comparação com a velocidade do fluxo 
não perturbado. Além deste fato, uma fronteira bem de 
finida seEara a esteira do restante do escoamento,um fa 
to observavel a partir de visualizações. -
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Fora da região formada pelo corpo e esteira o cam 
é irrotacional e incompressível devendo satisfazer 

(1) 
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onde ~ é o potencial de velocidade. 
Na fronteira A1 S A2 as condições de 

para cada instante de tempo são dadas por 

a~ = o . an 

contorno 

(2) 

onde ~ é a normal em cada ponto da fronteira. 
A solução deste problema é obtida numericamente 

pelo método das singularidades, que consiste em dístri 
buír sobre a fronteira soluções elementares da equaçãõ 
de Laplace, cujas intensidades são calculadas de modo 
a satisfazer as condições de contorno. 

No presente trabalho foram utilizados dipolos nor 
mais à fronteira com densidade uniforme sobre cada 
elemento de discretização. Em variáveis complexas a 
discretização utilizada se escreve 

i V

W(zck) = ~ 
2rr 

z. 
]+1 

z. 
1 

(z~ - zj+l) (z~ - zj) 
(3) 

onde W(z~) é a velocidade complexa conjugada no ponto 
de contro!e zck devida ao dipolo linear de densidade 
v. do segmento z- - z.+1 . 

J J J 
No início do cálculo os pontos A1 e A2 coincidem 

com S1 e S2 que são os pontos de descolamento.Sabe-se 
de verificações experimentais que estes pontos não são 
fixos, mas oscilam em torno de um valor médio que depen 
de do regime de escoamento. -

A medida que o tempo é incrementado A1 e A2 se 
projetam para o interior do escoamento e a cada 6t um 
novo elemento de discretização é criado. A forma da 
esteira é fixada pelo fato que esta deve ser, em cada 
instante do cálculo tangente ao cilindro nos pontos 
S1 e S2 que oscilam em fase. No caso do presente exem 
plo 

9 = ± 9 + 69sin(St t) , s m (4) 

onde St é função do regime de escoamento a ser si 
mliado. 

A posição do descolamento médio. 9 , a amplitude, 
69, o número de Strouhal e o passo dem tempo, 6t 
são então os parâmetros do modelo. 

Em cada instante o sistema linear 

I A I I v I = 1- ~I an • (5) 

onde A é a matriz dos coeficientes de influência, cal 
culada a partir de (3) para v . = 1, é resolvido e com 
os valores de v . o can;>o deJ velocidade e a distri 
buíção de pressõe~ podem ser calculadas. 

A partir das pressões estáticas em S1 e S2 e do 
perímetro da parte descolada do obstáculo são calcula 
dos o gradiente de pressão médio e. em consequência. a 
pressão em cada ponto do obstáculo naquela região. Fo 
ra da esteira, na parte frontal do corpo, a pressão e 
calculada pela equação de Bernoulli não permanente. 
3 - RESULTAOOS NlJM:RICOS 

O modelo do escoamento foi testado com resultados 
bastante satisfatórios em três tipos de obstáculos,ref. 
161, entre os quais o caso clássico do cilindro circu 
lar que apresentamos a seguir. 

A parte frontal do corpo, S1 - S- S2 foi discre 
tizada em, 10 elementos. Os outros parâmetros do cálc:U 
lo são· s = o 2 . 9 = soo . 69 = 5° que cor 

· t ' ' m ' ' -respondem ao regime subcrítico normalmente encon 
trado na literatura, e 6t .v/b = 0,5 onde v é a 
velocidade do escoamento não perturbado e b o diâme 
tro do cilindro. 

A figura 111 acima representa a situação do mod~ 
lo de cálculo para vt I b = 6,0. Neste instante temos 
34 eleméntos de discretização: 12 formando cada ramo 

da esteira e 10 formando o obstáculo. 
A figura 121 mostra a distribuição de pressões 

bre o cilindro vt I b = 5,0 juntamente com valores 
~erimentais, da região descolada, fornecidos em 151 
171. para fins de comparação. Note-se que se trata 
valor médio. 

so 
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POSIÇÃO SOBRE O CILINORO 

Figura 2. Distribuição da pressão sobre o cilindro cir 
cular. 

A não estacionaridade da esteira turbilhonar provo 
ca uma oscilação do coeficiente de pressão médio, na re 
~ião descolada, que é confirmada e:xperimentalme:1te, ref. 
iB I , através de medidas instantâneas de pressão e é bem 
reproduzida pelo modelo de cálculo adotado. 

A figura 131 fornece o coeficiente de arrasto em 
função do tempo para o caso de uma aceleração instantâ 
nea (velocidade final uniforme). 

----Experimento- SARPKAYA [":;] 

tSARPKAYA (~ 
~ Valorea experimental• IM'dioa ROSHKO (7] 

_ DELANY E SORENSEN [9] 
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3-r---------------------------
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o 
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Figura 3. - Cilindro circular acelerado instantâneamen 
te à velocidade uniforme. 

Os resultados do presente modelo são comparados 
com o e:xperimento da referência 151; é também assi~ 
lada na figura a faixa de valores médios encontrados 



na literatura. 
As discrepâncias entre a exper1encia e o cálculo 

até t/6t = 4 podem ser imputadas ã representação ina 
dequada do fenômeno e correspondem ao deslocamento r~ 
pido dos pontos sl e s2 da posição e = 180° conforme 
descrito na referencia 1101. 

Finalmente, a figura 141 mostra o coeficiente de 
sustentação em função do tempo. O modelo proposto tem 
o mesmo comportamento que aquele verificado experime~ 
talmente, ref. I 5 I· 

liJ 0 .0 ..... 
z 
liJ 

u -0.2 
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o 
u 
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l?ilZi Valor• mÓxlrnot - Exp•lmento- SARPI<AYA [~ 

-- E•te trabalho- Cálculo n66 permanente . 

Figura 4. Sustentação não permanente do cilindro circu 
lar. 

Tanto no caso experimental como no calculado, ref:. 
1111. o coeficiente de sustentação segue uma lei que e 
bem representada por uma senoide. No entanto, o caso 
experimental apresenta variações de amplitude, assina!~ 
das na figura, e que, no momento não tem uma explic~ 
ção conclusiva. 

4 - COM3NTÁRIOS FINAIS 

Como conclusão observa-se que, com um mínimo de pa 
râmetros, os quais podem ser medidos para uma possível 
confirmação, pode-se montar um modelo b'lstante realista 
de escoamentos descolados. 

O método é bastante Útil para o estudo de corpos 
geometricamente complexos, os quais seriam decompostos 
em elementos simples e, após um estudo paramétrico, o 
modelo poderia em princípio ser utilizado. 

A possibilidade de se simular, por exemplo, a s~ 
tentação não permanente que age no caso do cilindro ci~ 
cular abre amplas oportunidades de aplicação do modelo 
ã teoria dos corpos esbeltos, caso de mísseis e fogu~ 
tes, em altos ângulos de incidência. Al~s aplic~ 
ções do modelo a este tipo de problema ja foram efetua 
das na referência 161 com resultados animadores. 
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ANÁLISE E OTIMIZAÇÃO DE SISTEMAS 

DE JATOS DE GÁS FRIO PARA CONTROLE 
DE ATITUDE DE SATÉLITES 

ISMAEL EMÍLIO DE OLIVEIRA J ÚN IOR 
INSTITUTO DE PESQUISAS ESPAC IAIS - INPE 

OTÁVIO DE MATTOS SILVARES 
EPUSP 

S~IO 

E~te ~~o ~opõe um modelo matemático que p~e a a~e de d~empenho ou 
o p.l!.ojeto o~zado de ~i.6temM de cont.l!.o.te de a.;t;dude de ~at~~ po.IL jato~ de gii6 
6túo. Na an.ii.ü6e de d~empenho, da.dM M CMacte!l.Z6ü.ciu, do ~.V.,tema e M patz;tic.u1.a.t 
dad~ da. m.W~ã:o, o modelo p~e deteJLmúuvt a mMM e a p.IL~Ú.o VU.c-i..aM de gii6, .6ua:6 
p.I!.Optúeda.d~ em qua.tqueJt ponto do .6i.6tema, tempo.6 de manobM , etc. No piLO ieto otim-<..za 
do , de6VU.do.6 o.6 v2rtcu.to.6 de p.I!.Ojeto e M paJtticu.tatúdad~ da. mi.6.6ã:o, obtem-.6e M meX 
mM gMndezM do cM o antetúoiL , a.têm dM caMcte!l.Z6.:üc.a...6 o.:tún.i..zadM do .6i.6tema. -

INTRODUÇÃO 

Um satélite em Órbita da Terra está SUJeltO a vá 
rios tipos de perturbações que podem alterar sua atit~ 
de. 

Para compensar esses efeitos , o satélite é equipa 
pado com um sistema de controle de atitude. Estes sis 
temas podem ser de vários tipos , trabalhando com base 
em princípios bastante diversos . 

Um tipo de sistema bastante utilizado é o que em 
prega jatos de gás, podendo ser de gás quente e de gãs 
frio. Ao contrario do que possa parecer, estes nomes 
não derivam da temperatura de trabalho; nos jatos de 
gás quente , o fluido de trabalho sofre uma reação qUÍ 
mica antes de ser expelido , ao passo que nos de gáS 
frio não há reações químicas. 

Este trabalho faz uma análise de jatos de gas 
frio . Através de equações da termodinâmica [2], de es 
coamento compressível em tubulações [1] , de escoamento 
isoentrópico [1; 2] e de otimização [4] , obtém- se um 
sistema de equações que permite verificar os resulta 
dos de um sistema de controle de atitude já existente~ 
ou dimensionar um sistema otimizado , tendo em conta 
hipóteses simplificadoras. 

EQUACIONAMENTO 

O equacionamento é feito admitindo que a correção 
de atitude seja ao redor do eixo longitudinal de refe 
rência do satélite. A Figura la esquematiza o posicio 
namento dos micromotores no satélite e a Figura 1b mos 
tra um esquema do sistema. 

Uma correção de atitude , com base na Figura la , 
sempre é feita da seguint e maneira : 

acionam- se os motores 1 e 3 (2 e 4) simultaneamente 
durante um tempo t 1 ; 

- todos os motores permanecem desligados durante um 
tempo td; 

- acionam-se os motores 2 e 4 (1 e 3) simultaneamente 
até ser completada a correção . 

A Figura 2 mostra qualitativamente a aceleração , 
a velocidade e o deslocamento angulares do satélite du 
rante uma correção de atitude . 

Uma hipótese feita, que pode ser visualizada no 
gráfico axt da Figura 2 , e que a aceleração varia ins 
tantaneamente de zero a seu valor nominal e vice-versa 
quando o sinal de controle é transmitido . 
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r - reservatório 
sr - saída do reservatório 
VR - válvula reguladora de pressão 
VC - válvula de controle 
e - entrada do bocal 
g - garganta do bocal 
s - saída do bocal 

Figura 1. Esquemas do posicionamento dos micromotores 
e do sistema de controle de atitude . 

Outras hipót eses necessárias são: 
- o gás comporta- se como gás perfeito ; 
- as válvulas são perfeitas : a válvula reguladora man 

tém a pressão a juzante sempre cons t antel enquanto a 
válvula de controle tem respost a i nstantanea e não 
causa perdas de carga na linha quando acionada ; 

- a diminuição da massa de gás no reservatório não al 
tera o momento de inércia do satél ite; -

- o processo de expansão do gás no r eservatório é i soen 
trópico durante o escoamento , adiabático entre o fim 
do primeiro jato e o inÍcio do segundo de uma mesma 
correção e isométrico entre o fim de uma correção e 
o início da próxima, período em que o sistema entra 
em equilÍbrio térmico; 
o processo na tubulação é adia0ático com at rito 
(Fanno); 

- o escoamento no bocal é isoentrópico. 



122 

a 

\! 
t 

t1 t2 tf 

w 

'I' 

Figura 2. Gráficos axt, wxt, ~xt para o satélite duran 
te uma correção de atitude. -

Todos os cálculos são feitos tornando como base o Úl 
timo instante do Último jato de gás. A partir dos resuT 
tados nestas condições, faz-se uma regressão até o ini 
cio da vida do satélite. -

Através do Teorema de Momento Angular, da Mecânica 
Geral [8], pode-se equacionar a curva axt da Figura 2; 
as duas outras curvas são obtidas por integrações. Le 
vando em conta as condições de contorno, chega-se a: 

tf = 2tl + td ' 

2 It t> lj! 
td = - tl 

~ FeRa t1 

(1) 

(2) 

onde It é o momento de inércia total do satélite, t>1jl é 
o ângulo de correção, Nt é o número de bocais (micromo 
tores) que atuam segundo o eixo considerado e Fe é o 
empuxo produzido por um rnicromotor. 

Para simplificar os cálculos admite-se que durante 
toda a vida do satélite sejam necessárias Nc correções 
de atitude, com um ângulo médio de correção Alj! . Sendo 
ms a massa de gás expelida em uma correção (por todos 
os micromotores) e Xm a porcentagem de massa restante no 
reservatório ao final da vida do satélite, a massa de 
gás inicial (a ser embarcada) é dada pela relação: 

Nc ms 
mi=--' 

1- xm 
e ms pode ser calculada de: 

ms=~mt 

onde m é a vazão em massa do gas. 

(3) 

(4) 

Fazendo uma análise do processo que ocorre com o 
gás no reservatório em uma correção de atitude genética 
n, obtêm-se os valores da pressão e da temperatura ao 
final desta correção em relação aos valores do inÍcio da 
missão: 

npf 

p. 
1 

k (mi -n ms) 

mi[m.-(n-1)m 1k-l 
1 s 

Tf ~ m. - n m jk-1 n 1 s 
-;--- = m. - (n-1) m 

1 1 s 

(5) 

(6) 

Como os cálculos baseiam-se no Último instante do 
Último jato, basta substituir n por Nc nestas equações 
para ter os valores da pressão e da temperatura no fi 
nal da vida do satélite. 

lhn fator importante a ser considerado também é a 
soma das massas do reservatório e do gás, chamacfa mr. 
Sua import%ncia reside em poder influenci~r a quanti~ 
de combust1vel do foguete lançador do satelite. 1! def1 
nida como: 

~ = mi+~ ' (7) 

onde ~ é a massa do reservatório. 
Na tubulação, o escoamento do gás é adiabático com 

atrito (escoamento de Fanno). Shapiro (1953) fornece 
equações diferenciais relacionando as diversas proprie 
dades do flúido e inclusive o número de Mach com a pos1 
ção na tubulação. A integração destas equações não é d1 
fÍcil e suas formas finais são usadas para relacionar a5 
diversas propriedades e grandezas entre as secções de 
entrada e de saída da tubulação. Oliveira Jr. (1985) 
apresenta todas estas equações em sua forma final. 

O escoamento do gas no bocal é isoentrÓpico; as 
equações que regem este processo também podem ser encon 
tradas em Shapiro (1953). Como estas equações relacio 
nam pressão, temperatura e densidade com os valores de 
estagnação, tendo como parâmetro o número de Mach, elas 
são aplicadas em três secções do bocal: na entrada, na 
garganta e na saída. 

Também a equação que fornece a vazão é aplicada 
nas três secções para obter relações entre suas áreas. 

O empuxo de um bocal é dado por: 

Fe = À m vs + (ps - Pa) As , (8) 

onde À e o fator de empuxo' definido como: 

À 
+ cos a 
2 

a é o semi-ãngulo do divergente do bocal, v , p e As 
são a velocidade, a pressão e a área na sec~ão ãe saídã 
do bocal e Pa é a pressão ambiente. 

As equações definidas até aqui formam um sistema 
com cinco incógnitas a mais que as equações. As incógni 
tas escolhidas como variáveis livres neste caso são o 
emeuxo CFe), a pressão da estagnação do bocal (p0b), o 
diametro da garganta do bocal (Dg) , o tempo de descan 
ço entre os dois jatos da mesma correção (td) e a por 
centagem de massa residual no reservatório Cxm). -

Com este sistema de equações pode-se fazer a anã 
lise de um sistema de controle de atitude de um satél1 
te, em que não se pretende fazer otimizações, mas apenaS 
conhecer seu desempenho. 

Desejando obter um sistema otimizado, pode-se re 
correr a três outras equações, que surgem de duas otimí 
zações, que são detalhadas a seguir. -

A primeira delas refere-se à aceleração angular 
do satélite, definida a seguir: 

a 
~FeRa 

2 It 
(9) 



equaç.1:o esta que, como já rencionado, provéntdo ''Teorema 
do M:>rento Angular". 

Esta otimização baseia-se na idéia de que aumentan 
do a área de saída do bocal (mantido constante o ângulo 
do divergente, isto significa aUimntar seu compriimnto 
L), aurenta-se o empuxo que este fornece (Fe); por ou 
tro lado, também a massa do bocal awnenta e, conseqUen 
temente, seu momento de inércia para o satélite. A par 
tir de um certo ponto, o aurento em empuxo torna-se 
I!Ulito pequeno, ao passo que o aUimnto no morentode inér 
cia torna-se muito grande. Da Equação 9 vê-se que deve 
haver um ponto de maxima aceleração angular. Este ponto 
é achado substituindo na Equação 9 os valores de Fe e 
It por suas expressões. Fazendo isto, verificar-se que 
a relação resultante é função de Ag, Pob e Ms, mas tam 
bém que o valor de a é linearmente crescente com ~ e 
Pob, fato que não ocorre com relação a Ms. Isto signifi 
ca que não há um valor de Ag ou de Pob que maximize a 
aceleração, e que pode haver um valor de Ms gue o faça. 

Derivando esta exeressão de a em relaçao a Ms e 
igualando-a a zero, obtem-se uma equação que relaciona 
Ms, Pob e Ag de forma que dadas duas destas grandezas, 
a terceira_pode ser obtida otimizando a aceleração angu 
lar do satelite. -

A segunda otimização visa minimizar o custo do re 
servatório somado ao custo do gás embarcado e mais o cus 
to do tempo gasto em uma correção de atitude. -

O custo do reservatório compõe-se dos gastos com 
mão-de-obra para sua confecção e gastos com material. A 
quantidade de material empregada vincula-se ao diâmetro 
do reservatório e a sua espessura dL parede. Esta Últi 
ma, por sua vez, depende da pressão inicial que é fun 
ção da porcentagem de massa residual. -

O custo do gás é função apenas da massa de gas a 
ser embarcada. 

O custo do tempo pressupõe que durante uma opera 
ção de correção de atitude o satélite permaneça ino~ 
rante, ou de outra forma, o temeo gasto em uma correçao 
é t.""'l tempo "inÚtil" para a missao. 

Fazendo todo o equacionamento, verifica-se que a 
expressão final é função apenas de t 1 e de xm, mas leva 
em conta o custo total da missão Cm e sua duração total 
Tm. Para minimizar o custo, deriva-se esta expressão em 
relação às duas variáveis e igualam-se ambas as equações 
resultantes a zero, o que fornece os valores otimizados 
de t1 e de Xm· 

Com estas três equações de otimização, o número de 
variáveis livres fica reduzido a dois, pois t1 e td re 
lacionam-se através da Equação 2. 

EXEMPLO DE RESOLUÇÃO DE UM CASO 

Será resolvido um caso _para um satélite de senso 
riamento remoto que, por hipotese, só possui os jatos 
de gás como sistema de controle de atitude. 

Para a resolução do problema, foi desenvolvido um 
programa de computadorao qual são fornecidos como dados 
iniciais: 
- características do satélite: momento de inércia, raio 

de posicionamento dos micromotores, etc.; 
- dados do gás: k, R, Cp; 
-dados do sistema deseJado: comprimento (Lr), diâmetro 

(Dr) e fator de atrito da tubulação, ângulo do diver 
gente do bocal (9); -

- dados da utilização: número de correções e ângulo mé 
dio de cada correção durante a vida do satélite, pres 
são ambiente Cpa), temperatura de equilÍbrio no inte 
rior do satélite (Ti); -

- dados diversos: densidade dos materiais constituintes 
do bocal e do reservatório, tensão de escoamento des 
tes materiais, etc. -

A seguir,.na Figura 3, mostram-se os _ re~ultado~ 
obtidos nesta S1IDUlaçao. Para sua compreensao sao def1 
dos a seguir os símbolos que ainda não foram citados no 
trabalho. 
V - volUJOO do reservatório de gás.; 
~P - espessura da parede do reservatório; 
c-r - custo total, soma dos custos do reservatório, do 

gás e do tempo de correção; 
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mf - massa de gás no reservatório no final da vida do 
satélite; 

m -vazão em massa de gás; 
Ds -diâmetro da secção de saída do bocal. 

Na figura, as linhas representam as grandezas (n~ 
mero de Mach, diâmetro, densidade, etc.) enquanto as 
colunas 100stram os pontos onde são medidas as grandezas 
C ver Figura 1) • 

DAOOS DO GÁS 

NCl4E : NITROCiENIO 

k 1,400 

r 296,76 J/(kg.K) 

Cp = 2038,66 J/(kg.K) 
DAOOS DO SA!SL ITE 

Is = 9, 70 lon.m• 

Ra = 0,50 m 
Cm= 13,00 x 10 60RTN 
Tm = 730 DIAS 

DAOOS DO SCA 

Lr = 2,00 m 
Dr = 4,000 nm 
9 = 15,00° 

DAOOS DA liTILIZAÇÃO 

Nc = 1.000 
d1jl = 1,000 

Pa 0,00000 da~/cm• 

Ti = 273,00 K 

VALORES GLOBAIS CALaJLAOOS 
v 11 ,30 1 

Pi 161,066 daN/cm• 

111' = 8,069 kg 
ep = 3,018 nm 
Cr = 385,72 ORTN 
xm = 2,02% 

mi = 2,2467 kg 

IDf = 0,0454 kg 
ms = 2,2013 g 

ni = 1,3823 g/s 
TEMPOS DE MANOBRA 

tl = o ,398 s 
td = 0,27 s 
tf = o,823 s 

VALORES FUNDAMENTAIS 

Fe = 1,000 N 
Pob = 3,00 daN/cm• 

Dg = 1 ,55 nm 
Ds = 48,18 nm 
L = 86,943 nm 

TEMPOS ~~~DOJ~JtJ.J:o&fiMIZADOS 

~ 

PONTO 
VALOR r sr e g s 

M 0,0000 0,0824 0,0878 1,0000 11 ,3093 -
v 0,0 27,5 29,3 304,5 731,8 m/s 

c 333,6 333,4 333,4 304,5 64,7 m/s 

D 278,42 4,00 4,00 1 ,55 48,18 mm 
p 

3 '1945 3' 1797 2,9839 1,5848 0,0000 
daN/cm• 

T 267,88 267,52 267,47 223,23 10,08 K 

p 4,0185 4,0052 3,7593 2,3923 0,0010 kg/m3 

Po 3 '1945 3 '1945 3,0000 3,0000 3,0000 
daN/cm2 

To 267,9 267,9 267,9 267,9 267,9 
K 

Po 4,0185 4,0185 3,7738 3,7738 3, 7738 kg/m3 

Figura 3 . Simulação de um sistema de controle de 
atitude: dados fornecidos e resultados 
obtidos. 
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Uma análise dos resultados obtidos revela o seguin 
~: -
-as dimensões do reservatório (diâmetro e espessur~es 

tão coerentes e dentro de valores compatíveis com o 
satélite; 

- a pressão inicial do gás não é excessivamente alta; 
- a massa residual (2,02%) é pequena como se desejavam; 
- o tempo de acionamento do jato (t 1 ) está dentro de va 

lores admissíveis, embora baixo (o valor baixo demais 
prejudica o controle); 

-o tempo de descanço dos motores (td) é baixo demais, 
dificultando o controle. 

O trabalho demonstrou apresentar resultados campa 
tíveis e é considerado satisfatório. Os próximos avan 
ços serão a inclusão dos transitórios no acionamento das 
válvulas, bem como uma busca por otimizações diferentes 
que levem a resultados melhores. 
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GASDINÂMICA DA ULTRACENTRIFUGA SEMI-LONGA 

MARCIO DA SILVEIRA LUZ 
CTA- IEAv- ENU 

JERZY T ADEUSZ SIELA W A 
CTA- !TA- IEA 

Sl.MÃRIO 

Nu:te. :tlta.ba.i.ho, a óa-ixa de. opeJLa.çã.o da.-6 uU!ta.c.e.n:t!Uóu.ga.-6 a:tu.aM ê .<.de.nt.i..ó-{.c.ada 

c.om a c.e.n.btlóu.ga 4e.nU.-longa de. Blz.ouwe/!..6, c.on.t~La.~t..iamen:te. ao p!toc.e.d.<.men:to noJtma.i., que. 

:tende. a c.lMúó-<-cÃ.-la.-6 c.omo .tongM. M d-<-óe.Jr.e.nça.-6 en.tlte o4 c.onc.ú:to4 de. UUndJto-6 .ton 

go e 4 e.rn-i.-longo 4ã.o ~ada.-6 e a Mlu.çã.o paJta. O p!tob.tema e obtida pa.lta u:te. útüm.o 
c.Mo, c.om o ll40 do p!!..{_nup.{_o da 4u.peJr.poúçã.o. 

1 - INfRODU::M 
No caso do enriquecimento de urânio,dos proces 

sos atualmente operacionais para a separação isotópica 
em escala industrial, o da ultracentrifugação é o mais 
eficiente. 

Analisando-se as características das centrífugas, 
com respeito ao seu poder de separação, verifica-se que 
se deve perseguir: (i) operações a baixas temperaturas, 
(ii) rotares os mais longos possíveis e (iii) velocida 
de periférica a mais alta possível. -

A temperatura de operação tem como limitante in 
ferior o problema da condensação do gás, na parede ci 
lÍndrica. Na análise dos itens (ii) e (iii) estão as 
saciados problemas gasdinâmicos e estruturais. Ao se 
procurar um cilindro, que atenda aos dois requisitos a 
cima, notar-se-a que este deverá operar além da sua ve 
locidade crítica - que corresponde à sua primeira fre 
quência natural de vibração - e daí, estas máquinas se 
rem denominadas supercrí ticas e, portanto, "longas" pa 
ra efeitos de análise de vibrações. -

Stewartson [1) foi o que primeiro identificou a 
estrutura dupla das camadas viscosas que se formam jun 
to a parede cilíndrica, quando em escoamento rotativo 
incompressível, e,também,foi o responsável pelo desen 
volvimento da análise linear para o problema, a qual 
serviu de base aos desenvolvimentos posteriores.Dentre 
muitos outros, Brouwers [2),[3] e [4],estendeu esta aná 
lise ao caso compressível e introduziu como par~etro 
o alongamento, isto é, a razão comprimento/raio do ci 
lindro e identificou três configurações típicas sob o 
ponto de vista gasdinâmico: as centrífugas curta, se 
mi-longa e longa. A análise de Brouwers, entretanto, a 
presenta algumas inconsistências quanto ao tratamento 
da decomposição das perturbações introduzidas no cilin 
dro como simétricas e antissimétricas em relação ao 
seu plano médio, além de surgir com uma região prepon 
derantemente viscosa numa zona de alto vácuo . Estes in 
convenientes foram eliminados no trabalho de Luz [5]: 
e a sistemática daí resultante foi aplicada ao estudo 
de uma centrífuga curta. 

Neste trabalho, mediante uma análise de ordem de 
grandeza, utilizando-se os valores para o UF6 e o c~ 
lindro facilmente encontrados na vasta bibliografia so 
bre o assunto, é mostrado que, sob o ponto de vista 
gasdinâmico , as centrífugas atuais melhor se enquadram 
na cate~oria de semi-~ongas, indepel}dentem~nte de serem 
supercr~ticas . A segu~r,o problema e equac~onado e s~ 
lucionado,sendo a função de fluxo axial obtida com o 
uso do modelo aperfeiçoado por Luz [5) . 

2 - EQUA()JES BÁSICAS 
Considera- se um gás stokesiano, térmica e calori 

camente perfeito , escoando em regime permanente, num 
sistema de coordenadas cilíndricas solidário com o ci 

125 

lindro girante. 
~ se fazer a velocidade do escoamento secundá 

r~ o, U, igual_ a zero e a temperatura T igual a un valõr 
f~xo, T0 , obtem-se um estado de equilíbrio estático de 
nominado rotação sÓlida, no qual a densidade, p, é da 
dapor: -

r2 
pR(r)=p exp[-A(1--)] (2.1) w r 2 ' o 

onde: PR(r) é a densidade do gás no estado de rotação 
sólida, p é a densidade do gás , junto à parede cilín w -
drica, A = ~ é o parâmetro de celeridade, p 0 é o 

o 

raio interno do cilindro e R é a constante do gas. 
Introduz-se uma nova variável radial "ampliada": 

r2 
x = A(1- 1'2), (2.2) 

o 
cujo uso será justificado sob o ponto de vista computa 
cional, pois evitará que se trabalhe com os valores mui 
to pequenos de r/r0 na região onde a maior parte da 
massa gasosa se concentra- a denominada camada. de den 
sidade, cuja espessura é ô d -; 1 I 17\ (para A » 1) . 

O quociente : E = Ml /n , denominado núnero de 
Rossby, será una medida da perturbação mecânica intro 
duzida sobre os discos horizontais de modo a se produ 
zir a contracorrente. Deve ser dito que esta perturba 
ção pode ser mecânica ou térmica . -

Para se eliminar a equação da continuidade,intro 
duz-se a função-corrente, ~: -

Efl r o2 /1--f- 3(31/1) 
Ur = AH (2.3 . a) 

p 3z 

(2 . 3.b) 

onde: z = ~ , sendo H a altura Útil do cilindro . 
Por uma questão de conve~encia, vai-se introdu 

zir a velocidade angular de perturbação, , na forma: 

(2. 4) 

Para se evitar de tratar com parâmetros do escoa 
mento global combinados com os do secundário , defí 
ne-se : 
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* * ) T=T0 (1+e:e) ,p=PR_(1+e:p ) e p= PR (1+e:p ) , (2.5 

onde a pR é a distribuição de pressão no caso de rota 
ção sólida. 

Novamente por conveniência de cálculo vai-se , ago 
ra, introduzir as variáveis: -

x=w-ie e ~=B+-iBr(1-Ã)w (2.6) 
Substituindo-se (2.3),(2.4) e (2.5) nas equações 

básicas para o caso em pauta ,e, com o uso de (2. 6) ,vai-se 
obter após algumas manipulações algébricas[2],[3] e[5]: 

aw * * 4 a (1-li. ax -2;.!-=E L eX -- - - + ~ X ) 2 ~ 
az 1(1-Ã) ax [1 + ~Br (1-~) 1 ax 

a2x 
~ 

1 
+ 1 X 

[1+4BrC1-A) J 
(2. 7 .a) 

L* 2 

e I 2 a * * a x a x 1 x a2 

2_x=EL [4-e -(1-.)+-e -::---2"""]-az ax ax ft L* 2 az 

2 

_ 4 [i• e' ;1-f ;, ) le-x+ ·~"- •H (Z. 7 .b) 

d * AH - . . * llA2 
-on e L = - e o alongamento rrOOiflcado, E = --- e o 

ro Pwnr 0 2 
2 2 

número de Ekman modificado e Br= ll ílkro é o número de 
To 

Brinkman. 
O uso de (2.6) é justificado pelo fato de permi 

tir que o equacionamento se resuma unicamente nas equa 
çÕes (2. 7), uma vez que,aqui,a determinação de ljl e X se 
desacopla da de _0, [2], [3] e [5]. 
3 - .ANÁLISE DE ORDEM DE QWIDEZA 

Aproveitam-se aqui os resultados das análises de 
ordem de grandeza feitas por Stewartson,[l], Brouwers 
[2) e Luz, [5]. 

Junto à casca cilíndrica será formada a camada de 
Stewartson exibindo sua estrutura dupla: a camada E113 

. , . - (L*E*)l/3 cuJa espessura caracter1st1ca,ô113 , e e a 
E114, com ô114 - (L* 2E*) 114. Próximo aos discos hor! 

zontais estabelecem-se as camadas de Ekman, cuja espes 
- *-1 * X 1/2 -sura e de õ112 - L (E e ) . 

[1], 
simé 

camada 

Ao se executar a análise de ordem de grandeza 
[5], verifica-se que,para o caso de perturbação 
trica em relação ao plano médio do cilindro, a 

f d . - f' . - E1 I 4 N orma a Junto a super 1c1e curva sera a . o caso 
antissimétrico, a camada formada é a E113. 

O princípio da superposição garante que uma per 
turbação genérica introduzida nos discos horizontais: 
numa abordagem linear, pode ser decomposta em simétri 
ca e antissimétrica. -

Brouwers [2),[3], estudando o comportamento das 
espessuras características, ô, levando em conta o alon 
gamento modificado,L*, conseguiu individualizar trêS 
tipos de escoamento no interior do cilindro girante. 

A figura 1 ilustra os campos de escoamento acima 
mencionados. 

Admitindo-se A=15, r 0 =0,075m e E*=6x1o-5,valores 
típicos comumente encontrados na literatura, ao se es 
tudar as faixas de variação de H a partir de L*, verT 
ficar-se-á que: 
O ,005m« H« CJ,7m será a faixada centrífuga curta. 
0,7m - H<< 80m será a faixa da centrífuga semi-longa. 
H - BOm será a faixa da centrífuga longa. 

Mesmo se tendo em mente a precaridade dos valo 
res oriundos da análise de ordem de grandeza, os resul 
tados. acima são suficientes para mostrar a relevância 
da centrífuga semi-longa. 

~- CILINDRO CURTO 
I <..:L* «E""I/t 

! fCAMADA E I/I r STEWMTSON 

CAMADA DE 

PROBLEMA 

OE 

AUTOVALDRES 

CAMADA DE 

j'', ,,E,KMAN 

Figur a 1. Variação do campo de escoamento com o alon 
gamento. 

4 - O EQUACIONPMENI'O DO PROBLEMA 

Brouwers[2),[3] foi o primeiro a individualizar 
o problema do cilindro semi-longo. Mas como não se uti 
lizou do princÍpio da superposição, seu equacionamento 
ficou prejudicado, inconcluso, tendo sido inclusive, o 
brigado a introduzir as camadas destacadas (ou livres) 
na porção central do cilindró para poder compatibilizar 
sua formulação. 

Com o uso do princípio da superposição entretan 
to, o problema da centrífuga semi-longa fica considera 
velmente simplificado, como mostra a figura 2. -

I 
REGIÃO 

CENTRAL 

' INVÍSCIDA I (GEOSTRÓFICA) 

., CAMADA DE 

I '' ',,EKMAN 

PERTURBAÇÂo 
A N 1'1 SSIMÉTRICA 

PROBLEMA 

OE 

AUTOVALORES 

PERTURBAÇÃO 
SIMÉTRICA 

I CAMADA E111 

DE STEW, 

PROBLEMA 

DE 

= : AUTOVALOIU 

I CAMADA OE i'',, ::MAN 

Figura 2. O princípio da superposição aplicado à ana 
lise de centrífuga semi-longa. 

Admitindo-se somente perturbação mecânica,as con 
dições de contorno para o problema serão: 

Fluxo lÍquido nulo e aderência [5]: 

ljl=x= ~ = 0 , para X = 0 ( 4. 1) 

X = xb, xt, para z O,z (4.2.a) 

aw ax = O, para z = O,z = 1 (4.2.b) 

A adição ou retirada de massa pode ser computada 
ao se exigir que: ljl = ljlb, 1/lt, para z = O,z = 1. Como e~ 
te efeito é muito pequeno pode ser desprezado [5),[8], 

Como mostra a referência [5], o uso da função-cor 
rente, 1jl , dada por (2.3),permite que as condições de con 
torno jtnto oo eixo de simetria sejam identicamente satis 
hl~. -

A resolução do problema vai obedecer aqui à se 
guinte sequência : primeiro, equaciona-se as camadas de 
Ekman para só após resolver os casos simétrico e antis 
simétrico mostrados na fig. 2. 

5 - A CAMADA DE E.KMAN 

Utilizando-se os resultados da análise de ordem 
de grandeza, introduz-se as novas variáveis ampliadas: 



.1*-1 (E* x)1/2 1 . 1 Z=J e Y+ -z J- -z (S. 1) 
onde j=1 no disco inferior e j=-1 no superior, e: 

(S. 2) 

Ambas as mudanças de variáveis acima foram suge 
ridas pelos resultados das análises de ordem de grande 
za feitas nas referências [2],[3] e [5]. -

Substituindo-se (5.1) e (5.2) em C2. 7), vem, apos 
alguns algebrismos: _ _ 

·[ 1 xJ.M.-~ -2J 1+ 4BrC1-A) ay- ay2 CS.3.a) 

~ 4,;, 
2·-ª.x__o., 
J ay - ay4 CS.3.b) 

As condições de conto112o são dadas por C 4. 2) , a 
lém da exigência de que x e 1jJ sejam finitos para y+ -;;;. 

Considerando-se: n=S Cx)1 I 4 y, com: 

SCx) = [1+tBrC1-x)] 

a solução para o problema fica sendo [2],[3] e [5]: 

CS.4.a) 
e 

; = 2SCxf/4 1Ji
0

C1-e-ncosn)+;b , CS.4.b) 

para a camada formada sobre o disco inferior. Para o 
disco superior as expressões seriam totalmente análogas. 

Fazendo-se: 1Ji= ~ Cx) e x=~ Cx) , CS.6) 
na região externa à camada de Ekman, obtem-se, ex1gm 
do-se a compatibilidade entre os valores de 1jJ e x no 
bordo externo da camada considerada, as relações: 

[1 + { ~ C1- Ã) f1 4 
~ (Z=0)= i CE* eX)1 12 [x Cz=O) -xb] 

para z = O , CS. 7. a) 

[ 
1 X 114 

v 1 * 1/2 ÍY - J 1+ 4 BrC1-A)j 1Ji(z=1)=--zCE eX) LxCz=1)-xt 

para z = 1 , (S. 7. b) 
denominadas condições de sucção de Ekman. Estas - condi 
ções regem o escoamento nas camadas de Stewartson e na 
região invíscida. 

6 - O CASJ .ANTISSIMETRIOO 

6.1. A Região Invíscida 
Neste caso, 1jJ e x são dadas por CS.6) e, agora, 

o sistema (2.8) se reduz a: 
v v 

*=o e *=O C6. 1) 

v v v v 
ou seja: 1Ji = 1JiCx) e x = xCx) C6.2) 

v v 
As funções 1Ji e x devem satisfazer às condições de 

sucção CS.7). Levando-se em conta que, no caso antis 
- - 1 - -

simétrico: xt = xb = - 7 f , chega-se a: 

J 
3/4 -

~=0 e~= _ {[1+{BrC1-Ã) CE*ex)f C6. 3) 

6.2. A Camada E1/3 de Stewartson 
Mais uma vez devido aos resultados da análise de 

ordem de grandeza, [5], faz-se a seguinte mudança de v~ 
riâveis: 

* * 1/3 *1/2- *-1 *1/6-f;=CL E ) x,ljil/3 =E 1Ji e l/3=1 E x C6.4) 

Substituindo-se 
da camada E1/3 , 

em C2.7) e notando-se que, na região 

os valores de x são muito pequenos o~ 
tem-se: 

1 a~ -(1-.)- = ,. az (6.S.a) 

ax a 4~ az:= 8-
af;4 
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C6.S.b) 

As condições de contorno para o problema são da 
das por C4.1), além das condições de sucção: 

1 -3/4-
1Ji=-4Cl+4Br) f, para z=O e Z=1 , C6.6) 

obtida com o uso de C6.4) em CS.7) e fawendo-se 
1 -

xt= -xb= - 7 f 
Eliminando-se x em C6.5), chega-se a: 

1 a2 1Ji a6 1Ji -C1+•B)- = 16- C6.7) 
'* r az 2 az 6 

cuja solução é [2], [3], [5]: 

-3/4- 2 co 4 
1JiCE;.z)=-4 C1+4Br) f 1-- L -~sen[2n+1)1Tz] 

13 n=o C2n+ 1 )IT 

. e+r n',en(-'7'n'';)l ' (6.8) 

com: rn=~ C1+{B)I6 C6.9) 

Já que o interesse aqui e a obtenção da função de 
fluxo axial: pU , não e necessário determinar-se X z 
7 - CASJ SIMETRI m 

Com o arg\Jilento pira a análise do campo de escoa 
mento, neste caso, é se supor que a camada E1/4 de 
Stewartson possa se "esticar" ate ao centro do cilin 
dro, mantém-se a ordem de grandeza de 1Ji114 , tal como 
obtido na referência [5]. Por outro lado, como não há 
nada que autorize a se supor que a ordem de x difira 
da de 1jJ , faz-se: 

*1/2- *1/4-
1jJ1/4=E 1jJ , X1/4=E X C7 .1) 

Substituindo-se C7.1) em C2.7), levando-se em 
conta que para x - 1 os termos proporcionais a x/A pos 
sam ser desprezados, uma vez que A« 1 , obtem-se: -

8L*E*~j__ ex 2_ e-xl :;:' = ~ C7 2 ) I ax ax Í ., a z · ·a 
a2= 1 = 

2L*E* ex _X= -C1+•Br) 1Y1. C7.2.b) 
ax2 '* az 

As condições de contorno para o problema serão, 
por C4.1), pelas condições de sucção: 

1 1 -3/4 1/2x -1Ji =4 C1+ 4 Br) e f, para z=O C7 .3.a) 

1 1 -3/4 1 /2 X -1Ji =- 4 C1+ 4 Br) e f, para z=1 C7.3.b) 

obtidas com o uso de C7. 1) e xb = xt = -i f em CS. 9) e 

pela condição de simetria do rotacional junto ao eixo 
de rotação que, após algumas manipulações fornece: 

a { a x a }2 -x = ax ax e ax e 1Ji =0, para x +"" C7.3.c) 

Empregando-se a separação de variáveis, faz-~e: 

;cx,z) = L fkCx) gkCx) 
k=O 

Com C7.4) em C7.2), resulta, apos alguns 
brismos: 

X d 2 
{ d X d l2 -X 

e ~ <IX e O:Xf e fkCx)+ ÃkfkCx) =o 

e 

C7. 4) 

alg~ 

C7. S) 

C7. 6) 
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~fácil ver que a solução de (7.6) ê: 
-4~L*E*(1+ 1B r 112z -4/h L*E*(1+ 1B 1-1/ 2 z 

~ =ak e k 4 r +~e k 4 r' 
(7. 7) 

Exigindo-se que as soluções de (7.5) sejam fini 
tas para x -+ oo e que obedeçam a (7. 3. c), fica-se com: -

loo a ooa oo a I 
f r-) _ \ n -2nx -x L n -2nx L n -2nz 
kv. -a L -e + e - e - e o a a a n=a o n=o o n=o o 

(7. 8) 

onde se admitiu que an seja uma função linear de a
0

, 

ande a
0 

e yn de y
0

• O valor de a
0 

pode ser inclUÍdo 

em ak e bk de (7.7). As três condições de contorno(4.1) 
permitem a detenninação de !o , ~o e Àk. As condições 

o o 
de sucção possibilitarão a obtenção de ak e bk. 

Pela mesma razão exposta no final da seção (6.2) 

não se vai calcular x . 
8 - CDNCLUSÃD 

Ao se examinar cuidadosamente as referência [2] 
e [3], verifica-se que, não obstante Brouwers tenha i 
dentificado o escoamento num cilindro semi-longo, como 
foi adiantado na seção 4, não logrou explicitar sua so 
lução. -

Na fonnulação aqui desenvolvida com o uso do prin 
cípio da superposição, a centrífuga semi-longa é aque 
la na qual a solução para o caso de perturbação "antis 
simétrica, em relação ao plano médio do cilindro, é a 
mesma da centrífuga curta, ao passo que a do caso _simé 
trico ê a da centrífuga curta. -

Comparando-se os resultados para a função cor 
rente~ dados por (6.9.a), para o caso antissimétrico~ 
~,e por (7.5),(7.8) e (7.12) para a simétrica, W,é fá 
cil ver que o primeiro é extremamente mais manuseável~ 

Sabe-se que o caso antissimétrico é que é o res 
ponsável pelo estabelecimento da contra-corrente [1]: 
[5]. Sendo assim, para fins de análise do escoamento 
numa u1tracentrífuga, felizmente, não é necessário que 
se processe a penosa obtenção de ~. Desta forma, fi 
ca-se com um perfil de função de fluxo axial igual ao 
já obtido por Luz [5]. 

A figura 3 mostra a solução aqui obtida, campa 
rando-a com as de Parker-Mayo e Berman, Sielawa e 
Wood III & Morton. 

0,6+---------------~-~-.--~~ 

0,4 

0,2 

Distância em escalas 
de densidade 

0,0 I '-- -~~· .. - .~ -· . _......-- .....- <"1 11~ 

-0,2 

-0,4 

-0,6 

-0,8 

CD 

® 

PARK!R-MAYO E BERMAN -IIIMODO, A •16 

REF [91 

SIELAWA,A=I6, REF.t10l 

0 WOOO E MORTON, A : 17,3 , REF. [ 6 l 

0 PRESENTE TRABALHO, A • I ~.6 

-1,0~--t-~-+-~~---=----jJ 
o, o 0,2 0,6 1,0 r 

r o 

0,8 0,4 

Figura 3. Comparação entre funções de fluxo normalizadas 

Como a densidade do gás no cilindro diminui expo 
nencialmente à medida que se caminha em direção ao ce~ 
tro do cilindro, é facil quer que a velocidade axialllã 
região do campo de escoamento deve ser altíssima p~ 
ra permitir um "alongamento" do perfil da função de fl~ 
xo, como é o caso, principalmente, da de Parker-Mayo e 
Berman. S admissível, inclusive, que estes altos val~ 
res de velocidade possam ser incompatíveis com uma 
formulação linear. 

Assim, pode-se dizer que a curva aqui obtida,que 
se desenvolve na região mais vizinha à parede, é a mais 
condizente com o critério da "escala de densidade" co 
mo se pode ver da figura em questão. -
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SUMAAIO 

Urr, levantamento experimental com o objetivo de determinar as características de 
uma placa de múltiplos orifícios foi realizado. O comportamento da vazão por orifício 
em função do número de orifÍcios, determinado nesta experimentação, é de fundamental 
~?rtância p~ra a determinação da vazão quando é util~zado um_pequeno núme!o de or~ 
f1c1os. Atraves das curvas apresentadas pode-se determlnar o numero de orif1cios ac1 
~ do qual a vazão por ?riffcio é deEend~nte apenas da diferença de pressão. Uma equa 
çao geral para a determ1naçao de vazoes e apresentada. -

INTRODUÇÃO 

A utilização de placas perfuradas com uma distri 
buição regular de orifícios tem diversas aplicações na 
engenharia. São utilizadas para uniformização de escoa 
m~ntos, atenuar ruídos na aviação e na medição de v~ 
zao. 

A bibliografia sobre o assunto é bastante reduzi 
da. Sparrow e Carranco Ortiz [1] estudam a influência 
de parâmetros geométricos e do número de Reynolds no 
coeficiente de transferência de calor de uma placa per 
furada. Souza e Hadjisophocleous [2] estudam a distri 
buição do escoamento a jusante de uma placa perfurada~ 
quando um jato vertical ascende até atingir esta placa. 
Ra~hunathan e Reid [3] estudam a redução do nível de 
ru1do e a variação do momento, usando múltiplos jatos. 

O objetivo maior do ~resente trabalho é a inves 
tigação da influência do numero de orifÍcios e da dife 
rença de pressão mantida na placa sobre a vazão por 
orifício. Um dos pontos importantes é a determinação 
do número de orifícios limite, acima do qual a vazão 
por orifício fica dependente apenas da diferença de 
pressão na placa. Para isto um estudo experimental é 
realizado utilizando-se uma placa retangular de múlti 
plos orifícios. 

O interesse pelo presente trabalho surgiu da ne 
cessidade de se conhecer as características de uma pla 
ca perfurada utilizada para a medição de vazão. A ut1 
lização de múltiplos orifícios é de grande importância 
na medição de vazão porque variando-se o número de ori 
fícios utilizados pode-se varrer uma faixa maior de 
vazões do que a conseguida com medidores de um único 
orifício, dispensando, então, o uso de famílias de pla 
cas de um único orifício. -

Nas seções seguintes são descritos os principais 
componentes do equipamento, o procedimento experimen 
tal e os resultados mostrando a influência do número 
de orifícios e da diferença de pressão na vazão por ori 
fício. Os resultados são ajustados de maneira a se es 
tabelecer uma equação geral para a vazão por orifício 
e, consequentemente, para a vazão total. 

EQUIPAMENTO PARA MEDIÇÃO DE VAZÃO 

A Figura 1 apresenta esquematicamente o equipa 
mento onde se encontra a placa perfurada. Os componen 
tes, tais como as câmaras I e II e os reguladores de 
fluxo, foram dimensionados segundo recomendações da 
norma 210-74 da AMCA [4). 

A seção transversal das câmaras I e II tem O .BOm 
de largura e 0.40m de altura. Estas câmaras foram cons 
truídas em compensado com espessura de O.OlOm, sendo 
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Figura 1. Equipamento para medição de vazão 

que na parte interna passou-se uma camada de massaplás 
tica e lixou-se até que as superfícies ficassem lisas~ 
diminuindo assim, o coeficiente de rugosidade na parte 
interna das paredes. 

Foram colocados dois reguladores de fluxo.Opri 
meiro, na câmara I, tem como objetivo uniformizar o 
escoamento antes da placa perfurada, para se obter as 
mesmas condições de escoamento na entrada de cada ori 
fício. O segundo, na câmara II, tem como objetivo evi 
tar recirculação dentro desta câmara. Os reguladores 
de fluxo foram construídos utilizando-se 3 telas de 
arame circular, espaçadas de 0.06Sm. 

Foram colocadas quatro tomadas de pressão em ca 
da lado da placa perfurada. As quatro tomadas montadas 
na mesma seção foram interli~adas por meio de manguei 
ras plásticas formando um anel piezométrico. O diâme 
tro do orifício de cada tomada de pressão é de 
0.0015m. 

A placa de orifícios, Figura 2, é de aço inoxidá 
vel com 0.0012m de espessura. Foram distribuídos sobre 
a placa 50 orifícios de 0.007m de diâmetro. Na distri 
buição dos orifícios procurou-se evitar que os mesmos 
ficassem próximos as paredes para eliminar efeitos das 
mesmas sobre os orifícios (verificar Figura 2). 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

A bancada de testes utilizada para a calibração 
da placa perfurada é mostrada de forma esquemática na 
Figura 3. O ar que sai do compressor passa por um ori 
fício calibrado, onde se mede a vazão, e pela placa 
perfurada onde se mede a pressão diferencial. Um tan 
que é utilizado com o objetivo de reduzir as flutUã 
ções de pressão do escoamento. 

O orifício calibrado é utilizado como elemento 
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Figura 2. Placa perfurada 

padrão para a medição de vazão. Este orifício foi cons 
truído segundo recomendações da AS>1E [S] e tem um diã 
metro de O.OlSm. A placa contendo o orifício é de lã 
tão e está fixada através de flanges a um tubo de PVC 
de 0.079m de diâmetro interno. 

Man3metro de prll-.50 à 
montante d.o oriflcio 
padr~o ------

Válvula re 
de vazllo 

Figura 3. Bancada de testes 

Mi croman6metro 

Foram medidas três variáveis: a vazão por orifí 
cio, a diferença de pressão na placa e o número de orT 
fícios. Ncs testes, manteve-se a diferença de pressãõ 
constante e mediu-se a vazão por orifício em função do 
número de orifÍcios. Este procedimento foi repetido pa 
ra os valores de 22.96 P.a, 6S.92 Pa, 98.10 Pa e 149~ 
11 Pa. 

RESULTAOOS 

Os valores da vazão por orifÍcio CQ
0

r) em função 
da diferença de pressão (~P) e do número de orifÍcios 
(N ) são apresentados nas figuras 4 e S. o r 

Como os dados experimentais apresentam-se de for 
ma discreta, utilizou-se equações de ajustamento para 
obter-se uma forma continua. Esta equação foi obtida 
pelo método dos mínimos quadrados e dada por 

B 
Q =A+ N 
or or 

(1) 

onde os coeficientes A e B são funções da diferença de 
pressão na placa. Os coeficientes em função da 
diferença de pressão são apresentados na Figura 6. Em 
função destes valores obteve-se equações de ajustamen 
to para A e B que são apresentadas a seguir -

o, 5 

A= -O,OOS6 + 0,0324~ (2) 

B = O ,038S +O ,00096~ (3) 

Figura 4. 

-a 
00, x lO (m~s) 
0,70r----

• Dados eKperimentais 
-Equaçaa 4 

0,60 

6!5.92 Pa 

98.10 Pa 

149,11Pa 

10 20 30 40 !50 
No r 

Influência do número de orifícios na vazão 
por orifício, para diferença de pressão cons 
tante 

Substituindo as Equações (2) e (3) na equação 
(1), obtem-se a equação da vazão por orifício em fun 
ção da diferença de pressão e do número de orifícios -

o,5 
Q = -o' OOS6+0 '038S+0. 00096~ +o. 0324~ c 4) 
or -N-- N 

-· li 0 0 , K I O ( m /a) 
0,60 

0,!50 

0,40 

0,30 

or or 

4~ 80,00 120po 16opc> 
t.P(Pa) 

Figura S. Influência da diferença de pressão na vazão 
por orifício, para o número de orifícios cons 
tante 

A vazão total através da placa perfurada é obti 
da multiplicando-se a vazão por orifício pelo número 
de orifícios, ou seja, 

Qt = 0. 038S- O, OOS6N
0
r + O ,000966P t 0, 0324N0 rtl!'

0
' 

5 
(S) 

A equação acima é dada para a condição padrão de 
temperatura de 293.1SK e pressão atmosférica del03,3 
kPa, Para se determinar a vazão em função das condi 
çÕes existentes durante a medição, pode-se utilizar a 
equaçªo geral dos gases, resultando então na seguinte 
equaçao para a vazao total: 
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0,100 
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- Equaçao 2 • 3 

40,00 120,00 160,00 
t.P(Pa) 

Figura 6. Coeficientes A e B em função da diferença de 
pressao 

Na Figura 4, observa-se que para um pequeno núme 
rode orifícios, a vazão por orifício é função da dife 
rença de pressão e do número de orifícios, ou seja, -

Q = F(tú',N ) or or 

Porém, com o aumento do número de orifícios a in 
f luência dos mesmos sobre a vazão por orifício diffií 
nui. Acima de um determinado número de orifícios esta 
influência é tão pequena que pode-se considerar a va 
zão por orifício como função apenas da diferença de 
pressão, ou seja, 

Q = F(liP) o r 

Isto se exp].ica pelo fato de que o numero de ori 
fícios é responsavel pelas características de intera 
ção dos jatos a jusante da placa. Para um grande n~ 
ro de orifícios a distância de interação dos jatos e 
menor, tendo-se então, valores diferentes de pressãodi 
ferencial para diferentes números de orifícios. -

CONCLUSÃO 

Os resultados experimentais mostram as caracte 
rísticas de uma placa perfurada utilizada para a medi 
ção de vazão. 

Observou-se que não se pode descorsiderar a in 
fluência do número de orifÍcios quando se pretende de 
terminar a vazão com precisão, utilizando-se um peque 
no número de orifícios. A prática de determinar a vã 
zão apenas como função da diferença de pressãonão apre 
senta erros acima de um determinado número de orifí 
cios. Isto pode ser verificado na Figura 4. 

Conhecidas estas caracteYÍsticás da placa perfu 
rada, pode-se utilizá-la para a medição da vazão com 
qualquer quantidade de orif]cios abertos. 
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:tJta.:te. .th.e. .th.e.o!Uj. 1 n o ne. c.a.6 e. .tlr.e. .th.e.o!Uj -<.-6 c.ompaJte.d w.Lth e.x.pe.Jt.<.rne.nt, and agJte.e.me.nt 
.<-.6 6ound :to be. qude. good. 

INTRODUCTION 

Cylindrical vessels are commonly used to contain 
or convey fluids, and this, to a certain extent, determ
ines the classes of problems in which interest is foc
used. Thus, in addition to the determination of the 
vibration characteristics of the shells in vacuo, it is 
also of considerable interest to determine the dynam
ical characteristics of shells containing either sta
tionary or flowing fluid. 

There are many ways in which the presence of the 
fluid may influence the dynamics of the shell. If the 
shell contains a stationary gas at low pressure, then 
the vibration of the shell differs only slightly from 
that of the same shell in vacuo. This is not the case, 
however, if the shell is substantially pressurized by 
the enclosed fluid, as this entails additional strain 
energy in the shell. Moreover, if the fluid is 
compressible, the compressibility of the fluid alters 
the effective stiffness of the system. Also, if the 
density of the enclosed fluid is relatively high as is 
the case with liquids, then the fluid exerts consid
erable inertial loading on the shell, and this results 
in diminishing the resonant frequencies significantly. 

Coupling between the fluid and the shell can man
ifest itself in several other ways. ln the case of 
shells partially filled with liquid, free-surface mo
tions may be coupled to the shell motions. This is of 
particular interest in liquid-propelled rockets; in 
cases of proximity or coincidence of the natural fre
quencies of the free-surface motion and that of the 
shell, large oscillations may develop in the propellant 
tanks and are normally referred to as sloshing. Non
linear coupling may also induce sloshing; in this case 
subharmonic excitation of the free-surface medes is 
involved. 

Other effects of coup1ed fluid-shell motions 
occur when the fluid is flowing. Depending upon the 
boundary conditions, if the flow velocities are large, 
buckling or oscillatory flexural instabilities are 
possible. 

Similarly, in considering the response of cylin
drical shells, considerable interest exists in the case 
where the excitation is transmitted through, or arises 
from, the contained fluid. This could take the form of 
pressure waves transmitted through the fluid; or, if 
the fluid is flowing, the excitation could arise from 
gross pressure perturbations due to disturbances in the 
flow, or from boundary-layer perturbations. It is 
known that vibratiou caused by these p;ressure fluc
tuations may, in certain circumstances; cause fatigue 
failure of the structures involved. 

The work presented in this paper is an attempt to 
produce a general theory for the stability of thin, 
circular cylindrical vessels containing flowing fluid 
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and the response of such vessels to boundary-layer 
pressure fields induced by the internal flow. It is 
based on a recently developed method by the author (1) 
for the dynamic analysis of thin cylindrical shells. 
It is a hybrid theory based on the finite element 
method, with the displacement functions determined by 
exact solution of the equations of equilibrium of a 
thin cylindrical shell. 

MATRIX FORMIJLATION 

We consider the dynamical behaviour of the shell 
subjected to arbitrary loads to be governed by the 
following equation 

My + Cy + Ky = F (1) 

where is a displacement vector, M, C and K are themass, 
damping and stiffness matrices, respectively, and F is 
a vector of the external forces. Thus, we have assumed 
that the continuum has been transformed to an equival
ent discrete system with a finite number of degrees of 
freedom. 

[~1) and [ K) were obtained analytically by carry
ing out the necessary matrix operations and in
tegrations. To do this, it was found necessary to 
introduce several intermediate matrices eventually 
obtaining expressions for the general terms of the mass 
and stiffness matrices for one finite element in vacuo, 
[m) and [k), respectively. Because of the complexity 
of the manipulations, neither the intermediate steps 
for the final results will be given here. The in
terested reader is referred to Lakis and Paidoussis (1) 
for details (Fig. 1). 

PEESSURE FLUCTUATIONS INDUCED BY INTERNAL FLOW 

The external forces [F) of equation (1) represent 
the turbulent random pressure fluctuations at the 
shell's walls resulting from the passage of fully-devel
oped turbulent flow. While this pressure field varies 
from point to point at any instant, its variation at 
any given points fluctuates irregularly with time, and 
the frequency spectrum results in many medes of vibra
tion being excited with a statistical dependence 
between them. However, the forced vibration can be 
represented by synthesis of the natural medes; this 
assumption is generally permissible only for such 
structures where nonlinearities can be ignored. 

The displacements are assumed small enough for 
the resultant forces to be normal to the shell's surf
ace. It is also assumed that the pressure field is 
spatially continuous and that it has the properties of 
a weakly stationary, ergodic process. We further 
assumed that the pressure drop in the length of the 
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shell is sufficiently small for the mean pressure to be 
considered constant over the length of the shell. fin
ally, the continuous random pressure field of the 
deformable body is approximated by a finite set of 
discrete forces and moments acting at the nodal points 
(Fig. 2). 

MEAN SQUARE RESPONSE 

The shell is divided into N finite elements, each 
of which is a cylindrical frustum. The position of the 
N + 1 nodal points may be chosen arbitrary. We proceed 
by first considering the free vibration of the conserv
ative system and determining the natural frequencies 
~i and the eigenvectors {~i}, i= 1, 2, ... , 4 (N + 1) 
-J, where J is the number of kinematic boundaries. 
We next form the modal matrix 

r~J .. r~l.~2 •••.• ~4(N+l)-JJ. (2) 

and define 

{y) • [t] {Z) (3) 

Finally the equations of motion (1) are decoupled 
and the mean square values of the displacements of the 
shell are expressed in terms of the axial and circum
ferential correlation functions of the pressure field, 
~p (;,0,0) and ~p (O,n,O), respectively. 

In the case of subsonic boundary-layer pressure 
fluctuations, the streamwise and lateral spatial 
correlation functions have been examined experimentally 
by Bakewell et al. (4) and Clinch (5). 

Bakewell measured and derived expressions for 
the axial and circumferential correlation functions in 
experiments with air flowing in a cylindrical pipe. 
He found the following approximate expressions for the 
real spatial correlations: 

~P((,O,O) c e-bisei cos (aS(), (4) 

-1 [ ~l -1 
~p(O,n,O) c (1 + CS~) 2- e-dS~ (5) 

where S; = ;w/Uc and Sn = nw/U~ are the axial and 
circumferential Strouhal numbet, ; = !xi- xjl• 
n = Ir ($i- $j)!, w is the center frequency, 
a= 8.7266, b = 1.0, c= 20 and d = 100. 

Clinch measurements in water proved that these 
constants (a,b,c,d) are approximately the sarne for 
different fluids at the same Strouhal number. 

Upon using the experimentally based relations 
(4) and (5), we obtain the following expression for 
the mean square response of the shell (3): 

y2(t) • 
g 

{% ~ 
N+l ~1 

+L I 
jcl k=l 

4(N+l)-J 

L 
N=l 

r2 
t2 
gr 16n2wlt M2 

r r 

N+l N+l 

~ir •ur lr~ul + I I 
i=l k=l 

n+l n+l 

•jr •kr lr~l + L L 
p=l v=l 

F 
•ir •ltr lrul + 

(6) 

t t lrF ~~ 
pr vr pvJ' 

where ~gr is ~he (gr)th element of the model ~trix 
[~1. Hr is tbe element of the generalized mass matrix, 
Wr• the ~th natural frequency and r is the mean radius 
of the shell; r{u, r~1 , r~ are derived analytical1y 

in (3). 
E'quation (6) is the response of the shell to a 

boundary-layer pressure field at the nodal points 
(g (x,$). This response is associated with a specific 
n, where n is the circumferential wavenumber. By 
respecting the analysis for a sufficient number of n, 
the total response for any point on the nodal circles 
may be obtained by superposition, in accordance wi th 
the assumption that there is no coupling, between the 
circumferential wavenumbers. 

CALCULATION AND DISCUSSION 

A computer program has been written in Fortran V 
language for the CDC Cyber 74 computer, using single 
precision arithmetic throughout all the overlays. The 
input data for each finite element are the mean radius, 
r, wall thickness, t, length of the individual elemen4 
l, material and fluid density, p and Pi• respectively, 
and the elements P ij of [P 1 . 

The necessary steps of the computational method 
may be outlined as follows: a) We first specify the 
imposed boundary conditions, their number, J, and the 
values of n for which calculations should be done; 
b) The shell is then subdivided into a sufficient 
number, N, of finite elements; c) The eight complex 
roots of the characteristic equation, À , are cal
culated by Newton-Raphson iterative tecRnique; d) The 
intermediate matrices and the mass and stiffness 
matrices of the s·hell in vacuo are determined. 

When the mass,dampingand stiffness matrices have 
thus been computed for each element, the global [M1, 
[C 1 , [K 1 are constructed and reduced appropriately to 
take account of the boundary conditions. 

For free vibration, the computer programproceeds 
to find the national frequencies, Wm• where m = 1,2, .. 
., 4 (N + 1)- J for each n, and the corresponding 
eigenvectors of a real square non-symmetric matrix of 
the special form [M 1-1 [K 1 , where both [M 1 and [K 1 are 
real, summetric matrices and M is a positive definite. 

Knowing the damping factor, the fluid velocity 
and its density at each mode of the structure, equation 
(1) permits us to obtain the effects of the inertia, 
coriolis and centrifuga! forces on these eigenvalues; 
and relation (6) is finally executed "to obtain the 
response to a boundary-layer pressure field. 

The set of calculations undertaken was for a 
shell first studied by Clinch (7). It is a thin, 
simply-supported cylindrical shell conveying water 
with flow velocities in the range (6.3-13.2 m/s), 
(248-520 in/s). The shell data are as follows: 
r= 0.0762 m, L= 6.096 m, t = 6.35 x lo-4 m, 
E 3 1.965 x 1o11 Nm-2, v = o.3o5, P = 8.0048 x 10 kg. 
m- Clinch obtained experimental data of the mean 
square radial displacement of the shell in the fre
quency range of 100-1,000 Hz, approximately. Moreover, 
the experimental values of the mean square radial 
displacements given by Clinch are mean values of 
measurements taken at severa! locations on the shell. 

This shell was analysed by this theory by 
subdividing the shell into 8 identical finite elements. 
The natural frequencies of the shell for n = 2 and 
n = 3 were below 100 Hz, indicating that the high 
frequency response as measured by Clinch would likely 
differ appreciably from the total response. 

Calculations of the response were confined to 
n = 2 to 12 from which the total response of this 
theory are shown in Fig. 3 in terms of the radial, 
axial and circumferential displacements. The results 
indicate that the total R.M.S. radial displacement 
response is proportional to flow velocity raised to 
the 2. 7 power. 

The values of this total R.M.S. radial displace
ment response of the shell at its axial mid-point are 
also shown in Fig. 4. Also shown in Fig. 4 are values 
of the high-Frequency response, as calculated by tnis 
theory, obtained by taking into account only the modes 
whose natural frequencies are in the range 93-l,OOOHz; 
also sbown are Clinch's experimental results. 



It is evident from Fig. 4 that the response at 
the high frequency range is but a small part of the 
total. Thus, at the flow velocity of 6.3 m/s (248 in/s) 
thetotal mean square response is 2.0645 x 10-11 m2 
(3,2 x 10-8in2) whereas the high-frequency respo~se is 
5.161 x lo-14m2 (8 x lo-llin2), approximately, giving 
a ratio of 20/1 for the corresponding R.M.S. values; 
the difference at higher flow velocities is even more 
pronounced. The second point of interest in Fig. 8 is 
that agreement between this theory and experiment, in 
the frequency range of 100-1,000 Hz approximately, is 
quite good. 

CONCLUSION 

The theory developed in this paper is used to 
predict the response to an arbitrary random pressure 
field of a non-uniform thin cylindrical shell. To this 
end the shell is subdivided into a number of cvlin
drical finite elements, each with two nodes, the nodal 
displacements being the axial, circumferential and 
radial displacements and a rotation. The pressure 
field is similarly rendered discrete and is represent
ed by two forces and a moment at each node. 

This theory was computarized so that if the 
jimensions and material properties of each element, 
and the properties and flow velocity of the fluid, are 
given as inputs, the program gives as output the 
natural frequencies and eigenvectors of the shell and 
the R.M.S. values of the nodal displacements. This 
theory does not take into account pressurization of 
the shell; however, the theory can be extended to take 
this into account fairly easily. The main advantage 
of this theory is that it may be used, without mod
ification, to obtain the effects of fluid pressures on 
the vibration characteristics of cylindrical vessel, 
no matter how many property discontinuities may be 
present, and for whatever boundary conditions. ln this 
connection, it should be noted that this theory is 
equallyapplicable to cases where the vessel is sub
jected to an externa!, as well as internal, pressure 
field, including the case where the pressure field 
arises from an externa! ax1al flow. 
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axial and circumferential displacement 
at x = L/2 obtained by this theory (with 
n = 2 to n = 12) for the shell first 
studied by Clinch (U L is expressed in 
in./S.) 
Note: the arrows indicate which vertical 

axis applies. 
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Fig. 4. Tht mean square response of the radial 
displacement of a shell first studied 
hy Clinch (7), as a function of the 
centerline velocity (in/S.). O, Clinch's 
experimental results for high-frequency 
response; __ , theoretical results obtained 
by this theory for high-frequency response 
(93-1,000 Hz); , total response obtained 
by this theory considerin& all frequency 
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ANÁLISE NUMÉRICA DO ESCOAMENTO 

TURBULENTO ENTRE PLACAS PARALELAS 
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INrRODUÇÃO 

O problema de transferência de calor no escoamen 
co entre placas paralelas tem motivado vários traba 
lho~, an~lí~icos e experimentais, visando inúmeras aplí 
caçoes tecn1cas, destacando-se, no geral, a necessidade 
de dados q~ nossibilitem a otimização dos projetes, 
tendo em v1sta a constante preocupação de se construir 
troc~dores ~e calor ~uficientemente compactos. Uma si 
t~a~ao.partlcular refere-se ao caso de aquecimento as 
Slffietr1co, por exemplo, considerando-se uma placa adia 
b~tica (isolada) e a outra isotérmica, conforme esquema 
t~zado na figura 1. Esta condições são próprias para 
s1mular o comportamento de aquecedores, como no caso de 
coletores solares, ou de sistema oe resfriamento, como 
no caso de componentes de equipamentos eletrõnicos. 

No presente trabalho, foi estudada a situação do 
escoamento fOrçado, em regime turbulento, entre placas 
paralelas, com as condições de entorno acima especifica 
das. As condições iniciais foram consideradas em termos 
das distribui~ões uniformes de velocidade, de temperatu 
ra e de P:e~sao na.entrada, conforme ilustra a figu 
ra 1. Admitm-se amda o escoamento como bidimensional: 
in~ompressível, ~statísticamente estaci~nário e com pro' 
p:1edades do flu1do como constantes, alem das aproxiffiã 
çoes usuais de camada limite . -

Os efeitos de turbulência foram considerados com 
base num modelo semi-empírico, no qual a energia cinéti 
ca turbulenta (K) e a sua taxa de dissipação (E) sáo re 
presentadas por duas equações diferenciais de transpor~ 
te, as quais são correlacionadas algebricamente nc sen 
tido de se determinar a "viscosidade turbulenta" do es 
coarrento. Este modelo, designado como K ~ ~ e tal como 
descrito ~r Jones e Launder [1] , [2} e por Launder e 
Spaldmg L 3] , apresenta como vantagem o fato de poder 
ser aplicado tanto para região central do escoamento co 
~ para a~ regiões próximas das paredes. Outras descri 
çoes e analises relativas ao modelo K ~ E são apresenta 
das por Stephenson [4], Rastogi e Rodi [SJ, dentre ou 
tros. Launder et alli [6] compararam di versos modelos 
de turbulência, considerando inclusive resultados expe 
rimentais como referências. Apresentaram indicações de 
que, para escoamentos sem contornos físicos, os resulta 
dos do modelo K ~ E só são inferiores àqueles do modelo 
geral das tensões de Reynolds, o qual, entretanto, é re 
conhecidamente mais complexo, apresentando extremas dT 
ficuldaàes de aplicação, no geral. 

O problema do escoamento turbulento entre placas 
~aralelas foi analisado numéricamente por Stephenson 
L 4J , tendo-se baseado também no modelo K ~ E. Entretan 
to,para descrever o comportamento do escoamento nas pro 
ximidades das placas, baseou-se numa aproximação de es 
coamento tipo Couette, conforme sugerido, bem mais ante 
riornx:nte, por Patankar e Spalding [7] . Emery e C-essner 
[8] usando o modelo do comprimento de mistura, analis~ 
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ram o mesmo problema, apresentando resultados somente re 
lativ?s ao comportamento não assintótico dos perfis de 
veloc1dade. Bradshaw et alli [9] analisaram a interação 
entre camadas cizalhantes do escoamento num duto. Basea 
ram-se numa adaptação da aproximação de camada limite~ 
confo~ proposto por Brad~haw, Ferris e Atwell [10] , 
tendo s1do usada uma equaçao diferencial de transporte 
para descrever a energia cinética turbulenta. 

Vetterle e _Fernandes [11] deteminaram experimen 
talmente, atraves da técnica de sublimação de naftale 
no, resultados globais para os coeficientes de transfe 
~n~ia do escoamento ent~e placas paralelas, com as con 
d1çoes de uma placa isotemica e a outra isolada. Estes 
re~ultados ~e restrin~em à situação de número de 
P:and!l •. ana~ogo ao numero de Schmidt, igual a 2,5,rela 
t1vo a d1fusao de naftaleno no ar. Entretanto, com ba 
se nestes resultados, foi possível aferir o modelo de 
simulação numérica usado no presente trabalho, de tal 
waneira a estender os resultados para outros números de 
Prandtl. Neste caso, fixando o número de Prandtl turbu 
lento igual a 0,9 e variando o nível de turbulência na 
entrada, procurou-se reproduzir os resultados experimen 
t~is obtidos par Vetterle e Fernandes [11] , relativos a 
numeres de ~eynolds iguais a 5.450, 21.300, 33.850 e 
45.850. Ainda, relativamente a condição de escoamento 
desenvolvido, foram comparados os resultados numéricos 
com aqueles apresentados por Hatton [12]. 

FORMJLAÇÃO 

Obseryadas as hipóteses relacionadas anteriormen
te, o problema de transferência de calor no escoamento 
turbulento entre placas paralelas é descrito pelas se 
guintes equações: 

Continuidade: 

au av -+-=O, ax ay (1) 

MJvimento: 

r.- aü - au a aij, dn 
PLU- +v-]=- [(ll + llt) -r.=. 

ax ay ay ay dx 
(2) 

Energia: 

(3) 
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onde Ü e v representam as médias estatísticas das campo 
nentes de velocidade nas direções x e y, p e T as ~ 
dias da pressão e da temperatura, p a densidade·, l.l a 
viscosidade, À = k/Cp a relação entre a condutividade 
térmica e o calor específico do fluido, llt a viscosida 
de turbulenta, e oh o número de Prandtl turbulento. -

ty (aT/ay) o 

Po .,.. 

uo •I 

T .... 
o 

L 
Figura 1: Esquema ilustrativo do escoamento entre pla

cas paralelas 

Adicionalmente, devem ser estabelecidas as condi 
ções iniciais e de contorno, conforme figura l. Assim-;
considerando que o número de Prandtl turbulento na equa 
ção (3) é fixado como um valor numérico, torna-se neces 
sário expressar l.lt no sentido de tornar o sistema de 
equações (l), (2) e (3) determinado. Uma revisão da li 
teratura, no que se refere aos diversos modelos de tur 
bulência utilizados no passado, para análise do proble 
ma em questão, foi feita por Pinheiro rl3] . Seguindo _ n 
dicações de Jones e Launder fl], [2] e de Launder e 
Spalding PJ , adotou-se o modelo K "' e: descrito pelas 
seguintes equações: 

[ü aK - aK l a [ llt aK ] aü 2 p - + v- = - (l.l + ---,: ) - + \.1 (~) + ax ay ay 011. ay t ay-

1/2 2 
aK - pE-2l.l(--) 
ay 

(4) 

[ü ae: - ae: ] a [C llt) ae: ] p u - + v - = - lJ+- - + 
e: aü 2 

Clfl K l.lt(aY) + ax ay ay oe: aY 

pe:2 \.1\.l z- 2 
- c2 f2- + 2,0 _ _! C~) • 

K P ay2 
(5) 

onde K e e: representam a energia cinética turbulenta e 
sua taxa de dissipação, as quais permitem determinar a 
viscosidade turbulenta segundo a expressão: 

ll = C f pK2/e: t \.1 \J • 
(6) 

Os parâmetros e constantes do modelo em questão 
são fixados como [l~ : cl.l = 0, 09, c1 = 1,45, C2 = 2,0 , 
OK = 1,00, Oe; = 1,30, fl = 1,00, 

f 2 = 1,0 - 3,0 exp(-ReT)2, 

f = exp [- 2,5/(l + ReT/50)] 
\.1 

(7) 

com ReT = pK2/l.le: representando o número de Reynolds tur 
bulento. 

Amcionalmente, devem ser especificadas as condi 
ções iniciais e de contorno relativas ao modelo de tur 
bulência. Entretanto, convêm considerar uma adimensionã 
lização das equações do problema, no sentido de genera 
lizar a solução numérica. Assim, considerou-se as se 
guintes grandezas adimensionais; 

L1 = ü . v = pva • P = .P - Po 
llo l.l pu~ 

, e = T - Tw 
T - T o w 

x = x/a 
R c 

\.1 
l.l* = _! t • 

\.1 

pu a 
y = I. , Re = - 0

- , P r= l.l/À , 
a l.l 

K* = _!_ e:*=~, . 
2 3 

(8) 

uo uo 

onde Re e Pr representam os números de Reynolds e de 
Prandtl e "a" a distância entre as placas. Substituindo 
as variáveis adimensionais nas equações (l) a (5) resul 
ta o seguinte sistema de equações que estabelece o pro 
hl~: -

au + av = 0 
ax aY 

u au + v au = ~[ C 1 + ll*) au1_ aP. 
ax aY aY t aY ax 

u ae + v ae = ~[c!_ + l.l*) a~l • 
ax aY aY P r oh ay' 

u aK* + v aK* = -l.[ C 1 + llt) aK*, + ll* Cau)2 + 
ax aY aY oK ~ t aY 

- Re e:* _ 2 (aK•l/2 2 -) 
aY ' 

(9) 

(lO) 

(ll) 

(12) 

u ~+v~= ..i.. [Cl + llt )~]+c f ~ ll*Cau)
2 

+ 
ax aY aY oe: aY 1 1K* t aY 

•2 l.l* - c
2 

f
2 

Re _e:_+ 2, 0 _! Ca2u)2 
K* Re aY2 ' 

Ll3) 

com a viscosidade turbulenta adimensional sendo determi 
nada por: 

com 

llt = C f R K*2 l.l l.l e---
e:* 

f2 
K*2 2 

1,0 - 3,0 exp l:(Re -) J e 
e:* 

fll = exp [ _ 2,S/(l + Re K*2)] 
50 e:* 

(14) 

(15) 

(16) 

As condições iniciais e de contorno, na forma adi 
mensional, são estabelecidadas segundo: 

X~ 0: U(O, Y) = l, e(O, Y) = l, P(X = O) = O , 

K0 e:
0

.a 
(17) O~Y~ l; K*(O, Y) =-, e:*(O, Y) = -- e 

u2 u3 
o o 

x~ 0: U(X,O)= U(X, l)= V(X, O)= V(X, l)=O,e(X, O)= O 

au ex. !) av ex.!) = ae ex. l) = o 
aY 2 aY 2 aY 

aK* (X, .!_) = ~(X, .!_) = O 
aY 2 aY 2 



Confonne já mencionado, fixando o número de 
Prandtl turbulento como 0,9 e variando o nível de turbu 
lência na entrada, K~(O,Y) = Kolu8. procurou-se reprodü 
zir os resultados experimentais obtidos ~or Vetterle e 
Fernandes [111 . Como o proble~ ~idrodinamico é desac~ 
plado do prob1ema de transferenc1a de calor (ou de mas 
sa) • o parâmetro nível de turbulência na entrada é con 
siderado diretamente nas equações (9), (lOl, (12) e (.13)-;
as quais determinam a distribuição de velocidade. As 
sim, a influência do número de Prandtl só é consideradã 
na equação (11), da energia. Portanto, procedendo c~n 
f~nne descrito, pode-se aferir o modelo numérico para o 
numero de PrandtJ jgual a 2,5, relativo aos resultaáos 
experimentais de Vctterle e Fernandes [11}, no sentido 
d~ estender a slim1lação numérica para outros valores de 
numeros de PrandtJ e, finalmente, determinar os coefi 
cientes de transferência, os quais representam o resui 
~ado de maior interesse do problema em questão. Isto 
e, conhecidas as distribuiçoes de velocidade e de tempe 
r;;ttura, atr~vés da solução numérica do problema, deter 
m1na-se o numero de Nusselt local segundo a expressão:-

Nu=~= 2 ae I 
11. - ~ aY Y=O (19) 

com: 

h=-~ ar I 
tb -tw aY y=O (20) 

representando o coeficiente de convecção local e com 

- l 

e = ~ = ( uedY 
b 10-1w J0 

(21) 

representando a temperatura média global na forma adi 
mensional. Além disso, sendo L = (R./a'jRe o comprimento 
adimensional das placas, determina-se o número de 
Nusselt médio segundo: 

- 1 Jl Nu=r 
0 

Nud.X, (22) 

o qual corresponde aos resultados experimentais apresen 
tados por Veter11e e Fernandes [11] e que serviram 
de base para aferição do modelo de simulação numérica 
do presente trabalho. 

SOLlQD Nl.M'lRICA 

Para a solução numérica do problema procedeu-se 
conforme indicado por Hornbeck [14}, fora algumas adaE 
tações que se fizeram necessárias no caso presente [13J. 
Foram discretizados os termos das equa~ões usando-se ex 
pansões das variáveis dependentes em series de Taylor, 
no sentido de exprimir as suas derivadas. Discretizando 
os termos de convecção com esquema corrente acima 
(upstream), na direção longitudinal do canal e lineari 
zando os termos fontes das equações, como recomendadõ 
por Patankar [15] , obteve-se equações lineares e impli 
citas. O sistema de equações assim constituído é resoi 
vido várias vezes dentro de unt procedimento iterativo , 
em cada passo ao longo do canal. Este esquema de discre 
tização permite a obtenção dos valores numéricos das vã 
riáveis dependentes nos pontos da malha sobreposta ao 
domínio, partindo-se dos valores uniformes destas variá 
veis na entrada e progredindo passo a passo na direçãõ 
longitudinal, uma vez que as equações em consideração 
são parabólicas, com direção de propagação ao longo do 
canal [15J. 

A equação ae diferenças obtida com base na equa 
ção do movimento da direçao X aEresenta como incógnitas 
U e P, já que os valores de V sao admitidos como sendo 
os do passo anterior. A equação de continuidade inte 
gral é usada para assegurar a constância da massa em 
cada sec~ão e contém como incôgni ta somente a vanável 
U. Atraves destas duas equações e das condições de con 
torno correspondentes, determina-se os valores deU e áe 
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P um passo à frente, desde que se conheça os valores de 
K* e de e:*. No entanto, 35 equações que determinaram es 
tas duas grandezas dependem de U e são não lÍlleares. Pã 
ra superar esta dificuldade, adotou-se um procedimento 
iterativo, someçando-se pelas equações que determinam U 
e P. Em seguida, obtem-se os valores de e:* e apôs, os 
de K*, repetindo-se esta sequência até atingir a conver 
gência para cada passo. Com os valores de U obtidos, cai 
cula-s·e V através da equação de continuidade <liferen 
cial e das condições de contorno correspondentes. Por 
Último, determina-se os valores de 0 através da equação 
de energia, podendo-se, finalmente, determinar os coefi 
cientes de transferência, conforme as equações (19) ã 
(22). Este procedimento é repetido sucessivamente, até 
que se atinja a região de escoamento desenvolvido, si 
tuação na qual o programa de computação é interrompido~ 

RFSULTAOOS 

Inicialmente, foram determinados os coeficientes 
de transferência relativos ao número de Prandtl igual a 
2,5, tendo como base os resultados experimentais de 
Vetterle e Fernandes [11] • Neste caso, fixando o número 
de Prandtl turbulento com 0,9 foram testados ~iversos 
níveis de turóuléncia na entrada, K*(O,Y) = Koluo. no 
sentido de reproduzir os resultados experimentais acima 
referidos e relativos aos números de Reyn0lds iguais a 
5450, 21300, 33850 e 45850. 

Na figura 2 são apresen!ados_estes res~tados, em 
termos de numero de Nusselt medio Nu em funçao da co 
ordenada L+ = R./2a Re Pr, observando-se desvios máximos 
entre os resultados experimentais e n~néricos em torno 
de 10% e particularmente para o número de Reynolds mais 
baixo, igual a 5450, sendo que, para a maioria dos pon 
tos, os resultados concordam com desvios da ordem cíe 
até 3%. 

A seguir, estendeu-se o modelo de simulação numé 
rica para números de Pra~dtl iguais a 0,7, 5,0 e 10,0.
Resultados gerais são apresentados por Pinheiro [13]. 
Na tentativa de correlacionar os resultados na forma 
de uma equação aproximada, procurou-se representar os 
resultados relativos aos números de Prandtl iguais a 
0,7 e 2,5 em função da coordenada L = R./a Re, conforme 
mostrado na figura 3. Nesse caso, observou-se que a de 
pendência do parâmetro (Nu/N~) - 1 com L é aproximadã 
mente linear, pelo menos na faixa dos valores de L con 
siderados. Observou-se que os desvios entre os valores 
m.unéricos- relativos aos doi~ valores de números de 
Prandtl considerados são, em geral, inferio~es a 5%. 

1000 

.....too 
~~ 

.,.... ,... 
~ ~ li e 
~ 

"""' 
lll"" ~ r.\ 45 850 Nu ... 

33 850 ~ ();) 

~ 
;... 

2l 300 
- \'-..... ...... 

l't. 100 
0 resultados e~ri- 5 450 

rrentais, Vetter1e (ll} 

-resultados n\.ll'léri-
cos, Pinheiro [13] 

r 

L+= R./2a 

Re Pr 

""""" 

Figura 2: Comparação entre resultados numéricos e ex
perimentais (Pr = 2,5) 

r 
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Com base nos r esultados numéricos determinou-se, por re 
gressão l inear, uma expressão representativa dos resui 
tados, a qual pode ser escrita como: -

Nu 

Nu"" 
1 = 297,433 Re-1,196 1-0,768 (23) 

Ainda com base nos resultados numéricos, relativos aos 
dois números de Prandtl mencionados e referentes à con 
dição de escoamento desenvolvido, determinou-se, tambem 
por regressão linear, a seguinte expressão para o núme 
ro de Nusselt assintótico: 

com: 

l O 

,...... 
.--t 

I 

I:;@ I~ 
8 

1,0 

0,1 

Nu = O 01612 Re0•864 Prn <X> , , (24) 

n = 0,00871 + 0,13337 log Re (25) 

0 resultacbs experi-
~ tais, Vetterle [ll} 

"......._ - equação (23) , ...... 

' . 
'!"o!. ~ 

~ ~r" ~~. 
. ~ ~~~++~ 

"' ' 5 450 ~[""("''li· m-++t 

lo-4 

• l-..... I _.-21 300 " 
I'<· " ~~33 850 

l"'th. ~NIC· LX 1±;5 850 . ~ 

;... K ~ 

~ 

........ , '""' 
........ r.... r--. "" 

10- 3 L = R./a 
Re 

10- 2 

Figura 3: Comparação da equação (23) com resultados ex 
perimentais (Pr = 0,7 e 2,5). 

As equações (23) e (24) representam os resultados 
numéricos determinados por Pinheiro [ 13] e os resultados 
experimentais determinados por Vetterle e Fernandes[ll], 
com de~vios inferiores a 10%, na faixa de valores de L 
e de L indicados nas figuras 2 e 3. 

CONCLUSJES 
Deve ser observado que a forma da equação (23) é 

a mesma daquela proposta por Vetterle e Fernandes [11], 
diferindo apenas quanto aos coeficientes e expoentes nu 
méricos, uma vêz que os números de Nusselt assintóticos 
apresentados pela referência acima citada foram deter 
minados por extrapolação dos resultados experimentais.
Entretanto, embora isto afete bastante os valores numé 
ricos das constantes das equações (23) e (24), ou a for 
ma do diagrama da figura 3, na realidade os resutados -
para o número de Nusselt médio, conforme representado 
na figura 2, não são afetados, observando-se uma boa 
concordância entre os resultados do presente trabalho 
com aqueles apresentados por Vetterle e Fernandes [11] . 

Vale ressaltar que, para a determinação mais pre 
cisa de uma equação da forma da equação (23), no sent! 
do de representar os resultados para diversos valores 
do número de Prandtl, é necessária uma determinação dos 
valores de números de Nusselt assintoticos com maior 
precisão. Nesse caso, sugere-se considerar as simplifi
cações correspondentes ao escoamento desenvolvido para 
solução numérica das equações do problema . 

------- --- -------------

Com a hipótese de independência do campo de velo
cidade com o de temperatura, pôde-se aferir o modelo nu 
mêrico com base em resultados experimentais relativos'ã 
um certo número de Prandtl, no sentido de estender o mo 
delo para outros valores deste parâmetro e, finalmente~ 
determinar os coeficientes de transferência correspon 
dentes. Deve ser observado que, no caso de se dispor dé 
resultados experimentais locais, inclusive, possivelmen 
te através da técnica de sublimação de naftaleno, pode: 
se conseguir uma melhor aferição do modelo numérico. 
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SUMÃRIO 

t de;teJun.útado o c.ampo de cü6u.ú_vJ..da.de .tWLbulenm do c.a.ioJt numa c.oJtJten.te de a.Jt 
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arw...f2:tJ..c.o úmp.tu, ;.,em de;tJtJ_me.n.to de c.onc.oJtdânc.J..a. c.om métodM ma.J..J.> J.>06iJ.>Uc.adoJ.> de. ou 
.tftoJ.> a.u.toJteh. O método de Pai ê. u.tencüdo ã. equação da meJr.gia. pa.Jta. uc.oa.men.to .tWLbu 
.tento .teftmic.amel'!.te dM envolvido. Ret>.ta.m doiJ.> pa.Jtâme..tftM 1111. fu.tJtJ..buJ..ção de .tempe.Jr.a.iii. 
Jta. mê.cüa, que ;.,ão de;tvunJ..nadoJ.> a..tJta.vú de dadM expeftJ..mel'!taiJ.> 60Jtnec.idM po!t Page il 
a.i.M equa.cõu ob.tidM J.>ão apüc.ávw a .toda a ex.tenúo do c.ana1. 

INTRODUÇÃO 

Estão bem estabelecidas na literatura as equaçoes 
pertinentes ao problema de transferência de calor em es 
coamentos turbulentos. Elas são obtidas a partir de ba 
lanços de massa, momentum e energia e os valores instan 
tâneos das componentes de velocidade u, v, w e da tempe 
ratura T são tomados como a suma dos valores médios no 
tempo u, v, w e T com as flutuações turbulentas inst~ 
tâneas u', v', w' e T'. Calculados os valores médios no 
tempo dos diversos termos destas equações, surgem ter 
mos adicionais, usualmente chamados de tensões turbulen 
tas e fluxo de calor turbulento. A dificuldade adicio 
nal está no estabelecimento de relações constitutivas 
entre os fluxos turbulentos do momentum e do calor e os 
respectivos gradientes de potencial, ou seja, na defini 
ção das assim chamadas viscosidade e condutividade tér 
mica turbulenta. Neste particular são inúmeros os esfor 
ços de criar ''modelos de turbulência" gue estabeleçam -
as equações constitutivas e tornem o numero de equações 
igual ao número de incógnitas a determinar. Tais mode 
los vêm se tornando extremamente sofisticados e, embora 
suficientemente precisos, acarretam uma grande dose de 
esforço na estimativa dos vários parâmetros numéricos 
referentes a um dado problema particular. Vários destes 
modelos são baseados na distribuição logarítmica de ve 
locidade, de von Kánnân, e em variações da teoria de 
comprimento de mistura, de Prandtl [1]. Há entretanto 
evidências de sérias limitações e inconsistências nes 
ta teoria [2,3]. Pai [3] obteve distribuiçÕes turb~len 
tas de velocidade em tubos e canais, integrando as eqUã 
ções de conservação de massa e momentum e usando um mi 
nimo de dados experimentais de Nikuradse e Laufer [4]~ 
Recentemente foi estudado o escoamento paralelo de um 
filme lÍquido laminar e uma corrente turbulenta dentro 
de um canal [5], generalizando o problema analisado por 
Pai. 

No presente trabalho o método de Pai é estendido 
à equação da energia e, através dos dados experimentais 
de Page et al.[6,7,8], é possível prever a distribuição 
da difusividade térmica turbulenta do ar escoando num 
canal bidimensional. Os parâmetros estimados inicialmen 
te por Pai para a parte hidrodinâmica do problema sãõ 
reavaliados,possibilitando prever também a distribuição 
do número de Prandtl turbulento. 

ANÁLISE TEORICA 

Seja o problema esboçado na figura 1, no qual es 
coa ar turbulentamente entre duas placas planas., parale 
las, infinitas e estacionárias. A distância e~tre as 
placas é a. A placa superior (y = a/2) é mantida à tem 
peratura uniforme T1 e a inferior (y= -a/2) é mantida 
uniformemente a To> T1. Em regime permanente estabele 
cem-se fluxos de calor q0 e q1 junto às placas. O esco~ 
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menta é hidrodinâmicamente desenvolvido. O balanço de 
calor feito para o volume de controle indicado na fi~ 
ra fornece 

a 

q1 = CONST 

t t t t t t t t t t t t t 
T1 = CONST 

I ~ T0 • CONST. > r1 

>>>>>>>2{1g>>> / 

tttttt)tttttt 
q = CONST 

o 

Figura 1. Transferência de calor turbulenta nun canal 

(1) 

onde Cp e p são, respectivamente, o calor espe·cífico e 
a massa específica do ar, l\n é a média na seção da velo 
cidade média no tempo e Tb é a temperatura média de 
mistura do ar, dada por 

= ~~a/2 
a Um 

-a/2 

u T dy. (2) 

E possível estabelecer condições de contorno tais que 
qo = q1 e, pela equação (1), neste caso a temperatura 
média Tb ficará constante. Neste trabalho é considera 
uma temperatura média 1b = 0,5 (To+ T1). 

A equação da energia, desprezada a dissipação vis 
cosa, ê -

(3) 

onde q1 e qt sao os fluxos de calor laminar e turbu 
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len~o. Então, se k é a condutividade térmica do ar, 
q.e_ = -kvT e qt é um vetor cujas componentes são 'll.PU ''F', 
~ pv'T' e~ pW"l'T, 

Os valores médios das flutuações turbulentas,~ 
v'T' e w'T' são considerados como funções apenas da 
coordenada y, isto é, supõe-se que as propriedades esta 
tísticas são as mesmas em todos os planos x = constante. 

Define-se a difusividade turbulenta do calor, ~H• 
através de Cp p v'T' = -~P EH aT;ay ou 

.e:H = -v'T' /(àT/íly). c • ""- '- (4) 

Introduzindo as hipóteses feitas e a equação (4) 
na equação da energia (3), resulta 

u aT/ílx = a [(a + f1-I) ílT/íly] /êly, - · (5) 

onde a é a difusividade molecular do calor. Uma vez que 
Tb é constante, então T é função apenas de y e a equa 
ção (5) se simplifica para -

d(adT/dy- v'T')/dy = d[a+ÍH)dT/dy]/dy = O. (6) 

Nota-se _gue a equação (6) contem duas incógnitas, T e 
v'T' ou T e EH' não sendo assim suficiente para resol 
ver o problema. E entretanto possível obter inforffiã 
ções adicionais. 

As condições naturais de contorno são:em y=-a/2, 
'f =To e v'T' = O e, em y = a/2, 'f = T1 e vr'r'= O. São 
defin1dos os coeficientes de transmissao de calor por 

convecção, h0 e h1, tais que q0 = -k(dT/dy)Y= -a/2 = 

= h0CT0 - Tb) e q1 = -k(dT/dy)y = a/2 = -h1CT1 - Tb).As 
condições impostas implicam em h0 = h1 = h e na condi 
ção adicional 

(dT/dy) _ 12 = (dT/dy) _ 12 = -h(T0 - T
1
)/2k. (7) 

y - a y - -a 

São a seguir definidos os adimensionais n = 2y/~ 
e= CT-T1)/CTb- T1) = 2CT- T1)/CTo- T1), o fluxo de 
calor turbulento adimensional t = Cu p VTTT/2h(To - T1) 
e o número de Nusselt Nu = 2ha/k. C5m estes adimens1o 
nais, a equação diferencial (6) fica -

a - Nu t = O, (8) 

sujeita ãs condições.de contorno e(-1) = 2, ~(-1) =O, 
e(1) =O, t(1) =O, e(1) = e(-1)~ -0,25 Nu. Nestas equa 
ções â e 8 designam, respectivamente, a primeira e ase 
gunda derivadas de e com relação a Tl· 

A equação (4) se torna 

trrla = -Nu t/â, (9) 

onde tU• t e â são funções de n,e Nu, para a geometria 
prescr~ta, é função do número de Reynolds 
Re = pu (2a)/~. O número de Prandtl Pr = Co~/k = v/a 
é consid~rado constante Eara o ar (Pr = 0,7~0). 

Integrando a equ~çao (8) e aplicando as condições 
de contorno, obtem-se e - NU t = -0,25 Nu. Uma nova in 
~egração conduz a 

e [1 
NU+ J n t dn = 0,25(1 _ n) . (1 O) 

na1 
A equação (2) permite obter uma condição adicio 

j 1 
u e dn = 2 , 

-1 

(11) 

onde u = u/~ é a velocidade adimensional. 
Neste ponto cabe uma observação. Se o escoamen 

to fosse laminar, t(n) =o e, por (10), e.e. = 0,25Nu(1-nT. 
O perfil de velocidade neste caso seria o do escoamen 
to de Co~ette,bem conhecido na liteiatura [1,3,5], U.e_~ 
=1,5(1-n ). A aplicação destes perfis laminares na 
equação (11) permite determinar o valor do número de 
Nusselt lam:inar, Nu .e_ = 4 e o perfil laminar de temper~ 
tura S.e_ = 1-n. 

Se o perfil turbulento S(n) for expresso como um 
polinômio em n, este polinômio pode conter somente 
três termos. De maneira a obter consistência com o re 
sultado obtido para escoamento laminar, deve-se escre 
ver 

e(n) = 1 + À1T] + À2n+1 
2n+1 

Tl (12) 

onde n é um número inteiro positivo. Através das condi 
ções de contorno pode-se obter À1 = (0,25 Nu-2n-1)/2n
e À2n+1 = (1-0,25 Nu)/2n. Define-se agora z como a r~ 
lação entre o fluxo de calor q0 = q1 e aquele corre~ 
pendente a um escoamento laminar SUJeito à mesma dife 
rença de temperatura To - T1 entre as duas placas. Po~ 
tanto z = NU/Nu.e_ = 0,25 Nu. O perfil turbulento de t~ 
peratura, dado por (12), fica 

C n/ 2n+ 1 S(n) = 1 + z-1-2 2n)n- (z-1/2n)n . (13) 

Note-se que, para z = 1, a equação (13) se reduz a cor 
respondente para escoamento laminar. 

O fluxo turbulento t(n) e a difusividade turbu 
lenta EH(n)ficam 

t(n) = (z-1)(2n+1H1-n2n)/(8 :z.n), (14) 

2n 2n EH(n)/a = (1-n )/[(2n+1-z)/(z-1)/(2n+1) + n ]. (15) 

A introdução de Z=1 nas equações (14) e (15)implica em 
distribuições identicamente nulas para t e EH· Um va 
lorde z=O na equação (15) acarreta EH= constante =
= -a e isto implica num campo de temperatura uniforme 
em todo o escoamento. 

RESULTAOOS NLMEIUCOS 

A obtenção de valores numéricos para os parâme 
tros z e n requer alguma informqção a partir de dados 
experimentais. Corcoran et al.[6] e Page et al.[7,8]in 
vestigaram experimentalmente o problema proposto neste 
trabalho e, a partir de seus resultados, é possível 
construir a tabela 1 seguinte, onde estão listados os 
números de Nusselt correspondentes a diversos números 
de Reynolds do ar. 

Tabela 1. Números de Nusselt para escoamento turbulen 
to de ar num canal bidimensional [8] 

Re 8980 9370 17100 37300 52500 
Nu 25,059 25,711 40,870 72,485 88' 143 

z 6,265 6,428 10,218 18,121 22,036 



Estabelecendo uma correlação entre z e Re a par 
tir destes valores, obtem-se através de uma técnica de 
mínimos quadrados a seguinte equação empírica 

z = 0,25 Nu= 0,00868 Re0•724 , (16) 

válida para ar (Pr = 0,710) e com erros inferiores a 3% 
na faixa de Re de 8980 a 52500. 

A avaliação do parâmetro n é fei ta através do gra 
diente de temperatura junto ao centro do canal Cn = O)~ 
Pela equação (13), 9(0) = (z-1 ) /Zn-1 e, dada a simpli 
cidade das condições de contorno térmicas, verifica-se
que o perfil de temperatura medido por Page é essencial 
mente linear na re~ião central do canal, correspondente 
a ln I< 0,6. E. entao possível prever que e(O) .:1! -0,5 e 

n ~ z-1, (l7) 

tomando-se o valor inteiro mais próximo. 
As equações (16) e (17) completam as informações 

necessárias ã obtenção dos perfis dados por (13-15). Es 
tes perfis são válidos em toda a extensão do canal,i.e~ 
para - 1 .s. n .s. 1 . 

A figura 2 mostra a distribuição e(n) para Re = 
= 17100, correspondendo a z = 10,1 e n=9. Observa-se ex 
celente concordancia entre a equação (13) e os valores 
medidos por Page et al. 

2,0 

e ----- LAMINAR 
~--~~-r--~--~ 

-eq. (13) 

1.2 0 Po<;~e et ol 

0,8 

0,4 

o 
-1,0 -0,6 -0,2 O · 0,2 110 

Figura 2. Perfi l turbulento de temperatura 

As distribuições de velocidade, U(n), e difusivi 
dade turbulenta do momentum, cM(n), para este escoamen 
to são obtidas na literatura [3, 5] por um método aná1õ 
go ao utilizado no presente trabalho. São elas -

U(n)=1,5(2m+1)/(2m+s)[1-(m-s)n2/Cm-1)-(s-1)n2m/(m-1)], 

(18) 

EM(n) fv= [1-n2 (m-l)] I [ (m-s) /mf.(s,-J )+ n2 (m-1) J. (19) 

Nestas eq_uações, s é a relação entre a tensão cizalhan 
te junto as placas para o escoamento turbulento e aque 
la correspondente para um escoamento laminar com mesffiã 
velocidade máxima. O parâmetro inteiro m foi estimado 
por Pai• [3], através de dados experimentais de Laufer 
[ 4] , como m ~ 1 , 40 s. Estes dados permitem também esti 
mar s. 

Define-se o número de Prandtl turbulento, Prt, co 
mo Prt = €M/EH = Pr(€Mfv)/(EH/cx) e, através das equa 
ções (19) e (15), pode-se determinar a sua distribuiçãõ 
no escoamento turbulento em canais . 

. Foi feita uma correlação dos_dados fornecidos por 
[4,7 e 8] para expressar sem funçao de Re. Um balanço 
de forças efetuado sobre o volume de controle da fi~ 
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ra 1 resulta em 

(20) 

çnde p é o valor médio n~ tempo ~a,pressão. O_valor de 
U(-1), obt~do pela equaçao (18),e U(-1) = Zs umax/Ym, 
o~de ~ e a velo~idade dimensional máxima do ar. O p~ 
rametro- s pode entao ser estimado por meio de 

2 - - ) s = a c-ap/ax)/(8 ~ u • max 
(21) 

As medições do gradiente axial de pressão e da velocida 
de máxima do ar, efetuadas por Page, complementam os dã 
dos de Laufer e permitem correlacionar valores de s em 
ampla faixa de Re. A tabela 2 relaciona o parâmetro s 
com números de Reynolds usados em ambos os trabalhos ex 
perimentais. 

A partir das informações da tabela 2 e através de 
uma t~cnica~d~ mínimos quadrados, obtem-se a seguinte 
equaçao emp1r1ca 

s o 00479 Re0•736 , , (22) 

Tabela 2. Valores de s para escoamento turbulento num 
canal bidimensional [4,7,8] 

Re 9370 17100 42800 108900 221200 

s 3,968 6,827 11 , 1 22,2 45 

Ref. 8 7 4 4 4 

válida paraRe entre 9370 e 221200, com erros inferio 
res a 11%. o parâmetro inteiro m pode também ser reava 
liado. Fazendo n = O em (18), obtem-se, para -
K = Uffiax/üm~ 2m= (0,667 Ks-1)/(1-0,667K). Os valores 
de m assim calculados se mantiveram dentro da preVlsao 
de Pai. Assim, para toda a faixa de Re da tabela 2, 
m ~ 1,40 s. 

A figura 3 mostra o perfil turbulento de velocida 
de paraRe= 17100, calculado pela equação (18).Nota-se 
a boa concordãncia com os resultados de Page et al.[7] 
em toda a extensão do canal. Também está indicado o per 
fil laminar de Couette, para comparação. -
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As distribuições das difusividades turb~lentas do 
momentum e do calor para ar com Re = 9370 estao mostra 
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das nas figuras 4 e 5 e foram calculadas pelas equações 
(19) e (15), respectivamente. A f1gura 6 mostra, final 
mente, a distribuição do número de Prandtl turbulento~ 
Nas figuras 4 e 5 vê-se boa concordância com os resulta 
dos experimentais junto às paredes do canal, havendo ai 
guma discrepância apenas na região central. Alguns auto 
res indicam a existencia dy um valor mâximo das difusi 
vidades turbulentas paralnl~ 0,4. Os pontos experimen 
tais da figura 6 foram obtidos por meio de quocientes
entre dados da referência [8] e este procedimento ãs 
vezes amplia os erros decorrentes das medidas. 

16 

~ 

: t 1;:601 I IE 
2 

l O 

e 

6 

4 Re ·9370~
Pr = 0, 71 0 Paoe et ai 

2 

o ~--~~~~--~--~0.2~--~~--~---L--~ 
o 0,2 0.4 0.6 7'/1,0 o 0.2 0.4 0,6 7l 1.0 

Pigura 5.Perfil da difusivi Figura 6.Perfil do número 
dade turbulenta do de Prandtl turbu 
calor lento 

CONCLUSOES 

Pode-se, a partir do estudo ora desenvolvido, ti 
rar algumas conclusões de carater geral: 

1. ~possível determinar distribuições contínuas e sua 
ves de velocidade, temperatura e difusividades turbu 
lentas a partir das equações de conservação e sem in 
troduzir aproximações do tipo da distrih1rição logarít 
mica de velocidade. -
2. O procedimento propos~o por Pai [3] pode ser esten 
dido a outras equações de conservação e a configura 
ções de escoamento mais complexas [5). -

3. ~ possível aplicar os resultados deste trabalho a 
outros problemas com condições de contorno térmicas di 
ferentes e mais complexas. 
4. A hipótese de número de Prandtl turbulentounitári~ 
usualmentP. encontrada na literatura, ê inconsistente 
com os resultados obtidos neste trabalho. 
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SUMMARY 
The. oJtga.n.ize.d motioYL6 .út :t.he. ne.aA 6-{.etd oó a. .twr.bui.e.nt pR.a.ne. je:t undeJt pvúocüc 

con..tlto.Ue.d a.cou.6tic e.x.~n ha.ve. be.e.n .{.nvutiga.:te.d v-i..6UJLU.y a.nd e.xpeJ[..{.me.nta..uy by 
me.a.YL6 oó ~mok.e.-w-iAe. a.nd ho.t w-iAe. .te.chn.iquu. ln .th-i..6 woJtk. .the. S.tJtouhal. NumbeJt va.Jt.{.e.d 
6JtOm 0.15 .to 0.60 (Re.ynol~ NumbeJt Jta.rtg.{.ng 6Jtom 29800 .to 6750) a.nd .the. .time.-de.pe.nde.nt 
a.cou.6tic e.x.~on va.Jt.{.e.d 6Jtom O. 5% .to 49. 0%. 1.t hM be.e.n óound :t.ha.:t :t.he. óunda.me.ntal. 
compone.nt a.:t.ta..{.YL6 ili ma.x..ún.ún óoJt S.tH = O. 78 a.:t x/H = 4. O, al.ong .the. ce.nteJt line.. Flow 
v-i..6ual..{.za.:tMn JtUui.ü pltove.d .to be. a. VVl!f poweJtóul .te.chn.ique. hetp.{.ng .the. unde.M.ta.nding 
oó :t.he. comple.x. ólow ~.tJtuc.twr.u. 

lNTRODUCTION 
Regardless sophistication in both experimental 

and theoretical advances, turbulance is still one of 
the unsolved areas in physics. Most flows occuring in 
nature are turbulent. The use of the Navier-Stokes 
equation is well accepted to describe the evolution of 
one particular realization of a turbulence flow. The 
nonlinearity of this equation and the averaging 
procedures used resul ts in more unknowns than governing 
equations. Most "closure" attempts, which consist of 
introduction of hypotheses relating various statistical 
properties of the flow, have not been very successful. 
Experiments have significantly advanced the knowledge 
of details of the structure of turbulent flows. Hot-wire 
and flow visualization techniques are of great 
importance in the study concerning turbulent shear 
flows possessing a remarkable degree of organization. 
Free shear flows constitute a class of turbulent flows 
and need to be investigated before more complex flows 
of practical engineering interest can be tmderstood. 
lncompressible, isothermal free shear flows, of great 
technological importance, is yet a simpler flow and i s 
the topic under investigation. 

lliEORETl CAL FI.JNbAMFNíS 
f1 ! 

ln a periodic turbulent flow, an instantaneous 
randorn signal, g(t) ata given point in space can be 
looked upon as the sun of three quantities [1] 

g(t) = g + g(t) + g'(t) 

where g denotes the mean value, g the instantaneous 
value due to periodic disturbance and g the 
instantaneous turbulent fluctuation Obviously in a 
conventional turbulent flow, the variable g is , absent. 
The above de cornposition is an extension of the 
conventional rnodel proposed by O. Reynolds where a 
turbulent signal is simply decornposed as the sum of a 
long time average signal plus a fluctuation cornponent. 
This decornposition technique has successfully been 
adopeted by many investigators. The time average g is 
defined as T 

g = lim + f g(t) dt 
r-- o 

When there is a periodic component in a turbulent 
flow the identification of the mean, wave and turbulent 
fields requires introcution of the phase average as 
suggested in [1], and defined as 

N 
<g(t) > = lim ~ L g(t+nT) 

N-1-<» n=1 

where T is the period of the disturbance. 
The background turbulence is assuned to be random 
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and its contribution to the phase average of a large 
ensemble is, therefore, zero < g > = O.Asa consequence 
of the definitions of time and phase average, it follows 
that the background turbulence and the periodic 
disturbances are uncorrelated. Using the time and phase 
averages, one can show that g(t) = <g> - g. Based upon 
this mathematical formulation the lock-in analyzer 
provides the rms value of the fundamental component of 
the overall turbulence signal. 

EXPERIMENTAL SEr UP 

An open circuit type wind tunnel discharging air 
through (B=0.385 rn, H=0.029 m, B/H - 13) was used. The 
slit is vertical and the jet discharged into an empty 
space. The tunnel consisting of a series of 
independently replaceble wooden modules equiped with 
flow straighteners, was driven by a 750 watts air 
blower running at 3450 rpm. Room air at approximately 
standard conditions was supplied, and by means of 
replaceble plates one could produce flow variation. 
(Center line exit velocity varying from 3 to 15 m/s). 
The contour of the nozzle was chosen to follow a third
order plynomial having zero first derivative6end 
conditions. All data have been taken using 4x10- m 
tungsten hot-wires at an overheat ratio of 1.4. A DlSA 
55M series constant temperature anemometer/linearizer 
system was used for processing the hot-wire signal. 

The output signal frorn the turbulence processor 
was fed into a TWO PHASE VECTOR LOCK-lN-ANALYSER (LIA) 
to read phase and amplitude of the fundamentalcomponent 
provide the RMS amplitude and the phase of the 
respective component of the input signal at the sarne 
frequency as the reference sin~oidal signal. ln the 
COJ1t~t of the present work, Ufe denotes the fundamental 
c9mponent uf measured at the jet exit, Ue denotes the 
normalizing factor taken as the mean velocity also 
measured at the jet exit. 

ANALYSlS OF THE RESULTS AND CONCLUSlON 

Figures 1a and 1b summarize the turbulence 
rneasurements perfonned in the turbulent plane jet, for 
a fixed value of the Strouhal Number (StH = 0.18; RH = 
= 2Z400) and different acoustic forcing levels Ctife/Ue = 
= 0.5, 1.0, 1.5 and 2.5%). These figures show the 
distribution of the fundamental component uf_, educed 

from the normalized longitudinal coordinate xfli. Fig. 1a 
covers the region x/H< 2, defined as the "near-region 
flow", in the context of the present work. Fig. 1b 
covers a larger domain up to x/H = 10. According to 
Fig. 1a (StH = 0.18; x/H < 2) one concludes that as the 
normalized amplitude (ufe/Ue) of the ti~e-dependent 
acoustic forcing wave increases, the measured uf values 
also become larger. Physically this means that the 
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mean flow and the acoustical perturbation are loosing 
energy in a sinchronyzed manner to the funda~ental 
component. 

Fig. 1b, shows the sarne trend as Fig. 1a however 
only up to about x/H = 4, where the measured uf reach 
the maximum values, for all different "low'' forcing 
leveis investigated. The corresponding values of the 
peaks associated with the uf distributions seen in Fig. 
1b reproduces, verv closely, those values reported in 
[2]. The excellent agreement can be considered as a 
strong test of consistency once both works, developed 
in different laboratories, had been developed under 
quite different conditions (eg: the noz zle aspect ratio 
used in [1] was B/H = 44). Experimental difficulties, 
associated with limitation on the experimental appáratus 
did not allow data to be taken for acoustic forcing 
leveis greater than 7.2% when the Strouhal Number was 
kept at 0.18. The power delivered to the loudspeaker is 
proportioral to the product (ufe • Ue). 

Since Ue 1s kept constant in order to keep StH = 
= fH/Ue = constant (f = 70 Hz and H = 0.029 m, are also 
constants) one can conclude that there exists a maximum 
value of ufe for a given StH and a certain power levei. 
ln the definition of the Strouhal Ntunber f is the 
frequency of the perturbation (70Hz in this work,which 
is the dominant resonant frequency identified in the 
cavi ty) ·, H is the j et width and Ue is the j et mean 
velocity measured at the nozzle exit. 

ln order to obtain high excitation amplitude to 
disturb the jet one is forced to incr ease the Strouhal 
Ntunber . 

Fig. 2 ilustrates data taken in the region 
x/H< 2.0 for S~ = 0.60 l% = 6750) , and acoustic 
f orcing varying from OS to 10%. Fig . 2 shows many 
e:xperiments . Lets first consider only the "low" forc ing 
levels (0 .5% to 2.5%) seen in this f igure. lt is worty 
considering the draroatic change in the fundamental 
component of the turbulence flow structure when, for a 
given f orcing level, one changes the Strouhal Number . 
Notice that there exist a "valley" in this plot 
corresponding to the larger Strouhal Number, StH = O. 60 , 
not seen in the corresponding tlow Strouhal Number . 
Considering all the data in Fig . 2 one may appreciate 
the strong effect caused by the level of the acoustic 
forcing on the rms value of the fundamental component 
~· Around x/H= 1.0, StH = 0.60, the tif/Ue value 
increases from 0.008 to 0.1 when the forcing level only 
changes from 0.5 to 10%. 

lf the Strouhal Ntunber is 
StH = 0.60 and the forcing level 
increase even further up to 49% 

kept constant, 
is allowed to 

about the same 
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behaviour is observed (see Fig. 3). 

20 

Analysis of similar results for StH = 0.18 and 
S!H = 0.60 could suggest that somehow, the Strouhal 
Ntunber seems to set the shape of the uf distribution 
while the levei of the forcing would change the 
magnitude of the u}/Ue values. ln reality this is not 
quite so. A carerul analysis of much more data 
available elsewhere [3] shows that the "valleys", which 
seems to appear around StH = 0.25, are also affected by 
the levei of the intensity. 

From Fig. 4 it is clear that, for StH = 0.25, up 
to ufe/Ue = 6%. The u}/Ue distribution increases 
monotonically with x/H Õut beyond this forcing levei a 
"valley shaped distribution" is noticed. As mentioned 
the Strouhal Number (fHIUe) was obtained by selecting 
different nozzle exit mean velocity which implies in 
different Reynolds Ntunber C% = Ue H/v) . As a resul t 
it becomes difficult to isolate any individual 
dependence of the Reynolds Ntunber. Current ongoing 
research, where the Strouhal Ntunber is varied by means 
of a change in the frequency f (H and Ue kept constant) 
is in progress. lt is important however to realiz,e the 
experimental difficulties which arise from the choise 
of the frequency , since the frequency might be selected 
from the resonant frequencies of the cavity, in order 
to produce high values of ufe· 

Physically the presence of the above mentioned 
"valley.s" associated with the distributions of the 



10
3 

Uí X 10) 

StH•U60 !ai 

ue 

L Jf ., 

~ l~ ~tl . ~ I> 
., 
• ., 

ii ~~rt ii ii ii ii • a ~ 
10

2 ii ~ e • a 
o • o 

o• • ~ • o o • • 
~ 

• • o 
,fJ u ~ 

e 
•150 01.0.0 
o2UO 141..0 
•26.0 1149.0 • 
Olll.l 
tJ60 o 

10
1 

o 0.5 1.0 1.5 .!. 
H 

Fig. 3. Distribution of uf vs. x/H (StH = 0.60) 
x/H ~ 2.0 ; 15% ~ ufe/Ue ~ 49% 

2.0 

fundamental component of the overall disturbed 
turbulence signal, is direttly associated which the 
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derivative dhf/dx which seems to suggest a sort of 
regeneration mechanism taken place. Thus, this paper 
describes the response of the planar turbulent jet to 
"low'' and "high" acoustic perturbation, clearly 
demonstrates that the disturbance level actually play 
an important role. 

Fig. 5 is an "envelope plot" of the uf 
distribution corresponding to the lowest (S~ = 0.15 ; 
~ = 29800) and highest (StH = 0.60 ; ~ ~ 6750) 
Strouhal Number investigated [3]. Available data 
concerning u} distribution for StH = 0.15 (~ = 29800) 
and StH = 0.18 (~ = 22400) display a minor difference 
in behaviour. This figure summarizes all data concern
ing a f~rcing level ranging from 0.5% to 7.2%. This 
forcing range was selected accordingly to the available 
StH = O . 1 5 da ta. This compac t forma t of o r gani z ing the 
results proved to be a very powerful tool of analyzing 
a large amount of data. 

ln addition of quantitatively analyzing the 
turbulent plane jet, smoke-wire flow visualization 
tests were performed in order to provide a better 
understanding of the complex turbulent transport 
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mechanisms involved. 
Fig. 6 ilustrates a turbulent shear flow, forced 

at ufeiUe = 40% for StH = 0.60. This figure clearly 
pictures the flow field showing the complex vortex 
interaction mechanisms and the different regions 
concerning the vortex rool up, the mixing layer and 
the region when the vortices actually break down. 
Comparison between quantitative and qualitative results 
lead to interesting results. Notice, for instanc~that 
for StH = 0.60 and forcing ufe/Ue ~ 40% (see Fig. 3) 
the maximum Uf/Ue value occurs around x/H= 1.0 which 
coincides in Fig. 6 with the region where a very strong 

r:m 0.5 t .;: .r;: .;: 7.2'1. : s\i= or.o 
e 

!mi 0.54 <. ~ < 12 t ; Sk0.1S 

1.0 1.5 ..L 
H 

2.0 

Fig. S. u:f operable domain for StH = O. 15 and StH = 0.60 

vortex formation takes place (very closely, the center 
of the vortez nearest the jet exit is located at about 
x = H). Undoubtedly, the technique of flow 
visualization wil significantly enhance the 
understanding of turbulent shear flow. 

A careful uncertainty analysis on measurements of 
turbulence components indicated that the fundamental 
ufe mea:surements were obtained within 8%. Themean flow 
was measured within 4% [4]. 



148 

Fig. 6. Smoke-wire visualization of the turbulent 
shear flow (StH = 0.60 ; ufe/Ue = 40%) 
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INfRODUCfiON 
The complex mechanisms associated to the 

instability and transition of plane and circular jets 
have extensively been investigated by theoretical and 
experimental means. Hussain I 1 I , in a unique 
outstanding paper, describes about the nature and 
significance of large-scale coherent structures in 
turbulent shear flows. ln this recent paper (1983), 
almost three hundred scientific papers concerning 
turbulence have been quoted. Surprisingly, none of 
this works deal with the complex phenomenon related to 
the response of a plane turbulent air jet under the 
effect of high intensity artificial excitation, and 
many of these flows have already proved to be of gr~t 
technological importance. 

Regardless the significance of turbulence in most 
natural an technological flows, the rise and fall of 
ideas concerning turbulence research and despite 
dedicated efforts towards understanding of the complex 
mechanisms, turbulence persist as one of the least 
understood areas of the natural sciences. Experimental 
techniques still constitute on of the most powerful 
tools used to extend the understanding of the complex 
turbulent transport mechanisms. 

• • • EXPERJMENI'AL ARRANGIMENT 

Experimentais were conducted on a jet issued 
from a rectangular slit (B = 0.385 m; H = 0.029 m) 
having an aspect ratio of about 13. The general layout 
is shown in Fig. 1, together with the necessary 
nomenclature . As pictured, upstream of the flow nozzle 
exit, the flow was artificially excited. For the 
artificial excitation of fluctuations in the flow, 
a 100 watts audio amplifier/ loudspeaker system 
excited by a signal generator ( periodic sinusoidal 
signal) was attached to the wind tunnel settling 
chamber, normally to the flow direction. Therefore, the 
flow was acoustically distnrbed and the intensity of 
sound was uniform throughout the test section. Results 
of a linear spectral analysis revealed that for a given 
power used (~ 100 watts), 70Hz was the resonant 
frequency, identified in the jet cavity, ~1ich 
induced the larger value of the turbulence u't (u't is 
the rms value of the streamwise turbulence fluctuating 
signal). 

Turbulence information as well as mean velocity 
distributions at the slit plane were obtained by means 
of a thermoanemometer hot-wire system. The sensing hot 
-wire element was a gold ended platinum plated tungsten 
wire, 4 ~m in diameter and about 1.5 mm in length. 

The rms amplitude and phase of the fundamental 
component in the velocity signal in the j et were 
determined by a Two Phase/Vector Lock-in-Amplifier(LIA) 
to which the function generator driving the speaker 
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provided the reference signal. To measure high wave 
amplitude, the signal from th~ linearizer/anemometer 
system was fed to a turbulence processar (atenuator). 
The value u' fe concerning the filtered of the exci tation 
signal, consists of the true rms value overall 
disturbed turbulence signal which is directly provided 
at the LIA output. The streamwise, transverse and span
wise coordinates are represented by x, y and z 
respectively, as shown in Fig . 1. All data reportedwere 
obtained in the x-y plane i.e., midplane (z = 0). ln 
the calibration the velocity vector was parallel to the 
axis of the probe, whereas in the flow field the 
entrainment mean velocity vector was perpendicular to 
the probe axis . Sato III showed that the transverse 
velocity component V is rather small compared with the 
streamwise component U, except at the edge of the jet. 

EXPERIMENTAL RESULTS 

An experimental study was performed to obtain the 
response of the near field of a plane turbulent air jet 
at various Strouhal numbers StH = fH/Ue and different 
leveis of the exit excitations u'fe/Ue. 

As it was exaustively showed by independent works 
I 1,2,3 I the influence of the acoustic excitation is 
more pronounced in the shear layer than is along the 
centre-line of the jet. ln this paper atention will be 
confined exclusively in the shear layer region. Turbu
lence structure measurements were performed at the 
locations (x, YO.s) where xis the streamwise distance 
measured along the longitudinal axis and YO.S denotes, 
for each x location, the position where the local un
perturbed mean velocity is 50% of the unperturbed mean 
velocity measured along the x axis, at the sarne x value 
i. e., for the present paper "shear layer" is understood 
to be the ge.ome..t!t-<.c toe~ defined by the unperturbed 
flow field where U/Uc = 0.5 (in the scientific litera
ture also denoted by "half breadth"). The Strouhal 
Number StH = fH/Ue was varied by changing the wind 
tunnel air speed, Ue . Except for the Ue value, in the 
present work the other parameters defining the Strouhal 
Number are kept constant, f = 70Hz and ~ = 0.029 mm. 
ln this sense the Strouhal Number is also an alte-:native 
measurement of the Reynolds Number based upon the width 
of the jet slit. Nine different flow regimes were 
investigated (see table I). As explained in 121, for a 
given power delivered to the loudspeaker, the forcing 
level u'fe/Ue is restricted to a certain maximum 
value. Table I also summarizes the forcing level range 
corresponding to each StH tested. 

Fig. 2 (a and b) show the normalized unforced rms 
longitudinal turbulence velocity fluctuation u'/Ue 
distribution along the normalized distance away from 
the jet exit, for differente flow regimes. Figure2a 
shows the region x/H < 2.0 while figure 2b shows a 
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Figure 1. The plane air jet artificially excited and the data acquisition system 
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Figure 2. Unforced turbulehce measurements: (a) O ::; x/1-l ::; 2.0 (b) O ::; x/H ::; 10.0 
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larger domain, i . e., x/H< 10 .0. Notice the importance 
of figure 2b to better visualize the behaviour of the 
turbulence distribution in the very near region. As 
seen, the effect of the Reynolds Number ( Strouhal 
Nuni>er ) is remarkable. Physically the unperturbed 
turbulence distritutions, for the different regimes 
given in Fig. 2, are very important in order t o state 
the initial condition of the unforced free shear layer 
stablished at the jet exit plane. Although there is, as 
yet, no consensus on the measures necessary to precisely 
identify, the initial condition 141, very likely, there 
is no such a unique list of important physical 
pararneters. This figure also provides the base- line 
data set for comparison with the corresponding forced 
cases . For the sake of comparison similar data concer
ning the sarne flow regimes (therefore the sarne StH 
range) are presented in Fig . 3 but for a very "low" 
forcing level u ' fe/Ue = 0.5%. As seen almost none 
effect seems to be present (although the sarne behaviour 
can be appreciated also in the whole region O < x/H <lO. O 
I 2 1. dueto space limitation one have only included 
data concerning the expanded region x/H < 2.0, the 
subscript "t" in u't denotes total turbulence been 
measured; i.e., turbulence in presence of the time
dependent acoustic perturbation forcing the jet . 

Fig. 4 shows the effect on the turbulence of a 
"moderate" forcing level, u'fe/Ue = 7.2% . It is ~rthy 
comparing the sensitivity of the turbulence intensity 
on the level of the forcing u ' fe/Ue. Figures 3 and 4, 
both for x/H < 2, show different behaviour for the sarne 
StH range studied. Probably this comparison could be 
used as a criterion to define what sould be meant by a 
"low" or "moderate" forcing level. 

Fig. 5 is an envelope-kind plot surmnarizing all 
turbulence data shown in Figures 3 and 4, corresponding 
to the "low" (u'fe/Ue = 0.5%) and "moderate'' (u'fe/Ue = 
7. 2%) forcing levels, for all S!H investigated. 
Considering that the unforced and the 0.5% forc~d 
turbulence data sets are almost the sarne (compare Fig. 
2 and Fig. 3), one can also refer to Fig. 5 as the 
actual effect of a moderate forcing on measurements of 
the normalized rms longitudinal turbulence fluctuations 

~ 0.15 ~ 5tH " 0.60 ~'72 u. 

~ O 1 5" StH " O 60 ~'05% 
Ue 

Figure S. Operable domain concerning measurements 
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Fig 6. Forced turbulence measurements showingturbulence 
supression. 
(a) O< u'fe/Ue < 6.0; (b) 7.2 < u'fe/Ue < 40% 

One should be very careful when analysing this 
normalized plots, e.g., the overlap region in Fig. 5 
not necessary implies the sarne value of the fluctuating 
turbulence velocity u't since the scaling factor Ue is 
different for each Strouhal Number. If one really 
desires to compare absolute values of the turbulence 
velocity fluctuation, one should compare data at the 
sarne Strouhal Number, StH. Fig. 6 (a and b) show the 
normalized streamwise turbulence component u't/Ue for 
StH = 0.50 and seventeen different forcing levels while 
Fig. 6a. slimmarizes the turbulence data concerning the 
forcing levels 0.5% < (u'fe/Ue) < 6.0, Fig. 6b shows 
larger forcing levels, 7.2% < (u'fe/Ue) < 40%. Both 
figures display for comparison (solid lines), the 
corresponding unforced turbulence data. Using the 
criterion defined, a forcing level u'fe/Ue = 40% should 
be considered a "high forcing level"; e.g., for StH = 
0.50, while u'fe/Ue = 7.2% increases the u't/Ue value 

(at x/H = O) by a factor of 3.10, a forcing of 40\ 
increases the turbulence u't/Ue by a factor of 8.~This 
comparison emphasizis the strong effect induced by the 
forcing on the turbulence. Similar data concerging the 
region 2.0 < (x/H) < 10.0, are available, elsewhere 121. 

CONCLUSIONS 
Similarly to what have been reported by Hussain 

and Thompson I 5 I , both, the mean and the turbulence, in 
a plane air jet were not affected by the low-amplitude 
periodic acoustic perturbation. Hussain and Thompson 
restricted their investigation to u'fe/Ue = 1.4% for 
0.15 < s~ < 0.60. Moderate and high amplitude forcing 
levels clearly proved to dramaticaly affect the 
turbulence structure, ma:inly in the near flow region up 
to about x/H < 1.0. 

As seen in Fig. 6, surprisingly, one can conclude 
that for S~ = 0.50 and for 0.4 <x/H< 1.4, the effect 
of external excitation artificially induced in the flow 
field, a complex mechanism of turbulence suppression 
takes place; i.e., the turbulence intensity u'f asso
ciated with the forced jet is actually smaller (-uSO%) 
than the corresponding unforced turbulence. Physically 
this curious phenomenon seems to be related to the 
shear-layer instability and inhibition of vortice 
pairing of the shear-layer structure described by Za:man 
and Hussain 161. Similar suppression mechanism via 
controlled excitation has been observed in circular 
jets. Other components of turbulence and the Reynolds 
stress also show similar suppression 16,71. Somehow, 
suppression seems be a direct consequence of earlier 
transition, induced by the excitation of the shea~layer 
vortices which otherwise naturally grow to larger sizes 
and survive for larger distances away from the jet exit. 

TABLE 1. Jet Characterist Pararneters 

Ue(m/s) 
UêR 

StH 
fH %=- = Ue - \) 

13.5 29796 0.15 
11.3 --.- .--.- _,...._ . 22429 t ,...__-......... ~ 0.18 
8.1 16078 0.25 
6.8 13497 0.30 
5.6 11115 • 0.36 
5.1 10123 .;,.:-.~. 0.40 
4.5 8932 . ...... 0.45 '"C!:.: 4.1 8138 {_ -;ç .. 0.50 
3.4 6748 0.60 
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PaJta. o c.â.ic.uio de. e..6ÓOI!.ç.o6 em .tubuia.ç.õu 6ujú:tfu, a óotáu dup!l.U6wúzaç.õu, de. 
6e.nvoive.u-6e. o p!tog~a de. c.omputado~ TUBFORC/NR1, o qual ~anã 06 hi6tô~c.o6 di6 
p~~e.dadu hidAodinâmic.a6 g~ada6 pelo p!tog~a TRAC/PV2. O p~og~a due.nv0ivido 
6oi v~á,[c.ado c.om 6o~ç.a6 c.aic.uiada6 pelo pMg~a FORCE, da KWU, paJta. o p~toje..to da 
U6ina de. AngM 11. E6.:ta.6 ÓOI!.ç.a6 c.oMtam do ~e.ia..t.Õ~o de. Anâ.ii6e. de. Ac.ide.n.tu da Uú
na C-Ua.da. 

INTRODUÇÃO 

O presente trabalho é uma contribuição ao desenvol 
vimento de uma metodologia de cálculo dos esforços h~ 
drodinâmicos em tubulações sujeitas a despressurizaçõe& 

Este estudo é importante no que se refere ao di
mensionamento de estruturas que suportam as tubulações, 
em centrais nucleares . Tais estruturas devem ser dimen 
sionadas para suportar os esforços produzidos em caso 
de ruptura da linha de escoamento, além de outros es
forços externos . A partir dos esforços hidrodinâmicas 
se faz a análise de tensão para uimensionamento das es
truturas. 

Com este intuito, desenvolveram-se os modelos para 
o cálculo dos esforços num sistema de tubula~ão, tendo 
como base os trabalhos de Strong e Bashiere 1

5 1, e ou
tros trabalhos relacionados na mesma referência. A par 
tir destes modelos desenvolveu-se o programa de computa 
dor TUBFORC/NRl 113 1. Posteriormente, verificou-se este 
programa com a análise de esforços no circuito primário 
da Central Nuclear Almirante Alvaro Alberto - Unidade 2 
(Angra II) realizada pelos ~rofamas de computador LECK 
e FORCE (pertencem a KWU) I •9 

· 

MODELO MATEMÁTICO 

Equação Geral. Da análise do volume de controle 
genérico da Figura 1, obtem-se as forças que o fluxo 
de fluido exerce sobre a parede do volume. 

u1 • u2 - velocidad e nas seções 1 e 2 

- pressões nas seções 1 e 2 

- tensão normal 

- tensão cisalhantc. 

]-. 
' 

2 

Fig. 1 - Volume de controle genérico. 

F = fJ s p it dsw + I t :t dsw 
w w 

onde, 

P - tensão normal 

:t - tensão cisalhante 

O primeiro termo é a contribuição da tensão nor-

153 

mal, devido a pressão hidrostática, e o segundo termo 
é a tensão cisalhante, devido ao atrito. 

Da equação da quantidade de movimento escreve-se a 
força atuante no interior do fluido: 

Ff = ;t III P U dV + II 01 (p U it)l dsl + 
V gc s gc 

1 

+ II U2 (p u it) 2 ds2 12 .3 , 5 , 71 (2) 
s gc 

2 
onde, 

p - densidade do fluido 
gc - fator de conversão de unidade 

V - volume 
s1 ,s2- áreas das seções 1 e 2 

Nesta equação o termo da derivada representa a ra
zão de variação da quantidade de movimento no interior 
do volume de controle, e os outros termos são a taxa de 
fluxo da quantidade de movimento através da superfície 
de controle. 

Ainda existem as forças sobre o fluido, e as for
ça~ devido a pressões p1 e p2 nas seções de entrada e 
salda: 

F = - II p n dsw- II :t dsw -f 
sw s w 

II pl rrl dsl -
51 

II P2 it2 ds2 
s2 

II I v P g~ k dV 12.3•5·71 (3) 

onde, 

g - acele~ação da gravidade 
p

1
,p2- pressao 

+ n - vetor normal 
+ 
k - vetor direção da aceleração 

Combinando as equações (1, 2 e 3) obtem-se a equa
ção da força total sobre a parede do volume: 

F = ;t III pu dV +II IPl ni + ~1 (pu it)lldsl+ 
Vgc s

1 
c 

II 
+ u2 + + I + IP2 n2 +-- (pu n)2 ds2 + 

s gc 
2 

+ JJ J V P g: k dV 11 , z .3 , 4 , 71 ( 4) 
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Nesta equação as velocidades e derivadas são obti
das em relação ao volume de controle fixo no espaço iner 
cial. As integrais de superfície são integradas nas su 
perfícies de entrada e saída, enquanto as integrais de 
volume são efetuadas em todo o volume . 

Método de Solução. Considerando que: 
- As forças serao calculadas a partir dos históricos das 

propriedades geradas por programas de com.Putador ter
mohidráulico, como RELAP4 1

11 I, RELAP5 1
12

1 e TRAC 1
1 0 I ; 

- As propriedades densidade, velocidade e fração deva
zio são constantes na seção de área; 

- No volume de controle as propriedades serão represen
tadas por valores médios; 

-O fluxo ê unidimensional, na direção do eixo da tubu
lação; 

- O sistema de coordenadas é tridimensional; 
- Densidade, velocidade e fração de vazio dependem so-

mente do tempo, no volume considerado . 
Não existe a preocupação de convergência, pois o 

objetivo ê discretizar as equações para utilizar os da
dos discretos, gerados por algum programa de computador 
de análise termohidráulica. Então, aplicando-se o mêto 
do de diferenças finitas avançada no primeiro termo da 
equação (4), tem-se: 

"F = { I"Pf uf CI 
w t t 

... 
-a)+"P u al..-

t st st t 
... u - 1,1 + ps S at+l ~g (5) 

t+l t+l c 
I"Pf u CI-a ) 

t+l ft+l t+l 

Fw 

FB 

FG 
f 
s 

.,... ->2 

-;~; '"'f Uf 
rB = lP + t t t g c 

Cl-at) + p u2 ati ... s s g n 
t t c 

... - ... 
FG = IPf CI-a) + "P a I ~ .t 

t t st t gc 

- Força de Onda 

- Força "blowdown" 

- Força de Gravidade 
- Fase líquida 
- Fase vapor 

A - Área de seção do VC 
i - Comprimento do VC 

MJDELO OOS ELEMENTOS DE UM SISTEMA DE TUBULAÇÃO 

(6) 

(7) 

Análise das Forças na Curva. A força de onda atua 
no prolongamento dos eixos, dirigida para fora da cur
va . A força "blowdown" atua nas extremidades dos 
segmentos da curva, na direção do vetor unitário de á
rea. Assume-se velocidade constante na curva. 

Da Figura 2 tem-se as componentes da força de on
da e "blowdown". 

Fig . 2 

01,02 
<PI 
1,2 

8 1·, 9z-4NG . HORIZONTAIS 

.0'1 - ANG . VERTICI.L 

1 1 2 -PLANOS VERTICAIS 

Representação das forças em uma curva. 

- ângulos horizontais das pernas 1 e 2 

- ângulo vertical da curva 
- planos vertical e horizontal 

onde 8 = <P/2 

Fwx = Fw(cos 8 cos ~) (S) 

F = F (sen 8) 

~ 
(9) wy w 

0 
Fwz = Fw(sen 2 cos 8) (lO) 

FBx = FB
1

(cos 01 cos<P1)+FB
2

(cos 02 cos <P2) (11) 

FBy = FB
1 

(sen <P1) + FB
2

(sen <P 2) (12) 

FB
2 

= FB
1 

(cos <1>1 sen 01)+FB
2

(cos <1> 2 sen 02) (13) 

Análise das Forças numa Tubulação Reta. Em segmen
to reto calcula-se a força de orida para cada volume de 
controle, e a força "blowdown" na primeira e Última fun 
ção do segmento. -

Componentes da força de onda: 
N 

F = L F (cos <P cos 0) ~·, (14) 
wx i=l wi 

N 
F = L F (sen <P) 
wy i=l wi 

(15) 

N 

Fw = iii Fw. (cos <P sen e) 
z l. 

(16) 

Componentes da força "blowdown": 

FB = (FB + F~ 
X 1 +1 

) (cos <P cos e) (17) 

(18) FB = (FB + F~ ) (sen <P) ' y 1 +1 

FB = (FB + F~ 
z 1 +1 

) (cos <P sen e) (19) 

Análise das Forças em uma Conexão 

Tubo Secundár io 

FsN+I 

T ubo Prima'rio 

Fig. 3 - Forças em uma conexao . 

Para o cálculo das forças numa conexão considera
se o modelo proposto pelo programa de computador TRAC/ 
PD2 1

1 0 I· Calculam-se as forças nos segmentos primá -
rio e secundário, e somam-se as forças no volume de con 
trole da conexão dos dois tubos. -

Tubo Secundário 
- Força de onda: 

' 
Fw = F (cos <P cos 0 ) ·~ ,• 

(20) 
XS WS S S ... " -t" . r-r 

Fw = F (sen <P ) 
ys ws s 

: - ·~.-;o,.., (21) 

Fw = Fw (cos <Ps sen 0s) LI-.. (22) 
zs s 

Força "blowdown" -
FB = FB (cos <l>s cos 0s) )~ ._:~ '"~:..,.__ ~ (23) 

X S 1 • <· 1 
FB = FB (sen <P s) 

I .o. ;~ r" J, "f (24) 
ys 1 

FB = FB (cos <P sen 0 ) 
zs 1 s s 

(25) 



Tubo Primário 

- Força de onda até o v.c.r. : 
T 

Fw L Fw (cos <P cos e ) (26) 
xp i=l i p p 

T 
Fw L FW (sen <P ) (27) 

yp i=l i p 
T 

Fw L Fw (cos <P sen e ) (28) 
zp i=l 

i p p 

-Força de onda após o V.C.T.: 

N 
Fw L Fw c cos <1> cos e ) 

xp' i=T+l i p p 
(29) 

N 
Fw L Fw (sen <1> ) 

yp' i=T+l i p 
(30) 

N 
L Fw (cos <1> sen e ) 

i=T+l i p p 
(31) 

- Força "blowdown": 

(32) 

(33) 

(34) 

Força Resultante. Em cada curva somam-se as for
ças do segmento anterior com as fc-rç~·~ da curva conside 
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Na Figura 4 apresenta-se um esquema simplificado 
de uma das pernas quentes do circuito primário da Usina 
Nuclear de Angra II , e indica-se o local da ruptura e o 
segmento analisado. Na Figura 5 representa-se o segmen 
to e suas características geométricas. -

Inicialmente, o fluido é água subresfriada a 
1,538 x 104 PA, e como não se obteve informação sobre 
a distribui~ão de temperatura, considerou-se a tempera
tura de 599 K em toda perna quente durante os 0,25 se
gundos de acidente. 

Nas Figuras 6 e 7 estão representadas as curvas 
de vazão e pressão nos volumes 1 e 3, estas curvas fo
ram geradas pelo programa LECK 1

2
1 e R?steriormente fo 

ram utilizadas pelos programas FORCE I I e TUBFORC/NRI 
para o cálculo das forças. Na Figura 8 representam- se 
as densidades retiradas da tabela de propriedades termo 
dinâmicas da água subresfriada, de acordo com as condi~ 
ções citadas anteriormente. 

I 2.8748 ... 

B .... lr.L-1 ______ b>-r 
K· v. rrontol 

10,700 e 
V. Swre"or 

Fig. 5 - Representação do segmento analisado. 
• :.-------------~~---------. 

rada. Desta forma estas forças serão úteis na análise 1 
de tensões. A força resultante é calculada da seguinte 

1 fonna: 

FR = ICFW + FB )2 + (FW + FB )2 + 
X X y y 

+ (F + F )2 11/2 
Wz Bz 

(35) 

Com estas equações desenvolvidas anteriormente,es 
creveu-se o programa de computador TUBFORC/NRl 1

13
1 em 

FORTRAN. 

APLICAÇÃO DO PROGRAMA DE COMPUI'ADOR TUBFORC/NRl 

Foi difícil a verificação do programa de computa
dor TUBFORC/NRl, um dos motivos foi a escassez biblio -
gráfica, e ainda os trabalhos disponíveis não forneciam 
condições para uma verificação confiável. Estes proble 
mas desapareceram com o fornecimento do relatório de a~ 
nálise de acidente do projeto da Usina Nuclear de Angra 
II, de autoria da Kraftwerk Union, pela NUCLEN. 

Descrição da Verificação 

St'Qmrnto 
Ar~ol~&odo 

R•otor 

Bombo 

Guodor .. 
l/opor 

Fig. 4 J Representação simplificada do circuito analisa 
do 

1.1) • . u . ... 
H"f'O t! ~:ID[Jít[ IHGl •lO '' 

Fig. 6 - Históricos de vazão. 

•, M 1· \1 1 U I U t .U 
HI'\I'Dt(IC:C[~o.T[ IS[C\•10'1 

Fig. 7 - Históricos de pressão. 

UChOIII 

1 , 1) \.U j , U 

1[1'f') t[ .-ci:U,tt ISCO\ •10'1 

Fig. 8 - Históricos de densidade. 
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Análise dos Resultados . Nas forças representadas 
nas Figuras 9 e 10 sao consideradas as forças de onda 
e "blowdown" nos volLDnes de controle 1 e 3. As forças 
no volume de controle 2 são desprezíveis, e por este mo 
tivo não foram consideradas . 

·~~ 

2~ 

-~+.~~~-.~ .• ~.~~~ .. -ft~~-.-. .,-r-r-,~ .• ~.~~~ •.• ~.~~~~~ 
f(t"OC(IIICIO(IIT[ IS!GI • I IJ"1 

Fig. 9 - Forças na primeira curva. 

c!~ 

~ ~ 
~· 

1 
~+ .• -.~~-•. -.. ~~-•. -~~-r-,-. .,-r-r-,~.~~~~ •.• ~.~~~~~ 

T[1f00C tilti0(Ml ( I $COI • I0•1 

Fig. 10 - Forças na segunda curva. 

UC!Io'Oilll 

UGC~ 

Na Figura 9 estão representadas as forças do volu 
me de controle 1. Neste volume a diferença relativa en 
tre as curvas dos programas FORCE e TUBFORC/NRl foi de 
1,21% no início do transiente, aumentando depois dos 
0,188 segundos. As forças do volume de controle 3 es
tão plotadas na Figura 10, aqui a diferença é de 1,19% 
e as curvas apresentam uma pequena defasagem. Pelo fa
to dos programas terem utilizado diferentes históricos 
de densidades apareceram estas diferenças, sendo que no 
volume 3 a influência é maior. A instabilidade apresen 
tada pela curva do TUBFORC/NRl é explicada pela utiliza 
ção do método de diferenças finitas avançada, e o FORCE 
1

2 1 utiliza o termo dG/dt gerado pelo LECK 12 1. 

CONCLUSÃO 

O objetivo do presente trabalho foi plenamente a
tingido, com o desenvolvimento do programa de computa
dor para análise dos esforços nos sistemas de tubulaçã~ 
causados pelo fluxo forçado de fluido. 

A verificação do programa TUBFORC/NRl foi dificul 
tado, pela pequena quantidade de trabalhos sobre o as-=
sunto em questão. E apesar da simplicidade da verifica 
ção, pode-se afirmar que o programa TUBFORC/NRl é plena 
mente confiável, já que os ·esultados foram de ótima
semelhança qualit~tiva e quantitativa, com diferenças 
não superiores a- 3% . 

O programa FORCE, base desta verificação, é utili 
zado pela KWU em seus projetas de centrais nucleares. -

Este estudo foi desenvolvido com intuito de com
pletar a matriz de modelos de cálculos para análise de 
tensões nas estruturas de tubulações das centrais nu
cleares, em caso de despressurização da linha. o pro
grama TUBFORC/ NRl será utilizado pela Comissão Nacional 
de Energia Nuclear, em licenciamento de centrais nuclea 
res, como ferramenta para cálculo independente. -
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ESTUDO ANALÍTICO E EXPERIMENTAL DE JATOS 

COAXIAIS PARA IRRIGAÇÃO 
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DEM - FEC/UNICAMP 

F.M .R.P. COELHO 
CENEA/MA 

SUMÁRIO 

a.c.e.tr.c.a. 
ma..~> de 

bt.úc;ã.o 

Ne.~>te ttr.a.ba.lho a.ptr.e.6e~ta.-.6e um eótudo a.~a.lZ~c.o e expetr.ime~ta.l 

de ja.to.~> de água c.oa.xia.i.~> ~o óeio do a.tr., utilizávei.~> em .~>iót~ 

itr.tr.iga.çã.o potr. a..~>petr.óã.o, vióa.~do obte~c;ã.o de pa.dtr.Õe.~> de dióttr.i
de água. .~>obtr.e o .~>ola qua..~>e. u~i6otr.me.6. 

INTRODU® 

Uma das grandes vantagens dos sistemas de irri

gação por aspersão sobre os sistemas de irrigação su

perficial reside no fato de que a uniformidade do pa

drão final de distribuição de água depende exclusiva

mente das características (tanto geométricas como 

operacionais) do equipamento e das condições atmosfé

ricas. 

Dessa forma, definidas as características do 

equipamento que produzirá uma distribuição Ótima de 

água sobre o solo, essa distribuição poderá ser repr~ 

duzida, sempre que desejada, independentemente das c~ 

racterísticas edãficas inerentes a um determinado cam 

po . 

Reveste-se assim de extrema importância o dese~ 

volvimento de aspersores de irrigação que apresentem 

distribuições ótimas de água. 

A curva que representa a distribuição de água 

de un aspersor é o "perfil de distribuição" que e 

construído plotando-se a intensidade de precipitação 

(mm/h) versus a distância do aspersor (m) a que as di 

versas intensidados de precipitação se verificam. 

Cada sistema de irrigação requer aspersores com 

características de distribuição específicas, em fun

ção da disposição dos aspersores no campo. 

Em 1942, Christiansen [1] apresentou os perfis 

de distribuição teóricos ideais para sistemas de irri 

gação com aspersores estacionados em disposições qua

dea.ngulares C Ierfil K ) e triangulares equiláteras (PeE_ 

fil U). 

Em 1985, apresentámos [2] o perfil de distr~ 

buição teórico ideal para sistemas de irrigação auto

propelidos . 

O desenvolvimento de aspersores de irrigação 

volta-se portanto para o projeto de equipamentos cu -
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jos perfis de distribuição se. aproximem tanto quanto 
possível dos perfis de distribuição ideais, já conh~ 

cidos. 

São três os fatores que influem no perfil de di~ 

tribuição de un aspersor de irrigação: o ângulo de 

saída do j ato de água, o período de rotação do aspeE_ 

sor e o formato do bocal . 

No presente trabalho apresenta-se o estudo efe

tuado com 28 bocais cujas geometrias produziam jatos 

lÍquidos coaxiais no seio do ar. 

METOOOLOGIA 

Inicialmente foram selecionadas três variáveis 

cuja influência sobre o perfil de distribuição s~ 

ria objeto do estudo: a proporção entre as áreas das 

secções de saída do jato interno (Ae/Ai), a conici~ 

de do j ato externo C a ) e a pré-circulação do j ato 

externo C y). 

Em seguida, foram projetados e construidos 28 

bocais com geometrias tais que foi possível obter j~ 

tos de água coaxiais cujas características variaram 

dentro dos seguintes limites: 

O, 5 ' Ae/ Ai _,. 1, 5 

0° ~ a .; 20° 

0°' y ~ 50° 

Todos os bocais foram, em seguida, acoplados a 

um aspersor de irrigação e tiveram as suas caracte -

rísticas de distribuição levantadas num campo de en

saios de aspersores de irrigação construído de acor

do com as normas ABNT- 12: 02. 8-001/84 e PSAE-S 330. 

Com base nos pontos (discretos) obtidos experi

mentalmente para o perfil adimensional de distribui

ção de cada um dos bocais foram levantadas, por apr~ 
ximação numérica as equações dos respectivos perfis 

adimensionais de distribuição. 

Para se proceder à comparação dos perfis de dis 
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tribuição experimentais obtidos com os perfis de dis

tribuição teóricos ideais, foi desenvolvido um coefi

ciente de aderência, Ca, que reflete a forma como ca

da uma das curvas experimentais se aproxima da curva 

teórica tomada como referência. 

Esse coeficiente de aderência foi definido como 

c a Ff . Fa (l) 

onde Ff é o fator de forma, que compara a semelhança 

geométrica das duas curvas, e Fa ê o fator de área , 

que compara as áreas compreendidas entre curvas e os 

eixos coordenados. 

O fator de forma, Ff, foi definido como 

10 
. Z: lz - -z. 1 

1 _ 1 = 1 1e 1tl 

10 
(2) Ff 

onde os zie e zit representam as abscissas dos i-êsi

mos decís da curva experimental e teórica, respectiv~ 

mente. 

O fator de área, Fa, foi definido como 

Fa 
MIN CSe, St) 

MAX (Se, St) 
(3) 

onde Se e St representam as { ~ (P/Pmax) . d(X/Xmax ) 

das curvas experimental e teórica, respectivamente. 

O coeficiente de aderência assim definido· varia

ra entre os valores extremos Ca = 1, no caso das duas 

curvas serem totalmente aderentes, e Ca = O, no caso 

de ocorrer uma diparidade máxima entre os dois perfis 

de distribuição comparados. 

Com base no coeficiente de aderência, Ca defini 

do pela equação (1), verificou-se a influência que t! 

ve a variação das três variáveis objeto do estudo(Ae/ 

Ai, o. e Y ) sobre o perfil adimensional de distri -

buição do aspersor. 

RESULTAOOS OBTIDOS 

Efeito da variação da ~orção entre as are as 

CAe/Ai). Plotando-se os valores assumidos pelo coefi

ciente de aderência adimensional, Ca, em função dosv~ 

lores assumidos pela variável Ae/Ai, para um conjunto 

de 20 bocais com conicidades de 0° e de 10° obtiveram 

se os valores mostrados na figura 1. 

Nessa figura podemos observar a variação da ade

rência em relação aos perfis Christiansen K, Christi

ansen U e aquele definido como ideal para sistemas de 

irrigação auto-propelidos. 

t 
~ 

Efeito da variação da conicidade do jato exter

no C a ) . O efeito da variação da conicidade do j a

to externo sobre a aderência em relação a cada um dos 

três perfis tomados como referência está representa
da na figura 2. 

O conjunto de pontos experimentais foi obtido 

com auxílio de 5 bocais coaxiais operados nas mes -

mas condições de pressão, período de rotação do as 

persor, Ae/ Ai e Y . 

PEII'tL DE REFERfNaA: CHRISTIAHSEH K 

CCNCIIADE : o• --!.- CONICI!WJE: 1o• 

I . 

~ •r 
~ ... 
o 

I 

.j 
~ 
"' o 

o+-~~~~~-.~~~~~~~~~~~~~~ 
o 

5 

.5 I . 5 
Ao/AJ 

PERFIL !E REFERÊNCIA: CHRISTIAHSEN U 

• OCNCilADE: o. ---- CONICIDADE : 10• 

o .+-...-+--.---.--.-~---.-...,--.--,--.---.-...-~-.-...,-~ 

o . li I .5 

Ao/AJ 

PERFIL DE AEfUÊNciA: AIJ1I) - PROPELIDO 

CONICIIWlE : o· --~- CONICIIW>E: 10" 

o ~ 
i:í 
~ .5 

~ 

0~~--~~--~-,--~~--~--~,---r-~--~-r~~~---. 

o 

Figura 1. 

.5 UI 
Ao/Ai 

Efeito da variação de Ae/Ai sobre a aderên 

cia em relação aos perfis teóricos. 
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Figura 2. 

Efeito da variação da conicidade 

Plll'll DE REI'EIIINCIA: ClfiiSTIANSlN K 

AeiAI : 1.11 CIIICUL~ : o• 

AeiAI : 1.11 CIIICUL~: o• 

(f' ~ 10" 111° ft1' 

o• 

CONIC~ 

PIIII'IL DE llfl'IIIINaA: .no-I"'U'«UDO 

MIM: I. 5 CR::uuc:Jo : o• 

lo" III" 2o" 
CONICIDADE 

Efeito da variação da conicidade do jato e~ 
terno sobre a aderência em relação aos per
fis teóricos. 

Efeito da variação da pré-circulação do jato ex -

terno ( y). Os resultados para o estudo da variação da 
aderência (em relação aos perfis teóricos) em funçãoda 
pré-circulação do jato externo foram obtidos pelo en -
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saio de 6 bocais coaxiais. 

Na figura 3 representaram-se graficamente os va
lores assunidos por Ca em função de x , para una das 
curvas teóricas. 

Efeito da variação da pré-circulação 

PriW'L DE REI'EfiiNciA: CIIIISTlANSEN K 

AeiAI : . 5 OCHC:IWJI: o• 

I 
1!1 

I 
o;-----T-------------------~ o• 

1!1 

I 

MIAI : . 5 COitiCIIWE: 00 

I 
1!1 

I 
.11 

o ;r----------~--~----~--~ 
1o" 2 o" ao• 4<1' 110" 

Figura 3. Efeito da variação da pré-circulação do ja
to externo sobre a aderência em relação aos 
perfis teóricos. 
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CDNCLlSOFS o 

Pelos resultados obtidos verificamos que uma me
lhor aproximação dos perfis experimentais em relação 

aos perfis teóricos se verifica para as seguintes fai 

xas das variáveis estudadas: 

O , 9 ~ Ael Ai ~ 1 , 2 

o. = 10° 

o0 
'(( y ~ 10° 

Verifica-se que a pré-circulação e a conicidade 
têm um efeito semelhante sobre o perfil de distribui
ção do asperso r. 

Nesse sentido apenas uma dessas variáveis deverá 
ser diferente de 0°, rum mesmo bocal. 

Gomo é mais econômico construir bocais com pré -
circulação que bocais com conicidade, recomenda-se que 

se utilizem bocais com Ael Ai '.::! 1 e Y ':! 10°. 

Melhores aproximações dos perfis de distribuição 

teóricos poderão ser obtidos pela utilização de bo -

cais auxiliares. 
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INTRODUÇÃO 

Os métodos tradicionais· de análise de redes hi
dráulicas adotam procedimentos análogos aos utilizados 
na análise de malhas elêtricas. Devido ao caráter não 
linear das equaçÕes resultantes surgiram vários métodos 
numéricos que exploram diferentes técnicas de solução 
destas equaçÕes. ComparaçÕes entre estes métodos, para 
redes industriais, podem se r encontradas na ref. 121. 

Este trabalho apresenta um método, convergente e 
estável, radicalmente diverso dos demais, que se desta 
ca por sua simplic idade de programação, facilidade de 
preparação e de correção dos dados e exigências mÍnima 
de memória de computador. Malhas complexas com cerca de 
100 tubos , interco!'ectados entre si e a válvulas, bom
bas, reservatórios e nós com demanda imposta, podem ser 
analisados em micro computadores de 32 K bytes de memó
ria. Estas características são valiosas a um analista 
já que grande parte de seu esforço é gasto na prepara
ção e correção de dados, tarefa que pode ser amplamente 
facilidade se ele puder trabalhar com os recuros dos 
micro computadores. 

IDENTIFICAÇÃO MORFOLÓGICA DE UMA REDE 

Uma rede genérica é constituída por reservatórios 
tubos válvulas e bombas que, neste trabalho, serão ge
nericamente denominados de ENOS (elementos entre nós) 
13 1. Os pontos de encontro de vários ENOS são denomina
dos de NÓS. Os NÓS devem ser enumerados arbitrariamente 
de 1 a n, onde n é o número total de NÓS. Um ENO qual
quer é identificado na instalação através de um código 
alfanumérico que o distinga j os demais e por um sentido 
arbitrário de vazo, o que caracteriza o NÓ montante e 
o NÓ jusante do tubo (fig. 1). 

Fig . 1 - Identificação de uma rede 

Visando a generalização computacional do modelo 
sera admitido que a cada NÔ deve estar vinculado, no má 
ximo um ENO NÃO-TUBO. 

MODIFICAÇÕES NO MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS 

No método das características 11 1, o escoamento 
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de fluído num tubo é descrito por duas equaçÕes diferen 
ciais ordinárias que são válid~s ao longo de suas res
pectivas linhas características . Para um tubo de diâme 
tro D, área A, coeficiente de atrito de Darcy-Weisback
f e celeridade_a (velocidade de propagação de onda), es 
tas equaçoes sao: 

dH -+ dt 

dH 
dt-

onde: 

B dQ + 
dt 

B dQ -
dt 

B 
a 

gA 

RQIQI= o 

RQ IQI= o 

e R 

(dx = 
dt a) 

dx 
(dt = -a) 

af 

2gDA2 

(1) 

(2) 

D 

Entre parênteses indica-se a linha característica 
(no caso uma reta) ao longo da qual deve-se aplicar a e 
quação diferencial correspondente. Estas equaçÕes apli= 
cam-se indistintamente ao regime transitório e permane~ 
te. 

Considere o tubo de comprimento L (fig. 2) cujos 
nos extremos são A e B. Integrando-se (1) ao longo de 
sua reta característica AB' obtem-se: 

B' 
HB,-HA+B(QB'-QA) + f RQIQidt 

A 
o (3) 

Aproximando-se a integral de (3) por RQAIQA iõt , 

que é exata ao atingir-se o regime permanente, obtem
se: 

o ( +) (4) 

Aplicando-se o mesmo procedimento ã (2) ao longo 
de BA' resulta: 

o (-) (5) 

Fig . 2 - Malha característica para o cálculo de regime 
permanente 
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Assinalou-se (4) e (5) com (+) e (-) para indicar 
que estão associadas às retas características com incli 
nação positiva e negativa respectivamente. -

Impondo-se as condiçÕes de continuidade: QA=QB=Q 

e QA,=QB,=Q' , onde Q' é a vazão em t+ót 1 (4) e (5) p~ 

dem ser escritas como: 

HA, = C- BQ' (6) 

HB, = D + BQ' (7) 

onde: 

C= HA + BQ- RQ JQiót (8) 

D = HB- BQ + RQ iQjót _ L ·. _,_~r (9) 

As três incógnitas de (6) e (7), a saber HA' , 

HB' e Q' 1 serão calculadas impondo-se, adicionalmente, 

condiçÕes de contorno aos NÓS da rede. 

CONDIÇÕES DE CONTORNO 

Considere o NÓ N da figura 3(a), onde NC tubos 

possuem vazão que converge para o NÓ e ND tubos possuem 

vazão que diverge do NÕ. 

Fig. 3 - CondiçÕes de contorno nos NÓS. 

Chamando de ~ a carga no NÓ N no instante t+ót e 

aplicando-se (6) aos NC tubos cujas vazÕes convergem p~ 

ra o NÕ obtem -se: 

c.-~ c. 
Q' = -~-- = -~ 

i B. B. 
~ ~ 

H' N ) 
__! (i=l,2, ... ' c 
Bi 

(lO) 

Aplicando-se (7) aos ND tubos cujas vazÕes diver
gem do NÕ N, obtem-se: 

, D H' D. ) 
HN- j -.:..!- ..1. (j=l,2, ... ,ND Q I = ---- - B B. 

j Bj j J 

A condição de continuidade exige que 

NC ND 
E Q· = E Q! + QN 

i=l ~ j =1 J 

(11) 

(12) 

onde QN ê a vazão imposta (dada) que está sendo retira

da do NÓ! Substituindo-se (10) e (11) em (12) resulta: 

onde: 
~ 

~- QN 

BN 

NC 1 ND 1 NC+ND 1 
BN =i~l ~ +j~l ~ = k~l ~ 

~ J k 

(13) 

(14) 

NC Ci ND D. 
E = . E - + .E __]_ 
N ~=1 Bi J=l Bj 

2 o 
(15) 

Quando, além dos tubos, houver um ENO NÃO-TUBO as
sociado ao NÓ (fig . 3(b)) aplica-se (13) aos NÕS NeM 
resultando: 

EN - QE 
'X, ~ (16) H' = 

BN N 
"'-III. .-_ '- '·.I,IT I {"I 

11'1 J.)v" llC. ...... 

(17) 
EM- QE 

H' = 
BM M 

onde QE é a vazão do ENO NÃO-TUBO que, neste caso, não 

é conhecida a priori devendo pois ser calculada a cada 
instante. Para isto considere os três tipos de ENOS NÃo
TUBOS da rede: 

(a) Válvula. A perda de carga através de uma válvula ê 
do tipo: 

H'- R' = K Q IQ I N -ti E E 

combinando-se (16), (17) e (18) resulta 
;-;;----, 

QE = 0.5.SINAL(G).(F+IF~+4 J G \ ) 

1 1 1 F = - (- + - ) > O 
K BM BN 

G 
1 EN EM 
- (-- -) 
K BN BM 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

EquaçÕes análogas a (19), (20) e (21) são obtidas 
quando se tem uma associação de válvulas em paralelo l3 !. 

(b) Bomba Centrífu~a. Ajustando-se parabolicamente 13 1 
a curva caracterist~ca de uma bomba (ou de uma associa 
ção de bombas em parale'to), obtem-se: -

~-H~= Al+A2QE- A3Qi 

Combinando-se (16). (17) e (22 )' n ;sulta: 

B+~ A.lO 
2A se r 

C/B se A o 

A=~ 

B A2 - (1/BM+l/BN) 

C = A1 + EM/BM - EN/BN 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(c) Reservatório. Impondo-~e a carga HR do reservató

rio aos NÓS que lhes sao as~oc~ados (H~= ~ = HR) ,(l6 ) 

e (17) fornecem 

QE = F/G (27) 

onde F e G são dados por (20) e (21) excluindo-se K. 

PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL 

O regime permanente é obtido aplicando-se o seguin 
te algbritrno: -



a. Adotam-se valores arbitrários para vazoes nos 
ENOS e cargas nos NÕS. 

b. Calculam-se BN e EN segundo (13) e (14) para 

todos os NÓS da rede. 

c. Calculam-se H' e QE para todos os NÕS segundo 

(16), (17) e (19) ou (23) ou (27). 

d. Atualizam-se as cargas (H + H'). 

e. Atualizam-se as vazoes nos tubos através de 
(6) ou (7). 

f. Se as vazÕes não mais se alteram (dentro de 
uma precisao desejada) o regime permanente foi 
obtido, caso contrário repetem-se os cálculos 
a partir de b. 

ESTABILIDADE E CONSISTENCIA DO M!TODO 

Este procedimento é estável se for obedecida à 
condição de Courant 1 

llt < L/a (29) 

Como o objetivo é a obtenção do regime permanen
te é irrelevante o valor adotado para a celeridade a. 
Adimitindo-se celeridades fictícias para os tubos 
iguais a L/llt garante-se igualdade em (29) e portanto, 
a estabilidade do processo. Se llt for muito grande po
dem surgir instabilidades numéricas que são corrigidas 
no inicio do processo iterativo diminuindo-se llt. 

O equacionamento desenvolvido é tal que, em regi
me permanente, estão sendo respeitados: a expressão de 
perda de carga de Darcy Weisbach para cada tubo do sis
tema (o coeficiente de atrito f pode ser calculado, a 
cada passo, pe l a fÓrmula de Colebrook-White), as curvas 
características das válvulas e bombas, as demandas im
postas aos NÓS e as cargas fixas nos reservatórios. Por 
tanto o método é consistente. 

CONCLUSÕES 

A entrada de dados se resume no fornecimento, pa
ra cada ENO, do número de NÕ jusante e do NÕ montante 
e das características físicas relativas ao tipo do ENO 
(por exemplo para os tubos entra-se com o diâmetro, com 
primento e rugosidade). Especificam-se os NÕS correspon 
dentes a reservatórios, as cargas destes , e os NÕS com
demanda imposta com as respectivas vazÕes. 

Deve-se desenvolver um programa para ler estes da 
dos e detetar passiveis incoerências e um outro que exe 
cute o algoritmo descrito neste trabalho. Este exige -
cerca de 200 comandos BASIC para ser implementado e, na 
execução, utiliza cerca de 0.1 K bytes de memória por 
NÓ da rede. Portanto qualquer rede de interesse prático 
pode ser analisada em computadores de 32 K bytes de me
mória. 

O tempo de processrunento , que em computadores de 
grande porte é da ordem de 1 min., para uma rede com 
cerca de 100 NÕS, pode levar mais de 1 hora num micro. 
Esta desvantagem porém é compensada pela versatilidade 
na manipulação dos dados baixo custo de armazenamento 
e processamento. 
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INfROillÇÃO 

Usualmente a simulação numérica da circulação em 
águas rasas é baseada na integração vertical das equa
çoes diferenciais hidrodinâmicas, constituindo-se em 
rodelas matemáticos bidimensionais. Muitos trabalhos 
foram realizados desta forma, utilizando-se o método 
das diferenças finitas e dos elementos finitos. Este 
procedimento, que pode ser suficiente para muitos pro
pósitos tais coro o estudo dos efeitos das marés ou da 
ci rculação global gerada pelo vento, torna-se inade
quado em outros casos; assim por exemplo, os processos 
de propagação e de transporte de constituintes ou de 
areia que são estruturados verticalmente , não podem ser 
reproduzidos pelas equações integradas na profundida
de; nestes casos torna-se necessário o desenvolvimento 
de modelos tridimensionais. 

Os modelos matemáticos tridimensionais transien
tes para estudar o fluxo em águas certeiras começaram 
a ser desenvolvidos a partir de 1970 aproximadamente. 
Alguns trabalhos foram realizados empregando o método 
das diferenças finitas. A partir de 1976 inicioü-se a 
utilização do método dos elementos finitos na simula
ção dos modelos tridimensionais e cuja análise é o ob
jetivo deste trabalho. 

M)DELOS TRIDIMENSIONAIS NÃO ES1RATIFICADOS 

Em sistemas de águas rasas homogêneos é freqUen
te assumir uma distribuição hidrostática de pressões. 
Nestes casos, as equações que governam o problema tri
dimensional podem escrever-se da seguinte forma: 

au + au au + au an + fv + '"IT udx+v-ay wdz+gdx 

2 2 2 
(2 ~ + a u + .Ji) + i_. (cv ~ + cv ~) 

ax~ a;z x Y 
o (1) 

o (2) 

au av aw _ C ) 
ax ay az- o 3 

an + an + an w = 0 (4) ãt us dx v s ay - s 

onde: ~(x,y , z,t), v(x,y,z,t), w(x,y, z ,t) sao as 
componentes da velocidade do fluido, n(x ,y,t) é a 
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elevação da superfície livre em relação ao nível mé
dio; f é o coeficiente de Coriolis; EH. e Ev são as 
viscosidades turbulentas; o subíndice 's" indica 
valores tomados na superfície, sendo cH=cxx=cxy=cyx=cyy 
e c =c =c. V xz yz 

As duas primeiras são as equações de quantidade 
de movimento, a terceira é a equação de continuidade e 
a Última é a condição de contorno cinemática na super
fície. As equações (1) e (2) foram obtidas supondo, 
além de uma distribuição hidrostática de pressões, uma 
aproximação de Boussinesq para as tensões de Reynolds. 

As condições de contorno são 

a) Nos contornos sólidos: u =v = w = O 

b) Na superfície: 
av 'sv 

E -=--L-
V az p 

(5) 

(6) 

onde 'sx e 'sy sao as tensões de cizalhamento provo-
cadas pelo vento e p é a massa específica. 

c) Nos contornos abertos: n = n(t) (7) 

onde n(t) é um valor prescrito . 
J .SUnderman [1] resolve a versão bidimensional 

das equações anteriores (com v(x,y,z,t)=O). Na hori
zontal usa funções de interpolação lineares e no senti
do vertical propõe as seguintes funções (baseado em 
estudos anteriores) 

9 . 1 3 2 <P1 =l+À; <P2 =- -z À(l+À); 4> 3 =27 À(-z +2 À +À ) (B) 

onde À=z/h sendo "h" a profundidade. A representação 
gráfica destas funções podem observar-se na figura 1. 

Para a integração no tempo usa-se em [1], para 
uma certa variável f(t), o seguinte esquema: 

2 
f(t) = E <P(n) f(n) 

n=l 

onde <P(l) = 1-8 e <P( 2) = 8 
Na ref . [1] testa-se um canal 

submarina. As conclusões a que pode 
seguintes: 

(9) 

(O < 8 < 1) 
com üma-barreira 
chegar-se são as 

a) Para 8=1/2 (processo de Crank- Nicolson) apresen
tam-se instabilidades devidas aos teTJIDs não lineares, 
embora seja conhecido que esta condição gera processos 
incondicionalmente estaveis em problemas lineares. Va
lores de 8::: 2/3 (8=2/3 corresponde ao método de Galer
kin) apresentam problemas de difussividade nunérica e 
erros de fase pronunciados. Resulta conveniente adotar 
8 próximo a 1/2, ou seja, incluir uma pequ:ma difussi-



166 

vidade numérica para melhorar a estabilidade. 

ZÃ 

Figura 1. Funções de forma no sentido vertical 
usadas em [1]. 

b) Para valores grandes de Ev (1000 cm2/seg) e 9=1, 
o fluxojParece similar ao de um escoamento potencial, 
quando e de esperar a existência de vóntizes atrás da 
barreira. Valores menores de EV (ZpO cm /seg) e 
9=1 apresentam os vórtices, porém os resultados não 
parecem cor;cidentes com os do fluxo real. Para 
Ev =ZOO cm /seg e 9=1/2 se percebem as instabilida
des por profundas mudanças da direção do fluxo em nós 
adjacentes da malha de elementos finitos. 

Os autores do presente trabalho estão atualmente 
testando um modelo do tipo da ref. [1] , porém com 
funções verticais e um esquema de integração diferen
tes, além de incluir EH e v(x,y,z,t) que J. SUn
derman não introduz. 

Ch. Koutitas e B. O'Connor [2] propõem um mode
lo tridimensional utilizando o método dos passos frac
cionários, o que permite separar o operador diferencial 
em duas partes, a primeira confinada ao domínio cujos 
eixos de referência são i e y e a outra do domínio 
cujo eixo de referência é !; isto permite resolver o 
problema combinando elementos bidimensionais com unidi
mensionais; na ref. lZJ usam-se para ambos os casos 
funções de interpolaçao lineares; se assume que o pro
blema é governado pelas equações (1) e (2) com 
w(x,y,z,t,) :::o e EH =O e pela equação da continuida
de empregada nos modelos bidimensionais que é o seguin
te: 
an a n 
ãt + ax f u dz + 

-h 

a n ay f v dz = ~ + a (Uh) + a (Vh) 
-h at Clx -ay = O 

(lO) 

Como condições de contorno são usadas para o fun
do, para a superfície e para os contornos abertos as 
expressões (5), (6) e (7), respectivamente, porém nos 
contornos fechados laterais anula-se a componente nor
mal da velocidade. 

As incógnitas do problema u, v e n podem ser 
calculadas segundo o seguinte esquema no tempo: 

n n n+l/2 n+l n+l "'n+3/2 u,v -+-n -+-u ,v -+-n 

onde "n" é o índice do tempo, tal que t =n .llt (sen-
do llt o intervalo de tempo). n 

As equações de movimento são integradas usando o 
método dos passos fraccionârios [3] a primeira fica 
dividida na seguinte forma: 

* n n . n n+l/2 
au ·= u - u = _ un _au _ _ vn ~ _ g <ln _ fv (ll) 
Clt llt ax Cly Clx 

n+l * E au _ u - u _ a r: V a C n n+l)] 
at - llt - - az Lz rz u + u (12) 

De maneira similar, pode-se proceder com a outra 
equação. 

Pode-se observar que o esquema da eq.(ll) é ex
plícito e somente aparecem derivadas em relação a x, y 
e t, o que permite a utilização de elementos bidimen
sionais; entretanto a eq.(lZ) é um esquema implícito 
e somente possui derivadas em relação a z e t, o que 
permite a utilização de elementos unidimensionais em 
cada linha vertical que passa pelos nós dos elementos 
bidimensionais. u* e um valor fictício intermediário 
que é eliminado quando se considera em conjunto as ex
pressões (11) e (12). A discretização de um modelo 
deste tipo pode ooservar-se na figura 2. 

Le: "~ f • , '•, ''-J'C''"' X~ 

Figura 2. Discretização horizontal e vertical. 

As incógnitas são aproximadas da seguinte manei-
ra: 

u=L.N.u .. ; v=L.N.v .. ; n=L .. (13) 
1 J 1] 1 J 1] 1 1 

onde N · e L- são as fLmçÕes de interpolação uni e bi
dimensi6nais1 respectivamente. Para um ponto no inte
rior do elemento horizontal r. e do elemento vertical 
R.i a repetição do Índice "i" 1implica soma sobre os 
nbs i1, i2 e i3 e a repetição do índice "j" implica 
em soma sobre os nós j e j+l. 

Aelicando o método de Galerkin ã eq. (11), à eq. 
(12) e a equação da continuidade e introduzindo a eq. 
(13) obtém-se: 

au.. ClN. 2 J J N. L. L ... ~J dA = - fI -r L. L u .. dA -ri J 1 m o ri x 1 m 1] 

ClL. 2 ClN. 
I J N. --fx L u .. dA - Jf T L. L (u .. v .. ) dA -ri J x m 1J ri y 1 m 1J 1J 

ClL. ClL-
- Jf N. T L (u .. v .. ) dA - g ff -,f L n· dA+ ri J y m 11 1J ri x m 1 

+ f Jf N. L. L vi. dA 
A J 1 m J v 

(14) 

(lU·. (lN. ClN 
I" N. N L. "1tJ dz = -L E _:_,1. ... m L. u .. dz ._. J m 1 o ... V oZ oZ 1 1] 

J J (15) 

fI r. 
1 

an. aL. 
Li Lm a~ dA + Jf ri a~ Lm ui hi dA + 

ClL· +II ~L v. h. dA= o ri oy m 1 1 
(16) 



Na eq. (14), o índice "m" toma os valores i 1, i 2 
e i e como as derivadas da função N apresentam àes
coniinuidades nos nós dos elementos verticais a inte
gração é feita para o centro dos elementos i· onde 
Ni =Nj+l =1/2; na equação global derivada deJ (14) apa
recem valores de ui j e ui. i+ 1 para todos os valores 
de i .i_ então partin~'. do fundO onde o ui1 =0, a inte
graçao resulta exphcita. 

Na eq. (15) o índice "m" toma os valores j , j + 1. 
As equações globais derivadas da (15) contém todas as 
incógnitas localizadas sobre uma linha vertical; a 
integração é realizada em correspondência com os nós 
dos elementos horizontais (ou seja, que Li = 1). 

Na eq. (16) "m" toma os valores i • i e i • 
Os valores de u. h. e v. h. podem obter-~e a p~rtir 
dos valores de G eiv calculados previamente os quais 
devem ser integrados na profundidade. As equações glo
bais podem ser facilmente montadas para todos os ele
mentos r. e dalí podem obter-se os valores de n .• 

Estê modelo apresenta a vantagem de substitUir 
elementos tridimensionais por elementos uni e bidimen
sionais, o que parece conveniente computacionalmente. 
Entretanto, a utilização de funções de interpolação 
l ineares, exige muitos pontos para poder obter-se um 
perfil de velocidades próximo da realidade. Para· obter 
resultados mais adequados da circulação ver.tical. . re
sultaria interessante introduzir a componen~ vertical 
da velocidade w(x y,z,t). ' I 

J.Tr~sch L4j propõe a utilização de' elementos 
tridimensionais para a solução das equações 

av. av. a at . . 
p ~ + p v. __l - p k. + ~- __!2 = o (17) 

at J ]X- I ax. ax . 
J I J 

av . 
____!_ = o 
ax. 

I 

(i,j=l,2,3) (18) 

onde ki ( -fv2, fv , -g) , sendo f o coeficiente de 
Coriolis, g a acel~ração da gravidade, p a pressão, 
p a massa específica e t. . as tensões que incluem o 
efeito do vento e da viscÔ~idade turbulenta. 

As incógnitas v.(xi,t) e p(xi,t) são discre
tizadas com funções deiinterpolação quadráticas e li
neares re~ctivamente e o elemento t~idimensional 
escolhido e apresentado na figura 3. 

Figura 3. Elemento tridimensional usado na ref. [ 4] 
o Inc~gn~tas vi, P 
• Incognitas vi 

Levando em conta que cada elemento tem 68 incóg
nitas e que a matriz global não é simétrica, é neces
sário émpregar uma rotina de solução especial. Na ref. 
[ 4] é empregada uma solução fron!al "out of ~are": O 
tempo de processamen!o pode tani>em ser redu~Ido m: 
traduzindo as condiçoes de contorno nas matrizes a ni
vel de elemento. A v~tagem deste modelo é que po~ 
simular-se o fluxo em aguas rasas e profundas, porem 
apresenta dificuldades em relação à memória e tempo 
de pJ;ocessamento; existem também problemas quando a 
condição (5) é usada no contorno e mais de uma face 

do elemento pertence ao mesmo, _pois neste caso o 
sistema de equaçoes apresenta um numero excessivo de 
restrições 

A discretização no tempo é calculada com uma 
aproximação de diferenças finitas; assim, se f é uma 
incógnita se f.az 

af é+llt - é é+llt/2 = ~ (ft+llt- é) 
ãt = llt e .:. (19) 

resultando um esquema implÍcito. 

MJDEWS ESTRATIFICAOOS 

Os modelos estratificados são em geral uma exten
são dos modelos bidimensionais que surgem de integrar 
na vertical as equações que governam o problema. 

Alguns autores formularam modelos com duas caJ..a
das; H.P. Wang [5] e M. Kawahara et alii [6] exten
deram seus modelos a um número arbitrário de camadas. 

Nos modelos estratificados é conveniente introdu
zir um sistema de referência no sentido vertical, tal 
que o nível ~ é definido como (veja fig. 4). · 

~ = - k h(x ,y)/b k =1,2, .•. ,b (20) 

z/1\ 

Figura 4. Definição dos níveis ~ (k = 1, 2, 3). 

Para um nível inte~diário "k", a equação da 
continuidade integrada verticalmente na camada cuja 
espessura é hk = ~ - ~-l fica: 

b a a r ["" (h . u . ) +" (h. v.)] + i=l oX I I oy I I 

a~ a~ 
+ u (L ) - + v (Lk) --1< ax ay (21) 

A equação de movimento no sent;ido "x", integrada 
verticalmente para a mesma camada, pode ser expressa da 
seguinte maneira: 

1 a a s i ,1 = p:n:- [hk Cax 'xx + ãY ' ) + C<xk - 'Xk)J (Z2) 
''k'l< k y xylc 

onde Duk/Dt inclui a derivada local e os termos con
vecti vos, sendo que as componentes das velocidades 
que aparecem foram obtidas integrando na vertical entre 
Lk e L.-_1: 'XXk e 'xyk são a: tensões or~ginadas pe
la tur6uiencia e podem ser escritas em funçao do coe
ficiente de viscosidade turbulenta EH e Ças derivadas 
das componentes das velocidades. '~ e <ik são as 
tensões de cizalhamento interfaciais no nível 
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superior e inferior do estrato respectivamente, e são 
modeladas de acordo com uma lei de fricção quadrática; 
a T~ pode ser escrita da seguinte forma: 

T~ = ~ (Pk-1 + Pk)(~-1- ~) ~Vk 
2hk 

(23) 

onde "c" é llll coeficiente de fricção e 

~Vk = [C~-1 - ~)2 + (vk-1 - vk)2Jl/2 (24) 

A expressão de Ti é similar à eq. (23), colo
cando na mesma k no lu~r de k-1 e k+l no lugar de 
k. 

Ti corresponde à tensão na superfície originada 
pelo v~to e pode ser colocada em função da velocidade 
e da direção do vento; T~ corrtSEOJlde à tensão no 
fundo e pode ser colocada em funçao do quadrado da 
velocidade na Última camada e da inversa do quadrado do 
coeficiente de Chezy. 

Assume-se que a terceira equação de movimento se 
reduz a hipótese de distribuição hidrostática de pres
sões; para o nível "k" se tem: 

k=l 
~ = P1 g(n-Ll) + L Pm g(Lm-1 -Lm) + Pk g(~-1 -z) 

m=2 (25) 

sendo g a aceleração da gravidade. 
O gradiente de pressões no sentido de "x" 

seguinte fÓrmula de recorrência: 

a~ _ a k-1 ah + 
Tx- ax ~-1 - g (Pk - Pk-1) o ãX 

&1! a a 
+ zo Cax ~-1 + ax Pk) 

tem a 

(26) 

No sentido de "y", as equações (22) e (26) tem 
uma forma similar. Assume-se que a (22) é válida para 
o nível hlc/2. 

A apiicação do método dos elenentos finitos às 
equações de movimento e continuidade conduz a um siste
ma de equações diferenciais não lineares de priiOOira 
ordem do tipo 

M .. V. +A. ·n V. V. + B .. V. +C .. P. + D. =O (27) 
1) J 1).. 1 J 1) J 1) J 1 

M .. n. + E . . V . = O (28) 
1) J 1) J • 

H.P.Wang [s] propõe a utilização da matriz de 
massa discretizada no lugar da consistente; isto sig
nifica que, para um triângulo linear se tem: 

M - f "' "'T dA - A M' = A M'' .. - A '+' '+' -.,...,., • • -..,. .• 
1) - - H 1) .J 1) 

(29) 
M' = 2 -ij • M'.' . = 1 (i=j) 

1) 

M! . = 1 , f M'.' . = o (ifj) 
1J 1) 

onde <P são as ftmções de interpolação e A a área do 
elemento. Em problemas simples esta aproximação deu 
bons resultados alem de poupar 50% em armazenamento e 
evitar a inversão da matriz. Para integrar no tempo 
H.P. Wang resolve sucessivamente a (27) e a (28), dan
do lugar a um es9uema explícito. 

Na Ref. [SJ, as ondas curtas perturbadoras e as 
instabilidades devida à não linearidade, são corri>atidas 
através de um processo de "suavização" adotando para 
um valor nodal e de uma certa incógnita "f'' o valor f* 
tal que 

n n 
f* = a f + (1-a) [ L f. A./x.] / [ L A.jx.] (30) 

i=l 1 1 1 i=l ""1. 1 

onde "n" é o número de elenentos que rodeia o ponto no
dal considerado, cujas áreas são ~ e cujas distâncias 

aos centróides são dadas por x., sendo f. o valor da 
incógnita no centro ide; a é l.lll

1 coeficientê próxinx> da 
tmidade (Wang reconenda a=O ,98). Levando em conta que 
esta técnica se deteriora quando são incluídos nos con
tornos os termos convectivos, é conveniente eliminá-los. 
Em relação a EH• valores pequenos não proporcionam a 
"suavização" necessária e valores muito grandes produ
zem instabilidades. 

M. Kawahara et alii [ 6 J aplicam um esquema ex
plícito de dois passos para integrar (27) e (28), da 
seguinte forma: 

M . . "+l/
2 = M . . " - ~ fl 

1) J 1) J l. 1 
- n+l/2 _ - n ~t n 
Mij nj - Mij nj - -z- . Gi 

- "+1 -- " fl+l/2 ~j j - Mij j - ~t i 
- n+l _ - n ~+1/2 
M. . n. - M. . n . - M 1.:J. 

1) J 1) J 1 

19 passo (31) 

29 passo (32) 

onde "n" é o n-ésimo ponto no ~ixo do tempo. Mij é a 
matriz de massa discreta e M.; . é uma corri>inação li
near das matrizes de massa consí~tente e discreta 

M •• =eM .. 't- (1-e) M .. 
"l.J 1) 1) 

(33) 

A justificativa desté esquema pode achar-se em 
uma publicação anterior de M. Kawahara. 

CONCLUSOES 

Vários modelos tridiiOOnsionais para sistemas homo 
gêneos ou estratificados foram apresentados; cada um -
possui suas vantagens e suas dificuldades. A escolha 
de um deles depende de fatores tais como o sistema em 
estudo, o equipanento disponível e os objetivos a atin
gir. Os autores vem formulando um modelo matemático 
tridiiOOnsional visando sua aplicação aos sistemas da 
região sul do país (Rio Guaíba e Lagoa dos Patos). 
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MÉTODO DAS PERTURBAÇÕES APLICADO À 

RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES DE ONDA CHEIA 
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T~ata-~e, ne~te a~tigo, do p~oce~~o de ~im utação do e~co amento em 
~egime não ~~~m~nente , em p~e~ença de uma ~upe~~Zc~e liv~e . A p~oóund~ 
dade da ~eg~ao e ~upo~ta pequena, ~e~ultando da~ a val~dade da utiliza 
ção da~ equaçõe~ de Sa~nt-Venant pa~a de~c~eve~ o óenômeno . O método 
da~ Pe~tu~baçõe~ ê utilizado pa~a ~implióica~ a ~olução do p~oblema , 
~ub~tituindo ~ equaçõe~ não linea~e~ po~ um conjunto de p~oblema~ m~ 
~~mple~, que ~ão ~e~olvido~ com auxZlio de e~quema~ numê~ico~ em d~óe
~ença~ óini.ta~ . 

1. INIRODUÇAO. 

Escoamentos em regime não permanente, em presença 

de uma superfície livre são, em geral, analisados como 

auxílio da Teoria Potencial. A formulação geral do pro

blema resulta em um problema de valor de contorno, não 

linear nas condições impostas na superfície livre. Via 

de regra estas equações são linearizadas com a inclusão 

da hipótese de ondas de pequena ~li tude [ 4 J . Também, 

com auxílio da Teoria Potencial, são analisados os es

coamentos, em presença de uma superfície livre, quando 

a profundidade da região fluida é suposta pequena; é o 

que conhecemos como a Teoria de ~guas Rasas. Neste caso 

as equações podem, também, ser eventualmente lineariza

das [ 4] . Estas teorias, no entanto, não são totalmente 

adequadas paTa a análise do escoamento em canais quanro 

forças externas, outras que as gravitacionais, são im

portantes, como por exemplo as forças viscosas; apre

sença deste complicador na formulação leva às equações 

de Saint-Venant que são não lineares e que por não apr~ 

sentarem solução analítica (exceto em casos bastant e 

simplificados) são resolvidos com o auxílio de esquemas 

numéricos, geralmente esquemas em diferenças finitas . 

Tais esquemas discretizam o conduto em estudo em N se

ções nas quais procura-se determinar os valores das 

duas incógnitas do problema: vazão ou velocidade e pr~ 

fundidade de escoamento . Conforme o cálculo se faça p~ 

ra cada seção individualmente ou se estabeleça uma de

pendência entre as vazões e profundidades nas diversas 

seções em cada instante de cálculo os esquemas são di

tos . explícitos e implícitos . Os primeiros são de fácil 

resolução, porém sujeitos a critérios para que a esta

bilidade da solução seja assegurada (ver referência 

[1] ) , Os esquemas implícitos apresentam como dificul

dade a necessidade de resolução de um sistema de 2 N 

equações não-lineares em cada instante de cálculo. 

perturbações à linearização das equações de Saint

Venant . A aplicação do método conduz à substituição das 

equações originais por uma série de sistemas de equa

ções diferenciais parciais lineares, cujas soluções s~ 

madas devem tender assintoticamente para a solução do 

sistema não-linear . Sãc desenvolvidas as formulações de 

primeira e segunda ordem e feitas duas aplicações à sl 

mulação de cheias ocorridas no rio Capibaribe, em Per

nambuco, discretizando-se a formulação de 1ê ordematr~ 

Este trabalho trata da aplicação do método das 

169 

vês do esquema em diferenças finitas implícito de 

Preissmann . 

2. FUNDAMENfOS TECRICDS. 

onde: 

Q 

z 
X 

t 

B 

A 

g 

s so 
f 

As equações de Saint-Venant apresentam-se como: 

- Equação de Continuidade: 

z + _1_ Q 
t X B 

o 

- Equação da Quantidade de Movimento: 

2 
Q- A + g A Z 7 X X 

vaza o 

profundidade de escoamento 

distância ao longo do eixo do conduto 

tempo 

largura da superfície livre 

área da seção transversal 

aceleração da gravidade 

declividade do leito 

(1) 

(2) 

perda de carga unitária, expressão pela fórmula 
de Manning . 
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s = 
f 
~ 
A2~4/3 

sendo n um parâmetro representativo do atrito e ~ o 
raio hidráulico da seção, aproximadamente igual à pro

fundidade Z. Os subscritos te x referem-se às deriva 

das parciais em relação a essas variáveis . 
O termo z-4/ 3 da equação (3) , expandido em torno 

de uma aproximação Zs, pode ser representado satisfato 
riamente por 

-4/3 z = 
2-4/3 
s 

9 

2 
(35 - 40-2- + 14 ~) (4) 

zs zs 

Multiplicada por gA
3, a equação dinâmica torna

se então 

A 2 Q - A Q A + A Q Q - Q2 A + g A 3 Z t t X X X 

gn2 AQ2 

9 z 4/3 
s 

z z2 
(35 - 40 -- + 14 -- ) 

z z2 
s s 

2.1 . Expansões Assintóticas 

gA3so 

(5) 

Supondo que as variáveis dependentes Q e Z adimi 

tam expansões assintóticas tem-se 3 

Q = Q
0 

+ Q1(x,t) + Q2(x,t) + Q3(x,t) + 

' Qn+l = o(Q ) n 

... ' 

Z = Z
0 

+ z1(x,t) + z2(x,t) + z3(x,t) + .. . , 

, z - c n+l - o Z ) n 

(6) 

(7) 

onde (Q , Z ) referem-se a um escoamento principal, 
o o 

(Q1 , z1) a uma perturbação de 1~ ordem, (Q2,z2) a uma 
perturbação de 2~ o1dem e assim sucessivamente . Admi

tindo- se o escoamento principal como uniforme em cada 
instante t, substituindo-se as variáveis Q, Z e A por 

suas expansões assintóticas e agrupando-se os ter~mos 

de mesma ordem na equação da quantidade de movimento , 

chega- se a 

- Ordem zero : 
2 

3 g n 2 
g S A - -- A o-

o o 4/3 o 'o 
9 zs 

z z 
(35 - 40 - 0- + 14 ~)=O 

zs z2 
s 

(8) 

- Ordem um: 

Qo Qo 
(Q - -- A + - A. -

lt A lt A lX 
~ 
Ãr ~x) + 

o o o 

+ z
1 

- 3S 
X O 

~ 
-A-

o 

2 [ Ql + As (2-
+ 

5
s g-;z- Oa 

s 
A 

+ _1_) z 
A Q 

o 

z z1 J + (28 + -40) -2 -
s s 

o 

sendo 

A = B Z s s z z 
Z = 35 - 40 - 0

- + 14 - 0
-

Q z z2 
s s 

s = 
~ n2 

s A2 24/3 
s s 

- Ordem 2: 

1 Qo Qo 
- CQ2t - p:- A2t + -x- Q2x 

gA o o o 

Q2 
- o 
7 o 

A2x ) 

A2 
+Z -3S --2x o A

0 

A2 
s 

+ s -=2 
s 9A 

o 
[ 

Q2 Az 
(2- + -x-

Qo o 

z 22 J + (28 _o_ - 40) ~ 
z s s 

(9) 

(lO) 
(11) 

(12) 

+ 

--7- [ (Al Qo +Ao Ql) Alt- 2 AoA1Qlt- C~Oa + 
g o 

J ~ +A +2 A -3--Z o Ql) Qlx Qo Ql lx A lx + 
o 

+ 

A2 
+3S - 1--s 

o A2 s 
o 

Az 
s 

9A
2 
o 

2 

{ 

21 Ql 2o -
14 -

2
- + 2 - 2-(28 z-

2 2 s 
s s 

zl 
40) z-- + 2Q 

s 

Qz 
1 -=r+ 

Qo 

A Q ] +2-1_1_2 
A Q Q 

o o 

Al 

A o 
[ 

2 21] 
(28 ~ - 40)~ 

(13) 

A equação da continuidade d~ ordem 1 e 

8o 21t + Qlx = O (14) 



e de 2~ ordem 

(15) 

O escoamento principal é resolvido fixando-se 

uma vazão ~ e obtendo-se a profundidade corresponden

te Z
0 

na equação algébrica (8) . As equações (9) a (15) 

constituem dois sistemas lineares a derivadas parciais . 

2. 2. Solução das equações de 1~ ordem 

Para a resolução do problema proposto foi usado 

o esquema em diferenças finitas de Preissmann, expres
so pelas equações 

f(x, z) 

af 

ax 

af 

at 

-

-

0 

El 
-2-

fi+l 
j+l 

fi+l 
j+l 

(fi+l + é+l) 1-El (fi + f~) +~ 
j+l j j+l J 

(16) 

- f ~+1 i -é f. 1 _]__ + (1 - El) J+ J 
t.x t.x 

(17) 

i f~+l f~ - fj+l + -
J J (18) 

2 l'lt 

onde j = 1,2, . . . N sao as diversas seções de cálculo, 

i= 1,2, ... M são os instantes de tempo da simulação e 

0 é um parâmetro de peso com valor entre 1/3 e 1 . Sub~ 

tituindo-se as variáveis das duas equações difrenciais 

que constituem o problema de 1~ ordem pelas expressões 

em diferenças finitas chega-se a 2(N-l) equações al

gébricas lineares onde são conhecidos os termos em i e 

procura-se determinar os valores para i + 1. Como de 

vem ser determinados os valores de N vazões e N prof~ 

didades para i + 1, tornam-se necessárias mais duas 

equações fornecidas pelas condições de contorno na se-

ções de montante e jusante. 

Q (O, t) ~(t) 

ou 

(19) 

Z (O, t) ~(t) 

e Q(X, t) - f {Z(X,z) } =O (20) 

onde ~(t), ZM(t) são vazões e cotas registradas em ca 

da instante de cálculo na seção de montante e a equa

ção (20) refere-se a uma curva-chave na seçao de jus~ 

te (relação obtida experimentalmente entre vazões e 
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profundidades ocorridas na seção). 

Maiores detalhes sobre o esquema de discretiza

ção podem ser obtidos nas referências [ 1] e [ 2 J . 

3. APLICAÇÃO . 

As esquações do movimento não permanente foram 

usadas para propagar enchentes no rio Capibaribe, em 

Pernambuco . Considerou-se um trecho de 37,5 Km entre 

as cidades de Limoeiro e Pandalho . A partir das va

zões medidas na seção de montante (Limoeiro), que se 

constituiu na entrada do modelo de simulação matemátl 

ca, foram determinadas as vazões e profundidades de 

escoamento nas diversas seções através da resolução 

dos sistemas de equações não-lineares e dos sistemas 

linearizados pelo método das pertubações . O gráfico 

anexo mostra as vazões na seção de jusante (Pandalho) 

obtidas pelos dois processos . As curvas 1 e 2 refe-

rem-se à simulação de cheias ocorridas nos anos de 

1969 e 1970, respectivamente. 

.. .. 

4. CONCLUSOES . 

- w..uc6u ..a uu.ckl ..&o- ...c~o~~~~:t 
- NWCIQ MI I IWdQ L~ 

.. .. .. .. .. 
•TCW. C-1 

O método das pertubações parece se constituir 

num importante instrumento para simplificar o proces

so de simulação digital de escoamentos não-permane~ 

tes. As aplicações apresentadas foram feitas através 

do uso de um microcomputador pessoal e ocupou apenas 

6 Kbytes de memória RA~, enquanto que a solução do 

sistema não-linear foi obtida com um computador de 

grande porte. O método parece ser mais eficiente que 

outros processos usados para linearizar as equações de 

Saint-Venant e certamente fornece resultados melhores 

que os obtidos com o uso de esquemas explícitos. Nas 

aplicações feitas a aproximação de 1e ordem já condu

ziu a resultados bastante satisfatórios. 
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SUMMARY. 

Th~~ pape~ deal~ w~th the p~oblem o6 the 
non-~teady 6low , w~th a 6~ee-~u~6ace ~n 

~ hallow wate~, w~eh ~ gove~ned by the Sa~nt- Venant 

equat~on~. A~~um~ng that the ~ndependent 
va~~able~ can be exp~e~~ed ~n an a~ympto~c 
~e~e~ the p~oblem ü l~nea~~zed. 

app~ox~mat~on ~~ al~o obta~ned. 

A ~ econd 

The l~neatized veM~on can be Mlved M~ng a 

pe~~onal compute~ and an example ~~ p~e~ented. 

Th~~ example ~e6e~~ to the Cap~ba~~be ~~ve~ 

and the ~olut~on ~~ ~n good ag~eement w~th the 
one obta~ned by u~~ng b~ute 6o~ce and a b~g 

compute~ ~n ~olving the non linea~ equation~. 
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~ç.a.~ e c.a.lc.ula.da. e o~ 4Mtd.ta.do~ ~a.o c.ompMa.do~ c.om dado~ dM equa.ç.õu -i.rtteg~ 
rtao-lirteMM. 

INTRODUÇÃO 
A_aplicação do método de equações integrais para 

a so!uçao de problemas de transferência de calor já da 
ta hã al~ tempo (lj . O ~étodo foi estendido a proble 
~s tran~1entes un1d1mens1onais de convecção e radia:: 
ça~ ~omb1nadas em [2]. Em [3] e (4], essa técnica foi 
ut1l1zada com sucesso em problemas bidimensionais. A 
~ent~ção_mat~tica do método para a equasão clãs 
s1ca da d1fusao fo1 tratada com detalhes em (51· -

O principal objetivo do presente trabalho é apre 
sen~r um esquema linear para as equações integrais no 
sent1do de resolver problemas a valores de contorno da 
transferência de calor por radiação e condução combina 
das. -

A principal dificuldade para a solução desse ti
po de proble~s é_devida ao fato de que as condições 
d~ ~ont~rno sao nao-lineares.~Esse fato impõe severas 
l1m1taçoes no uso de outros metodos aproximados, tais 
como diferenças finitas, elementos finitos e variacio 
nal. 

_ Um método que ~rece muito adequado para a solu 
~ao de ~al problema nao-linear é o método de equações 
1ntegra1s [6]. Geralmente, o uso da solução fundamen
tal do operador dif~rencial parei~! associado ao pro
blema leva a um conJunto de equaçoes integrais não-li 
neares, que devem ~er resolvidas numericamente, para 
cada valor de um numero de radiação Nr convenientemen
te escolhido. Com o fim de se obter uma faixa represen 
tativa de valores do fluxo líquido de calor entre os 
corpos considerados em função de Nr, o sistema não-li 
near deve ser resolvido várias vezes, o que requer um 
tempo de processamento considerável (6]. 
_ ~ me~a principal é substituir o sistema de equa-

çoes nao-l1neares por um linear. O procedimento básico 
para tal consiste~em linearizar as equações integrais 
do problema atraves de uma diferenciação parcial dire
!a das eguações em relação ao número de radiação, que 
e um parametro adimensional. Como resultado surgem fór 
~las recursivas, e os termos das equações resultantes 
sao todos lineares. Essas equações tem como incógnitas 
as derivadas parciais da distribuição de temperatura 
da superfíci~ do corpo em função dos parâmetros do con 
torno e do numero de radiação. Cada derivada parcial 
pode ser determinada pelo conhecimento das derivadas 
de ordem inferior. Posteriormente, essas derivadas são 
utilizadas para determinar as derivadas do fluxo lÍqui 
do de calor no contorno e finalmente, a aproximação de 
Taylor para o fluxo na vizinhança de Nr=O. 

O método é aplicado na solução do problema da 
troca de calor por radiação entre uma casca ~ilíndrica 
espessa e uma placa plana isotérmica. 

O PROBLEMA A VALORES DE CONIDRNO 
Para facilitar a obtenção da solução do problema 
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propos~o, são co~sideradas as seguintes hipóteses: 
a. supoe-se os solidos suficientemente longos para que 

os ~feitos das extremidades_possam ser desprezados. 
Ass1m, despreza-se a conduçao axial, e o problema 
torna-se bidimensional; 

b. os corpos em estudo serão considerados negros, sen 
do portanto a emissividade unitária; 

c. o meio que envolve os corpos é não-participante 
quanto à radiação; 

d. as propriedades ~Ísicas dos materiais que consti
tuem os corpos sao constantes; 

e. a transferência de calor ocorre em estado estacioná 
rio, sem fontes ou sumidouros de calor. 

Com estas hipóteses, o campo de temperatura sa
tisfaz a equação de Laplace: 

v2T(z) = O em D, (1) 

z=(x,y), e D é uma região bidimensional segundo Lyapu
nov. 

. No cont~rno externo aDe da região, é válida a se 
gu1nte condiçao de contorno, 

;~ =- Nr[T~(z) -Kp(z) -Jr K(z,z')Ts(z')ds'] (2) 
aDe 

onde K(z, z ')=dFds-ds'/ds', e dF é o fator de forma lo 
cal relacionado a ds e ds'; Kp é o fator de forma lo:: 
cal relativo a ds e à placa ; Nr=crTô3L*/k é o número de 
radiação, sendo cr a constante de Stefan-Boltzman, To a 
temperatura da placa, L* o seu comprimento e k a condu 
tibilidade térmica do corpo. -

No c~ntorno interno aDi, a distribuição de tempe 
ratura Ti e prescrita . Então -

TI aDi = Ti (z). (3) 

Nas equações acima, foram definidas as variáveis adi
mensionais x=x*/L*, y=y*/L*, T=T*/T0. 
AS EQUAÇOES INTEGRAIS NÃO-LINEARES 

Usando a solução fundamental associada à equação 
(1), e que tem a seguinte forma, 

G(z, z ') = J- ln y-="l I 
~n z-z 

com lz-z' I=(Cx-x') +(y-y') 2] 1/ 2 , mostra-se facilmente 
que a temperatura da superfície Ts(z) satisfaz a se
guinte equação integral não-linear ([4], [6]): 
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J (~ + lnlz-z' I) <me(z') ds' 
aDe 

-f (z-z').n' Ts(z') ds'+rrTs(z) 
aDe lz-z'l2 

-J (~ + lnlz-z' I) <mi(z') ds' 
aDi 

J 
(z'-z).n' T·(z') ds' =O, 

- •z-z' 12 1 
aDi 1 

(4) 

com z em aDe para o contorno externo, onde <me é a de
rivada normal externa do campo de temperatura Ts, dada 
pela condição de contorno (2), <mi é a derivada normal 
interna de Ti, que é incógnita no contorno interno aDi, 
e satisfaz a equação integral abaixo, 

J (~ + lnlz-z'l)qneCz') ds' 
aDe 

J 
(z'-z).n' T (z') ds' +rrTi(Z) - s 

aDe I z-z' 1
2 

-J (~ + lnlz-z' j) qniCz') ds' 
aDi 

-J (z-z •) .n • 
aD· lz-z'l 2 Ti(z') ds' =o 1 , 

(5) 

com z em aDi, para o contorno interno. Adicionou-se às 
equações acima a condição de consistência de Neumann 
[7]' 

J qneCz) ds - J qniCz) ds = O, 
aDe aDi 

para assegurar a existência de solução correspondente 
ao caso em que o contorno aDe é um círculo unitário. 

Mostra-se facilmente que a incógnita ~ pode 
ser eliminada entre as equações (4) e (S) em favor de 
Ts [8) .Então , teremos apenas Ts(z) como função inc8gni 
ta que pode ser prontamente obtida da solução numérica 
da equação resultante. 

Um parâmetro particular de significado físico re 
levante é dado aqui pela seguinte equação: 

w(Nr) = q(Nr)/Nr, onde 

- J Nr J ( 4 q(Nr) = - qne (z) ds = LfãD.J" T s (z) 
aDe e aDe 

- Kp(z) + J K(z,z')T~(z')ds']ds 
aDe 

e L(aDe) = J ds é o comprimento de aDe. 
aDe 

Combinando as equações (6) e (7), teremos: 

- 1 J [ 4 w(Nr) - I:ãDi' Ts(z) - Kp(z) 
LlOUeJ aDe 

(6) 

C7) 

-J K ( z , z' ) T s ( z') ds J ds - · ( 8) 
aDe 

Como é fácil de se ver, a função w pode ser es
crita como segue, 

w(Nr) = q (Nr)/crTo4
, 

onde q é o fluxo de calor médio sobre aD~ e w repre
senta o fluxo líquido adimensional total de calor tro 
cado por radiação entre o cilindro e a placa. -

O efeito da condutibilidade térmica do sólido na 
transferência de calor por radiação entre o corpo e a 
placa poderá ser compreendido mais facilmente se a se
guinte relação for definida: 

~(Nr) = w(Nr)/w(O) . (9) 

Então, w(O) comporta-se como um fluxo de calor 
médio no contorno aDe, que corresponde ao caso em que 
a condutibilidade térmica assume um valor infinito, ou 
seja, no caso de metal ideal. 

O ESQUEMA LINEAR 
Para avaliar a função ~(Nr), o sistema não-li

near de equações (4)-(5) deve ser resolvido numerica 
mente tantas vezes quantas necessário para cobrir uma 
faixa determinada de valores de Nr. 

Entretanto, se as derivadas parciais de ~(Nr)são 
conhecidas em Nr=O, pode-se substituir ~(Nr) por uma 
aproximação de Taylor como segue: 

~ (N ) = ~ __!__ <lm~(O) N m 
N r m=O m! aN m r 

r 

(lO) 

onde N indica a ordem de aproximação do polinômio. Pe 
las equações (8) e (9) , estas derivadas podem ser de~ 
terminadas se soubermos as derivadas parciais de Ts em 
relação a Nr, que são obtidas por diferenciação direta 
das equações integrais (4) e (5) . Após incluir a condi 
ção de contorno (2), o resultado é como segue: -

aP Ts(z) J (z-z').n' aP Ts(z') 
rr( ) - ( ) ds' 

aN P 0 aD lz-z' 12 aN P 0 
r e r 

f 
1 Pq-Cz') 

- C +lnlz-z'l)(a m ) ds'=I-L(z) 
aDi 7 aNrP 0 ·-p 

(11) 

para z em aDe, 

aPTj(Z) r (z'-z) .n' aPTs(z') I 

rr( )0-J ( lods 
a N/ aDe I z-z' I a N/ 

f 
1 aP T (z ') 

- C-z+lnlz-zl')( s ) 0 ds'=Hp(z) 
aDi aNrP 

Cl2) 

para z em aDi, e 

J 
1 p-1 4 I 

HpCz)=p C-z+lnlz-z'l) [Ca T:(z )) 
aDe a N p 1 o r 

J 
aP-lT" C '') 

- K C z ' , z ")( s z ) ds " 
aDe aN/-1 o 

Cl3) 
p-1 

- (a Kp(z')) ] ds' 
aN p-1 O 

r 

Eliminando-se a derivada de <mi das eguaçõeslll) 
e Cl2), obtém-se uma equação linear para (aPrs/aNyP)ú. 
Para calcular essas derivadas, pode-se resolver as 
equações Cll)-(12) por recursão, como se observa na 
equação (13). 

A tarefa da obtenção da aproximação polinomial 
(10) reduz-se, assim, à solução das equações integrais 
lineares (11)-(12), evitando-se o processo iterativo. 



SOLUÇÃO Nl.MI::RICA 

Una solução aproximáda das equações integrais po 
de ser obtida pelo método da colocação, que foi utili-=
zado com sucesso na solução de vários problemas de en 
ge~aria, como em [6] ou, para corpos cinzentos em [9f. 
O metodo consiste na divisão dos contornos da região 
em segmentos de arco 6Sj, onde a função (temperatura 
ou sua derivada normal) é representada por uma função 
degrau (constante em cada 6Sj) · Com o uso do teorema 
da média, as integrais das funções são aproximadas por 
somas, aplicadas a cada ponto nodal, no centro do arco. 
Por exemplo, para a temperatura, teremos: 

N" 

J K ( z , z ' ) T ( z 1 
) ds 1 = } T · J K ( z , z 1 

) ds 1 

aD J=l J ósj 

e a integral do núcleo é obtida por integração numéri
ca ou analítica. 

Para reduzir as equações integrais em equações 
algébricas, os contornos aDi e aDe são representados 
por equações paramétricas no plano, na forma x=x(T), 
y=y(T), onde T pertence a um intervalo [a,b] da linha 
real. No caso, x(a)=x(b), y(a)=y(b). Como D é uma re
gião de Lyapunov, devemos ter 5(T)=[~(T) 2+y(T) 2]II 2> 0, 
onde s(T) = ds/dT é a velocidade da curva aD . Seja Np 
o número de pontos nodais de [a,b] correspondente a 
aDq, q=i,e, tal que T=a+(2j-l)óT/2, j=l,2 ....• Np. óT= 
(b-a)/Np. Assim, as equações (10)-(11) são aprox1madas 
pelo seguinte sistema linear de equações algébricas, 
aplicado a cada ponto nodal z(Tj) do contorno aDq ~]: 

Ne 
Ge 

Ne 
l: CDp qne,j) + l: DGe . CDp Ts,j) + 

j=l e,kj j=l e,kJ 

Ni i 
l: Ge ,kj CDp qni,j) - 1r(Dp Ts,k) o (14) 

j=l 

e 

Ne e Ne e 
l: G . k . (Dp q . ) + l: G. k. (D T .) + 

j=l 1, J ne,J j=l 1, J p S,J 

N· i 1 
l: Gi ,kj CDp qni, j) - 1r(Dp Ti,k) = o (15) 

j=l 

onde Dp denota a derivada de ordem p, com p=l,2, ... ,N. 
Invertendo a matriz [G] e eliminando o fluxo qni entre 
as equações acima, resulta uma equação linear para 
CDpTs), dada na forma matricial, 

[A]{Dp Ts} + [B]{Dp qne} = {0} onde (16) 

[A) 

Analogamente, para o sistema não-linear (4)-(5), tem
se: 

[c] {Ts} + [E] {qne} + {F} = {0} (16) 

onde 

e os coeficientes [c] e [E] são semelhantes aos da 
equação (16). O vetor {Dnqne} e as matrizes [G] e. [DG] 
são dados, respectivamente, por: 
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r r 
T-

J 

(19) 

J
Tt (Z(T 1 )-Z(Tk)) 

DGq . = J s(t)n(Z(T 1 ))dT 1 
- 1TÕk. (20) 

p,kJ TJ lz(T 1 )-Z(Tk)l 2 J 

sendo Tt = Tj±óT/2, com z em aDn, Z1 em aDq ,k=l,2 .. Nq 
j=l,2,.~ - .Np, ôT=Cbq-aq)/Nq, váiidas para pfq. Quando 
z(Tk)=z(T 1

) para p=q, surgem singularidades, como se ob 
serva nas equações (19) - (20), ~e podem ser contorna~ 
das conforme procedimento em [8j. 

Para o cálculo das derivadas sucessivas da tempe 
ratura, o processo inicia pela equação (17), com Nr=O~ 
obtendo-se (Ts)o=Ti, visto que ~e é nulo. Assim, as 
derivadas sucessivas da temperatura {Dp!s} e simult~ 
neamente as do fluxo de calor {Dp~e} sao determinadas 
por recursão nas equações (16) e (18) , com o auxílio 
da regra de Leibnitz para a derivada de um produto, 

Assim, jogando-se os valores {Dp~e} na derivada suces 
siva da equação (8) em relação a Nr e substituindo õ 
resultado na equação (10), obtemos uma aproximação li 
near para s CNr) · Além disso, uma aproximação linear da 
distribuição de temperatura pode ser obtida jogando-se 
os valores {DpTs} numa equaçao semelhante à (10). 

EXEMPLO NUMbRICO 

Para verificar o método, considera-se o problema 
da transferência de calor por radiação entre uma pare
de cilíndrica espessa e uma placa plana isotérmica de 
comprimento 2B*, conforme figura 1 abaixo. 

e• . 
B 

Fjg . 1 - Geometria do problema 

rara a geometria presente, a=ri/r~, b=B*/r~, 
h= H* /r~, T i=TlfTÕ., Nr= crT0 3re/k, T5=L O e Ti é_ su~sta 
constante sobre aDi. Como o corpo e convexo, nao ha ra 
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diação mútua, e a integral na equação (18) é nula. De 
vido à simetria, considera-se metade do cilindro e da 
placa. Para a superfície interna do cilindro foram uti 
lizados 16 pontos nodais e para a externa 32 . Para a 
integração numérica da função de Green fundamental e 
sua derivada normal dadas por (19)-(20) foram feitas 
10 divisões em cada intervalo [8] , e usou-se a regra 
de Simpson. Um programa FORTRAN IV foi escrito e pro
cessado num computador IBM 4341. 

RESULTADOS NUMERICOS 

Os resultados obtidos da solução do exemplo numé 
rico da seção anterior permitem a comparação entre a a 
proximação linear por série de Taylor e a solução não~ 
linear (processo iterativo de Newton-Raphson) das equa 
ções integrais. Além disso, permitem a compreensão d0 
comportamento físico do problema da troca de calor por 
radiação entre um cilindro negro e urna placa isotérmi
ca. 

0,88 ...._ ___ ___.. ____ ____._ ____ _.._ ____ _, 

o,o 0,2 0,4 0,6 
Nr 

0,8 

Fig. 2 - Eficiência da troca de calor por radiação pa-
ra um cilindro em presença de urna placa em 
função de Nr · 

No gráfico da figura 2 são comparados os resulta 
dos obtidos pelos dois esquemas numéricos para a efic1 
ência da troca de calor por radiação ~· A curva trace 
jada representa a eficiência não-linear ~NL obtida pe~ 
la equação (9), e as curvas contínuas fornecem as efi 
ciências ~j• onde j indica o número de termos da séri~ 
calculadas pela equação (10). Os seguintes parâmetros 
foram utilizados: a=0.5, b=0.2 e Ti=0 . 2. Nessa figura, 
mostra-se que a precisão do método é muito boa para nú 
meros de radiação situados na faixa de 0.0 até 0.6,com 
a utilização de urna série de 4 termos para a eficiên
cia, ou seja, ~4• em relação à eficiência não-linear. 
A partir de 0.6, a precisão decresce com o aumento de 
Nr· 

Testes que levaram em conta a variação da tempe
ratura da superfície interna Ti e da razão de raios a, 
mostraram que a precisão no cálculo da eficiência pelo 
método linear diminui com o aumento de Ti e o decrésci 
mo de a . Maiores detalhes podem ser encontrados em ~~ 
CONCLUSOES 

De acordo com os resultados apresentados, pode
se concluir que a precisão do método mostrou-se boa pa 
ra números de radiação moderados. Deve-se observar que 
na maioria das situações de transferência de calor por 
radiação e condução combinadas na engenharia, lida-se 
c0m materiais metálicos e refratários, e o número de 
radiação para os metais e alguns refratários não ultra 
passa o valor 0.6. Para se ter uma idéia, no caso de 
aletas, o número de radiação situa-se em torno de 0.05 . 

Visando a comparação do tempo de processame11to, 
resolveu-se o problema para uma faixa de lO valores de 
Nr, utilizando o esquema linear e o não-linear, com 32 
pontos na superfície externa . O tempo de CPU foi de 40 
segundos para o primeiro método e de 120 para o Último. 
O mesmo problema foi resolvido pelo método de diferen 

ças finitas com 288 pontos [8], consumindo um tempo de 
CPU 8 vezes maior, para um único valor de Nr · Isto se 
deve ao fato de que o método de diferenças finitas ne'
cessita do cálculo da distribuição de temperatura na 
região para se ter a do contorno, ao passo que o méto
do de equações integrais só usa pontos do contorno, de 
vido às características da função de Green . -

O método de equações integrais lineares pode ser 
estendido à solu'ião de problemas da transferência de 
calor por radiaçao e condução combinadas em superfí
cies rugosas, onde se requer um grande número de pon
tos para uma determinação acurada da distribuição de 
temperatura e do ~luxo de calor . O mesmo é aplicado pa 
ra bancada de aletas, cuja solução pelo método de equa 
ções integrais não-lineares foi obtida em [10]. -
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INTRODUÇÃO 

A medida da emissividade oe urna superfície pode 
ser feita oticarnente, através de um espectrofotôrnetro, 
ou termicamente, através de um balanço de energia num 
processo de transferência de calor. O primeiro pode 
fornecer a emissividade espectral da superfície. O ~e
gundo fornece a emissividade total integrada, o que e 
de interesse na maioria das vezes e pode ser muito me
nos custoso do que o primeiro. Assim, este Último é e~ 
tudado corno urna alternativa econôrnica para a medida da 
emissividade. 

Os processos térmicos de medida se baseiam na me
dida da transferência de calor entre duas superfícies, 
com emissividade a ser calculada a partir das equações 
de ba:anço térmico. Normalmente os tres modos de trans 
ferência de calor (condução, convecção e radiação) fa-
zem parte desta formulação e os respectivos coeficien
tes das equações constitutivas introduzem urna incerteza 
na medida Ja emissividade. 

No presente trabalho é proposto um equiPamento b~ 
seado no método térmico. ~realizada urna analise- das 
contribuições dos diversos parãrnetros envolvidos na in
certeza da medida da emissividade. Os resultados encon 
trados são comparados com os obtidos por equipamentos -
comerciais mais sofisticados e precisos [1]. 

DESCRIÇÃO 00 EQUIPAMENTO 

ó 

Figura 1 . Esquema do Equipamento 

ANÁLISE TEdRICA 

O equipamento de medida da ernissiv1dade é compos
to de dois cilindros concêntricos, confv.me mostrado na 
Figura 1. Com o objetivo de eliminar-se o efeito de 
pontas, foram colocados dois blgc?s de cortiça e~ ~bas 
as bases do conjunto. A superf1c1e externa do c1l1ndro 
interno é denominada de superfície 1 e a superfície in
terna do cilindro externo é denominada de superfície 2 
e tem diãrnetros, respectivamente, d

1
=22,0mrn e d2=42,~. A altura dos cilindros é t = 147mrn e as bases de cort1-

ça são denominadas de superfície 3. 

No presente trabalho, dois são os mecanismos de 
troca de calor na região anular: radiação e convecção. 
Assim, a taxa total de transferência de calor (q) P da
da por: 

Urna resistência elétrica é colocada no cilindro 
interno fornecendo calor ao sistema. Tornou-se o cuida
do adicional de escolher uma resistência elétrica com o 
mesmo comprimento que a altura dos cilindros para mini
mizar a transferência de calor axial na superfície dos 
mesmos e garantir um fluxo de calor unidimensional ra
dial'. 

Para determinação das temperaturas foram instala
dos três termopares na superfície 1 (A,B,C), assim corno 
outros três na superfície 2 (D,E,F), conforme represen
tado na Figura 1. Naturalrnente_a coloc~ção ~estes ter
rnopares possibilita a veri~icaçao da un1form1dade.da _ 
temperatura de cada superf1cie, bem corno a deterrn1naçao 
de sua temperatura média. 

177 

(1) 

onde qr e a parcela relativa ã radiação. e <lç ã convecção. 
~egundo Kreith [2], a transferenc1a de calor por 

radiação entre as superfície~1 e 2, considerando-se a 
superfície 3 re-irradiante, e dada por: 

(2) 

onde E -emissividade das superfícies1e2(idênticas) 
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A1 - area da superfície 1 (m2J 
A2 - área da superfície 2 (m2) 
T1 - temperatura absoluta da superfície 1 (K) 
r 2 - temperatura absoluta da superfície 2 (K) 
Req - resistência equivalente 8 a -constante de Stephan Boltzman(5,729x10-~ 

Assim, explicitando-se E m2K 

E 

sendo, 

Al 

A1 + ~ + A1A2 

1 1 1 
Req = R

1 
+ R

2 
+ R

3 

1 
Rl = A,fO 

1 
R2 = iÇF2J 

1 
R3 .., A1F12 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

onde F13 , F23 e F12 são ~s ~atores de forma. __ 
A taxa de transferenc1a de calor por convecçao e 

dada por. 

~ = hcACT1 - r 2J (8) 

onde A é a área média logarítmica entre as superfícies 
1 e 2: 

(9) 

O coeficiente de transferência de calor por con
vecção (h ) pode ser calculado segundo Kreith [2] pelas 
expressõe~ 

Nuô = 1 Gr8 < 2000 (1 O) 

Nu
8 

= 0,18 Gr8 l/4(~/ô)-1/9 2000 < Gr8 < 20000 (11) 

Nu
8 

= 0,065 Gr8 1 /3(~/ô)-1/9 20000<Gr8<1,1 X 107 (12) 

onde Nu8 - número de Nusselt referido ao espaçamento ô 
entre as superfícies 

Gr8 -número de Grashof 

REOOÇÃO DE DADOS 

Conforme pode-se constatar através da equação (3), 
a emissividade fica determinada conhecidas as temperatu 
ras das superfícies e a taxa de transferência de calor
por radiação Cqr), além dos parâmetros geométricos. 

Com as equações (1) e (8) obtem-se o valor de qr· 
Ressalta-se o fato que a taxa total de troca de calor 
Cg) é igual a potência elétrica fornecida pela resis
tencia. Assim, esta fica determinada medindo-se a vol
tagem e a amperagem, com incerteza inferior a 2%. Natu 
ralmente, na determinação da taxa de troca de calor po! 
convetção ((8), (9), (1 O), (11), (12)) estão implícitas 

incertezas não mencionadas na referência [2]. Assim, 
uma especial atenção a este fato é dada na análise dos 
resultados do presente trabalho. 

As temperaturas foram medidas com termopares do 
tipo T (cobre-constantan) calibrados contra um termôme
tro padrão de platina, com incerteza de t 0,1°C. 

Finalmente, para a geome~ria adotada no equi~a
mento, tem-se A1 = 1,016 x 10- m2 e A2= 1,972x10- m2. 
Os fatores de forma são determinados segundo Siegel e 
Howell [3], apresentando os seguintes valores numérico~ 

F12 = 0,9496 F13 = 0,0504 F14 = 0,0796 

Com as e~uações (4), (5), (6), (7) obtem-se 
99,66 m- . Req 

RESULTADOS 

Para efeito de teste do equipamento as superfí
cies 1 e 2 foram pintadas de preto. As emissividades 
destas superfícies foram medidas por um equipamento co
mercial [1], obtendo-se 

E = 0,95 ! 0.02 

Com o aparato desenvolvido foram realizadas vá
rias experiências, cujos resultados estão apresentados 
na Tabela 1. Esta mostra as temperaturas médias em ca
da superfície, assim como seus desvios já que as mesmas 
não são completamente isotérmicas, além dos demais parâ 
metros necessários para a determinação da emissividade~ 

Tabela 1. Resultados 

I" J 1'-1 I • ,., 

EXPERIENCIA 
- PARÂMETRO 

1 2 3 4 

r 1C°C) 
.·• 1 

30,2 65,8 88,5 104,4 

Incerteza ~T1 (°C) 0,3 0,5 0,6 1 ,4 

T2(oC) 21 ,5 36,0 46,1 52,4 

Incerteza ~T2 (°C) 0,4 0,5 0,9 0,7 

Gr8 '1 - f' 
1302 3046 3457 3680 

J L.'. 

Nuô 
., 1,000 1,000 1 ,028 1 ,044 

' 
h(W/m2. °C) 2,528 2, 711 2,910 3,040 

q(W) ·~L .... 0,82t 3,564 5,558 7,168 

qc(W) 
-~ ~ .... 

0,316 1,165 1, 778 2,280 _f·, () t 

qr(W) 
.'- _: ~~ I • • 

o ,511 2,399 3, 780 4,888 ·:~I -

' - . 0,972 1 ,018 0,986 0,956 E ': r ,, 

~!SE DOS RESULTADOS 

Conforme pode ser observado, os resultados obti
dos para a emissividade aproximam-se bastante daquele 
obtido pelo equipamento comercial [1]. 

Com o objetivo de verificar-se a influência dos 
diversos parâmetros medidos ou calculados na determina
ção da emissividade, realizou-se uma análise de incerte 
zas, segundo o critério de Kline e Mac Klintock. Assim~ 

2 (a e: )2 (a e: ) 2 (a e: )2 (~e:) = ãiÇ M 1 + ãiÇ ~ + ~ ~T 1 + 
+ u;2 ~T2r +o~ ~qr +(~~r (l3) 
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Para efeito de cálculo da incerteza na medida da 
emissividade, tomou-se por base a experiência n9 1 da 
Tabela 1. Foram adotados os seguintes valores para as 
incertezas das medidas geométricas básicas: 

~d 1 = :!: O, lnm 

l!d2 = !: O, 1rran 
t.i = !: 0,5rran 

Deste modo, encontra-se as incertezas das áreas 
1 e 2 como sendo, ± 5,8 x 10-S m2 e ! 8 1 x 10-5m2, 
respectivamente. Para incerteza da pot~ncia elétrica, 
foi adotado o seguinte valor: t.q = 0,012 W. Ressalta
se que já foram apresentadas na Tabela 1 as incertezas 
das temperaturas. Conforme mencionado anteriormente, 
uma atenção especial é dada a incerteza do coeficiePte 
de filme associado a troca de calor por convecção. 

Logo, 

Assim, são encontrados os seguintes valores: 

(a~ t.A1)
2 

= 4,72 x 10-
6 

(a~: ~)
2 

= 2,08 x 10-
7 

(
ae: t.T )

2 
1,42 x 10-3 

IT,l 

( ae: t.r2) 
2 

10-3 
ar2 

2,32 X 

(~ t.q) 
2 -4 

aq 2,36 X 10 

(a e: t.h) 
2 

0,173(*Y an 

2 
(/!.E:) = 3,98 X 10-

3 
+ 0,173(*Y (14) 

A Tabela 2 apresenta a incerteza da emissividade 
como função da incerteza relativa do coeficiente de 
transferência de calor H. 

Tabela 2. Incerteza da Emissividade 

t.hfh o 0,01 0,02 0,05 0,10 0,15 

t.e: 0,063 0,063 0,064 0,066 0,076 0,089 

Pode-se observar que a contribuição da incerteza 
da temperatura na incerteza da emissividade é uma das 
maiores, juntamente com a do coeficiente de transferên
cia de calor. Verifica-se ainda ser pequena a contribu! 
ção das demais parcelas. 

Situando a incerteza relativa da medida do coefi
ciente de filme, h, na faixa de 10 a 15%, contata-se 
que os dois termos do lado direito da equação (14) pos
suem a mesma ordem de grandeza. Estes valores induzem 
uma incerteza na emissividade de aproximadamente 0,08 
para a experiência n9 1. 

CONCLUSOES 

Como pode ser observado na análise dos resultado~ 
a incerteza da medida da emissividade atr~és do presen 
te método é maior do que a associada aos equipamentos -
comerciais [1]. A temperatura é a grandeza que deve 
ser medida com maior acuidade. Naturalmente uma incer
teza menor do valor da em1ssividade poderia ser conse
guida com um número maior de medidas , diminuindo portél;!! 
to a incerteza da média. 

As facilidades de construção e operação do equip~ 
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mento apresentado, assim como o seu baixíssimo custo, 
justificam plenamente a sua utilização, quando não é e
xigida elevada confiabilidade na medida da emissividatle. 
Uma outra aplicação bastante viável é a comparação em 
termos qualitativos de emissividades de diferentes su
perfícies ou tintas. 
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SUMMARY 

The. em-Wúvily o6 a ~WL6ace. hM be.e.n dueJUn&r.e.d 
by an appaJttttu..6 , wfúch bM.i.call.y c o M-Wú o 6 tJAJo 

. conce.nbúc cylindeJL -&heUó. The. in.neJL ~hell. ,ú, he.ate.d 
by el.e.ctlúc Jc.U-W.ta.ncu and the. dueJUn&r.a.tion o6 the. 
em-Wúvily o6 the. ~WL6ace. -W .caNÚe.d on by an e.neJLglj 
balance. on the. -&y-&tem. The. a.ppaJttttu..6 all.oW6 .the. 
dueJUn&r.a.tion o6 the. em-Wúvily o6 mate.!Úal.6 ~hape.d M 
~heUó a.nd o6 poin..t6 a.pplie.d .to -&WL6a.cu in. the. a.ni'!Ltla.Jc. 
Jc.e.gion. Se.veJLal tuú ha.ve. be.e.n peJL6oJc.me.d, and the. 
Jc.Uu.U6 weJLe. compa.Jc.e.d .to the. valu.u wh.i.ch weJLe. ob.ta.ine.d 
by moJc.e. pJc.e.We. me.tho~, Jc.Uu..U..í.ng in ~mail duCJc.epa.núu 
An unceJL.ta.in.ty analy~-W IM:t6 caJrJÚe.d on and the. in6fuence. 
o6 e.a.ch pa.Jc.a.mUeJL on the. 6.(.nal Jc.Uu.U IM:t6 dcU:eJr.rnine.d. 
Finall.y a. CJc.ilical a.naly~-W o6 the. me.MWLeme.n.t me.thod 
emphM-We.-& ili -&.i.mplicily, low coM:tJc.uc:ti.on co~t o6 the. 
e.quiprr1e.nt a.nd good Jc.Uu.U6. 
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SUMMARY 
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fupla.y.<.rtg ..únptr.uúve. tr.e.ptr.odu.c..<.b..ii..<.ty c.ha.tr.a.c.te.tr. .<.rt tr.e.pUc.a.te. e.xpe.tr...úne.rtú. The. de.v.U., e.d 
me.thod fu601Úa:te...6, ntr.om .the. ove.Jr.a.U ptr.Uhutr.e. tlla.rt6du.c.e.tr. ou.tpu.t ú.grtai. , c.on-ta.m.úta.ting 
e.66e.c.t6 hu.c.h a.6 a..<.tr. c.omptr.e...~>h.i.bl.<.ty, d.<.a.phtr.a.gm de.nle.c.tion a.nd h-ttr.ong u.nde.h.<.tr.a.ble. 
.the.tr.ma.l dtr..<.nth. The. .:te.c.hrt.<.qu.e. tr.ei..<.U u.port Ba..úc. Ptr..<.rtupf.e...l> a.rtd, notr. .the. low le.vel. 
ptr.e...6-6utr.e. tr.a.nge. hu.ggu.:te.d, tr.e.pla.c.u o.the.tr. c.onve.rttiona.t c.a..U.btr.a.t.<.rtg .:te.c.hrt.<.qu.u wh.<.c.h 
a.tr.e. e.xpe.rt6-i.ve. OIL na.-i.l to hU.C.C.e.e.d du.e. -to h-i.gh a.6601Úa:te.d tlYIC.~U. 

INTRODUCfiON 
The dynamics and the rela tive motion of a particle 

in a viscous fluid have extensively been investigated 
during the last few decades. The most remarkable work 
in this area was however attributed to Brenner [1],who, 
after a series of sequencial papers, carne out with a 
powerfull theory relating parameters of the "perturbed 
flow' (flow in presence of the particle) to parameters 
of the "unperturbed" flow. The proposed theory rely on 
Basic Principies (momentum and energy theorems) and 
provides the fundamentais for calculating the 
"additional" pressure drop induces by the presence of a 
particle in a flow field. The theory is quite general 
and applies to the relative motion of a particle (of 
arbitrary shape) and a viscous fluid confined within a 
cylinder of arbitrary cross-section. Surprisingly, this 
theory also provides the background for calculating a 
finite shearing force acting on the walls of the 
cylinder bounding the flow, even if the walls are 
infinitely distant from the particle. The beauty and 
the simplicity of Brenner's results, concerning such a 
complex problem, is discussed elsewhere [1]. 

Using an Oseen-type linearization of the equations 
of motions and arguments related to the "additional" 
rate of energy dissipation, Brenner showed that 

(1) 

the LHS of equation (1), which relates parameters of 
the perturbed flow, measures the "additional" pressure 
drop force drag ration. Surprisingly, the RHS of the 
above equation only contains parameters of the 
"unperturbed" flow, i. e . : v~ is the approach unperturbed 
velocity to the particle when fluid flows in laminar 
regime through the duct at mean velocity Vm· The 
subscript zero means that the fluid approach velocity 
should be evaluated at the "center" of the space 
presently occupied by the particle, while the 
superscript zero denotes unperturbed flow. 

Brenner's theory applies to the relative motionof 
a particle and a viscous fluid. However Brenner showed 
that (1) also applies to a particle settling through an 
otherwise quiescent fluid, as it will be suggested in 
this paper. 

For Poisseuille flow in a circular tube of radius 
R0 , v 0 /Vm = 2[1 - (r/Ro) 2

], therefore, according to 
Brenner's theory and for a "small" spherical particle 
of radius "a" positioned along the axis (r=O) of a 
ci rcular cylinder: 

Although Brenner's theory provides a set of suff icient 
conditions for its applicability, namely the smallness 
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of the parameter a/Ro and the particle Reynolds Number, 
the latter has already proved · to be an unnecessary 
condition [2]. Brenner also provided the wall effect 
correction for a sphere falling along the axis of a 
circular cylinder in the stokes regime, i .e., the effect 
of the proximity of the cylinder walls uppon the ratio 
~p+A/D. Not accounting for negligible higher order 
terms, Brenner's modified equation becomes: 

~p+A/D = 2[1 - 2/3 (a/R0 )
2

] (3) 

according to the above equation, for values of a 
a/Ro <0.1, the wall effect correction is less than 0.7%. 

The motivation behind this paper consists ofusing 
this very simple result (although derived from a complex 
theory) as the background for calibrating delicate 
pressure transducers for measurements of vacuum or 
pressures of very low leveis . 

ln spite of the wide applicability of 
theory, in the scope of this paper attent ion 
confined to the special case of a spherical 
settling through a quiescent newtonian fluid , 
the motion within a falling ball viscometer. 

1HE CONVENTIONAL APPROACHES 

Brenner's 
is only 
particle 
just as 

National specialized laboratories using equipment 
traceable to National Bureau of Standards, often use 
Dead Weight Gage Testers . The accuracy of these 
expensive equipment heavily depends upon comparison of 
the weights with standards,with a degree of precision 
compatible with the last count of the gage to be teste~ 
and on the integrity of the plunger system. Special 
measuring techniques,averaging·ascending and descending 
pressure measurement readings, should, carefully , be 
used to minimize non-desirable friction effects . 
Another technique commonly used is pictured in Fig. 1. 

The pressure taps of the differential pressure 
transducer is connected t o two large-volume bottles 
containing air at atmospheric pressure, and immersed in 
a constant temperature bath . On line , to one side of 
the pressure transducer (already connect ed to one of 
the air-filled bottles), is installed a calibrated 
mercury-filled burette. With the by-pass valve and 
atmospheric vent closed, a measured volume of mercury 
is released from the burette, collected in a weighing 
bottle, and weighed on an analytical balance to furnish 
a more accurate measurement of its volume than provided 
by the graduations on the burette . Since the mass and 
temperature of the air in each of two closed 
subsystems on either side of the diaphragm remained 
constant, the increase in volume caused bu remova! of 
mercury from one of the subsystems is converted into an 
equivalent pressure difference by application of the 
ideal gas law. Special care should be taken to assure 
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returning to isothermal conditions since, usually, the 
air expansion occuring immediately upon release of the 
mercury is essentially adiabatic. A characteristic 
feature of a typical calibration run is better 
appreciated in a strip-chart recorder. ln this graphic 
the isothermal condition is obtained when the pressure 
across the diaphragm no longer changes with time. 

Electrical signal 
to milliaJl'l)J]eter---
recorder 

Ventto-~ 
atmosphere 

Water 
trough 

Mercury 
collection VIl e 

Figure 1. Calibration procedure 

The major experimental difficulty inherent to 
this calibration procedure resides in accurately 
controlling the thermal drift induced by unefficient 
constant temperature bath and temperature fluctuation 
of the ambient air . Additional difficulties arise from 
uncertainties in calculating the air volumes placed in 
each side of the pressure transducer. 

TI-IE PROPOSED ME'IBOD 

The main sources of difficulties, above described 
are here removed. The air-filled bottles immersed in a 
supposedly constant-temperature bath are replaced -by a 
"giant" U-tube manometer filled with a Newtonian liquid 
to almost the top. Commercially available distilled 
glicerol (1 .263 g(cm3 ; v = 9.77 cm3 /s at T - 20 . SOC), 
which Newtonian character well stablished, fulfills the 
requirements. The remainder of the system, contains 
air at essentially atmospheric pressure, used as the 
working fluid of the pressure transducer. Fig. 2 is a 
schematic of the proposed experimental set-up. 

"Small" (a/Ro <O. 1) precision steel ball bearings, 
class 3 (having very tight tolerances) with true 
diameter ranging from 3.175 to 15.070 mm, are allowed 
to settle along the axis of a "large-diameter" circular 
cylinder (again, the smallness of the parameter a/Ro 
assures the condition of a "large-diameter tube"). The 
"in-flight" small spherical particle, along the axis of 
the main coltmm will, then, induce an addi tional dynamic 
pressure difference ~p+ . lndividually spheres, held in 
place, along the cylinder axis and beneath the liquid 
surface, is released by means of an externa! 
electromagnet. Obviously the pressure is greater on 
that side of the particle towards which it advances. lt 
is worthy noting that the secondary column seen in Fig. 
2 was employed to balance the hidrostatic pressure in 
the main column. 

The ~alue ~p+ actually induced by the sphere 1s 
motion must be related to the value ~Pdc sensed across 
the diaphragm and indicated by the pressure transducer. 
This difference emanates, basically, from the fact that 
the pressure difference ~p+ induced in the viscous 
liquid is transmitted to the pressure transducer by 
another medium Cair) . Elementary manometric principies 
may be ~mployed to relate these two quantities. 

Fig. 2 shows the air-liquid system in the initial 
and final states. Air is initially at atmospheric 

pressure Cby-pass valve opened and vent-valve opened to 
atmosphere). During the final swge (by-pass and vent
valves are closed) the "in-flight" sphere induces a 
pressure difference ~p+ and the transducer indicates a 
value ~Pdc · 

• ,• .. 

FACILITY FOR SUBMICRON PRESSURE 
CALIBRAnON 

:--------j TRANSDUCER 
I 
I 

I 
I 
I 

SIGNAL TO CONTROL UN IT 

DIAPHRAGM 
DEFLECTED 

~v2 

_ ... . 
f:-:.:;1 MAIN 

A1I·'. ::, COWM M dP+ 
~. · · .. : 
Lo~. 
·~ .-::· . ' 
~~ · :: :·: 

PARTICLE 
IN-FLIGHT 

Figure 2. Suggested Calibration Procedure 

Let Zi and Z~ denote the vertical elevation, 
above fixed datum, of points corresponding to the 
initial and final states, respectively. Refering to 
Fig . 2 and denoting by p and Pa the densities of the 
viscous fluid and of the air, respectively, one may 
write: 

lP11 - P2, ) = - t; p (Z 11 - Z2 ) - (~P)+ 

CP21 - P 31 ) = - ~ P CZ 2 - Z 31 ) 

(P31 - P4, ) = - ~ Pa(Z31 - l41) 

(P41 - P5, ) = (~P)dc 

CP 51 - P11 ) = - t; Pa (Z51 

ln addition, one may observe that Z4 = Z51 
Z 1 = Z 3 ; Z 4 = Z 5 ; Z 2 = Z 21 ; P 1 = P 3 and P 4 = P 5 
= Patm (prior to sphere release, the by-pass valve and 
the atmospheric vent were opened). Combination of the 
above equations yields: 

~p'+- = (~P)dc + (g/&) (p - Pa) (Z 31 - Z11 ) (4) 



Let's also define the transducer diaphragm 
constant À, relating the displaced volume due to 
transducer diaphragm deflexion to the indicated 
pressure across transducer diaphragm: 

(5) 

Applying the ideal gas law to the changes in the 
air volumes V1 and V2 and considering the change in 
these volumes which may be related to the areas A1, A2 
and to the small displaced volume ~Vdc. due to 
transducer diaphragm deflexion during the calibration 
run in addition to few other assumption one finally 
obt~ins the following equation relating the actual 
particle induced pressure drop ~p+ to the transducer 
indicated pressure ~Pdc: 

where 

(~p)+ = (1 + a + 8) C~P)dc 

g 
a = - (p - Pa) 

k 
g 

8 =- ( p - Pa) 
& 

V1 V2 1 1 
"""CV..r-~V...,.-.)""P,-o (A1 + A2) 1 + 2 

1 1 
À(-+-) 

Al A2 

(6) 

(7) 

(8) 

ln these equations the dimensionl~~s a and 8 may, 
respectively, be understood as correction ~actors due 
to air compressibility and diaphragm deflex1on. 

Accordingly to the experimental set-up designed 
(Fig. 2) and the numerical values corresponding to the 
air and fluid properties, equation 7 yields the value 
a = O. 0060. The constant 8 depends upon À (ml/mm Hg) 
and this constant is difficult to be determined [2]. 

Diaphragms of high quality pressure transducers, 
display linear behaviour, i.e., diaphragm deflexions 
(and so the displaced volumes) are proportional to 
uniformly applied loads. Usually the combined non
linearity and hysteresis are about ± 1% of full scale. 
Knowing the elastic properties of the diaphragm, and, 
by submittb1g the diaphragm to a controlled . radial 
tension, the d1splacement volumes (and so the d1aphragm 
constant) du~ to diaphragm deflexion can be calculated 
[3 4]. Unfortunately, often, no data from the 
~trument manifacturer is available on the radial 
tension and À is unhnown. Application of ideal gas law 
to the supposedly isothermal air expansion pictures in 
Fig. 1 leads to the following equation for À: 

(~V)b 1 
(~P)dc =-v- Po (1 + 2 À P

0
/V) (9) 

Running two different series of experiments 
yielding the sarne pressure difference across the 
transducer diaphragm, but for two different volumes of 
air (the air-filled bottle was intensionally replaced), 
equation (9) may be solved twice yielding_the value ~ · 
Non-negligible and non-linear thermal dr1fts restra1n 
the possibility of promoting a large change in V such 
that the double solution of equation (9) becarne very 
uncertain [2]. 

A minute temperature variation in the two air 
volumes of the transducer is the responsible for the 
undesirable thermal drifts. A simple application of 
the ideal gas law shows that the existence of a 
temperature difference as small a~ 0.001 deg _C, ?etwe~n 
these two air volumes, after the 1ntercommun1cat1on 1s 
closed would create a pressure differential of about 
0.0026 mm Hg, which is approximately equal to the 
magnitude of the smallest pressure diference arising in 
the experiments. According to the ideal gas law, ~p/~ = 
= ~T/T, where ~p is the change in pressure p result1ng 
from a chánge, ~T, in the absolute temperature T. 

ln presence of the calculated value, a = 0.0060, 
and appreciating the format of the correction factor, 
(1 + a + 8) appearing in equation (6) , on~ may 
immediately conclude that, probabl~ the assumpt1on, À=Ü 
(which vanishes the value 8) probably is as good as any 
other assumption yielding a very uncertain value À . As 
may easily be verifyed, a 5% errar in a small À (for 
instance À = 0.094 ml/mm Hg as quoted in [2] for a 
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errar in similar diaphragm) would cause only about 0.1% 
the calculated (~P)dc value. 

Based upon th1s logical argument , the actual 
particle induced pressure (~P)+ relates to the 
transducer indicated pressure (~P)dc by the following 
equation: 

' 
(~p)+ = 1.0060 (~P)dc (1 0) 

Up to this pont, it is important to realize that the 
small correction given above does not reflect the 
calibration of the pressure transducer. Equation (10) 
corrects the pressure transducer indicated reading to 
overcome air compressibility effects. The actual 
calibration is then accurat~ly performed by means of 
the momentum and energy Basic Principles summarized by 
Brenner in equation (3), to within a maximum errar of 
(a/R0 )

3 (since negligible high order terms are not 
retained). Equation (3) reflects Basic Principies and 
has been experimentally confirmed by severa! Tesearch~rs 
(a complete list is given in [5]), therefo:e (3) 1s 
fully qualified as the fundamentais beh1nd the 
suggested calibrating technique. 

The true (~p)+ value is obtained from equation 
( 3) (in this equation the drag force D is acc~rate~y 
determined by means of an analytical balance s1nce 1t 
simply results from the weight of the particle 
corrected for buoyancy of the fluid): 

" 4 2(a)> (~p)+ = 2 ~ [m- ~ p n a3
] [1 - 3 Ro ] (11) 

ldeally the RHS of (6) should yield the sarne 
value as equation (11), derived from Brenner's theory. 
ln practice these results are not precisely the sarne, 
owing to a m.unber of minor corrections emanating, from 
varous sources (absolute humidity of the transducer 
ambient air, very likely, is an example). 

Application of the suggested method. . The new 
devised method was used to cal1brate a h1gh accuracy 
null-balance differencial pressure transducer 
("Ba..luLt!ton"), manufactured by MKS Instn.unents Inc. This 
system uses a Taut-Metal-Membrane, capacitive sensing, 
specially manufactured. This membrane (tran~ducer 
capacitive diaphragm) is highly stretched to mlrror
like flatness and is firmly clamped between two 
insulating discs which also support the transducer 
capacitive electrodes. The diaphra~ is di~placed ?Y 
the difference in pressure on each s1de of 1t and th1s 
increases one capacitar and decreases the other. These 
capacitors are connected in an electrical AC Bridge 
Circuit uroducing a high level voltage (25 volts full 
scale) . • The precise measuring is obtained by balancing 
the bridge with an accurate voltage divider. The_bridge 
is driven by a very stable power-supply-osc1lat?r
amplifier control uni t, which signal was fed to a stnp
chart-recorder in arder to furnish an adequate record 
of the pressure difference vs time. From the recorder's 
output, the component of the signal corresponding to 
the actual indicated pressure (~P)dc can_accurately ?e 
isolated from the undesirable spur1ous s1gnal reflect1ng 
effects of the temperature drift induced across the 
diaphragm [5]. Hence, the drift had but a minimal 
effect on the accuracy of the calibration. 

For each scale individually calibrated, Table 1 
shows the diarneter and the mass of the sphere used ~o 
induce the additional pressure, the measured value 
corresponding to the raw transducer indicated pressure 
(~P)dc, the true calculated value ~p+, the particle 
Revnolds Number and the calibrating correction factor 
K 'cK = ~p+ I (~P)dc) · . . 

This table summarizes how the cal1brat1ng correct 
ion factor K changes with ~p+. Each value reportea 
corresponds to the average of a~ _least 25 di~f~rent 
calibration runs, performed at s1m1lar cond~t1ons. 
Redundant calibration runs and tests for cons1stency 
are reported elsewhere [5]. It is interesting. to 
observe that in any event, since the capaCltance 
manometer is linear and sufficiently sensitive, there 
is little reason to doubt that too many points should 
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be used to calibrate each individual scale, to the 
desired accuracy. 

Table 1. Calibration Procedure 

Esc. Diam Massa Drag (liP) de (liP) t K Re 

=# an g gf torr torr - -

1 1.508 13.9762 11.6861 o. 8368 ll.8160 0.969 7.2 
0.3 1.000 4.0778 3.4100 o. 2375 0.2467 1.033 1.6 
0.1 o. 700 1.4026 1.1735 o .0880 0.0861 0.973 0.7 
0.1 0.450 0.3730 o. 3120 0.0238 0.0231 o .967 o. 3 
0.1 0.595 o. 8509 o. 7100 0.0540 0.0523 0.963 0.6 
0.1 o. 700 1.4026 1.1735 0.0886 0.0861 0.966 0.8 
0.03 0.450 o. 3730 o. 3120 0.0221 o. 02 31 1.041 0.2 
0.03 0.450 o. 3730 0.3120 0.0222 0.0231 1.040 0.3 
0.03 o. 397 o. 25 70 o. 2152 0.0152 0.0159 1.039 0. 2 
0.03 o. 350 o .1742 0.1456 o .0103 0.0108 1.038 0.1 
0.01 0.318 0.1294 0.1080 0.0081 0.0080 0.989 0.1 
0.003 o. 200 0.0325 o .0272 0.0019 0.0020 1.004 0.1 

CONCLUSION 
The proposed calibrating technique for accurate 

calibration of shophisticated pressure transducers was 
developed and qualified. An analytical study of the 
propagation of uncertainties through equation (11) 
shows that the stochastic component of the uncertainty 
associated with the present technique lies within the 
1% uncertainty band. ln Addition, the observed scatter 
resulting from twenty-five replications of the sarne 
calibration run was of the sarne arder of magnitude as 
the calculated uncertainty interval. 

The calibration procedure, repeated for seven 
different scales of the pressure transducer tested 
(Table 1), clearly shows the impossibility of detemin
ing an universal calibration for the \Jlole transducer 
system; each transducer scale must bem individually 
calibrated. It is interesting noting a systematic 
deviation: the instrument "reads low'' in the 1x1 on 
scales (K<1), but systematicaly "reads high" in the 
3x1on scales. This deviation might be a sign of an 
unbalanced electronic gain. As seen, different 
calibrations performed for the sophisticated transducer 
tested, lies somewhat beyond the 2% accuracy range (at 
full scale) claimed, but not guaranteed, by the 
transducer's manufacturer. 

Finally, one may conclude that, during the 
development of a careful scientific investigation, even 
expensive sophisticated transducers supposedely 
calibrated by the manufacturer, must be individually 
calibrated, before used. 

Fig. 3 ilustrates the calibration procedur~ 
corresponding to the different scales calibrated. The 
solid line denotes the "zero errar reading" and the 
points the measured values, as indicated by the pressure 
transducer. ln this Figure one have plotted the trans
ducer indicated value vs. the true theoretical value, 
as given by Brenner's theory. The known a. correction, 
due to the air compressibility, given by equation (10) 
was, intensionally, not included in Fig. 3, in arder 
to ilustrate the actual deviation of the true reading 
associated with the instrument. 

( ~P): 

0 .01 

0 .00111L---+--+-+--.._....,-+-<-I---+--+-__.............,_H-j--~~-+--........ ,.J 

0.001 0 .01 0 .1 1.0 

TRANSDUCER INDICATED PRESSURE C AP)dcCtorr) 

Fig. 3. Pressure transducer indicated valtes, 
deviation from the theoretical valces. 

showing 

REFERENCES 
[1] Brenner, H., "Dynamics of a Particle in a 

Fluid'' , Chemical Engineering Science, Vol. 
pp. 435-446. 

Viscous 
17' 1962, 

[2] Feldman, G.A., & Brenner, H. "Experiments on 
pressure drop created by a sphere settling in 
viscous liquid. Part 2. Reynolds Number from 
to 21000", J. Fluid Mech., vol. 32, part 4, 
pp. 705-720. 

the 
a 

0.2 
1968' 

[3] Patterson, J.L., "A Miniature Electrical Fressure 
Gage Utilizing a Stretched Flat Diaphragm", 
Technical Note 2659, NACA, April, 1952. 

[4] Bryer, D.W. & Pankhurst, R.C., Pressure-Probe 
methods for determining wind speed and flow 
d1rect1on, Nat1onal Phys1cal Laboratory, Department 
of Trade and Industry, London, Her Majesty 's 
Stationery Office, 1971. 

[5] Pereira, R.G., "Dynamics of the Relative tvt>tion of 
a Solid Particle and a Viscous Fluid Confined in 
Cylindrical Ducts of Different Geometries", Tese 
de Doutorado em Progresso, Departamento de Engenha
ria Mecânica, PUC/RJ, 1985. 



VIII COBEM- S. J . Campos, ~f (Dez. 1985) r 
. ·:~ · .·~COND LAW ANALYSIS FOR PARALLEL 

+ 

· ._FLOW AND COUNTERFLOW HEAT EXCHANGERS 

CARLOS EDUARDO S.M. DA COSTA 
FRANC ISCO E. M. SABOY A 

DEPARTAMENTO DE ENGENHA RIA MECÂN ICA- PUC/RJ 

~ 

INTRODUCTION 

r 

SUMMARY 
) ) 

From the second law of thermodynarnics, the concepts of availability and 
i:reversi~ility are applied to parallel flow and counterflow heat exchangers . A very 
s~ple cr1terion , based on the minimum loss of availability, is established . This 
criterion indicates, for the two types of heat exchangers , which one has the minimum 
irreversibility. ln this comparison, only the exit temperatures and the heat 
transfer rates of the two exchangers are diff erent. The other conditions and the 
working fluids are the sarne in the heat exchangers . 

defined as 

act ual heat transfer 

+ 

The concepts of availability and irreversibility 
in thermodynarnics have been largely studied by authors 
such as Keenan [1] [2] , Lay [3], Lee and Sears [4] and 
many others .According to these authors üe irreversibility 
in steady flow heat exchangers is the difference 
between the availabilities of the fluids at the 
entrances and those at the exits . 

E = max~um poss1ble heat t ransfer 

The purpose of this work is to establish a 
criterion , based on the irreversibility concept, that 
will indicate, between the parallel flow and the 
counterflow heat exchangers, which one has the minimum 
irreversibility . Al t hough it is commonly said that 
the counterflow heat exchanger is less irreversible 
than the parallel flow heat exchanger, it will be 
shown that such statement is not true . 

ln order to compare the two types of heat 
exchangers it will be assumed that they have the sarne 
entrance temperatures , the sarne heat transfer areas, 
the sarne discharges and the sarne working fluids . 0n 
the other hand , the exit t emperatures and the heat 
transfer rates will be different . 

ANALYSIS 

The irreversibility I of an insulated heat 
exchanger (without heat loss to the arnbient) can be 
evaluated from 

I = T
0 

[me (s - s .) + mh (sh - sh .)] c,e c,1 ,e ,1 
(1) 

o r 

~h (Th . - Th ) ,1 ,e 

~ . (Th . - T .) m1n ,1 c,I ~ . (Th . - T .) mm ,1 c , r 

where the capacity rates are defined as 

~ . = cm c) . m1n mm 

The maximum possible heat transfer Qroax is given by 

O = ~ . (Th . - T . ) "max mm ,1 c ,1 

By using equations (4) and (8) the exit 
temperatures Te e and Th e can be eliminated from 
cquation (2) . 'This gives 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

where m and ~ are the discharges of the cold and hot 
fluids fespect1vely . T0 , se and sh denote the arnbient 
temperature, the specif1c entropy of the cold fluid 
and the specific entropy of the hot fluid respectively. 
The subscripts e and i refer to exit and inlet 
respectively . Equation ( 1) can be written as 

I = T Ím C Ln Tc ,e + ~ ~ Ln Th,e] (2) 
OLC c T. T. 

C,1 h,1 

Assuming ~ , ~ , T . and Th . to be constant 
parameters: the onlycvâriable ifi equat i on (9) will be 
the effectiveness E . By taking the first and t he 
second derivativés of I with respect to E , i t is easy 
to show t hat the irreversibility I has a maximum for 
the following value of E 

ln the equation (2) one has : 
C specific heat of the cold fluid 
~ specific heat of the hot fluid 
T' exit temperature of the cold fluid 
Te,~ inlet temperature of the cold fluid 
Tc' 1 exit temperature of the hot fluid 
~h'~ inlet temperature of the hot fluid 

,1 

The heat-exchanger e((ectiveness E [ 5] i s 
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~max 
~min + ~max 

If ~ = ~- , then E* = E* = ~/(~c + ~) and 
equation (~) canrge writ ten as c 

(1 O) 
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T (~ . I + ~ ) = E~ Ln [1 - E (:* -1) (1. _ X)] + 
o m1n max c 

(1-E~)Ln [1+E (~-1)] •t
11

f., (11) 

where X = Tc -/Th .. 
k •1 ,l h * * If ~h= ~ . , t en E = Eh 

equation (9) c~~e written as 
~c/C~c + ~h) and 

T (tf. . I ~ = E~ Ln [ 1 + E (~ - 1) ( ~ _ 1)] + 
o ~mm + max) Eh X 

(1 - Eh) Ln [ 1 - E (1 - X)] (1 2) 

where X = Tc i/Th i . 
Equations Ci1) and (12) are valid for severa! 

types of heat exchangers and they give the 
irreversibility as function of the effectiveness. X, 
E~ and Eh are constant parameters. 

PARALLEL FLOW AND COUNfERFLOW HEAT EXGIANGERS 

The effectiveness expressions for parallel flow 
and counterflow heat exchangers can be written as [5] 

E li = E* [ 1 - exp - :* J (13) 

1- exp [ - N ( 2- ;*)] 
E c o (14) 

-c* -1) exp [- N (2 - :* ) J 
ln the equations (13) and (14) N = UA/~ . is called 
the number of transfer units . U is themÓ~erall heat 
transfer coefficient and A is the heat exchanger area. 

ln the case of ~ = ~ . it is possible, by 
using equation (11) incconj~~tion with equations (13) 
and (14), to eliminate E to obtain I as function of N 
for the parallel flow and counterflow heat exchangers. 

If ~ = ~ . one should use equations (12), (13) 
and (14) in ordWfllto obtain I as function of N for the 
two types of heat exchangers. 

Figure 1 (not in scale) shows the irreversibility 
I as function of N for the two heat exchangers under 
study . 

__ _ ..... 
.... -

,, - COUNTER FL.OW 
- - --- -· PARALLE:L FLOW 

N•• N• N 

Figure 1. Irreversibility as function of the number of 
transfer units. T0 , ~min' ~max' E* and X 
are constant parameters . 

ln the Figure 1, two values of the abscissa 
variable are in evidence: 
N** = value of N for which the counterflow heat 

exchanger irreversibility has a maximum 
N* = value of N for which the two heat exchangers 

have the sarne irreversibility 
It is clear that when N < N* the parallel heat 
exchanger is less irreversible than the counterflow. 
0n the other hand, when N > N* the counterflow heat 
exchanger is the less irreversible. · 

RESULTS 

Attention will first be turned to the calculation 
of N**. By setting, in the equation (14), E =E* 
and solving for N = N**, results co 

N** = E* Ln (~ - 1) 
1 - 2E* E 

(1 5) 

As shown by Costa (6) the calculation of N* 
yields a transcendental equation which has to be 
solved by numerical methods . Such equation is obtained 
by equating the irreversibilities of the two types of 
exchangers and setting X and E* constants . Besides, it 
must be specified which fluid (hot or cold) has the 
minimum capacity rate. 

~Umerical results are presented in Tables 1 and 
2 in terms of the ratio N*/N**. N** is independent of 
X and is given by equation (15), no matter which fluid 
(hot or cold) has the minimum capacity rate . An 
interesting result can be obtained when ~ . = ~ . 
ln this case E* = E~ = Eh = 1/2. From eq~ã~ion ~~) 
N** is evaluated as 

N** = lim [ E* * Ln (~ -1) ] = 1 (16) 
* 1 1 - 2E E 

E .... z 

The condition of equal irreversibilities of the two 
exchangers yields 

(
N* _ 1) 2 
N* + 1 - exp (- 4 N*) o (17) 

The solution of equation (17) was obtained by numerical 
methods. Two roots were found, N* =O and N* = 1.1997. 
Then, for E* = 1/2, the ratio N*/N** is independent of 
X and it is equal to 1.1997. The root N* =O has no 
significance in the analysis . 

Table 1. N*/N** as function of X and 1/E~. 
~ . = ~ and E* = E* . mln c c 

1~ o. 1 0 . 3 0 . 5 0.7 0 .9 

1 . 1 1.1905 1 . 1899 1 . 1892 1 . 1887 1 . 1881 
1.2 1. 1999 1.1989 1 .1980 1.1971 1 . 1964 
1.4 1 . 2033 1 .2022 1 .2012 1. 2003 1.1996 
1.6 1 . 2026 1 . 2017 1.2010 1 . 2004 1 . 1999 
1 .8 1. 2012 1 . 2007 1 . 2003 1. 2000 1.1998 
2.0 1 .1997 1.1997 1 . 1997 1 . 1997 1 . 1997 



I 

I' 

TabJe 2. N*/N** as funçtion of X and 1/E~ 

~min = ~ and E* = Eh 

1~ 0. 1 0.3 0 .5 0.7 0 .9 

1 . 1 
1.2 
1 .4 
1.6 
1 .8 
2.0 

1 .1 748 
1. 1832 
1 .1 91 o 
1 . 1952 
1. 1979 
1. 1997 

1 . 1826 
1 . 1899 
1 .1946 
1. 1969 
1.1985 
1 . 1997 

1 . 1853 
1 . 1928 
1 . 1966 
1 . 1980 
1 . 1990 
1.1997 

1.1867 
1 . 1945 
1 . 1979 
1 . 1988 
1 . 1993 
1 . 1997 

1 .1 875 
1 . 1956 
1 .1 988 
1 . 1994 
1 .1996 
1 . 1997 

Inspection of Tables 
and O • 1 ~ X ~ O. 9, re~eals 
constant and equal to 1 . 2. 
equation (15), results 

1 and 2, for 1.1 ~ 1/E* ~ 2.0 
that N*/N** is almost 
Since N** is given by 

N* = 1 • 2 --'E=-*-- (18) 

When N < N* the parallel heat exchanger is the less 
irreversible. On the other hand, when N > N* the 
counterflow heat exchanger is the less irreversible . 
Equation (18) is very simple and the average error is 
less than 2 percent . 

CONCLUDING REMARKS 

A very simple criterion , based on the 
irreversibility concept, was established. Although it 
is commonly said that the counterflow exchanger is less 
irreversible than the parallel flow, 1t has been proved 
that this is not always true. 
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SllMAA!O 

Oh mê:todo!> de c.ãi.c.u.to .tvuno-lúcilr.á.u.Uc.o paJt.a tJtoc.adoJtu c.Mc.o e tu.bo !>em mf!::danç.a 
de 6Me dihponZveih na li.teJtatu.Jta ab~a podem heJt ~eduzi~o~ n~ ~eatidade ao!> me.to~o~ 
de KVI.YI. Bill e Tink.eJt ~endo qu.e o me:t.odo de KeM e o maM tLti.Li..zado, pe.f..a hu.a M.m
pliúdade e pJr.On.ta dihponibilidade . E6.teh mê:todM 6oJtam avaliado~ quan-to à p~da de 
c.aJt.ga e ao c.oe6.{.cien.te de pe!Zc.u.f..a paJt.a o u c.oamen.to do .f..ado_do c.a6c.o Jte.f..~vamen.te 
ao!> dado!> expe.Jtimen.taih dihporÜ.vw , pe!VnU:.i..ndo ~ u.a c.ompaJt.aç.ao e Jtec.omendaç.ao quan-to 
ã. aplic.aç.ã.o. 

INTRODUÇAO 

O trocador Je calor casco e tubo é o tipo de tro
cador mais amplamente utilizado, devido à sua constru
ção resistente, flexibilidade de projeto e adaptação às 
condições do processo. 

O estudo em bases científicas da troca de calor 
nestes trocadores iniciou-se por volta de 1930 [1] , co
mo resultado de pesquisas isoladas em algumas universi
dades. Reconheceu-se o banco de tubos ideal como sendo 
um arranjo efetivo para a troca de calor entre os flui
dos quente e frio e que o escoamento do fluido do lado 
do casco em trocadores com chicanas comporta-se de ma
neira semelhante. Para aplicação das correlações de tro 
ca de calor e perda de carga obtidas no banco de tubos 
ideal eram necessárias correções significativas as 
quais eram, no início , feitas na forma de fatores de 
multiplicação constantes, até que se percebeu experimen 
talmente a interação entre os parâmetros fluido-dinâmi~ 
cos e os de construção. 

FoL Donohue [2 , 3] quem primeiro consolidou as cor 
relações obtidas na forma de um método. Kem [41 modi:ff 
cou as correlaçpes de Donohue mas, mais do que isto-;
considerou o problema do projeto do trocador casco e tu 
bo como um todo, levando em conta as considerações de 
construção, escoamento do lado dos tubos , formação de 
depósitos, diferença média de temperaturas, além do es
coamento do lado do casco. O método de Kem tomou-se o 
padrão para o projeto termo-hidráulico de trocadores de 
calor e muito popular, sendo ainda hoje [5] o método 
mais divulgado da literatura aberta. O livro de Kem 
significou o ponto mais alto do período mais dinâmico 
do desenvolvimento científico da transferência de ca
lor, realizado nas universidades dos anos 20 aos 40 ,ape 
nas interrompido durante a segunda guerra nnmdial. -

Depois de Kem o próximo grande passo na pesqui
sa da transferência de calor do lado do casco foi dado 
por Tinker, que sugeriu em 194 7 o conceito da subdi vi
são do escoamento do lado do casco em quatro correntes 
principais: a corrente cruzada pura, a do vazamento cas 
cc-chicana, o do vazamento tubo-chicana e a de desvio 
de feixe, pela folga entre o feixe e o casco, cada uma 
com suas próprias características de troca de calor e 
perda de carga. O modelo proposto [6] requeria solução 
por tentativas, já que as resistências encontradas pe
los escoamentos são ft.mções de suas velocidades, nenhu
ma das quais conhecida a priori. Tinker lançou mão de 
simplificações para deixar o modelo na forma não reite
rativa; apresentado em 1958 no artigo "Shell-Side Ol.a
racteristics of Shell-and-Tube Heat Ex"é:hangers" [7 ,8] , 
o método de Tinker permaneceu relativamente complicado 
e não se tomou mui to popular. Toda pesquisa subseqüen
te, no entanto, relativa ao escoamento do lado do casco 
foi influenciada por seu modelo. 
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A partir da iniciativa de Colbum um projeto maci 
ço de pesquisa foi realizado na lhiversidade de Delawa~ 
re nos Estados Unidos, entre 1948 e 1959. Consistiu de 
várias pesquisas independentes relacionadas ao escoamen 
to no lado do casco, resultando num grande núrrero de te 
ses e publicações. Estes resultados foram avaliados e 
ref ormulados por Bell, publicados em 1960 [9] e, mais 
tarde, como um relatório final do Projeto Delaware[lO]. 

O método de Bell reconhece, em princípio, os es
coamentos parciais do modelo de . correntes definido por 
Tinker mas, para evitar procedimentos de cálculo reite
rativos , a inclusão dos efeitos de interação das corren 
tes foi substituída por fatores independentes de corre~ 
ção. Ele usou essencialmente a equação básica de troca 
de calor baseada no banco de tubos ideal, que foi esten 
didas às regiões de transição e laminar. Procedirrento 
serrelhante foi usado para a perda de carga, sendo usado 
o coeficiente de atrito para o banco de tubos ideal com 
correções apropriadas. 

Recentemente a OTAN patrocinou a realização de um 
seminário avançado sobre o projeto termo-hidráulico de 
trocadores, o Advanced Study Institute on Heat Exchan
gers Thermal-Hydraulic Ftmdamentals and Design, em Is
tanhul, na Turquia, em agosto de 1980. Neste seminário 
o método de projeto divulgado para trocadores sem mudan 
ça de fase no casco é o método Bell-Delaware [11], embo 
ra não se apresente argurrentos para tanto. O método de 
Bell é também apresentado em outras referências [12 e 13]. 

A partir de Bell o desenvolvimento científico da 
transferência de calor aplicada aos trocadores passou a 
ser realizado nas indústrias e centros de pesquisa pri
vados, como o Heat Transfer Research, Inc. (HTRI) nos 
Estados Unidos e o Heat Transfer and Fluid Flow Service 
(I-ITFS) na Inglaterra. Isto resultou na suspensão da di
vulgação dos conhecirrentos disponíveis e do intercâmbio 
científico [1 e 14]. Hoje os métodos mais aperfeiçoados 
de projeto de trocadores de calor pertencem a esses cen 
tros privados e só podem ser adquiridos através de con~ 
tratos rrediante pagamento [15]. 

CCWARAÇÃO OOS METOOOS DE CÁLCULO 

As características de trans·ferência de calor e 
perda de carga do escoamento do lado do casco são corrr 
plexas. Até o momento os métodos básicos para cálculo 
destas características encontrados na literatura aberta 
são os de Kem, Tinker e Be 11. Para se poder avaliar a 
validade da aplicação destes métodos comparou-se os re
sultados do coeficiente de película e da perda de carga 
para o escoamento do lado do casco por eles fornecidos 
contra os resultados experirrentais disponíveis, coleta 
dos dos trabalhos de Bell [10] e T:i,.nker [6]. 

Os resultados obtidos foram provenientes de rredi-
ções em processos de aquecirrento e ,resfriamento de 
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Óleos, sendo água o outro fluido, em cerca de doze tro
cadores casco e tubo. 

Os cálculos da conq>aração entre os três métodos e 
os resultados experinentais foram efetuados em conq>uta
dor e apresentados nas Figura 1 [16] para os coeficien
tes de película e nas Figura 2 [16] para a perda de 
carga, em ftmção do núnero de Reynolds, que variou en
tre 1 e 10000, definido conforme os trabalhos originais. 
Para cada figura a razão entre o valor calculado e o va 
lor experimental igual a 1, O corresponde a uma estima ti" 
va correta oferecida por cada método. Os valores situa":" 
dos na região acima de 1,0 correspondem à superestima
ção da perda de carga ou à subestimação da troca de ca
lor. 

Os métodos de Kem, Tinker e Bell apresentam ra
zões hc/he entre as faixas de O, 76 a 9, 6; O , 54 a 2 , 3 e 
O, 28 a 2,1, respectivamente. Tinker e Bell apresentam 
uma gama de valores próxi100s ao valor 1, O, sendo que 
Tinker agrupa seus pontos mais próxi100s de 1,0 do que 
Bell, tanto acima co100 abaixo, enbora possua maior n~ 
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Figura 1. Comparação dos coeficientes de película calcu 
lado e experimental - Métodos de Kem, Tinker 
e Bell. 

ro de pontos na região contra a segurança do que este 
ÚltiJro; os dois apresentam uma rrelhora na estimativa çla 
troca de calor à rredida que o núnero de Reynolds aurren
ta. Kem, por outro lado, tem a maioria dos resultados 
na região contra a segurança, isto é, de subestimação 
da troca de calor, com os pontos distantes do valor 1, O 
para núneros de Reynolds baixos, se aproximando de 1,0 
com o aurrento deste parâmetro. 

Os resultados para a perda de carga encontram-se 
nas faixas de erro 0,9 a 10,1; 0,72 a 19,5 e 0,34 a 
3,9. Os resultados de Kem e Tinker encontram-se na re
gião a favor da segurança, enbora com valores rruito es
palhados e distantes da razão 1,0, significando que os 
rres100s oferecem uma razoável superestimação para a per
da de carga no casco. O método de Kem apresenta pontos 
nenos dispersos e mais próxi100s de 1, O do que o de Tin
ker, mas possui mais pontos na faixa contra a seguran
ça. Os resultados de Bell formam um conjmto bem agru
pado em tomo de 1,0, oferecendo a rrelhor estimativa 
para a perda de carga, apesar de apresentar mui tos pon
tos na região contra a segurança. 
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Os três métodos ficam mais precisos para escoamen 
to turbulento (Re>lOOO) no que diz respeito ao coefi~ 
ciente de película; quanto à perda de carga isto só 
ocorre para o método de Bell. 

_Com base na informação disponível n~o parece que 
os metodos devam ser discriminados quanto à sua aplica 
ção a processos de aquecimento ou resfriamento, podendo 
ser aplicados a ambos os casos. Trocadores com menorfol 
ga feixe-casco, ou onde se emprega tiras selantes, favo 
recem a estimativa por parte dos três métodos. Outros 
detalhes da co~ração podem ser encontrados no traba
lho original [16]. 

Os resultados obtidos para os métodos de Tinker e 
Bell apresentam-se em geral com co~rtamento análogo 
aos obtidos nos cálculos do 1-ITRI [15J. Com relação ao 
método de Kern não se tem conhecimento de que exista na 
literatura aberta algum artigo que apresente resultados 
comparativos com outros métodos ou dados experimentais. 
Como pode ser visto o mé~odo de Kern apresenta uma con
siderável superestimação da perda de carga e uma subes
timação da troca de calor.' 

CONCLUSOES 

Num exame crítico das figuras que mostram a compa 
ração dos valores calculados e experimentais pelos méto 
dos de Kern, Tinker e Bell, verifica-se que o resultadO 
não é ani~ador, levantando a dúvida quanto à validade 
de sua aplicação e quanto ao aparente sucesso dos troca 
dores que ao longo do tempo têm sido calculados por es~ 
ses métodos, sendo o de Kern o mais popular de todos , 
devido à sua acessibilidade e simplicidade. 

Quanto à validade da aplicação desses métodos po
de-se argumentar que não há outros métodos disponíveis 
na literatura aberta. Qualquer novo desenvolvimento es
barra na complexidade dó problema e na possível concor
rência dos métodos mais ' sofisticados disponíveis contra 
pagamento por parte de instituições privadas, como o 
1-ITRI e o 1-ITFS. Tais métodos decorrem de aperfeiçoamen
tos introduzidos na metodologia básica de Tinker e re
querem computadores poderosos para sua aplicação, o que 
deixa espaço para os métodos mais simples da literatura 
aberta. 

Como explicar o aparente sucesso dos trocadores 
calculados usando os métodos em discussão, sabendo-se 
agora a ordem dos erros envolvidos? A perda de carga é 
consistentemente superestimada por praticamente todos 
os métodos, principal!rente pelo de Kern. As condições 
de processo, portanto, são sempre respeitadas, e a fol
ga introduzida ê praticamente absorvida no sistema de 
tubulações de processo, onde outras folgas costumam ser 
consideradas. 

A superestimação do coeficiente de película, que 
significa um subdimensionamento da superfície de troca 
térmica, ocorre apenas em determinadas situações, para 
determinados regimes de escoamento. O erro se torna im
portante quando o coeficiente de película do lado do 
casco constitui a resistência térmica dominante. ~smo 
assim tem-se uma margem de segurança adicional, repre
sentada pelo fator de depósito ou incrustação, normal
mente superestimado. 

Os erros que poderiam levar ao subdimensionamento 
da superfície de troca térmica são, pois, contornados 
pelas margens de segurança mencionadas. O que pode ocor 
rer e deve ter ocorrido na maioria das vezes é o super~ 
dimensionamento dos trocadores, o que geralmente passa 
sem ser percebido. O maior mérito dos métodos mais re
centes , desenvolvidos pelo 1-ITRI e IITFS, é sua maior pre 
cisão e confiabilidade, o que resulta em trocadores 
mais compactos e, portanto, de menor investimento do 
que os ,provenientes dos métodos disponíveis na literatu 
ra aberta, que foram estudados neste trabalho. 

Como resultado das comparações efetivadas pode-se 
recomendar o método proposto por Bell para o dimensiona 
mento termo-hidráulico dos trocadores casco e tubo sem 
mudança de fase, pois apresenta resultados consistent~
mente mais precisos e uniformes para o coeficiente de 
película e a perda de carga ao longo dos regimes de es
coamento explorados, aumentando sua precisão com o esta 
belecimento do regime turbulento. 
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SlM1ARY 

The :theJmJal-hy~c. ci.el.lign me:thod6 6ott .~Jhe.Lf.
and-:tube heat exc.hange.IL6 a.vaÃ.lable in :the open li:te.!Ul:t~ 
Jte c.an be Jtedu.c.ed in Jteali:ty .to :the me:thod6 o 6 KeM, 
Tinkelt and BeU. KeltY! '.6 i-6 :the mM:t f.LÜlized me:thod, 
du.e :to i:t-6 úmplic.i:ty and a.vaÃ.labiWy. Thue me:thod6 
~Jte eval.u.a,ted c.onc.eJtning :the .~JheU úde 6low heat 
:tlta.n-6 6eJt and piteM Wte dJtop, in c.ompa.Jti-6 on wi.:th :the 
a.va.ilable expeltime.n:tal data., a.Uow<.ng :to Jtec.ommend 
Belf! .6 me:thod M :the mo.~J:t Jteliable. 
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SUMÃRIO 
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c.ompolt:tamen:to 6!6-i.c.o e bem c.ap:tado pelo modelo. 

tes (U,V) possa ser assumida. INI'ROOOÇM 

Escoamentos cruzados são encontrados em si
tuações das mais diversas na engenharia. Descargas de 
jatos quentes em rios e lagos, por exemplo, acarretam 
alterações no ecossistema, podendo causar danos 
ecolÓgicos irreparáveis. A previsão do alcance e 
magnitude destas alterações, em função das temperatu 
ras e velocidades envolvidas, é fundamental quando 
do projeto do sistema de condensadores de usinas 
termoelêtricas e nucleares. Um projeto adequado, pre 
vendo-se temperaturas máximas dos jatos, localizaçãO 
da captação da água de refrigeração e da descarga 
dos jatos quentes pode então ser elaborado. Aliado 
a isto, a previsão do novo campo de temperatura 
e velocidade, permitirá previsões acerca dos micro
organismos e Elantas que poderão desaparecer ou 
surgir em funçao da nova temperatura do habitat. 

A solução do problema é obtida em plano tran~ 
formado. As equações de conservação para este pla
no são obtidas a partir das equações escritas para 

Uma outra solução de interesse é a determina
ção da perda de carga em dutos confluentes de siste
mas de ar condicionado, importante para o correto 
dimensionamento desses sistemas. Como os problemas 
são quase sempre definidos em geometrias arbitrá
rias e devido ainda à complexidade do modelo ma
temático, o uso de técnicas numéricas se faz impe
rativo. 

Neste artigo um modelo numérico para solução de 
problemas de escoamentos cruzados bidimensionais 
com transferência de calor é apresentado. 

Métodos clásicos de discretização do domínio 
não são facilmente aplicáveis a geometrias arbitrá
rias. Para resolver este problema um sistema de coor
denadas naturais não ortogonal, coincidente com o do
mínio, é utilizado [1]. Neste sistema de coordenadas 
são resolvidas a equação da continuidade, equações 
de Navier-Stokes em duas direções e a equação da ener
gia. 

O modelo básico é apresentado em [2] e, neste 
trabalho, interesse particular é dedicado a extensão 
do modelo para tratar da aplicação das condições de 
contorno nas fronteiras com entrada e saída de massa. 
Este tipo de condição de contorno apresenta dificulda
des no estabelecimento da equa~ão da pressão no contor 
no, conforme discutido em [3J. 

FORMULAÇ)(o 00 PROBLEMA 

O problema foi resolvido considerando a geo-
metria e as condições de contorno mo$tradas na Fig. 
1. Cuidado especial deve ser tomado quando da escolha 
da grade sobre o domínio da soluÇão. A montante da en
trada do j ato o domínio deve ser suficiente para que os 
efeitos da condu~ão não alterem as condições de contor 
n~ utilizadas. Ja, a jusante deve ser tal que a condi~ 
çao de derivada nula para as velocidades contravarian-
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Figura 1. Geometria e condições de contorno 
do problema 

o sistema cartesiano. 
Utilizando a transformação dada por 

n 

F,;(x,y) 

n(x,y) 

(1) 

(2) 

a seguinte equação de conservação para a variável ge
nérica <P é obtida 

~i + ~F,: (pU<j>) + ~n (pV<j>) + p<P 

a cc 3
<1> + c 3

<1>) + ~ cc -ª1 + c -ª1) + s<P (3) ãr 1~ 2an an 4an saF,: 

As componentes contravariantes do vetor velocidade as
sociado com o sistema curvilineo (F,:,n) escritas sem 
normalização métrica são 

U=yu-xv n n (4) 

(5) 

onde os subscritos referem-se a derivadas parciais. 
Detalhes da transforma~ão e os coeficientes da Eq. 
(3) são encontrados em l4]. 
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PROCEDIMENTO DE SOLUÇ]íD 

As variáveis dependentes foram localizadas na 
grade de uma forma desencontrada, isto é, as pressões 
são armazenadas no centro da célula enquanto que as ve 
locidades (cartesianas e contravariantes) são arma~ 
zenadas no meio da face da célula onde o balanço 
de massa é realizado [2]. Assim pressões e velocida 
des ficam localizadas de uma maneira fisicamente con 
sistente, permitindo que o esquema numérico de ~ 
pontos, aqui utilizado, reverta a um esquema padrão 
de 5 pontos quando a discretização for ortogonal. 

As equações para volumes finitos foram obtidas 
através da técnica conhecida como método do volume de 
controle, a partir da integração da Eq.(3) sob o 
volume de controle elementar mostrado na Fig. 2. Para 
a aproximação dos termos convectivos e difusivos o 
esquema de diferenças ponderadas a montante 
(Weighted Upstream Differencing Scheme - WUDS) de 

4< 

Figura 2. Volwne de controle elementar no 
plano transformado 

Ra~thby and Torrance [5] foi adotado. 
A equação algébrica resultante, em uma forma 

totalmente implÍcita é 

p <P n+lôV 
PP t;t + 

A* <I> n+l 
p p 

= A <I> n+ 1 + A m. _n+ 1 + A <I> n+ 1 
e E ·wTw n N 

n+l n 
+ As<l>s + Pp<l>p 

ôV 
t;t L [P<I>] ôV + LisT<I>] ôV (6) 

O operador L [ ] representa as aproximações para vo
lumes finitos das quantidades entre colchetes. Os coe 
ficientes são encontrados em [4]. Para obtenção dã 
Eq. (6) foi utilizada a equação de conservação da mas
?a para um volwne finito, dada por 

[(pU) - (pU) ) + [(pV) - (pV) ] = O (7) 
e w n s 

Equações para volwnes finitos para as velo
cidades contravariantes (U,V) são obtidas a partir das 
equações já aproximadas para u e v, utilizando-se 
a Eq. (4) e a Eq. (5), respectivamente. 

A equação da temperatura é obtida substituindo
se <P Eor T com L[P<I>] e L[s<l>] iguais a zero. As 
equaçoes para os volumes elementares situados na 
fronteira são obtidas através de balanço de calor 
para os mesmos, ficando as condições de contorno 
automaticamente incorporadas no sistema de equações, 
satisfazendo os princÍpios de conservação localmente. 

A equação de Poisson para a pressão foi obtida 
através das equações para U e V abaixo, 

u = u -[ t,p ~] + [ôP 
-f-Jp (8) 

P P ?:J: Au P Ôll A p p 

v =v - [ôp .....:L] + [t.P _ê_J (9) p p Ôll ~ p M~ ~ p 

que foram inseridas na equação da continuidade, Eq. 
(7), obtendo-se 

A P = A P + A P + A P + A P + A P + A P + pp eE ·ww nN sS neNE nwNW 
~ 

AsePSE + Aswp ~~ + v. V (lO) 

onde • V~= i} - U +V -V é o tenno fonte. Os coefi-w e s n _ _ 
cientes também podem ser encontrados em [4] e, U e V 
são dados por 

Au 

Up = A~ [ ~Ynp - v~llp] 
Au 

w 
+T [ u..y - v.x 1 + 

w llP w llP 
p 

Au Au 

T [~yllP - Vifnp) + + 
AP AP 

AP 

[ u y -v x J S np S np 

Bu 
+ _F__ 

~ 
(11) 

_ Av Au / 

vP = ~ [v~~P - ~Y~P] + ~ [vwx~P - ~Y~P] + 

Av Av Bv 

A~ [vif~p - ~Y~P] + ~ [vsx~P - usy~P] + ~ (12) 

Quando do estabelecimento das condições de 
contorno para a seção de saída, normalmente é utili
zada a condição de derivada nula para as velocida
des. Para o caso não ortogonal a derivada nula de
ver ser aplicada para as velocidades contravarian
tes, uma vez que são as responsáveis pelo fluxo de 
massa através das faces do volume de controle. Cui
dados devem ser observados para que a malha não or
togonal utilizada não seja demasiadamente distorcida 
na saída. Isto é fácil de conseguir, uma vez que 
detêm-se controle total sobre a geração das malhas. Ca 
so não seja possível observar este detalhe recomen~ 
da-se utilizar uma resolução maior perto da fron
teira de saída. 

São os seguintes os passo? a serem cumpridos 
durante um ciclo de iterações: (1) especificar o cam 
po de pressão e os de velocidade, (2) calcular os 
çoeficientes para as equações de movimento, (3) achar 
U e V com as velocidades cartesianas da iteração 
anterior, (4) resolver a equação tipo Poisson para a 
pressão, (5) corri~ir as velocidades U e V devido o 
novo campo de pressoes, utilizando as Equações (8) e 
(9) , (6) Calcular as velqcidades físicas u e v u 
tilizando as inversas das Eguações (4) e (5). Voltar 
ao passo (2) e repetir ate a convergência devido 
as não linearidades e o acoplamento entre as equa
ções. 

Para a determinação do campo de temperaturas bas 
ta resolver a equação da energia, que é desacoplada 
das demais (convecção forçada). As equações para pres
são e temperatura foram resolvidas utilizando o mé
todo S.O.R. (sobre-relaxações sucessivas). 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

A apresentação dos resultados foi dividida em 
duas partes, contendo a primeira os testes realiza
dos com o modelo, e a segunda a solução do problema 
da descarga de um jato em uma corrente à temperatu
ra mais baixa. 

Testes Preliminares. Com o objetivo de conferir 
o cÓd1go computac1onãl, problemas utilizando gra
des ortogonais e não ortogonais foram resolvidos. 
Os resultados estão relatados em [4]. Já, a região de 
entrada em um canal foi resolvida com dois objetivos. 



Primeiro, conferir o -desenvolvimento do perfil e, se 
gundo, verificar a influência da condição de con~ 
torno da seção de saída sobre o escoamento a montan
te. 

A Fig. 3 mostra o desenvolvimento do perfil 
de velocidades para o escoamento em um canal, utili 
zando uma malha cartesiana 22 x 56, unifonne em ~ e 
concentrada junto as paredes. Pode-se observar cla
ramente que o método detecta a existência de perfis 
não puramente convexos na região de entrada, relata
dos em [6]. Resultados análogos aos aqui apresentados 
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Figura 3. Perfis de velocidade para o escoamento 
em um canal. 

foram encontrados por [ 7] e l 8 ] • 

\ 

I l ~~ 
l 

A Tabela 1 apresenta velocidades adimensionais 
obtidas no canal com Re = 50, utilizando três diferen
tes malhas em função da ROsição de localização da 
condição de contorno de saída. 
Caso A O canal tem comprimento x = 0.288, comprimen

to suficiente para se atingir o perfil plena 
mente desenvolvido. -
Malha utilizada 22 x 56. 

Caso B O canal tem comprimento x = O. 072. 
Malha 22 X 40. 

Caso C O canal tem comprimento x =O . 072 e pequena 
concentracão de malha na fronteira de saída. 
Malha 22 X: 44. 

Tabela 1. Velocidades adimensionais em função do 
comprimento do canal. 

X= 0. 072 x=O .OS6 . 
y 

A B c A B 

0,05 0,348 0,370 0,368 0,380 0,389 
0,15 0,874 0,902 0,899 0,923 0,935 
0,25 1,170 1,179 1,178 1,180 1,183 
0,35 1 , 288 1,270 1,272 1,256 1,248 
0,50 1,322 1,279 1,282 1,262 1,245 

X= 0. 032 x=O.Ol6 
y 

A B c A B 

0,05 0,528 0,531 0,530 0,761 0,762 
0,15 1,033 1,035 1,035 1,066 1,067 
0, 25 1,155 1,155 1,155 1,077 1,077 
0,35 1,154 1,152 1,152 l,OSS 1,055 
0,50 1,130 1,127 1,127 1,040 1,039 

c 

0,388 
0,934 
1,183 
1,249 
1,245 

c 

0,762 
1,066 
1,077 
1,055 
1,039 

Analisando a Tab. 1 observa-se que o erro de
corrente da aplicação da cond:ção de derivada nula, 
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em uma posição em que o perfil nao está plenamente 
desenvolvido, é sensivelmente menor a medida q~ 
afasta-se desta posição. Isto vem demonstrar que esta 
condição de contorno pode ser perfeitamente utiliz~~ 
sem prejuizo ~os resultados sempre que a . :eg1a? 
de interesse nao for aquela na qual a cond1çao fo1 
assumida. Este erro pode ser diminuido ªinda mais ca~o 
se utilize uma grade de maior resoluçao na frontei
ra onde este tipo de condição de contorno é aplicada. 
Isto poder ser observado com os resultados do Caso C. 

Escoamento Cruzado com Transferência de Calor. A 
soluçao do problema de escoamento cruzado com.tr~ 
ferência de calo~, que foi o objeto da real1zaç~o 
deste trabalho, e apresentado a seguir. A grade nao 

Figura 4. Grade não ortogonal utilizada 

ortogonal utilizada foi a da Fig. 4 com H/D = 12 e 
L/D = 8. 

Inicialmente o problema foi resolvido utiliz~ 
do-se um domínio de solução que permitisse aplicar a 
condição de derivada nula e obter o perfil completa
mente desenvolvido, com o objetivo de verificar 
a conservação da massa global na saída pela inte
gração do perfil parabólico [4] calculado. _ 

Procurando verificar a capacidade do metodo em 
captar as regiões de recirculação após a _ entrada 
do jato, resolveu-se o problema para um numero de 
Reynolds, do escoamento, constante e igual a SOO, 
variando as relações de vazão N, onde 

Re =OH/v esc ü = (uooH + UooD)/H 

A Fig . 5 apresenta os vetores velocidade obtidos 
para as relações vazão N = 3, 6 e 9, observando-se que 
as regiões de recirculação são fisicamente consisten
tes, tornando-se maiores com o aumento da velocidade 
do jato. Os > , representam velocidades muito baixas 
que não foram possíveis indicar através de setas. 

Finalmente, para observar os efeitos convectivos 
e condutivos, o problema foi resolvido para diversos 
valores do número de Peclet do escoamento e tempera 
tura do jato. A Fig. 6 apresenta resultados para di~ 
ferentes números de Peclet, obtidos para N constante 
c igual a 7.5 com temperaturas do jato ~uente iguais 
a 30 e 50°C e escoamento principal a 20 C. Neste ca
so o Re foi alterado, justamente para mostrar o efei
to do aumento da convenção sobre a condu~ão. Obser
va-se que o comportamento físico esperado~ e obtido , 
onde vemos um aumento da temperatura a montante e 
uma diminuição à jusante com a diminuição do número de 
Peclet . 

O tempo consumido na solução âo proble~ de es-
coamento cruzado com transferência de calor foi de 
aproximadamente 6 minutos de CPlT. 
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lO 

Os result ados obtidos mostram que o uso de sis
temas não ortogonais Eara a soluçã~ de escoamentos 
cruzados com transferencia de calor e uma alternativa 

atrativa em [unção da generalidade e flexibilidade 
do modelo . Para o tratamento adequado dos problemas qe 
descarga de jatos em rios e estuários o efeito tri
dimen~ional, ou as equações médias na prQfundidade, d~ 
vem ser incluidos. 
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ABSTRACT 

A fluidized bed heat recovery unit attached to the exhaust of a diesel engine 
was tested. To simplify the construction and maintenance no fins were attached to 
tubes of the heat exchanger, due to this there was less buildup of soot in the 
interior of the heat recovery unit. When compared with conventional heat recovery 
units the effect of the absence of fins on the heat transfer coefficient was compen
sated by its increase due to fluidization. 

INTRODUCTION 

Heat recovery and reduction of emission of pollut
ants from the exhaust gases of large turbines and 
di esel engines is becoming essential from the economi
cal and environmental points of view. In conventional 
heat recovery units it is customary to employ fins on 
the externa! surface of the tubes, due to the rela
t i vely low heat transfer coefficient from the gases to 
the tubes. These units are subject to frequent 
s t oppages for cleaning and maintenance. According to 
Silvestrini [1) there is a continuous buildup of 
fouling between and over the fins . This process is 
initiated by the condensation of acids over the bare 
surface, which causes soot particles to become 
a t tached to the tubes. After this the soot starts to 
buildup causing the surface temperature to increase 
above the acid dew point, nevertheless, the soot build
up continues this time due to unburnt hydrocarbons. 
Fi gure 1 shows the different stages of this process, 
which to say the least, makes the use of this type of 

maximum 
foul i 

Soot deposits grow from 
the tube wall to the 
tips of the fins 

fin 

tube 

Figure 1. Soot deposition pattern for a finned 
tube. 

unit highly unreliable . In order to prevent this 
problem one of the most advantageous solutions is the 
use of a fluidized bed heat recovery unit. Virr [2) 
mentions several of the advantages, namely: (i) a 
heat transfer rate between the gas, bed particles and 
tube material up to four to five times that of conven
t i onal gas to extend surface metal heat exchangers; 
(ii) the continua! motion of the bed material prevents 
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the buildup of soot on the external surface of the 
tubes. One of the objections to the use of fluidized 
bed heat exchangers is that they are thought to have a 
much higher pressure drop than conventional heat ex
changers. It can be shown, Cole and Suo [3), that by 
using shallow beds, pressure drops can be maintained at 
levels comparable to those found in conventional heat 
exchangers. An added advantage is the soot retention 
characteristics of the fluidized sand, which unlike 
the fins can be quickly and inexpensively replaced . 

In the work of Gagnon et al [4] and the present 
investigation, which is its continuation, a simple 
fluidized bed heat recovery unit attached to a small 
diesel engine is considered . Because of the constant 
impact of solid particles there would be a much smaller 
buildup of soot on and in between the surfaces of the 
fins. Such units have already been investigated, for 
instance, by Carlomagno et al [5), however, in the 
present investigation, in order to further minimize 
soot deposition, simplify manufacturing, and cut down 
cost, it was decided to test a unit with bare tubes. 
The bed height was kept as small as possible in order 
to minimize the back pressure on the diesel engine . 

EXPERIMENTAL SET-UP 

Figure 2 shows a schemati~ of the experimental 
set-up. A fluidized bed heat exchanger measuring 0.25 
m (widtWx 0 . 88 m (length) x 0 . 41 m (height) was 
connected to the exhaust of an Acadia Marine Diesel 
Engine, model AD-20, with 40-70 hp at 2400 rpm. The 
Diesel Engine was coupled to a hydraulic dynamometer, 
thus load conditions could easily be adjusted. The 
distributor plate for the fluidized bed was manufac
tured from a 3.175 mm thick mild steel plate, with 557 
holes, 1 . 59 mm in diameter and 21 . 3 mm pitch. Theholes 
wére countersunk on the inlet side in order to minimize 
pressure drop and fouling . Inside the bed the gases 
were cooled with non-recirculating tap water, flowing 
through an assembly of 22, 9.33 mm outside diameter 
copper tubes, giving an overall heat transfer area of 
0.583 m2 . The flow of water was manually adjusted in 
order to maintain the water outlet temperature between 
50 and 70 C, since the design and construction of the 
cooling system did not take into account the formation 
of steam. Figure 2 shows the plenum chamber, located 
underneath the distributor plate, with a decreasing 
cross-section in order to promete a more uniform 
velocity distribution for the flow of exhaust gases 
into the fluidized bed . To improve the overall 
thermal efficiency of the heat exchanger, the external 
surface of the fluidized bed was insulated with pink 
fiber glass, while the plenum and the exhaust pipe, 
due to their higher temperat.ures, were insulated with 
glass wool. The bed material was sand with an average 
diameter of 167 vm anda density of 2670 kg/m 3 • 
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engine 
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fluidized bed heat 
recovery unit 
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indicate temperature samplin~ locations. 
indicate pressure sampling locations. 

Figure 2 . Experimental set -up. 

Copper-constantan and c~ome1~Áume1 thermocouples were 
used to measure the· temperature of gases and water at 
the following locations (as indicated in Figure 2): 
(1) exhaust of the diésél, (2) plenum, (3) bed, (4) 
freeboard, (5) water inlet and (6) outlet. The 
addition of a heat exchanger increases the back 
pressure on the diesel, in arder to minimize this 
effect the flow rate of gases was measured at the 
inlet of the diesel engine. Flow rate measurements 
were performed with a Vol-o-Flo laminar type flow 
meter, which gives a nominal accuracy of 0 . 5%. ln the 
calculations the measured flow rates of gases were 
adjusted for the temperature changes between inlet and 
outlet . The flow rate of water was measured with a 
graduated container and a stopwatch. ln arder to 
evaluate the dust retention characteristics of the 
fluidized bed, dust concentration measurements were 
performed with a solids-sampler (non-isokinetic) in 
the plenum and in the freeboard . Pressures wer~ 
measured with U-tube manometers, using water and 
tetrabromoethane (density 2980 kg/m 3 ) as manometric 
fluids, at the following locations shown in Figure 2: 
(7) diesel exhaust (back pressure), (8) plenum, (9) 
just after the distributor plate, and (10) in the 
freeboard . 

EXPERIMENTAL RESULTS 

A series of four test runs were performed, with 
a duration of approximately two and a half hours each. 
Different values of constant loads were maintained 
during tests #1 and #4, while variable loads were used 
during tests #~ and #3. 

One of thc advantages of using a fluidized bed 
heat recovery unit is its capacity to retain soot, and 
thus act like a filter, ln arder to evaluate the 
amount of soot retained fixed volumes of gas were 
extracted from sampling points just below the distri
butor plate and in the freeboard of the fluidizéd bed. 
The samples were passed through glass wool filters and 
then through a flow meter. The difference in weight 
of the glass wool before and after the experiment 
divided ,by the flow rate represents the dust concen
tration at each sampling location . This technique is 
not isokinetic and thus it is subject to a high degree 
of uncertainity , nevertheless it gives a good qualita
tive indication . The soot retention efficiency is 
obtained dividing the differences bet~een the concentra
tions before and after the fluiaized bed by the initial 
soot concentration. The average value of soot reten
tion efficiency encountered in this experiment was 
approximately 65%. This indicates a high degree of 

soot retention by the fluidized bed. It is important 
to determine the amount retained by the different 
components. Ideally, most of the soot should be 
retained by the sand, since it can be easily and 
inexpensively replaced. A visual inspection indicated 
that only a small fraction of the soot was retained by 
the distributor plate and the internal surfaces of the 
heat exchanger. The internal walls had no apparent 
deposits while the external surface of the copper tubes 
had some soot retained. This was attributed to the 
relatively low temperature of the cooling water, below 
90 C, which caused condensation over the external 
surface of the copper pipes. According to Carlomagno 
et al [5] defouling of the tubes can be obtained by 
either a step up or step down in wall temperature of 
the tube~. Nevertheless, operation at higher temper
atures, like those that would prevail if the heat 
exchanger was used as a boiler, should be free from 
soot deposits over the tubes. 

The distributor plate was monitored more 
closely since it is the single most critical compon
ent of the heat recovery unit. ln run #4 during the 
first 75 min. the pressure drop across the distributor 
plate increased almost linearly from 7.35 kPa to 8.53 
kPa, remaining unchanged until the conclusion of the 
test. After approximately 5 h of operation of visual 
inspection of the distributor plate indicated that 
only 4 of the orifices (5%) were plugged. It can be 
concluded that the operation of the heat recovery 
unit without a cleaning system, such as stainless 
s teel brushes mounted on moving bodies as suggested by 
Virr [2], ora manifold distributor as tested by 
Carlomagno et al [5], would require relatively 
frequent cleaning stops. 

Figure 3 presents the pressure drop across the 
distributor plate and across the fluidized bed as a 
function of the corrected total flow rate of exhaust 
gases. The flow rate was measured at the inlet thus 
the need for correction. The back pressure on the 
diesel is approximately the sum of these two pressure 
drops . The diesel engine specifications limit the 
maximum permissible back pressure, thus limiting the 
maximum flow and exhaust temperature. During the 
present series of tests the back pressure levels 
encountered did not seem to have any adverse effect 
on the performance of the diesel engine. 

Figure 4 shows that the heat transfer coefficient 
var~es almost linearly with the diesel exhaust temper
ature. For exhaust temperatures between 200 and SOO C 
the heat transfer coefficient varies between 200 and 
300 W/m2C, Carlomagno et al [5] also reports values 
in the sarne range, while Cole and Suo [3] found an 
average heat transfer coefficient of 228 W/m2C. 
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Figure 3. Pressure drop across the bed and across 
the distributor plate as a functi'on of Figure 5 · Heat exchanger efficiency as a function 

of the ratio between the cumulative fuel 
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The overall performance of the recovery unit 
can be determined from the efficiency. It is defined 
as the ratio between the actual heat transferred and 
the heat that would have been transferred by the gases 
in counter flow with an infinitely large heat transfer 
area heat exchanger with no heat losses. For a heat 
regeneration unit if the temperatures at inlet and 
outlet are called T i and T , respectively, and the 
water temperature g go at inlet is called T . , 
the efficiency ~ is given by (Kays and London (6])~~ 

~ 

T . - T 
g1 go 

T - T 
gi wi 

Figure 5 presents a plot of the overal~ efficiency for 
test run #4 versus the cumulative fuel consumption per 
heat transfer area. The efficiency remains constant 
for the whole range investigated unlike the behaviour 
of ordinary heat recovery units, confirming observa-

tions by Carlomagno et al (5]. The average value of 
the efficiency is approxirnately 58% for test r un #4, 
while for the other tests the efficiency remained 
between 50 and 78% . These values seem low when 
compared with 80% as reported by Carlomagno et al (5] , 
this difference can be attributed to the absence of 
fins on the t ubes in t he present investigation, since 
the heat transfer coefficients had similar values in 
both experiments. Nevertheless, even these lower 
values compare well with ordinary heat recovery units 
with finned tubes. 

CONCLUSIONS 

The following conclusions can be drawn from this 
study: 

(i) The fluidized bed heat recovery unit was 
relatively simple to design, and did not require 
major adjustments before it became operational. It 
produced the desired results by recovering a signif
icant percentage of the waste heat and retaining most 
of the soot emitted by the exhaust of the diesel 
engine. 

(ii) The one single problem that seems to 
require further attention is the fouling of the 
distributor plate. However, the sand retained most 
of the rest of the soot, thus keeping the other parts 
of the unit free from depo~its and significantly 
reducing the emission of soot. 

(iii) One of the advantages of the fluidized bed 
unit is that since its heat transfer coefficient is 
significantly higher than that achieved in conventional 
heat recovery units the advant ages and need for finned 
tubes decreases. Cleaning finned tubes is a very 
complicated and undesirable task . Thus the relatively 
high efficiency of the fluidized bed without the fins, 
combined with the cleaning properties of tli.e bed 
material, make the fluidized bed heat recovery unit 
superior to the conventional heat recovery units. 
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SUMÃRIO 
_ Ana.U6a-:H o duempe~o de capa~olt.U :.télunicoJ.> com e J.>em a.l.e:.ta-6 palt.a u.ti.liza 

ç.a~ ~eJt.oueaua.l.. A g~om~a u:tudada ~ Jt.e:.t~g~ e o m~vU..a.l. de mudanç.a de 6Me 
u.ti.li~ado e uma paJt.a6.{.na. V.{.}., c.u:.te--6 e a .{.n6.fuenua dM palt.ame:.tlt.o-6 envo.tv.<.do-6, :.ta.<.-6 co 
mo, numelt.o de a.l.e:.ta-6 , aUU!t.a d~ a.l.e:.tM, R.a!t.guJt.a daJ.> a.l.e:.ta-6 e Jt.e.taç.ão da compac.lic.iáa 
de dOJ.> c~pac.i:.t~Jt.u. A 6oJt.mu.taç.~o ê 6eila J.> upondo que o p~cuJ.> q_ de tlt.aM 6e~tênua áe 
c.a.l.o!t. J.>eja dorn.{.nado polt. conduç.ao com um uquema de Mfuç.ao numelt.ica. 

INTRODUÇÃO 
Capacitares térmicos (C.T.) são dispositivos que 

tem a capacidade de armazenar energia e são fundamen 
talmente utilizados para inibir variações bruscas de 
temperaturas. 

Típicos capacitares térmicos são sistemas passi 
vos e isso é um fator relevante para a sua confiabilT 
dade e a sua aplicação aeroespacial que é tntensa e di 
versa conforme apresentado por Humphries Ll] . -

Os capacitares térmicos discutidos neste traba 
lho são do tipo de mudança de fase de geometria retãn 
gular. -

Vários materiais de mudança de fase (M.M.F) são 
utilizados nestes capacitares, contudo para aplicações 
aeroespaciais imediatas as parafinas tem-se mostradas 
as mais adequadas segundo Giggs [2]. 

Devido a baixa condutividade térmica dos mate 
riais de mudança de fase, várias técnicas tem sido usa 
dos para minimizar este inconveniente. A alternativa 
que se tem sido considerada ser a mais viável é a uti 
lização de aletas metálicas imersas no material de mu 
dança de fase. -

A solução do problema de transferência de calor 
em capacitares térmicos de geometria retangular e com 
ale tas é discutido por Humphries [ 1] e Edwards [ 3] , am 
bos utilizaram esquemas numéricos associados a uma for 
mulação por condução. Contudo as formulações apresenta 
das não possibilitam, devido a sua complexibilidade, a 
análise dos parâmetros geométricos envolvidos. Neste 
trabalho, através do uso da forma entalpica da equação 
da energia, a localização da fronteira de mudança de 
fase é uma tarefa fácil e a existência das aletas imer 
sas no material de mudança de fase é encarada como uiii 
meio não isotrópico. 

Através da solução proposta é possível a análise 
dos parâmetros geométricos envolvidos e a comparação 
do desempenho de capacitares aletados e não aletados. 

FORKJLA.ÇÃO DO PROBLEMA 

Uma configuração típica de capacitares térmicos 
retangulares aletados é mostrada na figura 1. 

Supondo que o processo seja dominado por condu 
ção pode-se escrever a equação da energia na sua forma 
entalpica, como: 

:~ = a: [ K :: ] + a: [ K :~ J (1) 

onde H é a entalpia volumétrica, K a condutividade tér 
mica, T a temperatura, x e y as coordenadas e t o tem 
po. A ~xistência da mudança de fase é levada em conta 
quando se escreve a entalpia volumétrica como 
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H(T) = ~ ~(T) dT + À n(T - Tm) (2) 

onde C (T) é o calor específico volumétrico, À o calor 
latente de fusão volumétrica e n(T- Tm) a função de 
grau unitária. 

Simétrico 

Figura 1. Capaci tor Térmico com Mudan 
ça de Fase. 

A partir da equação (2) pode-se reescrever a 
equação (1) como 

onde 

"' aT aT["' aT J C(T) - =- 1(-
at ax ax 

a ["' aT] +- K-
ay ay 

C para T<Tm-liT 
s 

~(T)= C~ para T>Tm+liT 

À C +C 
-+~para Tm-liWT~Tm+liT 
2liT 2 

C na aleta 
a 

(3) 

(4) 

conforme sugerido por Bonacina (4], onde Tm é a temper~ 
tura média de mudança de fase, liT a metade da faixa _de 
mudança de fase; o subscrito "s" significa da fase soli 
da, "~" da fase líquida e "a" da aleta. 

Caso a condutividade térmica K do MMF varie 
com a temperatur,a pode-se simular também esta variação, 
neste trabalho é suposto que a condutividade do MMF nas 
duas fases são iguais, ou seja 
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"' [ K para o t+IF K -
Ka para a aleta 

A condição inicial é de todo o MMF lÍquido à 
peratura igual a de mudança de fase inferior, 

T(x, y, O) = Tm-ôT 

a condição inicial a de, 

T(x, y, tf) = Tm+ôT 

e as condições de contorno dadas por: 

ar 
(O, y, t) 

ax 

ar 
ax (L, y, t) = O ' 

T(x, O, t) = Tw , 

ar 
ay (x, H, t) o . 

(5) 

tem 

(6) 

(9) 

(lO) 

(11) 

Com o intuito de adimensionalisar o problema defl 
ne-se: 

e 

q, Tm-T 

Tm-Tw 

X = x/L 

y = y/L 

como coordenadas adimensionais, 

K t 
' = C Cs 

como tempo adimensional, 

E, ôT 

Tm-Tw 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

como metade da faixa adimensional de mudança de fase, 

-
K(<ll) 

~ (T) 

K 

como condutividade térmica adimensional e 

ê(q,) 
C' (T) 

cs 

(17) 

(18) 

como calor específico volumétrico adimensional. A par 
tir desta adimensionalização do problema é colocado co 
mo 

- aq, a - aq, a - aq, 
C(<Jl) - =- [ K-) +- f K -} 

a< ~ ~ ~ ~ 
(19) 

a condição inicial, sendo 

<Jl (X, Y, O) 

e final , como 
• 

<P(X, Y,< f) 

-E; 

= E, 

e as condições de contorno, 

J 
aq, (O' y, <) 
ay 

aq, (1' y' ') 
ay 

<P(X, O, <) 

o ' 

o ' 

1 ' 

aq, (X, H/L , <) . = O · 
ay 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

( 25) 

Deve-se notar que nesta forma adimensional o pro 
blema de fusão é identico ao da solidificação facilitan 
do a análise completa do processo de mudança de fase. -

ME:TOOO DE SOLUÇÃO 

A obtenção das equações algébricas a partir da 
equação diferencial (19) que representa todo o problema 
é realizada através da técnica de volumes de controle, 
descrita por Patankar [5]. Para tal, divide-se a região 
em estudo em um número conveniente de volumes de contro 
le conforme figura 2. 

~Ox)~ 
1 

(Ox)8 

N 

a{ I )w - j. ll.Oyl.- rYln 
-UL (Oy)s 

l-ê.! 

Figura 2. Volume de Controle TÍpico 

A equação (19) é integrada no volume de controle 
e no tempo que supondo variações de <P com X, Y e < como 
descritos por Patankar 151 obtém-se a seguinte equação 
algébrica 

ap <jl 1 
- f a <jl 1 

- f a <jl 1 
- g a <jl 1 

- g a <jl 1 = 
P eE wW nN sS 

(apo- (1-f)ae- (1-f)~- (1-g)~- (1-g)aJ<Pp + 

ae (1-f)<ll~ + aw(l-í}<P~ + an(l-g}<P~ + as(l-g)<P~ 

onde 

apo = 

-c ô ô 
X y 

ô< -

(26) 

(27) 



K !1 
a=~ 
e (o ) 

x e 

K !1 
a=~ 
w (o ) 

xw 

(o ) 
Yn 

K !1 
S X 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

sendo que f e g são parâmetros que determinam o esquema 
nUillérico podendo assumir valores "0" para esquema explÍ 
cito, "1" para esquema implícito, "0,5" para Crank= 
Nicolson e valores alternados de O e 1 em esquema alter 
nadamente direcional implícito (ADI). -

Para os valores de controle com faces nos conter 
nos, tem-se equações particulares. Para volumes de 
controle com face oeste no contorno isolado impõem-se 
na obtenção da equação algébrica: 

a<P I = o 
dX w 

(33) 

para os valores com face este em contornos isolados, 

a<PI = o, 
ax e 

(34) 

par a volumes com face norte no contorno tambêm isolado 

o (35) 

e para volumes com face sul no contorno de temperatura 
especificada. 

1 . (36) 

Analisando os coeficientes da equação algébrica 
nota-se que eles são funções de C, K e T, ou seja, das 
propriedades e do tempo, tem-se portanto uma equação de 
coeficientes variáveis o que sugere como uma alternati 
va de solução um procedimento iterativo. Além disso a 
interface aleta-material de mudança de fase e ao fato 
da condutividade térmica ser avaliada nas fronteiras dos 
volumes de controle, Patankar (5] indica uma avaliação 
da condutividade baseada em paredes compostas. A 12ar 
tir desta análise, conforme detalhes em Ramos L6T 
tem-se: 

( 0x)e 
K e 

(ox)e- (ox)e+ 
---+---

(37) 

~ KE 

e 

~ = 
(~)n 

(~)n+ (o ) -yn 
(38) 

___ + ___ 

KN Kp 
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RESULTAOOS 

Neste trabalho utilizou-se como material de mudan 
ça de fase a parafina n-eicosana cujas propriedades po 
dem ser encontradas em Grigg [2] e aletas de cobre. -

A formulação numérica usada é do tipo ADI pois 
tem-se a cada etapa do processo matrizes tridiagonais 
conforme discutido por Almeida [7]. 

Os parâmetros analisados neste estudo sâo: altura 
e largura das aletas, diferença entre as temperaturas 
da parede e a de mudança de fase e a relação entre a 
altura e comprimento da seção em estudo. 

Para facilitar a análise comparativa uma configu 
ração padrão foi admitida na qual a altura das aletàS 
CHa) era igual a 70% do vão livre (H) , a metade da lar 
gura das aletas (La) era igual a 10% da metade do coiii 
primento livre (L) , a diferença entre as temperaturas 
de parede (Tw) e de mudança de fase (Tm) de 209C e rela 
ção entre a altura e o comprimento (C) igual a 1. -

A figura 3 apresenta a evolução de fronteira de 
solidificação-fusão ao longo do tempo para a configura 
~p~~- -

.. 

~~ ..... -10,3~94 
-.,.~+-,....~ 0,3324 

18,6 °/o 

Figura 3. Evolução da Fronteira para a 
Configuração Padrão. 

Nas figuras seguintes são analisados as influên 
cias dos parametros e sempre é colocada a curva corres 
pendente a mesma situação sem aletas cujos resultados 
foram obtidos pelos mesmo programa fazendo com que as 
aletas fossem do mesmo material que o MMF. 

Na figura 4 apresentam-se as curvas de descarga 
do C.T . para diversas alturas das aletas. Na figura 5 
tem-se as curvas de descarga para algumas larguras de 
ale tas. Na figura 6 são mostradas as curvas de descarga 
para diferentes (Tm-Tw) e na figura 7, para diferentes 
c. 

r.mpo X 10 

Figura 4. Influência de Ha/H no Tempo 
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Ao analisar as figuras anteriores pode-se con 
cluir que o problema de baixa condutividade térmica dÕ 
MMF pode ser minorado através do uso de aletas metali 
cas e a previsão do comportamento de uma dada configura 
ção pode ser obtida através do modelamento proposto. -

A aplicação mais imediata é a associação destes 
capacitares com radiadores térmicos, como mostrado por 
Hale [8J no programa aeroespacial Brasileiro . 
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SUMMARY 

T h e. p eJt 6 oJunCU'tc.e. o 6 Jte..:tangu.talt. .the.Juna.t c.apac<..toM 
wdh and Wi.f.h-ou.t 6út6 Me. anai.y~d 60Jt ae.JtO~pac.e. 
app.Uc.a.:üo~. The. e.66e.w o6 .the. 6ote.owing paJtame..:te.lt6 
Wa6 c.o~ideJte.d: vwnbe.Jt, húgh.t and wid.tfi. o6 .the. 6út6 
and c.ompac..tne.M Jte.la.:üo~iúp. The. pha6e.- change. ma.te.JU.a.t 
adop.te.d Wa6 N-úc.o~ane. and .the. c.onduc.t<.on he.a.t ~ 6e.Jt 
rrude.l aJte. ~ o.tve.d by an de.Jta.:üve. nume.Jt,{_c.a.f. ~ q ue.me.. 
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ExpeJL.Úne.nt6 weJte. peJtóOJrme.d -to .útveAt..i.gate. me.Ui.ng a.Jt.Ound an .ú,othettma1. ey.UndeJt 
embe.dded vV!tiea.il..y .út a pho.u-ehange. mateM.al. at Lt.6 6UA..i.on tempeJta.twte. . The. tr.o.;t.W 
hrúght-to-cüo.meteJt o6 the. ey.UndeJt wa.6 6-{.ve.. The. Raylrúgh nwnbe.M vOJÚe.d 6Jt.Om 7 x 1 o4 
to 2 x 106. It wa.6 6ound that a p~e. n~ eonve.ction ~e.gime. -Í.-6 ~oon eAtabl.ú,he.d, 
whe.n the. amount o6 mo.e.te.n phMe.-ehange. mateM.al. ~~ to .út~e.Me. .e..úte.MR.y w..Uh time.. 
The. avettage. NUA4e.U numbeJt at the. ey.UndeJt 4~6aee. be.eomeA .útde.pe.nde.nt o6 time. M Mon 
M n~ eonve.et..i.on tak.e.4 oveJt. 

INfRODUCfiON 

Until recently, most papers on phase change dealt 
exclusively with conduction heat transfer, although it 
has been known for some time that natural convection 
may play a key role during melting and freezing.Lately, 
however, several studies [1] considering buoyancy ef 
fects on phase change heat transfer have been reported~ 
Among various configurations under study, are of parti 
cular interest the melting about a vertical plate ana 
around a vertical cylinder. 

ln this connection, the first numerical account 
ing for natural convection effects is presented in [2]~ 
where the outward melting from a vertical cylinder was 
investigated for an isothermal boundary condition at 
the cylinder surface and a no-slip condition at the top 
of the liquid layer. A constant-heat-flux boundary con 
dition at the cylinder was studied experimentally in 
[3], where both slip and no-slip boundary conditions 
were investigated. 

More recently, numerical and experimental results 
were compared in [4] for melting near an isothermal veE 
tical plate, and a moderate agreement between the expeE 
imental and analytical predictions was reported. A bet 
ter agreement was obtained in [5]. -

The present paper reports on experimental meas 
urements undertaken to investigate outward melting a 
round a vertical cylinder embedded in a solid initiai 
ly at its fusion temperature. The cylinder is maintai~ 
ed at a uniform temperature that exceeds the fusion tem 
perature. The top and bottom of the phase-change mate 
rial are adiabatic, and a small air gap provides a 
slip boundary condition at the top. The main objective 
of the research reported here was to obtain experimen 
tal data for the just mentioned configuration . It is re 
markable that, although the isothermal boundary condT 
tion at the heat source has been extensively studied ex 
perimentally for melting to a vertical plate (e.g.[4] T 
there are no experimental data available for melt 
ing to an isothermal cylinder positioned vertically. 

1HE EXPERIMENTS 

The physical situation reproduced in laboratory 
will now be described. An infinite horizontal layer of 
a phase-change material is initially solid and at its 
fusion temperature T*. A vertical cylinder is embedded 
in the solid and in thermal equilibrium with the phase 
-change medium. Both the upper and the lower surfaces 
of the medium are adiabatic. The upper surface is in 
contact with atmosferic air (no shear stress), whereas 
at the lower surface a no-slip boundary condition is 
imposed. At time t = O, the cylinder temperature under 
goes a step change to Tw > T*. Immediately, melting 
begins 'to occur and a solid-liquid interface starts 
to move outward from the cylinder. 
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The experiments carried out in this work were 
aimed at the determination of the solid-liquid inter 
face behavior. The experimental apparatus employed in 
the experiments, the experimental procedure and data 
reduction procedure·are presented in the following sub 
sections. -

Experimental apparatus. A cylindrical container 
for th~se-change med1um, a constant-temperature 
bath and a water-heated copper tube were the basic com 
ponents of the experimental apparatus. An auxiliar va 
cuum system was also used in the experiments. 

The container for the phase-change medium was a 
brass canister, 17 cm high and 15.2 cm of inner diame 
ter . Its lower part was internally insulated by a 
2.5 cm-thick layer of styrofoam, to avoid thermal in 
teractions between the melt layer and the bottom oi 
the container . A thin disk of Plexiglass was fixed on 
the styrofoam surface to prevent contact with the 
phase-change material . The upper part of the container 
was fitted with a 1.2 cm-thick cap of Plexiglass. Dur 
ing the runs and equilibrium periods the cap was exter 
nally insulated with a removable layer of styrofoam. A 
centered hole across the Plexiglass cap was aligned 
with a cylindrical cavity (0.2 cm deep), also concen 
tric with the container wall, machined on the upper 
surface of the Plexiglass disk at the bottom insula 
tion. The role of the cavity and hole (both with 2.54 
cm I.D).) was to provide means of positioning the water 
-heated tube (2.54 cm O.D.) vertically and concentri 
cally inside the container. Support and positioning of 
the container in the constant-temperature water bath 
was achieved with the aid of a lip which extended ra 
dially outward the upper end of the container. The lip 
rested on the Plexiglass cover of the water bath, 
which was provided with a centered hole , whose diame 
ter was slightly larger than the outside diameter of 
the container. 

The constant-temperature water bath provided a 
controlled thermal environment for the container . Its 
dimensions were 51 cm in length, 32 cm in width and 
26 cm in height, and was made of plastic material. The 
side walls and bottom of the tank were externally cov 
ered with a 5 cm-thick styrofoam layer,to prevent heat 
transfer to the externa! environment . An electric re 
sistance was available to compensa te for heat losses a.OO 
to heat the water in the bath to a desired temperature. 
An accurate thermostatic device was also available to 
tum on and off the electric resistance as needed , in 
order to maintain a pre-selected temperature level .This 
was accomplished within 0.1°C .The water in the constant 
-temperature bath was strongly circulated with the aid 
of an electric-powered propeller, to establish a spa 
tially homogeneous temperature and a low convective re 
sistance at the outer wall surfaces of the container .-
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The water-heated copper tube on which the melting 
occurred had a wall thickness of 0.16 cm and was capped 
at its lower end. Another tube, of smaller diameter,was 
installed inside the copper tube in such a way as to 
leave an annular gap between the tubes.This arrangement 
was designed to allow heating water to enter the inner 
tube, flow downward to the bottom, make a 180-degree 
tum and flow upward through the annular spacing. 

Temperature measurements on the outer surface of 
the heated tube were made with three thermocouples posi 
tioned at different axial and circumferentiallocationS: 
Each thermocouple was situated in a longitudinal groove 
machined into the outer surface, and then a high-conduc 
tivity cement was employed to fill the grooves. The sur 
face was then polished to a smooth finish. -

The temperature of the heated tube was controlled 
by means of water circulation inside it. The heating 
and circulating loop for the water consisted of a small 
insulated tank and a pump. Hoses conveyed the water 
from the tank to the pump, from the pump to the heated 
tube and from the heated tube back to the tank.Heat was 
supplied to the circulating water by means of an im 
mersed electric resistance installed in the tank. Anotli 
er thermostatic system was provided to control the heat 
ing of the circulating water. This arrangement was very 
successful in providing an isothermal boundary condi 
tion at the heated tube water surface. 

The vaccum system was used to stop a data nm at 
a pre-detennined instant of time. The bottom wall and 
isulation of the phase-change medium was crossed by a 
thin-walled, small-diameter metallic tube, from where 
the melted paraffin was promptly removed by the vaccum 
system at the end of a data nm. During the nm, howev 
er, no liquid paraffin could flow into the metal! i c tube, 
since its upper end was positioned flat with the bottom 
surface of the cylindrical cavity, where the lower end 
of the water-heated copper tube fitted tightly. A plas 
tic hose connected the metallic tube to a valve. whose 
other end was connected to an evacuated reservoir. This 
reservoir was cleaned an evacuated (wuth the aid of a 
vaccum pump) prior to ecach data nm. 

Experimental procedure. The phase-change material 
used ~e experunents was n-eicosane paraffin, 99 per 
cent pure, with a melting point of 36.40C. Prior to the 
data nms, the paraffin was placed inside thecontainer. 
This was accomplished by pouring small portions of lig 
uid paraffin at a time and waiting for solidification 
to occur. This procedure prevented formations of voids 
in the phase-change medium. During this process, the 
isothermal tube was at its normal data-run position, i. 
e., inside the container, concentric with it and verti 
cal. (An auxiliar hole for pouring the paraffin was aT 
so provided in the Plexiglas cap). Both the circulating 
water temperature and the bath temperature were set be 
low the paraffinmelting point, to enable solidifiCã 
tion. TWo therrnocouples were embedded in the phase~ 
change medium to provide means of temperature control 
and selection. The final height of phase-change medium 
was approximately 12.7 cm (10 times the water-heated 
tube radius), anda small air gap between the upper sur 
face was kept to accommodate changes in density of the 
paraffin due to phase change. 

Once the just described solidification process 
was finished, the temperatures of the heating loop and 
constant-temperature bath were increased to a value 
slightly below the melting point of the phase-change me 
dium, in orde0 to bring the paraffin to a temperature 
close to 36.4 C. After a long equilibration period, fi 
nal adjystments were made to assure that the_ finaT 
equilibrium temperature of the phase-change med1um was 
less than 0.5°C below its melting point. 

At this point, the water-heated cylinder was 
withdrawn from the container and its temperature was 
raised to avalue Tw > T*. Once thermal equilibrium 
was achieved at the cylinder, the data nm was ready 
to start. The cylinder was put back to its data run ~ 
sition, and melting was initiated inmediately. During 
the entire period of the data run, both the water bath 

and the heating water were maintained at their respec 
tive fixed temperature. To terminate the data run a~ 
a preselected time, the cylinder was withdrawnfrom the 
liquid paraffin and, simultaneously, the vaccum system 
was activated, removing the molten mass altogether. 

The final step of the experimental procedure con 
sisted in measuring the melt-shape contour obtainea 
from the data run. This was achieved by measuring the 
radial position of the interface for severa! axial(and 
angular) locations. The measurements were made with a 
special device designed and built for this purpose. 

Data reduction. The data obtained in laboratory 
were treated to obtain the melting patterns, molten 
mass and heat transfer coefficients as functions of 
the relevant parameters. 

The paraffin thermophysical properties weretaken 
from [6], and were evaluated at the mean of 
Tw and T*. The melting patterns were detennined direc! 
ly from~he contour measurement data, whereas the mol 
tem mass of paraffin was obtained for each data rún 
via integration of the interface curves. 

The local heat transfer coefficient at the solid 
-liquid interface can be related to the interface move 
ment by equating the phase-change heat to the convec 
tion heat transfer at the interface. Then, 

h (Tw-T*) = pL À dll/dt , (1) 

where dn/dt is the interface speed at a certain height 
z, h is the local heat transfer coefficient at the in 
terface, PL is the density of the liquid, and À is the 
latent heat of fusion per unit mass. If it is assumed 
that dn/dt = dr*/dt, where r* is the interface radial 
position at z, equation (1) can be rewritten in a sim 
ple dimensionless form. This gives 

Nu = ~/dT , (2) 

where ~ = r*/r , T = Ste Fo, Nu = hrw/k, rw is the 
cylinder radius~ and k is the thermal conductivity of 
the liquid phase-change material. Ste is the Stefan 
number, defined as c (Tw-T *)/À, where c is the specific 
heat. Fo is the Fourier number, equal to at/r~, ~ reE 
resenting the thermal diffusivity. Evaluation of the 
derivative in equation (2) is done with the aid of in 
formation on the interface movement obtained in the 
experiments. 

The spatial-average Nusselt number at the heated 
cylinder surface can be related with the melting rate 
if the sensible heat absorbed by the liquid is neK 
lected. The consequences of this assumption will be 
discussed la ter. An overall energy balance in the lig 
uid region yields. 

h 2nrw L (Tw-T*) = À dm/dt , (3) 

where L_is the total height of the phase-change me 
dium, h is the spatial-average heat transfer coeffi 
cient at the cylinder-wall, and m is the molten mass.
The nondimensional version of equation (3) is written 
as 

Nu = hrjk = 0.5 dM/dT, (4) 

where M = m/ PL 1Tr2 
L is the dimensionless molten mass. 

Therefore, the a~erage Nusselt number at tae cylinder 
Nu can be evaluated wi th basis on the knowledge of the 
melted mass behavior with time. 

The characteristic length in the Rayleigh number 
was also chosen to be the cylinder radius r . It is de 
fined as Ra = gSr~CTw-T.)/va, where B is t~e coeffT 



cient of thermal expasion and v is the kinematic vis 
cosity. 

RESULTS AND DiSCUSSION 

The presentation of results will be preceeded by 
a brief analysis of a simplified physical situation, 
namely, cne-dimensional phase-change in a medium at its 
fusion temperature T*' surrouding a circular cylinder 
at Tw > T*. ln this analysis, both natural convection 
effects and the sensible heat absorbed in the liquid 
will be neglected. The result obtained will represent a 
useful baseline case for the subsequent discussions. 

An overall energy balance in the melt layer gives, 
for this simple model, 

2 nk L(Tw-T*)/(~) = À dm/dt. (5) 

ln dimensionless form, it becomes, if variation 
of density with phase-change is neglected, 

d.R./dT 1/~ ~· (6) 

lntegration from O to T yields the transcendental 
form 

~ (~ - 1/2) = 2T - 1/2 (7) 

Equation (7) is satisfied within less than 1% by 
the following expression 

1.274 ,0.4835 + 1 T < 0.5 (8) 

lt is interesting to note that, for Ste < O. 5, ex 
pression (8) is in very good agreement with the results 
found in [7), where a more sofisticated analysis ac 
counting for sensible heat is presented. This fact en 
couraged the authors to neglect sensible heat in deriva 
tion of equation (4). -

An expression for the melted mass follows direct 
ly. 

(9) 

For this conduction situation, an effective heat 
transfer coefficient at the cylinder wall may be defi 
ned as follows. 

k (T -T*)/(r lnR*) w w (1 O) 

Rearranging, 

Nu = 1/lnR*, (11) 

where ~ may be evaluated by equations (7) or (8). 

Interface movement. Figures 1 and 2 illustratethe 
interface movement as a function of time. ln both figu 
res, Z = z/L is the dimensionless axial coordinate,meas 
sured upward along the cylinder. Figure 1 represents a 
low Rayleigh number situation (Ra = 7x1D4), whcreas Fi 
gure 2 pertains to a high Rayleigh number case, namely~ 
Ra = 2x106. In Figure 1 it can be observed that the sol 
id-liquid interface moves parallel to the heated cylin 
der, except for a small deformation at the top which a~ 
pears for larger times. Furthermore, the interface rad~ 
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al pos1t1on at heights of no deformation is in close a 
greement with equation (8) . This indicates that,for low 
Rayleigh numbers, the conduction mode of heat transfer 
is dominant. The temperature difference is not enoughto 
induce strong natural convection currents in the narrow 
annular gap between the cylinder and interface.However, 
it is expected that, as times increases, convection be 
comes stronger and eventually more important thancondüé 
tion (which decreases with time). -

A completely different situation is depicted in 
Figure 2. Only for •ery small times does the interfac• 
behave in a conduction like manner. Very soon convectio1 
takes over, with melting nearly ceasing to occur at th• 
bottom and intensifying at the top of the melt layer. 
This behavior is readily explaineu by the fact that the 
top is, due to gravity, a high-temperature zone,whereas 
at the bottom, temperatures very close to T* prevail. 

Slightly different trends are predicted by the nu 
merical analysis reported in [2]. For low Rayleigh num 
ber and dimensionless times larger than about o. 1, the 
mild interface slope predicted was not observed in the 
experiments. ln addition, for high Rayleigh numbers, it 
seems that the melting rate predicted for the bottom re 
gion of the melt layer is somewhat larger than the ones 
measured during the present work. 
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Figures 1 and 2. Shapes of the solid-liquid interface 
at various times 

Local heat transfer coefficients at the interface. 
Figure 3 pertains to an 1ntermediate value of the Ray 
leigh number, namely, Ra = 3.669x105.The local Nusselt 
number values represented in the figure were evaluated 
with the aid of equation (2) and experimental data, and 
are plotted agains the dimensionless coodinate Z = z/i 
for some representative values of T. At early times, it 
is observed that the local Nusselt number does not vary 
too much along the interface, except at the top, where 
very soon hot liquid tends to concentrate. As time él 
lapses, the Nusselt number tends to zero at the bottom 
region and increases at the top region, since all ener 
gy available to melt the solid phase-change material is 
quickly transported to the top by natural convection.lt 
is interesting to observe that the local heat transfer 
coefficient will be larger at heights where the average 
temperature is higher, since it was defined with basis 
on a fixed temperature difference CTw-T*). Therefore, 
the hydrodynamical effects of natural convection on 
heat transfer enhancement are hidden, and probably play 
a minor role. 



cient of thermal expasion and v is the kinematic vis 
cosity. 

RESULTS AND ITISCUSSION 

The presentation of results will be preceeded by 
a brief analysis of a simplified physical situation, 
namely, one-dimensional phase-change in a medium at its 
fusion temperature T*' surrouding a circular cylinder 
at Tw > T*. ln this analysis, both natural convection 
effects and the sensible heat absorbed in the liquid 
will be neglected. The result obtained will represent a 
useful baseline case for the subsequent discussions. 

An overall energy balance in the melt layer gives, 
for this simple model, 

ln dimensionless form, it becomes, if variation 
of density with phase-change is neglected, 

dR./dT 1/~ fuR... (6) 

Integration from O to T yields the transcendental 
form 

R: (fuR.. - 1/2) = 2T - 1/2 (7) 

Equation (7) is satisfied within less than 1% by 
the following expression 

R*= 1.274 T0•4835 
+ 1 T < 0.5 (8) 

It is interesting to note that, for Ste < 0.5, ex 
pression (8) is in very good agreement with the results 
found in [7], where a more sofisticated analysis ac 
counting for sensible heat is presented. This fact en 
couraged the authors to neglect sensible heat in deriva 
tion of equation (4). -

An expression for the melted mass follows direct 
ly. 

(9) 

For this conduction situation, an effective heat 
transfer coefficient at the cylinder wall may be defi 
ned as follows. 

(1 O) 

Rearranging, 

(11) 

where R* may be evaluated by equations (7) or (8). 

Interface movement. Figures 1 and 2 illustratethe 
interface movement as a function of time. ln both figu 
res, Z = z/1 is the dimensionless axial coordinate,meas 
sured upward along the cylinder. Figure 1 represents a 
low Rayleigh number situation (Ra = 7x1D4), whereas Fi 
gure 2 pertains to a high Rayleigh number case, namely~ 
Ra = 2x106. ln Figure 1 it can be observed that the sol 
id-liquid interface moves parallel to the heated cylin 
der, except for a small deformation at the top which aE 
pears for larger times. Furthermore, the interface rad~ 
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al pos1t1on at heights of no deformation is in close a 
greement with equation (8). This indicates that,for low 
Rayleigh numbers, the conduction mode of heat transfer 
is dominant . The temperature difference is not enoughto 
induce strong natural convection currents in the narrow 
annular gap between the cylinder and interface.However, 
it is expected that, as times increases, convection be 
comes stronger and eventually more important thancondüC 
tion (which decreases with time) . -

A completely different situation is depicted in 
Figure 2. Only for •ery small times does the interfac• 
behave in a conduction like manner. Very soon convectioJ 
takes over, with melting nearly ceasing to occur at th• 
bottom and intensifying at the top of the melt layer. 
This behavior is readily explaineu by the fact that the 
top is, due to gravity, a high-temperature zone,whereas 
at the bottom, temperatures very close to T* prevail. 

Slightly different trends are predicted by the nu 
merical analysis reported in [2]. For low Rayleigh num 
ber and dimensionless times larger than about 0.1, the 
mild interface slope predicted was not observed in the 
experiments. ln addition, for high Rayleigh numbers, it 
seems that the melting rate predicted for the bottom re 
gion of the melt layer is somewhat larger than the ones 
measured during the present work. 
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Figures 1 and 2. Shapes of the solid-liquid interface 
at various times 

Local heat transfer coefficients at the interface. 
Figure 3 perta1ns to an intermediate value of the Ray 
leigh number, namely, Ra = 3.669x105.The local Nusselt 
number values represented in the figure were evaluated 
with the aid of equation (2) and experimental data, and 
are plotted agains the dimensionless coodinate Z = z/l 
for some representative values of T. At early times, it 
is observed that the local Nusselt number does not vary 
too much along the interface, except at the top, where 
very soon hot liquid tends to concentrate. As time él 
lapses, the Nusselt number tends to zero at the bottom 
region and increases at the top region, since all ener 
gy available to melt the solid phase-change material is 
quickly transported to the top by natural convection.It 
is interesting to observe that the local heat transfer 
coefficient will be larger at heights where the average 
temperature is higher, since it was defined with basis 
on a fixed temperature difference CTw-T*). Therefore, 
the hydrodynamical effects of natural convection on 
heat transfer enhancement are hidden, and probably play 
a minor role. 
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Figure 3. Local Nusselt number distribution at the sol 
id-liquid interface at various times. 
Ra = 3. 7x105 

Molten mass. Figure 4 illustrates the dependence 
of the dimensionless molten mass with time, for differ 
ent values of the Rayleigh number. It can be observea 
that, for small times, a reasonable agreement with equa 
tion (9) is obtained . It às observed that for low Ray 
leigh number (Ra = 7.1 x10) the experimental data fol 
low equation (9)(dashed curve in Figure 4) for larger 
values of T. It is also noted that departure from equa 
tion (9) occurs earlier for higher Rayleigh numbers. -

0 . 2 r 0 .3 

Figure 4. Timewise variations of the molten mass for 
various Rayleigh numbers 

For larger tú1es, however, the molten mass in 
creases linearly with time, at a rate that also in 
creases with the Rayleigh number. This linear behavior 
can be explained with basis on thc fact that, after 
there is enough space between the cylinder wall and the 
solid-liquid interface , boundary layer regimes are at 
tained near each of the just mentioned surfaces. There 
fore , radial conduction is eliminated, since a nearly 
uniform temperature at the core of the melt layer is at 
tained. For this reason the melt layer thickness bc 
comes uniportant. 

On these grounds , it can be inferred that thcre 
should be three distinct heat transfer regimes during 
this melting phenomenon. Initially only conduction and 
diminishing the flow resistance to the natural convcc 
tion currents . Therefore, a period when conduction ana 
natural convection are of the swne order of magnitude 
might qe expected . However, this period seems to be of 
short endurance for high Rayleigh numbers, w1d of mild 
practical consequences for low Rayleigh numbcrs . Final 
ly, after a criticai amount of mass is melted, the lig 
uid layer becomes thick enough for the attainment of a 
pure natural convection situation. 

cqu~ 

tion (4) , it i s rcadily seen that, for large times, ~u 
bccomes a sole function of the Raylcigh number . Thi.s be 
havior was also observed in [3], where a cons t an t - heat-: 
flux boundary condition at thc cylinder Has studied . It 
was found there that, for large times,thc cylinder wall 
temperature tends to a constant valuc and so does the 
average heat transfer coefficient. ln the prcsent work, 
a constant-wall-temperature boundary condition is i!!!_ 
posed , and hence, as soon as conduction cffccts become 
negligible, the average heat transfc r coe[ficicntceases 
to vary. 

Hence the stcady-state Nusselt n~nber ~u55 i s a 
sole function of the Rayleigh number.A lca st-square fit 
is in good agreement with experimental data, and is giv 
en by -

Nuss = 0.1634 Ra0.269 (12) 

It is worth noting that the cxponentofRa in equa 
tion (12) is in excellent agreement with the ones founa 
in the literature ([3],[5]) for phase-change problems 
with different thermal boundary conditions and geon1etri 
cal configurations. -

Therefore, the average Nusselt number can be eval 
uated by equation (11) for early times, when conduction 
dominates, and by equation (12) after the convection r~ 
gime is established. The criticai time Te when equation 
(1 1) ceases to be valid, giving place to equation (12), 
can be estimated with basis on a simple criterion . The 
result is 

T = 0. 606(exp(6.12Ra-0· 269) -1 ) 2· 068 (13) c 

Equation (13) was obtained by neglecting the time 
period when conduction and convection are equally impo~ 
tant . 

FINAL REMARKS 

Experiments have been perfonned to study melting 
around a vertical cylinder. It was shown that a natural 
convection regime is soon established, and the molten 
mass starts increasing linearly with time and the aver 
age Nusselt number at the cylinder becon1es independent 
of time. 
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INI'RODUÇÃO 

O problema proposto no presente estudo se identifi 

ca com a determinação da distribuição de temperatura em 

al etas de arrefecimento de um motor estacionário à ál 
coo!. Tal trabalho se justifica pela ocorrência de ale 

tas de formas geométricas irregulares cujo dimensiona 

mento térmico apresenta dificuldades especiais. A forma 

geométrica das aletas obedece, por sua vez a posição das· 

tubulações de escape e admissão, bem como a localizaçae 

da entrada do ar de arrefecimento. levando-se em conta 

estes e outros fatores, torna-se difícil otimizar a di~ 

trihuição circunferencial de temperatura na camisa do m9_ 

tor. o que é essencial para que se mantenha unifome a 

contração e dilatação desta durante o aquecimento e res 

friarrento. 

Na análise física do problema, uma série de consi 

derações se fizeram necessárias a fim de que o caso 

real pudesse ser interpretado seguindo um modelo mate~ 

tico simplificado. Isto posto, a espessura da aleta fei 

considerada uniforme e a variação de temperatura ao lon 

go desta, foi considerada como insignificante quando com 

parada com a variação térmica ao longo de suas dimensões 

de superfície . Isto define o problema como bidimensi9_ 

nal. 

Devido a assimetria de sua forma, o presente capf 

tulo se aplica bem a uma solução numérica. Dentre os mé 

todos numéricos relatados pela literatura, o método de 

elementos finitos evidencia muitas vantagens dada sua 

simplicidade . Muitos autores estudaram a distribuição 

térr.rica em motores tentando tecer analogias entre dados 

experimentais e soluções analíticas do prohlema . As ~ 

todologias experimentais relatadas pel~ li ter atura d~ 

monstram um grau de sofisticação satisfatório para se 

estudar o problema em questão. Assim sendo, voltou-se 

a atenção para a metodologia numérica, que apesar de dis 
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poru.wl e presente não se encontrava aplicada especif~ 

camente ae> caso de distribuição térmica em aletas irre 

guiares, ou sequer regulares . Evidencia-se assim a ne 

cessidade de estudar um modelo de elementos finitos apl~ 

cável ao caso de aletas irregulares . Tal modelo, devido 
ao seu estado de implementação f oi comparado com a metQ 

dologia experimental já consagrada pelo uso. 

Pelo que foi anteriormente exposto pode se estabe 

lecer os objetivos deste trabalho como sendo: 

1. Compor um modelo de elementos finitos para se deter 

minar a distribuição de temperatura em aletas irre~ 

lares. 

2. Comparar tal modelo com dados experimentais. 

AS EQUAÇOES DE ELEMENTOS FINITOS 

Em s~ tratando de um problema de distribuição de 

temperatura em aletas, partiu-se da equação di~erencial 

parcial que governa a condução de calor em sólidos : 

(1) 

Como condições de contorno foram utilizadas as te~ 

peraturas medidas nos bordos internos e externos da al~ 

ta, bem como os coeficientes de convecção nas superfíc~ 

es superior e inferior da mesma . 

K ~ t + K ~ t + h(T - Too) 
XX ClX X yy ClY y 

(2) 

T = TB(S) (3) 

Aplicando-se o princÍpio variacional as equações 

acima, consegue -se a formulação funcional que é poster~ 

ormente. minimizada em relação a série de valores 
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nodais { T}. 

Assim as equações após desenvolvimento, tornam a s~ 
guinte forma matricial, representando cada elemento. 

[K(e)J {T(e) J ={/e)} (.4} 

A ~. 

sendo [K(e) J 

b.b. b.b . bibk I c. c . c .c. c i~ 1 1 1 J 1 1 1 J 

Kxx ,b.b. 
K 

b.b . bjbk + ___rr_lc.c. c.c. cj~ 4A J 1 J J 4A J 1 J J 

bkbi bkbj bkbk ~~ci ckcj ~~ 

[
2 1 lJ 

+ h/ 1 2 1 

- 1 1 2 

(.S) 

{rW 1} " z A ~ h L ] (91 

As equações (5) e ( .. f>l representam a matriz cond~ 

tividade elemento e vetor força elemento respectivame~ 

te, que somadas formam o sistema gloóal de equações·: 

[K] = f [K(e)J 
e.=l 

(7} 

{ F } = f {flel} 
e=l 

(8) 

{ T } = f {T(-e)} 
~=1 

(~) 

[ K J { T} = { F} Q.Ol 

O parâmetro [K] é chamado matriz rigidez glofial, 
{ T } vetor temperatura global e { F } vetor força gloóal. 

O desenvolvimento das equações apres~tadas acima 

se encontra na referencia [2]. 

DESENVOLVIMENI'O 

A aleta foi previamente preparada, fixando-se 19 

termopares conforme mostra a figura 1. 
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Figura 1. Localização dos Termopares Internos e Externos 

na Aleta do Motor 

Nos contornos interno e externo foram fixados 14 
termonares, cujas medidas de temperatura produzem as CO_!! 

dições de contorno. Os pontos lA, llB, 12B, 16C, lD ~~ 

ram fixados com o objetivo de comparar as temoeraturas 
medidas com aquelas calculadas pelo método de elementos 

finitos. Os pontos TA, TB, TC, TD, TE são tomadas de te~ 
peratura para o cálculo dos coeficientes de transmissão 
de calor por convecção. Estes pontos foram fixados nas~ 
perffcie da parede externa do cilindro, abaixo da aleta. 

O método utilizado para calcular o coeficiente de 

tr8Ilsferência de calor por convecção foi baseado no e~ 

tudo de lli. E. SCHMIDT (1949), que propõe um cálculo 
aprexímado para este coeficiente em tubos com aletas ; 

Gregoric [3]. A superfície da aleta foi dividida em 5 
regiões, pois a variação de temperatura entre pontos na 
parede externa do cilindro era considerável. 

As medidas foram feitas conservando-se a rotação do 

motor constante, 2613 rpm à uma temoeratura ambiente 
constante de 27,7°C. 

A aleta foi estudada e dividida em 122 elerrentos 

triangulares, formando 81 pontos nodais. Foi feita uma 

interpolação linear para se avaliar as temperaturas dos 
nós, entre pontos medidos nos contornos interno e exte~ 
no da aleta. Segundo método apresentado por Segerlind 

[1 J. 
Os coeficientes de transferência de caloroorcondu . -

ção foram considerados constantes e iguais em ambas di 

reções, assumindo os seguintes valores K = K . XX IT 
9,6310-2 W/mm2 °C, conforme referência [4]. 

Feitas as medidas de temperatura, foi desenvolvido 

um programa de computador em fortran IV obedecendo as 



equações apresentadas anteriormente. Este calculava as 

matrizes para cada elemento e as reunia no sistema gl~ 

balde equações, conforme equação (10). Este sistema 

global de equações é modificado e resolvido pelo método 

de eliminação de Gauss, fornecendo assim os valores das 

temperaturas nos pontos desejados. 

RESULTAOOS 

Feitos os cálculos dos coeficientes de transferên 

cia de calor por convecção obteve-se os seguintes val~ 

res correspondentes as respectivas temperaturas na par~ 

de externa do cilindro, para as regiões consideradas, 

conforme mostra a Tabela 1. 

Tabela 1. Coeficientes de transferência de calor 

por convecção e temperaturas na parede 

externa do cilindro do motor. 

Temperaturas Coeficiente de transferência de calor 

rc J por convecção 10-5 [W/mm2 0 c] 

TA 46 h A 1,693 

TB 81 hB 1,327 

TC 68 h c 1,679 

TD 95,4 hD 0,260 

TE 94 h E 0,332 

A figura 2 mostra a discretização da aleta em el~ 

mentos triangulares, as temperaturas de contorno consi 

deradas e a distribuição de temperatura obtida pelo mé 

todo de elementos finitos. 

Figura ê. Distribuição de Temperatura na Aleta para a 

Temperatura ambiente de 27,7°C 
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Na figu7à 3 sao apresentadas as isotérmas obtidas 

em função da distribuição de temperatura. 

Figura 3. Isotérmas nara a temperatura ambiente= 27, 7°C 

a figura 4 encontram-se localizados os oontos me 

didos e calculados, 1nara comparação final. 

Figura 4. Comnaracâo de temoeraturas medidas e calcula 

das para a temneratura ambiente de 27,7°C. 

A Tabela 2 mostra a comnaraçáo entre pontos medi 

dos e calculados, com as respectivas diferenças perce~ 

tuais, tomando-se como base os valores de temperatura ·m! 

didos. As temperaturas calculadas nos pontos lA, llB, 

12B, 16C, lD foram obtidas através do método de interp~ 

lação, partindo-se da forma polinomial e temperaturas 
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nos nós do respectivo triângulo, método este apresent~ 

do por Segerlind [1 J . 

Tabela 2. Comparação de temperaturas medidas e cal 
culadas 

Pontos I Temp. medidas Temp. calculadas Difer. 
r_oc j r_oc] % 

lA "' 68,5 68,41 0,13 
11B ,~' 98,0 89,54 ~' 8,63 

t" .'C 
12B 109,0 92,16 ( } 15,45 
16C 79,0 74,11 \,, 6,19 

lD 114,5 86,78 24,21 

CONCLUSOES E SUGESTOES 

Uma análise geral dos resultados leva a crer que o 

presente método utilizado é eficiente e aplicável ao pr~ 

blema real estudado. 

As discrepâncias encontradas são devido as vârias 

influências sofridas pela aleta tais como, ventilador, 

escapamento e admissão situados em regiões muito próx_i 

mas em torno desta. Entre as cinco regiões consideradas 

uma das que apresenta maiores problemas, ê a região em 

torno do escape. Assim sendo, sugere-se uma tomada de 

temperaturas em torno da região de escape, introduzindo 

novas condições de contorno e um refinamento da malha 

de elementos finitos, nesta área. Procedendo-se desta 

forma, possivelmente se conseguiria maiores aproximações 

entre os valores medidos e calculados. 

Para se conseguir uma distribuição de temperatura 

uniforme em todas as aletas e consequentemente em todo 

o bloco, sugere-se mudar a posição de escapamento e adm~ 

são para a parte superior do motor, acima do cabeçote 

Poder-se-ia redimensionar as aletas atuais, conseguin~ 

-se uma economia de material. 

Tendo como base o que foi exposto, pode-se resumir 

as seguintes conclusões: 

- O modelo de elementos finitos apresentado, mostrou-se 

eficaz no cálculo da distribuição de temperatura em 

aletas de forma geométrica irregular. 

- Houve uma boa concordância entre os resultados do mo 

dela de elementos finitos e os resultados e~erime~ 

tais. 

- A avaliação das condições de contorno podem ser me 

lhoradas. 
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INI'RODUCfiON 

The heat pump is a device that extracts 
f rom a low temperature heat source and, with the 
of mechanical work, delivers high temperature 
to a reservoir. The amount of heat delivered is 

heat 
input 
heat 

equal 
the to the energy extracted from the heat source plus 

mechanical work. This results in a system that is capa 
ble of delivering more energy as heat than it in fact 
consLUTtes. 

The basic principle of the heat pump was first 
proposed by Nicholas Carnot, back in 1824. But it was 
not until early 1850's that Lord Kelvin [1] suggested 
that refrigerating equipment could be used for heating 
purposes. In the following hundred years the heat pump, 
despite the attractiveness of its principle, did not 
receive much attention, being always eclipsed by more 
conventional heating systems. Isolated attempts, howev 
er, had been made in severa! countries during that pe 
riod. An account of this early development is given by 
Von Cube and Steimle [2]. 

The USA market, in particular, experienced an 
early growth, during the 40's and 50's, when heat pump 
units became common domestic appliances. They were in 
tended for regions of relatively mild winter and coula 
be reversed to cooling mode, during the summer.Reliabil 
ity problems, however emerged and heat pLUTtps starded to 
get a poor reliability reputation. According to Pietsch 
[3] the main cause was that heat pumps starded to be 
sold to the northern regions, where working conditions 
were, of course, much more severe. By then it was evi 
dent that the stresses induced in the refrigerating
components, particularly the compressor, were greater 
when operating in the heating mode. The development of 
purpose-built heat pLUTtp components was then gradually 
introduced. 

A shift from the long stagnant period for heat 
pump development occurred in the early 1970's, when it 
became widely recognized that primary energy, in the 
form of oil, coal or gas and electricity would not be 
cheaply available any more. A rapid growth period fol 
lowed, when research and devefopment of the various as 
pects of heat pump was greatly fomented. This is re 
flected in the ever increasing nLUTtber of articles on 
heat pumps that have been published in the last eight 
years. 

One common characteristic to almost all heat 
pLUTtps developed in this period was that they were of 
the vapour-compression type. The thermodynamics of the 
vapour compression heat pump cycle ha~ been thoroughly 
analysed in many textbooks on heat pumps [2] and refri_& 
eration [4]. It comprises four major components: the 
compressor, two heat exchangers, condenser and evapo 
rator,'and one expander, usually a throttling valve. A 
schematic diagram of the system is shown in Figure 1. 
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EXPANSION VALVE 

COMPRES~ R 

Figure 1. The Vapour Compression Heat Pump 

HEAT SOURCES 

The operating characteristics of a heat pump are 
largely dependent on the type of the heat source. In 
order to take full advantage of the heat pump princi 
ples heat should be available at the highest possible 
temperature and its extraction should present no major 
difficulty. Heat sources have been classified into two 
main categories by Gerraert [5]: 'natural heat sources, 
including ambient air, water and ground (soil), and ar 
tificial' heat sources, such as exhaust air,wastewatei; 
solar energy, geothermal energy, to name but a few. The 
more important heat sources are briefly discussed in 
the following paragraphs, including a few recent appli 
cations. -

Air. From the availability point of view,it is an 
ideal neat source. It can be found and used in almost 
everywhere. It has, however,many disadvantages.Its heat 
capacity is low and it usually has a high content of 
moisture, which leads to frost formation, should the 
ambient temperature drop below 0°C. 'Defrost cycles'are 
then required from time to time, reducing the overall 
heat pump performance. Besides, air temperature is at 
its lowest exactly when most heat is needed. 

Attention has to be given to evaporator (air-
source heat exchanger) design in order to minimize 
frost formation. If air-source heat pumps are to be 
used in large numbers care should be taken to avoid in 
terference between heat exchangers. A minimLUTt distance 
between evaporators has to be specified (5]. 

Despite all these disadvantages air-source heat 
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pumps still find much application. In their favour it 
could be mentioned that they respond very quickly to 
changes of heat load [6], making them suitable for sin 
gle-room heating application. Figure 2 shows schemati 
cally an air-to-air heat pump with reverse cooling ana 
heating modes. Reversing is made through valve RV, lo 
cated at the compressor exit. Each refrigerant circuit 
has its own expansion valve, XY, which may actuate or 
not depending on the mode. 
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Figure 2. Reverse Air-to-Air Heat Pump 
Cooling Mbde: 1-2-3-4-5-6-7-8 
Heating Mode: 1-2-8-7-6-5-4-3 

Their design has been continuously improved.Trask 
[7], for instance,proposed a number of design 
modifications to air-to-air heat pumps, to reduce frost 
formation and improve compressor protection during cold 
start-ups. Andrade [8] has tested an air-to-air heat 
pump. It has been concluded that fan power and cycle 
irreversibilities can significantly reduce the oyerall 
heating coefficient of performance. Several other 
papers in the literature [9,10,11,12,13] describe the 
testing of air-to-air heat pumps. 

An interesting paper from Brundett [14] draws a 
comparison between air-source heat pumps for the 
American and Britsh markets. It is quite revealing in 
the sense that it shows how prevailing atmospheric 
conditions affect heat pump characteristics. For 
instance, in climates where space heating may be a 
necessity, but with ambient temperatures that seldom 
drop below ooc (such is the case of South Brazil),frost 
formation becomes a problem of lesser importance. 
Besides, the possibility of using reverse cycles, 
working for winter and summer, make the air-to-air heat 
pump a good proposition for space conditioning in 
temperate climates. 

Water. From the point of view of heat capacity 
and heat transfer properties, water is the best heat 
source [2]. Its availability, however, may pose a 
problem, not only in ciesert and semi-arid areas 1 but 
also in some urban areas. On the other hand, water, in 
the form of process effluent, is the most used heat 
source in industrial heat pumps. 

Water-source heat pump units, for industrial heat 
recovery, have already been made comnercially available 
in the USA[15],Europe[16]and Brazil[17].Further 
examples of industrial applications may be found in the 
literature [18]. These include chemical plants [19], 
pulp and paper industry [20], proces~ steam generation 
[21,22,23] and the malting industry [24,25,26]. 

Research on water-source heat pumps still 
continues. Experimental units have been tested by Kush 
[27],'with emphasis on elevated evaporatingtemperatures 
and by El-Meniawy et al. [28] " who experimented with a 

number of different refrigerants. 
Parise [29] tested a medium size water-to-water 

heat pump driven by a diesel engine. The waste hea :: 
from the engine' s cooling system and exhaust was 
recovered, as shown in Figure 3, to further increase 
the water temperature. Energy conversion ratios, as 
high as 2. 5, were obtained. 

COOLED EXHAUST 
GAS 

t 

;1 ."J~.>:'-'} li ~··"' 
. I HOT WATER 

CONOENSER 

Figure 3. In-series heat recovery of a water-to-water 
diesel engine driven heat pump 

. Soil. The third natural heat source is the soil, 
which bas1cally acts as a large solar energy storage 
system. Heat is extracted via a coil buried 
underground covering a certain area of the soil. No 
winter defrost cycle is necessary but frosting of the 
moisture content of the soil may affect the heat 
transfer characteristics of the system, thus 
decreasing the heat pump overall performance [2]. Soil 
source heat pumps usually require large space for 
siting the evaporator coil. 

The main advantage of using ground instead of 
air as a heat source lies in the fact that the ground 
temperature variation throughout the year is not as 
large as that of the ambient air temperature.Moreover, 
it has been observed [6] that there is a time delay 
between the occurrences of minimum ambient temperature 
and minimum ground temperature. This time delay is of 
the arder of weeks or months, depending on depth bel ow 
surface. In climates where long spells of very low 
temperatures are rare, the ground still presents ·a 
relatively high temperature in days of high heat 
demand. This characteristizes the soil as a typical 
natural thermal energy storage system. 

Much attention has been given to the design of 
earth coil heat exchangers, both in Europe [33,34] and 
USA [ 32]. Metz [33] experimented with several 
arrangements of earth coils, including horizontal and 
vertical arrangements and the use of a buried storage 
water tank. Figure 4 shows one of these arrangements. 

El-Meniawy et al. [34] also studied the 
possibility of producing sterilized water in remote 
areas using a heat pump with dry sand as heat source. 

Geothermal Energy. Whenever available geothermal 
energy 1s an 1mportant form of heat source to be 
considered. The way geothermal energy is extracted for 
heat pump utilization will depend on the temperature 
involved. Broadly it could be said that, when high 
temperature geothermal water is available, it is more 
economical to use steam, either natural or generated by 



Figure 4. Underground horizontal coil for soil-source 
heat pumps 

the geothermal source, to drive the compressor through 
a steam turbine. Additional low grade geothermal heat 
could then be supplied to the evaporator [35]. Heat 
pumps of this kind are called Vapour Compression 
Geothermal Powered Heat Ptunp Systems, GPHP. More 
oftenly steam would be used to generate electricity 
directly. 

For modera te temperatures, geothermal energy is 
extracted in much the sarne way as ground-source systems 
[36]. ln this country, dueto its geological 
characteristics, geothermal energy is predominatly 
available at low temperatures. According to Frangipani 
and Becker [37], in sites such as Caldas Novas (M;) or 
Moçorô (RN), water temperatures seldom exceed 60°C. If 
industrial application is to be envisaged, heat pumps 
become an attractive alternative to upgrade the 
available energy. 

Solar Energy. Since the heat pump performance is 
strongly dependent on the heat source temperature,solar 
energy can be considered as a worthwhile heat source. 
With the temperatures that can be achieved in solar 
collectors, solar assisted heat pumps are expected to 
perform at relatively high efficiences.Solar-assisted 
heat pumps are devices in which the vapour-compression 
cycle works in conjunction with a solar collector 
apparatus. There are three different arrangem.ents of 
the solar collector-heat pump set-up: directly heated, 
in series and in parallel. A full description of each 
of these arrangements, wi th their pros and cons, is 
given by Parise [38]. Work has been started at the 
Thermosciences Laboratory, PUC-RJ, on a solar-assisted 
series heat pump [39], shown schematically· in Figure S. 
One important aspect in the analysis of solar assisted 
heat pumps is the way heat is going to be stored. This 
can be accomplished with the use of either sensible 
[39] or latent heat [40] storages. 

PRIMARY LOOP WATER 
PUMP / 

L EXPANSION VALVE 

CONDENSER 

SUPPLY 
HOT WATER 

Figure S. Solar-assisted series heat pump 

215 

Waste Heat from Refrigeration Plants. 
Refrigeration plants dischãrge a large amount of heat 
through the condenser. This heat, which is 
approximately the refrigeranting effect plus the 
compressor work, can be recovered in two manners. The 
first is the direct recovery, by which the cooling 
water is first heated up in the condenser and then has 
its temperature elevated to the desired level by any 
other conventional so~rce (electricity, coal, gas or 
oil). It can be shown that direct recovery is more 
effective for heating to cooling load ratios not 
exceeding 3. 

The second method of recovery is by utilising a 
heat pump in which the heat source is the condenser of 
the refrigeration plant. This arrangement has been 
successfully applied in the substitution of hot water 
boilers of a large capacity hotel [17]. 

M.llti-Source Heat ~s. A small number of works 
have been publ1shed on mu~-source heat pumps. Whilst 
increasing the initial capital investment these 
systems usually show a higher average performance in 
comparison with those which rely on single heat 
sources. Neal and Loveday [46] employed air from the 
roof-space of a house as the neat source of a heat 
pump for domestic applications. The low grade energy 
available in the roof-space air was in fact a 
combination of three heat sources: house heat losses, 
solar radiation in the roof tiles and outside ambient 
air. Biehl [47] presented a complex hybrid heat pump, 
for cooling and heating purposes, with no less than 
three distinct heat sources: outside air, ice tank 
and solar energy. Outside air and the ice tank acted 
as heat sinks during the cooling mode. 

CWSURE 

For low grade heating considerable reduction in 
energy consumption can be obtained wi th the use of 
heat pumps. Their performance is largely dependent on 
the heat source. It has been shown that there is a 
number of altematives to be used. The final choice 
will depend on several factors, not forgetting the 
economical feasibility of the whole project. Broadly 
it could be said that industrial heat pumps will 
mostly be of the water source type. Domestic units, 
mainly in Brazil, will tend to be air-source (with 
cycle reverse for summer) or solar assisted. For rural 
applications the number of altematives increases: 
solar energy, ground, air and running water are all 
possibilities that may cause an impact on the existing 
rural energy profile. 
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São apJtUenta.dM JteAul.:tadoll de .teA.teA expe.MmerU:aM de avali.aç.ão de ci.nc.o p!to.tõ
lipoll de bomba~> de c.alOJt tipo ã.gu.a-ã.gu.a. O!> ru.tu 6oJtam Jteali.zadM na A.e.emanha Oci.den 
:tal., numa bancada de .teA.teA .to.talmen.te au.tomalizada. EMa bancada Jteg.ú..t/tava oll vo.i..o-:: 
JtU medido!> e o c.on.tMR..e de ope~taç.ão do ll.ú..tema eJta mantido a.tJtavú de um c.ompu.tadoJt. 
A.ó c.aJtac..te!ÚAlic.M de cada p!tO.tÕlipo llão mOl>.t/tadall a.t!tavêl> do duempenho de ai.gW'I.ll pito 
c.eAlloll Mb vâM.M c.ondiç.ÕeA de opeJtaç.ão. t c.onú.deJtada .também a in6R..uênci.a deAl>M c.on-:: 
diç.ÕeA na e6ic.iênci.a exeJtgé.t.<.ca, ba~>eada na ~>egunda lei da .teJtmotÜI'!âm.<.ca. 

INTROOOÇ]tO 

Na Universidade de Essen, na Alemanha Ocidental, 
foram concluídos testes experimentais com cinco bonbas 
de calor, tipo água-água, utilizando um banco de testes 
especificamente montado para esta finalidade [s]. A ca 
pacidade calorífica destas bombas de calor variou ent~ 
7 e 24 kW; duas usavam como fluido de trabalho o refri
gerante R-22, e as outras R-12. O sistema de medições e 
de controle automático foi realizado através de um com
putador e vários equipamentos eletrônicos [4]. 
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O controle de temperaturas foi feito em circui

tos separados, fechados, da água do condensador e do 
evaporador, mantendo-se constantes: 1) a temperatura 
da água fria, como fonte de calor, entrando no evapora
dor , igual a 1ooc durante toda a opera~ão, com um de
créscimo ~tO=soc de resfriamento atraves do evaporador ; 
2) a temperatura de água quente (t2) entrando no con
densador, igual a 30, 35, 40, 45, 50, 55°C, sempre du
rante uma hora de operação estável. Na primeira série 
de testes houve um acréscimo ~t2=soc, e numa segunda 
série de testes ~t2=1ooc de aquecimento através do con
densador. 

Figura 3. Fluxo de água 
quente em ftn1ção 
de t2. 

Figura 4. Fluxo de água 
fria em ftn1ção 
de t2. 

OS CICLOS FRIGORIFICOS OBSERVAOOS E DISa.JSSÃO 

Em geral, o comportamento das bombas de calor é 
típico na operação dos ciclos frigoríficos por compres
são de vapor [2,3]. Há entretanto, três característi
cas que devem ser comentadas. As Figuras 1-7 mostram os 
resultados das redidas obtidas com uma das bonbas de ca 
lor testadas. 
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A primeira característica especial menctonada re
fere-se a variação da capacidade calorífica (Qc) com a 
temperatura de condensação (te) do fluido refrigerante, 
indicada na Fig. S. Nota-se que para valores relativa
mente menores de temperatura da fonte qt.ente (t2) , há 
uma queda quase linear de Qc com te. Este comportamento 
parece ser independente da temperatura da fonte qt.ente 
(t2). Valores crescentes desta temperatura passam entre 
tanto a influir decisivamente no comportamento da capa~ 
cidade calorífica. Numa situação extrema, o comportamen 
to inicial de queda da capacidade calorífica é inverti~ 
do, verificando-se o seu aumento com a temperatura de 
condensação para os valores superiores de t2. 

As justificativas para esse comportamento podem 
ser encontradas nos processos qt.e ocorrem no condensa
dor e no compressor. O condensador é lD11. trocador de ca
lor que efetua não somente a condensação do fluido re
frigerante mas também o seu desuperaquecimento. À medi
da em que a temperatura da fonte quente aumenta, o con
densador passa a operar cada vez mais como desuperaque
cedor. Nesta função, o calor é cedido pelo fluido refri 
gerante superaquecido com uma condutãncia térmica muito 
menor que a de lD11. fluido condensado. Dessa forma, o 
processo de desuperaquecimento deve ocupar lD1l espaço 
crescente no condensador, implicando numa queda sensí
vel da capacidade calorífica do sistema. O compressor , 
considerando valores crescentes de t2 que operam o con
densador essencialmente como desuperaquecedor necessita 
fornecer valores crescentes de temperatura de descarga 
do fluido refrigerante. Considerando lD11. estado quase 
uniforme de sucção do fluido refrigerante, o processo 
de compressão torna-se então cada vez mais irreversí
vel. Para processos essencialmente isobáricos no conden 
sador a temperatura de condensação do fluido refrigeran 
te tende então a diminuir [4]. Este comportamento esta 
de acordo com a inversão observada de variação Qc com 
tç. 

Com estes comentários pretende-se ressaltar a im
portãncia de lD11. projeto adequado do conjunto dos troca
'dores de calor e do dimensionamento do compressor aco
plado a eles numa bomba de calor. O conjunto de compo
nentes , projeta do para uma determinada potência, opera 
de forma satisfatória numa faixa limitada das tempera
turas disponíveis da fonte fria e desejadas da fonte 
quente. Fora dessas faixas, o equipamento ou fornece 
resultados de qualidade indesejável, ou numa faixa mais 
ampla de teJllleraturas, não consegue operar [ 4]. 

A segunda característica especial mencionada refe 
re-se aos testes em que a temperatura da água da fonte 
quente sofreu uma elevação de 10oc no condensador. Nos 
testes anteriores a elevação da temperatura da água 
aqt.ecida foi de soe, com a mesma temperatura de entrada 
da água no evaporador. Nota-se que essa variação altera 
essencialmente o processo de troca de calor no condensa 
dor, sem alterar praticamente a capacidade calorífiCã 
da borri>a de calor, como a Fig. 1 indica. Mantendo-se es 
te valor quase inalterado, a duplicação da elevação dã 
temperatura da água no condensador causa naturalmen
te uma diminuição sensível do fluxo de massa de água da 
fonte qt.ente no condensador, como mostrado na Fig. 3. 
Essa diminuição do fluxo acarreta uma condutãncia nenor 
para a transferência de calor entre os dois fluidos no 
condensador. Esse fato, aliado a uma temperatura média 
mais elevada da água no condensador, solicita uma tem
peratura do fluido refrigerante mais elevada para lD1l 

mesmo valor de t2. !):!ssa forma, a potência mecãnica do 
compressor e a capacidade calorífica tendem a ser ligei 
ramente superiores aos testes anteriores, mas o coefi~ 
ciente de desempenho permanece quase inalterado. 

A, terceira característica especial refere-se aos 
testes de uma bomba de calor, em qt.e os resultados for
mavam dois grupos de dados [4]. Um deles inclui tempera 
turas de evaporação baixas, entre -7 e -9°C, e o outro 
consta de temperaturas de evaporação mais elevadas, en
tre -2 e -1°C. Isto ocorreu porque durante os testes 
desta borri>a de calor, alguns pontos de operação estável 
foram obtidos com cargas térmicas bastante reduzidas no 
evapoTador. Essa redução chegou a diminuir a temperatu
ra e a pressão de evaporação do fluido refrigerante, 

alterando as condições normais de operação do evapora
dor. Em conseq~ncia disso, a carga térmica do condensa 
dor e a potência mecãnica de compressão tanbém diminuí 
ram- esta relativamente menor que aqt.ela, de modo a 
ca45ar uma diminuição do coeficiente de desenpenho nos 
pontos mencionados. Este comportamento ocorreu porqt.e a 
variação da temperatura do refrigerante ultrapassou os 
limites adequados para este componente, afetando o de
sempenho de todo o equipamento. Ressalta-se novamente a 
operação eficaz da borri>a de calor numa faixa restrita 
de estado do fluido refrigerante, tanto no condensa
dor quanto no evaporador. 

EFI CIENCIA EXERGElTI CA DAS .OOMBAS DE CALOR 

A eficiência exergética das borri>as de calor é de 
finida como 

_ exergia obtida pela fonte qt.ente no condensador 
11ex - potenoa eletnca consUII11dã [l] 

A exergia obtida pela fonte quente no condensador: 

E c 
T - T 

C c a)Qc 
c 

(1) 

onde Te é a temperatura da fonte qt.ente no condensador, 
e Ta é a temperatura arri>iente. 

Assim 

Q T - T 
Tl _c(c a 
ex - 1' 'I' ) 

c 

Ta 
e: Cl -r) 

c 
(2) 

onde Q e P indicam respectivamente a taxa de ganho de 
calor âa fonte quente e a potência elétrica conslD'Ilida. 

Como a temperatura da água aqt.ecida no circuito 
do condensador não é constante, variando entre T2 e T3, 
considera-se como Te a temperatura média termodinâmica 
das temperaturas T2 e T3. 

TC 
T3 - T2 

ln t3 
T! 

(3) 

Analogamente a temperatura média termodinâmica 
da água fria foi utilizada como temperatura arri>iente: 

Ta 
TO - Tl 

'I' O 1nn 
(4) 

Para verificar a infl~ncia da temperatura am-
biente na eficiência exergética, foram adotados os se
guintes valores para Ta:293,1S; 283,1S, 273,1S, 263,1S, 
261,1S, 2S8,1S e 2S3,1SK. 

Os resultados demonstram claramente a infl~ncia 
da terrperatura ambiente na eficiência exergética da bom 
ba de calor. Considerando-se uma temperatura fixa (t2T 
da água na entrada do condensador, nas Fig. 8 e 9, nota 
-se qt.e quanto menor a temperatura arri>iente, tanto maior 
será o valor da eficiência exergética, devido à maior 
parcela da exergia obtida pela fonte qt.ente no calor to 
tal trocado no condensador. Nestas figuras a linha tra~ 
cejada indica os valores experimentais obtidos. 

A eficiência exergética depende do produto de 
dois termos: o coeficiente de desempenho (e:) e o termo 



(1 - Ta{Tç). O coeficiente de desempenho das bombas de 
~lor diminui com o aurrento da temperatura da água aque 
c1~. itZ~. Este_ t~rmo é preponderante na variação clã 
ef1c1enc1a exerget1ca para os valores relativamente me
nores da temperatura ambiente [4]. Para valores da tem
peratura ambiente (Ta) maiores, a influência do termo 
(1 - Ta/Tç;) passa a ser decisiva, aumentando a eficiên
cia exergetica com a temperatura da água aquecida (t2). 
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Figura 8. Eficiência exergética da boni>a de calor em 
ftmção de tZ. 
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Figura 9. Eficiência exergética da boni>a de calor em 
fmção de tZ. 

A temperatura ani>iente na qual a eficiência exer
gética começa aurrentar com tZ pode ser determinada como 
indicado nas Figs. 10 e 11. Ela corresponde ã tempe 
ratura em que as linhas representando a eficiência e-:: 
xergética em ftmção da temperatura ambiente para cada 
temperatura constante de água aquecida (t2) se cru-
zam. 

Nota-se ainda que para um valor fixo da tempe
ratura ani>iente, a variação da temperatura da água no 
circuitb de condensador, sendo ~t2 = s0c ou de ~t2= 
10°C, influenciou muito pouco a eficiê~cia exergéti
ca do processo de aquecimento, como as Figs. 10 e 11 
mstram. 
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Figura 10. Eficiência exergética da bomba de calor em 
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Figura 11. Eficiência e:xergética da boni:Ja de calor em 
ftmção de ta. 
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_Determinou-se_as cu:vas experime~tais da capacidade frigorifica de 
um s1s~ema de refr1geraçao por absorçao de amÔnia, para duas potências 
absorv1das no gerador. Instalou-se 33 pares termo- elétricos em seus com 
ponentes principais, os quai~ forneceram as distribuiçÕes de tempe r atu: 
ras para ca~a uma das condiçoes de operação impostas em labo r atÓrio . Vi 
s~-se,o pro~eto de um resfri~dor de ~eite para uso rural , operando por 
b1o-gas obt1do por fermentaçao anaerobica de rejeitas agro- pecuários . 

INTRODUÇÃO 

A existência de uma fonte potencial de 
energia (o bio-gás , produzido através de de
jetos animais) em todas as instalações rurais 
produtoras de leite, aliada à necessidade de 
resfriamento do produto e ainda a ausência de 
energia elétrica em grande parte das proprie
dades rurais brasileiras, fizeram com que se 
pensa~se na utilização do ciclo de absorção 
de amonia como forma de possivel utilizaçãoda 
energia proveniente do bio-gás para atendimen 
to da necessidade de refrigeração de leite. -

A escolha do ciclo de absorção justifi
ca-se também pela sua extrema simplicidade au 

,.. . , ' -
senc1a de partes moveis e pela longa durabili 
dade, testemunho do mercado de várias décadas 
em aplicação bastante difundida . 

Considerando que sistemas de refrigera
ção por absorção de amÔnia com circulação na
tural possuem baixa capacidade frigorifica, o 
sistema de resfriamento de leite em proposi
ção contará com um volante térmico a ser res 
friado por operação continua do sistema, du
rante as 24 horas do dia. Esse volante térmi
co retira calor do recipiente que contém o 
leite , em intervalo de tempo não superior a 1 
hora. A temperatura final de equilibrio termo 
dinâmico é prevista em torno de 42C . 

O volante térmico escolhido é uma mistu 
ra com 80% de água e 20% de álcool (em peso)~ 
afim de ser obtida uma temperatura de congel~ 
menta em torno de -102C . 

Visando o desenvolvimento de um protÓti 
po para re~friar 100 litros de leite,optou-s; 
por um estagio intermediário com a construção 
de uma unidade menor, com capacidade de 30 li 
tros diários . Torna-se então viável a utiliz; 
ção de

1
um sistema de refrigeração comercial~ 

disponivel no mercado, de modo a, principal
mente, estabelecer as condiçÕes de operação e 
os critérios para ampliação de escala, a par 
tir de um sistema consagrado pelo uso e pel; 
sua aplicação prática . 

Para o presente desenvolvimento decidiu 
-se pelo levantamento experimental da capaci
dade frigorifica do refrigerador comercial,p~ 
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ra duas potências abso r vidas no ge r a do r de a mô 
nia, embo:a reconhecido [1 ] que g rupos de pes: 
quisa da area votem grande parte do tempo do 
estudo dos pontos de equilibrio desses ciclos 
às análises numericos- computacionais . 

TRABALHO EXPERIMENTAL 

Objetivos do teste calorimétri co 
O teste calorimétrico efetuado visou a 

obtenção dos seguintes parâmetros de desempe 
nho da unidade frigorifica . 

1 - Interdependênc ia ent r e a capacidade 
de refrigeração e a distribuição de temperatu
ras no evaporador e no condensador. 

2 - Interdepend~ncia entre capacidade de 
refrigeração e distribuição de temperaturas no 
gerador de amÔnia . 

3 - Determinação das condiçÕes de opera
ção dos outros componentes do ciclo . 

Os items todos acima relacionados são de 
interesse direto na condição de operação da 
instalação frigorifica e por tanto constituem -
- se em parâmetros de projeto do sistema . 

O item 2 fornece as temperaturas que de 
verão ser atingidas no gerador de amÔnia quando 
operando com bio-gás, para que seja possivel 
obter a capacidade frigorifica desejada (o tes 
te foi efetuado com utilização de energia elé: 
trica). Essa temperatura é limitada a 180ºC . 

Os parâmetros fornecidos pe l o item 3 são 
de importância no dimensionamento dos outros 
componentes que integram a unidade a ser cons
truida . Considere-se que todos os dispositivos 
em questão operam como trocadores de cal or. 

O teste calorimétrico 
Para execução do teste, foi enrolada, so 

bre toda a tubulação do evaporador, uma resis: 
tência elétrica que foi posteriormente receber 
ta com isolante térmico . Ver Apêndice I. -

Através de um variador de tensão, quanti 
dades variáveis de potência elét r ica foram di; 
sipadas pelas resistências, sob forma de potê~ 
cia térmica, que foram absorvidas pela amÔni; 
elll circulação no .interior do evaporador . As p~ 
tencias eletricas todas foram medidas por um 
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conjunto voltimetro-amperimetro, num arranjo 
para determinação da potência elétrica ativa. 

Termopares instalados ao longo de toda 
a unidade e conectados através de um conjunto 
de chaves a um micro-voltÍmetro, forneceramas 
medidas de temperatura. 

O acionamento da geladeira foi feito ~ 

través de eletricidade, para duas potências a 
~ ' ' saber, 260 w e 380 w. Esta ultima e a poten-

cia elétrica máxima possivel de ser dissipada 
no gera~or. 

Procedimento 
A unidade frigorifica foi ligada na ener 

gia elétrica, sem carga no evaporador e assim 
mantida por um perÍodo de 12 horas, para que 
entrasse em equilÍbrio de operação. ApÓs este 
tempo iniciou-se a aplicação de carga no eva
porador, partindo de 11,8 watts. 

Decorrida uma hora o sistema entrou em 
equilÍbrio e foram lidas todas as temperatu -
ras correspondentes ao funcionamento do re
frigerador com aquela carga. 

Imediatamente apÓs a leitura das tempe
raturas a potência foi aumentada para 23,8 w 
e assim repetido o processo até a carga máxi
ma no evaporador,de 110,7 w. 

Atingindo este ponto, deixou-se a unida 
de sem alterações por mais 12 h, após o que I 
niciou-se o processo na ordem inversa. 

As temperaturas das figuras são a média 
aritmética das temperaturas, correspondentes 
às duas sequências de leitura. 

Com o objetivo de determinar e compen
sar a admissão de energia através do isolame~ 
to, do meio para o evaporador, aplicou-se ao 
mesmo, com a unidade desligada, cargas variá
veis de modo a reproduzir-se as diferenças de 
temperatura existentes entre o evaporador e o 
meio, durante o teste.Observe-se que neste c~ 
so , o evaporador esteve com temperatura maior 
que a do meio ambiente. Esses valores foram 
então acrescidos aos seus correspondentes ob
tidos nos testes calorimétricos . 

Resultados 
As fig. 1 e 2 mostram as temperaturasoQ 

tidas em diversos pontos do evaporador (iden
tificados pela numeração das curvas) em fun
ção da carga térmica introduzida no evapora
dor para as potências de acionamento de, res
pectivamente, 380 w e 260 watts. 

As fig. 3 e 4 referem-se também ao eva
porador. Mostram para várias cargas térmicas 
aplicadas ao mesmo (cada uma delas correspon
dente a uma das curvas) o desenvolvimento da 
variação de temperatura ao longo do evapora
dor como função de uma dada potência. 
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Fig. 4 - Temperaturas ao longo do evaporador 
para potência de acionamento de 260 
watts. 

As fig . 5 e 6 referem-se a interdependê~ 
cia existente entre os pontos de funcionamen
to do evaporador e do gerador da unidade fri
gorifica ensaiada. 

As fig. 7, 8 e 9 referem-se ao condensa
dor da unidade. Na fig. 7 e 8 vemos a corres
pondência entre a temperatura de vários pon
tos do condensador (do tipo aletado) e as p~ 

tências absorvidas no evaporador para as duas 
potências de acionamento. A fig. 9 mostra a 
variação da temperatura da amÔnia, desde que 
esta deixa o gerador até o ponto em que entra 
no evaporador . A região de distâncias negati
vas, refere-se ao trecho entre a salda do ge
rador e a entrada do condensador propriamente . 

110 

100 

90 

j 
80 

"' o 
o .. 

70 "' o 
Q. .. 
> o ... 60 
o 
z o 

50 

"' ~ 
> o 
"' 40 
o 
1/) 

Cl) .. 
30 

~ 
u 

20 z 
o 

.... ... 
o o 
Q. lO 

142 143 144 145 146 147 14 8 149 150 

TEMPERATURA MÁXIMA GERADOR 
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ra potência de acio~ento de 260 w. 
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Fig. 9 - Temperatura no condensador contra dis 
tância 

CONCLUSÕES 

O sistema, trabalhando com as potências 
de acionamento de 380 e 260 w fornece uma po
tência frigorifica de 45 w, a uma temperatura 
máxima no evaporador de respectivamente -1 2,5 
e -10,5ºC (fig. 1 e 2), o suficiente nos dois 
casos para o resfriamento de 30 litros leite/ 
dia conforme proposto. 

Para potência de acionamento de 260 w, 
as condiçÕes de trabalho do gerador indepen -
dem da carga no evaporador, porém para potên
cia de 380 w verifica-se fraca dependência (fi 
gura 5 e 6). Também a distribuição de tempera= 
tura no condensador mostra fraca dependência 
das potências frigorificas e de acionamento 
conforme figuras 7 e 8. 
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APÊNDICE I - SISTEMA EXPERIMENTAL 
A vista superior mostra 0 evaporador.Vê

-se o recobrimento de isolante térmico em cor
te, as resistências elétricas montadas sobre a 

tubulação do evaporador e o variador de tensão . 

Os numeros referem-se as posiçÕes dos termopa
res correspondentes as temperaturas mostradas 
nas curvas do texto. 

Na vista posterior vê-se, ao alto, o co~ 
densador, com a numeração dos termopares insta 
lados nesta região. 

VISTA SUPERIOR EVAPORADOR 

o 

VISTA POSTERIOR - CONDENSADOR 

SUMMARY 
An experimental investigation was car

r,ied out to measure the refrigerating capacity 
of an amonia absorption system for two values 
of generator power input. A set of 33 thermo -
couples were installed in the main unities of 
the system in arder to get temperature dist~i
bution operating rondition. The ideais to de
sign a milk refrigerator for rural use powered 
by biogas produced through the anaerobic fer
mentation of farm waste. 
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INTRODUCfiON 

The simul taneous requirement for both cooling 
and heating in many industrial processes has led to 
attempt recovering the condenser heat output from 
refrigeration plants. A considerable reduction in the 
overall energy consumption is expected as the condenser 
output will contribute, in part or totally, to the 
heat load. Besides, the plant initial investment is 
greatly reduced by the supression of the cooling tower. 

Severa! examples of refrigeration heat recovery 
can be found in the literature. They range from heat 
recovery in air-conditioning plants [1] and sports 
centres (ice-rink I swilllning pool) [2] to industrial 
applications such as milk coolers [3], plastic 
injection moulders [4], breweries [5], and others. 

There are two ways heat can be recovered from 
refrigeratiorl units: by direct or by heat pump recovery. 
With the direct heat recovery scheme, illustrated in 
figure 1, heat is obtained directly from the condenser. 
To perfectly match the cooling and heating requirements, 
in both temperature and power load, an additional 
heating source is included. 

CONOENSER 

EVAPORATOR 

rv 
AOOITIONAL 
HEATING 
SOU RCE 

CHILLEO 
WATER 

HOT 

WATER 

Figure 1. Direct Heat Recovery from a Refrigeration 
Unit 

It can be a gas-fired or electrical heater, or even a 

boiler, in which case the condenser acts as a feed
water pre-heater. Water temperature at the condenser 
outlet is controlled by adjusting the condensing 
temperature. Higher temperatures result, of course; in 
lower cycle efficiencies. 

The second method, shown diagrammatically in 
figure 2, is the heat pump recovery scheme,where a heat 
pump utilizes the refrigeration condenser output as its 
heat source. The result is a "cascade" two-vapour
compression system, with an intermediate Freon-to-Freon 
(tondenser-evaporator) heat exchanger. The heating 
source is also included. 

CONDENSER 

CONDENSER -
EVAPORATOR 

EVAPORA'TOR 

AODITIONAL 
HEATIN8 
SOURCE 

XV 

CHI~O 

WATER 

Figure 2. Heat pump recovery scheme 

The present paper gives an insight on the 
thermodynamics of refrigeration plant heat recovery 
systerns. The concept of an energy conversion ratio, 
ECR, the heating load divided br. the total energy 
consumption, is introduced to measure the efficiency of 
the conversion of electrical energy into heat. A simple 
analysis of both recovery schemes shows that ECR is 
strongly dependent on the proportion between the 
exi sting cooling and heating requirements. Experimental 
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results from an existing refrigeration unit with 
direct heat recovery are also shown. 

IDEAL CYCLE ANALYSIS 

To give a first assessment of the plant 
performance, a simplified energy analysis is made for 
both recovery schemes. For that, the following 
assumptions are made: 
i) vapour compression is carried out isentropically; 

ii) there are no heat lesses or pressure drop across 
any of the heat exchangers; 

iii) the heating process, in the additional heater, is 
one hundred percent efficient; 

iv) the heating load is always greater than the 
evaporator power input. 

Two parameters, ECR and R, are defined. ECR is 
the total heat output, ~. divided by the compressor 
input power. Therefore, with the notation defined in 
figures 1 and 2, 

~ 

Also important is the heating to cooling load 
ratio, R: 

(1) 

Direct Recovery.ReÍerring to figure 1, the total 

heat output, ~. is given by, 

~ = Qs + ~ 

Also, an overall energy balance over the 
refrigerator gives, 

WCP + QEV = ~ 

(3) 

(4) 

Substituting equations (3) and (4) into equation 
(1)' 

ECR = _3i 
~ - - QEV 

Rewritten in terms of R, equation (S) becomes, 

ECR = R R-=1 

(5) 

(6) 

Equation (6) shows that the ideal energy 
conversion ratio does not depend upon the refrigerator 
coefficient of performance. This implies that, ideally, 
there would be no difference in making the condenser 
operate at higher temperature, so as to reduce the 
additional heat source load. ln a real system the 
influe~ce of other parameters may prevail, as 
demonstrated later in this paper. 

Heat ~ Recovery. For this case there is the 1 
work input ~ bõth compressors plu~ the energy 
consumed in the additional heater . Therefore, 

ECR = 

An energy balance over each of the refrigerant 
circuits (figure 2) gives, 

w1 = QI - QEV 

*z = ~ - Qr 

(7)' 
Substituting equations (8) and (9) in equation 

(8) 

(9) 

ECR = ~ + QS 

Qs + ~- QEV 
(1 O) 

From equation (2), 

~=Qs+~=R~ (11) 

With the substitution of equation (11) into (10), 
equation (6) is again obtained. 

R . 
ECR = lf-=1 

Comments on the Ideal ECR. It results that 
equation (6), plottêd in f1gure 3, applies for both 
direct and heat pump recovery systems. 

Figure 3. Ideal Energy Conversion Ratio 

(6) 

It is seen that ECR tends to unity as R increase~ 
This means that the greatest benefits from refrigeration 
recovery are obtained with cooling and heating loads of 
the sarne magnitude. On the other hand, large payback 
periods (i.e,,low ECR's) are expected when Ú. is much 
greater than QEy. This was expected as, for ]xample, 
the contribution from a small size refrigeration unit 
to pre-heat feed-water to a large capacity boiler would 
be negligible, making any investment on heat recovery 
not attractive. ln fact, for the majority of cases 
described in the li ter ature, R values did not exceed 3. 

r :t 



HEATED 
WATER 

CD - CONDENSER 
CP - COMPRESSOR 
CV - CHARGING VALVE 

OY - DRIER 
EV1 - TOP EVAPORATOR 

EV 2 - M IDDLE EVAPORATOR 

EV3- BOITON EVAPORATOR 
LR - LIQUIO RECEIVERS 

MI - MOISTURE INDICATOR 
OH - OIL REATER 
os - OIL SEPARATOR 
PG - PURGE VALVE 
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PV - PRESSURE REGULATING VALVE 
R - ROTAMETER 
XV - EXPANSION VALVE 

Figure 4. Lay-out of the Water-Chiller Unit 

TEsTING OF A DIRECf RECOVERY SYSTEM 

A test rig was erected to analyse, at various 
condensing and evaporating pressures, the performance 
of a water thiller unit with direct heat recove1y. The 
plant lay-out is shown on figure 4. The condenser was 
of the shell-and-coil type and chilled water was 
obtained by rneans of a series arrangernent of three 
evaporators, each with its own thermostatic expasion 
valve. An electrical heater, to supplernent the heat 
load, was placed downstream the condense r, al though not 
indicated ón figure 4. 

Data from a total number of 26 runs have been 
collected. Compressor speed was kept at 400 rpm while 
condensing temperature varied f0om 30°C to sooc, and 
evaporating temperature, from O C to 15°C. 

Figure 5 illustrates the compressor power 
requirernent, and the cooling and heating capacities of 
the unit. It can be seen that large coefficients of 
performance, reaching a maximum of 7, were obtained. A 
decrease in the condenser heating capacity is observed 
with decreasing evaporating temperatures. Although the 
condenser power output can be increased by as much as 
50% when the condensing temperature, Tcn, is brought 
down from sooc to 3ooc, the compressor power 
requirement shows little variation with Tcn. Figure 5 
reveals that, for any operating condition, evaporator 
and condenser capacities are practically the same.This 
is due,,in part, to the large values of COP and,mainly, 
to the heat loss from the condenser shell which has not 
been insulated. 

On figure 6 values of ECR were plotted against R, 
for condensing temperatures of 30°C and sooc. The same 
trend found for the ideal ECR was observed. Better 
results were obtained for the condensing temperature of 
30°C. It means that, for better recovery, the condenser 
shoula be allowed to operate at its lowest possible 
temperature. At first, this result would seem to be in 

10 

4 

2 

o 5 10 15 
EVAPORATING TEMPE;RATURE (°C) 

Figure S. Power Requirement and Cooling and Heating 
Capacities of the Refrigeration Unit 
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contradiction as better results are obtained with the 
lowest condenser water outlet temperatures. However, 
with lower Pcn there is less compressor power 
consumption. Besides, higher condensing temperatures 
lead to higher losses to the environment (usually at 
20-30°C). Compared with the ideal ECR curve , it can be 
seen that the range of R values for which heat recovery 
is still favourable becomes even smaller .~ view of the 
water chiller unit is presented on figure 7. 

OONCLUDING REMARKS 

Heat recovery from refrigeration"plants has been 
analysed. It has been shown that considerable reduction 

6 

ECR 
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4 

o 2 

COMPRESSOR 

EVAPORATING 

3 4 5 6 

Figure 6. ECR versus R 
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in energy consumption can be obtained, particularly 
when similar heating and cooling loads are involved. 
Also, it has been found that lower condensing tempera 
tures yeld higher ECR's. -

The present analysis has been restricted to R 
values greater than 1. For lower heating loads ,although 
exceeded by the condenser output,there would be the 
temperature requirement to be met. Further research is 
necessarv. 

Figure 7. View of the Water-chiller Unit 
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SUMÃR10 

M c.aJr.a.cte!!Mtic.M de 6unuonamento de um c.omptc.U~Oit hvunê.tic.o a.UeJtna.tivo ~ão aYiil1..i.Aa 
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blttente Mbtc.e. a mov.únentaç.ão dM víievuf.M. M ptc.optc.iedadu do 6luido tc.e6tc.igeJtante ~ão 
aval.iadM uXJ.Li.zando-~e M equaç.ÕM patc.a um gM tc.eal.. 0~ patc.âme.:ttr.M de 6unuonamento 
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WA 1 aptc.u entando uma boa c. o nc.otc.clânc.ia. 

PANORAMA 00 t.DDEW DE SIMULAÇÃO 

O ciclo de operação de um compressor hermético 
alternativo de alta velocidade pode ser descrito como 
vários fenômenos complicados interagindo e acontecendo 
num curto esEaço de tempo. Um modelo básico que descre 
ve estes fenomenos foi desenvolvido por vários pesqui~ 
sadores [1], [3], [41, [6] e [7], result~do num con
junto de cinco equaçoes acopladas, que sao: 
a. Equação do volume, relacionando o volume do cilin
dro como uma função do ângulo de giro do eixo-motor,ou 
como fun~ão do tempo. 

I 
I 
I 

b. Equaçoes termodinâmicas fornecendo massa de gás , 
pressão e temperatura instantâneas no cilindro. 
c. Equação do vazamento de gás do cilindro através da 
folga radial pistão/cilindro. 

ÍEXP~RIMENTOSi _jl 
L - - -jDA AREA EFETL 1 - - -

d. Equações de escoamento do gás através das válvulas 
de sucção e descarga. 
e. Equações de dinamica das válvulas que definem, em 
~ualquer instante, as deflexões das palhetas das válvu 
las. -

Há também cinco conjuntos básicos de informações 
de laboratório incorporados a estas equações,dos qyais 
três são experimentos auxiliares de bancada, que esta
belecem: 
a. Áreas efetivas de fluxo através das válvulas. 
b. Áreas efetivas de força sobre as válvulas. 
c. Frequências naturais e modos normais de vibração 
das palhetas das válvulas. 

Os dois experimentos restantes são medições no 
COffiRressor protótipo, e permitem definir: 
d. fndices politrópicos da compressão e expansão. 
e. Coeficiente de amortecimento das palhetas das válvu 
las. -

I 
I 
I 

~A~~L~O _ _j 

lfxPÊRIMENToS DAi 
- - _jtREA EFETIVA DE I - -

[_O~~ __ ...J 

I í!E.OIÇÕES NAS--, 
@EflCJ!...NTES_Q_E_ !VÁLVULAS DO I COEFICIENTES_Q_E_j 
AMORTECIMENTO !PROTÓTIPO !AMORTECIMENTO 

r_: ____ .J 

Figura 1. Interação do sistema de 
equações e das informa
ções experimentais auxi 
liares. -

A figura 1 mostra a interação deste sistema de 
equações e dos cinco conjuntos de informação de labora 
torio. 
EQUAÇOES 00 t.DDEW DE SIMULAÇÃO 

através da folga pistão/cilindro, mfu. e descarga, 
mvd, através da válvula de descarga. A lei da Conserva 
ção da Massa aplicada ao cilindro fica: 

O volume instantâneo do cilindro V(t) é dado 
pela soma de um volume fixo, conhecido por volume mor
to (V c) , com um volume variável, definido pela posi
ção instantânea do pistão. Considerando um sistema do 
tipo "scotch-yoke", com raio de giro e para o aciona
mento do,pistão de diâmetro D, a partir de um eixo-mo
tor que gira a uma velocidade de N rotações por minuto, 
então 

V(t)=Vc+(TID2 /4) .e. [cos(TI .N/30)t+ 1 J (1) 

A mudança de estado do vapor refrigerante no ci
lindro.é resultado de quatro processos termodinâmicos 
distintos, a saber: admissão através da válvula de sue 
ção,mvs, compressão ou expansão no cilindro, vazamento 
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(2) 

A eouação (2) é uma equação diferencial de pri
meira ordem, a diferenciação com respeito ao tempo es
tá indicada por um ponto, e sua solução fornece a mas 
sa instantânea de vapor refrizerante no cilindro. P 
firura (2) apresenta as variáveis da e~uação (2). 

Uwa vez assumido que o fluido sofre mudanças de 
estado segundo um processo politróuico, a pressão no 
cilindro P(t) é encontrada a partir da relação pres 
são-densidade, como segue -

P(t) = p [ r.~(t) ~n 
o p

0
.V(t) J (3) 
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onde P0 e p0 são pressão e massa específica de referên 
cia, n é o 1ndice politrópico e m(t) é a massa instan~ 
tânea dentro do cilindro. 

Figura 2. Definição das variáveis 
no cilindro. 

O vazamento de vapor refrigerante para fora do 
cilindro, através da folga radial pistão/cilindro é 
causado pelo acréscimo da pressão no interior do cilin 
dro em face da co~ressão do gás. A posição e velocidã 
de do pistão tambem influenciam o fluxo de massa em va 
zamento. Como não é empregado anel de vedação entre o 
pistão e o cilindro, a dimensão da folga radial é mui
to pequena, o que permite admitir escoamento laminar. 
Considerando-se ainda a hipótese de fluido newtoniano 
e escoamento unidimensional, pode-se chegar ã expres
são (4) que determina o fluxo instantâneo de massa va
zada, como apresentado em [2]. 

I • 

IDfu = Vz·P n.R2 (1-K2
) (4) 

onde, 

V -V rl-K2 +2K'.enK]+(P(t)-Ps)D2 fl-K 4 +1-K'] 
z- PI. UlíK(l-K2) 32j.JL ·L~ li)]["" (5) 

Vp é a velocidade instantânea do pistão, R é o raio do 
cilindro, KR é o raio do pistão, j..l é a viscosidade do 
fluido na folga, L é o comprimento da folga, Ps é a 
pressão na carcaça e p é a massa específica instantâ
nea do gás no cilindro. 

Processos termodinâmicos consistindo de expan
sões através das válvulas de sucção e descarga resul
tam num fluxo de massa para dentro e fora do volume 
de controle do cilindro. Devem ser admitidas as possi
bilidades tanto de fluxo normal como fluxo reverso 
através das válvulas, além disso o fluxo pode tomar ca 
racterísticas de escoamento crítico ou sub-crítico. Nã 
sua forma geral a equação que define o fluxo de massa 
através das válvulas mv é dada por: 

. k T ~p
k+l 

mv=Pu.Av. • r - r (6) 

cnde Pu e Tu são a pressão e a temperatura do gás a 
montante da válvula, Pd é pressão a jusante, R e k são 
a constante do gás e a relação de calores específicos 
e Av é a área de passagem na válvula. 

Para o fluxo sub-crítico r = Pd/P , enquanto que 
no fluxo crític~ tem-se, [2/(k+~)]k/(k+~·~E importan
te notar que a area efetiva de fluxo (Av) e um valor 
obtido empiricamente para cada modelo de válvula sendo 
função do deslocamento da palheta da válvula. 

As válvulas de peguenos compressores de refrige 
ração são normalmente valvulas de ralheta feitas de 
aço mol~. Na obtenção de uma equaçao do movimento da 
palheta é feita a suposição básica de que seu movimen
to é uma superposição de modos de vibrações livres,com 
frequências naturais w e coeficiente de amortecimento 
!;. Una lâmina desta natureza possui infinitos modos de 
vibração, porém, para a modelagem de compressores, não 
é necessário considerar além de três modos (~ 1 .~,.~ 3 ). 
A cada modo de vibração (u) considerado corresponde 
uma equação diferencial, que defini o fator de partic~ 

pação modal (~ para aquele modé'dê vibração. 
cada válvula eX1stem entao u .equáções .do tipo: ·•· . 

Para 

CimCt) +2 · e;m·U1n·4mCt)+wit.o.m(t) ~(x,y).P(x,y,t)dS (~ 

~.h I{ s <PJi(x,y)dS 

onde Pp e h são a massa especÍfica e a espessura da 
palheta, P é a pressão instantânea local sobre o orifí 
cio e dS é o elemento de área da palheta considerado.-

As deflexões das palhetas W(x,y,t) são dadas por: 

m=u 
W(x,y,t) L qro(t) .~(x,y) (8) 

m=l 

Deve ainda se.r considerada, na análise dinâmica 
das válvulas, a possibilidade de a palheta permanecer 
encostada no batente durante parte de seu período de 
abertura. 
DESEMPENHO DO CXMJRESSOR 

Calculando-se passo a passo, durante um ciclo , 
as principais variáveis de funcionamento do compressor, 
é possível identificar e individualizar diferentes per 
das. que podem ser agrupadas em dois conjuntos : perdaS 
de energia e perdas de massa. No primeiro estão as 
perdas no motor elétrico, mecânica, nas válvulas, e 
ainda durante a sucção e compressão. No segundo tem-se 
as perdas por superaquecimento, volume morto, vazamen
to, refluxos e restrições nas válvulas. 

A partir das perdas indicadas acima, pode-se ob
ter a eficiência de fluxo de massa(~). definida co
mo a fração do fluxo de massa ideal que pode ser bom
beada pelo compressor sob condições reais de serviço. 
Similarmente, a eficiência de energia Cne) é a fração 
da potência real consumida, caso o compressor tivesse 
operado idealmente. 

O produto das eficiências de massa e energia ~ro 
duz o termo eficiência de desempenho (nº), segundo lSJ, 
que representa a fração do desempenho iaeal que pode 
ser atingida por um dado compressor sob condições reais 
de ~ração. A grande vantagem do emprego deste termo 
esta em relatar o desempenho global do compressor, ao 
mesmo tempo em que são identificados todos os fatores 
individuais que afetam este desempenho. Além disso,por 
ser uma grandeza adimensional, permite comparar os de 
sempenhos de diferentes compressores sob diversas con~ 
dições de funcionamento. 

RESULTADOS OBTIDOS 

Referindo-se inicialmente ao diagrama pressão-~ 
gulo do eixo (9), figura 3, verifica-se que as curvas 
do experimento e da simulação concordam bem, a menos 
do trecho próximo ao PMS. Nesta região a curva obtida 
pela simulação decresce rapidamente após a pressão má
xima, para em seguida decrescer lentamente na região 
próxima ã pressão de descarga (Pd). Este comportamento 
deve ser atribuído ã hipótese simplificativa de manter 
constante a pressão na câmara de descarga, quando na 
realidade ocorrem pulsações do vapor refrigerante ao 
longo das linhas de sucção e descarga. 

Outro aspecto significativo a ser verificado e 
a movimentação das palhetas das válvulas. A figura 4a 
refere-se ã válvula de sucção, onde é comparado o re
sultado da simulação com o experimento. Observa-se que 
qurante a maior parte da abertura das válvulas a pa
lheta permanece vibrando encostada no batente. A difi
culdade na determinação experimental das frequências 
naturais e modos normais de vibração para a válvula 
nesta situação, deve ser apontada como o maior obstácu 
lo para uma reprodução mais fiel do resultado experT 
mental. Os movimentos medido e simulado da válvula de 
descarga estão ilustrados na figura 4b.Observa-se que 
apesar da igual duração de abertura das válvulas, as 
fases descendentes dos movimentos não estão próximas. 
Esta diferença acontece justamente na região em torno 
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do PMS, ou seja, no trecho onde ocorre a maior diferen 
ça entre as pressões medida e simulada, já verificada
na figura 3. 

As curvas de fluxo de massa e potência requerida. 
para diferentes condições de funcionamento são apresen 
tadas na figura 5. -
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Influência da razão de compres 
são sobre o fluxo de massa e 
sobre a potência requerida. 

Mais uma vez, resultados experimentais são in
cluídos para dar margem a comparações. A concordância 
entre o experimento e a simulação com respeito à potên 
cia elétrica requerida é bastante boa . Entretanto, co~ 
parando-se os resultados do fluxo de massa, observa-se 
que o.afastamento entre o experimento e a simulação 
aumenta à medida que a relação pressão de d~scarga/ 
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pressão de sucção diminui. Como o modelo de si~lação 
admite a simpl1ficaçao de que as pressões das camaras 
de sucção e descarga são iguais às pressões na entrada 
e saída do corpo hermético, tem-se que para pequenas 
taxas de fluxo de massa esta aproximação não leva a 
erros consideráveis, entretanto com o aumento do fluxo 
de massa as perdas de carga dentro do compressor, prin 
cipalmente no tubo de descarga, crescem sensivelmente: 
diminuíndo assim a massa circulante. Portanto, para 
pequenas razões de compressão é desejável considerar a 
perda de carga nos caminhos entre as câmaras e os pas
sadores de sucção e descarga do corpo do compressor. 

Outro resultado importante obtido com o emprego 
da simulação é a individualização e quantificação das 
diversas perdas de energia e massa sue re~uzem o dese~ 
penho do compressor. Um resultado t1pico e apresentado 
na figura 6 onde é feita uma comparação relativa entre 
as perdas, para o compressor funcionando nas condições 
(-23,39C; 54,49C; 329C) . 

a)Perdoa de enervio 

mHL: 33,6'ro Superaquecimento 
"'c:VL=30,3% Volume morto 
mLL: 3,7o/o~~~":":'7:'-_, 

rilaFoL = 1,5'ro 
m8f'dL•7, 3'ro 
m0f>é23,6o/o lff:ff.77-:m 

b) Perdas de fluxo de mosso 

Figura 6. Perdas de energia e de fluxo 
de massa no compressor. 

CONCLUSOES 

De uma forma ~eral os resultados gerados pelo 
programa de simulaçao podem ser considerados satisfató 
rios quando comparados com resultados experimentais.Pa 
ra uma maior fidelidade na simulação de parâmetros 
tais como, pressao no interior do cilindro e movimento 
das válvulas, verifica-se a necessidade de considerar 
as pulsações do vapor refrigerante nas câmaras. Também 
torna-se necessário obter com maior exatidão dados ca
racterísticos das palhetas das válvulas como, frequên
cias naturais e modos normais de vibração, principal
mente para a condição da palheta encostada no batente . 

O Índice eficiência de desempenho Cnp) mostrou
se bastante Útil na avaliação do compressor, substi
tuíndo com vantagens outros Índices tradicionais da 
indústria de refrigeração como COP e EER. Além disso , 
a caracterização das perdas sob a forma de perdas de 
massa e de energia permite identificar e quantificaras 
efeitos individuais de cada perda sobre o desempenho 
global do compressor. 

Observa-se que,apesar das simplificações adota
das pelo modelo, os ~esultados obtidos permitem dire
cionar o projeto de novos compressores ou ainda execu
tar o diagnóstico de produtos já existentes. Os resul
tados obtidos por simulações não dispensam os ensaios 
c~ protótiros. mas tem a capa~idade d~ definir .dire
çoes e tendencias a serem segu1das, alem de aval~ar 
mesmo que de maneira relativa, eventuais alteraçoes no 
desempenho do compressor, causadas por variações de 
parâmetros construtivos ou de funcionamento. 
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ABSTRACT 

The. r.uu.n wOJtlúng c.haJta.c..t~.t<.CA o6 a. Jte.u p!toc.a.
.t<.ng heJunilic. c.omp!tel>.601L a.Jte. n.wnvúc.all.y ~Mly.6 e.d 
th!tough the. U.6e. o6 a. ú.mul.a..t<.on p!togJta.m. Th.W p!togJta.m 
c.o núde.Jt.6 the. va..tvu M bung ma.de. o 6 6le.:úble. va..tve. 
Jte.e.d-6 a.nd a inc.ludu the. e.66e.c..t.6 o(.. va..tve. .6top.6 on 
va..tve. move.me.nt. The. le.a.kage. th!tougfi the. c.le.a.Jta.nc.e. 
be..twe.e.n pi.bton a.nd c.ylinde.Jt a.nd the. Jte.61Lige.Jta.nt 6fuid 
M b e<.ng a. Jte.a.l gM a.Jte. a.l.6 o c.o 11.6-i.de.Jte.d. 

The. m0.6t 4ig ni6-i_c.a.nt wo>Liúng pa.Jta.me.tV!ll o 6 the. 
c.omp!te-6.60/t .6-i.mul.a..t<.o n .6Uc.h a..6 the. p!te.-6.6 uJte. in.6ide. the. 
c.ylinde.Jt a.nd the. de.6le.c..t<.on o6 both va..tvu a.Jte. c.om-
pa!t~ d W.t.:th e xpuú11 e.n.:t.a..e. tcuul.t.6 a.nd a. good a.gJte.e.me.nt 
i.6 Jte.a.c.he.d. 

Ene.Jtgy a.nd ma.-64 lo.6.6e..6 a.Jte. ide.nti6ie.d a.nd a. 
c.oe.66-i_c<.e.nt o6 pe.Jt60Jtma.nc.e. i.6 U.6e.d to uta.bWh a. 
uni6ie.d c.omp<l)[Mon be..twe.e.n c.omp!tU.60M WoJtlúng unde.Jt 
di66e.Jte.nt c.ondi.t<.ort.6. 
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INTRODUÇÃO 

Há redução na capacidade do compressor hermético 
pelo vaz~nto de fluido frigorígeno através da folga 
entre_pistao e cilindro. Durante os processos de com
pressao e descarga, parte do fluido comprimido dentro 
do cilindro escapa pela folga pistão/cilindro e se 
constitui numa perda de rendimento, basicamente devido 
a dois efeitos: 
a. Redução da capacidade do compressor que deixa de en 

tregar ao circuito de refrigeração a quantidade de 
massa em fuga pela folga. 

b. A~nto de consumo de energia, pois a massa compri
rnada que esc~pou pela folga utilizou trabalho para 
sua compressao. 

Tendo em vista as pequenas dimensões das folgas 
radiais pistão/cilindro dos compressores no mercado, o 
escoamento pode ser considerado laminar. Considerando
se uma folga radial elevada de 15~, o número de 
Reynolds do escoamento é da ordem de 50 para um com
pressor he~tico de S,Scm 3 de deslocamento. 

Ambos os efeitos provocam uma queda no coeficien 
te ~e de~e~nho do compres~o~ EER (Ener?Y _Efficiency 
Rat1o), 1ndice comumente ut1l1zado pela 1ndustria como 
indicativo do desempenho, pois é uma relação entre a 
quantidade total de calor retirada no evaporador e o 
trabalho requerido no compressor no seu ciclo de fun
cionamento para determinadas condições padronizadas de 
teste. 
_ Neste trabalho é obtida a equação da distribui-

çao de velocidade do fluido frigorígeno através da fol 
ga durante o movimento ascencional do pistão e é analT 
sada a influência deste escoamento no coeficiente de 
desempenho do compressor, considerando a variação dos 
segtúntes parâmetros durante o curso: 
a. Pressão no interior do cilindro. 
b. Densidade do gás no interior do cilindro. 
c. Velocidade do pistão ao longo do curso. 
d. Comprimento da folga através da qual se dá o fluxo 

de massa. 
Dos valores instantãneos do fluxo de massa atra 

vés da folga são obtidos os valores médios que permi~ 
tem a determinação da perda de desempenho durante um 
ciclo. 

Jacobs [t] analisou a perda de desempenho de com 
pressores hermeticos devido ao vazamento de fluido frT 
gorígeno através da folga anel/pistão supondo uma ex~ 
pansao isotérmica. A expressão utilizada para a deter
minação do fluxo de massa visando verificar teoricamen 
te os valores medidos é dada pela equação (1). -

Nesta equação D é o diâmetro do pistão, h é a 
;alga pis!ão/cilindro, p0 é a pressão no cilindro, PL 
e a p~essao no cárter, fé o coeficiente de fricção, R 
é a constante do gás, T2 é a temperatura do gás e L é 
o comprimento da folga. 
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(1) 

Esta equação envolve uma série de dificuldades e 
incer!~zas para sua utilização em pistões desprovidos 
de ane1s: 
a. p 0 e_L são variáveis ao longo de um ciclo. 
b. Nao e levado em conta qualquer efeito do movimento 

do pistão. 
c. Fornece aproximações grosseiras para o cálculo do 

fluxo de massa. 
_ Por isto, foi deduzida uma equação que permita o 

calculo do fluxo de massa instantãneo através da folga 
pistão/cilindro. 

MODELO MATEMÁTICO 

.Seia o escoamento laminar através da folga anu
lar p1stao/cilindro como indicado na figura 1 onde são 
identificados os seguintes parâmetros: 
Vp - Veloc~dade ~nstant~ea do pistão. 
Vz(r) - Veloc1dade 1nstantanea do fluido . 
Po - Pressão no topo do pistão. 
PL - Pressão na base do pistão . 
R - Raio do cilindro . 
kR - Raio do pistão. 
L - Comprimento do trecho de escoamento . 
Po - ~ssa específica no topo do pistão. 

Supoe-se que o escoamento seja incompressível e 
quase-permanente . 

Fazendo-se um balanço de forças para um elemento 
anular de_fluido de espessura dr de comprimento L, uma 
vez que nao existe variação de quantidade de movimento 
linear do fluido ao longo da folga, obtém-se: 

(2) 

Para um fluido Newtoniano com viscosidade unifor 
me obtém-se: 

com as seguintes condições de contorno: 

Vz = -Vp para r = kR (4a) 

Vz =O para r = R (4b) 

Integrando a Equação (3) com as condições de contorno 
(4a) e (4b) fornece o perfil instantãneo de velocidade 
do fluido escoando através da folga Eistão/cilindro du 
rante o movimento ascendente do pistao. 
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pl 

Figura 1. Definição das variáveis 
do problema. 

L 

V=_~ ln(!.)+ (Po-PL)R
2
[l-(!.) 

2
_ l-k

2 
.en(!.)] (5) 

z ln k R 4uL R llllK R 

A velocidade média <Vz> que permite a avaliação 
do fluxo de massa instantâneo é determinada pela Equa
ção (6) 

(~-Vz rdr 
<Vz> =r

zCl~k2) 
(6) 

substituindo-se a Equação (5) em (6) e integrando-se: 

_ 1+2k2.enk-k\P0 -pL[!-k 4 l-k2] 
<Vz>~Vp UJík(l-kZ) BiJL[l~biJ< (7) 

O fluxo de massa instantâneo é calculado através 
do produto da massa específica pela área de passagem 
pela velocidade média, conforme a Equação (8). 

<G> = p0 TIR2(1-k2) <Vz> (8) 

Durante o movimento ascendente do pistão, são va
riáveis p0 , p0 , Vp e L que dependem do volume no int! 
rior do cilindro e do sistema de acionamento do pis
tão do compressor. Daí a determinação do fluxo de mas
sa, que sofreu o trabalho de compressão e deixou de 
circular através do evaporador, necessita o conhecimen 
to de quatro outras equações no intervalo O ~ e ~ TI -
a. Pressão no interior do cilindro 

Po = PL + 2 (Pc-PL) e TI 

P = Pc 

TI 
o!> e!> 2 

TI 
2 !>e!> TI 

(9a) 

(9b) 

onde Pc - Pressão de condensação do circuito de refri
geração. 

PL - Pre~são de evaporação do circuito de refrig! 
raçao. 

e - Ângulo de giro do dispositivo de acionamcnto. 
b. Massa específica do gás no interior do cilindro 

Po = p 1 (Po) 
1 
/n 

pi (lO) 

onde p1 e P1 - Massa específica e pressão de referên
cia. 

n - !ndice de transformação politrópica. 
c. Velocidade do pistão ao longo do curso (acionamento 

Scotch Yoke) 

Vp = R1 w sen e (11) 

onde R1 - Raio de giro do dispositivo de acionamento . 
. w - Velocidade angular do dispositivo de aciona

mento. 
d. Comprimento da folga através da qual se dá o fluxo 

de massa. 

L = L0 + R1 (1-cos e) (1 2) 

onde L0 - Comprimento da folga quando e = O 

RESULTADOS OBTIOOS 

A solução simultânea das equações (8), (9a) , (10) , 
(11) e (12) para diferentes posiçoes do pistão permite 
determinar os valores instantâneos do fluxo de massa , 
donde calcula-se o valor médio da perda de massa ror 
ciclo para diferentes valores da folga radial pistao/ 
cilindro. 

Os parâmetros numéricos utilizados para quantifi
car esta perda são: 
R1 = 7,97 x 10- 3m; 
N = 3540 rpm; 
Pc = 14,0 x 10 5 Pa; 
PI = PL = 1,26 x 10 5 Pa; 
u ~ 0,170 x l0- 4kg/ms; 
L0 = 20 x 10- 3m; 
n = 1,053; 
PI = 7,591 kg/m3 

A figura 2 apresenta a variação da perda instantâ
nea de massa com a variação da folga radial pistão/ci
lindro, durante o movimento ascencional do pistão, man 
tidas as mesmas condições de funcionamento. 
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ÂNGU..O DE GIRO {rd) 

Figura 2. Variação do fluxo instantâneo 
de massa com o ângulo de giro 
para diferentes folgas. 

De um modo geral, analisando-se a curva com urna 
folga radial de 7~. pode-se identificar a predominân
cia dos vários parâmetros na equação do fluxo de mass~ 
No trecho (0-TI/2) a pressão cresce continuamente e é o 
fator predominante que faz com que o fluxo instantâneo 
de massa através da folga também cresça continuamente. 
No trecho (TI/2 - 4TI/5) a pressão permanece constante , 
entretanto o fluxo de massa diminui devido ao aumento 
do comprimento da folga. No trecho (4TI/5-TI), o fluxo 
instantâneo de massa volta a crescer devido à redução 
da velocidade do pistão que contribui negativamente pa 
o vazamento durante o trecho (O- TI). -

,A figura 3 apresenta a variação do fluxo médio de 
massa -com a varia~ão da folga radial pistão/cilindro. 
Está marcada tambem a quantidade média de massa de re
frigerante circulada pelo evaporador como dado do com
pressor. Pode-se verificar que a percentagem de massa 
admitida no cilindro que sofre o trabalho de compres-



são mas deixa de passar através da válvula de descar 
ga, ou seja, que vaza pela folga pistão/cilindro em re 
lação ã massa de refrigerante normalmente circulado vã 
ria de 11 a 38%, para a faixa usual de folgas. -
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Figura 3. Variação do fluxo de massa com 
a folga pistão/cilindro. 
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COEFICIENTE DE DESEMPENHO 

O coeficiente de desempenho normalmente utiliza 
do para indicar o desempenho de um compressor herméti7 
co de_refrigeraçªo é o EER (Energy Efficiency Ratio) , 
ou seJa, a relaçao entre a quantidade total de calor 
retirada no evaporador e o trabalho requerido pelo 
compressor. O EER é expresso por: 

onde 

e 

sendo m1 

mo 

Pb 

Pc 

EER = ~ (13) 

(14) 

(15) 

- Fluxo de massa que passa pelo evapora
dor. 

- Variação de entalpia específica no eva 
porador. 

- Fluxo de massa que sofre trabalho no 
compressor. 

de - Pressão inicial da transformação 
compressão. 

- Volume específico inicial da transfor
mação de compressão. 

- Pressão final da transformação de com
pressão. 

nm - Rendimento mecânico do compressor. 
Se não se considerar o vazamento de fluido frigo 

rígeno pela folga pistão/cilindro, todo o fluxo de mas 
sa que passa pelo compressor também passa pelo evapora 
dor e aí, pode-se considerar, que o EER independe do 
fluxo de massa. 

Na análise realizada neste trabalho, o fluxo de 
~s~ nestes dois componentes do circuito de refrigera 
çao e diferente. Çonsidera-se que toda a massa de gáS 
que escapou atraves da folga pistão/cilindro alcançou 
as condições de final de transformação e como tal con
sumiu trabalho e se constitui numa perda. Presume-se 
que o trabalho específico de compressão seja o mesmo 
p~ra diferentes folgas e que o rendimento mecânico tam 
bem seja o mesmo. -

Supondo-se uma temperatura de sucção de 1159C, 
com um superaquecimento de 329C e um subresfriamento 
de 329C, que e a condição normal de teste no caloríme-

235 

tro, obtém-se: 
- Trabalho específico de compressão = 30,5 BTU/lbm. 
- Diferença de entalpia específica no evaporador 

62,8 BTU/lbm. 
O rendimento mecânico serve de parâmetro de ajus 

tagem entre a simulação e a condição real de funciona7 
mento. O c~mpressor em análise tem uma capacidade de 
515 BTU/h e seu consumo de potência é 160W para as 
c?ndiç§e~ de funcionamento e apresenta uma folga ra
dial med!-a _de 7).un. O rendimento _mecânico que atende es 
tas cond1çoes de funcionamento e 0,55. -

Substituíndo-se os valores numéricos nas Equa
çoes (13), (14) e (15) tem-se: 

EER = 3 863 m1 
, fio (16) 

Para_que se possam realizar comparações de desem 
penh?, m1 e um valor constante para todas as folgas 
cons1deradas: Os valores absolutos de EER obtidos para 
cada folga sao apenas valores orientativos, uma vez 
que a variação do EER com a folga é que se constitui 
na informação importante. 

A figura 4 ilustra a variação do EER com a folga 
radial pistão/cilindro. 
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.s:: 
s: 
' 3,2 ::::> 
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w 
w 

2,4 

2,0 

1,6 

1,2 
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0,4 

o 
l 3 5 7 9 ll 13 15 
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Figura 4. Variação do EER com a fol
ga radial. 

CONCLUSOES 
O método de cálculo clo fluxo de massa através da 

folga pistão/cilindro é mais preciso que o anteriormen 
te utilizado. -

Num modelo mais elaborado deve-se levar em conta 
a existência do filme de Óleo lubrificante que altera 
as condições de escoamento e a mudança do rendimento 
mecânico com a variação da folga. 

A perda de massa cresce muito rapidamente com o 
aumento da folga proporcionando uma queda brusca no 
coeficiente de desempenho do compressor. Na faixa de 
folga radial de 5,5 a 8,5um existe um potencial de me
lhoria do coeficiente de desempenho do compressor da 
ordem de 0,25 BTU/Wh/(~m de folga radial). Este valor 
decresce ã medida que se dirige para folgas menores. 
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INIRODUÇÃO 

A deterrrunação da influência de parâmetros geo~ 
tricos tais como o diâmetro do orifício e da palheta, 
é muit~ importante na análise do escoamento através 
de um sistema de válvulas, pois a alteração de algum 
des~es parâmetros pode provocar mu~ças co~~d~ráveis 
na area efetiva de escoamento atraves do or1f1c1o e na 
área efetiva de ~orça sobre a palheta. Estes parâme
tros são importantes na simulação numérica do funcio~ 
mento de compressores herméticos usados em sistemas de 
refrigeração. , . 

A dificuldade em se elaborarem modelos analltl
cos que permitam o cálculo dessas áreas efetivas de 
escoamento e força, com boa dose de fidelidade, consi
derando-se as várias alterações geométricas possíveis, 
faz com que a experimentação seja a fonte de ?ados pa
ra análise. As informações assim obtidas perrru tem uma 
análise bastante geral a respeito do escoamento em um 
conjunto orifício e palheta circulares. 

O estudo teór~co des~e escoamento foi efetuado , 
entre outros, por BÔswirthll) que analisou a influên
cia da camada limite e do ângulo de deflexão do jato 
para difere~t~s condições de escoame~to. Por outro la
do Kilimannl2J e Takenaka e outros (3J desenvolveram 
eq~ções para a força de excitação_so~re a palheta,sem 
no entanto conseguirem boa concordanc1a com os resulta 
dos experimentais disponíveis. 

Neste trabalho são apresentados os resultados o~ 
tidos em laboratório para a área efetiva de escoamento 
e área efetiva de força de conjun!os orifíci~s e pal~~ 
tas circulares ccnsiderando-se varias relaçoes de di~ 
metros entre ~os. Os resultados são adimensionaliza
dos em relação à área geométrica do orifício e plota
dos contra o afastamento da palheta, adimensionalizado 
pelo diâmetro do orifício de passagem, mantendo-se 
constante o número ãe Reynolds do escoamento. 
CARACTERIZAÇÃO 00 ESCOAMENI'O 

As perdas existentes no escoamento através ~o 
orifício e na passagem entre o assento e a palheta,s~o 
dir.etanente dependentes da distribuição de pressao 
existente ao longo do orifício e da palheta respesti~~ 
mente. Considerando-se um conjunto com forma geometrl
ca constante o desenvolvimento da camada limite tanto 
nas paredes do orifício quanto nas superfícies da pa
lheta e do assento, influencia diretamente na contra
ção do jato, o que altera a área efetiva disponível p~ 
ra o escoamento. 

Adicionalmente, o afastamento da palheta em rel~ 
ção ao assento estabelece con~ições diferen!es de es
coamento para cada nova posiçao, o que tambem deve ser 
levado em consideração. 

A força desenvolvida pelo escoamento ~obre a pa-
lheta é decorrente da distribuição de pressao sobre 
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ela e varia com seu afastamento em relação ao assento. 
Segundo 00swiTth(4), para pequenos afast~ntos 

da palheta o escoamento na folga palheta/assento e es
sencialmente viscoso e consequentemente laminar, com 
distribuição de pressão sobre a palheta inteiramente 
positiva. Com o a~nto do ~fas!amento, ~0~-se uma 
região de separaçao, Iunto a ~al?a do or1~1c1o, o que 
gera regiões de pressao manometr1ca negat1va sobre a 
palheta. Para grandes afastamentos da palheta, o esco~ 
mento separa completamente do assento e volta a produ
zir uma distribuição de pressão positiva sobre a mes~ 
A força sobre a palheta, para grandes afastamentos, e 
igual à variação da quantidade ~e.mov~mento do .escoa
mento. A figura 1 ilustra a mod1f1caçao do perf1l de 
pressão sobre a palheta para diferentes afastamentos 
em relação ao assento, para D/d = 3,0. 

EQUAÇOES BÁSICAS 
A técnica utilizada para a determinação experi

mental da área efetiva de escoamento em regime perma
nente, é recomendada por So~del(S) e baseia-se na me~ 
ção do fluxo de massa atraves de um medidor de vaz~o 
para uma dada abertura da palheta, a queda de pressao 
através da válvula e a densidade do gas a montante do 
conjunto palheta-orifício. 

O fluxo de massa m através do orifício(g~ bordas 
quadradas, construído segundo normas da ASME J , é cal_ 
cula(lo pela Equação (1) • 

m = K Y A -{r:h; (1) 

Onde K é o coeficiente de descarga do orifício, Y é o 
coeficiente de expansão, A é a área do orifício, p é ~ 
massa específica do ~ás a mo~tante d? ~r~fício e hw e 
a diferença de pressao atraves do o~1f1c~o. _ _ 

O coeficiente de descarga K, e uma funçao do nu
mero de Reynolds do escoamento e da relação de diâme
tros do orifício e da canalização, e o fator de expan
são y é função da queda de pressão através do orifício 
e da pressão a montanté. _ 

O fluxo de massa atraves da válvula é dado, para 
escoamento subsônico, por 

. 2k 2/k k+ 1/k ·v . 
m = PmAep .J (k-l)R Tm r -r (2) 

onde Pm é a pressão a montante da_válvula, Aep é a 
área equivalente de ~assagem, Tm e a t~mpera!ura a mo~ 
tante da válvula R e a constante do gas, k e a rela
ção de calores e~pecíficos ~ r é a relação de pressões 
a jusante e a montante da va!vula. _ 

Combinando-se as equaçoes (1) e (2) , obtem-se a 
área e·qui valente de escoamento. 



238 

AFASTAMENTO 

h/d<0,02 

Op2<h/d<O,O!! 

010!!< h/d< C>,!50 

O,!!O<h/d< 1,0 

h/ d > 1,0 

DISTRIBUIÇÃO DE PRESsÃO 
NA PALHETA I OBSERVAÇÃO 
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Figura 1. Perfil de pressão na palheta 
para diferentes afastamentos 
para D/d = 3,0. 

Pm . 
r2/k_rk+l/k 

(3) 

Como K é t.m1a função do núnero de Reynolds, a equa 
ção (3) deve ser resolvida iterativamente para a deter 
mi nação de Aep . -

Como o conjunto palheta-orifício é normalmente 
montado na extremidade de t.m1a canalização, a pressão a 
montante da váJvula é a soma da_pressão atmosférica 
com a pressão diferencial atraves da válvula. 

A área efetiva de força, é determinada em função 
da força de excitação da palheta e da diferença de 
pressão através da válvula, ou seja: 

Fex 
Aef = t.P

0
r (4) 

Sendo Fex a força sobre a palheta e t.P0 r a dife
rença de pressão na válvula . 
INSTALAÇÃO DE TESTE ~ • 

O esquema geral da instalação de teste com a in
dicação dos locais de medição está apresentado na figu 
ra 2. -

DETALHE A 

Figura 2. Esquema geral da instalação de 
teste. 

Um transdutor de pressão diferencial fornece a 
queda de pressão através do orifício medidor de vazão. 
A pressão a montante do orifício e a diferença de pres 
são através da válvula são medidas por manômetros em U, 
com água ou mercúrio como fluido de trabalho. A tempe
ratura antes da válvula não sofre alteração sensível 
em relação à temperatura ambiente. 

A força exercida pelo escoamento sobre a palheta 
é obtida através de um dinamómetro de molas paralelas 
instalado junto à mesma. 

O escoamento de fluido necessário à realização 
dos testes é fornecido por um compressor de ar e um 
reservatório de ar comprimido. 

Para se obterem os dados do escoamento, a palhe
ta circular em teste é regulada para t.m1a determinada 
distância do assento no qual se encontra o orifício de 
bordas quadradas da válvula, e a se~r controla-se a 
vazão com um registro regulador. Apos achada a vazão 
desejada, faz-se a leitura das variáveis envolvidas.Pa 
ra cada afastamento da palheta são realizadas 8 leitu= 
ras, o que permite determinar um valor médio das áreas 
efetivas de força e escoamento com precisão adequada . 

Se o escoamento atinge condições sônicas, ou se
ja, a relação de pressão a jusante com a pressão a 
montante da válvula atinge valores inferiores ou igual 
a 0,528, o valor de r na equação (3) é tomado como 
0,528 para o cálculo da área efetiva de escoamento. 

RESULTADOS OBTIDOS 

As figuras 3 e 4 apresentam os valores obtidos 
de área efetiva de escoamento e área efetiva de força 
respectivamente, para as várias relações de diâmetro 
entre orifício e palheta utilizados . O orifício de bor 
das quadradas usado está inserido em uma placa de es= 
pessura e= 3,50mm, e apresenta um diâmetro d = 3,76~ 
Foram analisadas palhetas com diâmetro de 1,2; 2,0;3,0; 
4,0 e 5,0 vezes esse diâmetro . 

A fim de se verificar a validade dos resultados 
obtidos, foram realiz~das medições complementares com 
um orifício de diâmetro duas vezes maior que o ante
rior utilizando-se palhetas com relação de diâmetros 
2,0 e 3,0 . Os resultados dessa análise concordaram ple 
namente com os anteriormente observados, para cada re= 
lação de diâmetros entre orifício e palheta . 

As curvas de área efetiva de escoamento apresen
tam uma região de proporcionalidade, para pequenos a
fastamentos da palheta, tendendo posteriormente para 
um valor limite igual à área geométrica do orifício .Es 
te valor não é, entretanto, atingido devido à contra= 
ção do escoamento no interior do orifício. A influên
cia do diâmetro da palheta sobre a área de escoamento 
é pequena, o que não ocorre entretanto com a área efe
tiva pe força. Pode ser observado que, à medida que 
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se aumenta a relação de diâmetros, a relação entre as 
pressões a montante e a jusante da palheta é profunda
mente alterada, ocorrendo faixas de afastamento onde a 
mesma é succionada. A força de sucção, e a região de 
afastamentos para a qual ela ocorre, são tanto maiores 
quanto maior for a relação de diãmetros. Isso ocorre 
devido ao descolamento do escoamento na superfície da 
placa do orifício, na região de recobrimento, o que 
origina pontos de aumento de velocidade e consequente
mente diminuição de pressão. O ponto de origem de to 
das as curvas, ou seja para afastamento zero da palhe 
ta, é a própria área geométrica do orifício, e verifi~ 
ca-se que para grandes afastamentos, quando o escoamen 
to comporta-se como um j ato livre contra um anteparo -;
a área efetiva de força torna-se sempre positiva. 

CONCLUSOES 

O procedimento empregado para a determinação da 
área efetiva de escoamento e área efetiva de força mos 
trou ser bastante geral, e pode ser aplicado para quaT 
quer conjunto palheta-orifício onde a determinação de 
tais parãmetros seja importante. 

Os resultados apresentados auxiliam o entendimen 
to do escoamento através de palheta circular e orif~ 
cio de bordas quadradas, e servem como base para a aná 
lise de geometrias mais complexas. -

Para compressores herméticos, as regiões de pres 
são negativa, que proporcionam áreas efetivas de força 
negativas, são altamente indesejáveis pois a palheta 
tende a retornar ao assento obstruíndo a passagem de 
gás . Desta forma, nestes compressores:~ utilizam-se re
lações de diãmetro em torno de D/d = 1,2 para os quais 
são apresentados os resultados de área efetiva de es
coamento e área efetiva de força. 

239 

REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

[01] Bi:lSWIRTH, L., "Flow Forces and the Tilting o1f 
Spring Loaded Valve Plates" . Proc. of the 1980 
Purdue Compressor Technology Conference, Purdue 
Uri1vers1ty (1980). 

[02] KILI.MANN, I .G., "Aerodynamic Forces Acting on 
Valves Discs." Proc. of the 1972 Purdue Compres
sor Technology Conference, Purdue Un1vers1ty, 
(1972). 

[03] TAKENAKA, T., YAMANE, R., IW.AMIZU, T., "Thrust 
of the Disc Valves". Bulletin of JSME Vol 7, n9 
27, (1964). 

[04] Bi:lSWIRTH, L., Comunicação Pessoal, (1984) . 

[os] 

[ 06] BEAN, H. S. , "Fluid Meters - Their Theory and 
lication", 69 Ed1çao, The Amencan Soe1ety of 

gineers, (1971) . 

ABSTRACT 
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The. e.xpe.Jtime.n.tal JtUult6 6oJt di66e.Jte.n.t Jte.iaüoM 
o6 valve. fuc. and poJt.t diame..t~ aAe. p!t.Ue.n.te.d whe.n 
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A ALTA HIDRATAÇÃO DO ÁLCOOL MOTOR 

CARLOS V ALOIS MACIEL BRAGA 
DEPTO. DE ENGENHARIA MECÂNICA- PUC{RJ 

S~IO 
O pltueYLte :tJt.a.bai.ho é. uma puqc.ú6a expeM.me.YLta.t'. que u.tuda a uW-i.zac;ã.o de ã..t

c.oo.t eUUc.o a..Ua.meYLte hidJta;ta.do c.omo c.ombtU>uvel de motoJtu de c.ombU.!Jtâ.o iYLt:VtYta. Pa-
Jta 01> teM.u 6oi tU>ado um motoJt VW-1300 c.om duM taxM de c.ompltUfJã.o fuliY!t:M: 9:1 e. 
1 O: 1. O gJtatt de hidltato..c;ã.o do ã..tc.oo.t 6oi vatúa.do dude ze.Jto até. um míix.J..mo de. 20%. 01> 
tutu 6oJtam Jtea.tüadofJ na c.ondic;ã.o de plena c.aJtga e em dive.MM Jtotac;õu (Jtpm), c.om o 
motoJt 1>endo otimizado palta c.ada c.ondic;ã.o. O c.Jtité.ltio de olimizaçã.o adotado 6oi o de. 
m.Zrtimo c.of11Jumo upec26.i..c.o de c.ombtU>uvel. 01> JtuuUadofJ mo1>tltam que o â..tc.oo.t paJta o 
qual. obteve-1>e o me.nolt c.of'!},umo upec26ic.o po1>1>tti um teoJt de hidltato..c;ã.o m~ ele.vado 
que o vencüdo c.ome.Jtc.ialmeYLte. no B!t.a.6il. 

INI'RODUÇÃO 

Com o advento do Programa Nacional do Álcool (PRO 
ÁLCOOL) no Brasil, tornaram-se extremamente importantes 
as pesquisas sobre o uso de álcool etílico em motores 
de combustão interna. O próprio Governo Federal, atra
vés do III PBDCf [1], recomenda expressamente o "estudo 
da influência do grau de hidratação do álcool no desem
penho de motores" . 

O presente trabalho, mostra que para um motor VW-
1300, testado em condição de plena carga, o álcool que 
apresentou-se como sendo o melhor, sob o ponto de vista 
de consumo específico de combustível mínimo, ou seja, 
rendimento térmico máximo, possui um teor de hidratação 
bem s~erior ao do álcool vendido comercialmente hoje 
no Pa1s . O Conselho Nacional do Petróleo estabelece 
que o teor alcoólico deste álcool deve estar compreendi 
do na faixa 92,60 a 93,8o INPM. -

OBJETIVOS 

Após uma exaustiva fase de testes do motor VW-1300 
com taxa de compressão ~ixa em 9,0 : 1, optou-se pela 
elevação desta para o valor de 10,0 : 1. Naturalmente, 
tinha-se a expectativa de conseguir-se alguma melhora no 
que diz respeito ao rendimento térmico apresentado pelo 
motor. Devido a tal expectativa, procurou-se concentrar 
os testes em dinamômetro, naqueles combustíveis , que me 
lhor tinham se apresentado na fase inicial, ou seja, ?1 
cool em torno de 880 INPM. -

Ressalta-se o fato que, para cada teor de hidrata 
ção e velocidade angular (rpm) de teste procurava-se o~ 
timizar o motor, de modo a maximizar a eficiência térmi 
ca do mesmo. 

REVISAO BIBLIOGRÁFICA 

Constatou-se a quase que completa inexistência de 
trabalhos efetivamente publicados nesta área específica 
de pesquisa, ou seja, a utilização de álcool altamente 
hidratado em motores de combustão interna . Assim, dis
põe-se apenas de algumas poucas afirmações a respeito 
do assunto, das quais destacam-se as de Stumpf [2], 
Penido F9 [3] e Kirik [4]. 

Kirik [4], de forma discordante a Stumpf [2] e 
Penido F9 [3], afirma que Carbonaro em 1942, na França, 
mostrou que misturas de água-álcool, até o limite de 20% 
de hidratação, podem ser utilizados como combustível de 
motores de combustão interna, sem que ocorra decréscimo 
no desempenho dos mesmos . Entende-se por desempenho de 
um motor a potência desenvolvida pelo mesmo e seu res
pectivo consumo de combustível. Ainda segundo as afir
mações de Carbonaro, a parcela de água contida noálcool 
hidratado em nada contribui na energia química entregue 
ao motor. Deste modo, o consumo total (álcool+ água), 
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cresce linearmente com o percentual de água contido pe
lo combustível . No entanto, há uma redução do calor r e 
jeitado pelo motor, pois há uma contribuição significa~ 
tiva no resfriamento do mesmo que é dado pela própria 
água contida no combustível. 

O M01DR 

Conforme já mencionado anteriorment e , utilizou-se 
basicamente um mot or VW- 1300 para a realização do pre
sente trabalho. Tal motor foi montado com um "kit",mar 
ca COFAP, modelo K-3234 . Para elevar- se a taxa de com~ 
pressão foi realizado o conveniente rebaixamento dos ca 
beçotes . Admitiu-se um erro máximo de 1% na taxa de com 
pressão individual de cada cilindro em relação ao valor 
nominal . 

Após uma rigorosa medição dos diversos parâmetros 
envolvidos na determinação da taxa de compressão foi 
constatado que o motor encontrava- se em condições de ser 
ensaiado. Mediu- se ainda a "compressão máxima", assim 
como foi realizado o "teste de vazamentos", com o motor 
a quente (Óleo do cárter a 7SOC) . Os resultados estão 
apresentados na Tabela 1. 

Tabela 1. Características Básicas do Motor 

j Taxa de Compressão Nominal: 9,0 : 1 
__ J 

Taxa de Compressão 
Cilindro N9 Compressão Erro Máxima (psi) Vazamentos 

1 9, 05 +0,56% 150 3% 

2 9, 05 +0,56% 150 3% 

3 8,91 -1 , 00% 160 3% 

4 9,00 0,0% 160 4% 

Taxa de Compressão Nominal: 10,0 : 1 
'" '' 

Taxa de Compressão 
Cilindro N9 Compressão Erro Máxima (psi) Vazamentos 

1 10,06 +0 , 6% 180 4% 

2 10,04 +0 , 4% 175 4% 

3 1 o ,os +0,5% 175 4% 

4 1 o ,02 +0 , 2% 175 4% 



242 

Sistema de Ignição . Todo o sistema de ignição do 
motor, assim co100 as regulagens do mesmo, foi mantido 
inalterado em relação às especificações do fabricante 
para o motor "standard" a gasolina, exceto as velas de 
ignição. Para o motor em teste foi utilizado um jogo 
de velas da marca NGK, modelo BP 7 HS . 

Sistema de Carburação. Foi utilizado o mesmo sis 
tema de carburaçao dUpla adotado na primeira fase do -
projeto . Tal sistema, constitui-se basicamente de dois 
carburadores da marca SOLEX, modelo H 32/34 PDS I-3,com 
os seguintes parâmetros: 

- "gigleur" de marcha lenta: 52,5 
- "gigleur" corretor de ar: 100 
- "gigleur" principal: variável (115 a 170) 
- venturi: variável (19,5 a 23) 
Ressalta-se o fato que para simplificação do pro

cedimento dos testes para a otimização do motor ao com
bustível, os demais sistemas auxiliares dos carburado
res foram eliminados , excetuando-se o injetor que não 
fornece qualquer influência sobre o motor ensaiado a ro 
tação constante. -

Coletores. Para o sistema de admissão da mistura 
ar-combust1vel-água, foram utilizados coletores fundi
dos em alumínio. Quanto ao sistema de descarga dos ga
ses de combustão, este foi mantido inalterado em rela
ção ao sistema adotado pelo fabricante do motor (VW). 

PROCEDIMENTO DOS TESTES 

O passo inicial de um determinado ensaio consis
tia na obtenção da mistura água-álcool com o teor de hi 
dratação desejado. Para os testes realizados comálcool 
abaixo do 93,80 INPM, adicionava-se água, previamente 
destilada, a este álcool . Ressalta-se a ausência de 
qualquer percentual de gasolina nestas misturas água
alcool que foram utilizadas como combustível nos testes. 

A determinação do teor de álcool das diversas so
luções foi realizada através de um Densímetro, marca 
FISHER SCIENTIFIC, cuja menor graduação de leitura de 
sua escala corresponde a 0,01 g/cm3 e das ·~abelas de 
Redução de Massa Específica e Volume de Álcool Etílico 
e Água" (INPM) [ 5] • 

Os ensaios de dinamômetro foram realizados com o 
motor na condição de plena carga (borboleta dos carbura 
dores completamente abertas) e em três velocidades angu 
lares (eixo de manivelas) distintas (2000 ,3000 e 4000 rpffi), 
segundo a norma MB-372 da ABNT [6]. 

Fixados o combustível utilizado e a velocidade an 
gular do teste, o procedimento de otimização do desempe 
nho do motor, obedecia o seguinte critério: -
1) otimização prévia do avanço da centelha de ignição; 
2) otimização da mistura ar çanbustível (carburação); 
3) otimização final do avanço da centelha de ignição. 

Uma vez constatado que o torque desenvolvido sem
pre manteve-se acima dos valores relativos ao motor a 
gasolina, tal parâmetro tornou-se irrelevante no julga
mento do desempenho do motor. Deste modo, o fato funda 
mental de tomada de decisão quanto a otimização do mo-
tor foi o consumo específico de combustível apresentado 
pelo mesmo. Assim, variava-se o avanço (nunca varia
ções superiores a 20) ou a condição da mistura ar-com
bustível, buscando-se, sempre, pontos de mínimo consumo 
específico de combustível , ou seja, o máximo rendimento 
térmico do motor para a dada condição de ensaio (combus 
tível/ rpm). -

REDUÇÃO DE DADOS 

Os parâmetros Potência Efetiva Bruta (WJ, Consumo 
Específico de Mistura (sfc) e Consumo Específico de 
Álcool Puro são obtidos através das equações (1), (2) e 
(3) respectivamente . 

Tn 
w = 716) 2 ) (1) 

onde: T - torque (momento de força) dado em kgf.m 

n - velocidade angular do eixo de manivelas dada 
em rpm 

W - potência efetiva bruta obtida em CV 

sfc 1000 ~ 
w 

(2) 

onde: m - consumo de mistura dado em kg/h 
sfc - consumo específico de mistura obtido emg/ (C.V .h) 

sfc (álcool puro) 
0 INPM 

sfc · 1õlJ ' (3) 

onde: 0INPM é a percentagem entre a massa (peso) de ál
cool puro e a massa total da mistura água
álcool [5]. 

A definição de rendimento térmico (n) fornece: 

w 
(4) n =-

Qf 

onde : Qf - taxa de fornecimento de calor através do pro 
cesso de combustão -

Deste modo, considerando-se o poder calorífico in 
feriar Çpci) do etanol (anidro) obtem-se, para o rendi~ 
menta termico (percentual) apresentado pelo motor, a se 
guinte expressão: -

100 
n = pc1 . sfc (5) 

O valor do poder calorífico inferior utilizado no 
presente trabalho, tanto para o álcool anidro quanto pa 
ra a gasolina foram os seguintes [2): -

Álcool anidro: pci 

Gasolina: pci 

RESULTADOS 

o) 00997 cv .h 
g 

0,01636 CV.h 
g 

(6) 

(7) 

Os resultados apresentados a seguir (Figuras 1, 2, 
3, 4 e 5) mostram o resumo da otimização efetuada sobre 
o motor VW-1300. As tabelas com os resultados comple
tos podem ser encontradas nas referências [7] e [8]. 

A primeira constatação diz respeito ao 'momento de 
força" (torque) desenvolvido pelo motor. Este mantem-se 
constante independentemente do teor de hidratação do ál
cool. Verifica-se ainda que, o aumento da taxa de com
pressão induz um pequeno ganho neste parâmetro. Compara 
tivamente ao torque fornecido pelo motor a gasolina [9J, 
o ganho é ainda mais significativo . Uma das principais 
razões para a ocorrência deste fato é que no motor a ál
cool, utilizou-se o sistema de dupla carburação, enquan 
to no motor padrão a gasolina é adotada a carburação -
simples. Deste modo, a "eficiência volumétrica" do mo
tor testado é consideravelmente maior. Ressalta-se ain 
da, o valor bastante baixo da taxa de compressão (6,8:~ 
do motor a gasolina. 

Naturalmente a elevação do 'momento de força",con 
forme mencionado anteriormente, para o motor com taxa -
de compressão de 10,0 : 1, acarreta em uma maior ·~otê~ 
cia" desenvolvida por tal motor. Este fato pode ser com 
provado na Figura 1. 

Ressalta-se o fato que um maior teor de hidrata
ção do álcool não acarreta em queda da ·~otência" desen 
volvida pelo motor. Conforme pode ser verificado na FI 
gura 1, esta mantem-se constante independentemente do
teor de hidratação do álcool e com valores sempre mais 
elevados que os relativos ao motor a gasolina, principal 
mente nas rotações mais altas. Nas rotações de 3000 e-
4000 rpm tal ganho foi de 22 e 27%, respectivamente, 
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Figura 1. Influência do teor de hidratação na Potência 

em relação ao motor padrão a ~asolina [9] para o motor 
a álcool com taxa de compressao de 10,0 : 1. 

Observando-se o "consumo de mistura água-álcool" 
(em função do teor de hidratação (Figura 2)), pode-se 
constatar o seguinte fato: a elevação da taxa decompres 
são acarretou, em termos médios, um decréscimo deste -
consumo, para todas as rotações de teste. 
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0 INPM 

Figura 2. Influência do teor de hidratação no consumo da 
mistura água-álcool 

Quanto ao motor operando com taxa de compressão 
9,0 : 1, nota-se una estabilidade do consumo da mistura 
até um teor de hidratação de 12%. A partir deste ponto, 
constata-se um crescimento acentuado principalmente nas 
rotações mais elevadas. 

80 85 90 95 
0 INPM 

100 

Figura 3. Influência do teor de hidratação no consumode 
combustível 

O comportamento do consumo de combustível (somen
te a parcela de álcool) em função do teor de hidratação 
está apresentado na Figura 3. Verifica-se que para o 
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motor com taxa de compressão de 9,0 : 1 existe um ponto 
de mínimo censumo em torno do álcool aso I~. 

Em relação ao motor com taxa de compressão de 
10,0 : 1, consta-se um decréscimo deste consumo de com
bustível para combustíveis mais hidratados. 

Conjugando-se os efeitos de maior potência e um 
menor consumo de combustível é de se esperar um ponto de 
mínimo no consumo específico de combustível. Tal ponto 
aparece claramente para um álcool em torno de aso INPM, 
para o motor com taxa de compressão de 9,0 : 1 conforme 
pode ser visto na Figura 4. A elevação da taxa de com
pressão mostra que para um álcool mais hidratado (cerca 
de 84° INPM), consegue-se obter resultados ainda melho
res. 

a:i 
~ o 
() 

UJ 
o 
a.: 
(/) 
UJ 
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z 
8 

3(1) 
TAXA 19---.-----/ -

... ,_.. ... 

-~;~rpm 
80 85 900 INPM 

Figura 4. Influência do teor de hidratação no consumo 
específico de combustível 

Comparando-se o consumo específico do motor a ál
cool (840 INPM) desenvolvido para a taxa de compressão 
mais elevada, com o do motor a gasolina padrão [9),cons 
tata-se que os valores estão bastante próximos. Especi 
almente a 2000 rpm tem-se 300 g/CV.h para o motor a ga~ 
solina enquanto, no presente trabalho, obteve-se o va
lor de 28S g/CV.h para o álcool 84° INPM, ainda que pe
se o menor poder calorífico do álcool [2]. 

80 85 90 OINPM 95 100 

Figura S. Influência do teor de hidratação no rendi
mento térmico 

Naturalmente, tais fatos induzem ao ponto básico 
do presente trabalho: consegue-se obter um rendimento 
térmico significativamente maior para os motores a ál
cool altamente hidratado, conforme pode-se verificar na 
Figura S. 

Novamente comparando-se o motor desenvolvido (ta
xa de compressão 10,0 : 1 e álcool 84° I~ com o motor 
padrão a gasolina, a 2000 rpm por exemplo, verifica-se 
rendimentos térmicos de 34,6% e 20,4%, respectivamente. 
Em outras palavras, obteve-se um ganho de 70%. 

O próximo passo a ser dado dentro desta linha de 
pesquisa, consiste no levantamento dos pontos, para um 
álcool na faixa de 80° INPM. Deste modo, será possível 



244 
traçar-se as "curvas" (e não, simples retas) e, simulta 
neamente, visualizar-se melhor o desempenho do motor, -
com taxa de compressão de 10,0 : 1, em função do teor 
de hidratação do álcool. 

Assim, a expectativa atual, para o motor VW-1300 
com taxa de compressão fixa no valor 10,0 : 1, é que o 
mesmo apresente o melhor ponto de rendimento térmico 
(máxima eficiência) para um álcool mais hidratado que o 
840 INPM. 

CONCLUSOES 

Naturalmente, o presente trabalho não atingiu es
tágio final do projeto mais amplo, cujo principal obje
tivo é a obtenção do "Teor de Hidratação Otimo do Ál
cool EtÍlico" para utilização como combustível de moto
res de combustão interna do tipo Ciclo Otto. 

No entanto, os resultados apresentados mostram a 
obtenção de rendimentos mais elevados para as soluções 
mais hidratadas . 

Os resultados obtidos, até o presente momento, in 
dicam uma elevação significativa da eficiência térmica
do motor VW-1300, quando se compara o álcool 840 INPM 
com o 930 INPM, que está dentro da faixa de especifica
ção do CNP. A importância destes resultados, ainda pre 
liminares, reside em dois pontos básicos: -
1) Está-se "queimando" álcool (puro), que se encontra 

misturado com um percentual de água relativamente e
levado (16%), com uma eficiência maior. Em outras 
palavras, o aproveitamento energético da parcela de 
álcool é melhor. 

2) Os custos de produção de um álcool com teor de hidra 
tação mais elevado são menores, pois além do decrés~ 
cimo do consumo de energia no processo de destilação, 
o investimento inicial na usina também é reduzido. 

Destes dois pontos básicos e fundamentais pode
se, imediatamente, obter as seguintes conclusões: 
1) Utilizando-se um motor mais eficiente com um combus

tível de menor custo, haverá uma redução do custo do 
km rodado do veículo. 

2) A produção de um álcool com um teor de hidratação 
mais elevado, e utilizado com uma maior eficiência, 
acarreta em um acréscimo na capacidade de atendimen
to à frota de veículos a álcool sem que haja necessi 
dade de aumento de produção de matéria prima do com~ 
bustível (cana-de- acúcar, por exemplo). 

3) O único ponto desfavorável, sob o ponto de vista eco 
nômico, na utilização destas misturas água-álcool al 
tamente hidratadas, está relacionado com o aspecto
transporte. Para um determinado volume, está-se 
transportando uma menor quantidade de energia, pois 
o poder calorífico da água é nulo. No entanto, tem
se o sentimento que este ponto desfavorável é pouco 
significativo quando comparado com os dois primeiros 
itens. 

Não obstante os resultados já obtidos com o mo
tor VW-1300, operando a plena carga, utilizando estas 
misturas água-álcool altamente hidratadas como combustí 
vel, tem-se consciência dos vários problemas que ainda
não foram analisados, como: 

- partida "a frio"; 
- "dirigibilidade de um veículo com este motor. 
Por outro lado, se o aumento da taxa de·compres

são trouxe alguma melhora na eficiência do motor a ple 
na carga, é de se esperar melhorias significativas da
mesma em cargas parciais.· Deste modo, é necessário o 
início dos testes do motor nestas condições. 

Há de se considerar ainda, que um motor arrefeci
do a água e de concepção mais moderna que o VW-1300, 
certamente permitirá a utilização de taxas de compres
são bem ~ais elevadas . Assim, é de se esperar o ganho 
de alguns pontos percentuais na eficiência térmica des
tes motores . Logo, este é um outro flanco do projeto 
que merece pesquisas bastante intensas. Naturalmente, 
tais pesquisas demandam tempo e elevados recursos finan 
ceiros. 
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INTRODUÇÃO 

Algumas literaturas técnicas III, I 5I e 

IBI descrevem o sistema afogador, como um dis 

positivo que tem a finalidade de aumentar a 
quantidade de combustível na mistura para fa 
cilitar a partida a frio, principalmente em 
dias mui to frios . Carburadores antigos que não 

dispunham deste sistema possuíam uma alavanca 

que agia sobre a boia fazendo a inundação do 
coletor de admissão com o combustível. 

Observações cotidianas em trabalhos com 
motores a gasolina e a álcool nos levaram a 

questionar a validade das afirmações do pari 

grafo anterior. Nos motores a gasolina, quan 

do derrama-se um pouco de combustível pela b~ 
ca do carburador ou injeta-se combustível com 

rápidos golpes no acelerador, nota-se que a 
partida a frio fica mais fácil. Contudo,o me~ 
mo não se observa nos motores a álcool. Se a 

riqueza da mistura fosse a explicação para pa!_ 
tidas mais fáceis o fato aconteceria tanto p~ 
ra gasolina como para o álcool etílico . 

Os estudos desenvolvidos mostram que a 

riqueza da mistura tem realmente alguma infl~ 
ência na partida de motores movidos a combus 

tíveis compostos tais como a gasolina e nenh~ 

ma importância para substâncias puras como o 
álcool. Porém, a principal colaboração dada 
pelo sistema de afogador é a redução da pre~ 

são no coletor, propiciando maior taxa de va 

porização do combustível . 

PRESSÃO NO COLETOR DE ADMISSÃO 

A pressao no coletor de admissão no mo 
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menta da partida sem o acionamento do afogador 

e aproximadamente 1 atmosfera. 

Quando o sistema afogador é acionado, a 
pressão no coletor deve cair . Porém, medidas 

efetuadas com alguns carburadores mostraram a 
existência de séries de carburadores cujo af~ 
gador é tão ineficiênte que nenhuma queda de 
pressão no coletor foi observada . Nos carbur~ 

dores com afogadores mais eficazes foram obse!_ 
·vadas pressões no coletor da ordem de 0,68atm 

(10 psia). 

Um afogamento perfeito, por exemplo,fei 
to com a mão sobre o carburador dá pressões 

da ordem de 0,54 atm (7,9 psia) . 

INFLUENCIA DA PRESSÃO NO COLETOR 

Nos motores que queimam uma mistura uni 

forme de vapor de combustível e ar, a razão 

entre a massa de vapor de combustível e massa 
de ar (VA) , não deve ser inferior a cerca de 
0,5 vezes a razão combustível - ar(CA) estequi~ 

métrica para ignição satisfatória e propag~ 

ção da chama, Taylor 171. Desta forma, a vol~ 
tilidade do combustível deve ser suficiente 
para dar pelos menos essa razão (VA) no ins 

tante de ignição em todas as condições de op~ 

ração, inclusive na partida. 

Para estudar o processo de carburação 

no coletor de admissão pode-se considerar uma 
dada massa de combustível lÍquido introduzida 

em certo volume de ar com determinada pressão, 

e temperatura . Tendo sido introduzido o com 

bustível, inicia-se a evaporação e tendo tem 
po suficiente o processo continuará até um po_!! 
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to de equilíbrio. 

Normalmente, embora a pressão no coletor 

de admissão seja da orgem de 1 atm. a pressão 

de vapor de combustível é apenas uma fração 

da pressão total. E de acordo com a lei de Da.!_ 

ton, a temperatura de evaporação corresponde 
não a relativa a pressão total da mistura e 
sim aquela correspondente apenas a pressão 

parcial do vapor de combustível, Maleev 141. 
Observe-se que a propriedade medida ê a pre~ 

são total no coletor de admissão. 

Considerando a validade da equação de 
estado dos gases ideais tanto para a vapor do 

para o vapor de combustível, 

Pv v 
v 

(m /M ) • R • T 
v v 

(1) 

e para o ar, 

onde: 

Pa . Va (m/Ma) . R. T ( 2) 

Pv 

Pa 

v v 

ma 

Ma 

pressão parcial de vapor do combus 

tível. 

pressão parcial do ar. 

v a v 
m 

volume ocupado pela mistu 
ra. 

massa de ar. 

peso molecular do ar. 

m = massa de vapor de combnstível. 
v 

Mv 

R 

T 

v 

VA 

p 

peso molecular do combustível. 

constante universal dos gases. 

temperatura da mistura. 

volume total ocupado pela 

= v = v . 
mistura 

v a 

razão vapor do combustível/ar, 

/ma 

pressão no coletor de admissão 

Pa + Pv· 

mv 

A razão da massa de vapor do 

vel para a massa de ar ê, 
combustí 

m 
v 

ma 

VA 

Mv . Pv . V/R . T 

Ma . Pa • V/R . T 
(3) 

M v . Pv (4) 
M (p - pv) a 

da reação de oxidação do álcool, 

C2H50H + 30 2 + 3(3,76) N2 ___.2C0
2 

+ 

+ 3H 20 + 11,2N2 ( 5) 

tira-se a reazão combustível-ar (CA) estequi~ 

métrica, 

CA massa de combustível 
massa de ar 

(6) 

CA 2(12) + 6(1,008) + 1(16):;;.!.. 

13 + 3 (3,76) 1 28,97 9 

considerando a afirmativa de Taylor quanto a 
razão VA, 

0,5 . (1/9) 
46 . Pv 

(8) 29 • (p - P) 

O ,035024 (p - Pv) Pv (9) 

sendo a pressão no coletor de admissão 1 atm 
no momento da partida sem afogador, 

0,035024 (1 - pv) Pv (lO) 

Pv 0,03384 atm ~ - o,s psia (11) 

Reid and Smith 161 desenvolveram o di~ 

grama pressão-entalpia relacionando aspropri~ 
dades do etanol e suas fases. 

Reid and Smith 161 desenvolveram o di~ 

grama pressão-entalpia relacionando aspropri~ 
dades do etanol e suas fases. 

Do diagrama pressão-etalpia de Reid e 
Smith, para a pressão de 0,5 psia temos a te~ 

peratura de saturação igual a aproximadamente 
52° F (11° C). 

Em um motor afogado que na partida a 

pressão do coletor cai para 0,68 atm (10 psi~ 
a pressão de vapor cai para 0,023 atm (0,34 

psia) que corresponde a uma temperatura de s~ 

turação de 42° F (5,5° C). Para um afogador 

que, instantaneamente, reduzisse a Rressão p~ 

ra 0,5 atm a pressão de vapor cairia para 0,017 

atm dando uma temperatura de saturação para o 

álcool etílico da ordem de 30° F (-1,0° C). " 
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v=~o 
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v:100 

T 

100 1~0 200 250 300 350 400 450 500 550 600 6~0 700 

ENTALPIA - BTU/ Lb 

Fig.l - Diagrama pressão-entalpia para o álcool etílico.Fonte Reid and Smith, 1955. 

A exatidão da afirmativa de Taylor qua~ 

to a razão VA pode ser constatada analisando 

o diagrama pressão-entalpia do álcool e consi 
derando a teoria que diz ser necessário a pr~ 

sença de combustível na fase vapor no fim do 

curso de compressão para ser processar a ignl 

ção. 

A relação de Taylor diz, 

VA 

VA 
CÃ 

0,5 CA 

m /m v a 
m /m c a 

m 
=-v

me 
0,5 

(12) 

sendo me a massa total do combustível forneci 
do pelo carburador e mv a fração que evaporou, 

esta relação coincide com a definição de tít~ 
lo x e embora não esteja grafado no diagrama 

de Reid e Smith é evidente que x 0,5 está 

nas proximidades da isoentrópica S = 0,42 pa 

ra Pv = 0,5 psia. 

Considerando a pressão total no cilin 

dro no fim do curso de compressão de um motor 
a etariol com taxa de compressão 11:1 dado por, 

P2 
(13) 

P2 1 X (ll)J.. 4 
P2 28,7 atm 

(421,9 psia) 

fazendo p 2 = p na equação 9, tem-se Pv = 0,97 

atm (14,27 psia). Sendo a compressão um pr~ 

cesso isoentrópico pode-se seguir a isoentró 
pica S ~ 0,42 de p = 0,5 psia até pv 14,27 

psia e observa-se que o título não se altera 

significativamente. Se o título fosse x = 0,1 
por exemplo, no final do curso de compressão 
o álcool estaria em fase de lÍquido comprimi 

do e neste estado certamente não entrariam em 

combustão. 

INFLUENCIA DA RIQUEZA DA MISTURA 
VA v ,.A' v 

7 J v .... / 
VA/CAnt. 

I I y .,, 0,14 
.o 

f I / ~\. v 
/1 e, I /: 

ilj J v I 
i 7 / .!~' l.dJ..--"' 

0,12 

0,10 

t7 7 / v 
'fi; v v #I. - -!, 11-7 '7" -::!•'!!"~t:;: 

/ 

IJÍ / / ...-v ~ 

t ~ 
v /.. 'Limite_po~ ~ ~I ~ ·- v -,;::;- -~ v - ~ 

0,08 

0,06 

o 

0,5 

~ A c::::: ;......-

t. ;;::;- ....... , 
y 

I 
0,10 0.20 IUO CA 1 t . 

2 
CA 1 t . 

3 4 

F~ : 
CAest. 

Fig:2- Relações VA versus CA para gasolina,l atm 
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A figura 2 é o resultado dos ensaios de 

destilação de uma gasolina típica pelo método 

EAD . Nota-se nestas curvas a grande influência 

da razão combustível-ar (CA) sobre a razão v~ 

por-ar em qualquer temperatura. Quanto 
rica a mistura maior é a razão VA. 

mais 

Para combustíveis de simples constitui~ 
te como o álcool as linhas de temperatura con~ 

tante apresentam-se paralelas ao eixo CA devi 
do ao fato da composição das fases lÍquidas e 

gasosa permanecer inalterado durante o proce~ 

so de evaporação. Assim, diferentemente da g~ 
solina a razão VA para cada temperatura é con~ 
tante não dependendo da riqueza da mistura. 

CONCLUSÃO 

A análise da equação (4) mostra que p~ 

ra o álcool etílico a 1 atm de pressão total 

não se obtém uma mistura de queima abaixo de 

11°C. A diminuição da pressão total aumenta a 

razão vapor-ar e fornece uma mistura de quei 
ma a temperaturas mais baixas. 

Sugere-se melhorar os afogadores dos m~ 
tores a álcool para uma maior redução de pre~ 

são no coletor no instante da partida. Uma 
pressão no coletor de 0,5 atm. é suficiente 

para propiciar uma mistura de queima a -1° C 
em motores a álcool etÍlico. 

O aumento da razão álcool-ar nao eleva 

a razao vapor de álcool-ar e portanto,enriqu~ 
cer a mistura na partida de um motor a álcool 

não traz vantagem alguma. 

Diferentemente, os motores a gasolina 

sao beneficiados na partida tanto pela volati 

lidade a baixa temperatura quanto pela red~ 

ção da pressão no coletor e pela consequente 

elevação da razão gasolina-ar quando o afog~ 

dor é usado. 

A adição de substâncias mais voláteis 

no álcool etílico melhoraria consideravelmen

te a partida e a dirigibilidade durante o aque 
' -

cimento nos motores a álcool quebrando a úni 

ca inconveniência que ainda persiste nos veí 

c.ulos a álcool . 

A tabela a seguir fornece a influência 

da adição de éter dietÍlico (C 4H10o), Acetona 

(C 3H60) e isoctana_ (C8H18 ) no ·'- álcool etílico. 

Esta adição é expressa em percentagem por vo 

lume. 

TEMPERA1URA 10 5 -1 
DE PARTIDA, °C 

-7 -12 -18 -23 - 29 

"E TER - 2 4.7 8 12 16.3 21 25.7 31 
ACETONA 6 15 31 
ISOCTANA 2.3 6.2 14.3 33 .....__- .. -

Fonte: L.C. LICHTY - Internal combustion en 
gines, 1951. 
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SUMARIO 

E4te. tlla.balho mo&.tlta o4 óUYLdame.n.to4 te.Õ.ti.co4 da. opvux.ç.ão e. 04 Jtuulia.do4 obü.-
do4 com um 4-Ú>te.ma. pa.Jta. bombe.io de. ãgua. de. um novo tipo. A bomba. con4~te. numa. má-
quina. de. combu4.tiio e.x.te.Jtna. que. opvux. e.m um úcto te.Jtmocü.nâm.i.co bMe.a.do no úcto de. 
S:túrLú1g. Aqu-i. 4ão mo4tlla.do4 04 Jtuulia.dM obt.i.do& com um pJtOtõü.po opvux.ndo e.ntlte. 
a.4 te.mpelt.a..t~ de. 300 e. 365 K. Sob U4M concü.ç.õu de. .tute., o 4-U.te.ma. a.p!Lue.ntou 
um Jte.ncü.me.nto me.cü.do de. o, 8% e. uma. ai;tuJta. de. ca.Jtga. de. a.te 11 o k.Pa.. 

INTRODUÇÃO 

Os sistemas ténni ros de combustão externa de bai 
xa temperatura, estão sendo atualmente objeto de pes 
quisa, pois são de construção sinq:>les e apresentam a 
grande vantagem de poderem utilizar qualquer tipo de 
combustível. Tais sistemas apresentam um rendimento 
térmico bem menor que os rendimentos normais dos mo 
tores de combustão interna. Computando-se entretanto 
os rendimentos em relação ao poder calorífico do com 
bustível na forma primitiva não beneficiado, os ren 
dimentos finais se equivalem para ambos os sistemas [lf. 

As vantagens dos sistemas térmicos de combustão 
externa e a possibilidade do uso da energia solar 
rotivaram a realização deste trabalho. Consideramoas 
disponibilidades energéticas do NE do Brasil bem como 
as condições econômi cas e tecnológicas, optou-se por 
um sistema de bombeio simples que opera em um ciclo 
termodinâmico baseado no ciclo de Stirling, utilizan 
do uma fonte quente de baixa temperatura e como fonte 
fria a própria água bombeada. 

CICLO TERMODINÃM!ill TEORICO 

O ar atmosférico, utilizado como fluido de traba 
lho está a baixa densidade e bem acima do ponto cri ti 
co, tendo comportamento próximo ao dos gases perfeitos, 
de forma que segue com boa aproximação as leis Boyle 
e Charles. Os gráficos que representam o ciclo em es 
tudo nos diagramas PxV e TxS, estão na figura 1 e 
2. Passando a una descrição de cada etapa do ciclo t~ 
mos: 

Etapa 1-2: IsobáricD. A pressão correspondente 
ã altura dã columa lÍquida de recalque Hr vezes o peso 
específico do fluído a bombear Yag= 

pl =H y r· ag 

Pl = P2 

(1) 

(2) 

as temperaturas entre os pontos 1 e 2 dependem da pres 
são atnx>sférica, Patm• e da temperatura ambiente, Ta-:
e sao: 

T 
a 

(3) 

T = ~ (4) 
2 v1 

o calor absorvido durante o processo Q(l-2) e dado 
pela variação de entalpia da massa de a1· M: 

(5) 
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e a variação de entropia, t:, S, sendo dada pelo produto 
do ·calor específico a pressão constante, ep,vezes o lo 
garít~ da taxa de compressão, r, que ê a relação en 
tre os volumes do fluido nos pontos l e 2. 

(6) 

Etapa 2-3: Isócora. A pressão final do processo, 
P3, corresponde ã diferença entre a pressão a montante 
do sistema, Paf. dada pela altura de afogamento,Haf e 
a pressão de ruptura da vâl vula de aspiração, Pv, sen 
do: 

Paf = Haf. Y ag 

P3=Paf- pv 

a temperatura final da etapa, r 3, é dada por: 

T3 = ~. T2 
2 

(7) 

(8) 

(9) 

sendo o calor rejeitado, Q(2-3)· função do calor esp~ 
cífico a volume constante, Cy: 

(lO) 

e a variação de ·entropia correspondente a: 

A5(2-3) = Cv ln ~ (ll) 

Etapa 3-4: Politrópico. A pressão final corres
ponde a pressao de afogamento, Paf, sendo: 

Paf = P4 = P3 (~) n (l2) 

e a temperatura final do processo, T 4, e: 

n-1 
r4 = r3(~) 

a troca de calor Qi3-4) nesta etapa ê: 

C ( T ) + P4T4 - P3T3 
Q(3-4)= M v T4- 3 n- 1 

e a variação de entropia corresponde a: 

S = C 1 p3 + C ln '\.'1 (3-4) v n P4 p V4 

(13) 

(14) 

(15) 

Etapa 4-1: Isócora. Finaliza o ciclo, sendo a 
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temperatura final, T1, 

Tl = T4 

da etapa igual a: 
pl 
p4 

o calor absorvido no processo e: 

Q(4-l) = M Cv (Tl-T4) 

e a variação de entropia obtida por: 

,. 

- !l 65(4-1) - cv ln P4 

Figura 1. Ciclo teórico no diagrama PxV. 

T 

• 

Figura 2. Ciclo teórico no diagrama TxS. 

(16) 

(17) 

(18) 

A altura útil de elevação ou altura de bombeamen 
to corresponde à diferença entre a altura de recalque 
~ a artura de afogamento sendo: 

H = Pl - p 4 -. ' J_ ' L .... 1" I f (19) 
u pg +' ~ .. -' 

fazendo r = Y2/V1 = V3/Y4 que ê a razão volumétrica 
ou taxa de compressão e substituindo-se os valores de 
P1 e P4 dados por (3) e (16) e usando (4) e (13) che 
ga-Se, após algumas simplificações a: 

H = ~ .!. -CT2-T3rn) 
u Ta r pg (20) 

- I Uma expressao para este mesmo fim, foi desenvolvi 
da por Kolin [ 2] , para o ciclo de Stirling: 

r = 1 + r~bo ' (21) 

A equação (21) fornece uma razão volumétrica em 
função da diferença de temperatura disponível e embora 
tenha sido desenvolvida para o ciclo de Stirling,dá re 
sultados compatíveis aos obtidos através da equação(2TI} 

A figura 3 mostra diversos gráficos de Hu em fun 
ção da diferença de temperatura obtidas can a equa 
ção (20). -

Hl•l 

a• 

z~ 

1.1 

1.4 

1.1 

0.4 

o.z 

11 .. 41 •• • 71 • IT 1•'1 

Figura 3. Altura de banbeamento em função de liT pa-z:a 
Tfrio = 308 K, Ta = 300 K. para diversos va
lores da taxa de compressão (r) obtidos ccãil 
a equação (20). 

A energia útil do sistema correspondente a: 

Wu = Calor absorvido - calor rejeitado 
(22) 

desprezando-se a parcela de calor trocada durante o 
processo politrópico e substituindo em (22) as equa
ções (5), (17), (10), (4) e simplificando obterrrse o 
trabalho útil do ciclo: 

1 n-1 W = T
2

(C - C ) (1- -) + r3 C (1-r ) --- (23) 
u p v r v 
A figura 4 mostra diversos gráficos de Wu em fun 

ção da diferença de temperatura obtidos can a equação 
(23). 

O rendimento termodinâmico do sistema corresponde 
a: 

_ Energia Útil 
nt - Cãlor absorv1dõ (24) 

substituindo as equações (23) e (13) em~4)e simplifl 
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(2S) 
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Fi gura 4. Energia útil em função de 6T para Tfrio 
308K, Ta = 300K, para diversos valores da 
taxa de compressão (r) obtidos com a equ~ 
ção (23). 

A figura S mostra diversos gráficos de nt em fun 
ç~o da diferença de temperatura obtidos com a equ~ 
çao (2S). 
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Rendimento térmico em função de 6T com 
Tfrio = 308K e Ta = 300K, para diversos va 
lores da taxa de compressão (r) obtidos 
com a equação (2S). 

2Sl 

SISTEMA PROPOSTO 

Foi idealizado um sistema que consiste em um ci 
lindro motor com o diâmetro maior que a altura confor 
me visto na figura 6, tendo suas faces fechadas de for 
ma a constituírem as duas fontes térmicas do sistema.A 
parede que une essas fontes deve ser de tal modo que 
permita o menor fluxo de calor possível de uma fonte 
para outra. No interior do cilindro, um pistão deslo
cador movimentando-se entre as duas fontes térmicas, 
posiciona o fluido de trabalho, que preenche o cilin
dro, alternadamente junto à fonte quente ou à fonte 
fria. O aquecimento e esfriamento provocam a variação 
cíclica de pressão que no caso ê aproveitada para bom 
bear água. O ar que é utilizado como fluido de traba~ 
lho, impulsiona diretamente a água, que fica localiza 
da numa câmara de expansão cilÍndrica que se comunica 
com o cilindro motor . O movimento alternativo do des 
locador ê provocado pela variação do nível da água nã 
câmara de expansão onde flutua uma bóia que é ligada 
ao deslocador por meio de duas hastes concêntricas. Na 
parte superior do cilindro um imã permanente é usado pa 
r a reter o deslocador. lhn sistema de duas válvulas tra 
balhando abaixo do nível da água a bombear, permite o
preenchimento da câmara de expansão, e a ação de bom 
beio. 

Figura 6. 

.. 

Esquema de construção do sistema evidencian 
do as seguintes partes: A - cilindro motor; 
B - câmara de expansão; C - Pistão desloca 
dor; D - bóia; E - hastes; F - suporte do 
imã; G - imã; H - Fonte fria; I - fonte quen 
te; J - massa de ferro; L - válvula de re
tenção; M - válvula de retenção com pressãO 
de abertura reguiâvel. 

DIMENSIONAMENTO 00 SISTFMA 

O dimensionamento ê realizado observando-se o aco 
plamento termo-mecânic0 e as limitações físicas impo~ 
tas pelas temperatura5 ae fonte quente e fonte fria . 
A razão volumétrica, r, constitui a principal relação 
geométrica do sistema, devendo ser selecionada usando 
as figuras 3, 4 e S. 

. O Erotótipo testado_fo~ dimensi?nado visando à 
util1zaçao de uma fonte termlca de balXa temperatura , 
cerca de 36S K. Essa temperatura pode ser facilmente 
conseguida com o uso de coletores solares planos não 
seletivos. Para o resfriamento da fonte fria foi pr~ 



252 

visto o uso de água à temperatura ambientes, no ca 
so em torno de 300K. Levando-se em conta que àS 
temperaturas de trabalho ou temperaturas reais atingi 
das pelo ar no interior do sistema nunca chegam ate 
as temperaturas das fontes, foi estimada uma razão vo 
lumêtrica de 1,04. Com essa relação e com a quanti~ 
dade desejada de água a ser bombeada por ciclo determi 
na-se o volume do cilindro motor. Em seguida pode~ 
se dimensionar o deslocador e com o peso deste, as 
demais partes que compõem o sistema. 

As principais dimensões do protótipo montado sao: 
Cilindro motor 
D1ametro EXterno 
Diâmetro interno 
Comprimento 
Câmara de expansão 
Diametro externo 
Diâmetro interno 
Comprimento 
Pistão deslocador 
Diametro 
Comprimento 
Bóia 
D1ametro 
Comprimento 

RESULTAOOS EXPERIMENTAIS 

23,Scm 
2l,Scm 
9,Scm 

4,3cm 
4,0cm 

32,0cm 

2l,Ocm 
S,Ocm 

3,Scm 
l,Scm 

Apresenta-se na figura 7, as diversas vazões medi 
das para diferentes alturas de elevação . Durante os 
testes, o protótipo permaneceu com a fonte quente a 
uma temperatura média de 36SK e a fonte fria a 301 K. 
Foi utilizado um aquecedor circulador elêtrico para su 
prir a fonte quente. A freqUência de operação,variou 
entre 0,36Hz a 0,14Hz dependendo da altura de eleva 
ção. A potência -util foi de 0,2W e o rendimento me 
djo do ciclo de 0,008. 

0.8 

Figura 7. 

, 
CONCWSOES 

1.0 1.1 1.4 1.1 1.8 1 .0 2 .2 O I Kl/lftln I 

Altura Útil de elevação para diversas va 
zões medidas . 

O sistema proposto mostrou-se viável, tendo apre 
sentado resultados dentro das previsões teóricas. O 
baixo rendimento térmico obtido corresponde aos valo 
res normalmente atingidos por sistemas aJten1ativos 
que operam baseados no ciclo de Stirling [3) . Com 
a otiiDização do sistema e a inclusão de um regenerado~ 
ê possível melhorar o rendimento . Embora não tenha ain 

da sido tentado experimentalmente espera-se que a altu 
ra de elevação possa ser aumentada, bastando para istQ 
que se instalem vários sistemas em série atê ser atin 
gido a altura desejada. A baixa freqUência de opera 
ção ê uma conseqUência do lento processo de expansão ~ 
Este problema deve poder ser contornado com o aqueci 
mento ou o isolamento da cânara de expansão. A refr1 
geração foi realizada através de um fluxo de água de 
0,7 litros por minuto comprovando a possibilidade do 
sistema poder ser refrigerado com a própria água de 
bombeio. Observou-se uma tendência de diminuição na 
freqUência de operação, quando o sistema funcionou por 
mais de uma hora. Isso pode ser conseqUência de uma 
diminuição da massa de ar, que estando em contato dire 
to com a água está se dissolvendo na mesma. -

Para a continuação do trabalho está em estudo o 
~so de um diafragma a ser colocado na interface ar-
agua. 

REFERf.NCIAS • 
[1] Philemon, M. C. e Sobrinho, A.S.C. Protótipo de mo 

tor Stirling, III Congresso Brasileiro de Energia-;
pág. 860 . 

[2] Kolin, Ivo. Isothermal Stirling cycle engine. 
Rudarsko Geolosko Naftni Fakulted, Yugoslavia, 
1983, pág. 127. 

[3] Energy for Rural Development, National Academy of 
Sciences, Wasghinton, D.C. 1976, pág. 264 . 

SUMMARY 

ThM WO!tk. .6how.6 the theo!tet.i.c.al. 6oundaU.oYL6 an.d 
the expV!Á.merttai. 1tuuU.6 o btaA..ned w.i.;th a II.X:!.te!t pwnp-i.ng 
.6/jl>tem o6 a new IU.nd. The pu.mp c.oYL6..iAt.6 .út cm extelt
rtai. c.ornbUl>tion eng.úte that opeltatu ~rt a the!trnodyrta.m.i..c. 
c.yc.R.e bMed on the S:t.út.ling c.ycl.e . The.~te a/te .6hown 
he.~te the 1tuuU.6 o6 tut-6 pe!t6o!trned wdh a pttototype 
wolt/U.ng between the tempe.~tatultu 300 and 365 K. Unde!t 
thue tut c.on~oYL6 the .61J.6tem pttuertted a meMU!ted 
e66~~enc.y o6 0,8% an.d a rna~urn p!tUl>Uite o6 110 k.Pa. 



VIII COBEM- S. J. Campo s, SP (Dez. 1985) 

e 
SUMMARY 

Vup.ü:e. .the. e.x.te.YL6-i.ve. w.,e. oó domu:Uc. .60R..o.Jr. hea.;üng J.>yJ.>.teml.l , me.a.6Wte.me.nt6 o6 
peJt.óoJtmanc.e. (wh-i.c.h Me. .the. bM-i.J.> o6 ptte.cUe:ti..ve. du-<.gn me..thodJ.>) o6 .thue. J.>yJ.>.teml.l ha.ve. 
veJt.y J.>eldom be.e.n ob:.ta-i.ne.d. The. obje.Uve. o6 .th-i.J.> WOll.k -<.J.> .to c.on:br...i.bu..te. .to 6-<U.ing .th-i.J.> 
.ta.c.k o6 ne.e.de.d -<.rtóoJtmation by ptrov~ng data. a.bou..t .the. peJt.óoJtmanc.e. o6 a. wa..teJt. a.nd J.>pa.c.e. 
hea.;üng J.>oR..o.Jr. J.>yJ.>.te.m. The. .t;yJ.>.te.m Me.J.> a. J.>u.ba...tmoJ.>pheJL-i.c. pttUJ.>Wte. MR..o.Jr. c.oUe.c..tolt de.vel.
ope.d a..t .the. Un-i.ve.lt6ay o6 Iowa. - ÓOIL wh-i.c.h, 6-i_el.d me.MWte.me.nú o6 peJt.óoJtmanc.e. Me. e.x.tlte. 
mel.y J.>c.Mc.e.. The. e.xpvr-i.me.n.ta..e. ILUu..fA:J.> WeJt.e. c.ompMe.d wah .thoJ.>e. ptte.d-i.c..te.d by .the. F-ChaJL:t 
me..thod a.nd .the. Un-i.ve.!t6a.l c.u.Jtve. me..thod. 

INI'ROOOCI'ION 

During the early seventies, all the economies in 
the world were struck severelv by a sharp increment in 
the price of oil. The immediate reaction in all coun
t r ies, was the sarne; to reduce their dependency on 
oil, particularly imported oil. 

It can be said that, in general, the results 
justified the efforts; the majority of countries 
today consume comparatively-less oil than they did in 
the early seventies . New oil deposits have been found 
worldwide which now makes the supplies greater than 
the demand, consequently decreasing the price of oil. 

However, the menace still is there, sooner or 
later the supply of oil will be exhausted and this 
wi ll mean the collapse of a ·~rld which is designed 
to run on oil. "[1 J This is the reason why - despi te 
the actual "low" cost of oil - the search for 
renewable sources of energy remains as a formidable 
task that needs to be pursued. 

In the search for renewable sources of energy, 
humanity focuses most of its hopes on the sun. The 
ef forts to utilize solar energy have taken quite dif
ferent paths [2] but the results so far point to
ward the sarne conclusion: Solar energy seems unable 
to substitute oil in processes which consume "high 
qual i ty energy" (high tempera ture processes) (3J 
while it seems extremely attractive as a subst1tute 
for oil in processes consuming "low quality energy" 
(l ow temperature processes). 

Hot water and space heating for domestic pur
poses is a low temperature process in which solar 
energy can - and should - be applied, in order to 
save oil. This is especially true in the case of 
solar systems for water and s~ace heating which are 
economically attractive [4], L5] even now. 

ln order t o improve the methods of design, more 
data have to be collected from working systems - in 
the field. 1t is surprising that despite the exten
s ive use of domestic solar heating systems, meas
urements of performance (which are the basis of pre 
di ctive design methods) of these systems have very 
seldom been obtained r 6] ' [7] . . 

The objective o~ this work is to contr1bute to 
f i lling 'this lack of needed information by providing 
data about the performance of a water and space 
heating solar system, currently in operation in Iowa 
City, and collected during the period December 1982 
to May 1983. The data reported here become even more 
valuable by noting that the system uses a subatmos 
pheric pressure solar collector . - dev~loped at the 
University of Iowa [8] - for wh1ch, f 1eld measure
ments of per formance are extremel y scarce [9]. 

253 

DESCRIPTION OF THE SYSTEM 

The system being monitored is located in the 
city of Iowa City . This solar house was constructed 
in 1979 and its characteristics are shown in Table 1. 

Table 1 . Characteristics of Solar House 

Location : 
Heating area 
Distribution 

Iowa City (latitude N. 41.7°) 
195 m2 

2 floors; 4 bedrooms, 2 living 
rooms 

Heating System 1: Solar heating system 

Heating System 2: 

Heating System 3: 

Heating System 4: 

Purpose : Space and water heating 
Manufacturer : Pleiad Industries,Inc 

Auxiliary furnance 
Purpose : Space heating 
Energy source: Natural gas 
Efficiency : 60% 

Auxiliary water heater 
Purpose : Water heating 
Energy source: Natural gas 
Efficiency : 60% 

Fireplace 
Purpose : Space heating 
Energy source: Wood 
Efficiency: 40% 

Space set temperature : 18 .3°C. minimum comfort 

Hot water set temperature : 60°C 

Solar Heating System. The solar heating system 
can be class1fied as a Liquid-Type active system. It 
is clearly divided into three loops - collector, hot 
water, and space heating loops - with the storage tank 
as a common working place for all three. 

The collector loop is the heart of the system. 
It has the function of collecting solar energy, and 
transporting this energy to the storage tank. 

The collector loop operates in the following 
way: tVhen solar energy is available the control m~h
anism turns on the pumps which transport the work1ng 
fluid - water - from the bottom of the storage tank to 
the top of the collector. On its way down the col~ec
tor, the woter increases in temperature by extract1ng 
energy from the collector absorber plate . Once past 
the collector the water returns to the storage tank, 
where due to~ mixing process, part of the energy is 
relea~ed with the consequent increment in temperature 
- and energy - in the stored water. 

As the process continues, the water in the stor-
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age tank is continually increasing in temperature and 
therefore storing energy. The process will stop when 
energy can no longer be extracted by the water from 
the absorber plate in the collector - this is decided 
by a criterion of minimum temperature differences. At 
this point the control system will stop the pumps. 

The collector is a DFSP (Distributed Flow and 
Subatmospheric Pressure) flat plate collector array. 
This collector has been developed and tested at the 
Universi ty of Iowa [1 O] • 

The main characteristic of DFSP systems is the 
subatmospheric pressure existing in the collector 
itself. It is beyond the scope of this report to 
describe either the mechanism that creates and 
maintains the subatmospheric pressure or the detai ls 
of the collector's construction (this information can 
be found in other sources [a], (16], [11]). 1-bwever, 
some of the advantages that this design seems to pre
sent should be mentioned. Two parallel metallic 
sheets-one óf them with closely spaced projections
provide the flow passage; the pressure differential 
between that of the atmosphere acting on the outside 
of the surfaces and that of the fluid (subatmos
pheric) creates an inward force which holds the plates 
togther. This inward force provides structural stabil 
ity of the flow passage which results in material -
savings by allowing the use of very thin metallic 
sheets. As a result of the use of thin plates, the 
warm-up lesses are smaller than those found in conven
tional collectors. And finally, the flow geometry 
provides a more uniform lateral temperature distri 
bution than that found in conventional fin ana--tUbe 
panels [1 t]. ln conclusion, it is expected that from 
the DFSP design, a greater efficiency for a minimum 
of materiais with a consequent, comparatively lower 
cost will result. 

For the collector array under study in this 
report, the main characteristics are given in Table 2. 

Table 2. Characteristi cs of the DPSP Collector Array 

Type : 

Cover : 

Absorber Surface : 

Collector Gross Area 

Liquid (water) vacuum flow 
between sheets of 444 stain
less steel. 
Single cover of 548 Film 
Suprem -

Harshaw Metero-Black paint 

26.44 m2 

Collector Array Components: 9 panels (1.2m x 2.4m) 

Freeze Protection : 

Tilt : 

Orientation 
Shading : 

Automatic Drain-Down 

55 degrees 
Zero degrees from south 

Zero 
Collector Efficiency Data* 

a) FR(Ta)n 0.77 

b) FRUL 7.42 W/m2oc 

*Determined with a simulation computer program D3J 

ln order to store the energy when-
ever it is available and deliver it whenener it is 
needed, the solar house is provided with a storage 
tank - whose characteristics are given in Table 3. 

The collector loop is also provided with two 
small pumps connected in series to force the water to 
the top of the collector. Evaluations of the mass 
flow rate gave an average value of m = 0.5978 Kg/sec. 

A water-to-air cross-flow heat exchanger is used 
to distribute heat from the water in the storage tank 
to the air in the house for space heating. 

Table 3. Characteristics of the Storage Tant 

System : Water storage 
,.., ..... -, 

Capacity : 2950 lts 

Capacity Per m2 of Collector: 111.57 lts/m2 

Areas/Heat Transfer Resistance* (m2 . °C/Kw) 
a) Vertical walls: 2.67 m2 (each wall)/8814 

b) Bottom = Top : 1 .85 m2 /7050 

*From (9] 

Whenever there is demand of D.H.W. (domestic 
hot water), city water passes directly through a 
copper coil heat exchanger inside the storage tank, 
increasing its temperature while doing so. No con
trols are involved, therefore, the operation of this 
loop is only dependent on the demand of hot water. 

INSTRUMENTATION AND DATA AC~ISITION 

The thermal performance of the solar house is 
dependent on several parameters. The measurement of 
these parameters is therefore needed in order to eval
uate said performance as well as the contribution of 
each one of the heating systems to the total load. 

The diff erent variables being measured during 
the experiment were: inlet temp.to the collector, 

y outlet temp.from the collector, city water temp.supply 
(inlet to ht wtr loop), outlet temperature from hot 
water loop, f low rate in collector loop, f low rate in 
hot water loop, insolation, ambient temperature, tem 
perature inlet to the heating loop, parasitic electrTc 
consumption, and natural gas consumption. 

Several instruments were used for data acquisi
tion and processing. Some of these instruments are 
self-explanatory as is the case for the flow meters, 
and the data obtained fram them (each x period of 
time) is directly used for manual calculations. On 
the other hand, the readings f rom the temperature 
sensors and pyranometer, due to their time dependency, 
need to be processed by some continuously scanning 
instrumentas i s the case for the micrologger. 

The micrologger is a microcomputer. Once each 
10 seconds the micrologger samples the input signals, 
processes that data and stores the results in a pe~ 
nen t memory. 

The radiation available to the collector is 
measured with an Eppley black and white pyranometer 
mounted parallel to the plane of the collector en
su~ing that the radiation measured is that incident 
on the inelined surface of the collector. This in
strument is attached to the micrologger. 

The total volume of wood consumed during the 
season was computed anc distributed according to the 
Degree-day needs (which are directly proportional to 
the heating needs) for each month. 

Underground temperature was obtained from local 
sources. 

RESULTS 

Based on all the data obtained the solar house 
energy performance can be evaluated with specifica
tions about the contributi on of each heating system 
to this perf ormance. The results of this evaluation 
are as f ollows . 

Energy Sutply to the S~stems. Energy supply to 
the systems, Ta~e 4, is def1ned as the energy that 
was available to each system, in the form of radia
tion, gas or wood. 



Table 4. Energy Supply to the Systems 

Month 

Dec61lber 1 82 
January 1 83 
February 1 83 
March 1 83 
April 1 83 
May 1 83 

Radiation(MJ) 
4700.93 
6097.15 
6824.86 
7206.91 
9290.25 

11225.76 

Gas (MJ) 

10480 
13770.5 
9465.8 
8951.7 
7361.7 
1855.8 

Wood(MJ) 
339.42 
411.89 
326.66 
273.06 
204.16 
78.6 

Effective Energy Su~y . It is defined as the 
amount of energy that is a inistered to the house 
by each syst611. It will depend on the energy that is 
available (supply to each system), as well as its ef 
ficiency. Results are tabula ted in Table 5. 

Table S. Effective Energy Supply from Natural Gas 

Month Solar(MJ) Gas (MJ) Wood (MJ) 
December 1 8 2 1777.91 6288 . 0 135.77 
January 1 83 2125.95 8262.3 164.76 
February 1 83 1733.41 5679.5 130.66 
March 1 83 2098.94 5371.0 1 09,22 
April 1 83 2900.26 4417.0 81.66 
May 1 83 2914.17 1113.5 31 .44 

Heating Load. The heating load can be eval
uated from the total effective energy supplied by all 
the syst61ls. 

Effective Effecctive Fireplace Other 
Heating Load = auxiliary+Solar +Effective+Sources 

Supply Supply Supply 

ln "other sources" values normally assumed while de
signing are included [7] for: human occupancy, kitchen 
load, parasitic electric energy for solar system. 

The resulting heating load after calculations is 
given in Table 6. 

Table 6. Total Heating Load 

Month 

December 1 82 
January 1 83 
February 1 83 
March 1 83 
April 1 83 
May 1 83 

(MJ) 
8317.2 

10676.3 
7614.88 
7717.81 
7569.41 
4252.0 

Some Solar System Parameters. Probably the most 
interesting parameter for the evaluation of a solar 
system is the solar fraction (F) it is, the percentage 
of the load which is provided by the solar system. 
Whem coupled with an economic analysis, the solar frac 
tion is the best indicator of a good design, since it
is directly related with the fuel savings due to the 
solar supply. 

Two other parameters can be evaluated in arder 
to have a global picture of the solar system they are: 
The "seasonal collector performance" (S.C.P) an the 
collector "coefficient of performance" (C.O.P). 

The S.C.P is the ratio of useful gain to radia
tion incident on the solar collector; it can be inter 
preted as a gross collector efficiency. -

The coefficient of performance (C.O.P) is defi
ned as the ratio of "effective solar supply" to 
parasitic energy consumed by the system. 

The results of evaluating the solar fraction 
(F), the S.C.P and the C.O.P, for each month are shown 
in table 7. 
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Table 7. Solar System Parameters 

Month F (%) C.O.P S.C.P. (%) 

Dec. 82 21.37 15.43 38.82 
Jan. 83 19.91 17.37 35.78 
Feb. 83 22 . 76 24.08 26.18 
Mar. 83 27 .19 15.34 29.94 
Apr. 83 38 . 32 17. 51 31 .87 
May. 83 68.54 15.27 26.55 

CCMPARISON WITH PREDICTIVE METHODS 

During the design of a solar system, predic
tions about its thermal performance are needed in 
arder to size economically the components. Severa! 
methods are used in such predictions, the F-Chart 
[6] method being probably the most common practice 
and the Universal curve method being probably the 
most simple to use. Both methods were used to eval 
uate the solar fraction. 

ln arder to establish comparison with the 
experimental results, instead of statistical average 
meterological data, the values actually measured for 
radiation and monthly average ambient temperature are 
used. The results are shown in table 8. 

Table 8. Comparison of solar fraction (%) 

Month . Experimental F-chart U-curve 

Dec. 21.37 7.6 17.0 
Jan. 19.91 13.04 17.3 
Feb. 22.76 26 .9 22 .6 
Mar. 27.19 27.9 28 .0 
Apr. 38.32 43.7 35.5 
May. 68.54 79 .6 67.7 

The Universal curve method fits almost perfect 
ly with the measurements, while the F-Chart predic-
tion tends to underestimate the system during the 
cold months and to overestimate its performance 
during the warmer months. 

For the whole period of six months, the solar 
fractions are: 

a) Experimental results - 33.0% 

b) Predictions from 
F-Chart Method - 33.12% 
Universal curve method- 30.85% 

CONCLUSIONS. 
The thermal performance of a solar house in 

Iowa City was monitored during a period of six 
months. During thjs period, the solar system pro
vided 33% of the total heating load of the house, 
which represents a savings of 20,688 ft 3 of natural 
gas. 

ln agreement with similar works, [9], [14], 
[15] it was found that the F-Chart method is nota 
good indicator of the solar system 1 s monthly frac
tions. Although the predicted solar fraction becomes 
more accurate for long-term predictions. 

The Universal curve method seems to be a very 
good indicator of the solar fraction for both, mont~ 
ly and longterm predictions. 

The season studied was very atypical. The 
levels of radiation were (with the exception of 
April and May) below those normally expected for 
Iowa City, while the ambient temperatures were higher 
than expected. When radiation and ambient tempera
ture for a "typical" year are used, the solar frac
tion for the whcle period can be expected, accord
ing to the universal curve method, to be 46% . 

Some values of S.C.P found in the (scarce) 
literature are : 
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House S.C.P. ('!.) 
-Denver Solar house (winter 1959 to 1960) -- 24.7 
(air system) [16] 

-c.s.u. house II (Nov. 1976 to Apr. 1977) -,- 28.0 
(air system) [16] 

-MIT House IV (Oct. 1960 to Apr. 1961) 1.;._- 27 .O 
(Liquid system) [16] 

-csu house I (Feb. 1976 to May 12, 1976) -- 16.25 
(Liquid System, flat plate collector) [16] 

-CSU house I (Jan. to Apr. 18, 1977) -- 35.25 
(Liquid srstem, evacuated tube collec-
tors) [16j 

-Iowa City house (Feb. to April 1982) • ~ - 33.9 
(sarne system studied here with a 
different pump in the collector loop) [9] 

During this season (Dec. 1982 to May 1983), the 
system studied gave a seasonal collector performance 
of 31 . 5 '!., which is in the uppermost range of 
the values reported (as is the value reported by Yoo 
[9] for 1982). These high values tend to i~dicate a 
very good design of this collector in particular, and 
of the collector loop in general. 

As was mentioned before, the coefficient of 
performance (C.O.P.) is the ratio of effective solar 
supply to electric parasitic energy consumption. Tilis 
ratio depends heavily on the collector type, and on 
the different components of the system. ln very well 
designed systems, electricity consumption can be as 
low as 5'!. (C.O.P. = 1/0.05 = 20) of solar heat deliv
ery, however 10'!. to 15'!. (C.O.P. between 10 and 7) is 
commonly found [7]. 

For the sarne house whose thermal ~erformance 
is being evaluated in this work, Yoo (9J (using diffe~ 
ent pumps in the -collector loop, but essentially the 
sarne flow rate- 0.660 Kg/sec them, 0.599 Kg/sec now-) 
reported a C.O.P. of 15.8'!. for the season Feb. to 
Apr. 1982. 

For this season, December 1982 to May 1983 the 
coefficient to performance is found to 
be 17.5. Again, the value of this parameter ranks 
in the uppermost range of value~ reported, indicating 
a very good design of the whole system. 
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A pa.M;{.Jt. de um modef.o rU.nâ.mi.c.o duenvo.f..vido peta a.u.toJt. de um ~.Wtema. ineüAeto de 
ge.Jt.a.ç.ão de va.poJt. poJt. eneJt.gia. ~ o.f..a.Jt., 6oi ~imu.f..a.da. a. ope.Jt.a.ç.ão a.nua.R.. do ~.<A tema. pa.Jt.a. uma. 
Jt.egião do BJt.Mil . Utilizando mê.rU.M me.Ma.-W rU.âlc.iM 6oJt.a.m obtido~ o~ ângulo~ de inc.R..i 
na.ç.ão e o~ 6 f.ux.a~ de ~~a. no c.a.mpo c.o.f..etoJt. , pa.Jt.a. rU.ve.MM c.onc.entJt.a.ç.Õu , que pJt.opo~ 
cio na.m máxima. c.a.pta.ç.ãa de ene.Jt.gia. ~ o.f..a.Jt. . 

1. I NTRODUÇAU 

Trabalhos anteriorme nte publicados pe lo autor [1], 
[2] [3] sobre a opera ção transien te de sistemas solare s 
indiretos de geração de vapor similares ao mostrado na 
fi gura ll), tinham como objetivo mos trar a val idade do mo 
del e transiente utilizado , a obtenção do flu xo de mas sa 
através do campo de coletores, que proporcionasse a má 
xi ma geração de vapor e a relação entre tamanho do cam 
po cole t or e capacidade do armazenador para condi ções o 
timas de operação. Neste s trabalhos ficou e vidente que 
quando é fixada a concentração,inclinação do campo co le 
tor e dia do ano, o flu xo de massa através de cada módu 
lo coletor que proporciona máx i ma geração de vapor e in 
depende nte do tamanho do campo col etor e da capa c idade 
do armazenador,é um flu xo típico para cada sistema que 
depende do col etor usado e da temperatura do vapor ger~ 
do. 

Este trabalho pre t ende general izar os resultados 
obt idos nos t rabalhos anteriormen t e citados , simulando 
a operação do sistema, ao longo do ano, para uma ·reg1ao 
escolhida arbitrariamente (Uberaba,(MG) ,Latitude 19°46' 
Sul ) mudando a in c linação do campo coleto r , concent rnção 
e f l uxo de massa através do campo coletor de forma a ob 
ter mes a mes os parâmetros que nos proporcionam máxima 
cap t ação de energia solar. 

2. DADOS UTILIZADOS 

Para fazer as simulações mais reais, foi escolhida 
a localidade de Uberaba (MG), lati t ude 19046' Sul, por 
pos suir a esta ção me teorológica mais ce rcana à cidade 
de Uberlândia, residência dos autore s , f o ram utilizados 
dados de radiação solar in c identes nessa região,obtidos 
do t rabalho realizado por Villa Nova e Salati no proje 
to FINEP/USP- IF/437, e mostrados na tabela (1). -

Tabel a 1 - Dados de Rad i ação Solar (cal/cm2-d ia) 

ESTADO : MINAS GERAIS 
ESTAÇAO : Ul!ERABA, LATITUDE , 19"46' S , LONGITUDE : 47°~6 W, ALTITUDE: 742 m 
PERÍODO : 11170-1972 

RADIAÇÃO DIÁRIA JAN FEV I4AR ABR MAl JUN JUL AOO SET OUT NOV DEZ 

EXTRATERRESTRE 978 932 839 722 616 ~68 ~98 686 803 898 981 984 

MÁXIMA AO NÍVEL DO SOLO 813 778 707 ~91 489 434 4~4 ~33 646 738 798 818 

MÉDIA AO NiVEL DO SOLO 420 33~ 394 332 271 2~0 24~ 329 329 386 442 29~ 

RAZÃO DE INSOLAÇÃO 0.88 0.48 D.81 0 .73 0 .77 Cl.82 0.77 0.83 0.64 0.~ 0.~3 0.45 
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O si s tema solar utilizou como fluido de trabalho 
s i licon2 Q2- 1132, 10 módulos coletores em série de 
1. 872 m de área ab3orvedora cada, e armazenador com 
capacidade de 3,5 m ; os demais dados referentes ao 
si s tema são mostrados na figura (1). 

~ . ; 
~ I 
"' d 

> 

Fi g . 1 -S i stema de geração de vapor solar indir~ 
to, componentes,controles e instrumentos 
de re gistro 
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3. SIMULAÇÕES REALIZADAS 

Para obter a inclinação Ótima do ~ampo coletor 
foi fixado um fluxo de massa de 0,02 -~ através de 
cada módulo coletor, foi utilizado Õegdia 15 de cada 
mes como indicativo domes, e distribuição senoidal 
da radiação solar ao longo do dia. 

A operação diária do sistema foi simulada minuto 
a minuto, com a concentração fixa, mudando a inclina 
ção, do campo coletor entre 0° e 90° face para o · Nor 
te, foram escolhidos para cada mes, e concentração aos 
ângulos que proporcionam máxima captação de energia,en 
tendendo por energia captada a energia contida no pre 
aquecedor, evaporador, tanque de armazenamento e massã 
de vapor gerado, os resultados obtidos são mostrados 
na figurai2L 

O' o 

DIA DO ANO 

Fig. 2- Inclinação do campo coletor para cada 
dia do ano e concentração que propor 
ciona captação máxima de energia sol·ar 

Em t r aba 1 h os ante r i ores [2] [3} ficou evidente 
que quando a concentração, inclinaçao do campo coletor 
e dia do ano são mantidos constantes é possível achar 
um fluxo de massa através dos módulos coletores único, 
típico do sistema que proporciona máxima captação de 
energia solar. Utilizando as inclinações obtidas na fi 
gura(2), foi simulada a operação do sistema mudando o
fluxo através do campo coletor de 0,01 - 0,4 kg/seg., 
selecionando para cada dia representativo do mes, aque 
le fluxo que proporciona maior captação de energia so 
lar, isto é mostrado na figura(3~ 

FAIXA DE Fl,.UXO ÓTIMO 

oL-------~------~--------~-------L ______ -J 
0.00 .10 .20 .30 .40 .!50 

F. DE MASSA (Kg/S) 

Fig . 3- Rendimentos do sistema e"' função da con 
centração e do fluxo de massa 

Utilizando os dados obtidos nas simulações 
res mostrados nas figuras(2)e(3~ foi construída 
ra(4}que indica a mudança do rendimento térmico 
do sistema, que proporciona captação máxima de 
solar, em função do dia do ano e· concentração. 

ante ri o 
a figÜ 
global 

energia 

40,-~--,---.--r--.---.--.--.---r--,---r--, 

~ 35 

q 
:;::30 
l<J 
1-
(1)25 
Vi -----

C=l.O 

- - ~ - - - - - - __ C:_4.~ __ _ 

o 20 
o ---·-·--- - - --·-·- · -·- ·- ·- · -· - ·-·- . -f:.?:~.-- -

c:i 15 

Cí 
Q: 10 

5 

0oL-~30L-~s~o--~90~-~~2~0--I~~~-~~s~o--a~o~-2f4~o~z~ro=-~~~~3~30~~~~ 

DIA DO ANO 

Fig . 4 - Rendimento do sistema ao longo do ano 
em função da concentração 

4. CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

4. 1 - Podemos observa r da figura (2) que a i nc 1 i na 
ção que proporciona captação máxima de energia solar e 
independente da concentração e depende do dia do ano , 
(neste trabalho foram utilizados médias mensais diárias 
de radiação global). 

t observada uma discrepância com respeito a traba 
lhos realizados em que é recomendada a inclinação ótimã 
dos coletores levando em conta, somente o ângulo de 
aceitação, Grimmer e Herr [4] recomendam inc.l i nações 
dos coletores CPC diferentes dos obtidos neste trabalho 
como pode ser observado na tabela(~. 

Tabela(2): Comparação dos resultados obtidos neste 
trabalho e os resultados de Grimmer e 

l C::; b fierr [4] 

Autores Concentração Mudanças de inclina 
ção anuais -

Grimmer e Herr 4 ~ 2 nenh.uma 

4 2 vezes 

1 o ~ 8 vezes 

Hernandez e Biage 2 8 vezes 

4 8 vezes ..,, . t L-:_ • '- ,,, 
. ~ ,. .. 1 o 8 vezes 

t observado da figura(~que ângulos osci lan entre 
0° e 55°; isto representa uma novidade porque, normal 
mente a inclinação do campo coletor é recomendada comõ 
função de latitude e neste caso é observada uma inde 
pendência deste dado. Devido a alta porcentagem de CPÜ 
utilizado nas simulações deste modelo, será analisado, 
em trabalhos posteriores, a relação entre concentração 
Latitude- Inclinação. 

4.2- A figura (3)mostra que o fluxo de massa que 
proporciona rendimento máximo do sistema pode ser esco 
lhido numa faixa entre O, 10- 0,20 kg/seg, é indepen7 

dente da concentração e do dia do ano (cada linha de 
concentração constante é representativa do comportamen 
to do sistema para todos os dias do ano). -

4.3- A figura(4)nos proporciona um dado muito i~ 
portante porque nos mostra que a medida que aumentamos 
a concentração o rendimento do sistema tende a um mín_!_ 
mo independente da concentração, o qual utilizando i~ 
clinações ótimas, se mantém constante ao longo do ano, 
isto é uma boa base para estimativas do custo da ener 



gia obtida com sistemas indiretos de geração de vapor 
usando coletores CPC com concentrações superiores a 
8. 

4.4 - Este e outros trabalhos anteriormente p~ 
bl icados pelo autor [1] , [2] , tem por final idade mos 
trar que o uso de sistemas solares geradores de vapor
requer análises transiente de sua operação e obten 
ção dos parâmetros ótimos de operação típicos para ca 
da sistema, sob pena de trabalhar com baixos rendT 
mentos que podem inutilizar economicamente o uso de 
energia solar na geração de vapor com temperaturas in 
feriores a 200°C. 
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MO~LAMENTO ESTÁTICO E DINÂMICO DE 

SISTEMA DE REFRIGERAÇÃO POR ABSORÇÃO 
MOVIDO A ENERGIA SOLAR 

JOSÉ RICARDO FIGUEIREDO 
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SUMAAIO 

São ap!te.t.e.nta.do~ model.ame.n.:to~ .tvunodütâmi.c.o~ e. de. .tlta.n66Vtêneúl. de. c.~Jt~ Po/L'! 
Jte.g.únu pvunarr.e.n.te. e. .tlta.n6il.ÕIÚo 

1 
de. um ~.U,.te.ma de. Jte.nJÚge.Jtaçã.o polt abMJtç.ao de. a~ua. 

- amônLa c.om ciclo c.orr.tZrr.uo movido a e.rr.~ia ~ola~!.. Tarr..to o~ . model.ame.rr..to~ paJta Jte.g~e. 
pVtmane.rr..te. qua.rr..to pa!ta Jte.g.in:e. .tJta~il.ÕIÚo 1 a pô~ a d-U, c.Jte.tizaç.ã.o do~ .teJunM de. irr.Vt.c.i~, 
ap!tue.rr..tam-~e. c.omo um c.orr.jun.to de. e.qua.ç.õe.t. al.gê.biÚc.M não lirr.e.aJtu JtMo.tvido.6 pe..to m~ 
.todo de. Ne.w.torr.-Ra.ph6orr.. 

INfRODUÇM) 

O presente artigo descreve uma análise termodinâ 
mica e de transferência de calor de sistema de refrige 
ração por absorção de água-amônia com ciclo contínuo -
movido a energia solar a partir da qual são constnú 
dos modelos para operação deste sistema em regime per~ 
manente e transitório. o sistema em estudo e esboçado 
na Fig. 1, onde os pontos numerados indicam secções 
terminais nos volumes de controle adotados no modela
menta. A operação do sistema e descrita a seguir. 

Figura 1. Esquema básico do Sistema. 

O fluido térmico circula entre o coletor solar 
(COL) e o gerador (G) movido pela bomba de circulação 
(BC), aquecendo a solução presente no gerador. Pelo 
aquecimento a solução inicialmente rica em amônia (pon 
to 6 na Fig. 1) libera vapor de amônia com alguma por~ 
centagem de água (ponto 10), deixando G como solução 
pobre (ponto 7) . o vapor de amônia e purificado ao 
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atravessar o refrigerador (R) e o condensador de reflu
xo (CR), deixando este Último como vapor de amônia de 
pureza comparável às amônias comerciais (ponto 1). Este 
vapor se liquefaz no condensador (C), escorrendo para 
o reservatório de amônia líquida (RAm) e daí, através 
da válvula de expansão termostática (VET), ~ara o evapo 
rador (E), de onde se obtem o efeito frigor1fico. -

O vapor formado em E (ponto 3) dirige-se para o 
absorvedor (A) onde e absorvido pela solução pobre (pon 
to 8) formando a solução rica (ponto 4), que e bornbeadã 
pela bomba de solução (BS) para o refrigerador. O evapo 
radar e o absorvedor encontram-se a uma pressão relati~ 
vamente baixa Pb e o restante do sistema à pressão alta 
Pa. 

O trocador de calor (TC) põe em contato térmico a 
solução pobre aquecida que deixa o gerador com a solu
ção rica que deixa a bomba. O pré-aquecimento da solu
ção rica diminui significativamente a quantidade de ca
lor necessária à geração de vapor, aumentando o coefi
ciente de desempenho do ciclo. 

vãrios tipos de modelamento em regime permanente 
são encontrados na literatura. Al~ destes, tais como 
os apresentados por González [1], [2] e Satcunanathan e 
Kochhar [3], poder ser definidos como modelos termodinâ 
micos no sentido de que utilizam como parâmetros de en~ 
trada as temperaturas de geração, absorção, condensação 
e evaporação sem relacioná-las às temperaturas das fon
tes quente e fria. Os modelos desenvolvidos por Allen, 
Mbrse e Egrican [41 e por Miller [s] são classificá
veis como termodinamicos e de transferência de calor. 
Nestes modelos os valores de entrada constituem-se em 
variáveis tais como a temperatura dos fluidos de aqueci 
mento do gerador e de resfriamento do condensador e ab~ 
sorvedor, relacionados com o restante do sistema atra
vés de equações de transferência de calor. Todos os mo
delos citados referem-se a regime permanente. Foi encon 
trado na literatura um único modelo essencialmente diriã 
mico [6] que se refere entretanto a sistemas intermiten 
tes. 

O presente trabalho oferece dois tipos de contri
buição ao estudo dos sistemas de refrigeração por absor 
ção a energia solar. No modelo para regime revolucioná= 
rio, que se enquadra no tipo referido como termodinâmi
co e de transferência de calor, os dados de entrada são 
variáveis,puramente externos ao sistema tais como a in
solação (Qs) e as temperaturas da câmara frigorífica,da 
água de resfriamento e do ar ambiente (Tcam, Ta e Tarnb). 
A segunda contribuição constitui-se na construção do ~ 
delamento para regime transitório. 

O presente modelo refere-se ao protótipo de um 
sistema projetado para refrigerar uma câmara frigorífi
ca semi-subterrânea a temperaturas de 10oc demandando 
em condições normais 2, 6 7 kW, operando por cole tores so 
lares modelo CPC com fator de concentração 3. Detalhes 
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do projeto são encontráveis na referência [7] . 

EQUAÇOES PARA REGIME PERMANENTE 

Equações de conservação. Para cada volume de con 
trole sao apl~cave~s equaçoes de conservação da massa 
total, da massa de amônia e da energia na forma 

E fi. = E m. 
i=e ~ i=s ~ 

E m.x. 
~ ~ i=e 

= E 
i=s 

E ~h.+~ 
i=e ~ c 

m.x. 
~ ~ 

E m.h. 
i=s ~ ~ 

(1) 

(2) 

(3) 

onde IDi, Xi e hi representam respectivamente as vazões 
mássicas, as concentrações de amônia, as entalpias es
pecífic~ para cada terminal de entrada (i=e) e saída 
(i=s). Qvc é o calor transferido para o volume de con
trole. A equação da energia (3) despreza as energias 
cinética e potencial dos fluidos e perdas de calor pa
ra o ambiente. 

Equações de estado . As relações entre variáveis 
de estadõ para a ~stura água-amônia, convencionalmen
te apresentadas no dia~ama de Merkel-Bosnjakovic [8], 
são introduzidas atraves de equações ~linomiais apro
ximativas propostas por Jain e Gable L9] que expressam 
relações de equilíbrio do tipo: 

T = T(x1 , p) ·-~ ... ~ ~· --·--- _. . (4) Yr o ~ .fi Lrisd 5 

h1 = h1Cx1, T) 
L.) ":~ "I obn:>a"I.1 [) 

(5) LL..:·.~ps ()'Idoq ~ 
j S SXI9b ~p S~J 

Xv = Xy(XL, p) 
fr,_,I( JfJllim~ C:JJ 

(6) -fr.-~.-, J. A.r"'rt:!...,!"''".,. 

hv = hv(Xy. p) 
. .,.._ - - -· .... _._ ... ~-

(7) tI" r l=:.tT -. r, -,.. tr.,-•. 

Os pontos 2,7 e 9 da Fig. 1 apresentam líquidos 
saturados, para os quais são aplicáveis as equações 
(4) e (5). Os pontos 5 e 8 representam lÍquidos sub
resfriados, coja entalpia é aproximada pela de um lí
quido saturado à mesma temperatura e concentração, sen 
do portanto a equação (5) aplicável a estes casos. 

A solução rica deixando o trocador de calor 
(ponto 6) pode apresentar líquido sub-resfriado ou sa
turado, quando então a equa~ão (5) seria aplicável • . Po 
de também ter sofrido um ~cio de vaporização, geran= 
do uma mistura bifásica, caso em que as equações (4) e 
(5) seriam aplicáveis à fase líquida e as equações (6) 
e (7) à fase gasosa. 

Nos pontos 3 e 10 pode-se assumir a existência 
de vapor saturado, e aplicar a estes pontos as equa
ções (6) e (7). O ponto 1 apresenta vapor superaqueci
do, e sua entalpia é dada por 

h
1 

= ~(\, T 2) + Cpfo.l-!
3 

(T1-T 2) -( (8) 

Os processos de transferência de massa que ocor
rem no retificador e no absorvedor não são ideais. O 
modelamento destes processos foi feito a~rtir de pro 
cedimentos práticos descritos por Plank L8]. No caso -
do retificador e condensador de refluxo, assume-se que 
o vapor no ponto 1 é amônia pura(~ =1), e que o vapor 
d~i~o o ~erador esteja em equilibrio com a solução 
r~ca. ~sto e: 

xlD = ~(x6, ~ (9) 

O lÍquido de refluxo (ponto 9) escorrerá para o 
retificador com vazão superior à vazão de refluxo de 
um processo ideal, que seria dada por 

illg. = ffi1 x1 - x1o 
~deal -- (lO) 

numa razão definida pela eficiência de retificação ne: 

mgideal 
Il1g = ne (11) 

A não idealidade do processo de absorção em A é 
simulada através do conceito de pressão de sucção 
(~Psuc), assumindo que o líquido esteja saturado a uma 
pressão inferior à pressão efetiva do absorvedor, isto 
é, a (Pb-~Psuc) , aí então aplicando-se as equações de 
equilíbrio (4) e (5). 

Equações de transferência de calor. Tanto no tro 
cador de calor quanto no gerador ocorre transferência
de calor entre fluidos a temperaturas variáveis, e a 
quantidade de calor transferido relaciona-se com as 
quatro temperaturas térnún ais de cada componente atra
vés da diferença média logaritmica de temperatura 
(J:MLT) . No caso do condensador e do absorvedor, o uso 
da DMLT imporia a consideração como incógnitas das tem 
peraturas de saída da água de refrigeração destes com= 
ponentes, o que é evitado ~lo método da efetividade 
(veja, por exemplo, Kreith [10] ). Para o eva~rador a
dotou-se o procedimento mais simples de cons~derar a 
transferência de calor entre temperaturas constantes. 
Para o coletor solar adotou-se a equação já clássica 
apresentada, por exemplo, por Mfie e Beckman [11] . 

Outras equações. O superaguecimento do vapor dei 
xando o condensador de refluxo e, nos termos do proje= 
to original do sistema, controlado automaticamente pe
la manipulação da vazão de água. Não cabe, portanto, 
considerar-se neste caso equações de transferência de 
calor; adota-se simplesmente o incremento de temperatu 
ra fixado no controle. -

A bomba de solução do protótipo é uma bomba de 
deslocamento positivo, fornecendo portanto vazão volu
métrica qss constante. A vazão mássica é portanto: 

qBS 
m4= p(x4,T4) 

METOOO DE SOLIJÇÃO PARA REGIME PERMANENTE 

(12) 

Dois tipos de programas em linguagem FORI'RAN,aqui 
denominados RSEl e RSE2, foram desenvolvidos para regi
me estacionário. No primeiro, o coeficiente glvbal de 
transferência de calor de cada componente é assumido 
constante e igual ao das condições de projeto. No se
gundo, estes coeficientes são calculados no próprio pro 
grama para cada condição específica de operação. Isto
inclui o coletor solar, onde a equação citada de Duffie 
e Beckman é SWStitUÍda :e<Jr um programa desenvolvido 
por França [12] para analise dos coletores CPC. 

Em ambos os casos , o conjunto de equações algébri 
cas não lineares, sinteticamente representado na forma-

fi (vi, ... vj, ... vn) = O ;:-:;:- (13) 

é resolvido pelo método de Newton-RaJflson com base num 



programa geral apresentado por Stoecker [13], onde o 
cálculo dos derivados parciais êfi/êvj que constituem 
a matriz jacobiana é aproximado e a solu)ão da equação 
matricial é feita a cada iteração pelo metodo de Gauss 
-siedel. 

Importante redução da ordem da matriz jacobiana 
pode ser obtida por um procedimento que consiste em ar 
bitrar um subconjunto das variáveis do sistema de modO 
que as demais possam ser obtidas direta ou indiretruren 
te daquelas através de determinadas equações do modelo, 
que desta forma estarão automaticamente satisfeitas. O 
número de equações restantes coincide com o número de 
variáveis arbitradas originalmente e define a ordem da 
matriz. 

RESULTAIDS PARA REGIME PE~ 

A figura 2 expressa a dependência de algumas va
riáveis significativas do sistema em função da energia 
solar incidente segundo os dois modelamentos. Tais va
riáveis são as pressões alta e oaixa, a temperatura má 
xima do coletor e o coeficiente global de desempenho 
(ODP) do sistema, entendido como a razão entre a capa
cidade frigorífica e a energia solar incidente. Assu
miu-se nestes casos: Tcam=lOOC eTa=2S°C. 

--RSEJ 
--- -RSE2 

200 I(OO ~00 [100 Q~ 
(MctJl/hm~ 

Figura 2. Influência da insolação sobre o desempenho. 

Os resultados obtidos são quantitativamente seme 
lhantes para os dois programas. A diferença dos coefi-
cientes de desempenho e das pressões altas do sistema 
observada entre os programas RSEl e RSE2 é explicável 
por uma diferença similar na temperatura do coletor, o 
que sugere que a única variação importante dos parâme
tros de transferência de calor seja aquela associada 
aos coletores. 

A fi~ura 3 esquematiza a influência das temper~ 
turas da camara frigorífica e da água de resfriamento 
sobre o desempenho global do sistema para insolação de 

COP 

.z 

.}0~~------~----~~----~------~ 

-10 -5 O S ~am (°C) 

Figura 3. Influência das temperaturas da câmara e da 
água de refrigeração no desempenho. 
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SOO kcal/h m2 , segundo RSEl. Os resultados são qualita 
tivamente coincidentes com o que seria esperável a par 
ti r de uma análise termodinâmica simples . -

IDDELAMENTO PARA REGIME TRANSIENfE 

Os efeitos transientes levados em conta são: acu 
mulação de massa total, massa de amônia e energia dos 
fluidos contidos nos diversos componentes e atrasos de 
linha ao longo do sistema. 

As equações de conservação são escritas na forma: 

E .. . E m· +d 1-\, (14) i=e ~ l=S l Cif c 

i~e miXi .E miXi + d (M.x)vc (lS) l=S Cif 

.E ~h- + 1=e 1 ~c = i~s mihi + d 
Cif (M.u)vc (16) 

Os termos de acumulação são discretizados segundo 

d - Mvct+ 1 - Mvct 
Cif 1-\rc - lít (17) 

e analogamente para massa de amônia e energia. 
Os termos de acumulação de massa total são rele 

vantes para o gerador e o reservatório de amônia, com
ponentes em qt.e o nível de líquido pode variar. Os ter
mos de acumulação de massa de amônia e energia são con 
sideráveis nestes component~s assim como no absorvedor 
e no trocador de calor. 

Os dois lados do trocador de calor foram identi
ficados, para o sistema projetado, como os locais que 
apresentavam atraso de linhas importantes (da ordem de 
20 minutos). A equação de conservacão da massa de amô
nia nos dois lados do trocador é substituída por equa
ções tipo: 

(18) 

onde T representa o atraso de linha da solução rica do 
trocador, e analogamente para a solução pobre. 

Pela discretização dos termos de acumulação (17) 
recae-se, para cada intervalo de tempo, num conjunto de 
equações algébricas não lineares resolvido pelo ~todo 
anteriormente descrito, assim transformado num metodo 
implícito de solução das equações diferenciais. 

RESULTAIDS PARA REGIME TRANSIENfE 

A figura 4 apresenta em forma adime~io~liza~ . 
as variações temporais.de ~gumas caracter1st1~ Sl~ 
ficativas do sistema ~m1 , m2, TcoLz) para o se~nte ~ 
so: assume-se que o s1stema esta operando em reg1me per 
manente com insolação de SOO kcal/h m2 atê que, no mo:: 
mento t=O, a insolação sofra uma variação em pulso de 
SOO para 600 kcal/h m2

• 
O aumento da insolação, refletido em TffiLl• gera 

um aumento da taxa de vaporização.dentro do gerador e, 
daí da vazão de vapor de amônia m1. Esta taxa chega a 
ser'bastante superior à que será quando o sistema atin
gir re~me estacionário, decaindo ~p~is gradua~mente , 
0 qt.e e explicado a seguir: em condiçoe~ d~ reg~me per
manente, a solução presente no gerador e tao malS pobre 
quanto maior for a temperatura da fo~te que~t~ •. o pro
cesso de geração de vapor ocorre asslffi, de llllClO, a 
partir de uma solução relativamente muito rica aq~cida 
a alta temperatura. A diminuição posterior da vazao de 
amônia líquida é devida ao grad~ empob:e~imento da s~ 
lução presente no gerador. A vazao de amon1a para o ev~ 
porador (m2) e p~rtanto o efeito frigorífico, resEOn~m 
mais lentamente as mudanças, e seu comportamento e pro-
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ximo, para o caso considerado, ao de um sistema dinâmi
co linear com atraso de linha de 20 rrúnutos e constante 
de tempo 70 minutos. 

1.5 

1. 

. 5 

l i 3 t t (h) 

Figura 4. Resposta do sistema a variação em pulso da in 
solação. -

CCNCLUSOES 

A construção do protótipo a que se refere o mode
lo foi iniciada dentro do Convênio de Energia Solar 
ODDETEC-FINEP-IF/581-FINEP-UNICAMP, e interrompida com 
o fim deste convênio, embora em fase adiantada. Inexis
tindo resultados experimentais a validar os modelos a
qui apresentados, sua confiabilidade repousa na conver
gência dos pro~amas para soluções contínuà.s , tenoodina 
micamente poss1veis nos tenoos da Segunda Lei e cujos -
valores numéricos são comparáveis ao de sistemas simi
lares a~resentados na literatura. 

Hã vários pontos onde o presente modelo poderia 
ser aprimorado, por exemplo a nível dos processos de 
transferência de massa no retificador e absorvedor. En
tretanto, tais aprimoramentos se justificariam se reque 
ridos por uma eventual insuficiência do presente modelo 
em reproduzir a operação real do sistema. Portanto, a 
finalização do protótipo é fundamental. Existe crescen
te interesse no Departamento de Engenharia Mecânica e 
na Faculdade de Engenharia de Alimentos da UNICAMP em 
retomar a construção do protótipo no que se refere ao 
sistema de refrigeração, independentemente da fonte tér 
mica, já que o sistema se presta ao uso de um vasto le-=
que de insumos energéticos tais como biomassa ou calo
res residuais de processos industriais, além de ener
gia solar. 
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SUMARIO 

Neste trabalho foi estudado experimentalmente um sistema debombea 

mento solar , constituido das seguintes partes: módulos solares, motorDC 

e bomba centrifuga . Determinaram-s e os parâmetros que caracterizam o de

sempenho do sistema : eficiência diária de conversão de energia solar em 

energia mecânica e a potência de perdas do conjunto moto-bomba. 

INTRODUÇÃO 

A utilização de sistemas fotovoltaicoscom 
fins de irrigação, apresenta-se como uma das 

possibilidades de aplicação mais atrativas da 

tecnologia solar, em especial no Nordeste do 

Brasil [1]. 

Sistemas de bombeamento solar via conver

sao fotovoltaica com fins de micro irrigação 

(0,5-4,0 ha) e abastecimento de água humano e 

animal, tem sido impiantados em algumas locall 

dades sertanejas pela SUDENE, com o propósito 

de demonstração da tecnologia e de se fazer u

ma avaliação técnica e econômica a nível da pr~ 

priedade rural. 

A simplicidade da instalação, a disponibl 

lidade de energia "in situ" e a boa adequação 

entre escassas precipitações e elevada oferta 

de energia solar, indicam que a região do Nor

deste Brasileiro dispõe de um excelente poten

cial para o uso de tais equipamentos. 

Este trabalho objetiva avaliar os parame
tros operacionais que caracterizam estes sist~ 

mas: eficiência diária global de conversão so

lar em energia mecânica e a potência de perda~ 

A finalidade de obtenção d~stes parâmetros é u

tilizá-los em projetas de dimensionamento de 

pequena irrigação . 

DESCRIÇAO DO SISTEMA DE BOMBE:\MENTO 

Foi instalado na aréa de testes do grupo 
FAE, um conjunto para bombeamento de água via 

energia solar composto de 12 módulos solares, 

motor DC e bomba centrífuga. Na figura 1 está 
representado esquematic~mente o diagrama do 

sistema mencionado . 
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8E IIAOOR 
FOTOVOLTAICO 

Figura 1. Esquema do sistema de bombeamento fo 

tovoltaico. 

O gerador de energia consiste de 12 módu

los solares, interligados, que fornecem uma p~ 

tência pico, nas condições AMl de 390W(60V-6,5A). 

Cada módulo possui 35 células de diâmetro igual 

a 4", ligadas em série . Os módulos estão mont~ 

dos sobre uma estrutura de alumínio, inclinada 

com respeito a horizontal de um ângulo de 16°, 
voltado para o hemisfério norte, ocupando uma 

superfície de 4 4m2 

A moto-bomba é acionada de forma direta 

pelo conjunto fotovoltaico sem requerer siste

mas de contrôle e regulação. 
O motor de corrente contínua empregado é 

do tipo magneto permanente, fabricado pela Ho

neywell. A tensão e corrente elétrica de trab~ 

lho são de 58V e 5A, respectivamente, para uma 

insolação de lkW/m 2. 
A bomba centrífuga do tipo clássica, aco

plada diretamente no eixo do motor, aspira a 

água armazenada de um reserv~tório subterrâneo 

com uma altura geométrica de 2,60m. A água é 
enviada pela bomba a um tanque intermediário 

de onde retorna por gravidade ao reservatório 

principal . 
Com a finalidade de determinar a energia 

que ingressa e a energia produzida pelo siste

ma estudado, foram instalados instrumentos pa

ra monitoração de grandezas mecânicas e solari 

métricas. 
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As grandezas mecân icas medidas foram: 

- pressão de entrada na bomba mecânica median 

te um vacuomanômetro (0-1 Kgf/cm 2 ),fabrica~ 
do pela firma DOX, com uma precisão de 2% 

sobre o valor total da escala, 

- pres s ão de saída na bomba mecânica mediante 

um manômetro (0 - 2 Kgf/cm
2
), fabricado pela 

firma DOX, com uma precisão de 2% sobre o 

valor total da escala, 

- quantidade de água bombeada com um hidrôme

tro LAO-Mecanus, de vazão característica i

gual a 20m 3/ h , fabricado pelo Liceu de Ar -

tes e Ofícios, com uma precisão no campo de 

medida de 5%. 

No que se refere a energia solar, foram 

monitorados: 

- a radiação solar integrada no plano horizo~ 

tal, com um solarímetro fotovoltaico mais u 

nidade integradora, fabricado pela firma F~ 

nemat, com uma precisão da ordem de 10% , 

- a radiação solar integrada no plano dos pal 

néis solares, com um solarímetro e unidade 

integradora semelhante ao descrito acima. 

Todas as medidas foram realizadas em in

tervalos de 30 minutos, ao longo de 8 horas 

diárias durante os meses de maio e novembro. 

DESEMPENHO DO SISTEMA DE BOMBEAMENTO 

O desempenho diário do sistema de bombe~ 

menta depende das eficiências médias diárias 

das várias partes constituintes: módulos sol~ 

res, motor e bomba. 

No procedimento adotado, obtém-se a efi

ciência global diária de conversão da energia 

solar em energia !'lecânica ep. potência de perdas 

do conjunto moto-bomba. 

Determinação da energia mecânica e medi

das solarimétricas . Pode-se descrever o con -

junto moto-bomba como um elemento de conver -

são, o qual converte a energia elétrica gera 

da pelos painéis solares em energia mecânica. 

A energia mecânica produzida pode ser ex 

pressa como sendo: 

11 

EM tip G d T t. L L (1) 
o 

onde âp é a diferença de pressão entre a saí

da e entrada da bomba, G é a vazão da massa 

de água que circula no sistema e T a variável 

tempo . 

As medidas foram realizadas em interva -

los ~e 30 minutos ao longo do períodc diário 

de observação . Calcula-se a energia mecânica 

produzida neste intervalo, a partir dos valo~ 

res médios da pressão na entrada e saída da 

bomba e do volume bombeado durante o mesmo,ou 

seja reescrevendo U) , para um pequeno interv~ 

lo de tempo: 

(

Pf+ pi 
E = s s + 

M 2 

pf + pi) - ( ) 
e e v~ - v~ (2) 

onde, Ps é a pressão medida na saída da bomba, 

P e a pressão medida na entrada da bomba e Vb o 

volume bombeado. Os índices f e i correspo~ 

dem aos valores medidos no fim e no ínicio dos 

intervalos de medidas . 

Portanto a energia mecânica diária de b~ 

beamento EM' será igual ao somatório das ener

gias mecânicas encontradas a partir da expres

são ( 2) . 

Simultâneamente a determinação da energia 

mecânica foram realizadas medidas solarimétri

cas no plano horizontal e no plano dos painéis 

solares . 

Na figura 2 estão representadas as curv~ 

que relacionam a energia mecânica diária e a 

energia solar diária coletada para os dois m~ 

ses analisados. Cada ponto do gráfico corres

ponde a um dia de monitoração do sistema . 
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Figura 2. Curvas representativas da energiam~ 

cânica diária versus energia coletada . 

Na tabela 1 estão sumarizados os resultados 

dos testes realizados nos meses de maio e no -

vembro, onde são apresentados os valores mé 

dias diários dos principais parâmetros opera -

cionais. 
A eficiência média de conversão é obtida 

a partir da relação; 

EM 
n=~ 

p col 
(3) 



onde Ap é a area dos painéis e Hcol e a densi 
dade de energia solar coletada. 

Tabela 1. Média diária mensal dos parâmetros 

operacionais do sistema de bombeamento 

Parâmetros Maio Novembro 

Energia mecânica,kJ ................ l245,05 
3 Água bombeada, m /d ................ 20,96 

V - -d· h - . 3; azao me 1a orar1a, m h ......... . 

Altura manométrica, mca 

Mínima ................•........•... 

Máxima •...•.........••.••.•..•.••.• 
Energia solar horizontal , MJ/m2 ... . 
Energia solar coletada, MJ/m2 ..... . 

Intensidade de energia solar,w;m2 .. 

Eficiência de conversão, % ........ . 

2,96 

1,65 

8,02 

11,00 
12,53 

450 

2,09 

2168,24 

32,94 

4,12 

1,58 

8,78 

17,40 
15,89 

690 

3,08 

Analisando as medidas realizadas no mês 
de maio obtém~se .. uma regressão linear, igual a: 

(4) 

cujo fator de correlação resulta 0.97. Para 
EM=O têm-se que H = 5. 56 MJ/m 2 . Este valor que ex 
denominamos energia solar crítica, expressa a 

quantidade mínima de energia solar diária co

letada pelos painéis, necessária para o fun

cionamento do sistema. 

A expressão ( 4 ) pode ser reescrita em fun 

ção de Hcx e destacando-se a aréa dos painéis, 

Ap = 4,4m 2 , da seguinte forma: 

E = f A (H -H ) M c p col ex 

onde, fc= 0.1 79/Ap= 0.041. 

(5) 

O significado da expressão (5) e discuti 

do no próximo item. 

Parâmetros característicos do desempenho 

de sistemas de bombeamento. As determinações 
experimentais realizadas permitiram determi -

nar a energia mecânica diária como função de 

dois parâmetros, f e H . Estes parâmetros 
C C.X 

podem ser utili zados para caracterizar o de-

sempenho do sistema de bombeamento e simular 

o desempenho do mesmo mediante modelos .solari 

métricos. 

Desde este ponto de vista interessa cal

cular, a partir de (5), a média mensal da e -

nergia mecânica diária, que resulta igual a: 

E = M f A H 4> c p col (6) 

onde, HCX 
<j>= 1 - çl 

( 7) 
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Na expressão (6) o parâmetro fc pode ser 

identificado como a eficiência de conversão 

global da energia solar em energia mecânica e 

o parâmetro cp como o coeficiente de utilizabil~ 

dade do equipamento. 

O valor de fc está associado à pendente 

da reta representada na figura 2 e o valor de 

Hcx à intercecção com o eixo de Hcol 
Esta Última grandeza estabelece o valor 

do nível mínimo de insolação necessário a pr~ 

dução de energia útil . 

O fator de conversão fc' por sua vez,d~ 
pende das eficiências de conversão dos diver

sos equipamentos utilizados na cadeia de con

versão de energia solar em energia mecânica, 

ou seja: painéis fotovoltaicos, motor elétri

co e bomba mecânica . Obviamente o fator de 

conversão obtido por este procedimento é uma 

média do comportamento do sistema analisado 

ao longo de um mês de observações diárias. E~ 

te comportamento depende fortemente do casa -

mento entre o gerador fotovoltaico e a carga, 

o que se supõe corresponder a critérios ade -

quados de projetoede fabricação. 

Pelo que antecede pode-se escrever fc 

como o produto das eficiências dos equipamen

tos que constituem o sistema, 

n= np nm nb (8) 

on~e _ ~p expressa a eficiência média diária dos 

pa1ne1s fotovoltaicos, nm e nb do motor e bo~ 
ba hidráulica respectivamente. Um valor típi

co da eficiência n quando o efeito do aumen-
"E - Ja-to de temperatura e levado em conta e 7%. 

os valores de nm e nb são da ordem de 90 e 70%, 

respectivamente . Na tabela 2 estão indicados 

estes rendimentos e o valor de fc resultante, 

para o mês de maio, verificando-se uma boa 
concordância entre o resultado experimental, 

f = 4,1%, e a estimativa a partir das eficiên 
c 

cias parciais. Para o mês de novembro fc re -

sultou ser igual a 5,0% . 

Tabela 2. Eficiência diária do sistema de bom 

beamento 

Gerador fotovol 
taico, n * p 

70% 

* Referência [2) 

100% 90% 

**Valor fornecido pelo fabricante 

O fator de utilizabilidade 4>, tal como 
discutido por Klein [3] está relacionado com a 
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geometria do coletor, a natureza do recurso s~ 

lar local e as perdas de energia do equipamen

to. 

Adotando o procedimento de Pereira-Colla
res ~] , ~ pode ser expresso em função dos par~ 

metros Rh' Índice de clareza, R, função da ge~ 
metria, latitude, época do ano e X, fator crí
tico. 

Este Gltimo parãmetro é definido neste C! 
so, a semelhança da definição utilizada em e

quipamentos heliotérmicos, como: 

2P te 
X p 

fcApHcol 
(9) 

onde PP é a potência de perdas do conjunto mo

to-bomba e te o tempo de cort~. ou seja o semi 
período durante o qual o sistema produz ener -

gia Gtil. 
A relação que vincula ~ às grandezas men

cionadas é a seguinte: 

~= l-X+(0,50-0,6 7Kh+0 ,25R)X2 (10) 

para 
o , 5 o <I< h < o , 7 5 

Expressando ~ em função de Hcx' medido e 
H 1 , calculado através do procedimento de Peco 
reira Collares, a expressão(lO)pode ser escri-

ta como uma relação funcional, ~: 

~=~(Hcx' Hcol' R, Kh, X) (11) 
que deve ser satisfeita para um Gnico valor de 

PP, conhecido Hcx· O mesmo procedimento permi

te dete~minar o tempo de corte, te. 
Utilizando um programa de cálculo, foram 

obtidos os seguintes resultados,que satisfazem 
UD, para a cidade de Recife, no mês de maio 

PP= 32W, Hc~l= 16,24 MJ/m 2 , ~=0,656, tc=4,718h 
R= 0,125 e Kh= 0,502. 

Para o mês de novembro, introduzindo o V! 
lorde H medido, P resulta: 32W,H 1= 20,28 

2 
ex p _ co 

MJ/m, ~=0,696, tc=4,942h, R=-0.103 e Kh= 0.594. 
Este valor da potência de perdas constitui 

um parãmetro que representa os mecanismos de 

perdas do conjunto moto-bomba, operacionalmen

te consistente com a metodologia da referência 

(4]. Exist.em outros procedimentos para a obtenção 

deste parãmetro, mas desde que ele foi obtido 

para ser utilizado com a metodologia mencionada, 

preferiu-se este caminho. 

DISCUSSÃO E CONCLUSOES 

O procedimento desenvolvido permite cara~ 

terizar os sistemas de bombeamento solar atra

vés de dois parãmetros: o fator de conversão, 

fc e a potência de perdas, PP. 

A determinação destes parãmetros pode ser 

realizada experimentalmente de acôrdo com a m~ 
todologia descrita neste trabalho. 

O significado da potência de perdas pode 
ser analisado considerando que a partir da ex
pressão (10): 

~"'1 - X (12) 
e utilizando as expressões (7) e (9), conclui
se que: 

H f A o:2P t ex c p p c 

Adicionalmente saJb:~se que 

H "' c I dt 
ex -t ex 

c 
Portanto, 

pp"'fcAplcx 

(13) 

(14) 

(15) 

ou seja, que PP pode ser considerado como a p~ 
tência média de perdas durante o período de o

peração do sistema. 

A diferença entre os valores de fc obti
dos para os meses de maio e novembro pode ser 

explicada em função das melhores condições de 

insolação do mês de novembro. Neste caso o po~ 

to de trabalho dos painéis fotovoltaicos se m~ 
vimenta numa região de maiores eficiências in! 
tantãneas e por conseguinte médias. 

Possivelmente, maior nGmero de medidas ao 

longo do ano seriam necessárias para a determ~ 

nação de um fator de conversão anual. Porém,p~ 
de-se admitir que os valores obtidos para maio 

e novembro constituem uma boa indicação preli
minar da resposta do sistema de bombeamento. 

REFERENCIAS 

tn Costa, H.S. e Fraidenraich, N. '~iabilidade Técnica 
Econômica de Sistemas de Irrigação com Painéis Sola · 
res".Anais do III CBE, V.A(l984), P·630-640. -

[2] Fra:!.denraich, N. e Almeida, G. "Influência da Tempe 
ratura na Eficiência Diária de Sistemas Fotovoltai~ 
cos". Doc1..11rento Interno da CHESF (1984). 

[3) Klein, S.A. "Calculation of Flat Plate Collector 
Utilizabili ty", Solar Energy ,V.21(1978) p. 39 3-402 

[4] Collares-Pereira, M. and Rabl A. "The Average Dis
tribution of Solar Radiation". Solar Energy, V. 22 
(1979), p.l55-164. 

SUMMARY 

It has been done an experimental study of a phot~ 

voltaia pumping system, formed by: photovoltaia panels, 

DC eleatria motor and a aentrifugal pump. The aharaate

ristia parameters of the system were determined:dayly 

aonversion efiaienay solar into meahaniaal energy and 

power losses of the eleatr~a motor-pump assenbly. 
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INTRODUÇÃO 

Os coletores solares disponíveis comercialmente 

ou sob intenso desenvolvimento, podem fornecer energia 

térmica de consumo industrial na faixa de 60 a 250°C . 

No entanto, a avaliação mais correta do potencial de 

cada um desses dispositivos solares requer uma revisão 

das características operacionais e do conhecimento do 

custo da energia em bases anuais. Com isto, será pos

sível obter um quadro conceituai relativo que perrnit~ 

rã delimitar quais são os coletores solares mais ad~ 

quados a uma dada aplicação industrial. Além disso, c~ 

mo subproduto de uma análise deste tipo, será possível 

identificar algumas linhas de desenvolvimento da tecn~ 

logia solar no Brasil, mais apropriadas as caracterís 

ticas do parque industrial nacional no estágio atual 

(no momento só é disponível comercialmente o coletor 

plano com simples cobertura e absorvedor recoberto com 

tinta preta especial). Assim, por exemplo, o coletor 

plano mencionado acima é um produto tecnolÓgico de 1~ 

geração, da mesma forma que o plano com dupla cobert~ 

ra e superfície seletiva. Já o plano com absorvedor em 

vácuo seria produto de 2~ geração. Desde que análises 

de custos, (como será visto adiante) mostram que estes 

dois Últimos coletores tem custos de energia para a 

faixa de 100°C similares, o desenvolvimento e produção 

do coletor plano com dupla cobertura e superfície sel~ 

t iva torna-se atraente tanto pela sua relativa simpli

ci dade tecnolÓgica como também pela sua maior adequ~ 

ção ao processo de produção industrial nacional no pr~ 

sente. 
Neste contexto, são analisados neste trabalho os 

seguintes tipos de coletores e suas variantes; plano , 

plano com absorvedor em atmosfera de v:icuo, CPC e con 

centrador foco linear. 
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AS POSSIBILIDADES DE OFERTA DA TEOOLOGIA SOLAR 

Os principais tipos de coletores solares adeq~ 

dos à geração de calor de processo industrial na faixa 

de 60 a 250°C, podem ser vistos esquematicamente na F~ 
gura 1. Os três primeiros coletores são dispositivos 

estacionários ou quasi-estacionários, não formadores 

de imagens e aceitam a radiação difusa na proporção ~ 

versa da concentração. O Último pertence a família dos 

concentradores foco linear e requer o acompanhamento 

contínuo do sol. 

PLANO 

C a. lX 

TLeO 'EV"CUADO 

C•l-liX 

C PC 

C •1 -lOX 

Figura 1. Coletores solares para a conversão heliotér

mica na faixa de 60 a 250°C. 

Os dispositivos mencionados acima sao caracteri 

zados por curvas de eficiências instantãneas como po 

dem ser vistas na Figura 2. Na ordenada é dada a efi 

ciência instantãnea, na abcissa a relação entre a dif~ 

rença de temperatura do fluído e o meio ambiente e a 

insolação aceita pelo coletor. A tangente da curva ca 

racterística resulta o produto entre o coeficiente de 

perdas térmicas do coletor,e o fator de eficiência do 

coletor. Todos os equipamentos solares mostrados nes 

ta figura, tem o absorvedor recoberto com superfície 

seletiva. Cabe mencionar ainda, que estes dispositivos 

solares são os melhores, (Ópticamente e térrnicamente) 

existentes na atualidade. 
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AT/r (•c .. ltwl 

Figura 2. Curvas características ldactos experimentais): 

1) plano, s. cobertura, (USA) [1], 2)plano d. 

cobertura, (USAJ [2), 3) CPC 6,5X, (USA) [3], 

4) CPC 3,5X, absorvedor em envoltura de vidro 

(FAE/DEN/UFPE-BR) [4), 5) plano,absorvedor em 

vácuo (USA) [5], 6) CPC l,SX, evacuado (USA) 

[6], 7) cilindro-parábola (SOLAR KINETICS -

USA) [7], 8) cilmdro-parábola(HEXCEL SANDIA

USA) [7]. 

CÁLCULO DA PRODUÇliO ANUAL DE ENERGIA Tl:RMI CA 

As curvas características mostradas na Figura 2, 

são obtidas em condições padrão. Porém, para as aplica

ções práticas é necessário o conhecimento da energiaco~ 

vertida pelo sistema de coletores solares em pe!Íodos 

de tempo longo, sensível aos efeitos de formação de n~ 

vens e das mudanças do ângulo de incidência. Os dados 

de eficiência instantânea (F' D e F'U) podem ser combi o -
nados com os valores médios locais linsolação e temper~ 

tura ambiente) e assim, fornecer a previsão do desemp~ 

nho médio anual do campo de coletores. O conhecimento 

do desempenho médio anual permite estabelecer critérios 

para a seleção e avaliação dos coletores mais apropri~ 

dos a um dado uso industrial, desde que torna possível 

vincular a energia entregue anualmente ao custo do cam

po de cole tores. Em suma, permite obter o custo da ene~ 

gia térmica gerada pelo sistema solar. 

Considerando-se uma localidade hipotética cuja 

latitude é 25°S, Índice de claridade Kp=0,58 e uma te~ 
peratura média anual de 20°C, as energias média5 anuais 

foram determinadas para cada um dos coletores mencion~ 

dos anteriormente, utilizando a metodologia proposta 

por Rabl [6]. E importante observar que os resultados 

obtidos podem ser considerados como limites inferiores 

do desempenho, desde que localidades com excepcionais 

níveis de insolação se concentram principalmente no No~ 

deste brasileiro, cuja região é de baixa latitude (lat~ 

tude < is0S). A Figura 3 mostra a energia média anual/m' 

em função da diferença de temphratura entre o fluÍdo 

térmico e o meio ambiente, pará os diversos coletores . 

• 
., 
• 

4 

I 

I 

Figura 3. Energia média anual, para uma localidade s~ 

tuada a latitude 25°S, índice de claridade 

0,58 e temperatura média anual de 20°C. Os 

números indicam os mesmos coletores da Fi~ 

ra 2. Os cilindro -parábolas estão orienta 

dos na direção L-0. 

ESTIMATIVA DE CUSTOS DA ENERGIA GERADA POR CCM'ERSÃO 

HELIOTERMICA 

Dados de cu~tos e desempenho de um coletor espe

cífico ou sistema de armazenamento é somente a prime~ 

ra etapa na identificação de um conceito de sistema. A 

avaliação da relação de custo-benefício de um sistema 

solar é tarefa complexa e difícil e não é propósito 

deste trabalho enfocá-lo de forma detalhada. Pretende

se aqui, através da hipótese de que o coletor represe~ 

ta o custo dominante num sistema solar, avaliar os m~ 

ritos relativos dos diversos dispositivos solares, bem 

como obter estimativas preliminares do custo da ener

gia produzida na conversão heliotérmica. 
A Tabela 1 é o resultado de uma revisão biblio 

gráfica para os parâmetros de custos dos coletores s~ 

lares tratados aqui. Nesta tabela são dados o tipo de 

coletor e a origem; o custo do coletor/m2 (dados or~ 

ginais); o custo do coletor/m2 corrigidos para junho 

de 1984 através da variação do IGP dos Estados Unidos 

no período; para os coletores CPC fabricados no G~ 

po FAE/DEN/UFPE-BR foram acrescentados 17% do ICM, 0% 

de IPI e 33% de margem de comercialização. Na Última 

coluna é dado o custo do sistema solar para calor de 

processo industrial, admitindo que o custo do coletor 

instalado representa de 32 a 51 % do custo do sistema 

[1 ,8]. 
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Tabela 1. Custo do Coletor e do Sistema Solar para Calor de Processo Industrial 

Tipo de Coletor e Origem 

Plano, s. cobertura* (USA) 

Plano, d. cobertura* (USA) 

CPC 6 , SX* (USA) 

CPC 3,SX absorvedor com envoltura 
de vidro* (FAE/DEN/UFPE-BR) 

. Plano absorvedor em vácuo* (USA) 

CPC l,SX absorvedor em vácuo* (USA) 

Cilindro-parábola* (SOLAR KINETICS-USA) 

Cilindro-parábola* (HEXCEL-SANDIA-USA) 

Custo do Coletor 
Dados Originais 

(U$S/m2 ) 

135a (1978) [1) 

145a(l978) [1) 

210b(l984) 

255 (1984) [9] 

215 (1978) [1) 

.300a(l978) [1) 

400a,c(l979) [10] 

400a,c(l979) [10] 

Custo do Coletor 
Corrigido para Jun/84 

(U$S/m2 ) 

221 

238 

210 

255 

353 

492 

604 

604 

Custo do Sistema Solar 
(U$Sjmz) 

433 - 691 

467 - 744 

412 - 656 

soo - 797 

692 -1103 

965 -1537 

1184 -1887 

1184 -1887 

NOTAS: a- Os dados de custos estão dados em uma faixa, optou-se pelo limite superior desde que, os parãrnetros 

Ópticos e térmicos (Figura 2) utilizados neste trabalho são os dos melhores coletores existentes. 

b - Estimativa dos autores, baseado na construção e análise de custo de um CPC 3,SX, superfície seletiva 

de tecnologia inteiramente análoga ao CPC 6,5X. 
c - Outros dados de literatura relatam custos da ordem de 700 U$S/m2 de 1983 no mercado internacional. 

(8~ Actas de la Reunion de Trabajo-Asociacion Argentina de Energia Solar). 

* Superíficie Seletiva. 

O custo da energia térmica fornecida por um sis

tema solar pode ser estimada, de forma simples, median 

te a expressão: 

I 

I I 

20 tj! I 
! I 
I 

I 
I 

I 
I 
I 

li 
:I 

til' 

t!! I 
til 

I 
I 
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1: 
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.• . J 

I! I 
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c Custo do Sistema (U$S/m2 ) 

Energia fornecida (GJ/ano/m2 ) x t(ano) 

onde, i é a vida útil do sistema solar. 

PLAI'IO, SIMPLES COaEIITUR-' 

PLAI'IO, DUPLA COBERTURA 

CPC e,ex 

CPC 3,eX 

PLAI'IO, ABSORVEDOR EM VÁCUO 

C PC l.,eX, ABSORVEDOR El'l VÁCUO 

CILINDRO- PARABOLA- SOLAR KINETICS 

CILINDRO- PARA80LA- HEXCEL SANDIA 

Figura 4. Custo da energia em função da diferença de temperatura entre o fluÍdo térmico e o meio ambiente, para 

cada tipo de coletor. 
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Utilizando os dados da Tabela 1, da Figura 3 e admit~ 
do a vida Útil do sistema solar como sendo de 10 anos, 

obt~se o custo da energia entregue pelo sistema s~ 

lar. A Figura 4 mostra o custo da energia em função da 

diferença de temperatura entre o fluído térmico, e o 

meio ambiente para cada tipo de campo de coletores. 

DISCUSSÃO E CONCLUSOES 

A análise dos menores custos da energia para c~ 

da temperatura, sugere que: 

1. Para ~T variando de 40 a 60°C, o coletor plano s~ 
ples ou dupla cobertura leva clara vantagem sobre 

os demais. 

2. O conc~ito CPC não evacuado (3,5X ou 6,5X), ocupa o 
intervalo de ~T de 60 a 180°C com os menores custos 

da energia. Este quadro poderá ser ainda · definido 

mais vantajosamente em relação ao CPC consid~rand~ 

se que todos os equipamentos solares analisados ne~ 

te trabalho, são os de melhores desempenhos n~ at~ 

lidade, exceto o CPC 3,5X que admite ainda aperfe~ 

çoamentc técnicos e redução de custos. Por . exemplo, 

a melhoria da qualidade da superfície refletora 

que quando aplicado ao CPC 3,5X poderá resultar n~ 

ma eficiência Óptica da ordem de 0,57-0,62 ao in 

vês da eficiência atual de 0,50. 

3. Para ~T > 180°C o conceito de coletor cilindro-par~ 
bola (HEXCEL-SANDIA) tem os menores custos da ene! 
gia. Observe-se porém que um acréscimo de 20% no 

preço do coletor, coerente com os dados da Tab= 
la 1, nota c, torna-o inferior ao CPC 3,5X (no in 

tervalo de ~T de 180 a 200°C) e ao CPC 1,5X. 

O custo da e~ergia térmica obtida via conversão 

heliotérmica para ~T de 40 a .210°C situa-se entre 
U$S 0,061/kWh a U$S 0,216/kWh. Estes valores toram o~ 

tidos considerando o valor médio do melhor conceito 

de campo de coletores (custo mínimo de energia prod~ 

Lida) para cada temperatura. 
Finalmente cabe mencionar que .existe uma grande 

dificuldade tanto no levantamento de dados confiáveis 

de custos internacionais de produção e/ou comercializ~ 

ção de coletores solares, corno também na sua posterior 

inferência para o caso de virem a ser produzidos e c~ 

mercializados no Brasil, desde que, as estruturas de 
produção, consumo e desenvolvimento dos parques fabris 

são muíto díspares. Ainda assim, o quadro conceituai 

relativd definido neste trabalho mostra a validade de 
se utilizar como indicadores básicos de viabilidade da 

tecnologia o custo da energia e o grau de complexidade 

tecnológica do equipamento solar. 
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In ~he p~elimina~y de6ign o6 wind 6ya~ema i~ i6 i~poA~an~ ~o have 
~eliable da~a o6 di66e~en~ Qind and ~heae 6hould be ava~lable ~n a eon
venie~ 6o~m 6inee pa~ame~~ie 6~udie6, op~imiza~ion6, e~e. a~e o6~en 
pe~6o~med. The u6 e o6 ma~hema~ic.al model6 b~6ed _in momen~um blade ~heMy 
i6 ~ime · eon6uming and ~he u6e o6 model teat~ng ~6 expen6~ve and alao 
~ime eonauming. To ove~eome ~he6e di66ieul~iet> it_ü p~opoa~d ~he u6e_o6 
~he coneep~ o6 a 6amily o6 wind ~o~o~6. The 0-Fam~ly o6 ho~~zon~al ax~6 
~o~o~6 i6 p~e6ented. .I. 

I. INTRODUCTION. 

rn the preliminary design of wind energy systems 

it is of foremost importance to have reliable data of 

different nature: wind characteristics, aerodynamic 

performance of the rotor, costs, etc. ln addition, the 

data which one would be using during this stage of the 

design should be presented in a convenient form since 

parametric studies, optimizations, etc. will be eften 

encountered [1] . The objective of this paper is 

focused on the aeodynamic aspects of the selection and 

analysis of a horizontal axis wind rotor, in the pre

liminary design. 
The approach commonly used falls in one of the two 

(general) categories [ 2] . The first is based on 

mathematical models which simulate the performance of the 

rotor and the second relies heavily on experimental 

work. ln the first category one can find models based 

on momentum theory combined wi th blade element theory 

and more sophisticated ones based on lift line theory. 

In this kind of approach one gets local informations 

(loads distribution on the blades, local angle of at

tack, etc.) as well as global informations (total tor· 

que, power, etc.); however one has to bear in mind the 

limitations of the simplifying hypothesis of the model 

which restrict its reliability, as a final design tool. 

ln the second category one makes use of model testing in 

a wind t~el. This kind of approach, in general, 

gives only global informations, but they are quite re

liable; it is, however, time consuming and very ex

pensive, 'which limits its applicability, as a versa

lite design tool in the early stages of the design, 

As an alternative it is proposed a third kind 

of approach, which makes use of the concept of a fami

ly of wind rotors. The main objection in this case is 

that one restricts the analysis to the range of the 

family. The access to the informations is very simple, 
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they are reliable and of the global type. 

The geometric characteristics of ' a member, of the 

family are derived by a syst~atic variation of chosen 

geometric parameters of a parent form [1] . The first 

variation is made in the number of blades (z) followed 

by a variation in the solidity factor (À) ; for each 

combination of z and À one varies the pitch angle (e). 
The parent form w\osen has some geometric character

istics which are common to all 1nembers of the family: 

the pith angle is constant along the radius as well 

as the shape and size of the sections. Thus all the 

rotors have blades with the sarne airfoil section 

which has the sarne size along the radius. The blades 

are untwisted. 

These characteristics, although limits the aero

dynamic ·performance of the rotors, are quite desira

ble form the construction point of view. This is im

portant for small and medium size rotors, the blades 

of which can be made with composite materiais and even 

mass producted. 

The aerodynamic characteristics of the family 

are determined, once and for all using momentum theo

ry combined wi th the blade element theory [ 4 J. Of 

course, only a finite number of rotors is analised and 

interpolation is assumed valid (within the range 

covered by the family) when determining the per-

formance of any membel'. 

All the rotors are analized in the upwind con

figuration. If the results are to be used :i.n downwind 

configuration it is proposed to use mean wake factor 

(W) defined as 

where V
0 

is the mean approaching velocity in the pro

peller disk and Voo is the undisturbed wind speed, far 

upstream. 
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It is worth to note that using in an apropiate 

way the wake factor takes into account the effects of 

the tower shadow, the wind gradient due to the earth 

boundary layer, etc. 

II. 0-FAMILY OF WIND ROTORS. 

Aiming the aerodynamics design of horizontal axis 

wind rotors of small and mediun size it was chosen a 

parent form, from which a series of rotors is derived. 
Each member of the series (or family) preserves some 

geometric characteristics fromthe parent form which 
were chosen having in mind the ease of construction. 
From now on this is refered as the 0-Series of wind 
rotors. 

II.l. Geometric Characteristics Õf the Rotors 

Every rotor that belongs to the family is geome

trically defined by the following characteristics. 

NLNBER OF BrADES (z) - the munber of 

within the family varies from 2 to S. 

blades 

SOLIDITY (À) - the solidity is defined as 

À 
Z.B.C 

A 

4 Z.B.C 
-:-;;r (1) 

where D is the rotor diameter, A the disk are a, B and 

C as defined below. 

ROTOR DIAMETER (D) AND HUB DI.AMETER (DB) - the 

hub diameter is given by 

DB = 0.2 D (2) 

BIADE LENGTH (B) - the blade length is given by 

B (D - ~)/2 

BIADE wrurn (C) - the bade width is 

along the radius and given by 

2 
C = (TI ÀD )/(4.Z.B) 

(3) 

constant 

(4) 

BLADES SECTIONS - the blade sections have the 

sarne form (NACA 4418) along the radius. 

PITGI ANGLE (<I>) - the pitch angle is constant 

along the radius, that is, the blades are untwisted. 

RAKE ANGLE ('!') - the rake angle j s the angle 

between the blade and the plane perpendicular to the 

velocity; it is assumed as zero ('!' = 0°) 

11.2. Aerodynamic Characteristics 

The aerodynamic characteristics. of a wind rotor 

are defined by the following nondimensional coef-
ficients. 

TIP SPEED RATIO (R V) - is defined as 

RV= TIND -v (S) 

where N is the number of revolutions per unit time and 
V is the wind velocity. 

TORQUE COEFFICIENT (CT) - is defined as 

CT 
T 

_l_pV2AR 
2 

where p is the mass density. 

T 

_:!!_P n\r2 
16 

POWER COEFFICIENT (CP) - is defined as. 

CP 
p 

_l_pV3 A 
2 

p 

_:!!_P D20 
8 

(6) 

(7) 

where P 

axis. 
(27TN T) is the power available at the rotor 

For a given rotor, the DimensionalAnalysisshows 

that the dependence of CP is of form. 

CP= f(RV, RE, q1, q2, ... , qn) ; q1.= geome-
tric parameters (8) 

wi th RE = Reynolds numbers. ln our analysis the 

influence of the RE on CP was not properly considered 

due to the lack of airfoil data, which in general, are 

available only for a value of RE. This should not be 

considered as an important factor since the data a
vailable refered toRE= 0(10 5), which is high enough 

for the general applications. Within the range of the 
family, (8) takes the form 

CP = f(RV, Z, À, <I>) (9) 

Mamentum theory combined with the blade element 

theory [ 4] was used to calcula te (9) for a discrete 
set of rotors . The values thus obtained were submited 
to a regression analysis, resulting: 

CP= EEE E aaByô (RV) a (Z) B (À)y ( <l>)ô (lO) 

where the coefficients aaByô are given in table I. 
The CT X RV curve can be easily derived from (10). 

CT = CP/RV (11) 



TABLE I 

a 8 y ô aa 8yô 

o o o· o -0.10437 

1 o o o -0.01385 

1 o 1 o +1.19479 

1 o 1 1 -0.019 78 

1 o o 1 +O. 00513 

2 o o o . +O. 00898 

2 o 1 o -0.12374 

2 o o 2 -0.00007 

3 o o o -0.00022 

3 o o 1 -0.00002 

o 1 o o +0.00365 

o o 1 o +3.79532 

o o 1 2 -0.01266 

o o 2 o -35.74819 

o o 2 1 +2.04382 

o o o 1 -0.00402 

o o o 2 +0.00045 

Equations (10) and (11) are best suited for com

puter work. As an alternative one can generate a set o 

diagrams for a graphical approach in the design of 

wind systems. Figure (I) shows one of these diagrams. 

cpr-~--~~--~--r-~--T-~--~--r-~~cT 

0 . 14 

0.10 

0 .06 

0 .02 

RV 

FIGURE I 

CP X RV and CT X RV Curves 
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III. USE OF THE FAMILY. 

Equations (lO) and (11) representa compactform 

of presenting the aerodynamic characteristics of a 

whole family of wind rotors. The concept of a family 

of rotors and equations (10) and (11) are well suited 

for various types of analysis in the preliminary de

sign of a wind energy system. As examples of this type 

one can mention: 

- determination of the gear ratio that is best 

suited for a set of wind rotor and generator. 

- determination of the best geometric character

istics of the wind rotor and the gear ratio for 

a given generator. 

- analysis of the energy output under various 

wind conditions. 

- optimization of wind systems. 
- etc. 
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SUMÁRIO. 

No4 e6tâgio4 p~elimina~e6 do p~ojeto de 
4i6tema4 eõlico4 ê de g~ande impo~tância que 
dado4 de di 6 e~ente4 tipo4 e4tej am cW.porU.vw; 
po~ exempl o dado4 de vento, ca~acte~~4tica6 

do4 ~oto~e4, etc. t impo~tante, também, que 
e4te4 dado4 6ejam 6o~necido4 em 6o~ma conve
niente poi4 e6tudo6 pa~amêt~ico4, otimiza~ão, 

etc. 4ão é~equentemente encont~ado6. Tem 4i

do comum a utiliza~ão de modelo4 matemãtico6, 

ba4eado4 na teo~ia da va~ia~ão da quantidad~ 

de movimento-elemento de pá, ma6 e6~e p~oce

dimento ê demo~ado o que o to~na pouco ap~o

p~iado. Também demo~ado e di4pendio4a ê a 

utiliza~ão de te4te4 com modelo4 ~eduzido4 , 
no túnel de vento. Com o intuito de minimiz~ 
e4~e4 e6eito4 ê p~opo6to a utiliza~ão do con 
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Vâlúa.6 geom~ 6oltam .tu.ta.da.-6 e .t.eu duernpenho expvWriel'l.tai. de.tetrmina.do e compa.Jta.
do. A geome.:Ciúa mai-6 cü.vu..tga.da., que e a. .t.emi- c.útcun6eJtênc.i.a., 6o.i. .te6.ta.da. exa.U6tivamen
.te, .i.nc.l.túndo a. vaM.a.ç.ão da. . poúç.ão Jtela.:ti.va. el'l.tlte a6 dUM pa.M:eA. Va.do-6 expvWriel'l.tai.6 
pa.Jta. o.t. coe6.{.c.i.el'l.te6 de .toJtque e po.tênua., como 6unç.ão da. Jta.zão de vel.ouda.de 6oltam ob 
tido.t. pa.1ta. vã.túa6 geome.tlt.i.a6. F.<.nal.mel'l.te urna. a.rtii.U6e c.tU..t.<.ca. compa.lta.:ti.va. e 6U.ta., v.<.-
.t.mdo um mei.holt a.pltovU.tamel'l.to da. eneJtg.i.a. dM ve.l'l.tM com u.te. tipo de. Jto.tolt. 

INrRODUÇÃO 

As máquinas eólicas de eixo vertical são conheci
das por serem menos eficientes que as de eixo horizon
tal. Entretanto, isto não é necessariamente verdadeiro 
em bases teóricas. A máquina Savonius por exemplo, foi 
a precursora das máquinas de eixo vertical, atunentando 
substancialmente o valor da eficiência que se havia ob
tido praticamente até 1929. 

O rotor Savonius foi desenvolvido em 1929 e se ba 
seia no princípio do rotor de Flettner. Este é cortadõ 
no sentido longitudinal (ao longo de seu eixo) em duas 
partes, deslocando-se as duas superfícies semi-cilíndri 
cas ao longo do plano de corte, de tal maneira que for~ 
me tuna letra "S". 

O uso das máquinas de eixo vertical elimina a ne
cessidade de orientação em relação ao vento, devido a 
simetria vertical de rotação. Requerem construção mais 
simples para as torres de suporte, e podem entregar a 
potencia mecânica ao nível do solo a tun custo menor. 
Devido a menor velocidade angular, os problemas de vi
br ação são reduzidos. 

Potencialmente as máquinas de eixo vertical podem 
custar menos do que as de eixo horizontal por necessita 
rem de menos material do que estas Últimas. -

Para se determinar a eficiência de rotores Savoni 
us , são utilizados os seguintes parâmetros. 

(a) Coeficiente de potência (C ) , definido como a 
relação entre a potência extraida dopvento (P) e a po
tência eólica disponível 

C =-P
P 1 v\ 

z1l 

onde p - densidade do vento 
V - velocidade do vento 
A - área projetada do rotor (área varrida) 

(1) 

(b) Coeficiente de Torque (Ct), definido como a 
relação entre o torque no eixo do rotor (T) e o torque 
teórico proveniente da ação do vento sobre o rotor 

T 
(2) 

onde D*- largura da projeção máxima do rotor 
Normalmente se escolhe como variável independente 

a r azão pe velocidades (; ) 
u ; = v (3) 
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o~de U - velocidade tangencial de tun ponto extremo da 
pa 

Além disso, considera-se a excentricidade (E) co
mo a relação entre a passa~em interna central (e) entre 
duas pás e o diâmetro da pa 

- e E-IT (4) 

A Figura 1 apresenta diferentes tipos de rotores 
Savonius. 

o 

SEÇÃO SEMI·CIRCULAR SEÇÃO INVERTIDA 

~~ 
SEÇÃO DE UMA SUPER-
FÍCIE AERODINÂMICA NACA SECÃO DUPLA DE 

ROTOR 

e- EXCENTRICIDADE 
t - DISTÂNCIA DE 

SEPARAÇÃO 

Figura 1. Rotores Savonius e nomenclatura 

O rendimento do rotor Savonius tem sido medido em 
tunel de vento. Parece que a interferência de uma pare 
de no escoamento pode ser responsável pela maioria das 
discrepâncias encontradas entre os resultados experimen 
tais. Após diversos testes feitos com modelos reduzi-
dos do rotor "S" em tunel de vento , Savonius [ 1] refez 
a mesma experiência em condições naturais de vento (ao 
ar livre). Foi constatado neste Último caso que oro
tor girou a uma rotação mais elevada. Após testar mais 
de 30 modelos, o maior coeficiente de potência encontra 
do foi de 31% no tunel de vento e 37% em condições natu 
rais. A razão de velocidade correspondente foi de 0,8~. 
Bach [21 estendeu este trabalho para outras geometrias, 
obtendo um coeficiente de potência máximo de 25%, para 
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uma relação de velocidades de cerca de 1. 
MacPherson [3] obteve um coeficiente de potência 

máximo de 33% para seu melhor modelo, enquanto que o ma 
ior valor obtido por Newman [4] não ultrapassou 20%. -
Ele confirmou entretanto, as restrições de Savonius em 
relação ao modelo reduzido em tunel de vento. Estes en 
tretanto servem para avaliar os méritos relativos de ca 
&ro~. -

Khan [5] estendeu os estudos anteriores para ou
tras configurações para minimização do arrasto externo 
ao rotor, utilizando o perfil NACA 0024 . O insucesso 
foi identificado como devido ao elevado ângulo de ata
que em altas veloci&des de rotação. Dentre os modelos 
testados, o maior valor encontrado para o coeficiente 
de potência foi 0,35 para uma razão de velocidade de 
cerca de 1. 

Sivasegaram [6] analisou a influência do número 
de pás, utilizando rotares de 2,3 e 6 lâminas, com as 
mais diversas geometrias. Constatou que o melhor mode
lo possui somente 2 ~ás, obtendo C na faixa de 0,20 a 
0,25. Sivasegaram L7] também invgstigou a influência 
& razão de aspecto (altura do rotor (H)/largura máxima 
projetada do rotor (D)), do efeito de borda e do diãme
tro do eixo sobre o coeficiente de potência. 

Toha e Oliva [8] desenvolveram uma teoria para de 
terminar o coeficiente de potência do rotor Savonius de 
pás semi-circunferenciais, baseado na geometria e nave 
locidade absoluta de entrada no rotor. Após vários tes 
tes, concluiram que o máximo coeficiente de potência en 
contrado foi 20% para uma razão de velocidades de 0,58~ 
para t=O e E=0,33. 

A otimização & passagem central do rotor Savoni
us convencional foi a enfase da& ao trabalho desenvol
vido por Kamal [9] . Este relata que o estrangulamento 
da passagem implica em melhorias no rendimento do cata
vento. 

Zabzevari [10] fez um estudo sobre o efeito de 
concentradores, no desempenho do rotor ''S'' , obtendo 
C :o,48 para ; =1,8. 
p Nguyen [11] estudou o melhoramento da seção Savo-

nius semi-circular por meio de diferentes superfícies 
aerodinãmicas, obtendo valores de Cp=0,26 para ~=1,0. 

Como se pode observar, os resultados obtidos pe
los diversos pesquisadores entram em desacôrdo em al
guns pontos talvez devido as condições da experiência. 
Entretanto chegou-se a conclusão que a separação entre 
as pás do rotor (t) deve ser nula. 

Devido ao fato de ocorrer dispersão em relação 
aos resultados obtidos, decidiu-se no presente trabalho 
construir diversas configurações, determinar a melhor 
geometria e criar condições de confiabilidade aos resul 
tados sobre o rotor Savonius de eixo vertical . Detalhes 
maiores deste estudo podem ser obtidos de [12] . 

METOOOS EXPERIMENTAIS 

Foi construido um tunel de vento do tipo jato a
berto, com uma seção quadrada de 1m x lm e 6m de compri 
menta, possuindo um ventilador axial Marelli V.A.-57/28 
710/1, movido por um motor trifásico GE-220v e capacida 
de de 5 HP, com ligação em triângulo insuflando ar na 
seção de teste. Uma colméia de O,lm e uma tela de ara
me de 0.02 uniformizam o perfil de velocidade. A velo
cidade máxima foi de 8 m/s. 

A velocidade média do tunel de vento foi medida a 
uma distância de 0,4m & seção de teste, em 81 pontos e 
quidistantes, por intermédio de um tubo de pitot e um
manômetro inclinado com escala de 14mm C.A. e incerteza 
de O,lmm de C.A. 

O torque foi medido por intermédio de um freio de 
Prony conStruido para os modelos. Uma balança Sartori
us com resolução de O,lg foi utilizada na medida do to~ 
que . 

Um medidor de rotação foi desenvolvido para as me 
didas realiza&s. Constou de um disco com dez furos e~ 
quidistantes, uma fonte luminosa e um fototransmissor . 
Os pulsos foram medidos com um frequencímetro digital 
Tektronix DC-503 . 

A incerteza estima& para a razão de velocidade 
(~) é de 3,4%. A incerteza estimada para o coeficiente 

de torque (C), é de 9,6%. A incerteza estima& para o 
coeficiente de potência (C ) é de 8,4%. Todas ao nível 
de confiabilidade de 95,4%~ 

Três classes de rotares foram estudadas: 
(i) Rotor convencional - rotor Savonius semi-circular, 
variando a excentricidade E. A distância de separação 
t entre as pás foi mantida em t=O, pois além de ter si
do mostrado experimentalmente mais eficiente por vários 
autores, também o foi verificado nesta investigação. 
(ii) Rotor de configuração mista - geometrias mais aero 
dinãmicas que possam absorver uma maior energia do ar.
Neste caso a excentricidade (E*) é defini& como a rela 
ção entre a passagem interna central (e) e a máxima lar 
gura (D*) projetada do rotor. No rotor convencional -

e E* = 15* 

D* = ZD-e 

(5) 

(6) 

(iii) Rotor convencional com concentrador - rotor Savo
nius semi-circular com concentrador, variando a excen
tricidade. 

ANÃLISE DOS RESULTADOS 

(i) Rotares convencionais 
A Figura 2 apresenta curvas dos coeficientes de 

potência (C ) e de torque (Ct) como função & razão de 
veloci&de p( ~). Os dados experimentais foram ajusta
dos pelo método dos mínimos quadrados e a incerteza es
tima& no item anterior. São apresentados dados para 
valores E de excentrici&de de O; 0.1; 0,2; 0,25; 0,5 e 
0,75. Pode-se observar que para E=0,2 o rotor atinge 
seu maior valor do coeficiente de potência, (C =0,28), 
correspondente a razão de veloci&de ~=1,0. p Pode-se 
também observar que maiores coeficientes de potência 
correspondem a maiores veloci&desde rotaçj o do rotor, 
isto é, maiores razões de veloci&de (~). O coeficien
te de torque permanece aproxima&mente constante, muito 
embora o coeficiente de potência varie com a excentricl 
dade (E). Assim, pode-se concluir que para geometrias 
semelhantes dos rotares, o coeficiente de potência (ou 
a potência extraida do vento) é influenciado diretamen
te pelas ineficiências aerodinãmicas que modificam basi 
camente a velocidade de rotação do rotor. -

Cp /Ct 

0 .20 

0 .10 

0 .5 1.0 1.5 ~ 

Figura 2. Desempenho de rotares convencionais 

(ii) Rotares de configuração mista 
A Figura 3 apresenta curvas dos coeficientes de 

potência (C ) e de torque (Ct) como função & razão de 
velocidade p( ~) para o modelo A. 

Pode-se observar que o coeficiente de potência é 



mais elevado para mesmas excentricidades (máximo valor 
C =0,29). Para baixas razões de velocidade o torque 
tRmbém aumenta em relação ao rotor convencional. Dimi
nui entretanto para valores mais elevados de ~ (ou seja 
menores velocidades de vento). Nota-se também a mesma 
tendência de aumento de velocidade do rotor com maiores 
eficiências. São apresentadas curvas para excentricida 
des E*=O; 0,028; 0,056; 0,116. . -

A Figura 4 apresenta curvas de desempenho para o 
modelo B, para E*=O,OSl e 0,088. Valores maiores de 
coeficiente de potência e torque (em baixos ~) foram ob 
tidos. -

A Figura 5 apresenta curvas de desempenho para o 
modelo C e excentricidades E*=0,023 e 0,038. 

Figura 3. Desempenho de rotares com configuração mista 
(Modelo A) 

Fi gura 4. Desempenho de retores com configuração mis
ta (MJdelo B) 

(iii) Rotor convencional com concentrador 
A Figura 6 apresenta os resultados de desempenho 

pa~a varias excentricidades E*=O,lS; 0,2; 0,25; 0,50 e 
0, 75. 

A analise comparativa entre os retores com e sem 
concentrador mostra que o concentrador torna mais suave 
o pico da curva de potência. Entretanto, isto provoca 
uma diminuição na eficiência dos rototes. 

A Figura 7 apresenta os resultados de desempenho 
de um rotor Savonius convencional com excentricidade ó
tima (E=O, 2) . São examinadas a retirada das pás do con 
centrádor, transformando-o num canalizador de vento, o
que não interfere no rendimento. A retirada das pás 

Figura S. Desempenho de rotares com configuração 
mista (MJdelo C) 
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traseiras não foi vantajosa, além de requerer um direci 
onador de vento. Foram comparados concentradores com õ 
e 10 pás. Os concentradores com maior número de pás 
obstruem mais a passagem do ar e são menos eficientes. 

Também foi analisada a influência do número de es 
tagios do rotor sobre seu rendimento em [121. Concluiu 
se que a relação entre a altura de cada estagio e o diã 
metro do mesmo é crítica e merece ser examinada. Entre 
dois estagias adjacentes a inexistência de uma tampa de 
separação faz com que o rendimento caia bastante. 

A Figura 8, finalmente, mostra uma comparação en
tre os resultados de diversos autores para retores con
vencionais. 

Cp/Ct 
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\ -Cp 
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' \ ' 
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' 
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Figura 6. Rotor convencional com concentrador 

CDNCLUSOES 

Dentre os diferentes parâmetros que influenciam o 
desempenho de um rotor Savonius, a excentricidade pos
sui uma grande influência sobre o coeficiente de potên
cia do mesmo. A otimização da passagem central entre 
as pas varia com a forma das mesmas. 

A inclusão de distância de separação (t) entre as 
pás do rotor diferente de zero, reduz o desempenho do 
mesmo. 

A razão de aspecto (H/D) influe no rendimento do 
rotor. Valores menores deste parâmetro conduzem a roto 
res com maior torque e mais baixas rotações. -
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A análise comparativa entre os rotares com e sem 
concentrador mostra que os concentradores tornam mais 
suave o pico de potência, diminuindo entretanto sua efi 
ciência. -

O número de estágios do rotor torna o movimento 
de rotação mais unifonne. Existe entretanto uma influ
ência da razão de aspecto (H/D) , que contribue para a 
diminuição substancial do rendimento neste estudo, e is 
to deveria ser investigado com mais detalhes. -

Os testes realizados pennitem a conclusão que a 
inclusão de uma passagem central (excentricidade) provo 
ca um aumento de eficiência em relação a excentricidade 
nula (E=O). 

A análise bibliográfica disponível mostrou uma 
discrepância entre os resultados, esta provavelmente de 
vida a não consideração adequada do bloqueio causado pe 
lo rotor ao tunel. -
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INTRODUÇÃO 

As ondas maritimas que atingem as costas da Euro
pa Ocidental, resultam de importantes perturbaçÕes da 
pressão atmosférica que se exerce ao nível da superfície 
livre das águas, algures no Atlântico Norte. Esta ondula 
ção movimenta uma quantidade significativa de energia -
S. Salter (1974), teõricamente calculada admitindo que 
as ondas são regulares, de amplitude (a) e comprjmento 
de onda À; 

E=O.S pg Àa 2 (1) 

por unidade de comprimento da frente de ondas. 
Mais importante do que avaliar o conteúdo energ~ 

tico de uma dada ondulação de fundo, é sem dúvida ter a 
noção exacta da potência média que atinge a costa conti
nent al no local de interesse. Estimativas recentemente 
publicadas por I . Mendonça e H.C. Lobo (1981), referem 
que a ondulação maritima existente na costa portuguesa 
tem amplitudes médias de cerca de 1 metro (1/2 crista -
-cava) e período vizinho dos 8 segundos. Os dados apon
tam com efeito para potências disponíveis da ordem dos 
20-30 KWatt/metro (média anual), na costa Oeste de Por
tugal. Esta fonte de energia renovável não pode Õbvia
ment e ser ignorada. 

O aproveitamento eficiente da energia disponível 
é contudo um aspecto bem particular do problema, dado o 
papel decisivo que assume a viabilidade económica da sua 
exp l oração. Esta perspectiva talvez permita compreender, 
em parte, o relativo insucesso de remotas tentativas na 
que l e sentido. A recente crise energética motivou feliz 
mente suficientes esforços de invenção, investigação e 
desenvolvimento nesta matéria- A. Falcão (1980), para 
que se vislumbre desde 1976 um certo futuro no aprovei
tamento da energia das ondas. A sua utilização será se
guidamente encarada ao nivel de uma aplicação de âmbi
to mais restrito, e não como alternativa aos meios con
vencionais de produção de energia com fins industriais. 

DISPOSITIVO 

Entre os sistemas planeados para interfaciar afon 
te de alimentação (ondas incidentes) e os meios de con-:: 
versão de energia, contam-se os dispositivos de corpo os 
cilante flutuantes. Esta foi aliás uma das primeiras so 
luções encontradas- A. Cottrill (1981). O dispositivo 
em consideração é neste caso uma bÓia-farol de caracte
rísticas bidimensionais, que se orienta naturalmente fa 
ce às ondas incidentes e utiliza a sua energia na sina:: 
lização costeira. Uma das particularidades deste dispo
sitivo, idealizado nos Estaleiros Navais de Lisboa (LIS
NAVE), reside no facto de estar equipado de um mecanis-

mo pendular submerso cuja haste rígida acciona um par 
de bombas alternativas. Estas alimentam por seu lado to 
do o circuito. hidráulico de conversão de energia. -

O corpo hidrodinâmico do dispositivo está esquemà 
ticamente representado na figura 1. A bóia cilíndrica C 
flutua horizontalmente num meio fluido de domínio (D), 
superfÍcie livre (SL) e grande profundidade; (L) é o con 
torno do ·perfil transversal da bóia e ne a respectiva
normal exterior. O conjunto é orientado por intermédio 
de um sistema de eixos absoluto (Oxyz), definindo para 
(y =O) um plano de água em repouso. O flutuador é ideal 
mente posicionado sob a influência de um campo de ondas 
de gravidade regulares, monocromáticas, de pequena am
plitude (a) ·e grande período T = 211/w, oriundas de (x = 
=- oo) e avançando sobre o corpo com incidência normal à 
sua geratriz. O escoamento tem simetria cilÍndrica de 

· plano director (Oxy). A bóia executa um movimento plano 
periódico com 3 graus de liberdade - duas translações, 
segundo Ox e Oy, e uma rotação de eixo Oz - de amplitu
des complexas ak (k = 1,2,3). A frequência destas oscila 
çÕes é suposta idêntica à das ondas incidentes e a sua 
elongação é relativamente fraca . 
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A rotação do cilindro em torno da rótula do pêndu 
lo é, na realidade, o movimento útil que faz funcionar o 
mecanismo de extracção de energia. A optimização do ~~ 
fil do flutuador e a obtenção de uma correcta execuçao 
daquele movimento, são em definitivo o passo determinan 
te de uma eficaz recuperação da potência disponivel pa-:: 
ra o efeito- D. Evans (1981) . 

y 

SL o X 

T 

L 
lO) 

Figura 1 

PROBLEMA MECÂNICO 

A determinação da potência extraída pelo disposi
tivo às ondas incidentes , indispensável ao cálculo do 
rendimento do aproveitamento, envolve a manipulação da 
equação do movimento do flutuador . Importa desde logo a~ 
sumir que a bÓia oscila com 1 grau de liberdade apenas 
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- o do movimento de balanço (rotação/Oz) em torno da 
origem do sistema de eixos - e que o pêndulo reside na 
sua posição de equilÍbrio estático. 

Equação do movimento. O conjunto do corpo flutua:: 
te e mecanismos acoplados, constitui um sistema oscila 
tório cujo equivalente mecânico é do tipo massa-mola~ 
-amortecedor. A 2~ lei de Newton enuncia-se deste modo: 

F =Me + Be + Ke, 
p 

F 3 = (w2pL 4) Re{.A(,z e iwt} 

M = pL3[I + a.(w)] 

B=wpL3[(w /w) d+b(w)] o 

K = pgL2[k +H] 

(2) 

onde .A(,z é a amplitude adimensional do momento hidrodi
nâmico de excitação, de valor complexo, e e a amplitu
de angular de rotação (a3 = Le). I é o momento de inér
cia polar prÓpria do conjunto, d o factor de amorteci
mento das bombas de compressão, k a constante de rigi
dez das molas de restituição e amarragens da bóia, e H 
o coeficiente hidrostático de restituição do flutuador 
ao equilíbrio. Directamente dependentes da frequência 
de oscilação, temos os coeficientes de inercia virtual 
a.(w) e de amortecimento hidrodinâmico b(w) da bóia. To 
das estas grandezas foram generalizadas utilizando a 
massa específica p, a aceleração da gravidade g, a di
mensão característica do flutuador L, a frequência das 
ondas w e a pseudo-frequência natural do sistema w0 , co 
mo parâmetros de referência. -

Potência extraída. Admitindo que o dispositivo 
responde harmonicamente ã excitação exterior, a potên
cia media consumida num ciclo de oscilação é exclusiva 
mente determinada pelo factor de amortecimento (d) do 
mecanismo de extracção de energia. Utilizando a equa
ção (2) e definindo como frequência normalizada de ex
citação n = w/w , aquela potência vale: 

o 

0.5(w 3pt4 ) d n-1 J.A(, J2 
p(w) = z (3) 

{(k+H)K- 1 -[I+a.(w)J} 2 +{n- 1 d+b(w)} 2 
o 

onde K0 = w2L/ g é o número de onda reduzido. Esta ·rela
ção é idêntica ã anteriormente proposta por C. Mei 
(1976). 

Como fâcilmente se conclui da expressão (3), 
potência recuperada pelo dispositivo é máxima quando 

k = (w2L/g) [I +a.(w )] -H 

a 

o o (4) 
d=b(w

0
) 

Isto deixa fisicamente supÔr que o sistema funciona ã 
ressonância, logo que a frequência de excitação coinci 
de com a frequência prÓpria (w = w0 ), e que a taxa de 
amortecimento mecânico deva nestas condições ser igual 
ã potência radiada na forma de ondas de superfície. 

Rendimento. O rendimento de aproveitamento de 
energia das ondas quantifica a potência media utiliza-· 
da pelo dispositivo, relativamente ã potência media dis 
ponível ua ondulação incidente: e.=p(w)/P. Integrando
a relação (1) ao longo de um período do movimento ondu 
latório, em águas profundas: 

P=0.25(w 3pL4 )K-2 A2 
o 

(5) 

sendo A= a/L a amplitude relativa das ondas. O rendi-

mente é máximo logo que a potência extraída o seja, o 
que equivale a dizer que as condiçÕes de sintonização 
(4) se verificam e neste caso, de (3) e (5), 

2n3K2 b(w )A-2 J.A<, J2 
o o z 

e.(n) (6) 
[ (l-n2)I+a.(w )-n2a.(w)J 2 + [n b(w ) + n2 b(w)J 2 

o o 

Este é o rendimento de um dispositivo elementar, conve
nientemente sintonizado para um campo incidente de fre
quência predominante w

0
• O tecto de eficiência é sim

plesmente, para (n=l): 

e =0.5 K2 b-1(w ) A- 2 Jj(, J2 
o o o z (7) 

O projecto do dispositivo ãs condiçÕes de funcio
namento nominais, é pois função dos coeficientes hidro
dinâmicos da bóia e das propriedades do campo de ondas 
disperso em seu redor. O coeficiente de amortecimentohi 
drodinâmico é aliás o dado útil na obtenção de rendimen
tos optimizados. o coeficiente de inercia virtual e uma 
conveniente redistribuição de massas no interiordabóia, 
podem ainda facilitar a sensibilização do dispositivo ãs 
ondas existentes. Porém, a obtenção de um funcionamento 
ressonante só será viável para grandes comprimentos de 
onda incidente, tirando partido do momento de restitui
ção hidrostática associado ã envergadura do perfil ã li 
nha de flutuação. 

Contrãriamente ao expediente utilizado por D. 
Evans (1976), que calcula implicitamente os esforços de 
excitação através do Teorema de Haskind, optámos por 
efec tuar a resolução completa do problema hidrodinâmico 
de difracção-radiação necessária ao tratamento numéri
co da expressão (6). 

PROBLEMA HIDRODINÂMICO 

A análise da equação do movimento (2) demonstrou 
que o rendimento ideal de conversão de energia, depende 
objectivamente dos esforços de excitação e dos coeficien 
tes hidrodinâmicos da bóia. A determinação destes parâ-
metros cequer "õbviamente a resolução do problema da di
fracção e radiação das ondas de superfície em presença. 

Formulação. A obtenção das equaçÕes do fluido em 
movimento fundamenta-se no seguinte conjunto de hipóte 
ses simplificativas: · o fluido é perfeito, incompressível 
e de profundidade ilimitada, sendo o seu escoamento ir
rotacional. O campo de velocidades deste movimento deri 
va então de um potencial ~. função geradora das princi~ 
país propriedades do escoamento e solução do sistema de 
equaçÕes diferenciais: 

M(z, t) =O, (z e D) (a) 

{ a 2~ a ~ a~} -+2E -+g- =0 
íl t 2 ílt íly (y=O) 

(b) 

(~) =O 
ílne L 

(c) 

$ (z) =O, (y +- oo ) (d) 

onde ( E +O) para um fluido perfeito. A escolha de uma 
versão linearizada das condiçÕes fronteira ao nível da 
superfície livre do fluido - equação de Poisson (8.b)
e sobre o contorno imerso do sólido - condição de Neu
mann (8.c) - é legítima, assumindo que as ondas têm fra
ca amplitude relativa e que o corpo executa movimentos 
de pequena elongação. O potencial procurado é pois uma 
f unção narmõnica, cuja amplitude (complexa) se obtem SE 



brepondo os campos adimensionais incidente ~I' de di
fracção ~D e de radiação unitária ~k: 

~(z,t) =Re{Hz) eiwt}, (z e D) (9) 

3 
Hz) =wL[a{~I +~0 ) + L i(ak~k)] 

k=l 

sendo o potencial das ondas incidentes bem conhecido, 

-iK Z 
~ =-K-1 e o 

I o 
(lO) 

onde Z = z/L 
genérico do 
da usual. 

é a coordenada complexa reduzida, ao ponto 
domínio fluido, e K =w 2L/g o número de on

o 

Foi finalmente utilizado um método de singularida 
des na abordagem do problema formulado em (8), cuja re~ 
solução numérica se deve à discretização da fronteira 
imersa do corpo em elementos de contorno lineares. Este 
procedimento resulta no aparecimento de 6Aequ~ri~ ~
Aegulaltu; perfeitamente visível nos resultados obtidos. 

Esforços de excitação. Os esforços hidrodinâmic~s 
que actuam o dispositivo, podem obter-se por integraçao 
da pressão dinâmica adjacente ao contorno do flutuador. 
Logo que este é suposto imobilizado em presença das on
das incidentes teremos, utilizando a equação de Lagran
ge, 

F = Re{ :F iwt} 
p p e ' 

as componentes segundo os três eixos coordenados (p = 1, 
2,3), do torsor de excitação que suporta o sólido nes
tas condiçÕes. A= a/L designa a amplitude relativa das 
ondas, ~ os cosenos directores da normal e dL = dJI./L o 
elemento de contorno normalizado. 

A figura 2 mostra as amplitudes adimensionais (L= 
=T) dos esforços exercidos por ondas de amplitude unit~ 
ria e frequência K0 =w 2T/g, num cilindro de geratriz 
unitária, calculados utilizando o algoritmo numérico da 
ref. (8) na simulação do perfil da figura 1. Este -apre
senta uma muralha inclinada a 600 a montante, muralha 
vertical com um encolamento de raio R= 0.5 a jusante, e 
uma relação envergadura-calado B0 /T = 2. 2887. 
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Figura 2. Esforços de excitação 
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Coeficientes hidrodinâmicas. Os esforços que su
porta o dispositivo, oscilando agora em presença de um 
plano de água em repouso, calculam-se de forma análoga 
a que foi anteriormente descrita. Sendo as verdadeiras 
amplitudes deste movimento forçaoo de momento desconhe
cidas, limitar-nos-emos ao cálculo dos coeficientes de 
inércia virtual apk e de amortecimento bpk: 

a =-Re 
JL ~k 

n dL pk p 

b = Im 
JL ~k 

n dL pk p 

quantificando os esforços em fase com a aceleração e ve 
locidade do movimento, respectivamente, que se exercem 
segundo a direcção (p = 1,2,3) logo que o flutuador exe
cuta uma oscilação de amplitude unitária na direcção (k= 
= 1,2,3). 

A figura 3 representa os coeficientes adimensio
nais (L= T) principais (p = k), de um cilindro elementar 
com calado unitário, oscilando à frequência K =w2T/g, 
calculados utilizando o algoritmo da ref. {9}0 na simu
lação da geometria anterior. 
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Figura 3. Coeficientes hidrodinâmicas 
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CONCLUSÃO 

A análise do comportamento hidrodinâmico da bóia 
de recuperação de energia das ondas mostra que o dispo 
sitivo pode atingir altos rendimentos de funcionamento, 
quando devidamente sintonizado ã frequência predominan. 
te da ondulação incidente. Os cálculos efectuados uti~ 
lizando a relação (6), para duas geome t rias de flutua 
dor, estão representados nas f i guras 4 e 5. 

A figura 4 exibe o rendimento máximo de uma bóia 
com o perfil assimétrico inicialmente convencionado (fi 
gura 1), em função de um parâmetro de sintonia f = (wÍ 
/ w0 ) 0 • 5 , no aproveitamento de energia segundo os 3 mo
dos de oscilação independentemente. O movimento late- . 
ral (1) ê o menos favorável ã absorção de ener gia, dei 
xando as curvas supôr que a utilização da oscilação ver 
tical (2) teria vantagens sobre o actual aproveitamen~ 
to do balanço (3) pelo mecanismo pendular. 

O perfil seguidamente s imulado na figura 5 ê uma 
secção de geometria optimizada, com a muralha lateral 
de montante inclinada a 45 ° e um casco c ircular a ju
sante (R= T), cuja relação envergadura-calado (B0 /T) ê 
de 3/1. A melhoria de rendimento alcançada munindo o 
dispositivo de uma bÓia com esta configuração, ê notá
vel - curva (3) da figura 5 - confirmando a oportunida 
de de se utilizar um mecanismo funcionando ã rotação
nestas condiçÕes. Um dispositivo sintonizado a T = 7 s e 
gundos, período mêdio (anual) da ondulAção marítimanãE 
costas portuguesas, funciona agora com um confortável 
patamar de rendimentos acima dos 75%, para comprimentos 
de onda incidente superiores a 15 vezes o calado T do 
flutuador . As estimativas efectuadas com base nos r esul 
tados obtidos, permitem-nos prever a iluminação de um
farol costeiro de longo alcance (30 KW), utilizandouma 
unidade de tirante de água unitário (T = 1) e envergadu 
ra longitudinal da ordem dos 5 metros de frente. -
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SUMMARY 

The paper deats with the hydrodynamias of a 
floating aylinder wave- energy absorber, osaillatingwith 
a rolling motion in regular waves . Exaiting f oraes and 
hydrodynamia coe f fiaients were aalautated, in order to 
find an optimum energy-aonversion effiaienay . 
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SUM}~IUO 

Foi de6envolvido um modelo ~eõ~co aplicável a um 4ecado~ pneumático, 6uncionan
do com m.{..s.tuJI.a de ~anho4 e 6o.luna.6 de pa.!t.tZc.ui.o.1;. Foi 6eila a 6-i.mu.la.ç.ã.o do 6unciona
m~o de um 4~~ema e6peu6.(.co cujo p!tojw 6oi ex.ec.ut.a.do pelo Ce~o de Tecnologia 
Cope~ucM [7] paJttt bagaç.o de cana. 04 ~uUado4 4ã.o compa.Jtttdo4 com 04 dado4 ~ponJ:_ 
vw do 4~~a indu4~. 

INTROOOç:M) 

O objetivo do trabalho foi o desenvolvimento de 
um modelo de simulação para secadores pneumáticos uti
lizados para bagaço de cana; comprovado com resultados 
de um protótipo em escala industrial, este modelo ser
viria para desenvolvimentos na área. 

M:>IELO PROPa>TO 

Num secador pneumático te~se gás com velocidade 
v4 e partículas sendo arrastadas com velocidade va. Am 
bas as velocidades variam ao longo do· percurso (y). A 
secagem ocorre ao longo do percurso. 

As hipÓteses fundamentais adotadas neste modelo 
sao: 

- o secador funciona em regime estacionário; 
- as partículas secam segundo o rodelo de uma go 

ta d'água de condutividade térmica infinita; -
- o conjunto de partículas tem fra~ões diferen

tes em tamanho e tipo, cada fra<iao Cmo Xj) tem 
diâmetro Cllpj) _densidade (Po-) L2], umidadf; 
(uj) , veloc1aade (voj) e te~ratura (Toj) pr~ 
pnas. 

As equações fundamentais que descrevem este pro
cesso são [3,4] as de transferência de massa: 

(Psj - Pl)/p 
(1 - Ps/P) 

(1) 

Ü(To)i)+((u)i-~(hl2-cp2CTo)i)]l/ 

{~4[Cp4+(w)iCpl]+[(u)i-ü]~ocpl} 

onde ( ) i indica valor inicial, e: 

u = EX ·U · 
J J 

'i'
0 

= Exj T0 j 

Conservação da massa: 

Transferência de momentum: 
para fibras 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

onde Psi seria a pressão de vapor junto à superfície 
de partlcula, considerada igual à de saturação do va
por de água a To- , Pl· pressão parcial do vapor de á
gua; p, pressãoJtotal; <lmj coeficiente de transferên 
cia de massa [4,5]. Para partículas tipo pó muda-se õ 
fator 4 em (1) pelo fator 6 • 

dvo = ! __g__- f · P4(l+w) [voj-v4tJvoj-v4] (8) 
C-ay) v

0
j J v0 j 1r (Dp/2)p l+uj) 

Transferência de energia: 

(T4-TOj) 

Ctpo+ujcp2J 
(2) 

onde ~ é o coeficiente convectivo de transferênci a 
de calor partículas-gás tipo fibras para o qual na si
mulação foram consideradas correlações para cilindro 
inf inito [6); Cp é calor es~cífico, sendo subíndice 
(O) bagaço seco, (2) água l1quida; h1, entalpÍa do va
por de água ã temperatura T4. No caso de partículas ti 
popÓ, muda o fator 4 por 6 e ~j foi adotado de [7] .-

Fazendo um balanço global ae energia desde o iní 
ci o do processo determina-se T4 (temperatura dos gaseS) 
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para po: 

dv0 
(-r:-:-y )J. =: _jL- f · uv · v0 j J, 

3 p4(l+w) [v05 -v4]Jv05 -v4J 

2 v0 j dpj ~ p0 (l+uj) 
(9) 

onde f . é coeficiente de arrasto para fibras [2] e para 
pô [8]~ e~ coeficiente de esfericidade[8,13]. 

EQUI P.At-·1ENTO I NOOSTRIAL 

O equipamento industrial (Fig. 1) aproveita os g~ 
ses que saem da caldeira (1) que entram no ventilador 
(2) ; o bagaço é alimentado em (5) onde é acelerado por 
outro ventilador através do injetor; é então despejado 
com velocidade alta na coluna principal (3). onde é de 
celerado. O bagaço é separado dos gases no ciclone (4). 
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Figura 1. Secador de Bagaço Copersucar [1]. 

SECAGEM m CICLONE 

O ccnjunto de equações (1) a (9) é aplicável ao 
injetor e na coluna; no ciclone, mde a secagem conti
hl.la, devem ser cmsideradas canponentes das velocidades 
[9, 10, 11, 12] • Foram consideradas sonente as 1 conq>a
nentes vertical e tangencial, desprezando-se o desloca-
nento radial tanto no gás coro nas partÍculas. · 

Para o cálculo das velocidades do gás foi adotado 
o rodela proposto em [12], obtendo-se em cada caso as 
TJédias na região de fluxo descendente. 

Na vertical: 

v4y = - o,53965 

tangencial: 

B 

.,tZ' 

- A 
v4t = 1,277 !ã* 

(a*) 1/2 (lO) 

v 

o (11) 

cnde A e B são constantes que dependem da velocidade 
dos gases na entrada, da vazão voltmÉtrica de gases e 
das dinensões do ciclone, Z é a altura desde o ápice do 
cone e a* é o ângu.J,o do cone. 

Para as partÍculas a velocidade tangencial é: 
tipo fibras: 

dvo. _ P4(l+w)[(voj)t-(v4)t] 
C--if) - -fj 7r(D /Z)p (l+u)(v .) 1Cvoj)t-(v4) I (12) 

t p O OJ y 

tipo pó: 
:oq 

. ~oj =- 6 P4(l+w) [Cvoj)t-(v4)t] -
( y )t fj 4 D ~ p (l+u.)(v .) I (voj)t (v4) I 

p O J OJ y 
(13) 

o conjunto (1) a (13) é completo para o ciclcne. 

RESULTAOOS 

A simulação foi realizada considerando partículas 
de diferentes formas e tamanhos de acordo a distribui
ção reportada em [2]. considerando o sistema comeleto, 
incluindo as perdas de calor. Alguns resultados sao ros 
trados nas Figs. 2 e 3. Resultados ampliados, inclusive 
para outras condições poderão ser encmtrados em [13] • 

Na Fig. 1 se graficaram os valores médios das va
riáveis de interesse ao longo do percurso para as con
dições indicadas • comparando-os com os dados experinen 
tais disponíveis. Os gráficos estão divididos e111 trêS 
etapas correspondendo ao injetor (5 ,6m) , coluna (até 
31 m) e ciclme (até 42,3 m). A distância y é seDqJre me 
dida ao longo do eixo do equipanento, e as velocidades 
correspondem tarrbém a essa direção. A velocidade dos 
g~es, v 4, reflete as nudanças na geonetria da tubula
çao. 

O bagaço é acelerado rap:i:.'danente no injetor, e é 
freiado na coluna principal. A taxa de secagem seria 
alta na etapa de freiado. No ciclone se ~rocessaria boa 
parte da secagem. A temperatura das part~culas ficaria 
no patamar da de saturação adiabática dos g~~es até 
elas secarem completanente. 

Em razão que na eq. (1) adotou-se para determinar 
Psj a temperatura Toj 1 aparece então nas partículas um 
efeito de re-humidificação inicial, este efeito, que é 
discutível, não aparece se se adota a teDqJeratura de sa 
turação adiabâtica dos gases , Ts, para determinar a 
pressão de v5>ot junto a superfície em (1). Neste Últ~ 
ro caso tarrbem a umidade final obtida no produto e a 
te~ratura dos gases, T4, são ligeiranente menores 
rl3J. 

Coro pode observar-se na Fig. 3 a influência da 
granulonetria das partículas é decisiva, tanto que se 
poderia dizer que o projeto· de um secador deste tipo 
deveria coneçar com o estudo da granulometria do mate
rial. 

cmCLUSOES 

O modelo teórico apresentado daria resultados sa
tisfatórios no que se refere ao injetor e a coluna 
pneumática, não assim no que se refere ao ciclone, on
de precisa ser nelhorado. Em [13] foram introduzidas al 
gumas nelhorias, com um fator de correção experinental7 
Embora o desenvolvimento de uma teoria da secagem num 
ciclone está apenas coneçando, havendo uma grande ne
cessidade de pesquisa experinental e teórica neste ~ 
po. Tarrbém pode-se assinalar a falta de dados na litera
tura no que faz a coeficientes de arrasto e de trans
ferência de massa e calor de materiais partículados com 
formato de fibras. 
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A theo~Ldi.c.af. model. a.ppUcable to a. pnel.lllltLÜ.c 
dlujell.. opelULtútg wU:h a. mi.~ oó ~ha.peA a.nd úz~ oó 
paJL:ti.cl~ wa.t. devel.oped. ThM model. wa.t. cu.ed :to 
~.únul.a;te the opeJLa..tion oó a. ~peció-ic ~y~:tem óoJL dluj.útg 
ba.g~~e wfU.ch ha.d been coM.tlw.c:ted by :the Cen:tJLo de Tec 
11.of.og.ia. Cop~uca.JL [1]. The ~u.U.h oó the ~.imula.lion -
ha.ve been compa.JLed wU:h da:ta. a.va.ila.ble 6JLOm :the 
.útdu.l>:t.JL.ia.l ~ tfo :tem. 
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Figura 2. Valores médios das variáveis ao longo do percurso. Vazão de gases secos na colma: 
76866 Kg/h; vazão de bagaço seco: 3204 Kg/h; vazão de gases no injetor: 5163 Kg/h; 
teJ!lleratura de entrada dos gases: 265°C. 
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e 
MEDIDA DO PERFIL AXIAL DE UMIDADE EM 

SECADOR PNEUMÁTICO VERTICAL 

LÊNIO JOSÉ GUERREIRO DE FARIA 
UFPA 

SANDRA CRISTINA DOS SANTOS ROéHA 
CESAR COSTA PINTO SANTANA 

D.E.Q-UN!CAMP 

Com .a 6-i.~d~ de. 4e. me.ciúr.. a umidade. do aJt a .tempe.Jl.~Ltu!La.6 a.c.úna de. 1 oooc , 6o.i. 
~ue.nvo.tv.i.do um p4.tcJt.o'!!e..tJr.o de. dupla mecha., qu.e. con:fê.m um fupo4.i.livo paJz.a 4u.p!Úit de. 
agua~ a mecha. de. ~bo _ u.m.i.do. Com o due.nvo.tv.i.me.n.to du4e. e.qu..i.pame.n.to de. medida 6o.i. 
po44.t~~ a de..tenm.tna~a~ do4 P~Ó~ axia.i.4 de. um.i.d~de. e .temp~ do aJt em um 4e.cado4 
pne.uma.t.i.co em uca.ta.p.i..toto u..t.i..t.i.za~do-4e. 5 p4ic.4ome..tJr.o4 .i.nóta.tado4 no tu.bo ve4t.i.ca.t 
de. 4~agem. Fo4~ 6e..i.tM ~~enm.i.na~ou upe.Jt.ime.n.ta.i.4 com pa.tr..tXcu..ta4 de. Meia e u&e.M4 
de. v.úiJ::o, com cLüime..tJr.o4 me.d.i.o4 de. O, 5 5mm. e O, 24mm. , 4Upe.ct.i.vame.nte.. Alr. óo.i. u.t.i..t.i.zado 
como ga4 de. tltan4po4te. e 4e.cagem , com .tempe.4atMa4 de. e.nt4ada de. 93oc a 213, soe. 

IN'IRODUÇÃO 

MUitos processos comerciais que operam acima de 
100°C requerem o conhecimento da umidade e temperatura 
em diferente~ estágios da operação, como por exemplo, a 
secagem de solidos. 

A medida da umidade do ar é obtida normalmente 
através dos seguintes equipamentos convencionais:cêlula 
de ponto de orvalho, higrômetro e psicrômetro. As maio
r~s dificuldades com os psicrômetros u~ados em aplica 
~oes onde a temperatura de bulbo seco e maior gue lOOOC 
e a secagem da mecha de bulbo úmido,sendo tambem essa 
temperatura de bulbo seco o limite superior de operação 
para os outros dois equipamentos. Assim, existe a neces
sidade de se desenvolver um equipamento simples que per 
mita a medida da umidade do ar a altas temperaturas. -

Seguindo as idéias de Kent e Rosen [1] foi proje
tado e construído o psicrômetro de dupla mecha com um 
~ispositivo de suprimento_de água para a mecha de bulbo 
umido, o que permite mante-la umida mesna a altas tempe 
raturas, possibilitando, portanto, a sua utilização aci 
ma de lOOOC. -

. _Como aplicação e verificação do desempenho desse 
ps1crometro no processo de secagem, foram instalados cin 
co desses dispositivos em um secador pneumático verti=
cal em escala piloto, obtendo-se os perfis longitudina
is de umidade e temperatura do ar. Foram feitas 24 cor 
ridas experimentais, utilizando-se partículas úmidas de 
areia e esferas de vidro, com temperaturas de entrada 
de ar variando entre 93,1°C e 213,8°C, obtendo-se resul 
tados experimentais consistentes, os quais indicam a 

viabilidade da utilização do psicrômetro desenvolvido pa 
ra faixas de temperaturas usuais na secagem de sólidos~ 

PSIC~ DE DUPlA MErnA 

O psicrômetro utilizado neste trabalho é consti
tuído por um corpo cilíndrico de aço inoxidável, conten 
do sensores de temperatura de bulbo seco, bulbo úmido e 
~ra_a.água de suprimento, ~lêm do dispositivo que man
tem um1da a mecha de bulbo unido, como mostrado na Figu 
ra 1. -

Ar úmido é admitido no tubo de ~ostragem (lO) , 
passa pelos sensores de bulbo seco e umido (l) e (2), e 
sai pela linha de ar (9) , passando acima da mecha envÓl 

vente do tubo de suprimento de água (5). -
_Água pré-aquecida é admitida em (8), cuja ' tempera 

tura e registrada no sensor (7), ~ssando através dos 
furos de escape (6), causando entao a unidificação da 
mecha ~uxiliar (5) com o objetivo de manter a temperatu 
ra da agua de suprimento o mais próximo possível da tem 
peratura de bulbo úmido. A seguir, essa água vai umide~ 
cera mecha de bulbo úmido (3), e o excesso é coletado 
no reservatório (11). Com isso se garante a constante 
umidificação da mecha de bulbo úmido. 

Os sensores de temperatura utilizados sao pares 
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tern~elêtricos de cobre-constantan. 
A umidade do ar é determinada a partir das leitu

r~s das temperaturas TBS e TBU, e da pressão local. No 
calculo ~ ~~de. e demais propriedades psicrométricas 
do ar fm ut1llzado o procedimento recomendado pela 
ASJ:IRAE ( 2] , o qual é baseado ~s relações de gás per
fel to para_o ar seco e vapor d'agua e na lei de Dalton 
para pressoes parciais. 
~ . As entalp~a~ do_ar seco, vaEor d'água e da água 
l1q~da! necessar1as a determinaçao das Eropriedadespsi 
crometr1cas do ar foram calculadas atraves de correla=
ções, obtidas por análise de regressão a partir de da
dos H-T fornecidos por Rivkin [3] e Schmidt [4] 
APLICAÇÃO !'{) SECAIXlR PNElMÃTICD VERriCAL 

_A Figura 2 representa esquematicamente o secador 
pneumatico.utilizad? neste trabalho. A montagem do sis 
te~.exper1m~ntal v1sa obter principalmente os perfis 
aX1a1s ~e um1dad~ e t~mp~ratura do ar, utilizando para 
tal o s1stema ps1crometr1co referido anteriormente. 

A seção de teste vertical possui 4,0 m de altura 
e 5,08 cm. de diâmetro, com os psicrômetros distancia
dos entre si de 50 cm., sendo que o primeiro foi insta 
lado a 70 cm. a~ima do ponto de al~menta~ão. 

Na operaçao do equipamento ainda sao determinados 
exper~entalmente, a temperatura de entrada,temperatura 
de sa1da, umidades inicial e final e a vazão mássica 
d~s sólidos! a vazão ~ssica d~ ar e o perfil de pres
soes. A med1da da vazao de ar e realizada com o uso de 
uma placa de orifício calibrada, e a vazão de sÓlidos 
é obtida pela determinação do peso de amostras num in
terva!o de tempo conhecido. A temperatura das partícu
las solidas recolhidas é determinada calorimétricamente 
As ~dades de entrada e saída dos sólidos são determi
nadas por secagem em estufa atê peso constante. 

Ar ambiente é insuflado no sistema através do so 
p~a~or (3) com s~ vazão dete!ffiinada ~la placa de ori~ 
f1c1o (22 em funçao da deflexao manometrica ~egistrada 
pelo ~nom~t:o (1). Segue para o aquecedor eletrico (5) 
onde e admit1do no secador a una temperatura desejada e 
mantida constante pelo termostato (6), para então promo 
ver a secagem das partículas que são introduzidas co~ 
corr~ntemente pelo alimentador helicoidal (8), o qual é 
p:oVldo de_um con!r?lador ~e velocidades, gue permiteva 
r1ar a vazao de sol1dos alimentados, atraves da varia:
ção da velocidade de rotação do parafuso sem fim até 
uma velocidade máxima de 300 rpm. A mistura ar-sólidos 
percorre o tubo vertical de secagem (21) onde são regis 
tradas as variações da umidade do ar através das leitu~ 
ras de TBS e TBU nos sistemas psicrométricos (16). A se 
paração e coleta das partículas secas é feita atravéS 
do separador (18) e do ciclone (19),as quais são reco
lhida~ ~m (23) para a medida da ~azão ou desviadas para 
o flllldizador (13) pelo uso da valvula (22). A distri
buição de pressão ao longo do secador é medida no mul 
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timanômetro (15). 
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Resultados Obtidos 

Utilizando o sistema descrito acima foram medidos 
os perfis longitudinais de umidade do gás Y(z) e de tem 
peratura do gas TG (z), para partículas de esferas de 
vidro e areia com diâmetros médios de 0,24 mm. e 0,55flm\ 
respectivamente. A umidade inicial das partículas va
riou entre 2,517 gH20/kg.sÓlido seco a 6,897 g Hf!/ 
/kg.sólido seco com faixas de vazões mássicas ut1liza
das de 24,21 kg.sÓlido seco/h a 52,31 kg.sólido seco/ h 
para as partículas e de 121,86 kg ar seco/h a 161,42 
kg ar seco/h para o ar utilizado no transporte e seca
gem das partículas sólidas. Para a temperatura de entra 
da do gás, a variação foi de 93,10C a 213,80C.Foram en 
tão feitas 24 corridas experimentais,visando um estudõ 
de sensibilidade paramétrica utilizando-se como variá
veis a vazão mássica de sólidos, a vazão mássica do ar, 
a temperatura de entrada do ar e a umidade de entrada 
de sÓlido. Exemplos de perfis Y(z) e TG (z) são mostra
dos nas Figuras 3,4,5 e 6. Dessa maneira foi possível 
verificar a influência das variáveis em estudo ao longo 
do secador. 
Análise crítica dos resultados experimentais 

Nas Figuras 3 e 4 e mostrada a influência da 
peratura de entrada do ar na variação da umidade e 
própria temperatura do ar medidas ao longo do tubo 

tem
da 
de 

secagem. Verifica-se que à medida que a temperatura de 
entrada do gás aumenta, há um aumento acentuado da umi
dade do ar no trecho inicial do secador, o que signifi 
ca uma diminuição acentuada na umidade dos sólidos, oü 
seja, um aliiOOnto na taxa de secagem, tendendo a um va
lor estável após uma certa aitura do tubo de secagem.Pa 
ra a temperatura inicial de gás de 93,loc, a variaçãõ 
na umidade ao longo do secador foi bastante pequena,siK 
nificando uma pequena taxa de secagem do sólido. 

O mesmo tipo de análise pode ser feito através da 
Figura 4, que mostra os perfis de temperatura para as 
mesmas condições da Figura 3. 

Nas Figuras 5 e 6 é mostrada a influência da umi
dade inicial do sólido na umidade e temperatura do ar. 
Verifica-se que quanto maior a umidade inicial do sóli 

" • . 
" ' .. 

ESI"ERU OE VtOftO (AB· - 4J • 0 ,2 4 •• 
w.. :u.s tt•/11 
W. • 1)0 ,14 K•/11 
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P•l•l• • t!S KP• 

e Tt1 •ts,! •C ,Xflnoi•O,GSS t/Kt ' · ' · 
• Tt1 •140,)•t ,Xfinol •0,290 tiKt 1.1. 
& T•• •tt:S. I•C ,XfiMI •0,127 tiK• '·'· 

o -
o 

ri?URA 3 • PERFIS 



do, maior a tmúdade do ar, observando-se também um au
mento acentuado na umidade do ar para z < 0,7 m.,tenden 
do a uma estabilização no trecho final dõ secador.Na FI 
gura 6 são mostrados os perfis de temperatura do gâs pã 
ra as mesmas condições da Figura 5 verificando-se um pe 
queno decréscimo na temperatura do ar ao longo do secã 
dor com o aumento da tmúdade inicial do sólido. 
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CONCLUSÃO 

29] 

O objetivo de se desenvolver um equipamento para 
medida da umidade do ar a altas temperaturas foi atingi 
do com o projeto e construção do psicrâmetro de dupla~ 
mecha, onde a dificuldade principal na medida com psi 
crômetros comuns, que ê a secagem da mecha para temperã 
turas maiores que lOOOC, foi contornada utilizando-se õS 
dispositivos de suprimento de água, o qual mantêm cons
tantemente úmida a mecha de bulbo úmido, e de mecha au 
xiliar . 

A verificação do desempenho desse medidor fOi fei 
ta através da instalação de 5 psicrômetros em um tubõ 
de secagem pneumática obtendo-se os perfis longitudina 
is de umidade e temperatura do gâs. Os resultados expe 
rimentais obtidos exibem um comportamento consistenten<l 
que diz respeito à variações dos parâmetros de secagem. 
Desse modo, tem-se a descrição quantitativa da influên
cia da ·tenperatura de entrada do ar e da umidade de en 
trada de sólidos .e verificou-se um aumento na secagem dos 
sólidos, expresso pelos resultados que constam das Figu 
ras3a6 . -

Uma extensão do Eresente estudo consiste na simu
laç~o do secador pneumatico de modo a se obter uma com 
paração quantitativa entre as medidas e os resultadosoo 
tidos através de uma formulação matemática que incluãl 
as equações básicas de conservação de massa, quantidade 
de oovimento e de energia. 
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SUMMARY 

A doubie-~cQ p~yc~omet~ ~ deveioped in t~ 
tAXJJtk. óoJt the mea.l>Wl.emerzt oó :the humúLU:y a;t tempe.Jta..tu
lte..6 above 1 00°C. The p~yc~omet~ ha.6 a cyUnd.JU.cai. 
óOil.m, 2. 6cm. o6 cüame:t~ a.nd a ienght o6 20 cm. artd -U. 
pJtovided vú..th a «Xlt~ Mppiy ~y~te.m :to Qeep the ~
-bul.b wi_ck moüt. Will .the devetoy::merzt o6 t~ meaAW!.e 
~y~:tem .U ~ po~ubie to detvunine ax.i.a.t plto6ile~ o6 
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hwrridil.y a.rtd .tempVta.twte. o6 .the., cWr. -i.rt a. 6-fMh d!tyeJt, 
!.ú-i.rtg 5 p.&IJC. h!tome..teM .&e..t up -i.rt .the. veJL.t-i.c.al. d!tyirtg 
.tube.. Expe.!Úme.Yl.tal. de..teJr.m-i.YlaUOY!-6 WeJte. ma.de. !.ú-i.rtg g.f.M-6 
be.a.d-6 a.rtd .t.a.nd ~c.le..t. ha.v-i.rtg me.a.rt d-i.a.me..teM o6 
0.24 mm. a.nd 0.55mm., Jte..&pe.c.tive.ly, wi...th -i.Mtial. -
moü.tuJte. c.ort.te.rt.t va.Jtyirtg be..twe.e.rt 2. 517 g H20/k.g dJty 
Mlid a.nd 6. 897 g H20/k.g d!ty Mlid. ÁÁ.Jt tltU !.úe.d .to 
:tlta.rt.&poJt.t a.rtd dJty .the. pa.Jttic.le..t. wi...th -i.Y!le..t .tempe.Jta..tuJte.-6 
va.Jty-i.rtg 6Jtom 93 . 1°C .to 213.8°C. 

-' 
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O objúi.vo du.te :ótabal.ho óoi.., a.tlulvêh da. ll.e.a.U.zaç.ão de lll1 u.tudo de 6ollma6 e .ta. 
manhoh CO.Jt.a.cte111.h:ti..c.a.6 de paJLÚ.c.ui..a6 de bagaç.o de cana. e da. me.cU..ç.ão da hua. vei.oci.d.a.de
.tellmi..na.l. Em queda Uv11.e no ali. anbi..en.te, ob.tll.ll. d.a.doh bá.6i..c.oh paiUl o pM j e.to de hi..h.tema6 
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all.ll.a6.to - núnll.M de Re.yno.f.cú pa11.a a óai..xa de va.f.oll.et. expeJLimen.ta.i..h. 

METOOOLOGIA 

A éiJOOStra analisada provinha de uma !1Dellda 
37"x78" equipada can dois picadores e desfibrador Cope_r 
sucàr. 

A amostra foi secada em estufa e (\uarteada. lhna 
das partes foi deixada num saco aberto à atm:>sfera du
rante vários dias, até atingir o equilíbrio com o ar am 
biente; foi determinada entao sua umidade em 8,4\(b.u.). 

Da observação a olho nu do material ficou eviden
te que ele é composto de dois tipos de partÍculas: lDII<5 

alongadas, can formato de fibras, e outras irregulares, 
constituídas de redula [1,2]. Decidiu-se então fazer 
dois tipos de estudo do material: (i) redi~o das ~ 
sões de cada tipo de partícula, fibras e po, separada
rente, e (ii) determinação do percentual em peso de ca
da tipo. Isto foi feito com outras duas das partes qua_!: 
teadas. 

O priJOOiro passo foi fazer uma análise de peneira 
de cada una das duas éiJOOStras. De cada uma das pep.eiras 
foi feita uma separação manual do material · em fibras e 
pó, para as peneiras de malha (Tyler) 8, 14 e 28; o ma
terial da peneira 48 foi quarteado e analisada uma das 
partes. N""ao foi possível separar material de renor ~ 
nho, embora os dois tipos de partículas estejam presen
tes até o fundo; para as peneiras 65, 100 e fundo ado
tau-se a fração obtida na peneira 48. 

Também foi calculada a área projetada máxima: 

~ = al 

a secção ~ = nab/4 

o volune 

e a densidade de cada malha: 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
· Da outra éiJOOstra peneirada escolheu-se ao acaso, 

em torno de 10 partículas de cada tipo em cada peneira; 
no total foram redidas 152 partículas. Para a redição 
das diJOOnsões utilizou-se paquíretro até onde foi possí 
vel e microscópio para as partículas renores. Com o pa::
qUÍJOOtro rediram-se três diJOOnsões , com o microscópio 
duas. ~ando possível também foi determinada a massa de 
cada partícula individual com balança analítica de pre
cissao O,OOOlg. 

a densidade foi corrigida depois para obter a densidadt 
aparente do bagaço seco: 

Na determinação de velocidade terminal, as partí
culas foram lançadas da altura de 4 a 6m e o tempo re
dido com cranôretro; também foram determinadas a pres
são e temperatura do ar ambiente. 

TRAT.AMENro ro:; DAOOS 

Em relação a caracterização das propriedades geo
métricas• das partículas o trataJOOnto feito foi difere~ 
te dependendo do tipo e do instrumento utilizado. 

No caso das partículas tipo fibras , das malhas 
maiores (8, 14, 28), redidas com paqUÍJOOtro, diferent~ 
rente do realizado em [3] optou-se _po-z: um formato pa
drão de prisma elípticb. As dirensoes redidas foram e!!_ 
tão a,b,l e elas foram associadas a um cilindro de 
diâmet,o: 

(1) 
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p
0 

= p [1 - u(b .u.)] (6) 

No caso das fibras das malhas renores , redidas no micras 
cópio, adotou-se COIID diâmetro sirrq>lesJOOnte a diJOOnsão -
a. 

No caso das partículas tipo pó, calcula-se: 

b < a < 1 

~ = al (7) 

Para cada peneira também calCulou-se o diâmetro 
nédio segundo [4,5]: 
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ln ã = (ln es + ln e· ) I 2 
p ~ 

(8) 

onde e e e; são espaçamentos de duas peneiras contí-s ~ . guas. 
Na Tabela 1 estão os valores nÉdios de maior inte 

resse. O material do ftmdo foi somado à malha 100. 

Tabela 1. Valores nÉdios para partículas de bagaço 

M Tipo \ [~] [~J 1/a [nm2] Po [Kg/m3J 

8 fibras 
pó 

14 fibras 
po 

28 fibras 
po 

.JS fib!a5 
po 

65 fibras 
po 

100 fibras 
po 

20,95 
o 

14,91 
1,84 

21,55 
6,80 

10,42 
15,38 

1,80 
2,65 
1,45 
2,15 

3,21 

1,34 

0,49 

0,32 

0,22 

0,15 

1,68 

0,84 

0,42 

0,25 

0,18 

21,6 95,6 

10,0 35,0 
2,0 5,96 

60,7 15,9 
3,2 2,97 

35,7 3,40 
2,3 0,591 

35,9 1,60 
2,2 0,193 

28,7 0,509 
1,7 0,0767 

2,lx10 2 

3,4x102 

6,0x10 2 

Nas nedidas de velocidade, co100 só foi possível 
nedir a altura h e o tempo t foi necessário corrigir pa 
ra o período trãitsitôrio antes de atingida a velocidade 
terminal. Isto foi feito do seguinte 100do: a equação do 
100vinen to da partícula é: 

dv '\ p v2 
~ ãf = mpg - CA ....... :....,2..--- .[ (9) 

desprezando o enqruxo. 
Supondo que a velocidade terminal é atingida as

sintaticamente de acordo can uma curva e.xperinental, o 
que inq>lica SU[lOr que o coeficiente de arrasto obedece 
a uma correlaçao do tipo: 

~-
10.0 

Vt (11101) 

0 .1 

I. 

CA = K/Reyp (lO) 

onde K é uma constante a ser determinada e Reyp=Dppv/JJ~ 
teríarros substituído em (9) : 

. r A J.l] * + K L2~ Dp v = g 
(11) 

integrando em (11) duas · vezes obteJOOs uma equação inl>lÍ 
cita em (g/vt) assim: -

h(L)z-gt(L) _ -(g/vt)t 
vt . vt e - 1 = O (12) 

(13) vts~ 
l~ p 

(12) foi resolvido por tentativas pelo retodo de Newton 
-Raphson, obtendo-se wna correlação: 

vt = 2,410(~) 0 • 3972 para O,l<Dp<6 J I (14) 

com D.0 em nm e Vt em m/s. Para o coeficiente de arrasto 
obteve-se: 

CA = 2,Ó67 (Reypl-0• 2417 para 10<Rey<2000 (15) 

Os dado~_para obter (14) estão no Gráfico 1 e os 
de (15) no Gráfico 2. As curvas com tra!i<'s referem-se 
no gráfico 1 a dados de [6] nos quais nao é nuito claro 
o que foi adotado COJOO DP, e no gráfico 2 ao coeficien
te de arrasto para cilinoros lisos infinitos [7]. 

Figura 1. Velocidade terminal em ftnção do diâmetro da partícula para partícula 
de bagaço tipo "fibras". 
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Figura 2. Correlação coeficiente de arrasto-núnero de Reynolds = Dp-v/v, para partículas de bagaço tipo "fibras". 

CXNCLUSOES 

Os dados obtidos permitem trabalhar com mais se~ 
rança no dimensicnaroonto básico de secadores J.:tleumâti-=
cos para bagaço, assim cano no transporte ~eumâtico de 
bagaço em geral. ~ interessante uma extensao do traba
lho experi.Joontal para incluir frações mais pesadas do 
bagaço (próprias de usinas cnde o preparo da cana não 
seja tão eficiente caoo no caso analisado). No entanto 
o uso das correlações obtidas e a determinação das fra
ções (peneiranento) em cada caso já serão suficientes 
para o dimensionanento básico dos sistemas, com rodelas 
apropriados do processo. 
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SU+IARY 

The aim oó .thú. woJt:th wa.t. ;to obttún the bCL6-i.c. 
cú:Lto. needed ;to du.if}n a t.ljt.t0n óOJL pnewra.t.i.c. .tlul.rr.4po1Lt 
and dlt.y.<.ng oó bagCL6t.e - W.<.th th.<.4 objec.t the Jutnge oó 
úze and t.hape oó baga.Me pa.JLt.<.clu wa.t. anal.yt.ed and 
ex. peJWn enta.e. deteJunina.tio nt. o ó thw teJunirtai. v elo c..<.t.<.u 
óai..Ung .<.n a..út undel!. noJmai. anb.<.enta.e. c.ond.<.t.<.ont. we~~.e 
made. A c.oMela.âon between dJr.ag c.oeó óic.ient and 
Re.ynold.6 rtllltbeA wa.t. 6ound óoJt the Jtange o6 ex.peJWnentai. 
val.uu. 
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SlJMlOOO 
O S.<A.tema ê corL6;ti.;tu1do poli. um ve.n,til.adoiL, um mo.tol!. u.tac.i.oi'LÍÍJúo, um ga.6e.i6.<.ca.
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ge.m ê a.que.c.i.do pej'.M pe.11.cia..6 .têlr.m.<.Ca-6 do mo.toiL u.tac.i.onã!U.o e. do ga.6e.i6.{.cadol!.. O mo.tol!. 
u.tac.i.oi'LÍÍJúo e. o ventil.a.doiL 6ol!.a.m .tu.tado-6 pa.l!.a. le.va.n.tame.n.to de. .6ua.6 CUI!.vllh cal!.a.cteJÚ..6 
.t.<.ca-6. A.6 .te.mpeJta.twuu. do M de. .6ecage.m 6ol!.a.m de..te.Jun.i.nadah e.xpe.IL.<.me.n.ta.lmen.te. pa.l!.a. vã=" 
l!..<.a.6 cond.<.ç.õv, de ope.~~.a.ç.ão do SU.te.ma.. 0.6 I!.UuUado-6 ob.ti..d0-6 6o1La.m pa.l!.a.me..tJúzado-6 de 
6o1Lma. a. pe.ILm.<..ti..IL a. .b.i.mula.ç.ãà numêl!..<.ca da. ope.l!.a.ç.ão do S.<..õ.te.ma.. 0.6 I!.Uu.i..tad0-6 da. .b.i.mula.
ç.ão .bíio a.pl!.ue.n.tado-6 na 6o1Lma. de. gl!.á6.<.co.6 e. compa.l!.a.do-6 com a.6 med.<.dah e.xpe.IL.<.me.n.ta..<.-6. 

INrROOOÇÃO 

Os Sistemas de Secagem são geralmente constituí
dos por tun dispositivo para movimentação do ar, dutos 
de ·conexão, reservatórios onde os grãos são colocados 
e dispositivos para aquecimento e/ou secagem do ar. Os 
grãos podem ficar parados (secagem pqr batelada), ou 
ser movimentados (secagem contínua) [1] . 

Na maioria dos sistemas de secagem a energia 
mecânica para movimentação do ventilador e fornecida 
por um motor eletrico e a energia térmica provém de 
aquecedores eletricos e/ou fornalhas alimentadas por 
combustíveis fÔsseis ou biomassa. Recentemente tem se 
difundido o uso. da Energia Solar para aquecimento do 
ar em Sistemas de Secagem a Baixas Temperaturas (até 
60 C) [2] . 

O Sistema de Secagem utilizado neste trabalho 
pode ser classificado como tun Sistema de Baixa Tempe
ratura e é caracterizado por ter, como fonte principal 
de energia, tun gaseificador de madeira que é responsá
vel pelo fornecimento de toda a energia mecânica e tér 
mica utilizada na secagem (exceto a necessária para a 
partida do Sistema). 

A montagem experimental (Fig. 1) foi constituída 
por tun gaseificador de madeira, tipo co-corrente, tun 
motor de combustão interna de ciclo Otto, estacioná
rio , tun ventilador radial , trocadores de calor , fil 
tros e dutos de conexão. O motor de combustão interna 
e o ventilador foram testados separadamente para 
levantamento de suas características, visando a simu
lação numérica da operação do Sistema. 

GASEIFICAOOR 

A gaseificação de combustíveis sÓlidos é emprega 
da desde o início do Século XIX, mas seu desenvolvi-
mento tecnológico tem·sido caracterizado por fases de 
grande esforço e fases de relativo ou completo abando
no. A utilização de gasogênios para acionamento de 
motores, principalmente veiculares, foi bastante inten 
sa durante a 2~ Grande Guerra, mas devido a abundâil 
cia e maior facilidade de uso dos combustíveis líqui-=
dos no pôs-guerra, os gasogênios foram praticamente 
abandonados. 

Nos anos recentes, com a crise do petróleo e a 
necessidade de se buscar fontes alternativas de ener-
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1- GASEIFICADOR 

2- CICLONf; 

3-0EPÓSITO DE CINZAS DO C!CLDNE 

4 - FILTRO OE L Á DE VIDRO 

~-RESFRIADOR DE GÁS POBRE ( RGp) 

6• DEPÓSITO DE CONDENSADO 

7- RESFRIADOR DO GÁS DE ESCAPE 

!-DEPÓSITO DE CONDENSADO 

9-PLACA DE ORIFICIO DO AR DE 
SECAGEM POa 

10- FILTRO DE PAPEL 

11 - PLACA DE ORIFÍCIO DO GÁS POBRE 
12- MOTOR ESTACIONÁRIO 
13- VENTILADOR 
14-SILO 

Figura 1. Esquema da M:mtagem Experimental. 
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gia, os gaseificadores voltaram a ser estudados e 
utilizados . 

Dentre os vários tipos de gaseificadores exis
tentes, o mais indicado para combustíveis com alcatrão 
Qbiomassas em geral) é o gaseificador co-corrente 
L3], [4] . 

Esse gaseificador, bem projetado e operando com 
partículas de dimensões recomendadas , produz um gás 
praticamente isento de alcatrão. Para operação com 
cavacos de eucalípto, com teor de umidade base úmida, 
de aproximadamente 10%, a eficiência do processo de 
gaseificação fica em torno de 72% e o poder calorífi
co inferior do gás ê aproximadamente 1400 Kcal/Nm3 [4]. 

Para utilização no motor, o ~ás produzido deve 
ser filtrado para remoção das part1culas de cinza e 
carvão e posteriormente resfriado. 

MJTOR DE CllffiUSTAO INTERNA 

O motor utilizado foi um M:>tor M:JNI'illMERY, 4 
tempos, M:>d. G-137, que desenvolvia wna potência ·nomi
nal de 3, 4 HP a 3600 RFM quando alimentado com gasoli 
na. o carburador desse motor foi modificado de modo a 
possibilitar a operação com gás pobre ou gasolina, ou 
ambos . 

Os testes do motor, para operação com gasolina 
foram efetuados segundo as reconendações da Norma 
ABNT-P~-749 e visaram a determinação das relações en 
tre a eficiência, rotação ·e a carga do motor. Os tes~ 
tes para operação com gás pobre foram efetuados duran
te a operação do Sistema de Secagem e indicaram que a 
eficiência do motor era aproximadamente a mesma, tanto 
para operação com gasolina, collP com gás pobre. 

Baseando-se nos resultados dos ensaios com gaso
lina, foram estabelecidas as equações abaixo, relacio
nando a eficiência (%) com a rotação (N=RFM) e a 
potência do eixo do motor (P=watts). 

n = aO + al P + a2 p2 (1) 

aO = 0,06174 - 0,186.10-5N (2) 

al = 0,07712 - 0,140.10-4N (3) 

a2 = -0,5614.10-4 +·O,l324.10-7N (4) 

VENTILAOOR 

Foi utilizado um ventilador VENTILEX, M:>d MTL-
30-Cl, radial de pás retas. A curva característica 
desse ventilador foi obtida mediante ensaio para a 
rotação (N) de 3400 RFM. Os ensaios foram efetuados 
com o ventilador instalado na montagem definitiva, mas 
acionado por um motor elétrico de corrente alternada 
com a curva de eficiência conhecida. 

As relações entre a pressão total (H :mmH20) e a 
eficiência Cnv%) com a vazão (O:m3/s) foram expressas 
pelas relações : 

H= 185,86 - 63,4 Q - 303 Q2 (5) 

nv = -o,o221 + 469,1 Q - 113o Q2 (6) 

Esses resultados foram estendidos as demais con 
dições de operação mediante aplicação das relações de 
similaridade. 

Ql/Q2 = Nl/N2 (7) 

Hl/H2 = (Nl/N2) 2 (8) 

SISTEMA DE SECAGEM 

A disposição dos componentes foi ditada pel$con 
veniências de montagem, pela limitação do espaço fís1 
co e por imposições técnicas, principalmente as refe::
rentes as medidas de vazão e temperatura. 

O ar de secagem era aspirado pelo ventilador 
através do corpo do motor estacionário e soprado atra
vés de uma câmara que envolvia o gaseificador, ciclo
ne, filtro de lã de vidro, e os resfriadores, indo 
finalmente para o Silo Secador. Nesse circuito o ar 
era aquecido pelas perdas térmicas do motor estacioná 
rio, pelo processo de compressão do ventilador, pelas 
trocas de calor com o conjunto gaseificador, gás pobre 
e gás de escape do motor estacionário. 

O gás pobre para alimentação do motor, produzido 
pelo gaseificador, passava por um ciclone, um filtro 
de lã de vidro, sendo em seguida resfriado em um 
trocador de calor. Após o trocador de calor o gás 
pobre era novamente filtrado e ia para o llPtor. O 
motor era colocado em operação com gasolina, o gasei
ficador acendido através de um dispositivo apropriado 
e apôs aproximadamente 10 minutos o gás produzido 
podia ser usado para alimentação do m::>tor, substituin 
do a gasolina. -

A m::>ntagem efetuada permitia a determinação da 
temperatura do ar apôs o ventilador e na entrada do 
silo secador. Assim a elevação da temperatura do ar em 
relação ao ambiente, determinada apôs o ventilador 
(Drl) , era causada pela energia absorvida do corpo do 
motor estacionário e pelo processo de compressão do 
ventilador . A elevação posterior da temperatura, de
terminada na entrada do silo secador (Dr2) era devi
da as trocas de calor com o conjunto gaseificador, com 
o gás pobre e com o gás de escape do motor. 

Os valores de Drl e DT2 foram obtidos experimen
talmente para 3 rotações (2450, 3100 e 3600 RPM) e 
várias vazões [5]. A vazão era ajustada por meio de 
uma válvula colocada na entrada do silo secador e o 
Sistema ficava operando até a estabilização da tempera 
tura do ar de secagem. Após a estabilização por um pe::
ríodo de aproximadamente 10 minutos, outra vazão era 
selecionada e o processo se repetia. 

Essas elevações de temperatura foram expressas 
em função da pressão total (h: metros de coltma de 
ar) e das eficiências (%) do ventilador, do motor 
estacionário e do gaseificador, pelas relações . 

g h(lOO + a1 ) 
un = W nv n nv nG 

;. 

DT2 gh ~ 
W n nv nG 

(9) 

(lO) 

Nas expressões (9) e (10), g é a aceleração da 
gravidade (m/s 2

), Cp o calor específico do ar a pres
são constante (J/(Kg K)) e a1 e a2, frações da potên
cia do gaseificador, transferidas na forma de calor pa 
ra o ar, pelo corpo do motor estacionário (al) e pelo 
conjunto gaseificador, filtro, ciclone e trocadores de 
calor do gás pobre e do gás de escape do motor (a?) ,n, 
nv,nG são as eficiências (%) do motor estacionár1o 
do ventilador e do gaseificador. 

Os coeficientes a1 e a2 foram determinados a pa~ 
tir das Eq. (6) e (7), utilizando os valores experi
mentais de DTl e DT2 e h. Verificou-se que a1 podia 
ser representado por wna função linear da vazão (Q) e 
a2 por wna função linear da potência (P) do m::>tor. 

a1 = ClO + Cll Q (11) 

a2 = C20 + C21 p (12) 



Os coeficientes ClO, Cll, C20 e C21 foram obti 
dos a partir dos dados experimentais e estentidos para 
toda a faixa de rotações de interesse por: 

ClO = 3,5624 - 0,241585.10-2N + 0,39233.10-6N2 (13) 

Cll 470 - 0,0733 N (14) 

C20 0,116599 0,104637.10-~ + 0,22002.10-7N2 (15) 

C21 0,714623- 0,35755.10-~ + 0,47811.10-7N2 (16) 

SIMULAÇÃO E RESULTAOOS 

A simulação numérica da operação do Sistema de 
Secagem foi efetuada a partir das Eq. (9) e (10), una 
vez que todas as variáveis dessas equações podiam ser 
determinadas em função da rotação e da vazão através 
do ventilador, coro exposto em seguida. 

A partir de tun valor de vazão selecionado, a 
pressão total do ventilador era determinada pela 
Eq. (5) e a eficiência pela Eq. (6). Para rotações di
ferentes de 3400 RPM a vazão era corrigida pela Eq. 
(7) e a pressão total pela Eq. (8). A eficiência perma 
necia a mesma pois esses pontos representam pontos de 
operação similares. Conhecendo-se a eficiência, a va
zão e a pressão total e considerando que a temperatura 
de entrada do ar no ventilador (Tv) podia ser diferen
te da temperatura usada como referência (Tref = 293,15 
K) , a potência de eixo foi determinada por: 

P = Tref g Q H/(Tv nv) (17) 

Conhecendo a potência de eixo, a eficiência do 
motor estacionário (n) era determinada pelas Eq. (1), 
(2), (3) e (4) e os coeficientes a1 e a2 pelas Eq. 
(11), •.• (16). Com isso todas as variáveis das Eq. 
(9) e (10) eram conhecidas e as variações de temperatu 
ra podiam ser determinadas. -

A Tab. 1 ilustra os resultados obtidos na simula 
ção para a rotação de 3600 RPM, para vazões variando -
de 42 a 148 litros/seg. 

Tabela 1. Resultados da simulação do Sistema para 3600 
RPM. 

P H Q n 
íwattsl ímnHzOl ÍR./sl f%1 
468,0 
478,2 
488,9 
500,1 
511,7 
524,0 
536,8 
550,2 
564,4 
579,4 
595,2 

205,0 
204,0 
202,9 
201,7 
200,5 
199,2 
197,9 
196,4 
194,9 
193,4 
191,8 

42,4 10,7 
52,9 10,8 
63,5 11,0 
74,1 11,2 
84,7 11,5 
95,3 11,7 

105,9 11,9 
116,5 12,1 
127,1 12,4 
137,6 12,6 
148,2 12,9 

16,9 
20,6 
24,1 
27,3 
30,3 
33,0 
35,6 
37,9 
40,0 
41,9 
43,5 

52,2 
45,0 
40,2 
36,9 
34,4 
32,5 
31,1 
29,9 
29,0 
28,3 
27,7 

8,7 
10,9 
13,0 
15,2 
17,4 
19,6 
21,8 
24,0 
26,1 
28 , 3 
30,5 

22,1 
22,5 
23,0 
23,6 
24,1 
24,7 
25,3 
25,9 
26,6 
27,3 
28,0 

Na Fig. 2 os resultados da siiiiUlação são compa
rados com os resultados experimentais e a Fig. 3 
rostra o resultado na siii\Ulação para toda a faixa de 
rotações do motor estacionário. 
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Figura 2. Resultados experimentais e Simulados. 
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Figura 3. Resultados da Simulação para toda a faixa de 
operação do motor. 

OJNCLUSOES 

As relações entre a energia mecârúca e a energia 
térmica desse Sistema são bastante favoráveis para a 
secagem a baixa temperatura. Esse Sistema representa 
tun meio interessante de otimizar o uso da energia nos 
processos de secagem e mesmo considerando a maior 
eficiência de motores e ventiladores mais potentes (o 
que modifica a relação entre as energias mecânica e 
térmica), os resultados aqui obtidos poderiam ser 
utilizados para projetos de Sistema de grande porte. 
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INJETORES TIPO TORRE COM ORIFÍCIOS TUBULARES 
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É estudado injetores tipo torre de orifÍcio tubular com geometria 
especifica para evitar refluxo de areia. São determinadas as curvas da 
perda de pressão no escoamento em função da descarga . são. determinados 
dois conjuntos de curvas do coeficiente de descarga do injetor como fun 
ção do número de Reynolds calculado em base ao diâmetro da câmara plena 
e em base ao diâmetro do orifÍcio tubular . Proceder-se-á uma comparação 
critica entre aquelas curvas e suas congêneres dos orifÍcios de cantovi 
vo em placa delgada visando estabelecimento de critérios de projeto . 

INTRODUÇÃO 

O projeto de placas injetoras de ar para 
induzir o fenômeno da fluidização em leitos de 
particulados, deve atender a pré-requisitos té~ 
ni·cos, de segurança e de economia de operaçao 
( 1' 2' 3) . 

Davidson e Harrison (1), mostram que a 
qualidade da fluidização não é melhorada por 
aumentos suplementares da perda de pressão nos 
injetores acima de um valor mÍnimo compatível 
a cada situação. 

O procedimento de cálculo adotado nas r~ 
ferências já citadas, independentemente da ge~ 
metria dos injetores, é o mesmo usado para me
didores de vazão de orifÍcios de canto vivo . 

Alguns detalhes técnicos, como o de evi
tar o refluxo de sÓlidos para a ante-câmarados 
injetores, definem-lhes as formas geométricas, 
não raro, substancialmente diferentes daquelas 
dos orifÍcios . Nestes, a perda de pressão no 
escoamento é de característica eminentemente ~ 
nercial, enquanto no caso geral poderá ocorrer 
uma componente viscosa, cujo montante estaráa~ 
saciado à geometria do injetor . Assim, o proje 
to de injetores em base a roteiro c ompatível a 
orifÍcios de canto vivo, resultará em valor de 
perda de pressão menor ou igual a perda de 
pressão real quando em operação. Como a potên
cia de compressão iguala o produto das diver
sas perdas de pressão pela vazão, não será jus 
tificável o emprego inÓcuo de pressão supleme~ 
tar, em acordo com a ref.(1). 

A otimização da instalação, inevitavel -
mente, passa por uma minimização das perdas de 
pressão nas diversas seções da caldeira e en
tre elas está a placa de injetores, o que jus
ti f ica o presente trabalho. , 

FUNDAMENTOS 

Do Dimensionamento de OrifÍcio de Canto 
Vivo em Placa Delgada 

Escoamento Ideal 
Considera-se um escoamento de gas ideal, 
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inviscido, adiabático, imcompressivel, interno 
a tubos . Para duas secções de áreas A1 e A on
de as velocidades são u1 e U, estabelecer-se-á 
um diferencial de pressão P1 - p = óp tal que 
a descarga G de fluido é 

G 
óp 1/2 A 2 - 1/2 

Apl (2 Pl) [1 - (A1) J 

ón 1/2 4 -1/ 2 
= Ap (2 ~) (1-a ) 

1 p 1 
( 1) 

onde a é a relação entre os diâmetros das se
çÕes consideradas e p

1 
é a densidade do fluido 

no duto. 
No caso do escoamento ser compressível o 

fluido sofrerá variação de densidade no valor 
PP-k=cte, onde k=cp/cv, com cp e cv sendo os 
calores especificas do fluido a pressão e volu 
me constantes, respectivamente. Comumente uti
liza-se o fator multiplicativo Y 

k-1 4 

[ r2/k (kk_
1

) (1-r~) ( 1-a )]1/2 ( 2 ) 
1-r 1_a4r2/k y 

onde r = P/~ 

Neste caso, a descarga G de fluido atra 
ves do orifÍcio será dada por 

G ( 3) 

Y e tabelado para o gas e para diversos va 
!ores de a, r e k. 

Escoamento Real 
O escoamento real afasta-se do escoamen 

to ideal face a fatores diversos . O fluido e 
real, e portanto viscoso, a distribuição de 
velocidades é variável, as áreas das secções 
do tubo onde as pressões são medidas não cor
respondem àquelas efetivamente existentes nas 
fronteiras das linhas de fluxo do escoamento, 
etc. No caso geral , a descarga real Gr, afas
tar-se-á da teÓrica G, razão pela qual defin~ 
se o coeficiente de descarga C, englobando to 
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dos efeitos referidos, na forma que segue: 

ou 

c _ Gr 
G 

K = c (1_ 64)-1/2 2 

(4) 

( 5) 

Independentemente do escoamento ser i~ 

compressivel (p=~ta) ou compre~. sivel (y~1),d! 
vidindo-se as descarg~s pelo produto A

1
P

1
, o~ 

tem-se a velocidade media real Ur 

com 

U = KU 
r 

U = (2 llP/p 1 )1/2 

( 6) 

Ressalte-se que o uso do coeficiente K 
em substituição à C (eq. 5) leva à uma veloc! 
dade teÓrica U final, calculada a partir de 
uma região estagnada (U=O) e não a partir de 
uma distribuição inicial u1 como a existente 
na tubulação à montante de orificio. 

Do Dimensionamento da Placa de Injetores 
O arrazoado teÓrico que encerra o con

texto da seção anterior pode ser aplicado, a 
qualquer sistema de medida de vazão, sejam bQ 
cais, venturis, cotovelos etc, ou no caso, a 
placa de injetores. Deve entretanto ser dese~ 
volvida a experimentação que leve aos valores 
prÓprios de K. SÓ assim será possivel, em te~ 
mos de projeto, a obtenção da perda de pres
são efetiva existente na placa de injetores d~ 
rante a operação. 

Ressalte-se que, para o cálculo de inje 
tores, a aplicação dos valores de k especifi= 
cos de orificios de canto vivo, induzirá a 
diâmetros menores e via de consequência, a llp 
maiores, quando em operação com vazão nominal. 
Tal situação de perda real maior em nada irá 
melhorar a qualidade da fluidização (1), sen
do portanto inÓcua. Virá entretanto, onerar o 
custo de operação do sistema pois a po tência 
é proporcional ao produto G.llp. 

SISTEMA EXPERIMENTAL 

Com a finalidade de se determinar o coe 
ficiente de descarga K para os injetores, den 
tro das mesmas idéias anteriores e considera= 
das suas formas especificas, construiu-se um 
sistema experimental para testar cinco plac as 
de injetores diferentes, cada uma com sete in 
jetores geometricamente idênticos entre si. A 
vazão global é medida através de um orifici o 
de canto vivo especialmente aferido para o e~ 
perimento. A figura 1 ilustra o aparato expe
rimental. 

Ar, quantificado em suas propriedades e 
vazão, é admitido na ante-câmara da plac a de 
injetores 1 com velocidade uniforme Uc t ~l 

q::e llp no injetor é maior que 100.~~c2· ApreJ~ 
sao e a temperatura do ar na ante-camara 2 e 
na saida 3 são medidas. 

Os injetores são do tipo torre com ori
ficio tubular, com tubo de subida de diâmetro 
D e comprimento L. Na sua parte mais alta po~ 

.,. 
Q 

~*" ~~v-*\o 
\-Q_X_-t{-/ 
" >-< / 

--- o 
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CONJUNTO DO APARELHO EXPERIMENTAL 

N 

w 

DETALHE DOS INJETORES 

d 
III 

Fi g . 1 - Conjunto experimental e detalhe dos 
injetores tipo torre com orificio tu 
bular. 



sue seis furos de diâmetro d e comprimento t 

por onde o ar sai para a atmosfera . Tomou-se 
especial cuidado na confecção dos furos util~ 
zando-se sempre de brocas nov~s , substituindo 
as se necessário, o que gar antiu a igualdade-
dos furos . · 

A experimentação é procedida sem a pre
sença do leito fluidizado denso . A pressão ba 
rométrica é obtida em um barômetro de mercú= 
rio de precisão, tipo Fortin, fabricação Prin 
co. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Os resultados obtidos nos experimentos 
acham-se sintetizados em três gráficos . Neles 
faz-se uma comparação entre as curvas obtidas 
com base na utilização do processo de cálculo 
clássico do orifÍcio de canto vivo (1), (2) , 
(4) e as curvas originarias deste experimento . 

A fig. 2 apresenta as curvas da diferen 
ça de pressão existente entre a ante-câmara de 
injeção e a secção de saÍda do orifÍcio do in 
jetor, contra a descarga através dele. -

As figuras 3 e 4 ap r esentam as curvas do 
coeficiente de descarga K em função do nÚmero 
de Reynolds, da ante-câmara e do orifÍcio res 
pectivamente , tendo por parâmetros os valores 
compatíveis de B, d , t/d, D, L/D. Deve-se no
tar que em razão das características dos lei
tos fluidizados (área aberta menor que 10%)os 
valores de K e de C praticamente coincidem . 
Quanto ao coeficiente Y teve uma variação má
xima de 3% . 
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de canto vivo, geometria que o encaminhamento 
clássico considera, r ef(2 , 4) ,par a um sistema 
de injeção tipo torre com o r ifÍ cios tubulares 
conforme fig . 1 . 

Os resul tactos evidenciam a existência de 
outras fontes de perda de carga , al é m daquela 
de caráter eminentemente d inâmico existente na 
seção de entrada do orifÍcio de canto v ivo . No 
injetor tipo torre, adicionalme n te à pe rda di 
nâmica agora com características prÓprias a 
nova geometria, tem-se mais uma componente de 
origem viscosa como consequência do conf ina -
mento imposto ao escoamento pelas paredes do 
injetor . 

O diferencial de pressão 6p através dos 
injetores é base de cálculo para a descarga i 
deal, conforme a equação 3 a qual associará 
maiores valores de descargas ideais ao inje 
tor que apresentar maior perda de pressão,co~ 
sideradas as mesmas descargas reais . 

As fig . 3 e 4 mostram a consequência i 
mediata do exposto no parágrafo anterior . Os 
valores experimentais para os injetores util~ 
zados apresentam coeficientes de descar ga K 
menores do que aqueles da lite r atu ra . 

Para os orifÍcios de canto viv o em p la
ca delgada, valores de K muito aproxima damen
te iguais a 0,6 são obtidos para Rey acima de 
2000 e A/A<1!)% . Considerando que os tamanh os 
dos orifÍcios e as vazões no leito denso , e m 
projetos usuais , levam á Rey maiores que 2000 
esteja ele referido ao diâmetro do p r Óprio o-

, ' ~ - , 
rificio ou a camara de ap r oxi maç a o, sera irre 
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- Kun ll - Levenspiel 

& -d • 4 ,0 mm 

EJ -d • 3 ,0 mm 

0 -d • 2 .0 mm 

0 -d • I ,!I mm 

0 -d • 1,0 mm 

Descargo Reo I de Ar - Gr - (gramas t seg. ) 

Fig. 2 - Diferencial de pressão através da placa de injetores 
para orifÍcios (segundo ref . (2))e injetores tipo to~ 
re (experimental) 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

A Fig . 2 mostra um aumento do diferenc~ 
al de pressão 6p ao se passar de um sistema 
de injeção de ar do tipo placa com orifÍcios 

levante em termos de projeto , a escolha da d~ 
mensão característica do número de Reynolds . 
Mesmo assim, o refinamento do projeto do inj~ 
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tor requer a ve r ificação do valor de K para o 
orifÍcio individual. 

O mesmo fato não ocorre para o injetor 
tipo torre de o ri fÍcio t ubular . Para este, o 
Rey de re l evância é aque le que está diretamen 
te associado ao fenôme n o existente no orifi 
c i o tubular ind i v i dual, pois é ali que oc o rre 
a par te principal da pe r da de pressão do inj~ 
tor , parte dela de o rigem viscosa, e que o d~ 
ferencia do orifÍcio de canto vivo . Considere 
se a inda que , neste caso , K é uma função de= 
c r escente de Rey e depende da geometria do o 
rif i cio radi al (d, 1/d) e do prÓprio injetor-

valores de coeficientes de descarga K nas vi 
zinhanças de 0 , 5 , pouco menores que os exis
tentes para os orifÍcios de canto vivo com10% 
de área aberta. É clara a tendência decrescen 
te da f unção K = f (R) para os o r ifÍcios tub~ 
lares de maio't'es diâmetros. Via de consequê!:!_ 
cia , o projeto de placa de injetores tipo to~ 
re requer as curvas de k = f (R) especificado 
injetor, visando a obtenção de 6o d E operação 
real . 
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CONC LUSÃO 

O p rojeto de injetores tipo torre de o 
rificio tubular e m base a rote1ro especifi c o
de orifÍc i o de canto vivo em placa delgada , i!:!_ 
duz potê ncias de i nsuflamento maiores que as 
n e c essár i as . Os i njetores tipo torre mostram 
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SUMMARY 

A study was made of Tower Type Tubular 
Orifice Injectors with a specific geometry flow 
to avoid return sand flow. Curves of the flow 
pressure loss as a function of dischar ge were 
determined. Two lots of curves of the injector 
di scharge c oefficient as a function of the Rez 
n o lds Number based on the diameter of the pl~ 
num c hamber and based on the tubular orifice 
diameter were also determined . A critical com 
parasion follows between the above curves and 
the equivalent f o r square edged orifices in 
orde r t o establish design criteria . 
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INTRODUÇÃO 

Este trabalho faz parte de um estudo mais amplo 
sobre o mecanismo de combustão fluidizada de partículas 
grandes de combustíveis vegetais. A descriçaõ clássica 
de combustão fluidizada ,por Avedesian e Davidson 1 su
põe que em um lei to fluidizado com presença de bolhas, 
as partículas de combustível permanecem na fase densa 
e que o oxigênio é transferido das bolhas para a fase 
de emulsão e dai se difunde até a superfície do combus
tível onde ocorre a queima. 

Embora experimentos mais recentes,entre outros 
os de Chakraborty e Howard 2 ,tenham mostrado que para 
partículas grandes de combustível e à velocidades mais 
altas de fluidização, a convecção é o principal meio de 
transferência de oxigênio para a superfície da partícu
la; para velocidades mais baixas de fluidização ainda 
se prefere um mecanismo pelo qual o oxigênio se difunde 
através da fase densa entre bolhas e a partícula de 
combustível 3 . 

Foi observado em alguns de nossos experimentos 
iniciais 4 sobre combustão fluidizada de combustíveis 
em partículas grandes, que estas pareciam gastar parte 
significativa de seu tempo em contato com as bolhas. Is 
to pareceu coerente com as observações de que superfí ~ 
cies móveis ou fixas dentro de um leito fluidizado apre 
sentam uma tendência de atrair bolhas 5· , 6 .Desde que
l.Dll número significante de conta to entre bolhas e partí
culas poderia modificar o mecanismo de transferência de 
oxigênio, decidiu-se investigar a frequência dos conta
tos entre bolhas e partículas, usando-se partículas de 
madeira com densidades semelhantes àquelas de alguns 
combustíveis e carvões vegetais. 

As velocidades de fluidização utilizadas foram 
escolhidas como estando na parte inferior do intervalo 
de variação usado em um queimador de leito fluidizado 
industrial, de maneira que a transferência de massa por 
convecção turbulenta não seja o fator dominante . 

APARATO E METOOO 

Todos os testes desta série foram feitos com mo
delos frios,sendo que a maioria dos dados foram obtidos 
pela análise fotográfica do comportamento de bolhas e 
partículas em um leito bidimensional formado por placas 
de vidro com 400mm de largura . A distância entre placas 
podia ser variada, mas foi mantida constante em 80 mm 
por ser esta a menor distância a permitir o livre movi
mento das maiores partículas utilizadas na simulação do 
combustível. 

Foram realizados alguns poucos testes com a aná
lise de chapas fotográficas de raios-x,da localização 
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e da interação entre bolha e partícula,com um leito flui 
dizado de secção transversal de 100x200mm. 

Foi utilizada areia como material inerte do leito 
com dois intervalos distintos de granulometria: de 0,59 
a 0,42 mm e de 0,42 a 0,25 mm; com velocidades mínima de 
fludização resctivamente de 0,16 m/s e 0,08 m/s para a 
temperatura de 25 C. 

O leito bidimensional possui l.Dlla placa metálica 
como distribuidor de ar, perfurada com furos de 1 mm e 
"pitch" de 3mm. O ar necessário à fluidização foi forne
cido por um ventilador centrifugo de dois estágios com 
uma vazão máxima de 175 kg/h, a qual produzia a veloci
dade de 1,28 m/s no leito . A medida do fluxo de ar foi 
feita com uma placa de orifício. 

As partículas de combustíveis foram simuladas por 
blocos cilíndricos de madeira com dois diâmetros: 23 e 
3J. ,5 mm e com comprimentos de 20,40 , RO e 75 mm . Para 
as partículas de maior diâmetro, o seu maior comprimen
to foi diminuído para evitar restrição à sua liberdade 
de movimento no leito . Foram usados tres tipgs de made
ira com densidades de 0,8, 0.55, e 0, 33 g/cm3 

Os testes foram realizados variando-se o tamanho 
a densidade e o número .de partículas no leito. O número 
de partículas foi variado entre 5 e 40 para partículas 
pequenas e entre 3 e 10 para partículas grandes. O nú
mero de partículas em cada caso foi escolhido para pos
sibilitar a comparação entre o mesmo volume de partícu
las no leito para diferentes variações do número e do 
tamanho de partícula. 

A documentação dos testes foi realizada fotogrà
ficamente com o uso de fotos ou slides . Encontrou-se 
que uma exposição de 1/250 s, foi o máximo que poderia 
ser usado para dar uma fácil interpretação das fotos . 
Os testes com raios-x, foram realizados utilizando-se 
um equipamento clínico. Para estes testes foi construido 
um leito com paredes de alumínio,com distribuidor de 
placa metálica com furos de 1 mm e "pitch" de 3 mm. De
vido ao problema de poeira no laboratório , o leito foi 
fluidizado com o uso de aspirador de pó, ligado a saída 
acima do leito e a poeira produzida foi coletada no fi! 
tro do aspirador. A medida de fluxo de ar pode ser rea
lizada com o uso de um rotâmetro . Neste caso ,devido 
às limitações do equipamento o tempo de exposição foi 
de 1/50 s. 

os o 
RESULTADOS E DISCUSSOES 

Os resultados dos testes são mostrados na tabela 
I , e nas figuras de 1.1 à 1,8 

Observou-se que o número de "partícula de combus 
tível" aparecendo fora da emulsão ( ou seja na bolha 
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Figura 1. Variação do tempo (%) for a da fase de emulsão em função do tamanho de partícula 
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Tabela I. Efeito da densidade e da velocidade de fluidização sobre a frequência de aparições . 

a) Com areia de 0,59 a 0,42 mm. 

Densidade de partículas 

Velocidade de fluidização 0,9 m/s 
x <J/1-Yl 

% na região de bolhas 0,68 0,21 

% na região de "splash" 3,68 0,37 

b) Com areia de 0,42 a 0,25 mm. 

~nsidade de partículas 

~elocidade de fluidização 0,9 m/s 
~ o-;~ 

% na região de bolhas 1,22 0,22 

~ na região de "splash" 3,67 0,96 

ou na região de "splash" ) aumenta com o aumento no ta
~o da partícula. Este efeito foi mais devido a contri 
puição da região de "splash", enquanto que na região de
bolhas a frequência de aparições permanece práticamente 
t onstante em relação a variação no tamanho de partícula. 

1 Na parte inferior do leito ocorre a possibilida-
de de um erro maior na observação dos eventos devido 
ao fato de ser mais dificil a observação de bolhas nes
sa região. O método utilizado por nós observa apenas um 
dos lados do leito e portanto só contamos os eventos que 
~ejam visiveis desse lado. Esse fato mais as evidências 
relatadas por Rowe 5 , de que há uma tendência de bo
[has grandes evitarem cantatas com as paredes do leito, 
~ndicam que potencialmente o número de eventos não re -
gistrados pode ser significante. 

Uma comparação com alguns resultados apresentados 
anteriormente 7 ,usando partículas semelhantes de den 
sidade menor ( 0,33 g/an3) mostrou um aumento similar aa 
~requência de apariçoes em função do tamanho para velo
cidades de fluidização menores, enquanto para maiores 
relocidades de fluidização a variação da frequência em 
fUnção deste parâmetro foi aleatória. 

O resultado das fotos de raio-X, com o leito flu 
idizado a velocidades semelhantes, mostrou uma concen ~ 
tração de partículas na parte superior do leito, suge -
rindo que o número de cantatas entre bolha e partículas 
na parte inferior do leito deva ser pequeno. 

A redução na granulometria da areia de 0,59 a 
0,42mm para 0,42 a 0,25 mm, produziu pouca variação no 
comportamento para Vf= lOxvmf enquanto para Vf= 16xvwf 
o número de frequência se tornou aleatório em relaçao 
a variação no tamanho da partícula. 

CONCLUSOES 

Este trabalho pretendeu confirmar algumas conclu 
sões obtidas em um estudo preliminar já publicado 7 ~ 
A conclusão básica do trabalho anterior (dentro do inter 
Valo de condições relevantes para a operação de um quei~ 
pador de leito fluidizado em escala industrial à baixas 
velocidades de fluidizaçaõ) de que partículas maiores 
tem maior tendência de aparecer em cantata com bolhas 
ou na região de "splash" foi confirmada . No entanto 
/restam duvidas sobre se isso vale para material inerte 
mais fino ou para partículas de combustível de menor 
1densidade . 

A densidade das partículas utilizadas tem a ten
dência esperada (no intervalo testado), ou seia as par
tículas menos densas aparecem com maior frequencia na 
região de "splash". 

Um aumento na velocidade de fluidização produz 
uma diminuição na frequência de aparições na região de 
' 'splash": O efeito do tempo total que a partícula gasta 
fora da fase de emulsão permanece incerto . 

1 

0,8 g/cm3 
,, .. " 

0,55 g/cm3 

1,3 m/s 0,9 m/s 1,3 m/s 
~ c:f/~ ~ tJ/& x (\//0 

1,07 0,27 0,83 0,18 0,94 0,27 

2,95 0,33 5,41 0,69 4,61 0,59 

~ ~ 

0,8 g/OTI3 0 ,55 g/an3 

1,3 m/s O 9 m/s 1 3 m/s 
x fS"IR iZ (j~ j( IOtn' 

1,91 0,42 2,59 1,0 3, 08 3,06 

3, 72 0,8 (37 2,5 3,81 0,74 

A observação da frequência de eventos partícula 
em cantata com bolha, na região inferior do leito,perma
nece como um problema apenas parcialmente resolvido com 
o uso de fotos de raios-X. 

Nós temos interesse em extender o intervalo de 
medidas para menores densidades de partícula,maiores 
velocidades de fluidização além de aumentar o intervalo 
de variação da granulometria da areia para maior de o,59 
e menor de o,25mm, dentro do intervalo de até 2 mm que 
ainda tem interesse para um queimador FBC em escala in
dustrial. 

Parece provável que o efeito de um cantata dire
to entre partícula e bolha sõmente terá um efeito signi
ficante sobre o processo de queima fluidizada , dentro do 
intervalo de velocidades de fluidização mais baixas,on
de o principal meio de transferência de oxigênio para a 
superfície da partícula pequena de combustível ( não em 
cantata direto com bolhas) seria por difusão através da 
fase densa . 

Para velocidades de fluidização maiores o meca
nismo de transferência será por convecção turbulenta , o 
próprio leito se torna turbulento e o cantata do combus 
tível com bolhas discretas se torna menos relevante. -
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SUMMARY 

An experimental investigation on the distribution 
of fuel particles,simulated by wood cilinders ,between 
bubbles,splash zone and emulsion phase in a cold ~e~ 
of a fluidized bed combustor has been made. The d1str1-
bution was estimated from photographs taken of a glass 
sided 80x400mm fluidization column and also by X-ray 
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photographs using a 100x200 mm fluidized bed. It was 
observed that the appearance of particles outside the 
dense phase was favoured by increace in the size of 
fuel particles between - 7 m1 and 50 m1 and also by 
reduction of their specific density from 0,8 - 0,33. 

There was little variation with fluidizing velo
city within the range considered. 
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GASOGÊNIO - CARACTERÍSTICAS EM 

DUAS GEOMETRIAS 

SINFRONIO BRITO MORAES 
DEPTO. MECÂNICA - UFPa 

SUMÁRIO 
Nu.te Vtaba.tho 6oi ck6envoR..vido um u:tudo expvúmenta.t, wjo pJU..nci..pai. objmvo 6o,{, 
a anii.R.-i.6 e de paJtâmetlr.iM acümeYL6-i.orzai1, que po~úbil.d:aóM!.m a 6u.tWta. dUVr.m.i..naç.ão de 
uma equação que Jte.R..aci..oYUU~e a po.tê.nci..a c.ai.otrl..6,{,c.a de g~ú6,{,c.ado1tu, em 6unç.ão du 
~~ vcvúa.ç.õu. In,tci..a.e.mente 6o,{, pltOje.tado e c.oYL6.tJtu2do um g~ú6,{,c.ado1t que :toJtnou' 
poMI.ve.R.. vlllti.aç.õu geomê..ttúc.M, a Mm de, que, 6oMem de.teJtm,{,nado~ o.6 paJtãme.tJtO.ó 
admeYL6,{,on~. Em ~egu,{,da , a pa/t.t.úr. do~ JtuuUado~ ob.ti..do.6 6oi 6úto um u.tudo c.ompa 
Jta.ti..vo e~e M~M ~ve'!.óM va.JÚâv~. F,tnaR..mente ~o,{, .JteaUza~o. um u.tudo ~e~JU..c.o ' 
que a~ou a .<.n6R..uenua. du~u pa.Jtame.tlto~ na po.tenua c.ai.oJr..<.6.<.c.a do g~e-.<.6-<.c.adoJt. 

1. INTRODUÇÃO 

A gaseificação de combustíveis é um 
processo bastante antigo e é realizado com o 
objetivo de produzir um combustível gasoso, 
com melhores características de transporte,me 
lhor eficiência de combustão e também possa 
ser utilizado como matéria-prima para outros' 
processos. 

Nos processos de gaseificação a · ma 
téria-prima é total ou parcialmente transfor~ 
mada em ~ases cujos principais componentes ' 
são: monoxido de carbono, dióxido de carbono, 
hidrogénio e dependendo das condições, metano, 
hidrocarbonetos leves, nitro~ênio e vapor ' 
d'água em diferentes proporçoes. 

No Brasil, o estudo da gaseificação 
data dos anos trinta. Na primeira metade da 
década de 40, o gasogênio foi muito empregado 
e muitos trabalhos técnicos foram executados' 
e escritos, entretanto após a II Guerra Mun
dial esse assunto foi esquecido devido aos 
baixos preços e a grande abundância dos deri
vados do petróleo. 

Na década de 70, a tecnologia da ga 
seificação, passou a ser estudada novamente'' 
com maior intensidade, devido a uma nova cri
se dos derivados do petróleo. No Brasil a bus 
ca de fontes alternativas foi dirigida mais 
para as substituições industriais, isto é, os 
estudos sobre gaseificadores de grande potên
cia tomaram frente em face das necessidades ' 
industriais. 

Gaseificadores, com a tecnologia 
atualmente disponível, podem operar com oxigê 
nio puro ou ar cooo agente oxidante. Operando~ 
-se o gaseificador com ar, obtem-se o chamado 
"gás pobre", com poder calorífico inferior da 
ordem de 1200 a 1500 Kcal/Nm 3 • Operando-se ' 
com oxigénio, obtem-se um gás mais rico com 
um poder calorífico inferior da ordem de 2200 
a 2500 Kcal/Nm 3 , entretanto sua aplicação ' 
principal é como gás de síntese para produção 
de metanol, devido ao seu alto custo de obten 
ção. Se o obj e ti vo for a produção de gás. co_!!i 
bustível usualmente utili za -s e o ar atmosféri 
co como oxidante. 

Quando utili zamos o ar como agente 
oxidante e introduzirmos no gaseificador va
por d'água, obtem-se o chamado "gás mixto" , 
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que apresenta em sua composição hidrogénio e 
metano, os quais teoricamente não fazem par 
te da composição de "gás pobre". Em conse~ 
quência da introdução do vapor d'água há uma 
elevação do poder calorífico inferior do gas, 
ficando da ordem de 1 730 a 1865 Kcal/Nm 3 

Este trabalho tem por finalidade, 
o estudo de parâmetros influentes no proces
so de ~aseif~cação ascendente ou contra-cor
rente a carvao vegetal. 

O gaseificador utilizado foi um 
protótipo modular, de tal modo que podemos' 
variar a altura de carga, assim como, a altu 
ra da saída de gás. o processo utilizado na 
gaseificação foi o de "gás de ar" ou "gás po 
bre". -

O estudo foi dividido em duas geo
metrias, isto é, variamos a relação da altu 
ra da saída do gás pelo diâmetro do gaseifi 
cador . Para cada uma das geometrias foram 
realizadas experiências e procedida a análi
se cromatográfica do gás resultante, a fim 
de determinarmos: o poder calorífico do gás, 
as parcelas de energia de cada componente na 
mistura de gases e a potência calorífica do 
gaseificador . 

Para tornar os resultados mais 
abrangentes foram definidos parâmetros adi
mensionais, em termos dos quais, foram apre
sentados os resultados . 

Estes resultados para as duas geo
metrias foram comparados e analisados . 

2 . PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

2 .1. MATERIAIS E MtTODOS 

A matéria-prima utilizada foi o 
carvão vegetal, originário de var1os tipos 
de madeira, e classificada de acordo com o 
seu peso específico. 

O gaseificador é modular, a fim de 
possibilitar a variação dos parâmetros geome 
tricos do sistema, conforme mostra a Figt~ 
ra-1. 

O sistema gaseificador, nos deu 
uma visão geral da montagem de teste, com a 
localização de cada elemento desde o ventila 
dor até o queimador, passando pela válvula' 
controladora de fluxo; medidor de vazão tipo 
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turbina; o gaseificador com os pontos de t6-
mada de temperatura feito por termo~ares Pl~ 
tinum-13\ Rhodium localizados em tres altu
ras distintas, a fim de verificarmos o com-' 
portamento das zonas de reação; as tomadas ' 
de pressão na entrada e saída do gaseifica
dor para determinar a perda de carga; a pla
ca de orifício; ciclone e queimador. 

A análise do gas produzido, foi 
executada em um cromatógrafo com detector de 
condutividade térmica acoplado a um integra
dor linear, o qual forneceu a composição vo
lumé~rica de cada elemento químico presente' 
no gas. 

2.2. TRATAMENTO DOS DADOS 

2.2.1. Diâmetro Hidráulico 

O diâmetro hidráulico foi determi
nado com o auxílio da equação 

onde: 

'I' dk 
Dh= , ,., ... , Cl) 

Dh - diâmetro hidráulico [l], [2] 
'I' - porosidade do leito 
f - favor de forma, para o carvao 

f = l 3 
dk - diâmetro de uma esfera com vo 

lume de um corpo compacto. 

11 Figura l . Gaseificador 11 

2. 2 .2. Valor Geométrico 

Definimos como relação geométrica 
a razão entre a altura da saída dos gases pe 
lo diâmetro do gaseificador, dada pela equa~ 
ção 

o L 
J:) c 2) 

onde: 

para a geometria superior o 
para a geometria inferior o 

2. 2 .3. Relações de Fluxos 

3,09 
2 ,14 

v 

Definimos a relação entre o fluxo 
de massa de gás pelo fluxo de massa de car
vão, dada pela equação 

m 
]..1 = 

g 
_g_ c 3) 

me 

Definimos a relação entre o fluxo 
de massa de ar ~elo fluxo de massa de gás , 
dada pela equaçao. 

l-la 
ma -mg 

C4) 

Definimos a relação entre o fluxo 
de massa de vapor d'água contido no ar na 
forma de umidade pelo fluxo de massa de gás, 
dada pela equação 

]..IV 

mv 
CS) 

mg 

sendo que:. 
mv - foi determinado pela equação 

onde: 
ma 

w 

mv 
- w -C,~t.t) ma 

fluxo mássico de ar úmido 

- umidade absoluta 

e GEOMETRI A Si.J~R tOR 

4 GEOMETRIA INFERIOR 

·~ 
5.s+ C. 

t-

.. 

1' .. 

I · 
4 

~ ~4-/o l 

......__4~4~4 
~·· 

o.• .~~A, 
• 

.. 
11 Figura 2. Parârretros Adrrensionais 11 

C6) 
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• GEOMETIItiA SUPERIOft 

~ GEO,..ETR IA INFEIIIIOIII 

.. 
" Figura 3. Parcelas Percentwis de 

Energia. " 

2 . 2 .4. Poder Calorífico 

O poder calorífico inferior em 
Kcal/m 3 do gás foi determinado com auxílio' 
da equação 

3080 ('l.m) + 8561 (trn
4

) + 2580 (%H2) 
(7) 

O poder calorífico do carvão foi 
determinado previamente com o auxílio de urn2 
bomba calorimétrica. 

2.2.5. Coeficiente de Potência 

Definimos como coeficiente de p~
t~ncia o~ rendiment~ a relação entr~ a poten 
Cia do gas pela potenxia do combustivel da~ 
da pela equação ' 

ffi .P 
À = g g ( 8) 

:.l 

e - GE:OMI:TI'tiA 5UPE:I"UOI't 

.0.- OE.OMETI'tiA INA!:I'tiOI't 

" Figura 4. Potência Calorífica x Vazão 
de ar. " 

3. RESULTADOS E CONCLUSOES 
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Observando os gráficos mostrados na Fi 
gura 2, Figura 3 e Figura 4, destacamos os - se 
guintes resultados: 

3.1 - Quanto maior o número de Reynolds, me
nor é a produção de gás por unidade de 
carvão queimado; maior é o coeficiente' 
de potência e maior é a quantidade de 
ar por unidade de gás. 

3.2 - O ~onsumo de ar por unidade de gás 
maior para a geometria superior do 
para a geometria inferior. 

e 
que 

3.3- A_parcela porcentual de energia do monó 
XI~o de ca:bono, decresce para a geome~ 
tria superior, enquanto as parcelas de 
metano e hidrogênio crescem. 

3.4 - A p~rce~a porcentual de energia do meta 
no e maior para a geometria superior do 
que para a geometria inferior. 

3.5- Na geometria superior houve um aumento' 
da influência da parcela de energia do 
metano em relação a parcela do monóxido 
de carbono para a quantidade total de 
energia . 

3.6 - Observamos que, para um determinado va
l~r geométrico, temos a geometria supe
rior com melhor rendimento do que a geo 
metria inferior . -

3 . 7 - A energia liberada pelo metano tem 
maior influência na potência calorífica 
do que a energia liberada pelo monóxido 
de carbono. 

3. 8 - A geomet ria superior apresenta uma maior 
potência calorífica do que a geometria' 
inferior, em função das quantidades de 
monóxido, metano e hidrogênio. 
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SUMMARY 

The main oLjetive of the experimen
tal study developed in this work was the ana 
lyse of admensional parameteJs that help the 
future determination of a equation which re
later the heating potential of gasifiers as 
±unction of these parameters. A variable geo 
metry gasifier was designed and constructed' 
in order to be determined- adimensional para
meters. After that a comparative study . was 
carried out about these parameters. Finally 1 

a theoretical study was made in order to ana 
lyse the influence of these variables on the 
heating potential of the gasifier. 

• 
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de. irteJte.rz.te. ã c.ombM.tâo . 

INTRODUÇÃO 

A exergia dos combustíveis [l]li~a-se aos aspectos 

químicos de sua utilização.Visando ohter resultados apl~ 

câveis na análise exergética da produção de álcool, tr~ 
ta-se inicialmente neste trabalho da aplicação de metod~ 

logia conhecida para o cálculodaexergia de combustíveis 

com formulação química determinada, cano o álcool etíl~ 

co. São discutidas as implicações deste método para co~ 

bustíveis naturais, dos quais se conhece apenas a comp~ 

sição, como o bagaço de cana. 

Os valores obtidos desta fonna resultam maiores que 

o poder calorífico inferior, já que consideram uma reação 

do combustível com o ar em um processo isotérmico na t~ 

peratura de referência. b sugerida outra forma de dete~ 

minação da exergia para combustíveis, que considera ef~ 

tivamente a combustão, em condições mais próximas da rea 

lidade. 

CÁLCULO DA EXERGIA PEW ~TODO CONVENCIONAL 1 
Caso de combustíveis com formulação conhecida: p~ 

de-se calcular a exergia utilizando o conceito de uma c~ 

lula de combustível, operando reversivelmente comoempr~ 
go de membranas semi-permeáveis, capazes de extrair toda 
a energia disponível. Neste caso mostra-se [2]que a exe~ 

gia pode ser determinada por uma expressão do tipo: 

ex = Gf - (~vÀ11À -~Vpllp) 

onde Gf -energia livre do combustível 

(1) 

v À -concentrações molares dos reagentes e produtos ,p 

11À ,p' -potenciais químicos dos reagentes e produtos 

Com a equação genérica de combustão, dada por: 

e com a expressão do potencial químico de uma mistura de 
gases ideais , 

llk = Gk + RT ln(Pk/P) (3) 

onde o Índice k se associa a cada componente da mistura; 

usando ainda a lei de Dalton, temos, de (a), (b) e (c); 

[

(x )a +b/4 -c/2

1 ex = -llG +RT ln °2 
a b/

2 
(4) 

Cxco ) (xH
2
o) 

onde llG corresponde à energia livre da reação, determina 

da por; 

[ b b c J t.G = aGco2. + (-2)GH o + Gc H o-Ca +-4 --2)G02. 2. a b c 
(5) 

Neste ponto, podem ser aplicados os valores numér~ 

cos associados à utilização do álcool [3].0s valores ad~ 

tados para as frações molares, na expressão (4), devem 

corresponder à atmosfera. Usa-se aqui a composição p~ 

drão sugerida por Moran [2]: 

Tabela 1. Atmosfera de referência (Moran [2]) 

Gás Fração Molar 

N 0,7567 

o 0,2035 

c o 0,0003 

HO 1 0,0303 

outros 0,0092 

Encontra-se para a exergia do álcool etílico puro 

ex = 7025,6 kcal/kg 

Estes valores referem-se à água como vapor nos pr~ 

dutos de combustão, associando-se ao poder calorífico ~ 

ferior, PC!. Para este combustível,a relação ex/PCI vale: 

~ = 7025 ,6 = 1 095 
PC! 6415,9 ' 

O acréscimo de exergia da ordem de 9% refere-se fun 
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damentalmente ao potencial químico oriundo da diferença 

de concentração das espécies químicas nos produtos de 

combustão e na atmosfera, Sendo assbaa presença de água 

no combustível altera a composição dos gases finais e 
consequentemente sua exergia. 

Refazendo a análise anterior para o álcool hidrata 

do, com 7% de água em massa, obtém-se: 

ex = 6552,6 kcal/kg 

e ex/PCI = 1,098.0 pequeno incremento observado nesta r~ 

lação, comparativamente ao álcool etílico puro deve-se 

sobretudo a nova composição dos gases de combustão e m~ 

nor conslUilo de ar por mol de combustível. 

Caso de combustíveis com formulação não conhecida : 

O bagaço tem sido objeto de muitas análises; a estrutura 

molecular de seus componentes ainda não é bem determi~ 

da. Por exemplo, a fÓ:nmlla estrutural da lignina, que c~ 

põe 24% da fibra seca é ainda motivo de especulação [4]. 
Mesmo o componente principal na fibra, a celulose, com 

50% de participação, não tem tabeladas suas propriedades 

termoquímicas. Nesta situação,sem conhecer parâmetros c~ 

mo entropia absoluta e energia livre de formação,a dete! 

minação de exergia não pode seguir oprocedimento normal. 

Esta dificuldade foi reconhecida por Rant [5Jjá em 1959, 

que sugeriu a analogia entre estes combustíveis naturais 

e as substâncias semelhantes conhecidas quimicamente. E~ 

ta idéia foi desenvolvida por Szargut e Styrylska [6], 

que estudaram, na forma já descrita, 143 substâncias c~ 

nhecidas. Estes autores obtiveram a seguinte correlação 

entre a exergia e poder. calorífico inferior, válida para 

canpostos em que a relação entre os teores molares 0/C 

não ultrapassa 2; 

~ =1,0438 +0,0158 H/C -0,3343 0/C(l +0,0609 H/C) 
PC! 1 - 0,4043 0/C 

(ó) 

Tomando a composição gravimétrica da fibra seca do 

bagaço como: 6,2% H, 49,5% C e 44,3% O, temos, para 100 

kg de bagaço seco, 6,200 moles de H, 4,125 moles de C e 

2,769 moles de O, portanto, 0/C = 0,6713 e H/C = 1,5030. 

A correlação (6) leva a 

ex 
PC! = 1,1290 

Note-se lUila diferença sensível entre a exergia e o 

PC!. O PC! do bagaço pode ser calculado por: 

PC! =186,1 (100 -0,18B - 1,13W- A +0,01 AW) [KJ/kg] 

onde: A-% cinzas, estimada em 2% (ordem de grandeza) 

B -% sacarose, estimada em 2% (ordem de grandeza) 
n1 W-% agua 

Logo, para a fibra seca; pode-se afirmar que: 

ex= 4907,9 kcal/~g 

Para teores de lD1lidade diferentes de zero, o bag~ 

ço requer lUila análise semelhante à do álcool hidratado. 

Neste caso, o bagaço úmido é tratado como lD1l novo canbu~ 

tível, com a composição molar: 

Tabela 2. Composição molar de bagaço úmido, em 100 kg de 

bagaço (W' =teor de lD1lidade em peso). 

Elemento N9 de moles 

H 6,2 + 4,0 W' 

c 4,125 (1-W') 

o 2,769 +2,787 W' 

Novamente utilizando a correlação (6) é possível 
obter-se a exergia do bagaço, mostrada na. tabela 3 e 

na figura 1. 

Tabela 3. Exergia do bagaço, conforme a correlação (6) 

Umidade PC! exergia (ex/PCI) 
(%) (kcal/kg) (kcal/kg) (-) 

0,00 4347,1 4907.,9 1.12901 
5,00 4100,0 4667,5 1.13842 

10,00 3852,9 4427,4 1.14911 
15,00 3605,8 4187,7 1.16138 
20,00 3358,7 3948,8 1.17568 
25,00 3111,6 3711,1 ~ 1.19266 
30,00 2864,5 3475,6 

~ 

1.21333 
35,00 2617,4 3244,3 1.23949 
40,00 2370,3 3021,4 1.27489 
45,00 2123,2 2818,7 1.32755 
50,00 1876,1 2681,6 1.42932 

Em princípio a limitação de validade de (6) para 
0/C< 2, limita o procedimento acima a lD1lidades inferia 

res a 50%. 
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Figura 1. Exergia do bagaço de cana de açúcar. 

........ ........ 

c.(LcULO DA EXERGIA CONSIDERANOO O PROCESSO DE CCMBUSTÃO: 

O procedimento apresentado anteriormente tem a van 



t agem de apresentar tun valor final que considera a mãxi 

ma disponibilidade térmica e química, independentemente 
I 
do processo em que o combustível é empregado. Contudo, 

~s situações reais de engenharia, os combustíveis sao 

J ia de regra queimados . Isto nos leva a questionar: qual 

o máximo trabalho Útil obtível de tun combustível apôs sua 

queima ? Em outras palavras; qual a exergia dos produtos 

de combustão ? 

A exergia dos produtos de combustão foi calculada 

através de tun programa computacional que: 

a) Determina a temperatura de chama, em condições adiabá 

ticas ou não, com relação ar/combustível variável e 

considerando a dissociação dos produtos; 

b) Calcula as variações de entalpia e entropia dos prod~ 

tos de combustão entre a temperatura de chama e a con 

dição de referência; 

c) Determina a exergia térmica destes produtos, que asso 

ciada a relação ar/combustível, conduz 'i. exergia do 

combustível após a queima. 
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tos de combustão/poder calorÍfico inferior para o bagaço 

seco e com tunidade , queimado com excesso de ar. Nota- se 

que a umidade causa tuna maior redução do poder calorífi 

co , comparativamente à redução da exergiadosprodutos de 
combustão. 

0 ,120 
ALCOOL HIDWATADO 

ALCOOL ANIDIIO 

0 ,710 

o, no~-+-t-+-+-1f-+-+-<r-+--H-+-+-+-+-+-+-+-H-+-t-+-+-1H-+-+-+--H--+-+ 
1,1 1, 2 1,S 1,4 1,5 1,1 

Ali IIUL I Ali ESTfQUtowiTIIICO 

Não é levada em conta a exergia química, devido à Figura 2. Relação (exergia/PCI) para a combustão do ál 
diferença de concentração dos produtos e da atmosfera p~ cool etílico . 
drão, por ser difícil a sua utilizaçãonaprática. Também 

não é considerada a elevação de disponibilidade associa 

da à liberação de energia térmica quando das possíveis 

reações de combustão dos componentes dissociados, em e~ 

pecial o hidrogênio e o monôxido de carbono . Esta hipôt~ 

se simplificadora reduz bastante a complexidade doprogr~ 

ma, além de acarretar pequeno desvio, já que tal energia 

térmica é reduzida em comparação à entalpia de reação e 

possui tuna temperatura de reação mais baixa, consequent~ 

mente, menor disponibilidade. Por outro lado,a abordagem 

sugerida permite uma maior compreensão dos compronussos 

envolvidos na redução da irreversibilidade da combustão. 

~sim, a exergia dos produtos de combustão, em condiçÔes 

estequiométricas e adiabáticas do álcool etílico puro v~ 

le: 
ex = 5665 kcal/kg 

e para álcool hidratado; 

ex = 5521 kcal/kg 

A figura 2 apresenta a relação exergia/PCI em si 

tuações em que existe excesso de ar, permitindo identif~ 

car que o máximo trabalho disponível nao se associa à 
queima estequiométrica, mas em proporções de excesso de 

ar que minimizam a geração de entropi a devida a dissocia 

ção e redução da temperatura de chama. 

Para o bagaço não se considera a dissociação dos 

produtos de combustão, já que este fenômeno é relevante 

em temperaturas acima de 2000C, maiores do que as temp~ 

raturas de chama usuais neste combustível. A figura 3 a 

seguir mostra a dependência da relação exergia dos prod~ 

o ... .... 
c 
ii 
11: .. 
)( .. 

0 ,715 

0 ,755 

0 ,745 

0 ,755 

1, 1,1 1,2 1,S 1,4 1,5 1,1 

AR RUL lAR IITfQUIOioltTIIIOO 

Figura 3. Relação (exergia/PCI) para combustão do bagaço . 

CCMENTÁRIOS: 

O primeiro método para determinação da exergia dos 

combustíveis, que poderíamos chamar de exergia química , 

é mais complexo, mas efetivamente fornece a energia di~ 

ponível intrínseca na substância . Contudo é por vezes i~ 

teressante obter a exergia sob o processo de combustão, 

onde então se aplica o segundo método , que determina a 

·~xergia prát1ca" dos combustíveis . 
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Nas análises exergêticas cabe então escolher qual 

tipo de parâmetro adotar, em função da amplitude do si~ 

tema estudado e do nível de discernimento desejado para 

as perdas de disponibilidade na combustão. 
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S~IO 

V ru.tu.do do rtÚ.cl.eo e do duernpertho do combM.Ú.vet me;tÃlico do EFR llob o ponto 
de vill:ta. .teJrmo-M..citLã.uU.co, 6oJ.. ex.ecu.ta.do com o cõdJ..go COBRA IV-I. MMbtou-lle com .ú., 
.to, a boa ll egWta.rtça dru.te Jtea.toJt e a vJ..abilidade do Mo do combW;.Ú.ve.t me;tÃlico pa!Üi 
o EFR. 

1 . INTRODUÇN) 

Com o objetivo de se assegurar o suprimento de 
combustível nuclear utilizando-se as grandes reservas 
nacionais de tório, pensa-se em se desenvolver reatores 
r~generadores rápidos ("fast breeder reactors"j, que se 
rlam usados para converter Th-232 em U-233 [1], [2]. -

Para se adquirir "know-how'' neste tipo de reato 
res , planej a-se a construção de um reator rãt-~ido e:JqJeri 
mental (EFR). Neste estudo são impostas duas condições 
[3]: seriam usados feixes de combustível e seria ~rse 
guido um fluxo máximo de nêutrons na faixa de 1 O 1 Sn; cm2. s-; 
ordem de ~an~eza comumente observada nos reatores rápi 
dos de potenCla. -

_ . Com o propósito de se buscar um projeto mais eco 
nomlco e seguro, pensa-se na utilização de combustível 
m~tálico no EFR. O interesse sobre este tipo de combus 
tlvel vem aumentando devido ao seu excelente desempe 
nho demonstrado, em particular, no "Experimental Breeder 
Reactor II" (EBR II) [4]. 

~ Neste trabalho pr.opõe-se anali~ar o C9"JPOr~ar.1ento 
do nucleo e o desempenho do combustlvel metalico do EFR 
sob o ponto de vista termo-hidráulico. As simulações . . - . . - . - ' nos reglffies estaclonarlo e transltOrlo, sao feitas com 
o uso do código fiBRA-IV-I [5]. 
2. cx:MPARAÇÃO oos CDiPORTAMENTOS oos cn.musr!VErs axroo 

E METÁLiffi 

As propriedades físicas mais desejáveis para os 
combustí~eis dos reatores rápidos são : alto "burnup" e 
alta potencia linear, o que implica numa alta condutibi 
lidade térmica e num alto ponto de fusão . -

O combustível sob a forma de Óxido pode ser usado 
em altos "buEJ1ups" (da ordem de 100 MWd/kg), tem alto 
ponto de fusao (-27509C) e possui um espectro neutrôni 
co mais suave que o metálico. · 

O combustível metálico é mais vantajoso que o óxl 
do no que diz re~peito à razão de conversão, ao tempo 
de dobramento e a condutibilidade térmica, que são maiQ 
res. Entretanto, como para este caso o espectro neutrô 
nico é mais~duro que o do Óxido, o efeito Doppler é me 
nor, o que e des favorável para as condições de segurança 
inerente. Além disto, o metal, na sua forma pura, só po 
de ser usado para baixos "burnups" devido aos efeitos 
de inchamento (" swelling") . 

Pode-se pensar também no uso de combustíveis sob 
~ forma~~d~ ni!retos~e.carbetos, que têm propriedades 
llltermediarlas as do oxldo e metal. Admite-se que te 
nham um bom potencial para utilização, mas pouco se co 
nhece da sua termo-hidráulica. 

O óxido foi o combustível mais indicado para 
LMFBRs, até que, com o desenvolvimento de ligas metáli 
cas com Zr, Mo e outros metais, desenvolveu-se mate 
riais com os quais se pode atuar com altos "burnups" -; 
da ordem de 1 00 MWd/kg. 
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Não se pode fazer uma comparação efetiva entre os 
compo~tamentos termo-hidráulicos dos combustíveis óxido 
e metali~o. utilizando-se o EFR, pois, sob o ponto de vis 
ta n~u~ronlco, este poderia não atingir a criticalidade 
com ondo [3]. 

. N~ ~adeia do de~envolvimento do Reator Regenera 
dor Blnarlo (BBR) esta previsto o projeto do LMR - um 
pequeno reator refrigerado a sódio cujo combustível é a 
liga Pu-Th-Zr, cujos objetivos são: (i) gerar combustí 
vel . ~~ra ser utilizado no BBR, (ii) adquirir tecnologia 
e (lll) demonstrar as boas qualidades de segurança ine 
rente e facilidade de operação do conceito do reator bi 
nário [6]. -

O reator LMR, qu~ pode ser carregado com combustí 
ve~ tanto na forma de oxido guanto na de l!ga metálica-; 
fol o usado para as comparaçoes termo-hidraulicas nas 
quais foram mantidas as mesmas dimensões geomét;icas. 

Os dados utilizados na simulação do LMR foram: 
~a P?tência de ·1000 MWt, feixes com 217 varetas, ~tên 
Cla llllear de 226 W/cm, temperatura ue entrada do sõdio 
3709C e de saída 5379C, o diâmetro da vareta considera 
da foi 8 mm e a razão passo/ diâmetro: 1 , 14 [ 6] . -

Verifica-se que, apesar do perfil de temperaturas 
do refrigerante ser praticamente a mesma para ambos os ca 
sos , a curva de temperatura na vareta é bem mais suave pa 
ra o metal, como mostra a figura 1 . Deve-se notar tambéiii 

co111b. Óxido 

/ 

combustível 

metálico ~ ______ ...._ __ -

1,4 

1,2 
,...., 
u 
O• 

<") 

1,0 b 

0,6 

o~on---~1~on-----2~o~--~~----~~--~~ 0 .4 
, ' • 3,0 4,0 5,0 

cota radial (mm) 

Figura 1. Perfil radial de temperaturas na vareta mais 
quente do lMR. 



318 

que,. no que diz respeito à comparação entre as tempera 
turas máxima de operação e de fusão do material,ter-se~ 
á una maior margem de segurança utilizando-se Óxido. No 
que diz respeito aos transitórios, a resposta térmica 
do combustível metálico é melhor, devido à sua maior 
condutibilidade térmica. Um outro ponto interessantenes 
ta confrontação ê que, no caso do combustível metálí 
co, as temperaturas-limite de projeto são as do combu5 
tível, ao passo que, no do Óxido, são as do encamisamen 
to. -

3. MJDELAGfM 00 NOCLEO 00 EFR 

Após a efetuação da comparação dos comportamentos 
termo-hidráulicos dos combustíveis óxido e metálico,pas 
sa-se à efetiva simulação do núcleo do EFR, que, po·r sllil 
plicidade, vai ser admitido no início do seu ciclo de 
operação, o que desobrigrará da análise do envoltÓrio. 

Os valores adotados para entrada no COBRA-IV-I, 
são os listados abaixo [3]: 

- Dados geométricos: 
n9 de varetas por feixe: 19 
diâmetro da vareta: 7 ,9rrm 
diâmetro do espaçador: 1 ,4nun 
altura ativa do nÚcleo:254,0rrm 

- Materiais: 
combustível: liga Pu(90%) - Zr(10%) 
refrigerante: sõdio 
encamisamento: aço SAE 316 (inox) 

- Dados operacionais: 
potência: linear, com un valor médio de 225 .5W/cm 
temperatura de entrada: 3159C 
temEeratura de saída: 4159C 
vazao: 30 kg/s 

A figura 2 mostra a disposição do nÚcleo do EFk 
e o feixe utilizado ê visto na figura 3. Deve ser me~ 
cionado também, como uma peculiaridade, do uso de com 
bustível metálico que a folga entre a vareta e o enca 
misamento (o "gap") ê preenchida com sódio, proporciõ 
nando um melhor conta to térmico. -

envoltório 

barras de controle 

Figura 2, Nucleo do EFR 

4. RESULT.AOOS E DISCUSSOES 

Estado Estacionário 

nÚclf' 

Verifica-se que a velocidade média calculada para 
o sÓdio foi de 1,3m/s (4 ft/s), bem abaixo dos valores· ~ 
sualmente tolerados, de atê 9m/s [7]. Isto implica em 
que, no caso de una parada de bumba, quando fica presen 
te unicamente a convecção natural, o reator sofreria me 
nos com a evolução da temperatura decorrente do decrêS 
cimo da vazão. -

Na figura 4 mostra-se o mapeamento das temperatu 
ras de saída do refrigerante em todos os subcanais~ 
Deve-se notar que , como se está trabalhando com una dis 
tribuição média de potência, há una certa mascaragem dõ 

Figura 3. Geomet-ria utilizada pelo COBRA-IV-I 

canal quente. Mesmo assim, é fácil ver que a segurança 
quanto a ebulição do sÔdio (8839C) _é grande. 

Figura 4. Temperaturas (9C) do refrigerante na saída 
do feixe. 

A figura 5 mostra o perfil radial de temperatu 
ra no combustível das barras 1 , 2 e 8 da figura 2. cõ 
mo a temperatura central da barra mais quente é de 
5649C, fica-se aqui também, com una boa segurança, 
uma vez .que a fusão desta liga Pu-Zr se dá a 
8309C [8]. 
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Figura S. Perfil radial de temperaturas nas varetas 
do EFR. 

Transitórios 
Vão ser simulados nesta primeira fase de estudos 

unicamente os transitórios protegidos de sobrepotência 
e sub-resfriamento. 

Num trabalho anterior, [9], modelou-se estes aciden 
tes simulando-se o comportamento do primário com o uso 
do cÓdigo NALAP. Agora, cem o uso do COBRA-IV-I vai-se 
analisar, em detalhe, o comportamento do núcleo do EFR 
sob as mesmas condições já trabalhadas na referência [9]. 

Transitórios de Sobrepotência 
Na modelagem destes transitórios foram adotadas 

duas rampas de potência, retiradas da referência [9] e 
mostradas na figura 6, dencrninadas: 

o.oo 

- rampa A: aquela em que a potência dobra em 
0,25 s. 

- rampa B: aquela em que a potência quadruplica 
em 0,50 s. 

1.00 

3.10 

3.00 
rampa B 

a.50 

o 
p.. 

a.oo ....... 
p.. 

o 

'"' 1.50 N 

"' 1-1 
rampa A 

1.00 

0.50 

o.oo 
1.00 a.oo 3.00 1.00 1.00 

tempo (s) 

Figura 6. Curvas adimensionais da potência no transitó 
rio de sobrepotência. -
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No acidente de rampa A, a temperatura da linha cen 
tral da barra mais quente chega ao seu valor máximo~ 
6149C, aos 0,48 s, como se vê na figura 7, atestando a 
rápida resposta do ccrnbustível ao transitório. O ccrnbus 
tível também resistiu à rampa B, quando sua temperatura 
máxima se manteve abaixo da de fusão (8309C). 

A temperatura máxima alcançada pelo refrigerante 
nos dois transitórios foi de 6559C, como é exibido pela 
figura 7. Como este valor é bem menor que a temperatura 
de ebulição do sódio (8839C), verifica-se que o compor 
tamento do refrigerante não é limitante neste tipo de 
transitório. 

refrig. 
(rampa B) 

~ da vareta 
(rampa B) 

1.00 
,..... 
u 
o-
'-' 
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•.• o 

~--~--~~--To.--~~~~~~=-~~--~··· o.oo o.50 1.00 1.10 a.oo a.10 3.oo 1.10 1.00 

tempo (s) 

Figura 7. Curvas de temperaturas na saída do núcleo 
(trans. de sobrepotência) 

TransitÓrio de Sub-resfriamento 
Dentre as eossibilidades de transitórios de pe~ 

da de refrigeraçao, escolheu-se um acidente de parada 
de bomba com um atraso de O, 9 s para a inserção das 
barras de controle, pois é um dos transientes protegi 
dos mais críticos no caso de um reator do tipo pisei 
na, corno o EFR, [7]. -

A figura 8 mostra as curvas de potência e vazão 
que foram obtidas da referência [9]. 

potência 

I 0.:11 

o.~o•o----~o.~~------~o.~so.---~,~.uiO~---.o~.oo~-----rl.~.oo 

tempo x 10-1 (s) 

Figura 8. Curvas adirnensionais no transitório de sub
resfriarnento (ref. 9). 
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Cano se vê da figura 9, o acidente representado a 
presentou baixas elevaçÕes de temperatura tanto na vã 
reta quanto no refrigerante. Notar-se-á que,.em se trã 
tando do elemento quente, as varetas encontrar-se-ão ã 
temperaturas mais altas, mas, mesm assim, é fácil ver 
que o nÚcleo pode trabalhar bem mais quente. 

r---~~~----,-----~~-----r--~--~-----,•·• 

I 1··· 
•. 10 

••• 

0.~.~---.~.~10~---~~.=-~--~~~.IOu---~z~ .• =----.z~.IO~--~~. J·IO 
tempo (s) 

N 
·I 
o 
~ 

~ 

"' 1.< 
:::1 ... 
"' 1.< 
Q) 

ir 
Q) ... 

Figura 9. Temperaturas na vareta mais quente (transitá 
rio de sub-resfriamento). -

5. illNCLUSliO 
Este é um trabalho preliminar. Um estudo mais 

detalhado será feito quando se concluir a análise neu 
trônica e se obtiver dados mais precisos sobre a dis 
tribuição de potência no núcleo. 

Mesmo tendo em mente a restrição acima, foi ple 
namente aprovado o uso de combustível metálico sob ã 
forma de liga Pu90-Zr10 no EFR, nas situações investi 
gadas. -

Na simulação do transitório de sobrepotênüa ad . 
mitiu-se uma inserção de reatividade de 2 $/s. Na rampã 
A esta durou 0,25s e ná B 0,50s. Deve ser dito que esta 
reatividade pode ser virtual~eute considerada como um 
limite de projeto [7]. Nos transientes estudados ficqu 
evidenciado a excelente resposta térmica docombustível 
metálico. 

Nos reatares experimentais procura-se simular si 
tuações de fw1cionamento que se aproximem o mais pos 
sível das dos reatares de potência. Devido ao pequeno 
porte do EFR, 5 MWt, ficou-se com condições de opera 
ção eminente~rente seguras, com: potência linear, tempe 
ratura de saída e velocidade do refrigerante com valo 

••• 

•• .... 

./ 

res nominais baixos mesmo quando comparados com outros 
projetas de reatares experimentais [7]. Isto permite 
que o EFR possa suportar transitórios mais violentos 
que os aqui investigado~. 

Como o cÓdigo illBRA-IV-I não é indicado para se 
simular convecção natural, [10], não se pode analisar 
o comportamento do EFR sob o transitório não protegido 
de sub-resfriamento, o que completaria esta fase de es 
tudos. 
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8 
MODELOS PA~A O ESCOAMENTO TRANSVERSAL 
E MISTURA TERMICA TURBULENTA EM FEIXES 
DE BARRAS COM ESPAÇADORES HELICOIDAIS 

ELO! FERNANDEZ Y FERNANDEZ 
DEM-PUC/RJ 

PEDRO CARAJILESCOV 
DEfYfO. DE ENERGIA, IEM, ITA 

Sl.NÃRIO 

O elemento c.ombtL6.Ú.ve-t de um ll.eiLtoll. do tipo LMFBR c.on6.i.6.te em um 6U.xe de baJVtM 
de aJVtanjo Vúan.guli:vt c.om upacadoll.U he.Uc.oida,ú.,, c.on.tido em um duto hexagonaL Palta 
uc.oameYLto.6 nu~e tipo de geomebúa, ~ão duenvolvi..do~ modeloll pa!ta o uc.oamento .tll.arv., 
v0l>al e pa!ta a mi..l>.tUila .têJuni..c.a .tUilbu.tenta. Em conjunto c.om oh 61Ltoll.U de ~tedi..l>VúbUI 
cao do eh c.oamento axial, .tai..ll modeloll pell.mdem o u.tabe-tec.i..mento de um mê..todo de.tell.mi..:: 
nMtic.o pa!ta o c.âlc.uR.o da di..l>Vúbui..cão de .tempell.MU!ta do ll.e61l.i..ge~taYLte. 0.6 1tuuftad0.6 
ob.ti..doll 6oll.am c.ompaJtadol> c.om dado~ expell.i..men.ta,ú., e c.om ll.Uul.tado~ 6oll.nec.i..do.6 poll. c.Õdi..
gol> bMeadM em modeloll mai..ll c.omplexoll, podendo ~ell. c.onúdell.ado.6 ~a,t,(,6 6tU:Õil.i..o.6. 

INI'RODUO,O Na forma de diferenças finitas, esta expressão se 

Os elementos combustíveis de reatares rápidos re
f rigerados a metal lÍquido, do tipo LMFBR, consistem em 
um feixe de barras de arranjo triangular com espaçado
res helicoidais entre as quais escoa o fluido refrige
rante, conforme esquematizado na Figura 1. 

o ., ., 
o 
a. 

I 

SUBCANAL LATERAL 

Figura 1. Secção reta típica de um feixe com 19 barras 

A interconexão entre subcanais vizinhos, formados 
entre as barras do feixe, permite troca de entalpia do 
refrigerante, escoando nos referidos subcanais, por três 
mecanismos principais: (1) mistura provocada por escoa
mento transversal induzido pelo espaçador helicoidal; 
(2) mistura turbulenta; e (3) condução molecular de ca
lor. 

Desta forma, considere um· volume de controle i , 
de comprimento ~z. acoplado lateralmente a m outros vo
lume~ de controle, representando os subcanais do feixe. 
Fi~1ra 2 apresenta, esquematicamente, os diversos meca
nismos de troca de entalpia mencionados. 

Nesta figura, wi·h corresponde à taxa de troca de 
calor convectiva, dev1do ao escoamento transversal e qa 
e qE são as taxas de troca de calor por difusividadetê! 
mica molecular e turbulenta, respectivamente. Conside
rando qk, a taxa de calo: fornecida_ ao volume de contr~ 
le i pelas barras K, dev1do a geraçao, o bal~ço de ene! 
gia, para o volume de controle de interesse, edadopor: 

a (m·h · ) m [ m J 1 1 óZ+ L (w . . h)= L: qk+ L: (q +q) óZ (1) 
az j=1 lJ k i=1 a E 
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reduz a: 

h1·) +{-
1
- [L: C (a+EH)(h.-h . ) z • o o J 1 

mi J 

onde: 

- L: w. o (h-h.) + L: qkJ} 
j lJ 1 k z 

hi = entalpia do subcanal i 
m. = vazão em massa do subcanal i 

1 

c o 
a 

coeficiente geométrico 

difusividade térmica molecular 

EH difusicidade térmica turbulenta 

• 

(2) 

w. . escoamento transversal entre subcanais i e j_ 
l J 

r-----------
vc : 
~ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

mjhjlz.L'lz 
----------, 

---t_._ __ w .. h 
lj 

q<X 

(i) 
_________ _J 

Figura 2. Representação do balanço de energia no subca
nal i, acoplado a ~ outros subcanais (j = 1 ,m) 

A solução desta equação depende do estabelecimen
to de modelos teóricos para os referidos processos de 
troca de calor entre os subcanais. 

Diferentes tipos de escoamentos transversais foram 
identificados e classificados por Rogers e Todreas [1]. 
Para quantificar esses processos de mistura, foram rea
lizadas medidas diretas do campo de velocidades [2] ,[3], 
assim como experiências com traçadores [ 4], [5] e [6]. 
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Nesses trabalhos , alguns aspectos interessantes do escoa 
mento transversal foram const atados : a) tanto o compor~ 
t amento da velocidade axial quanto da velocidade trans
versal são cíclicos; b) ao longo de um passo da helicoi 
dal , a troca transversal de massa , entre dois subcanais 
int ernos, é aproximadamente nula; c) na região periféri 
ca , o escoamento transversal é unidirecional, ao longo 
de un passo da helicoidal; d) existe un grande fluxo 
transversal de massa , por baixo do espaçador, quando es 
te atravessa o gap, acompanhando sua direção. 

Baseado em tais observações e no conhecimento do 
campo axial de velocidade , conforme proposto em [7], fo 
ram desenvolvidos modelos para a determinação do escoa~ 
mento transversal e para a difusividade térmica turbu
lenta. 

Ainda, uma secção reta qualquer é repetida 
em outra posição axial, defasada de um incremento de 
H/6, como se ocorresse uma rotação rígida do conjunto de 
60°. Admitindo o escoamento totalmente desenvolvido, p<> 
de-se concluir que o campo de velocidades é repetitivo 
a cada incremento axial de H/6, em posição defasada de 
60° . Este fato implica que é suficiente obter-se o cam 
po de velocidades transversais ao longo de seu compri~ 
mento correspondente a H/6. A distribuição do escoamen 
to transversal, no comprimento restante, pode ser obti~ 
do por nova identificação de situações geométricas seme 
lhantes . 

MJDELO TEÚRI m 

Escoamento axial. A velocidade axial, ll]_, em um 
subcanal 1, pode ser relacionada com a velocidade média 
do refrigerante no feixe, ub, na forma: 

ui = xi ub (3) 

onde o ~!or de distribuição do escoamento, xi, ê obti
do pelo metodo apresentado em [7]. 

Escoamento t r ansversal . Considere o acoplamento 
entre os subcanais ~ e i esquematizado na Figura 3. 

mi l z .r:.z 
r---------- -------- , 

(i) 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I L -..--

milz 

Figura 3. Representação do balanço de massa no subcanal i 

O balanço de massa, para o volume de cont1·ole i, 
e dado por : -

affii t:.z 
az 

m 
-L: 

j=1 
w .. 

1J 

Na forma de diferenças finitas: 
m 

mi)z •z = IDi)z + L (w .. ) 
+u j=1 1J Z 

Iu 

(4) 

(S ) 

O balanço expresso pela equação (5) pode ser escr.!. 
to para todos os subcanais, formando um conjunto de ~t 
equações algébricas, onde Nt é o número total de subca
nais no feixe. Observa-se, entretanto, que o número de 
1gaps' ou escoamentos transversais a serem determinados 
é igual a M, dado por: 

M = Nt + N (6) 

onde N é o número de barras (ou helicoidais) . São,pois, 
necessárias N equações adicionais para a determinação 
de wi · . . 

]Cons iderando que o escoamento transversal, na re
gi ão que contém a helicoidal, deve ser proporcional a 
inclinação que esta impõe ao escoamento, admite-se que, 
no 'gap 1 para o qual exi ste uma helicoidal se dirigindo, 
o escoamento transversal é dado por: 

onde: 

w .. = p A .. [a x . u. t gal 
1J 1J 1 D J ( 7) 

p = densidade do f luido; 

A-· 1J 

(l 

área transversal do 1gap 1
, na posição consi 

derada; 

ângulo efetivo entre o eixo da barra e a di 
re.ção do escoamento [7] ; 

a = parâmetro empírico. 

Aplicando-se a equação (7) ao feixe, obtém-se as 
N equações adicionai s necessárias. 

o parâmetro a foi estabelecido, empir i camente, a
través de dados experimentais, para o escoamento trans
versal em subcanai s laterais. 

O número de 'gaps' entre a região dos subcanais in 
t ernos e a periférica, dos subcanais laterais e de can~ 
to, varia com o número de barras do feixe. Como cada uma 
dessas passagens contribui para o escoamento transver
sal periférico, espera-se que o coef iciente a dependa 
do tamanho do feixe. Desta forma, aclmi te-se que pos
sa ser correlacionado na forma 

a* 
a =Nf (8) 

onde Nf é o número de subcanais laterai s por face do du 
to hexagonal. Fi gura 4 mostra os valores de a e a• em 
função do número N de barras no feixe. 

1,00 
T Ti 

• ' r~· 

0,10 

~"'o. I .• -
~ 

. ' 

v~ 

1-- 1---
N. l 

"'l 

-.,I _.:.:_ 1"1... 
:r. ' ........... . """ ..... 1 

,I o_ 
O H/0• 55,8 [3] 
0 H/0• 52 [9] 
Ô H/0•48 [11) . 
OH/0·42 [10) .(., t r 

0 ,01 I I I I 

10 100 N 
Figura 4. Valores de a e a• em função do número de varetas 



Observa-se que a* ~ 0,3H, para os casos considera 
dos (valdres de H/D em torno de 50) . A variação de a• 
com H/D é aprésentada na Figura S. A influência de P/D, 
neste parâmétrb, não pode ser constatada devido a insu
ficiência de dados experimentais . 
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o/ I' 
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0.10 o, - -/ __ -- 1- - 1-1/ 
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I '1: 

0 N.7 
6 N·19 [9] 

·' Ir O N•61 [11] 

0,01 
p N • 217 [110) 
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H/0 

Figura S. Variação do coeficiente a* em função de H/D 

323 

Difusividade térmica turbulenta. Para números de 
ReynoldS, Re, na faixa de operaçao normal de reatores 
LMFBR (-10 4

), observou-se que difusividade térmica tur
bule~ta é uma ordem de grandeza maior que a difusivida
de termica molecular, para metais lÍquidos [81 . Rogers 
e Todreas [1] observaram que: 

onde : 

EH ,-;-;;; 
-=C Re \j f/2 

\1 

v= viscosidade cinemâticauo fluido; 

f coeficiente de atrito do feix~; 

C constante empírica. 

(9) 

O valor de C foi estabelecido, empiricamente, a
través da ajustagem dos valores calculados, para perfis 
de temperatura em feixes de varetas, e dados experimen
tais. Concluiu-se que: 

c= 0,6 (1 O) 

APLICA(XJES 

Figura 6 mostra o resultado obtido para o escoa
mento transversal periférico, comparados com dados exp~ 
rimentais e previsões efetuadas por outros modelos. Em 
geral, os resultados podem ser considerados satisfató
rios, embora neste caso, por uma questão de interpreta
ção da localização relativa das helicoidais, as curvas 
apresentam um comportamento defasado. 

Figura 7 mostra o perfil térmico obtido para dif~ 
rentes valores da constante C do modelo adotado, compa
rados com dados experimentais obtidos em [9]. 

o 

N • 19 
P/D · 1,19 H/D • 18.7 

DADOS EXPERIMENTAIS (4] 
LAFAY ET AL [4] 

ENERGY [9] 

0,70 +----1----+----+---+----t---+- PRESENTE 

Figura 6. Comparação entre o escoamento transversal periférico previsto 
com outros modelos e dados experimentais 
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Figura 7. Influência da difusividade EH no perfil térmico 

CDNCLUSOES 

O presente trabalho desenvolve modelos independen 
tes para o escoamento transversal e para mistura térmi~ 
ca turbulenta em feixes de barras com espaçadores heli
coidais. 

Tais modelos, em conjunto como de distribuição do 
escoamento [7], permitem estabelecer um método determi
nístico de analise termohidráulica de elementos combus
tíveis, utilizando pequena capacidade de memória e tem
pos reduzidos de computação, sem, no entanto, prejudi
car excessivamente a qualidade das previsões analíticas. 

Observou-se que cada um destes modelos é dependen 
te de apenas um parâmetro empírico. Estes parâmetros po 
dem ser determinados por dados experimentais específi~ 
cos e independentes. 

A inclusão do modelo de escoamento transversal é 
fundamental para separar seu efeito do processo de mis
tura térmica turbulenta. Esta divisão permite melhor en 
tendimento dos processos de troca de calor no feixe. MO 
delos, como aquele utilizado no programa ENERGY [9] ,nãO 
fornecem tais informações, pois assumem valor constante 
para o escoamento transversal periférico e tratam os de 
mais escoamentos transversais como parte da mistura téT 
mica turbulenta. 
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SUMAAIO 
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6ili.da.du qua.ndo a. va.zão ê .lt.eduúda.. 

TNfRODUÇÃO 

Neste trabalho analisa-se a estabilidade e a di~ 
tribuição de vazão para escoamento descendente em ca
nais aquecidos. Esta situação é encontrada em reatores 
do tipo piscina refrigerados a água. Nestes reatores a 
produção de N16 é intensa e o resfriamento do núcleo 
em escoamento descendente justifica-se para arrastar o 
N16 produzido. No entanto, esta concepção. para o arre
fecimento requer um estudo cuidadoso da estabilidade 
do escoamento. Como será mostrado, o aquecimento do 
refrigerante dá origem a forças de empuxo contrárias 
ao movimento descendente. Deste modo cuidado especial 
deve ser tomado no caso de desligamento destes reato
res quando há falha do sistema de bombeamento. A inér
cia das bombas deve ser dimensionada para manter uma 
vazão forçada descendente estável, até que a potência 
residual torne-se compatível com a retirada de calor 
pela convecção natural. [1] , [2] , [3]. 

PERDA DE PRESSÃO EM UM CANAL AQUECIJX1 

Para escoamento descendente em um canal aquecido, 
as equações de continuidade e momento são [4] : 

dG 
dz = o 

onde: G é a velocidade mássica, 
v, o volume específico, 
p, a densidade, 
P, a pressão, 
f, o fator de atrito e 
De, o diâmetro equivalente. 
O balanço de energia para o canal fornece: 

Q = GA Cp(Ts- Te) 

onde: Q é o aquecimento do canal, 
A, a seção de escoamento, 
Cp, o calor específico, 
Te, a temperatura de entrada e 
Ts, a temperatura de saida. 
Substituindo (1) em (2), obtem7se: 

dP _ fG 2 ,~2 dv + pg Oz--Inev-u Oz 

A equação ( 4) está de acordo com [1] e [5] . 
Para aquecimento uniforme e coeficiente de 

(1) 

l2) 

(3) 

(4) 
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transferência de calor constante ao longo da extensão, 
o perfil de temperaturas axial é linear. 

T(z) = Ts L Te z + Te (5) 

onde L é o comprimento do canal. 
Deste modo: 

- L dz - T T dT s - e 
(6) 

O coeficiente de expansão volumétrica (~) é de
finido por: 

a _ 1 dv !,>-v ar 

Com as equaçoes (_6) e (7), a equação l4) pode 
ser integradél' 

Pe - Ps 

Ts Ts 

_ __:::_f.....;W:.:..z__;::.L__ J v dT + WA: f 6 dT + 
2A2DelTs - Te) 

Te Te 

gL Tjs 
Ts - Te p dT 

Te 

onde W = GA é a vazão mássica no canal. 
Para B constante e aproximando v e p por f3] : 

v = ve [1 + B(T - Te)] 

p = pe [1 - B(T - TP.)] 

(7) 

(8) 

(9) 

A equação (8), após as integrações necessárias, 
torna-se: 

W
2 

fL J Pe- Ps =- ve[B(Ts- Te) +4De (2 + B(Ts- Te)) -pegL 
Az 

+ pe g BL(Ts- Te) 
2 

(11) 

Incluindo as perdas de pressão na entrada e na 
saida do canal e utilizando o balanço de energia (3) , 
obtem-se a perda de pressão no canal aquecido em fun
ção da vazão e do aquecimento: 
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t>P = peg6LQ.!. + _1_ [vefL ..,KeVe+Ksvsl\'1·2_., 
zcp w zA 2 L De -

+ ve BQ (1 + -&} W - pe gL 
A2Cp 

onde Ke é o coeficiente de perda de pressão na entra
da, Ks, o coeficiente de perda de pressao na saida e 
vs é o volume específico na saida, calculado com (3) 
e (9): 

vs = ve [1 + 6Q/WCp] 

O fator de atrito (f) ê dado por [1] : 

f = 64/Re (laminar) 

(131 

(14) 

f = 0.0056 + 0,5 Re- 0
'
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(turBulento) (15) 

com Re = G De /1-1 (N9 de Reynolds) (16) 

onde 1-1 é a viscosidade, dada por uma correlação do 
tipo 1-1 = 1-1 (T) . 

Substituindo (13) em (12): 

t.P =~Í-fL..., Ke + Ks]w2 + veBQ!i+ ~+ Ks] W+ 
2A2 Lne A2Cp[ 4De 2 

.!. _ pe g L 
w 

(17) 

A equação (17) fornece a perda de pressão no ca
nal (4P) em função das características geométricas, 
termo-hidráulicas (Q,W), e das propriedades físicas. 

Diferenciando (17) com relação à vazão mâssica 
W: 

~ = ve L af w2 + ve í~ + Ke + Ks + BOL a~l w + 

dW 2A2De dW A2 lne 4CpDe d1'{j 

+ v e BQ r l + ~ + Ks J _ pe g 6Q L l_ 
A2Cp l 4De 2 2Cp ~ 

(18) 

Para canais sem aquecimento, maiores vazões cor
respondem a maiores perdas de pressão e vice~ersa 
(dt>P/dW>O). No entanto, como mos·tra a equaçâo (18)pa
ra canais aquecidos, a medida que a vazão é reduzida o 
último termo cresce em módulo. Assim, abaixo de uma 
certa vazão, para a qual MP /O.W = O, passa~se a ter 
dt>P /d W < O. Este comportamento pode ser entendido obser
vando-se que, para altas vazões, a força que se opõe 
ao movimento cresce com a vazão, devido ao atrito vis
coso, e para vazões baixas o crescimento desta força 
deve-se ao aumento do empuxo, quando a vazão diminui. 

Como serii mostrado a seguir, esse compo'rtamento 
da curva de perda de pressão pode provocar instaóili
dades quando a vazão é reduzida em um sistema de n ca
nais paralelos, como um reator do tipo piscina, 

ESTABILIDADE DO ESCOAMENTO DESCENDENTE POR N CANA!S 
PARALELOS 

Sejam n canais aquecidos paralelos com escoamen
to descendente, conforme mostra a Figura 1. 

Em regime permanente todos os canais estão sub
metidos a mesma diferença de pressão 6P* . 

6P1 = 6P2 = ....... = L1Pn = l'IP* (19) 

tw 

tw 
Figura 1. Sistema com n canais paralelos 

onde l'lp· é a perda de pressão no canal i. 
Ái~disso, a vazão total W distribui-se pelos 

canais de modo que: 

W = W1 + W2 + •••• + Wn (20) 

onde W··.: é a vazão no canal i. 
~sim a variação dW da vazão total pode ser ex

pressa por: 

dW = dW1 +dW2 + .... + dWn (21) 

Sejam as derivadas das curvas de perda de pressão 
dos canais: 

~- = ~i 
1 i 

i = l,n (22) 

Para que, apôs uma variatão dW da vazão total, o 
sistema atinja uma nova situaçao equilibrada, as varia
ções das perdas de pressão nos canais devem ser iguais: 

MP 1 = MP2 = • , •• , = dóPn = élLIP* (23) 

Usando (21) , (22) e (23) : 

1 
d6P* = 1) 
-- 1 +-
dW [l._+-+ • • • •' En e: I e: 2 

(24) 

A equação (24) descreve o comportamento da perda 
de pressão no conjunto de canais com a variação da va
zão total, 

Para canais nao aquecidos, E i > O para todos os 
canais. Desta forma o denominador em (24) é um número 
positivo e a perda de pressão t>P* sempre aumenta com a 
vazão total. Para canais com aquecimento, no entanto, 
quando a vazão é diminuida alguns canais podem chegar 
a e: = O ou a e: < O. No primeiro caso obtem-se d6P*/ dW =O. 
No segundo, observa-se que o denominador de (24) pode 
anular-se, Assim sendo, sur~em instabilidades no com
portamento de t>P* com a vazao total W, quando esta é 
~uficientemente reduzida. 

CÁLCULO DA DISTRIBUIÇÃO DE VAZÃO 

Dadas a vazão total, as características geométri
cas e os aquecimentos dos canais, o problema de distri
buição de vazão consiste em determinar a vazão em cada 
canal. 

Na situação de equilÍbrio as perdas de pressão 
nos canais são iguais: 



llP1 llP2 

llP2 l!P3 

l!P l!P n-1= n 

n 
L w. = w 

i=1 1 I 
onde l!P. é calculado com (17). 

01sistema (ZS) é um sistema não-linear, com n 
equações para determinar as n vazões nos canais. 

Para resolver (ZS) definem-se: 

(26) 

(27) 

_ Fi é função d~ Wi e Wi+ 1, enquanto que G ê fun-
çao de todas as vazoes . , _ 

Expandindo Fi e G em tomo de uma a,proXlmaçao 
inicial (W~. wg, ...... , wg), até o termo de 1~ ordem: 

e 

Fi(Wi, Wi+ 1) =Fi(lti• wj+)+CWi-WÍ) ~~t lo + 

(28) 

o aG 1 wo aG •
1 + (W2 - W2) aw2 o + •• ; + (Wn- n) ãWJi o (29) 

Para satisfazer (ZS) é preciso que; 

Fi(Wi, Wi+ 1) =O; i=l, n-1 (30) 

Das definições de Fi e G obtem-se: 

.1§_ = 1 
óW.l 

óFi dl!Pi+1 
~=-~ a i+1 i+1 

i = l,n 

i 1, n-1 

i= 1, n-1 

(32) 

(33) 

(34) 

Lembrando que E- dlspi/dWi e agrupando as equa-
ções, obtem-se: 1 

. 
• E: o • - E:Q w 

n-1 n n-1 

1 1 .. ... ..... 1 I'Vn 

llp~ - ll1>f + efwP - dwg 

llpR - llpg + dwg - dwR 

tíP~.!lPo '+eo 'wo _;owo (.3SJ 
n n-1 n-1 n-1 n n 

w 

O sistema ê resolvido para obter uma nova dis
tribuição de vazão CW1,W2,··· ,Wn) a partir da distri
buição anterior (WY,wg, ... ,W~). o ·processo é repetido 
até que as vazões obtidas em duas iterações consecuti
vas estejam bastante próximas. Para isso adota-se co
mo critério de convergência.: 
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n r .U) .. (j-1)1 L W1 .- wT .: o.oos 
·-1 w. CJ -1 1- 1 

(36) 

onde j é o número da iteração. 
O determinante da matriz do sistema (3S) é dado 

por: 
n 

det [A] = d x d x ••• x E~ L 1/E:f 
i=1 

(37) 

~ interessante notar que no ponto de singulari
dade para o comportamento do conjunto de canais, atin

n 
g1do quando L l/e1 anula-se (ver equação (24)) , o sis

i=1 
tema de equa~ões (3S) não tem solução uma vez que 
det [A] tamoem se .anula . 

Uma vez determinada a distribuição de vazão, a 
equação (24) fornece o comportamento da perda de pres
são no conjunto de canais com relação a vazão mássica 
total W. 

O método descrito acima foi aplicado para quatro 
canais geomêtricamente idênticos, com as característi
cas abaixo: 

Te = S0°C 
Ke = O,S 
Ks = 1,0 Para todos os canais 
De = O.OS m 
L = 1,00 m 

Q1 = 3000 W; Q2 = lSOO W; Q3 = ZOO W; Q4 = 1000 W 
A tabela 1 mostra as distribuições de vazão obti

das para várias vazões W. A distribuição de vazão ini
cial assumida foi Wj_ = W/n para todos os canais. 

Tabela 1. Distribuição de vazão 

4 
w Distribuição de vazão L 1/E:. Mp*/dW 

(kg/s) (kg/s) i=! 1 (SI) 
(SI) 

0.850 w1 0.1S4 w2 0.220 0.084 11.9 
w3 0.246 w4 0.231 

0.840 w1 0.146 w2 0.219 0.189 S.3 W3 0.24S w4 0.230 

0.835 w1 0.141 w2 0.219 -0.701 -1.4 
w3 0.245 w4 0.230 

0.830 w1 0.135 w2 0.219 -0 .06 -16.7 w3 0.24S w4 0.230 

0.825 * * * 

* Não foi obtida convergência em soo iterações 
4 

A taóela 1 mostra como L 1/E:i aproxima-se rapi-
i:1 

damente de zero a partir da vazão para a qual dl!P*/dW 
troca de sinal . Para uma vazão total de 0.82S kg/s não 
foi obtida convergência em SOO iterações.~ possível, 
no entanto, que para uma estimativa inicial diferente 
encontre-se uma solução, onde dllp*/dW seja definido 

(I 1/e. =F o]. Este comportamento será melhores
i=l 1 

clarecido pelo modelo simplificado a seguir . 

~LISE SIMPLIFICADA PARA DOIS CANAIS 

Para o caso de dois canais paralelos utiliza-se 
um modelo simplificado, que reduz o problema de dis
tribuição de vazão a uma equação algébrica do 39 grau. 
Esta simplificação consiste em considerar o fator de 
atrito constante e igual nos dois canais. O modelo 
obtido proporciona uma clara compreensão das ~oluções 
do problema com a variação dos principais parametros: 
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vazão total a ser distribuída e aquecimerttos dos ca
nais. 

A equação (17) aplicada aos canais fornece: 

t.P1 = aWf + bW1 + f - d 
1 

(38) 

LlP 2 = a(W-l'<\) 2 + brl'W-Wl) + W _cW
1 

- d (39) 

Nas equações acima r= QdQ1 é a razão de aqueci
mentos e W é a vazão total. 

Igualando as perdas de pressão nos canais obtem-
se: 

~ + P~ + qW1 + s = O (40) 

Os coeficientes p, q e s envolvem as proprieda
des físicas, a vazão total, as características geomé
tricas e os aquecimentos dos canais. 

As raizes de (40) dependem do discriminante da 
equação do 39 grau: 

t.. = (2p3 - 9pq +.,~?;) 2 + 4 (3q- p2) 3 (41) 

Ll > O - 1 raiz real + 2 raizes complexas. 
Para Ll = O - 3 raizes reais, sendo 2 iguais. 

Ll < O - 3 raizes reais distintas. 
A equação (40) foi utilizada para determinar a 

dis'tribuição de vazão para os canais com as caracte
rísticas abaixo: 
De = 0.050 m f = 0.04 
L = 1.00 m Ke = 0.5 Para os dois canais 
Te = 50°C Ks = 1.0 

Ql = 3000 w Q2 = 1000 W' 
Os resultados mostrados na tabela 2 foram obti

dos resolvendo (40) pelo método de Newton-Raphson. 

wtotal 
(kg/s) 

0.40 

0.35 

Tabela 2. Distribuição de vazão 

Ll(SI) Soluções (kg/ s) 

-9.3lxl0- 7 w1 = 0.1709 W2 = o.2Z91 
w1 = 0.0397 w2 = 0.3603 
w1 = 0.3893 w2 = o.o1o7 

-1.28 X 10 -7 w1 = 0.1266 w2 = 0.2234 
w1 = o.o620 w2 = 0.2880 
w1 = o.3363 w2 =·o.Ol37 

-7 
0.30 +1.48 X 10 W1 = o.2820 w2 = o.Ol80 

Para as-vazões maiores vê-se que há três solu
ções distintas (Ll < 0). A partir de uma certa vazão 
reduzida, no entanto, Ll passa a positivo e tem-se uma 
solução única. Este comportamento pode ser observado 
através de uma solução gráfica do problema. Na figu
ra 2 são plotadas as curvas de pressão dos canais em 
função das respectivas vazões. As vazões nos canais 
crescem em sentidos contrários de forma a manter cons
tante a vazão total. As interseções da curva 1 com a 
curva 2 representam as soluções para uma vazão total 
de 0.35 kg/s. A interseção de 1 com 2' representa a 
solução única para uma vazão total reduzida a 
0.30 kg/s. E interessante observar que a mudança no 
no número de soluções, correspondente a Ll =O, dá-se 
quando as curvas se tornam tangentes, de modo que 
e: 1+e:2 = O. Por outro lado, aplicando as equações (24) 
e (37) para o caso de dois canais, obtém-se: 

dllP* _ E1E2 
""(lW" - e: 1 + e: 2 

det [A] = E1 -f E2 

(42) 

c 43) 

Assim, conclui-se que a vazão para a qual duas solu
ções desaparecem corresponde ao ponto em que o com
portamento dos canais (dllP*/diQ fica singular e o de
terminante do sistema de equ!ções (35) se anula. 

-9500 

-9550 

I -
N 
E ..... 

-9600t ~ 
... 
<I 

I 
-9650 

-9700 

w2 
QJO Q25 Q-20 0,15 O, I O 0,05 

w ..... -·--·-·-·--·- -·--~ 2 0,25 0,20 0,1_5 0,10 0,05 : 

I 

0.05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 
( K;/sl 

Figura 2. Solução Gráfica 

CONCLUSOES 
n 

wl 

O somatório L l/e:. desempenha papel fundamen-
i=l ~ 

tal na análise de estabilidade para escoamento descen
dente em canais aquecidos, Quando a vazão no conjunto 
de canais é suficientemente reduzida este somatório 
pode anular-se tornando dllP*/dW singular. Neste ponto 
desaparece a solução em que o sistema opera pois det 
[A} também se anula. 

E possível, no entanto, que o conjunto de canai5 
volte a operar de forma estável se existir uma outra 
solução para a distribuição de vazão, onde dllP*/dW 
seja definido, Isto pode ocorrer com a inversão dava
zão nos canais mais quentes. 
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CONVECÇÃO NA:rURAL EM DUTO 
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Sl.JMAAIO 

t ap.ltu en.tado o u.tudo ex.pe.JWneYLtal. da t.ltaM 6eJtê:nc-ia de c.ai.O.It pa.lta água em um 
du-to anuf.a.lt 6oJtmando um .teJtmO<S.i..6ã.o c.om um .tanque de gJtande vo.f.ume, de.teJtm.i..nando-J.>e 
c.o.lt.ltel.aç.ou pMa o NúmeJto de NuMel..t em 6unç.ã.o do Núme.~~.o de Rayie.i.._gh pa.lta t.ltu .~~.azõu 
de cüâme.tJto. T am6em ê ap.ltU eYLtado um modelo ;.,impli6.i_c.ado pa.lta o c.Cttc.uf.o da vazão, 
obtido po.lt meio de 6aianç.oê mac.JtoJ.> c.Ôp.i..c.oJ.>. 

INTRODUÇÃO 

A remoção de calor por meio de termosifão emcir
cuitos fechados tem várias aplicações [1] , das quais 
sobressaem-se, nos Últimos anos, aquelas ligadas a 
energia solar e a energia nuclear, onde se destacam os 
estudos sobre seguran~a de centrais nucleares [2] e 
reatores de pesquisa L3] . 

Na área dos reatores de pesquisa, está o Reator 
Argonauta do Instituto de Engenharia Nuclear, cujo ele
mento combustível será substituído para facilitar tra
balhos de pesquisa em física de reatores e possibili
tar um aumento de sua potência de operação. Este novo 
elemento combustível consistirá de um feixe de 
6 x 12 barráS com diâmetro 7,8 mm e p/d = 1,56 em arran-
jo quadrangular [3]. _ 

A fim de se obter dados que permitam a conclusao 
deste projeto, bem como a homologação das varetas des
te elemento combustível , foram realizados testes com 
uma vareta aquecida eletricamente e colocada em um tu
bo de modo a formar um duto anular, tomado como apro
ximação de um subcanal do novo elemento combustível. 

O objetivo deste trabalho é estudar a transfe
rência de calor na geometria anular em termosifão, pa
ra três diferentes razões de diâmetro (uma dessas se
ções de testes possue o diâmetro equivalente de um 
subcanal do Reator Argonauta)e várias potencias tér
micas, determinando-se correlações para o NÚmero de 
Nusselt , utilizando-se água como fluido refrigerante. 
Além disso, apresenta-se um modelo analítico, 5aseado 
nos balanços macroscópicos, para a determinação da ve
locidade de massa em função da potência térmica apli
cada. 

Os resultados deste trabalho estão, em forma 
mais detalhada, na referência [4]. 

DISPOSITIVO EXPERTIMENTAL 

O dispositivo experimental consistiu de um duto 
de seção anular, ligado por meio de tu5os plásticos de 
55 mm de diâmetro com um tonel metálico de 110 i de 
capacidade, conforme mostrado esquematicamente na fi
gura 1. 

Este duto anular foi formado por uma barra com 
diâmetro d = 7, 8 mm e comprimento L = 620 rrrn, dos quais 
600 mm áquecidos eletricamente até uma potência máxi
ma de 400 W, e colocada concentricamente em um tubo de 
acrílico. Foram utilizados três tubos de acrílico com 
diferentes diâmetros e para cada um deles foram feitas 
duas séries de medições variando-se a tensão aplicada 
de 2,5 V a 40 V em intervalos de 2,5 V. 

A medição das temperaturas da barra (Ti, Ts) foi 
feita com termopares tipo K, diâmetro de 0 ,5 mm colo
cados a 128 mm e 540 mm da extremidade inferior da 
barra. Mediu-se também a temperatura da água à saída 
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da seção de testes (Ta) e a diferença de temperatura 
(~T) entre a entrada e a saída da seção de testes uti
lizando-se termopares tipo K com diâmetro de 1,5 mm. 
Todos os termopares são embainhados em aço inox 304 e 
isolados, e foram ligados a um registrador gráfico po
tenciométrico ECB RB 103 com 3 canais (Ti e T~ ligados 
ao mesmo canal por meio de uma chave seletoraJ. Com 
exceção da medição de ~T a referência usada para os 
termopares foi gelo fundente. 

"' r 
H 

1 
SE CÃO O E TESTES t.T 

ALIMENTAÇÃO 
RESER\ATÓRIO DE ÁGUA 

Figura 1. Vista esquemática da seção de testes com in
dicaç~o da localização dos pontos de medição 
de temperaturas. 

Para evitar perturbação na leitura das tempera
turas o tanque foi forrado internamente de material 
plástico, a barra aquecida e os termopares foram co
bertos de verniz dielétrico, os bornes da resistência 
(imersos n'água) foram isolados e foi utilizada água 
desmineralizada [5] . 

EQUAÇOES DE BALANÇO 

Admitindo-se escoamento unidimensional e regime 
permanente o balanço de massa fica 

dG/dz = O, (1) 

onde 

G = puz (2) 

eu ~ é a velocidade da ·água na direção paralela ao ei
xo da barra. 

A equação de balanço de quantidade de movimento 
para as mesmas hipóteses acima é 
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d (G 2 
) Oz p + p 

dT 
pg- Oz 

sendo p a pressão e 
G2 dz 

dT = f Tp Dfl ' 

(3) 

(4) 

onde Dil é o diâmetro hidráulico da seção de testes. 
Assumindo-se uma distribuição linear de tempera

tura da água ao longo do duto anular tem-se 

dT(z) _ TLL To ----az - . (5) 

O coeficiente de expansão térmica é definido por 

8 
_ 1 dv 
--v crr (6) 

onde v é o volume específico, e 
,_ 

v(z) = v0 [1 + B(T(z)- T0 )], (7) 

p(z) = p0 [1- B(T(z) - T0 )] • (8) 

Aplicando-se (1) em (3) , usando~se as equações 
(5) a (8) , e integrando entre a entrada e a saída da 
seção de testes, obtem-se [6] 

õ.p=pa-PL=G2 Vo[l+~ crL-Ta)][f~+B(TL-To)J + 

6 . 
+ g L p0 [1 - 7 CfL- T o.)J. (9) 

O balanço de energia para o sistema é dado por 

Q = G Ae cpCTL~T 0 ), (10) 

onde Q é a potência entregue e Ae a Hrea livre de es~ 
coamento. Escrevendo-se (10) em termos de (TL- T 0 ) e 
substituindo-se em (9), resulta 

onde 

f L Vo.G3+~ (l+f L} G2 + 
% AeCp l 4Dhj 

+r 62Q2va +g L p -A-nfG_6Qx;po =O 
2 ,ç cp o 1-'J:' J 2 ~ • 

Ap = P g H - 128 Jl4l:r Ae G , 

7T Df Po -

(11) 

(12) 

sendo Dr o diãmet~o do tubo plástico· e Ly o seu com
primento equivalente . 

Para o escoamento laminar, isotérmico, plenamen
te desenvolvido em um duto circular, o fator de atri
to é dado por 64/Re, no entanto, na seção de testes 
existe influência da geometria [7] , o escoamento não 
está desenvolvido e a água ê. aquecida. Mesmo assim, é 
desejável que f seja na forma 

f=~=cA-. Re u ~n 
(13) 

para quq (11) torne-se uma equação do 29 grau. Assim, 
a equação (11) pode, então, ser escrita como 

v o [c ....!D:_ + 2º---- + 128 l.i LT Ae) G2 
2 ~ Ae Cp 7Tn.r 

+ 

+ Íf___N_ ).IL2vo+ 62Q2v2o+pog(L-H)JG-8QgLpo=o (14) 
L 4 Ae Cp ~ 2 ..fe. cp 2 A e Cp 

Para valores próximos ou iguais de L e H, o se
gundo .termo de (14) é muito menor que os outros dois, 
podendo ser desprezado . No entanto para a análise 
aqui ,apresentada ele será mantido. 

• Lundgren et al . [7] apresentam uma relação para 
o fator de atrito em duto anular, com escoamento lami
nar, isotérmico, não desenvolvido 

f = f* ~ + K(z) 
~ 

(15) 

onde f* é o fator de atrito de escoamento plenamente 
desenvolvido e K inclui os efeitos de entrada. 

Para se escrever a equação, (15) na forma da 
equação (13) procurou-se adicionar K no primeiro ter
mo. A tabela 1 dá os valores de C para cada tubo e o 
erro decorrente deste procedimento 

Tabela 1. Fatores de Atrito para Duto Anular 

~ jmm j d/D c Faixa de Erro j%j 

14,2 0,355 96,8 -3,9 - 3,14 
23 ,8 0,247 ' 101,4 -5, 9 - 4,13 
37,4 0,173 106,7 -8, 7 - 5,43 

ANÁLISE OOS RESULTAOOS 

Execução da Experiência. Como mostrado na~figura 
1 foram colocado~ termopares na entrada e na sa1da da 
seção de testes, fornécendo diretamente o valor de ~T. 

Além destes termopares , mais um foi colocado na 
saída da seção de testes para medir a temperatura da 
água Ta , assim 

~T 
Too= Ta- T (16) 

Sobre a barra aqu~~ida foram colocados dois ter
mopares, Ti e Ts, podendo-se calcular a temperatura 
média, em runção da posição dos termopares por 

Tw = 0,442(Ts -Ti) +Ti (17) 

Assim, o coeficiente de transferência de calor é 
calculado por 

h = Q/ [AL(Tw- Too)] (18) 

onde AL é a área de troca de calor da barra. 
Os parâmetros obtidos por meio de análise dimen

sional, calculados tomando-se as propriedades físicas 
à temperatura de película [8] 

Tp = Twz Too , 

sao o Número de Nusselt 

h Dh , Nu = T 

e o Número de Rayleigh . 

Ra = 6 p2
CJ? g L3 (Tw- Too) , 

Jq.t 

(19) 

(20) 

(21) 

Os outros parâmetros obtidos foram a razão de 
diâmetros d/D e a razão L/D, cuja influência não foi 
estudada neste trabalho. 

A velocidade de massa G é obtida por 

G = Q 
Ae cp ~T 

(22) 

Número de Nusselt. A figura 2 mostra o comporta
mento do NUmero de NUsselt como fun~ão do Número de 
Rayleigh, para as três razões de diametro estudadas, 
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plotado em escala logarítmica e ajustado , por mínimos 
quadrados, definindo- se duas regiões . A primeira refe
re-se ao escoamento laminar e a segunda ao turbulento. 
Foi determinado também o ponto limite entre as duas 
regiões para cada razão d/D mas não foi possível esta
belecer-se a faixa de Ra onde ocorre a transição entre 
os dois tipos de escoamento (9] . 

lo o Nu •' () 1,8 + d/0 : 0 ,355 (!) . .,.. 

0 d/0 : 0 ,247 ~ &)"';'' 
à d/ 0 = 0,173 ~ ' ' ...... ..... -, ..... . ~ ,.... ' "e 1, 6 "~ ~ 6 ., . •' • . 

/ o 

' . " 
1,4 

1,2 

1,0 

~ 

• CD 0.8 
9 .0 9 .5 l O 10,5 

Figura 2. Comportamento do Número de Nusselt como fun
ção do Número de Rayleigh para as três rela
ções de d/D estudadas . 

Para d/D = 0,355, curvas l na figura 2, o li~ 
mite entre as duas regiões ocorre paraRa= 6,3. lQ.la:, 
As curvas 2 mostram os resultados eara d/D = 0,247, 
sendo o limite entre as regiões Ra = 5,6 . l01 a , As 
curvas 3 , d/D = O ,173, mostram uma queda na inclina
ção das retas, contrariando a tendência mostrada na~ 
curvas l e 2 . Isso é atribuído a possível existên
cia de recirculação dentro da selão de testes devido a 
grande área de escoamento dispon1vel, Para esta razão 
de diâmetro o limite entre as duas regiões ocorre a 
Ra ~ 4,5. 10~ 0 

Devido ao bom ajuste encontrado, pode-se escre
ver uma correlação na forma 

Nu = a Rab (23) 

onde a e b sao dados na taBela 2. 

Tabela 2, Coeficientespara a Equação (23) 

d/D a1 bl Rat.lO~ lo a2 b2 
- 2 -6 0,5761 0,355 3 ,09 . lO 0 , 2464 6,3 8,56. lO 

0 ,247 5,92 . lO -3 0,3397 5,6 1,46.10 -6 0,6781 

0,173 4, 77. 10-1 0,1714 15,8 5 ,69.10 - 2 0,2679 

Os índices l e 2 referem-se, respectivamente, a 
região laminar e a região turbulenta e Rat indica o 
limite entre as duas faixas. 

Os dados mostrados na tabela 2 são insuficientes 
para que se possa obter correlações para a e b em fun
ção de d/D. 

Modelo Teórico. A figura 3 mostra a velocidade 
de massa G como fUrição da potência térmica aplicada Q 
para as três razões de diâmetro estudadas. As curvas 
l e 2 foram obtidas por meio da equação (14) e os 
pontos experimentais, por meio da equação (22) . 

Para d/D = 0,355 a curva 1 apresenta uma dife
rença de até 49,2%, no entanto, pode-se observar que 
os pontos experimentais têm um comportamento semelhan
te ao modelo teórico, devendo-se atribuir esta discre
pância à dificuldade em se determinar corretamente o 
fator de atrito na seção de testes visto ser o escoa-
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mento causado pela convecção natural diferente, em sua 
natureza, daquele estudado na referência 171. Por ins
peção adotou-se um fator de atrito f = 3 x 64/Re, cujo 
resultado, indicado pela curva 2 , apresenta boa con
cordância com os pontos experimentais . 

Resultado semelhante foi obtido com d/D = O, 24 7 
onde o desvio da curva 1 chegou a 101%, devido as 
mesmas razões acima. O fator de atrito, por inspeção, 
seria 4 x 64/Re, curva 2 . 

Observa-se, porém, que para d/D=O,l73, os resul
tados experimentais apresentam, até Q = 220 W, um com
portamento oscilatório, quando então tendem a estabili
zar-se . lsto ê atribuído à provável ocorrência de re
circulação dentro da seção de testes devido a baixa 
razão d/D, aliada ao pequeno comprimento da seção de 
testes, não se aplicando, portanto, a equação (14) . 

Não houve, neste caso preocupação em se obter um 
fator de atrito que ajustasse a curva teórica aos va
lores experimentais devido a recirculação ocorrida no 
interior da seção de testes . 

G C kgtm2 sJ 

3 5 EXP. TEÓRICO 
d/ 0 = 0 .355 + 
d/0 =0 .247 0 

30 
d/ 0 =0 ,1 73 A 

2 5 

2 0 

15 
e 

l O 
6 A 6 

A 6 

' 6 

5 

5 0 100 150 200 250 300 350 

Figura 3 . Velocidade de massa como função da potêncià 
aplicada para as três razões d/D estudadas. 

Não foi determinado também o limite da validade 
do modelo, uma vez que o mesmo se comporta de maneira 
semelhante aos pontos experimentais para toda a faixa 
estudada, isto em contraste com o comportamento do Nú
mero de Nusselt observado na seção anterior. 

CONCLUSOES 

Foram apresentados os resultados obtidos por me
dições de temperatura em um duto anular em termosifão . 

Primeiramente foi desenvolvido um modelo para 
calcular a velocidade de massa, e, em Última análise, 
a vazão de água na geometria apresentada . Este modelo 
pode ser utilizado em outros circuitos em termosifão. 
Osresultados experimentais obtidos, no entanto, estão, 
abaixo dos valores teóricos. Isto se atribui ao fato 
de que os fatores de atrito utilizados não se aplicam 
ao problema de convecção natural, pois foram desenvol
vidos para escoamento isotérmico. 

Além disso, para d/D= 0,173,houve, possivelmente, 
recirculação no interior da seção de testes, o quetam
bêm influiu nos resultados. Mesmo assim, pode-se obser
var que o comportamento das curvas teóricas e dos re
sultados experimentais são semelhantes, o que corrobo
ra o modelo. Foram propostos, então, fatores de atri
to para duas das seções de testes, porém uma análise 
mais aprofundada dos mesmos ainda é necessária, poden
do-se realizar experiências visando-se sua determina
ção mais precisa, e correlacioná- los para possibilitar 
sua utilização. 
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Apresentou-se também, correlações para o Nu-
mero de Nusselt como função do Número de Rayleigh ten
do d/D como parâmetro . Os re~ultados mostram o compor
tamento linear de log Nu como função de log Ra, o que 
permitiu estabelecer uma correlação, dada pela equa
ção (23), na forma 

Nu = a Rab 

cujos coeficientes foram dados na tabela 2. 
A dificuldade em se correlacionar os coeficien·· 

tes a e b como função de d/D deve-se ao pequeno nQmero 
de tubos estudado . Para permitir que sejam feitas es
tas correlações, novos testes devem der executados com 
tubos na faixa 0,247 ~ d/D ~ 0,173 . 
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NUCLEAR FUEL ROD BY 
ELECTRICALLY HEATED PIN 

) 
+ + 

PEDRO CARAJILESCOV 
DEPTO. DE ENERGIA, IEM; ITA 

Sm.MARY 

The. uti..Li.zati..ort o 6 ei..e.c;tlúc.all.y he.a.:te.d Jtod6 6oJt .the. ~.únulati..ort o 6 rtucle.aJt 6uei.. 
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:to ob:ta:irt .the. :t.úne. vaJtiati..ort o 6 .the. ei..e.c;tlúc. lirte.aJt powe.Jt rte.c.U~aJtlj :to ~.únula.:te. a: 
give.rt rtucle.a:Jt poWe.Jt ~ie.Yt:t irt oJtde.Jt :to yiei..d .the. ~ a:me. :tempe.Jta.:tuJte. a:rtd he.a.:t 6fu 
c.OYtdi:tioM irt .the. ~Wl6a:c.e o 6 .t.he ei..e.c;tlúc.a:f. he.a.:te.Jt .tha.:t would be. ob:ta:irte.d by .the. 
YtUc..i.e.aJt 6 uei.. M d. 

INfROOOCfiOO 

The thennal behavior of nuclear. fuel rod is of 
major importance in the analysis of nuclear reactor sa
fety. The fuel clad represents a barrier for the release 
of fission products in the reactor coolant. The occur
rence of dryout in the fuel cladding surface, during 
t ransient conditions, can yield overheating and, even
tually, clad melting. Overheating associated to internal 
pressure of fission gases can also provoke clad swelling. 
Such swelling will reduce the coolant flow are a, worse
ning the heat remova! and potentially allowing the 
release of large amounts of radiactive products in the 
primary coolant. Therefore, it is necessary to prevent 
fuel rod overheating even in extremely accidental 
transient conditions. 

Experimentally, the reliability of a nuclear fuel 
rod, in transient conditions, is established by the 
general procedure of utilizing electrically heated rods 
in thermalhydraulic loops. 

The generally adopted configurat~on of the nuclear 
fuel rod and the electrically heated pin are shown, 
schematically, in Fig. 1. 

(a)nucleai fuel rod (b)electrically heated pin 

Figure 1. Transversal cross section of rods 

Whea both rods are subrnitted to the sarne power 
transient, the thennal behavior of the coolant, in either 
case, will be different due to differences in thermal 
properties of the materiais involved in their fabrication. 

Pwo different approaches have been considered to 
overcome this problem. The first one, followed by Burgess 
et alii (l ] , consists in the design of an electrically 
heated pin considering an adequate combination of mate
riais and geometry such that the pin would have the sarne 
behavior of the nuclear rod for a given transient of 
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interest. To date, this method has not been widely 
adopted due to its inherent limitations . 

The second approach represents an effort to find 
the linear power ·to be applied to the electrically 
heated pin in order LO yield the sarne coolant thermal 
performance that would be observed in case one had a 
nuclear fuel rod subrnitted to a given power transient. 
This approach was analysed by Maslo and Hyer [2J , using 
an hybrid simulation of both rods by a nodal discre
tization. The electric power is established by an error 
signal generated by the difference between the surface 
heat fluxes calculated for the two rods. Soda [3] 
established a correction for the electric linear power, 
based on the difference of the observed surface heat 
fluxes and on characteristic time constants for heat 
conduction estimated for either rod. 

ln essence, the two methods that follow the second 
approach are based on the surface temperature differences 
calculated for the two rods, disregarding the trends of 
the temperature time variation. 1bis fact leads to 
oscillation in the obtained electric linear power, as 
mentionned by Soda and attributed to numerical 
calculations. 

Based on the lumped parameter method, proposed by 
Tong[4] for the thermal analysis of nuclear fuel rod, 
expanded for electrically heated pin, the present method 
provides a stable electric linear power for a given 
nuclear transient. 

PROPOSED METHOD 

For a given nuclear power transient, it is sought 
an electric linear power that would reproduce, in the 
electrically heated pin, the sarne behavior of the clad 
surface temperature that would be observed in the nuclear 
fuel rod. This criterion provides the sarne surface heat 
flux and the sarne coolant behavior for both cases. 

Eguations for nuclear fuel rod. The equations for 
conduct1on heat transfer 1n the nuclear fuel rod, given 
by the lumped pararneter method[4], are: 

a. Fuel 

dTf 1 1 1 
dt + RC 1f = R..í. Tr +C q' (t)' 

f f t-f f 
(1) 

b. Clad 

(2) 

where: 
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Ti = average temperature of tegion i; 

q'(t) =linear power generated by the rod. 

The subscripts f, r and c ~efer to fuel, clad and 
coolant, respectively. 

The clad surface temperature, TN, is given by 

R R 
T = (1 - r) T + ~ T N r r Rr c 

(3) 

Defining 

~:: TN - Tc ( 4) 

and eliminating Tr and Tf from equations (1) and (2) , it 

follows that the clad surface temperature is described 
by the equation: 

with 

where: 

d2~ d~ +na_= e q'(t) 
- + m dt -N 
de 

m = a + b + c, n = a c, 

1 
a= Rff 

1 
b = Rér ' 

e = n(R - R ) r c ' 

1 
c =RC 

r r 

(S) 

Definitions of remaining parameters are given in 
i\ppendix A. 

Equations for electrica11y heated pin. The 
applicat~on of the lumped parameter method, for the 
conduction heat transfer, in the electrically heated pin, 
leads to the fo11owing equations [5] : ' :1 

a. Electric heater 

dTl 1 1 1 
"dt + RC Tl = R_ c T2 +c qE(t) • 

1 1 -~ 1 1 
(6) 

b. Electric insulator 

dT2 ( 1 1 ) 1 1 
dt + RlC2 + R2C2 T.,z = RlC2 Tl + R2C2 T3 (7) 

c. Clad 

dT3 ( 1 1 ) 1 1 + -- + -- T = -- T + -- T l81J "dt R2c3 R3c3 3 _ R2c3 2 R3c3 c ' 

where: 

Ti = average temperature of region i; 

qE(t) = linear power generated by the electric 
heater. 

The subscripts 1, 2, 3 and c refer to the electric 
heater, electric insulator, clad and coolant, 
-respectively. 

The clad surface temperature, TE, is given by: 

R R 
TE = ( l - R~) T 3 + R~ Tc . (9) 

Define 
~ :: TE - Tc. (lO) 

From equations (6-9), it follows that the clad 
surface temperature is described by the equation: 

d3 ~ d
2

~ d0E 
s--+u--+v-+0 

dt3 de dt E 
(R3-Rs)qf:Ct) 

with 

. 1 
~=ãEC· u = s(a + b +c .+ d +e), 

1 1 1 1 1 1 v=-+'L+-+7'+-+'L a u c r g n' 

where: 

1 1 
a = 'if'C: , b = RC· , 

1 1 2 2 

1 
e = R2C3 , 

1 
f=-Rc 

2 1 

1 
c =RC 

3 3 

1 
d = ~c2 

1 - 1 
g = R:c. ' h - 'R"C 

R3 1 ' ~ 

(11) 

Defini tions of remai.Íling pararooters are gi ven in 
Appendix A. 

DeterminatiQn of q'(t). For a given nuclear 
transient, estãbl~shed ~ the variation of q'(t), 
equation (5) provides the behavior of the clad surface 
temperature, %. For the electrica11y heated pin 
simulate, adequate1y, the nuclear\ fuel rod, qE(t) must 
be such that the behavior of %, given by equation (11) 
be the saroo as the behavior of %· Therefore, <ffi(t)' is 
given by equation (11), substituting% by %. with ~ 
given by the solution of equation (5), that is: 

3 26 
1 é d0N d N d~ ] 

qE(t) = R -R s 7.3 + u -:-:-r+ v-+ ~ • 
3 ~ dt dt dt 

(12) 

Based on the analysis of arder of magnitude, it 
established the simplification: 

q'(t)"' 1 [v d~ + r-LJ 
E R3-Rs dt -N (13) 

Applications of expressions (12) and (13) did not 
produce any observed difference in qE(t), even for the 
most severe transients. So, equation (13) is 
recommended for the cal0%lation of the electric linear 
power, for its simplicity. 

RESULTS 

The present method was applied to the simulation 
of a typical PWR fuel rod with 002 fuel and zircalloy 
cladding. Regarding to the electrically heated pin, it 
was considered a Cu/Ni (70/30) electric heater, MgO 
electric insulator and stainless steel cladding. Data 
of considered rods are shown in Table 1. 

Variations of nuclear power in step and in slope 
were simulated. 

Step of nuclear power. The nuclear fuel rod 
operates at a nominal power, ql, and, after t=l s, power 
is suddenly reduced to 10% of ~ts initial value. 

Figure 2 shows the obtained electric power as a 
function of time, compared to results obtained without 
compensation and with compensation given by Soda's 
.nethod. Surface heat fluxes are shown in Fig. 3. 
Ratios between heat fluxes of electrically heated pin 
and nuclear fuel rod are presented in Fig. 4. From 
Figs. 2 to 4, it can be observed that the absence of 
compensation would lead to heat fluxes around 23% of the 
expected values. Also, the correction rethod proposed 
by Soda generates cumbersome oscilations hard to be 
fo11owed by a loop control system. The present rethod 
yields precise valuês of linear power, eliminating 
these problems. 



Table 1. Parameters of rods for applications 

NUCLEAR RJEL ROD 

fuel pellet radius , r 1 
clad inside radius , r 2 
clad outside radius, r 3 
gap heat transfer coefficient, hg 

film heat transfer coefficient, h 

ELECfRICALLY HEATED PIN 

electric heater inside radius, r
0 

electric heater outside radius, r 1 
clad inside radius, r 2 
clad outside radius, r 3 
film heat transfer coefficient, h 

4.096Xl0-3 m 

4.178Xl0-3 m 

4.750Xl0-3 m 

5.0Xl03 w/m2K 

38.6~103 w/m2K 

2.606Xl0-3 m 

3.60óX10-3 m 
4.178Xl0-3 m 
4. 7SOxl0-3 m 

38.6Xl03 w/m2K 

Soda's method [3] 

Presem method 

o 

I 

I ---L_ ____ _________ _ - --- - -

lO 12 
t(s) 

Figure 2. Variations of electric power as a function of 
time for a step of nuclear power 
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Figure 3. Variations of surface heat flux as a function 
of time for a step of nuclear power 
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Figure 4. Heat flux deviations as a function of time 
for a step of nuclear power 

Slo~e of nuclear power. ln this transient, the 
nuclear linear power is raised from its initial 10% of 
nominal full power to full power in 5 s. After that 
time , the linear power is kept unchanged. 

Figure 5 shows the obtained electric linear power 
with and without the prescribed compensation, as a 
function of time normalized by the linear full power, qf. 
Figure 6 shows the variations of the surface heat 
fluxes, for both situations. Comparisons of these · 
results with the actual heat flux are dramatically 
exposed by Fig. 7. It can be observed that the absence 
of compensation would lead to heat fluxes up to 78% 
higher than the expected values. 
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Figure S. Variations of electric power as a function of 
time for a slope of nuclear power 

No significant deviations or oscilations were 
observed from the expected values due to the utilization 
of the proposed method of compensation. 

CONCLUSICNS 

The developed method takes in~o account differences 
between thennal properties and geometrical characteristic: 
of the rods. 

The analogy between the equationc: of this lumped 
parameter formulation and t~ose of electric c~rcuits 
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Figure 6. Variations of surface heat flux as a function 
of time for a slope of nuclear power 
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Figure 7. Heat flux deviations as a ftmction of time 
for a slope of nuclear power 

allows the prompt utilization of microcomputers in the 
control of thermalhydraulic loops for transient 
simulations. 

Obviously, this model has the inherent limitations 
associated to the lt.U11ped parameter method, which was 
developed for slow transients. Nevertheless, its 
simplicity makes it atractive for loop control 
operations. 
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SUMMARY 

P.l!.odu.c.;t6 Li.a.bil.ily .uti..ga.tion irr. the. UIU.te.d S.ta.ti!-6 fuu, e.He.ctivehj hnpo.t.e.d 
nu.mbe.JL o6 .t.tJún.ge.nt dl!-6-i.gn con.t.tluún:t6 JLehLti.n.g :to .t.a.6e.:t.y, 6(JJLI!-6e.e.ab.te. U6e., 
CÜJte.ctioM and ~.UVtn.-i.ng.t., e.:t.c. AUhough thi!-6e. con.t.tluún:t6 ..vte. .t.pe.ci6-i.c :to :t.he. 
Un.Ue.d S.ta.ti!-6, any manu6ac:t.u.l!.e.JL who.t. e. pn.oduc..U will. be. MR.d -i.n the. UIU.te.d S.ta.te..t. 
-i..h a.t.ho .t.ubje.c:t. :to :t.hue. .l!.e.qu-i..l!.e.me.n:t6. Th-i..h pape..l!. dMc.U6.he..t. -th.e. ba.t.u 60.1!. p.I!.Oduc..U 
Li.a.bil.ily .uti..gatiorr. arr.d a nu.mbe.JL o6 ac.tion.t., L e.. , pM .. ve.rr.tivt. me.a.t.UJLI!-6, whú!.h. a. 
p.I!.Ude.rr.:t. du.i.gne.JL/manu6actLVte. .t.hou.td :t.ake. :to rr0úmüe. h-i..h e.xpo.t.U.I!.e. :to .uti..gation. 

INTRODUCTION 

Products liability is a legal term which embodies 
the action whereby an injured party (plaintiff) seeks 
to recover damages for personal injury or property loss 
fro~ a producer and/or seller (defendant) when the 
plaintiff alleges that a defective product caused the 
injury or loss. 

If a product liability suit is entered against a 
company, the plaintiff's attorney and his technical 
experts will attempt to convince a jury that the comp
any did not exercise reasonable care in one or more 
features of design or manufacture, and because the 
company did not, an innocent party was injured. The 
situation is schematically summarized in Fig. 1. 

Products liability is not new. The first law 
cede known to be in writing was established by 
Harnmurabi, King of Babylon, about 4000 years ago and 
contained clauses which clearly relate to products 
liability [1]. 

Who may be a plaintiff? 
sumer, user, or bystander may 
injuries or damages caused by 
ably dangerous product. 

Essentially any con
seek to recover for 
a defective and unreason-

Who may be a defendant? Everyone (corporation, 
business organization, or individual) who has some 
degree of responsibility in the "chain of commerce" for 
a given product, from its inception as an idea or con
cept to its purchase and use, is potentially vulnerable 
as a defendant in products liability litigation. 

LEGAL BASES FOR PRODUCTS LIABILITY 

There are three legal theories on which a pro
ducts liability lawsuit can be based: nesligence, 
breach of warranty, or strict liability. All three are 
predicated on the fault system, i.e., a person whose 
conduct causes injury to another· is required to fully 
and fairly compensate the injured party. 

The basic method of imposing liability on a de
fendant requires the plaintiff to prove the defendant 
acted in a negligent manner. Urtder tne negligence 
theory, the plaintiff must essentially establish proof 
of specif.ic negligence, a rather difficult task. 

A user of a product may, as a result of express 
oral or written statements, or implication, reasonably 
rely on the manufacturer's express or implied 
assurances (including advertising material): 1) as to 
the quality, condition and merchantability of goods, 
and 2) that the manufactured goods are safe for their 
intended purpose and use. If the use r relies on these 
assurances and is injured, he can sue on the basis vf 
breach of warranty. 

8oth negligence and breach of warranty require 
proof of some fault on the part of the defendant, i.e., 
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Figure 1. The 
Essence of 
Products 
Liability 

focus is on the action of an individual. Strict 
liability, however, focuses on the product itself and 
is based on Section 402A ' of the Restatement of Torts, 
2d~ [2], i. e.: 

402A. Special Liability of Seller of Product for 
Physical Harm to User or Consumer 

(1) One who sells any product in a defective 
condition unreasonably dangerous to the user or 
consumer or to his property is subject to 
liability for physical harm thereby caused to the 
ultimate user or consumer, or to his property, if 
(a) the seller is engaged in the business of 
selling such a product, and 
{b) it is expected to and does reach the user or 
consumer without substantial change in the 
condition in which it is sold. 

(2) The rule stated in Subsection (1) applies 
although 
(a) the seller has exercised all possible care 
in the preparation and sale of his product, and 
{b) the user or consumer has not bought the 
product from or entered into any contractual 
relation with the seller. 
Two major questions ar i se: ( 1) "What is a 

defective condition?" and (2) "What is unreasonably 
dangerous?" 

The American Law Institute [2] says "unreasonably 
dangerous" means that: 11 Th e article sold must be 
dangerous to an extent beyond that which would be 



338 

contemplated by the ordinary consumer who purchases it, 
with the ordinary knowledge common to the community as 
to its characteristics." 

The American Law Institute [2) also says that: 
"There are some products which, in the present state of 
human knowledge, are quite incapable of being made safe 
for their intended and ordinary use. Such a product, 
properly prepared, and accompanied by proper directions 
and warnings is not defective, nor is it unreasonably 
dangerous." 

The American Law Institute says a product is in a 
defective condition if "it leaves the seller's hands, 
in a condition not contemplated by the ultimate user, 
which will be unreasonably dangerous to him." Peters 
[3] has indicated that a California Supreme Court deci
sion, Barker vs Lull, allows a good assessment of 
"defective condition." This decision provides three 
~riteria for manufacturing defects and two for design 
1efects. Peters strongly recommends this as a leading 
case to be followed, regardless of a manufacturer's 
state or country of jurisdiction. 

Hanufacturing Defects. Hanufacturing defects are 
given in Table 1. A failure to conform with stated 
specifications is a rather obvious manufacturing defect 
and not a new definition. The aspect of user satifac
tion is perhaps less well recognized, but it has been a 
legal definition for some time that a manufacturing 
defect exists when there is such a departure from some 
quality characteristic that the product or service does 
not .satisfy user requirements. The Barker case added 
the third definition, i.e., deviation from the norm. 
Under a test using this definition, a jury can be 
instructed that a manufacturing defect occurs when: (1) 
a product comes off an assembly line in a substandard 
condition, (2) the product differs from the manu
facturer's intended result, or (3) the product differs 
from other ostensibly identical units of the sarne 
product line. Focus and emphasis are clearly on a 
nonconforming product. 

Design Defects. Design defects are given in Table 
1. The product may be considered defective if it 
failed to perform as safely as an ordinary consumer 
would expect. This is interpreted in the context of 
intended use (or uses) in a reasonably foreseeable 
manner where "foreseeable" has the sarne meaning aª 
"predicted" in failure-modes-and-effects, fault-tree, 
or hazard analyses. 

A product is defective in design if there is 
excessive preventable danger. This is really a 
question of whether the risk of danger outweighs the 
benefits, i.e., the end result of a risk-benefit 
analysis, which should tnclude at least five factors, 
Table 2. Additional relevant factors may be included, 
but design adequacy is evaluated in terms of a balance 
between benefits from the product and risks of injury. 
This places a burden of proof on the defendant. Once 
the plaintiff proves the product is a proximate cause 
of injury, the defendant must prove the benefits 
outweighed the risk. 

AKALYSIS OF AK EXAHPLE 

Since the foregoing discussion may seem somewhat 
abstract, let us analyze a case involving a sledge 
hammer. A 9 kg sledge hammer was being used to r~move 
wedges around a die in a forging press. One worker was 
struck in the throat by a chip from another worker's 

TABLE 1 
DEFECTIVE COKDITIOKS 

Manufacturing Defects 
1) Nonconformance with specification 
2) Nonsatistaction of user 

requirements 
3) Deviation from the norm 

Design Defects 
1) Less safe than expected by ordinary consumer 
2) Excessive preventable danger 

TABLE 2 
RISK - BEKEFIT AKALYSIS 

Hinimum Factors 

1) Severity of damage 
2) Probability of exposure 
3) Technical feasibility of alternatives 
4) Economic feasibility of alternatives 
5) Possible adverse effects of alternatives 

sledge hammer with the chip lodging in his lung. 
Surgery was required to remove the chip. [4] 

The hammer was a Type X, class 1, blacksmiths' 
or engineers' double face hammer as defined by U.S. 
Federal Specification GGG-H-86c. This specification 
indicates that "the faces and peens shall be hardened 
to not less that 44 or more than 55 on the Rockwell 
"C" scale." 

There were a number of craters on the edge of 
the striking faces where chips had previously been 
ejected. The original chamfer of the striking faces 
was nearly gone and the length of one side of the 
hammer was about 5 mm . shorter than the other sidP.. 
The hammer was about 6.5 mm shorter than a new hammer. 

Chemical analysis indicated the hammer was AISI 
C1060 steel. Microscopic examination of the chip 
showed a white layer or line on the curved side which 
matched the crater on the hammer. Other samples which 
contained old craters (missing chips) showed a white 
layer on the surface of the crater while other regions 
of the edge of the hammer face showed a conical or 
moon-shaped layer. Examination under high magnifica
tion showed cracks in these white layers. 

Mounted samples were given hardness tests. The 
core material had a hardness of 42-46 Rockwell C while 
the white areas had a hardness of about 65 Rockwell c. 
This difference in hardnP.ss is shown in Fig. 2. 

In terms of manufacturing defects, an initial 
reaction might be that the manufacturer failed to meet 
specifications. Presumably, the user was not 
satisfied that it met ois requirements, neither was it 
as safe as he expected. The manufacturer maintained 
that this sledge hammer was in a proper condition and 
representative of the normal product when it left the 
plant. In terms of excessive preventable danger, the 
choice of steel (AISI C1060) and the basic design are 
reasonable and consistent with good industry practice. 

The plaintiff declined an out-<>f -<:ourt 
settlement and the case went to trial. The jury 
returned a finding of no cause against the hammer 
maker and the steel supplier, both of whom had been 
named as defendants. 

Repeated use of sledge hammers on hard materials 
promotes spreading or mushrooming of the edge of a 
hammer face. This deformed material must be removed. 
The manufacturer had a published policy of taking in 
used sledgehammers, reprocessing them, and returning 
them. Although warnings were issued about the con
sequences of uncontrolled redressing, it requires less 
effort to redress a hammer in the plant than to ship 
it out and wait for its return. 

In the worker's plant, it was routine practice 
to remove the wooden handles and hold the hammer head 
to a grinding wheel until the edges wert redressed. 
When the hammer became too hot to hold, it was thrown 
lnto a large pail of water. 

Figure 2. Microhardness 
Impression in Cross 
Section of Sledge
hammer at the 
Fracture Surface. 

., 



No matter how correct the initial condition of the 
hammer, the heat of grinding is sufficient to produce a 
temperature greater than 760°C i.e., sufficient to 
austenitize C1060 steel. Quenching in water produces 
martensite, a hard, unstable constituent highly 
susceptible to cracking and chipping when the harnmer 
impacts any other hard surface. This microstructural 
change occurred in only a small, but highly critical, 
portion of the 9 kg hammer. 

This appears to be a situation in which the 
maintenance men were totally unaware of the potential 
consequences of their practice. 

WHAT TO DO? - USE PREVENTIVE MEASURES! 

What are the implications for the design engineer? 
(1) There must be recognition of the necessity for 
looking carefully at the completed design to be sure 
that it is indeed appropriate, that it does not 
incorporate problems for which proper technological 
solutions have existed for some time. For example, an 
independent assessment by a design review board, with 
no paternal pride in the design would be highly 
appropriate. (2) There must be recognition that many, 
perhaps most, consumers have no concept of how safe a 
product should be. An engineer making a subjective 
judgment about safety must understand this. 

Acting as a prudent manufacturer is not enough. 
Focus is on the product itself, not the reasonableness 
of a manufacturer's conduct. Obviously, there will be 
no viable lawsuits if there are no injuries or if there 
are no violations of the law. Undoubtedly the best 
practice is to sell a well-designed, well-manufactured 
product. 

The manufacturer needs to make certain that he has 
invoked all possible preventive measures in his design 
and manufacturing processes. Although many of these 
preventive measures are well known to most design 
engineers, a few comments may be appropriate. 

Design Review. Design review is an effort, 
through group examination and discussion, to ensure 
that a product (and its components) will meet 
requirements. In any design of complexity, there is 
necessity for a minimum of three design reviews: 
conceptual, interim and final. Conceptual design 
reviews have a major impact on the design with 
successive ínterim and final reviews having relatively 
less effect as the design becomes more fixed and less 
time is available for major design changes. It is much 
easier to design safety in at the beginning than to 
include it retroactively. 

If properly conducted, a design review can con
tribute substantially to avoiding serious problems by 
"getting the job done right the first time." Formal 
design reviews are effective barriers to "qu~ck and 
dirty" designs based on intuition without adequate 
analyses. 

At some point, perhaps as part of the design 
review, a risk/benefit analysis (Table 2) should be 
performed, documented, and retained. It should be 
helpful in speedily resolving claims, avoiding duplica
tion of effort, and overcoming charges of failure to 
perform preventive analyses at the proper time. 

Failure Hodes and Effects Analyses. Failure modes 
and effects analyses-TFMEA) are performed at the 
individual component level early in the design phase to 
f i nd all possible ways that equipment can fail and to 
determine the effect of such failures on the system. 
This is an inductive process starting with modes of 
failure of individual components and working through to 
effects on the system. 

Fault Tree Analyses. Fault tree analysis (FTA) is 
somewhat similar to FHEA. It is substantially differ
ent, however in that it is deductive rather than 
inductive. FTA starts with what the user experiences 
and traces back through the system to determine 
possible alternative causes. Focus is on the product 
or system as a whole. 

Hazard Analysis. Hazard analysis is the investi
gation and evaluation of: (1) interrelationships of 
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primary, initiating, and contributory hazards that may 
be present; (2) circumstances, conditions, equipment, 
personnel, and other factors involved in safety of a 
product or the safety of a system and its operation; 
(3) means of avoiding or eliminating any specific 
hazard by use of suitable designs, procedures, pro
cesses, or material; (4) controls that may be required 
for possible hazards and the best methods for incorpo
rating those controls in the product or system; (5) 
possible damaging effects resulting from lack or loss 
of control of any hazard that cannot be avoided or 
eliminated; (6) safeguards for preventing injury or 
damage if control of the hazard is lost. 

Prediction Hethods. Prediction methods are 
necessary in applying FHEA, FTA, etc. While it is 
statistically impossible to predict the performance of 
a single object or product, it is statistically 
possible to predict performance of ~ large ~roup of 
similar products. Various statistic~l techniques can 
be used to make predictions. To make these effective, 
it is necessary to have good data bases. 

State of the Art. The meaning of "state of the 
art" for theparticular product is necessary as it may 
be alleged that the product is not designed using the 
state of the art. This might be done by, comparing the 
product to those produced by competitors, but this may 
not be enough. A jury is not bound by negligent 
practices of a negligent industry: many industry 
practices and standards are low-level consensus 
practices and standards. It is not only necessary to 
explain what was done but also what could reasonably 
have been done. Economic reasons are not a valid 
argument in the courtroom and should be avoided. 

Human Factors. Hany systems require operation by 
a human who thereby becomes an integral part of the 
system. As such, he can have a significant effect ·on 
system performance. Obviously, a large number of human 
factors must be considered. Very careful consideration 
must be given to elimination of human-induced error. 

Foreseeability. Foreseeability is a factor which 
requires special attention. It is necessary not only 
to determine how the product is intended to be used but 
to also determine every concei vable way that it can be. 
misused. (Who has never used a screwrlriver to remové a 
lid from a closed can?) All conditions of use which 
might lead to an accident should be detailed. The 
designe r mus·t conclusi vely demonstra te that the product 
cannot be made ~safer, evento prevent accidents, use or 
misuse. 

Legislation. The U.S. Government has taken part 
in establishing minimum product safety standards by 
legislation which included establishing regulatory 
ag~ncies to administer the regulations. While these 
have functioned with varying degrees of effectiveness 
and enthusiasm, the designer must conform with them. 
Among the various acts are: Flammable Fabrics Act 
(1953), the Hazardous Substances Act (1960), Child 
Protection and Toy Safety Act (PL 91-113, 1969), 
Occupational Safety and Health Act (PL 91-596, 1970), 
Poison Prevention Packaging Act (PL 91-601, 1970), 
Consumer Protection Safety Act (PL 92-573, 1972). 

Codes and Standards. There are various consensus 
standards such as those promulgated by the American 
National Standards Institute, the American Society for 
Testing Haterials, National Fire Protection Associa
tion, etc. If a product does not satisfy the minimum 
requirements of such a standard, it is essentially 
impossible to successfully defend a liability action 
inv'ol ving the product. However, compliance with a 
standard is a weak defense, since in many areas these 
standards represent a minimum requirement. 

Quality Assurance and Testing. The function of 
quality control is to analytically feed back inspec
tion, testing, and other data, showing designers what 
the manufacturing process is capable of doing, and 
revealing any need for design improvement. Manu
facturers should test a product in various stages of 
development, including field service, especially if 
criticai subassemblies are involved. Final tests are 
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necessary on each individual product or on representa
tive samplings of plant output. Care must be taken 
that quality control is not relaxed, intentionally or 
unintentionally, for production expedience. 

Consumer Complaints. Data on product failures from 
test facilities, test laboratories, and from service 
personnel are valuable. Each complaint should be 
quickly, carefully, and thoroughly investigated. An 
efficient reporting system can result in (1) product 
correction before large numbers of the product reach 
users, or (2) a product recall before there has been a 
major exposure of the public by an unsafe product. 

Warranties and Disclaimers. Warranties and 
disclaimers are~tempts to limit liability. When 
used, they must be written in clear, simple,and easily
understood language. Both should be reviewed by highly 
competent legal counsel knowledgable in both the 
industry and products liability. Copy of the warranty 
and/or disclaimer must be packaged with, or accompany, 
the product. All practical means must be used to make 
the buyer aware of the contents. It must be recogniz
ed, however, that warranties and disclaimers, no matter 
how well written, are a weak defense. 

Warnings and Directions. Directions are intended 
to ensure an effective use of a product. Warnings, are 
intended to ensure a safe use. If directions and 
warnings are inadequate, there is potential liability, 
since there can be no contributory negligence by the 
user in failing to appreciate and avoid danger. 

Directions and instructions should be written in 
clear, simple language. Labels permanently affixed to 
the product are important in many products because 
original instructions (pamphlets) get lost, especially 
when the product has a long life. Informative labels 
(securely attached to the product) with data on poten
tial dangers and basic operating characteristics (load 
limitations, performance limits, etc.) are most useful . 

ln writing service manuais and bulletins, thorough 
background knowledge, proven procedures, simplified 
instructions, and more-than-adequate cautions and 
warnings, are absolutely necessary. Emphasis must be 
placed on inherent dangers and hazardous procedures. 
Safe methods and procedures must be highlighted. 
Customers should be alerted to any dangers which would 
result from using unauthorized parts. Appropriate 
safety features and procedures should be explained and 
emphasized in all assembly/disassembly and trouble
shooting presentations. 

Warnings should clearly state the nature and extent 
of the danger. Safe procedures must be given with an 
indication of the consequences if not followed. 
Warnings must be conspicuous, complete, and unambig
uous. Simple language and appropriate symbols must be 
used to ensure that the warning is effective. 

The burden of fu 11 and effecti ve disclosure is 01. 

the manufacturer. Directions and warnings, although 
essential, do not relieve the manufacturer from the 
duty to design a safe product. The law will not permit 
a manufacturer, who knowingly markets a product with a 
danger that could have been eliminated, to evade 
liability simply because he places a warning on the 
product. One must design against misuse. 

Written Material. All advertising, promotional 
material and sales literature must be carefully 
screened. Warranties can be implied by the facts 
surrounding a transaction, e.g., wording on labels, 
instruction, pamphlets, sales literature, advertising 
(written and TV), etc., even though no warranty is 
intended. There must be no exaggerations in such 
material. The manufacturer must be able to show that 
the product can safely do what the advertisement says 
it will do and tnat the product is properly rated. 

Products Recall Planning. It is a fact of life 
that mistakes are sometimes made even by highly trained 
professionals exercising utmost care. When this 
happens, a product recall may be necessary. Unless the 
specific troublesome part can be readily and uniquely 
ldentified as to source, production procedure, time of 

manufacture, etc., there will be great difficulty in 
pinpointing the situation w~thin the organization. 
Placing one advertisement for recall purposes in every 
newspaper and magazine (not including TV) in the u.s. 
is very expensive. There is an obvious economic need, 
as well as a regulatory requirement, that manufacturers 
(and importers) have systems in being for expeditious 
recall of a faulty product. 

Records. Once involved in litigation, the most 
powerful defense that manufacturers and engineers can 
have is an effective, extensive, and detailed record. 
Records will include how the design carne about with 
notes of meetings, assembly drawings, including safety 
features, checklists, the state of the art at the time, 
etc. These records, while no barrier to products lia
bility lawsuits, will go a long way toward convincing a 
jury that prudent and reasonable care has been taken to 
produce a safe product. An ounce of prevention is 
worth a pound of cure. 

SUHHARY 

It is a very difficult, complex, and highly 
challenging assignment to put a truly safe product on 
the market. 

The effect of new product safety legal require
ments, as they develop is very difficult to predict. 
One can not afford to wait and see what develops. The 
product sold today will be the product in the courtroom 
five years from now being judged by the law in effect 
at the time. Thus predictions must be made so that the 
most stringent and definitive legal requirements for 
safety can be extrapolated some ten years beyond the 
service life of the product being considered for 
design, manufacture, and sale. 

Safe products are possible. Safety must be a 
constant concern throughout the entire design, dev.elop
ment, manufacturing, packaging, and marketing process, 
even though nobody suggests it is easy to accomplish. 
Safe products can be successfully defended in the 
courtroom. 

The engineer/designer must design safety into 
products for the sake of safety (even if for no betttr 
reason than enlightened self interest). 
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INI'RODUr.M 

Elemento chave nas transmissões por tração, o es
tudo dos efeitos práticos da lubrificação sob alta pres 
são tem conduzido, nos Últimos anos, diversos pesquisa~ 
dores e instituições a uma tentativa de consolidar teo
ria e pr~tica obtendo parâmetros não só qualitativos, 
mas tambem quantitativos para aplicações onde somente a 
teoria da Lubrificação Elastohidrodinâmica (EHD) pode 
ser bem aplicada. 

As transmissões por tração são corriqueiramente 
confundidas com as transmissões por fricção ou atrito, 
com as quais só têm, às vezes, em comum a geometria 
construtiva. Por tração se faz entender o efeito conjun 
to do contato de corpos elásticos e lubrificação hidro~ 
dinâmica no interstício contatual. Este efeito é normal 
mente expresso pelo coeficiente de tracão, utilizado co
mo comparativo para lubrificantes e geÕmetrias. Determ1 
nar teoricamente, através da teoria clássica de lubrifí 
cação e filme de Óleo, as características de determina~ 
do contato sob alta pressão já se mostrou inviável . De 
terminá-las através da teoria de lubrificação E.H.D.mos 
tra-se matematicamente complexa e até o momento irredu~ 
tível [4 e 7] . 

Deste modo uma metodologia e um enfoque prático 
do problema da lubrificação E.H.D. pode, no momento.au
xiliar sobremaneira o desenvolvimento das transmissões 
por tração. 

f.5 TRANSMISSOES POR TRAÇ~O 

Conhecidas e utilizadas desde o início do século, 
as transmissões por tração têm passado, ao longo dos 
anos, por momentos de desenvolvimento acelerado causado 
por aErimoramentos tecnolÓgicos ou científicos, como 
nas decadas de sessenta e setenta com aços e lubrifican 
tes especiais' ou como ros dias atuais onde as inegáveis 
qualidades destas transmissões - alta eficiência baixo 
ruído, facilidade construtiva e ausência de freo~ências 
prepon~e:antes, as colocam como so~ução em aplicações 
estrategicas, como redutores em veiculas militares, e 
em aplicações de sistemas com transmissões contint~en 
te variáveis. -

Devido à sua semelhança com os mancais de rolamen 
to pode-se aplicar a elas a teoria de Vida de Lundberg~ 
Palmgreen desde oue corrigidas as discrepâncias de ma
terial e'pressão. Pode-se desta forma obter para estas 
transmissões uma otimização a nível de vida com 90% de 
confiabilidade . O coeficiente de tração é normalmente 
admitido como sendo da ordem de 5~ para os cálculos pre 
liminares, mas apresenta uma grande dispersão de valo-
res. Procura-se então um lubrificante apto a aumentar 
esse valor ao máx~no no cá!culo final. Sua importância 
pode ser notada pela influencia na vida da transmissão: 
a razão de vida entre transmissões com lubrificantes A 
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e B pode ser dada pela razão direta de seus coeficien
tes de tração elevada a terceira potência, ou seja: 

VIDA. TRANSMISSÃO A =r Coef.. TRAÇAO A 13 

VIDA TRANSMISSÃO B l Coef. TRAÇAO B 

Deste modo um aumento do coeficiente de tração da 
ordem de 10% nos leva a um aumento de vida na ordem de 
33%. ~portanto relevante a pesquisa das característi
cac dos coeficientes de traçao para diversos lubrifican 
tes, principalmente no Brasil, onde ainda não existem
levantamentos amplos e ab~rtos sobre o asstmto [10] . 

O COEPICIENrE DE TRAÇ~.O 

O coeficiente de traçáo é urna forma conveniente 
de se aquilatar todos os efeitos da lubrificação E.H.D .. 
Pode_ser um fator benéfico, para as transmissões por 
traçao, ou um fator de perdas, para os rolamentos de 
precisão,por exemplo. 

Quando dois corpos estão em contato, a deforma
ção resultante e a distribuição de pressão na área de
formada podem ser obtidas pela teoria de Hertz . amplia 
da . Para corpos tridimensionais em contato, sujeitos-
a força normal e tangencial, as contribuições de Ltmd
berg e Mindlin aperfeiçoam o tratamento de Hertz. Quan 
~o existe além desses parâmetros ainda o escorregamento 
e a metodologia de Smith e Liu a mais indicada. Final 
mente quando se trata de contatos lubrificados e suje1 
tos a altas pressões existem dezenas de teorias e me-
todologias dent~ as quais se destacam as de Johnson [7] . 
Herr:bru~h ~]Cameron e Wada~]Dentro deste estudo a de
terminaçao da espessura do filme lubrificante tem ex
trema importância e têm usualmente sido determinada pe 
las equaç?es empíric~s :l~ Dows_ç>~ [ 4] e Herre!n:ugh [ 61 . -

_ Ass1m_a d~terminaçao pratica do coefiCiente de 
traçao tambem tem por função a corroboração de uma ou 
outra teoria dentro de cada aplicação. 

O ~oeficiente de tração pode ser interpretado co 
mo a razao entre a força tangencial e a força normal -
existentes em determinado contato, quando existe trans 
missão de toroue, como pode ser entendido na Fig.l: -

c = t 

Força Tangencial (Ft) 

Força Normal (N) 

O coeficiente de tração é obtido usualmente pela 
r azão da força tangencial transmi~ida ou torque trans
mitido pela for~a normal aplicada . A eficiência da 
transmissão esta ligada à capacidade de transmissão 
maior ou menor da força tangencial aplicada ao rolo me 
vido. Essa transmissão é feita sem contato físico dire 
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torQue 
apllcado ) 

M _ velocid. 
entrada 

força ~ F"t- força tan 
tangencial - ~to • gencial -
transmitida 

to r que 
transmitido 

Fig.l Disposição das forças normal e tangencial, 
torque e velocidade para um contato típi
co. 

to dos rolos metálicos, agindo como elemento intermediá 
rio o filme lubrificante. Segundo a teoria E.H.D.~]para 
algumas classes de lubrificantes pode-se admitir que 
quando submetidos a altíssimas pressões estes tendem a 
assumir um estado de características não fluidas, tam
bém chamado de pseudo-polimerização, com alta resistên
cia ao cisalhamento e que se desfaz tão logo cai a pres 
são. Assim quando estes lubrificantes ficam retidos na
zona de alta pressão forçam a formação de uma concha 
na área de contato, mostrado na Fig.2, repleta de lubri 
ficante altamente compr:i:núdo e capa.z de resistir a ten-=
sões de cisalhamento. Resumindo, a eficiência da trans
missão é função da forma do contato, do tipo de lubrifi 
cante, do material dos rolos e do escorregamento carac-=
terístico a estes contatosL chamado "creep", 

O valor de projeto dos coeficientes de tração é 
normalmente dado com escorregamento a 1%. Há, porém, 
outro tipo de escorregamento ligado à transmissão por 
tração, conhecido como "slip", composto do efeito does 
coan~nto elástico do material dos rolos no contato e do 
escoamento plástico do filme lubrificante. Ele é alta
mente danoso e responsável maior pela propaga~ão das fa 
lhas superficiais. Seu surgimento é o responsavel pela
não linearidade do coeficiente de tração em relaçEo ao 
"creep" após um certo valor. Assim, além do valor do 
coeficiente de tração com "creep" a H , nos interessa o 
comportamento deste para escorregamento maiores. Is·to nos 
permite analisar o grau de ocorrencia de "slip" para a 
geometria testada. A curva típica para o coeficiente de 
traÇão em relação ao escorregamento é dada na Fig. 3 (7]. 

u~- u2 
Ut 

filme 
lubrificante 

zona de alta 
pressao 

Fig. 2 Zona de alta pressão nas transmissões 
por tração 

.' 

OS LUBRIFICANTES 

Uma única empresa produz lubrificantes específi
cos para transmissões por tração. A MONSANTO produtora 
da linha de lubrificantes SANTCITRAC que é uma das prin 
cipais responsáveis pela difusão destas transmissões.
Segundo suas publicações o coeficiente de tração obtido 
pelo uso de seus lubrificantes é altamente incrementado. 
Como comparação, apresentamos o Ct para a~guQS lubrifi
cantes a 1\ creep, 2,8 GPa, 90%C e 24FVs llOJ. 

SANnJTRAC 40, 50, 70 
SANTOTRAC 30 
dleo mineral naftênico 
Oleo hidráulico Mil H-5606 

ct 
0,095 
0,084 
0,066 
0,060 

Já Haseltine [1] apresenta o coef.tração para o ~esmo 
Óleo naftênico como sendo 0,042 para 3,5 GPa, 90 C e 
5, 1m/ s sem indicar o escorregamento. 

Como no Brasil não temos a determinação deste coe 
ficiente pelas fábricas e como nada nos garante que a -
composiçào dos lubrificantes seja similar à composição 
no estrangeiro, decidimos iniciar uma série de testes 
para determinar o coeficente de tração para lubrifican 
tes comuns brasileiros, visando a futura aplicação eiii 
transmissões por tração otimizadas e de origem nacional. 

l MÃQUINA DE TESTES 

Existem diversos tipos de máquinas para teste de 
lubrificantes, dentre as quais, a mais difundida é a 
máquina de 4 esferas muito utilizada para a determina 
ção de desgaste e proteção superficial, porém pouco re 
presentativa para testes de coeficientes de tração. ES 
colhemos a máguina de dois rolos como modelo a desenvo! 
ver, pois, alem de ser a mais utilizada em coef. de tra 
cão é a que permite o maior número de alterações de con 
figuracão. -

Um mecanismo de 4 barras permite o desacoplaJ!lento 
da força nomal e tangencial na máquina. São utilizadas 
3 células de carga para determinação direta da força 
normal aplicada, força tangencial transmitida e torque 
transmitido. A aplicação da força normal se faz através 
de um parafuso e uma mola, a aplicação de carga se faz 
através de um freio tambor-sapata de carvão,regulado 
manualmente no eixo de saída,e o acionamento é feito 
por um motor de 3/4 HP corrente contínua. Podemos com 
este aparato, no momento, testar para rolos de perfil 
plano e esférico o coeficiente de tração para lubrifi
cantes aplicados por imersão-parcial do rolo inferior. 
O esquema da máquina pode ser visto nas Fig. 4 e 5. 

O material dos rolos é um aço similar ao AIS! 
52100 produzido pela Empresa Eletrometal e temperado 
até a dureza de 59 RC com variação dimensional não supe 
rior ~ 20~ e rugosidade superficial média de 0,2 ~.-

SLIP 

ct 

I 65-75% SLIP 

1% CREEP 

Fig . 3 Comportamento esperado para o coeficiente 
de tração em função da variação do escor
regamento 



A máquina é encerrada em uma caixa de acrílico so 
bre uma bandeja de alumínio e isolada do motor e do -
freio por acoplamentos elásticos. 

A medida da· rotação é feita por sensores magnéti
cos nos eixos de entrada e saída da máquina. O escorre
gamento é dado pela razão entre a variação de rotação e 
a rotação de entrada. Para minimizar o erro é utilizado 
apenas um frequencímetro que "lê" alternadamente a en
trada e a saída da máquina. 

célula de 

Bandeja de alumínio 
caixa de acrílico 

Fig. 4 Esquema do corpo da máquina de ensaios 
(vista lateral) 

Na leitura das células de carga é utilizada uma 
ponte Philips e um voltímetro digital com alternância 
de canais. 

célula de 
carga L,--:;~--;-- mecanismo de apl i c . 

de força normal 
célula de caTga 

rolos 

Motor 

Fig. 5 Esquema da montagem utilizada 
(vista superior) 

A METOOOLOGIA 

A rotação de entrada foi mantida constante e va
riando o torque varia-se o escorregamento. 

Até o momento foram testados 4 Óleos e o procedi 
mento tem se mostrado correto. -

Optou-se pela leitura do torque de saídà como de
termi'nante da força tangencial transmitida, em detr:huen 
to da leitura direta pela célula de carga horizontal, -
que se tem mostrado pouco repetitiva. 

Foram escolhidas as rotações de 1000, 2000 e 
3000 rpm, respectivamente 3,1; 6,3 e 9,4 m/s e as tem
peraturas de 35, 45 e 55°C médias para os testes. 

A máquina é posta a operar pelo menos 20 minutos 
antes dos testes que em geral não duram mais que 10 mi
nutos e ·são feitos em baterias . 
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Assim ao aumentarmos o torque resistivo o sistema 
e deixado estabilizar e então são feitas de 10 a 15 lei 
turas. 

OS RESULTAOOS E CONCLUSOES 

O processamento dos primeiros resultados já nos r~ 
vela para alguns lubrificantes o comportamento esperado. 
Porém o fluido hidráulico aue se esperava utilizar como 
co~arativo com os resultados divulgados pela MONSANTO 
[1q , mostrou-se tão inadequado que levou os rolos a so
frer danos superficiais. 

O segundo lubrificante testado foi o Hyspin AWS150 
da Castrol - com aditivos anti-desgaste, anti-oxidante, 
anti-corrosivo e anti-espumante. Mostrou-se bem aplicá
vel, principalmente em baixas temperaturas e 3000 rpm. 
Uwz das baterias de testes é mostrada na Fig. 6 . 

. 20r-----------------------------------------

ct 

.16 

.12 

.as 

.04 

. - (I) 

escorregamento 
Fig. 6 Resultados dos testes para o Óleo AYSPIN AWS 

Texaco com 1 GPa e 35°C 

Pode-se notar uma dispersão nos valores de uma das 
medidas, porém há uma boa repetibilidade no teste comple 
to. O comportamento do Ct é o esperado e a 1% creep te-
mos o valor de 0,046 : 0,001 para Ct· 

O terceiro lubrificante testado apresentou compor 
tamento semelhante para 1000 e 2000 rpm, porém, espumou 
violentamente a 3000 rpm quase danificando os rolos. O 
coef. de tração a 1% ficou por volta de 0,045. 

O lubrificante atualmente em testes é o IPIRGEROL 

;P 1 ~A d!P!~~~~e~a!:~t~p~e~~~~:~~ :0~o~~5~, r~~ôr~~~=~ 
b indiscutível a importancia da escolha do lubrifi 

cante para as transmissões ror tração e neste artigo tr~ 
tamos apenas de um dos fatores aue (apesar de ser o pre
ponderante), afetam o seu deserorenho. A máquina de tes
tes comprovou-se como ferramenta adequada e os resultados 
são animadores . 
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.T~ia work deaZs _with the design~ construction~ use and testing of a 
~c~t~ve constant h~gh energy output eZectronic ignition associated with 
var~abZe gap apark pZugs. Its use -has been studied in a VW 1500 engine and the 
outcoming resuZts are presented in the form of graphs of power vs air/fueZ ratio. 
They are obtained within an output energy range between 68 and 527 mJ. AZso 
d~scussed .az:e its ad~antages ~ver the conventionaZ system as farcs the Zean 
~xture z~~t extens~on~ the ~mprovement of fueZ burning conditions and the 
satisfactory burning of Zow grade fueZs~ are concerned. 

lNI'RODUCflON 

The Energy Crisis has stepped up lC engine 

Yesearch in its several aspects . ln recent years, for 

example, attempts have been made to make them more 
economic and, as far as possible, pollution free. 

One of the most exci ting features in the 

development of lC engines nowadays is the high speed 

burning of lean mixtures. ln order to achieve that it 

is necessary to improve the ignition system not only 

by increasing the energy output and its delivery time, 

but also by increasing the dispersion of the sources 

of igni tion. Dale and Oppenheim ( 1] describe the 
several existing methods to do so, which can be 

listed in the following categories: 

l. High energy electroni.c igni tion 

2. Jet plasma 

3. Laser, microwave and photochemical igni tion 

concepts 

4 . Torch cell 

S. Stratified charge ignition 

6. Flame Jet igniters 

7. Combustion Jet ignition concept 

8. Exhaust gases reci:rculation ignition 

To the above one may add a ninth technique, the 

ElectronicFuel lnjection, developed by Bosch (2]. 
This work deals with capacitive constant high 

energy output electronic ignition, which has the 

following main parameters: 

a) The spark plug gap - the bigger the gap the 

bigger the required voltage. On the other hand, the 

bigger the probability of a smooth flame, mainly 

under partial load conditions when strafication occurs 

(due to the presence of exhaust gas inside the 

cylinder). 

b) The rate of growth of voltage across the gap-
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lf the ignition system generates the voltage in a 

high frequency mode, the losses will be minimal 

and more energy will be available for the spark. 

c) Presence of ionized gases in the gap. 

d) The higher the voltage across the gap and 
the energy available there, the better and the 

faster will be the ignition and the combustion 
propagation. 

e) Air to fuel ratio - determines the 

mixture's electrical properties; lean mixtures have 

higher discharge voltages than richer ones. 

f) Initial Ignition Temperature - the higher 
the ignition temperature at the beginning of the 

process, the better the combustion will be (3]. 
It is shown here the modifications which can 

be done in the ignition system to obtain higher 

thermal efficiency, thus achieving fuel savings 

and/or better power output. 

DEVELOPED IGNlTION SYST.EM 

While conventional ignition systems deliver 

about 30-40 mJ/spark and use a gap of the order 

of.7mm, one suggests instead the use of an ignition 

system able to deliver several hundred mJ across 
a Zmm gap. 

The reason for this choice of gap was due to 

the fact that if one tries to associate a high 

energy spark with a bigger gap then it will be 

essential to provide plugs and cables with a better 

insulation. 

This is to be done wi thout affecting the 

convencional battery or the insulation of the 

existing cabling and further, the apparatus has to 

be convenient both in •size and cost. 

This system is shown in Fig. 1. It consists 

basically in a DC-DC converter which charges up a 
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capacitar (C2) which in tum stores a given amount 

of energy, re1easing it at a given instant through 

an induction coil thus allowing a high vo1tage -

high current spark to jump across the p1ug gap. 

Notice that the circuit formed by R2 , R3 , C1 , R4 , 

D6 and D7 consists in the differentia1 network ,, 
which triggers the SCR-1. -

Notice further that this system is ab1e to 

de1iver constant energy throughout a wide frequency 

range. 

Vct 

+Vcc 

~ 

Fig. 1 - Schematic diagram of deve1oped 
ignition system. 

EXPERIMENI'AL RESUL TS 

1 
")j{j 

This system has been used in a VW 1500 engine, 

second gear, 40% open thrott1e, AC DELCO 43 FE 

modified spark p1ugs. Tests were run with gaps 

veryjng from the conventiona1 0.7 mm to 2.0 mm 

opening, and with the energy output being changed 

from the conventiona1 30-40 mJ up to 527 mJ. 
Throughout the tests the engine was kept at an 

average 2250 RPM. 

The resu1ts for the above conditions are shown 

in Figures 2 and 3 in which Power Output is p1otted 

against the Air/Fue1 ratio. 
Further, the frequency response of the proposed 

system has been measured under ambient conditions 

with a 12 mm gap, the energy output being kept at 

322 mJ ·' 
' As can be seen in Figures 4 throug:h 6, the energy 

output did not change up to frequencies of 400 Hz. 

Tab1e 1 shows the resu1ts of an ana1ysis of 

the 1ow grade fue1 used in the tests. It was made (i 

by CENPES, the official Research Laboratory of 

Petrobras, the Brazi1ian Government Oi1 Co. 

Unfortunare1y they are far from satisfacto;y but 

neverthe1ess there is no doubt that the used fuel 
was a very poor gasoho1 indeed. 
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Fig . 2 - o conventionol ignition, 07mm spork plug gop 
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Fig . 4 - Ambient conditions, 12 mm gap, 
322mJ. 100Hz Frequency. 

Fig. 5 - Ambient conditions, 12 mm gap, 
322 mJ. 200Hz Frequency. 

Fig. 6 - Ambient conditions, 12 mm gap, 
322 mJ. 400Hz Frequency. 

Table 1 

FUEL ANALYSIS (CENPES, RIO, JUNE 1982) 

TEST ME'IIDD RESULTS 

Distillation 

10% MB-45 58,0°C 

50% MB-45 87,5°C 
90% MB-45 170,5°C 
BEP* MB-45 185,5°C 
Residue MB-45 3,8 

Density 

20/4°C MB-104 

Actual starch MB-289 

Alcohol content CNP-202/77 14% vol. 
Colo r Visual Yellow 

Aspect Visual Clean 

Vapour pressure MB-162 0,45Kgfjan2 

Octane MB-457 + 

* - Sample outside residue specification for 

distillation (max 2.0). Noticed starch 

content, not specified, too high. 

** - Suspended particles/inexistent. 

+ - Not determined, due to high starch content . 

DISCUSSION 

Figures 2 and 3 shown that the power output 

increases along with the increase of the spark 

energy . This suggest better ignition with the use 

of high energy sparks [4 ]. 

They also show that when one uses the spark 

plug energy with a bigger electrode gap, the 

ignition performance for the case of 274 mJ/spark 

with a 2. 0mm gap is nearly the sarne as in the case 

of 527 mJ/spark a 0.7mm gap. This suggests that the 

bigger the ignition kernel, the better the 

combustion process. 
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This system has been tried for over 18 months 

in one of the author's car (Couto), a Ford Maverick, 

1975 model, 4 cyl., with a. 322 mJ energy output, 

the results being that: 

a) No noxious effects were noticed in the 

engine, distributor, battery or exhaust system. 

b) There was a marked improvement in 

performance in power as well as in fuel economy. 

Choosing a smaller nozzle, to keep the power output 

constant , the car mileage, for speeds between 90 

and 100 km/hr (56 and 62 mph), went up from 10 . 5km/l 

to 12 km/1 (29.6 mpg to 33.9 mpg) under highway 

driving conditions, lending a qualitative support for 

the laboratory results. 
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The choice of the above energy levei (ie , 

322 mJ/spark) was dictated by the availability of 

space within the engine compartment and "off the 
shelf" components. 

By comparison the 527 mJ/spark ignition system 
would have occupied three times the volume of the 

322 mJ/spark system and it would have cost twice as 

much. 

OJNCLUDING REMARKS 

The high energy spark ignition has the 

following advantages, limitations and extensions: 

a) It improves the air/fuel burning as it has 

been shown in figures 2 and 3 even in the case of 

low octane fuel. 

b) The use of a 322 mJ/spark ignition system 

with a 2.0 mm gap seems to be quite convenient since 

in this case there is no need to make any 

modification in the engine if one wants more power. 

If one desires fuel saving, then one has just to 

change the nozzle. 

c) It extends the engine operation limit 
towards leaner mixtures. 

d) It does not cause early component wear. 

Actually it extends .~he distributor contacts life 
since now they undergo mechanical wear but no 

longer electrical wear. This is due to the fact 

that they work as discharge control and timing only. 

e) The distributor contacts gap is not criticai 

anymore, since the energy which is delivered to the 

spark is independent of its closing time (dwell). As 
the contacts open, the spark is re1eased, so that 

the gap control the,re is not important. 

f) It improves cold starting conditions. 

BIBLIOGRAPHY 

[ 1] Dale, J .D. and Oppenheim, A.K. Enhanced ignition 

for I.C. engines with premixed charge. Lawrence 

Berkeley Laboratory Report No. LBL 11880, 

California 1980. 

[2] Gorille, I.; Rittmannsberger, N. and Werner, P. 

Bosch Electronic Fuel Ignition with Closed Loop 

Control, Automotive Electronics II, IEEE/SAE, 

Warrendale, Pa, SAE 750368, pp 137 - 144, Pa , 

1975. 

[3] Dyer, T.M. and Flower, W.L. Soot Fonnat~on in a 

Combustion lkmlb, SAND 80-8663, Sandia Corporation -

Research Facility, Livetmore, NM, 1980. 

[4] Sokolik, A.S. Self Ignition, flame and 

detonation in gases. Israel Program for 

Scientific Translations. Jerusalem Israel , 1963. 

[5] Couto, H.S. MS Dissertation, Aug, 1982, INPE, 

São José dos Campos, SP, BRAZIL, 1983. 

tn· > 
r 



VIII COBEM- S. J. Campos, SP (Dez. 1985) 

SIMULAÇÃO EXPERIMENTAL DE UM CONTROLADOR 
DE VELOCIDADE PARA UM MODELO DE 

VEÍCULO HÍBRIDO 

ANTÓNIO MELO DE OLIVEIRA 
JOÃO MAURÍCIO ROSÁRIO 

DOUGLAS EDUARDO ZAMI?IERI 
ÁLVARO GERALDO BADAN PALHARES 

FEC, UNICAMP, SP 

SUMAAIO 

A eneJtg.úl unitic.a peJtrü.da na n!tertagem de um vuc.ul.o em nOI!ma de c.ai.Oit pode 6 eJt 
aJunazenada em um volante. A 6-únul.aç.ão do Uclo de opeJtaç.ão de um ve2c.ul.o hl.b!Wio 6oi 
neLta. em um plto.:tÕ.:ti..po em UC.ai.a lteduzida, c.onf>.:t-Uu2do de Z mo.:toltU e um vofante, uma 
c.a.ixa p.tane..:tá.lúa que bi6Wtc.a a po.:tênua e uma c.aJtga c.oMupondendo à& c.onrü.ç.õu de ope 
Jtaç.ão. E!.>.:te .:tltabai.ho plte.:tende duenvo.f.veJt, paJta 06 IÜ.neJtentu uc..f.M de opeJtaç.ão, o -
C.On.:t/to.f.e do nfuxo de po.:tênc..úl en.:t/te M IÜ.n eJtentU nOY'..:tU de ertN<.g-Úl do vuc.ul.o fUbiÚ
do. 

INrRODUÇÃO 

A reEresentação básica de um sistema com bifurca 
ção de potencia de um veículo híbrido constitui-se de
um volante, uma caixa de engrenagens planetárias, dois 
motores c.c., um banco de bateria e controladores, on
de o volante, incorporado ao verculo pennite recuperar 
uma parcela de ener~ia que seria dissipada na frenagem 
[1] . Esta recuperaçao é conseguida pelo aumento de rot~ 
ção do volante que virá a fornecer parte da energia ne 
cessária à aceleração subsequente. Com isto é possível 
nivelar-se a demanda de potência da fonte e, com a uti 
lização de uma caixa de engrenagens planetárias (bifu! 
cador de potência), tem-se a possibilidade de manipu
lar adequadamente o fluxo de potência entre as fontes 
de energia (no caso volante e motores elétricos) , permi 
tindo assim condi~ões de mâx~ eficiência. Um.esguema-:
completo, do prototipo do ve1culo e sua transm1ssao por 
engrenagens planetárias é detalhado na Fi'g. :t. 

~ 
>---=-------+--7-1~ 

H lJl Em, 

M. P. 

I 

Fig. 1 Esquema da transmissão obtida para estudo 

A proposta principal desta estratégia está no acio 
namento e controle dos motores M.A. e M.P. que será fei
to por recortadores (chopper), devido ao alto rendimento 
e flexibilidade de operaçao dos mesmos. O acionamento 
será constituído por dois recortadores por motor, um co 
locado na armadura e outro no campo pennitindo ao motor 
operar de acordo com as exigências da carga em toda. fai 
xa de variação da velocidade [2]. O recortaaor dará ao
motor a condição de operar em dois quadrantes (inversão 
da corrente), regenerando parte da energia do veículo 
para o banco de baterias, quando necessario. 

As curvas traçadas a partir das experiências re~ 
lizadas no protótipo, mostracbs mais adiante evidencia 
ram as relações de velocidade e fluxo de potência no o~ 
furcador. 

SISTEMA DE ACIONAMENTO 

O acionamento com recortador (chopper) para moto 
res c.c. que operam com velocidade e torgue variável,
alimentados a Qartir de uma fonte de potencia com ten
são constante é o que melhor se adapta pelas suas ca
rac!erísticas de alto rendimento e flexibilidade de op~ 
raçao. 

A variação da velocidade é feita pela técnica de 
modulação em largura de pulso (PWM) que por sua vez é 
controlada pelo intervalo de comutação entre os tiri~ 
tores T1 e T2 do recortador da Fig. 2. 

1 

r:::-R:-w-I I 
I Afll PUP'lCADOI! 

_ I 0[ ~ULSO 

A estratégia de controle do sistema esta baseada , , 
nas características de operação do bifurcador, que apr~ r~r·-~~~~---:~--~~~----r---------~~~~~ 
senta relações de torque constante entre seus eixos 
(fixadas no projeto do sistema). Com isso o fluxo de 
potência no bifurcador está intimamente ligado com a 
variação de velocidade nos seus três eixos. 

A soma das potências nos eixos do bifurcador, a 
menos de suas perdas internas, pennanece constante e 
igual a zero, em qualquer instante de operação. Deste 
modo o controle de velocidade dos motores M.A. e M.P. 
está associado ao fluxo de energia entre os três eixos 
do sistema e a velocidade será a variável controlada, 
que de maneira fundamental detennina a dinâmica do vef 
culo nas três fases de operação ao mesmo. 
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Fig. 2 Esquema de acionaMento dos motores M.A e M.P. 
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O recortador colocado na armadura controla a ve
locidade e o torque do motor desde a partida at~ a velo 
cidade de base para o motor, e da velocidade de base -
atê a parada para o motor funcionando como gerador, sen 
do ela definida como a velocidade na qual o motor é ali 
mentado diretamente da bateria e o campo é plenG. -

Quando a velocidade de base ê atingida o recorta
dor de armadura é retirado (bypassed) pelo contator S2 
na posição 2 e o controle do ~tor é feito pelo recorta 
dor de campo tanto como motor ou como gerador. Como os
contatos F1, FI e F2, F~. permitem inverter o c~. o 
sistema passa a operar nos quatro quadrantes [3]. 

ESfRATEGIA DE CCNI'ROLE 

A partir de um perfil de velocidade estabelecido 
para o veículo, pode-se detrrminar como deve operaF o 
bifurcador. O perfil de velocidade escolhido para ovei 
culo é mostrado na Fig. 3, que pode ser dividido em -
trés fases distintas: aceleração, velocidade constante 
e frenagem. 

v 

ts 

Fig. 3 Perfil de velocidade do veÍculo 

Fase de Aceleração 
F1cou provado em [1] que a energia armazenada no 

volante tem naturalmente dois caminhos para atingir o 
eixo de acionamento do veículo. Um deles , é o prbprio 
eixo "a" da caixa de engrenagens e o outro é através do 
eixo "c" passando pelos motores M.A. e M.P .. O primeiro 
caminho apresenta alto rendimento na transmissão da ener 
gia do volante até o eixo de acionamento do veículo. A 
parcela da energia do volante que é bifurcada para o 
eixo "c" chega ao ei.xo de acionamento após duas conver
sões eletromecânicas, o que implica num rendimento bem 
menor. 

c.u (rpm) 

--------~------~~" --b 
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As experiências realizadas com o protótipo mostra 
ram que quanao o motor auxiliar é acionaa~ emmalha aber 
ta (Fig. 4.a) o eixo "c" sofre um acréscimo de atê 20% -
na velocidade de operação. E§ta sobre-velocidade deve
-se a quebra brusca do equilibrio entre o motor auxiliar 
e o sistema bifurcador, antes de se iniciar o processo 
de aceleraçáo. A sobre-velocidade pode fazer o motor 
funcionar como gerador, pelo aumento da força contra-el~ 
tromotriz e assim ele passaria a acionar o motor princi 
pal fazendo chegar ao eixo de acionamento do veículo a
parcelapifurcada de energia do volante através do eixo 
"c". 

Como este processo se dá num curto intervalo de 
tempo, o acionamento do motor principal exige um siste-
1na de controle de campo e armadura bastante sofisticado 
que nào se justifica, ji que a quantidade de energia 
convertida nas máquinas ~ pequena. 

A proposta da estratégia de controle do motor au 
xiliar, é então, no sentido de que ele opere sempre co~ 
mo motor durante o processo de aceleração, ou seja, o 
motor operará em malha fechada com reahmentação de es
tado. Deste modo toda a energia do volante chegará as 
rodas do veículo sem ter que passar por conversões ele
tromecânicas. As experiências realizadas no protótipo 
mostraram que o volante cede uma maior quantidade de e
nergia para o eixo "a". 

Fase de velocidade constante 
Esta fase e m1C1ada com o desacopl·amento do eixo 

"a" ao e:ixo de acionamento do veículo através da embrea 
gem ~ (ver Fig.l). Neste caso o torque resistente da
embreagem sobre o eixo "a" fará com que a potência elê
trica fornecida uelo motor auxiliar flua para o volante 
mantendo a velocidade do mesmo num valor fixo. 

Se o eix0 do veículo aumentar ou diminuir de velo 
cidade. o sistrn~a de embreagem permitirá ao eixo "a" va 
riar sua velocidade de modo a ficar compatível com o ei 
xo do veículo no instante do acoplamento. -

Fase de frenagem 
Quando o processo de frenagem é iniciado o eixo 

11a" deve estar acoplado ao e:ixo do veículo de m:xlo que 
a energia do veículo seja transmitida e armazenada no vo 
~ante, sem que naja sobrecarga no motor auxiliar. -

Assim a relé!ião de inércias nos eixos "a" e ''b" de 
termina um tempo mmimo para a transferência de energia: 
Caso se deseje um tempo menor para a frenagem, o veículo 
deverá ser desacoplado do eixo "a" pela embreagem :1.f2 e 
passar a acionar o motor principal como gerador, aliiDen 
tmrloo banco de baterias, através do controle no recor~ 
tador de armadura e de campo, ou acionar a embreagem ~ 

w(rpm) 

b 

- a 

~~~--~------------~~----c 

25 ..50 75 100 l25 

4.a) Malha aberta t(sl 4.b) Malha fechada 
Fig. 4 Processo de aceleração com o motor M.A. em malha aberta(a) e malha fechada(b) 

t(s.) 



para proporcionar uma frenagem puramente mecânica. A 
Fig. 5 mostra um esquema de acionamento e controle do 
sistema como um todo. A idéia de bifurcar a potencia 
na frenagem se torna inviável pelos mesmos motivos apre 
sentados na fase de aceleração. -

MICRO PROCESSADOR 

r--------, 

' ' I 
I 

t L-----------, 
L---- -----, 

: "----------.., 
: L----------, 
L------, 

CAIXA OE 

ENGRENAGENS 

PLANETARIA 

I 
I 

:w. 
B 

I L !b_ - ----------- --- J I 

L- !o_--- -- ----- - ----- ~ : 
---- --------------- _J 

I 
I 
I 

L----- -----
- _______________ ... 

-·---- CIRCUÍTO OE CONTROLE 

--CIRCUÍTO OE POTÊNCIA 

Fig. 5 Esquema de acionamento e controle do sistema 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

Os testes realizados na bancada esquematizada na 
Fig. 2, cujos resultados são apresentados na Fig. 4, 
vieram a comprovar a validade do modelo matemático de 
senvolvido em [1]. Além disso, pode-se tirar as seguin 
tes conclusões: -
1) A otimização proposta maximiza a transfer&ncia de 

energi~ entre volante e veículo, tendo como limita 
ção as faixas Ótimas da caixa de engrenagens plane 
tárias. -

2) A escolha do controle através de recortadores gar~ 
te máximo rendimento. 

3) O controle é contfnuo para cada fase de operação do 
veículo. 
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Sl.M1ARY 

The. lúnetic. e.nVLgy noJunalJ..y loõ.t dwúng .the. biW.
IUng phMe. o6 a vefúc..te may be. õ.toJte.d ln a 6lywhe.el. 
The. ólmula.tion o6 .the. opeJLa.tion c.yc.le. o6 hybltid veh.i.c..te 
ti.ICl.6 made. ln a óc.ale.d laboJta.toJty p!to.to.type., c.oY!óló.ting 
o6 2 dltivlng mo.toM and one. 6.f.ywhe.el, a plane.talty ge.M. 
box .tha.t ówn-6 olt .6pti.t.6 .the poweJL and a load c.oMu
ponding .to .the dltivlng c.yc.le.. Thl-6 woJtk. ln.te.nd-6 .to de 
velop 6oJt di66VLe.n.t opeJLa.tion c.yc.lu, .the. c.on.t!tol oC 
.the. poweJL 6low be.twe.e.n .the. uveJLa.t poweJL MWLc.u o6 
.tlie hybltid vefúc..te. 
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.tê.c.n-i.c.a CÚJ.6 Mul.tiplic.adoJtu de Lag~tartg e. 

INTIDOOÇÃO 
A otimização do desempenho g~obal de associaçõesde 

motores foguete em série e/ou paralelo num sistema de 
propulsão de foguete de sondagem ou míssil tem sido al
vo de diversos trabalhos nas Últimas déca~s ([1]-[4]). 

Como se sabe, na determinação do movimento de tal 
sistema, é comum o número de variáveis independentes ser 
maior do que o número de vínculos, conduzindo à imposi
ção de uma ''programação" que amarre um .grupo de variá
veis (conhecidas como ''variáveis de pilotagem") introdu 
zindo-se assim os graus de liberdade extra desejados.Uffi 
modo de se programar as variáveis de pilotagem é natu
ralmente a definição precisa de alguma característicade 
desempenho extrema (tal como, por exemplo, mímimo consu 
mo de combustível ou máximo alcance) além de suas condi" 
ções iniciais e finais, ou seja, o estabelecimento de 
um problema clássico de cálculo das variações onde se 
procura extremo de uma quantidade (expressa como uma fun 
cional) submetida a vínculos. -

Essa técnica pode também ser aplicada a sistemas 
com outros tipos de propulsão tal como o IRR ( Integral 
Rocket-Ramjet) que emprega um motor foguete como acele
rador (Booster) e um estato-reator ou estato-foguete I 
(Ramjet ou Ram-rocket) como estágio de sustentação (Sus 
tainer), integralizados, isto é, onde o primeiro ocupa 
a câmara de combustão do segundo, que acende ao final da 
queima do acelerador (Fig. 1) • Tal combinação tem a gran ' 
de vantagem no fato de que o estágio de sustentação car 
rega apenas o combustível (no caso do estato-reator) ou 
um propelente muito pobre em o2 (no caso do estato- fo
guete) o oxidante sendo o próprio ar. IRR's encontram 
seu uso na rropulsão de mísseis .nodernos de médio e lon 
go alcance 5] . Vale notar que Estato-Reatores em cornpa 
ração com Turbo Jatos possuem as seguintes vantagens [ 6f: 
a) Maior empuxo por unidade de Peso do M:>tor; b) Maior 
Empuxo por unidade de área frontal; c) Operação em maior 
Temperatura; d) Maior simelicidade, menor custo/HP e d) 
Maior confiabilidade (Ausencia de peças mecânicas em mo 
vimento). -

Daí o presente trabalho que, definindo um perfil 
de Missão para um sistema com propulsão tipo IRR, inves 
tiga aspectos da otimização de seu desempenho usando uiii 
conjunto de Parâmetros de Lagrange e tratando o proble
ma pelo método de Mayer ([ 7] -[ 9]). 

TUb()lrd do 
TOmddd5 de dr 5U5T()nTddOr 

\_ 

5 U5 TE'nTddpr dCE'LE'rddO r 

Figura 1. IRR, Configuração proposta (Ref . [5)). 
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DESCRIÇAO DA MISSÃO 
Considere-se um míssil de massa M no instante t de 

propulsão tipo IRR (Fig. 1) em voo (velocidade V numa 
altitude z) num plano vertical em trajetoria com incli
nação y em relação ao horizontal, desenvolvendo um empu 
xo F (Fig 2) que deverá ser programado para estabelecer 
o melhor compromisso entre as perdas gravitacionais(cam 
po g, uniforme) e aerodinâmicas (Arrasto D, D= ~(v,Z))~ 
Assim pode-se escrever que: 

- Componente tangencial do movimento: 

F - D - Mgsiny = M ~ (1) 

- Componente normal à trajetoria: 
dy - Mgcosy = MV ~ (2) 

onde a sustentação aerodinâmica (Lift) foi cohsiderada 
zero; 

- Equação do Empuxo (satisfazendo ambas as fases do 
voo, isto é, a do m:>do foguete (i=l) e a do modo Estato
Reator (i=2): 

F = (mo. 2 + m.) c. - mo. 2v 
1 1 1 1 

(3) 

onde m e m. são respectivamente as vazões mássicas de ar 
e combusti~el (ou propelente), ci a velocidade efetiva 
de descarga dos gases da combustao e 6iz o delta de Kro 
nnecker; 

- E a variação de altitude, Z: 

dz V . <It" = smy (4) 

z 

Figura 2. Perfil da Missão. 



354 

SOLUÇli.OdX) PROBLEMA 
Considerando as variáveis como função de um un1co 

parâmetro o, o1 < o < o2, monotônico, pode-se então es
crever as equações acima na fonna de relações homogêneas 
de primeiro grau entre os diversos coeficientes diferen 
ciais, ou seja: 

G1=MCV0+gt0 siny)-Ft0 +Dt0 = O (5) 

o o (' G2=gt cosy+Vy = O (6) 

F-mó. (c.-V) 
G =r-f + 

12 1 
t 0 

= O (7) 
3 ci 

G4 =z0 
- Vt0 siny = O (8) 

onde ----fa- ( ) = ( ) 0 gor conveniência_, (mesma notação que 
[9)) e naturalmente t >O. · 

Pode-se então construir a função G. com o auxilio 
dos multiplicadores de Lagrange,\. Cl < J. < 4): 

J - -

G = \.G. 
J J 

(9) 

Notação de Einstein (soma sob indices repetidos). 
Como para qualquer caminho ao longo do qual os vín 

culos sejam satisfeitos dever-se-á ter que -

o2 
I= {; G do= O l~ .•ki' >UI. oqn c;,f. (10) 

1 • l' t 'C' n'r -- 1 - ... r,.. 1 .J.. 

e portanto ól = O, Cll) 
pode-se então escrever, para essa primeira variação, 

o2 
[\1MóV+\2Vóy+\3óM+À4óz-Udtl

01 
+ 

o 
+ f 2[ r,. liM+G óV+G óy+G óz+Gtôt+G ôex) do = O (12) o

1 
"M- v y z ex 

onde os G são as respectivas equações de Euler, que de 
vem ser s\itisfeitas , -

d aG aG G = - -=-(-) + -- = O 1M ~·-~ (13) 
q uo aqo aq 

e onde ex é a variável de pilotagem e como a pr.ogramaçao 
é no empuxo, .. 
' F=FCex) , - w ::: ex ::: w _. O < F < Fmax o t< i (14) 

- de E - - ("-r) As equaçoes uler sao entao: 
o 

Gv=-[ À1MJ 0
+À1Dvt

0
+À2y

0 +À 3 ~- (m+mvV)ôiZ-\ t 0 siny = O 
l. 

_ aD _ am r· 
D = -- m = -- . . • '"~·, ··-· • ,.r 1· (15) v av ' v av · 

[ o o o . o GY= - À2V) +À1Mgt cosy-À2gt smy-À4Vt cosy = O 

~ =- À0

3 + À1VO + À1gt0 siny =o 01 , 

o o v o G=-À +ÀDt+À (--l)mô. t =O z 4 1 z 3 ci z 1.2 

D:: ~ 
z - az 

G =UÜ=O 
t 

onde ~ 

t~ 

À 
U = -À

1 
(~1gsiny+D)-i<F(À1- +)-À2gcosy+À4Vsiny + 

c.-v 1 

+ À3m (-:~~-) ô.2 c. l. 
l. 

À3 o 
G = (- À + --) t dF 

ex 1 ci dex = O " 
E mais a condição de transversalidade, 

1

°2 
À
1

MôV+À 2Vôy+À3ôM+À4ôz - Uôt = O 
01 

l..oll 

Cl6) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

O sistema em estudo envolve, como já dito, duas 
fascs,t~ de aceleração (Boosting) executada por um mo 
tor foguete e a outra de sustentação, com um estato-rea 
torou estato-foguete Cram-rocket). Parece interessante 
tratar-se primeiramente da segunda fase: 

a) Fase de sustentação 
Nesta fase pretendedse que o empuxo seja continua 

mente programado, isto é~ t O. Daí (21) pode ser e~ 
crita ex 

C/._
1

-À3 = 0 C23) 

Por outro lado, Cl9) + U = Constante. Como nada 
foi dito com relação à duração do vôo, ôt arbitrário em 
(22) + u = o. 

Daí, usando (20) e C22): 

À1[Mgsiny+D+m(c2-V))+À2gcosy-À 4Vsiny =O 

A equação (23) pode ser diferenciada, 

o o 
c2" 1-" 3 = o 

(24) 

(25) 

e, com o auxílio das equações (15) à Cl9) e (5) à (8)pa 
ra i =2 obtém-se finalmente a expressão abaixo C onáe 
w : V/c2): 

Àl [ m V~w-1) +VDv +wD)-g\
2

cosY+À3 (m+nyV)w-À4 Vsiny = O (26) 

com (23) em C26), 

[mwV+VDv+wD+mvV2) À1-g\2cosy-V\
4
siny = O ·' tr.;'l. (27) 

que por sua vez pode ser diferenciada, obtendo-se C de 
novo, com as substituições apropriadas das equações(l5) 
a (19) e (5) à (8) e mais, (24) e C27), 

[c.~;D- CA-B)siny-Mgcos 2y]À1'+2VÀ4cosy =O )c· (28) 

onde 

A=2wD+(2+w)VD +yZD +3mwV+(3+w)vlm +V3m - Mgsiny -
2 v vv v vv 

-m(c2-V)- ~m (c2+VCw-l))+vlm +VD +(w-l)D 1 (29) g z vz vz z 

2 
B=Cl+w)D+VDv+~(c 2-V)+mwV+nyV -~· (30) 

2 2 3 2 C=(w +w-l)D+(l+2w)vD +V D +mc2(w +Zw +w-1)+ v V1r 

+ 2mvV2(w+l)+y3myy-Mgsiny - -· C31) 

vale notar que as relações acima coincidem com os resul 
tados de [91 se nelas se fizer me suas derivadas,nulas, 
como esperado. 

As equações C24), C27) e (28) são homogêneas em 
À1 ,À 2 e À4 fornecendo 

F-D _ 1 . Mg- c CAs1ny - Bcosecy) 
lu.::;JJ_q 
J . '-' 1 (32) 

comb em [ 91 , onde naturalmente A, B e C aqui são dados 
por (29), (30) e (31); e os multiplicadores Cexceto ~r 
um fator de escala) são determinados na fase de ·susten-
tação. 2 Se se fizer D = KPV em= pVA, onde p = pCz) , 
K e A, constantes, então as equações C29) a C31) podem 
ser escritas ' 

v2 2 v2 2 A=[ 6+4w+·:·-:-z{l +w) 1 D+mc2[ 4w +4w-l-+:-:-z(w + 1) 1-~lr;siny (33) 
va va 

B=(w+3)D+mc2 (w~l) 
, 

C= (w2 +5w+·3)D+mc2 (w
3 +"3w2 +3w-f)-Mgsiny 

2 onde V -= - ~gdz/ dp a 

bmCT C34) 

(35) 

~-

b) Fase ~Aceleração 
Nesta fase o sistema se comporta como um foguete 



comum e assumindo-se que nela não haverá controle,dF = 
= O,em (21) ie, que o empuxo Fé constante e que 00F>> 
>>De mais que y é constante nesta fase, pode-se então 
reescrever (5) para i = 1, obtendo-se: 

M~+gt0siny1 ) - Ft0 = O 

usando-se (7) , 

• .o o . 'ffl o v + gt s1ny1+ g- c1 = 

onde y1 é o ân~lo em relação à horizontal, 
nesta rase do voo. Integrando-se (37): 

(36) 

(37) 

constante 

(38) 

resultado conhecido e esperado,onde M(o) é a massa to
tal inicial do sistema, M a massa de propelente do fo
guete e t1 o seu tempo P1 total de queima. 

mNCLUSOES 
Neste trabalho estudou-se alguns aspectos do pro

blema de otimização de uma associação foguete estato
reator integralizados. 

Não se cuidou da concordância dos caminhos de in
tegração entre a fase da sustentação e a de aceleração, 
para o que se deve aplicar as condições de canto de We
i~rstrass-Edman, impondo a continuidade de todos aG/aq0 

na junção entre os extremos (q = Àl ,À7 ,À3'À4, M,V,y,2 e 
U). Vale notar que muito possivelmente, pará o tipo de 
fase de aceleração escolhida (e que corresponde ao pro
blema real), haverá necessidade de se interpor entre es 
ta e a de sustentação, uma fase de vôo livre (coastingJ 
com programação em y, para garantir compatibilidade en
tre os multiplicadores de Lagrange naquelas fases. 

Vale notar também como de interesse um perfil da 
missão onde a fase de aceleração ocorre em voo vertical 
(interesse tâtico óbvio e uso moderno) com transição con 
trolada para a fase de sustentação. -

Finalmente é possível a programação do Empuxo ya
ra um máximo alcance (introdução de mais um vínculo lou
tra relação cinemática)) e seu multiplicador correspon
dente e, para a fase sustentada certamente (dependendo/ 
da forma aerodinâmica do míssil) dever-se-á introduzir/ 
a ação da sustentação aerodinâmica ("Lift"). 
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aJ!-ja.me.n..to da. coi6a.. Ça.da. .tJul.j e..tôJt..<.a. .te.m mov.<.me.n..to b.<.d.<.me.n..t..<.on.a..t com .tJt.ê-6 glt.a.u..6 de. 
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due.n.vo.tv.<.diU> lU e.quaç.õu d.<.6e.Jt.e.n.Ua..<..6 do mov.<.me.n..to do 6ogu.e..te. e diUl dwu, me.ta.du da. 
coi6a.. A pa.lLtút diUl con.d.<.ç.õu .{.rú.c...i.a..ú, impo.t..tM, o obe.de.ce.n.do wn CJt..<..téJU.o de. .t.e.gu. 
Jt.a.n.ç.a., .<.n..te.gJt.ou.-.t.e. M ú . .6~e.m~. de. e.quaç.õu d.<.6e.Jt.e.n.Ua.i.6 pelo método de. Ru.n.ge.-Ku..tta.-=-
Ve.Jt.n.e.Jt., ob.te.n.do-.t.e. lU .tlul.Je.tOJua.-6. O pl!.OgJt.a.ma. de. compu..ta.doJt. 6oi uC!t.do e.m Folt..tJt.a.n. 
5, u..t.{..t.(.za.n.do-.t.e. a. .t.u.bJt.o.tin.a. VVERK do IMSLIB IIn..te.Jt.n.a..tion.a.t Ma..the.ma..t.<.ca..t a.n.d 
Sta..ti-6.t.<.ca..t LibJt.a.Jt.y) e duen.vo.tv.<.do n.o 4.<..6.te.ma. CVBER 170/750 do IEAv-CTA. 

INI'RODUÇÃO 

A colocação de carga útil no espaço, pode ser 
feita utilizando-se um veículo de mÚltiplos estágios, 
no qual a carga útil é alojada no Último estágio. 

Assim, a carga Útil possui uma proteção contra 
a pressão aerodinâmica e contra o aquecimento cinéti 
co, por meio da coifa, a qual serve, também, para di 
recionar o veículo e reduzir o arrasto aerodinâmico.-

A uma determinada altitude, na qual o aquecimen 
to cinético e as forças aerodinâmicas são relativamen 
te desprezíveis, a coifa perde seus objetivos e deve 
ser alijada ·para reduzir a massa e melhorar a perfor 
mance, bem como tornar possível a separação da carga 
Útil do VL. E extremamente importante assegurar que o 
alijamento da carenagem não introduza erros significa 
tivos na velocidade lateral, e que tampouco haja cho 
que entre as partes descartadas com o VL. -

Entretanto, com o intuito de avaliar a influên 
cia das forças aerodinâmicas na dinâmica da separa 
ção, supõe-~e o veículo acelerado na atmosfera e a 
coifa sendo nela alijada. 

Neste trabalho, considera-se a coifa como sendo 
formada por uma parte superior cônica e uma inferior 
cilíndrica, e dividida em duas metades simétricas, 
segundo o plano da trajetória do veículo lançador. 

No instante anterior ao do início do alijamen 
to, o sistema que prende a coifa ao veículo, solta-a~ 
e imediatamente após, um conjunto de molas aplicado 
convenientemente entre as duas metades é acionado, 
fornecendo uma força que as separa. 

Para equacionar o problema utilizam-se equações 
do movimento com seis graus de liberdade •. para cada 
grupo, apresentadas na ref (01) e, diante das restri 
ções consideradas no título abaixo, o sistema de equa 
ções diferenciais ordinárias do movimento, é montado 
tanto para o veículo, quanto para a coifa. 

Supõe-se conhecido as características físicas, 
propulsivas, cinemáticas e aerodinâmicas do veículo . 
Toma-se como valores cinemáticos iniciais da coifa, 
os mesmos do veículo no instante da separação, e 
considera-se conhecido o modelamento aerodinâmico da 
coifa. 

EQUACIONAMENTO 

Generalidades. Toda a formulação é tratada den 
tro dos conceitos da mecânica clássica de Newton. 

O evento por se processar num espaço curto de 
tempo, permite considerar a Terra fixa e plana, bem 
como considerar a aceleração da gravidade constante. 
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O veículo é assumido como um conjunto de parti 
culas, no qual a distância entre qualquer par de par 
tículas é constante. Portanto, os efeitos aeroelásti 
co não são incluídos nas equações, consequentemente~ 
não existem forças internas agindo entre os elementos 
de massa e o movimento do 'veículo é descrito por uma 
translação do centro de gravidade e por uma rotação 
em torno deste ponto. 

O veículo lançador tem dois planos de simetria. 

Sistemas de Referências. Quatro sistemas de 
coordenadas ortogonais dextrogiros são usados para 
definir a posição e a orientação angular do veículo 
lançador e da coifa no espaço. 

O sistema de eixos detonados por Xg,Yg,Zg é fi 
xado na superfície da Terra, onde Zg possui a mesma 
direção e sentido da aceleração da gravidade; Xg apo~ 
ta para o norte e Yg aponta para o leste. 

O sistema de eixos inercial denotado por XYZ é 
fixado no centro de massa do veículo, e possui as mes 
mas direções e sentidos dos referenciais móveis no 
instante antes do início da separação. 

O sistema de eixos xyz, chamado de sistema de 
eixos móvel, é fixado no centro de massa do corpo, 
tão logo inicie a separação. o reixo x coincide com a 
linha longitudinal do corpo e é 'positivo no sentido 
avante. A direção de y é paralela ã horizontal da 
posição de lançamento e o eixo z completa o sistema. 
O sistema de eixos móvel do veículo terá o índice in 
feriar v para diferenciar do sistema da coifa que te 
rã o Índice c. -

Para se definir a atitude do corpo em relação 
ao sistema de eixos inercial, faz-se uso dos ângulos 
de Euler '!',e, e q,, onde a ordem de rotação do veículo 
é guinada, arfagem e rolamento, respectivamente, e 
as suas variações em relação ao tempo denotamos por . . . 
'!',e, e q,. 

Matriz de Transformação e sua Propriedade . Para 
se definir a orientaçao do veiculo em relaçao a um 
sistema de eixos ortogonais de referência, usa-se uma 
série de rotações: cada 'rotação é caracterizada por 
uma transformação ortogonal. A estas rotações asso 
ciadas denomina-se ângulos de Euler. Os ângulos de 
Eular são três deslocamentos angulares com os quais 
se transportam as coordenadas de um sistema de eixos 
cartesiano para outro sistema de eixos cartesiano . 
( 02) 

Assumindo-se a origem do sistema de eixos de 
referência (sistema inercial) coincidente com a ori 
gem do sistema de eixos fixo no veículo e fazendo-se 
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uma conveniente sequência de rotações obtem-se a ma 
triz de transforma~ão Av R• onde o índice (V,R) signi 

ZP = fCw + (p . y - q . x)) dt 
11380:> III 

fica a transformaçao do sistema de referência para o • 
sistema do veículo. Esta matriz tem a seguinte pro J\ )I 
priedade: -

~ = (Yz + z2)o.s 
p p 

T -1 
Av·R = AR,V = ~.V 1lllc' w 

Ml9 

~ções Auxiliares. A velocidade linear V ~ 
de ser composta segund~ o sistema de eixos xyz pre 
so ao veículo em~. v e w, respectivamente. De maneT 
ra análoga, a velocida~e ~gular W pode ser decompo~ 
ta nas componentes p, q e r, em torno de x, y e z ,res 
pectivamente. As componentes das velocidades lineares 
e angulares compõem os seis graus de liberdade de ca 
da corpo. + -

As componentes p, q e r da velocidade angular 
podem ser expressas em termos dos ângulos de Euler 
cooo se segue . 

p = 4> - '!' . sena l 

g = a.cos4> + '!'.cosa.sen4> 

r = '!'.cosa.cos~ - a.sen9. 

Equações do movimento da coifa. Utilizando-se a 
equaçao geral do movimento apresentado na referência 
(2) e assumindo-se as hipótese~ ~ seguida apresenta 
das: três graus de liberdade (JJ 'v' r) ' sem empuxo' sem 
variação de massa, sem controle, pequena variação do 
número de Mach, sem empenas e sistema de referência 
coincidente com os eixos principais de inércia. Ob 
tem-se as equações do movimento da coifa. 

u = r.v- g.sena + 1 p.V2 .S.CX 
1 m 

v= -r.u- g.cosa.sen4> + 1 p.V~s.c_ + F 1 1 m =-y mo a 

n _ -z o 
r- 1 p.V .s.~.cN 

1 I zz 

Equações do movimento do veículo lançador. Uti 
lizando-se a mesma equaçao (01) e a~s~ndo-se como 
hipótese: três graus de liberdade (u,w,q), jato cen 
tralizado, sem controle, simetria nos planos Xy e Xz~ 
empenas fixas , pequena variação do número de Mach 
e sistema de referência coincidente com os eixos prin 
cipais de inércia. Obtem-se as equações do movimento 
do VL: 

.. 
1 

u = -q.w- g.sena + T + 1 p.V2 .S.CX 
m 1 m 

t 

o 

w = q.u- g.sena.cos4> + 1 p.V2 .S. c2 . 1 m 

q = -.9. . I + 1 p.V2 .s . .t.t; 
Iyy yy 1 Iyy 

' h 

Critério de segurança. Deve-se assegurar uma 
distânc1a ffilfilffia entre o veículo lançador e a meia 
coifa ejetada, pois qualquer contato entre os corpos 
pode por em risco a missão. 

Considerando: V a velocidade linear ~o c.m., R 
o vetbr posição do ponto crítico ao c.m., W a veloci 
dade angular da meia coifa e utilizando a derivada de 
um vetor arbitrário expresso em um sistema arbitrá 
rio. 

Yp = JCv + (r . x - p . z)) dt 

I'I 

t 

'· 

que para cada distância longitudinal de segurança 
(~=Xc_-Xv) está associada um raio de segurança (raio 
N) podemos estabelecer o seguinte critério de segur~ 
ça: 

N = 1 ,2 ,3, ........ , M 

Se õX 2 XN , assumir raio N 

Se ~ 2 raio N, houve choque 

1-
Se X > XN , assumir próximo valor de N 

Se XN = XM , a coifa passou ilesa. 

RESULTAOOS 

Tabela 1. Variação do c.m. da Coifa em Relação 
ao c.m. do Veículo para os Forças F 
e Momentos M dados 

F - 600 
M = O 

F - 1200 F = 1800 F - 600 F - 600 
M = O M = O M = 60 M = 1200 

to so.oo s 

6X 2.058m 

õY 0.103m 

tl 50.20 s 

õX 1.549m 

&Y O .57 2m 

t 2 so.4o s 

õX 0.041m 

õY 0.978m 

tf 50.67 s 

õX -3.816m 

õY 1. 793m 

50.00 s 50.00 s 50.00 s 50.00 s 

2.058m 2.058m 2.058m 2.058m 

0.103m 0.103m 0.103m 0.103m 

50.20 s 50. 20 s 50.20 s 50.20 s 

1.547m 1.546m 1.549m 1.549m 

1.114m 1.656m 0.569m 0.566m 

50.40 s 50.40 s 50.40 s 50.40 s 

0.036m 0.032m 0.042m 0.040m 

2.170m 3.361m 0.97lm 0.965m 

50.67 s 50.67 s 50.67 s 50.67 s 

-3.820m -3.82Sm -3.836m -3.856m 

3.85lm 5.909m 1.807m 1.82lm 

OBS: Para õX < - 3.8m o veículo passou sem se chocar 
com a coTfa. 

Tabela 2. Influência da atmosfera no tempo e na 
variação da distância de separação 

.Sp.V2 .s ti (s) 

13660m 259Sl.N 

49900m lll.N 

0.0 

0.0 

õYi (m) 

0.103 

0.103 

tf (s) 

0.14 

0.42 

õYf(m) 

o. 740 

1.332 



Discussão dos Resultados. Realizou-se vários 
cálculos de trajetor1as, mantendo o momento constan 
te e a força sendo variável, e vice-versa (tabela 1)
e observou-se que a intensidade da força da mola é a 
variável predominante na dinâmica de separação. Reali 
zou-se, também, cálculos de trajetórias mantendo mes 
mas condições de entrada e variando apenas a força di 
nâmica (tabela 2) e observou-se que quanto maior a 
força dinâmica menor será o tempo para o veículo pas 
sar sem se chocar com a coifa, e observou-se tarnbéiil 
que menor será a distância de separação õY, onde 6Y 
significa a distância do c.m. do veículo ao c.m. da 
coifa segundo o eixo y. 

CONCLUSliD 

Quando a separa~ão da coifa do VL se efetuar on 
de a força dinâmica nao é desprezível, apezar do tem 
po de segurança ser menor, menor também será a dis 
tância de segurança ôY, o que exigirá, para se manter 
um certo ôY, uma maior intensidade de força da mola. 
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e 
BUSCA UNIDIMENSIONAL POR CRITÉRIOS 

DE DECIDA SUFICIENTE PARA UM ALGORITMO 
DE DIREÇÕES VIÁVEIS 

LUIZ ALFREDO VIDAL DE CARVALHO 
JOSÉ HERSKOVITS NORMAN 

PEM-COPPE/UFRJ 

Noõ algo~Ztmoõ de d~~eçÕeõ v~ãve~4 pa~a p~og~ama~ão não linea~ 
~e4t~~ta dete~m~na·õe uma d~~eção de deõc~da, em ~elaçao a uma 6unção 
p~e-dete~m~nada, ~ue contenha um 4egmento não nulo na ~eg~ão v~ãvel. 
Uma nova õolução e ge~ada cam~nhando-4e um ce~to paõ4o õob~e a ~e6e~~ 
da d~~eção. A dete~m~nação do pa4õo ~eque~ um algo~Ztmo eõpecZ6~co c~ 
mado de buõca un~d~menõ~onal. Neõte t~abalho ap~eõentamo4 um e~oceõ4o 
de bu4ca un~d~men4~onal ~e4t~~ta, uma vez que de4ejamo4 4oluçoe4 õem
p~e v~ãve~4, e ~e4ultado4 numé~~co4 õão ap~e4entadoõ. 

INTRODUÇÃO • 

Em engenharia é frequente o problema de program~ 

ção não~linear definido abaixo: 

Minimizar f(x), x 6 ~ 

sujeita a: g. (x) ~O; i= l •.. ,m 
1 

(1) 

onde f(x) e gi (x); i= l ..• ,m são funções não-lineares 

quaisquer. 

Para resolver (1) vários métodos sao propostos 

entre eles os ditos de "direções viáveis" que, parti~ 

elo de um ponto inicial viável, geram uma sequencia {~} 

também viável tal que f(xk + 1) < f(xk) e convergente 

ao ótino do problema. Em particular, o "Algorítno de 

Direções Viáveis em Duas Etapas" [1] , [2] gera pri.Jooi_ 

ranente uma direção de descida d
0 

e , em uma segtmda f~ 

se, deflete a mesma para torná-la viável. Achada a di

reção de descida viável ~· realiza-se a chamada busca, 

unidimensional que determina o passo t que se deve a

vançar sobre a direção ~· chegando-se a uma nova sol~ 

ção viável. 
Uma vez que a direção ~ é obtida através de in

formações pontuais, sua característica de descida só é 

ganmtida na vizinhança do ponto xk. A partir de cer

tos valores do passo a função objetivo não sofrerá de

créscimo sendo necessário determinar um passo de for

ma a manter, pelo menos qualitativamente, as caracte

rísticas pontuais. 

Uma idéia inicial seria minimizar a função obje

tivo sobre a direção ~ determinando, desta forma, o 

passo ideal. 
Em trabalhos recentes, diversos autores [3], [4] 

destacam que a minimização unidimensional exata conso

me muito esforço de cálculo, sem ganhos compensadores 

na função objetivo. Com o intuito de aumentar a efi

ciência global do processo iterativo, foram propostos 
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critérios de aceitação do passo que garantem apenas um 

decréscimo da função. Com a inclusão de restrições, a 

idéia de minimização da função objetivo continua sendo 

válida, porém os critérios de busca precisam ser refoE_ 

mulados de modo a admitirem as restrições. 

Desta forma, estanos interessados no problema de 

achar um passo t capaz de provocar uma diminuição a

ceitável no valor da função objetivo e mantendo a via

bilidade, ou seja: achar t tal que: h(t) < h(O) sujei_ 

to a: G. (t) < y. G. (O); i = 1. .• ,m (2) 
1 - 1 1 

onde: 

a) y.6(0,1) é um escalar que garante a viabilidade es-
1 

trita, necessária para o funcionamento do Algorítno de 

Direções Viáveis em Duas Etapas. 

b) h(t) = f(xk + t~) 

c) Gi (t) = gi (xk + t~) 

CRITERIO DE ACEITAÇÃO. 

(3) 

(4) 

Em um processo de busca unidimensional inexato é 

preciso determinar um intervalo dentro do qual qualquer 

passo é aceitável ao algorítno de otimização. A deli.m!_ 

tação deste intervalo é feita segtmdo a definição de 

"critérios de descida suficiente", uma vez que impli

cam na redução do valor da função de rrérito. Basicame~ 

te, o objeti vo é achar um passo que não seja tãO peq~ 

no a ponto de retardar a convergência e nem tão grande 

que provoque inviabilização ou aumento no valor da ~ 

ção. 
Além de precisarmos definir o critério de aceit~ 

ção, também faz-se necessário estabelecer um procedi

mento iterativo para a determinação de pontos que sa

tisfaçam o critério. Estes itens não são independentes 

mas sao apresentados separadamente por motivos didáti

cos. 
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CRITERIO DE FUNÇÃO. 

CoJID limitante superior do passo e, ao mesmo tem

po, garantindo uma diminuição da função objetivo defi
nimos o critério: 

h(t) ~ h(O) + mh' (O) 
m6 (0,1) 

H lf. ~~~ > 
.,;(J 

)j 

Desta forma, o passo admissível deve produzir Ullla 

redução no valor da função maior do que m vezes a red~ 
ção obtida caso h(t) fosse linear. Ao processo de veri 
ficação da satisfação deste critério chamaremos 'Tes 
te de função". 

CRITbRIO DE DERIVADA. 

De modo a evitar Ulll passo muito pequeno definimos 
Ulll critério para seu limite inferior da fGrma: 

-c 
h' (t) ::: m'h' (O) 

m'6 (m,l) 
(6) 

· Podemos dizer que o menor passo admissível é aqu~ 
le que provoca, no mínimo, Ulll aUIIlento de (l,m') vezes 

na derivada direcional . Ao processo que verifica a sa
tisfação deste critério chamamos de 'Teste de deriva
da". 

A união dos dois critérios já definidos chama-se 
critério de MJLFE [s] sendo suficiente para deter
minação do passo em problemas irrestritos. 

CRITERIO DE RESTRIÇOES. 
":fT 

Uma vez que o algoritmo de direções viáveis im

poe a manutenção da viabilidade estrita torna-se im

prescindível a definição de Ulll critério para a satisfa 
ção desta exigência. 

Desta forma Ulll passo só poderá ser aceito se : 

"[ PI&u jJ G.(t) ~"Y - G. (O) •; l. .. ,m 
1 - 1 1 

(7) 

onde : Gi (t) =, gi (xk + t~) i <) o:c n:'l.tn 
·t ' r t 

j 

Denominamos "Teste de restrições" ao processo de 
verificação da obediência a este critério. 

do r 
CRITERlO DE BANDA. 

A introdução de restrições no processo de busce 
linear torna o critério de WOLFE insuficiente pois o 
passo aceitável poderá estar além de uma restrição, 
tornando sua adoção impraticável. Neste caso o passo 

deverá ser o maior permitido pela restrição limitante 
e para sua determinação mais flexíve-l adotamos Ullla ban 

da à esquerda desta restrição, da forma: 

o~de. : . 

3 
i 

G. (t) 6 ~-G . 1 
• G. ] 

1 L 1 miD, 1max 

~ 

G .. 
1 mm 8 Gi max 

G. - . 
1 max · - Y i Gi (O) 

yt\< •1. 

8 > 1 

Consideramos, como admissível todo o passo 

:.>III 

( 8) 

que 
está dentro da banda determinada pela restrição limi
tante. 

Analogamente, chamamos , de 'TESTE DE BANDA" ao pr~ 

cesso de verificação deste critério. 

~RMULA ITERATIVA CDNVERGENTE. 

Para efeito de exposição definiremos regiões no 
plano h(t) x t que serão utilizadas posteriolTil:)nte: 

- REGIÃO I: Parte do plano h(t) x t que não satisfaz 
ao teste de derivada, limitada inferior
mente pelo passo nulo. 

- REGIÃO II: Parte do plano h(t) x t que obedece aos 
testes de função e derivada simultanea-

mente. 

- REGIÃO III: Parte do plano h(t) x t que não satisfaz ao 

teste de função. 

Os critérios e as regiões definidas são vistas na 
figura I abaixo: 

m c r 

} ~ RI e.n Rm R li 

-) 
Figura 1. 

(f 

Definir-se Ulll critério de aceitação, como foi fe~_ 

to anteriolTil:)nte, implica em se estabelecer Ulll proce~ 
mento para achar Ulll passo que o verifique. Chamamos 
este procedimento de "FÓrmula iterativa convergente". 

Nossa proposta é utilizar informações das itera

ções anteriores para, através de interpolações, prever 



o ~ortaJI'ellto do processo na iteração atual. O proc~ 

dirento pode ser resumido em: 

a) Através de interpolações aproximadas, baseadas em 

informações da iteração anterior, determina-se 

passo inicial do processo de busca linear t . o 

o 

b) As interpolações serão feitas tornando por base pon

tos nas regiões I e III. Uma vez qüe :stas reg1oes 

são vizinhas, à esquerda e à direi ta, da região II 

estaremos cercando esta Última, qUe gera!mente con

tém o passo aceitável. Se chamamos de TL o ponto b~ 

se para interpolação que está contido na região I e 

1H o ponto ba:e contido na região III, será necess~ 

rio um processo de atualização de forma a aproximar, 

cada vez mais estes pontos da região II. Com este 

objetivo, a cada vez que se obtém um ponto na regi

ão I mais próximo da região II que TL, este é atua

lizado. Da mesma forma, a obtenção de um ponto na 

região III mais próximo da região II que TH obriga 

a uma atualização deste Último. Sendo assim TL pe~ 

tence à região I contendo à região II pela esquer

da, enquanto TH tende à mesma pela região III à di-

rei ta. 

DESENVOLV.IMENI'O LOGICXJ DA BUSCA UNIDIMENSIONAL. 

Definido um critério de descida suficiente urna 

fórmula iterativa convergente a pontos que o satisfa

çam, jâ dispomos das ferramentas necessárias para o 

estabelecimento lÓgico do processo de busca linear. Pa 

ra facilitar a exposição, consideramos o termo "extra

polação" corno qualquer processo que tenda a aturentar o 

passo e "interpolação" ao processo que tenda a dimi

nuí-lo. 

Resumidamente o procedirrento de busca linear é: 
a) Se os testes de restrições, função, derivada ou b~ 

da são satisfeitos, a busca linear está terminada. 

b) Se não há satisfação apenas do teste de função, b~ 

ta interpolar o passo com base na função objetivo 

do problema. 

c) Se não se satisfazem os testes de função e restri

ção é preciso interpolar o passo tomando como base 

a função e as restrições, assumindo o rrenor passo 

obtido. Neste caso a restrição limitante do passo 

se encontra na região III. 
d) Interpolamos o passo com base apenas nas restrições 

quando estas são violadas e o teste de função é sa

tisfeito. A restrição limitante se encontra na re

gião II. 

e) Finalmente, extrapola-se o passo quando o teste de 

derivada ou banda não e obedecido. 

Neste procedirnento as inter/extrapolações são fei 

tas utilizando-se parábolas com base em dois pontos 

(TL e TH) , urna vez que FLETCHER [ 6 J mostrou não haver 

ganho apreciável de eficiência em se usar polinómios 
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de maior grau. Desta forma, para realizar a inter/ 

extrapolação é preciso conhecer urna derivada em TL 

ou TH. Em otimização estrutural o cálculo de deriva 

das requer a resolução de sistemas lineares, geral

rente de grande porte, o que representa um esforço 

conq:JUtacional importante que deve ser evitado. Se 

realizarmos as inter/extrapolações com base em três 

pontos estaremos não só aumentando a velocidade de 

convergência mas também a economia. Definimos en

tão o ponto base auxiliar TA que pode pertencer a 

qualquer urna das três regiões. Notamos que na pri

rreira iteração da busca linear dispomos da deriva

da no passo t = O (xk) pois o algoritmo de direções 

viáveis já a avaliou. Desta forma podemos, na pri

rreira iteração, utilizar derivadas e, apartir daÍ, 

somente valores da função. A figura II abaixo nos 

mostra o fluxo de lÓgica do processo descrito. 

Figura 2. 

PROCED.IMENI'O PARA CÃLOJLO 00 PASffi INICIAL. 

Corno no ponto de partida (t = O) só dispomos de 

duas inforrnaçõe,;, não podemos interpolar uma parabóla. 

Assumimos, então, um dado adicional da iteração ante

rior tomando a interpolação aproximada. Supondo que 

a concavidade da função objetivo e restrições não va 

rie da iteração anterior para a atual, podemos armaze

nar o valor ak _ 1 e fazer: 

y(t) = ~ _ 1 t
2 

+ bt + c (9) 
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como em t =O, y(O) = h(O) ey'(O) = h'(O) 

temos: b = h' (O) e c = h(O) 

então: y(t) = ~- 1 ·t2 
+ h'(O)t + h(O) (10) 

Interpolando as restrições e função objetivo por 

esta parábola aproximada tomamos o menor passo calcula 
do como t . o 

•L 
RESULTAOOS Nl.JMERICOS. 

Testes numéricos foram realizados em funcionamen 

to com o Algoritmo de Direções Viáveis em fuas Etapas 

utilizando-se problemas previamente executados 
SQUTTOWSKI [ 7] : 
Problema 22: 2 variáveis - 2 restrições 

Problema 35: 3 variáveis - 4 restrições 
Problema 43: 4 variáveis - 3 restrições 

por 

Ao número de análises do problema realizadas por 

iteração do algoritmo de direções viáveis chamaremos 
de· "q", e representa lUTia rredida da e;ficiência do proc~ 
dirrento de busca linear: 

·" ITERAÇOES ANÁLISEE q 
PROBLEMA 

22 6 8 1.331 
I 

35 7 8 1.14. 
' 

43 10 18 1.8 

44 10 20 2 
) 

CCNCLUSJES. ~ 
O procedimento é original lUTia vez que realiza a 

busca-linear considerando restrições e baseando-se na 

função objetivo do problema. Os métodos usados e conh~ 
cidos até hoje se utilizam do processo oposto, ou s~ 
ja, uma busca-linear sem restrição considerando uma 

função auxiliar qualquer. Desta forma não há lDTI meio 

eficiente de comparação deste processo com outro já 

conhecido. Uma vez que em otimização estrutural o n~ 

ro de análises da estrutura é muito relevante, esta 
ql.lalltidade foi tomada cano medida de eficiência. 

O procedirrento de busca-linear, assim como a av~ 

liação do passo inicial, · se comportaram de forma efi
ciente nos problemas considerados, do ponto de vista 

do número de análises do problema. A realização de 2 

análises por iteração (Problema 44) representa lDTI gr~ 

de ganho de economia em relação aos procedirrentos usual_ 

mente utilizados. A busca unidimensional é confiável, 

não tendo apresentado problemas de divergência ou ger~ 
ção de configurações inviáveis. 

REFERENCIAS. 

1 HERSKOVITS, J.N. - "A 1Wo-stage Feasible Di-
rections AlgoTithm for Nonlinearly Constrained 
Optimization", Rapp. de Rech., n9 103, INRIA, BP 
105, 78153, Le Chesnay, France. 

2 HERSKOVITS, J .N. - "A 1\..ro-stage Feasible Di-

rections Algorithm Including Variable M!tric Tech

niques for Nonlinear Opt~ization", Rapp de Rech. 
n9 118 INRIA. 

3 COHEN, A. I. - "Stepsize Analysis for Descent 
M!thods", JOTA. Vol. 33, n9 2, Fev. 1981. 

4 LEMAREGl.AL, C. - "A view of Line Searches", Opti

mization and Optimal Control, Edi tors Auslender, 
Aetti and J. Stoer, Lectures Notes in Control and 
Information Sciences 30, Springe Verlag. 

5 '1\GLFE, P. - "Convergence Condi tions for 
Methods", SIAM REVIEM, n9 11, 1969. 

Ascent 

6 FI.ErrnER, R. - ''Practical Methods ofoptimization", 

John Wiley and Sons, 1980. ... 
7 SQUTTOWSKI and J-K:lCK - 'Test Examples for 

Nonlinear Programming Codes", Lectures Notes in 

Economics and Mathematical Systems, Springer 

Verlag, 1981. 

SUMMARY. 

ln feasible directions algorithms for 

non-linear optimization, first a feasible 
scent direction is determined and then a 
is calculated to move in , this direction. 
step length determination is made by means 

de
step 

The 

of 

a so called "line search" algorithm. This work 

presents a constrained line search ~rocess and 

some numerical results are derived using 
"Two-steps Feasible Directions Algorithm 
Nonlinear Optimization". 

I 
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INTERPOLAÇÃO COMO UM PROBLEMA DE 
CONTROLE ÓTIMO 
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SUMAAIO 

E.t..:te. .:tJr.a.biLiho ap!tue.n-ta. um p!toc.e.cíúne.n.:to de. .<.n.:te.JtpoR.a.cã.o pa!ta um c.onju.n.:to de. pon 
.:to.t. 110 pR.a.no x.-y, .:C!ta.:tado c.omo um pMb.te.ma de. c.on.:C!to.te. Õtimo. A .<.dê.i.a bá.6.<.c.a c.o~.<.-6-te 
e.m c.onúde.~ta~t o.t._pon.:Co.t. c.omo c.ond.<.cõu de. c.on.:toltno da .:tltaje..:CÕ!t.<.a plana de. um vuc.u..to, 
c.u.ja ac.e..te.~tacã.o e. c.on.:tlto.tada na.t. du.a.t. d.<.!te.cõu. A Mfucã.o, .:tan.:to pa!ta c.u.Jtva.t. abe.!t.:Ca.6 
c.omo pa!ta áe.c.hada.t., c.ondu.z ba.t..<.c.ame.n.:te. ao c.onhe.c..<.do p!tob.te.ma de. .<.n.:te.Jtpotácã.o po!t 
".t.pline." c.u.b.<.c.a no.t. e..<.x.o.t. x e. Lf, pa!tame..:C!t.<.zado.t. 110 .:te.mpo. A c.on.t!t.<.bu..<.cã.o du.:te. .:tlta.ba 
lho e.m Jte..tacã.o ao tipo .:tJr.a.d.<.uol'tiLi de. .<.n.:te.JtpoR.a.cã.o po!t ".t.pline." é. o 601tne.c..<.me.n.:to ãe 
um c.Jt.<..:têlt.<.o Õtimo de. uc.o.tha do.t. il1.6.:tan.:tu a.t..t.oc..<.ado.t. ao.t. pon.:to.t. dado.t.. 

INTRODUÇÃO 

Este trabalho trata do problema de interpolação,no 
plano, de tun conjunto de pontos ordenados P = { Cxi ,Yi) , 
i=1, ... , n}. Uma abordagem usual para este problema ba 
seia-se numa idéia bastante simples: a de introduzir UJilã 
variável independente, t, e associar aos EOntos valores 
ti monotonicamente crescentes desta variavel. Com este 
artifício as coordenadas x e y passam a ser considera 
das funções de t e o problema recai em dois problemas 
distintos de interpolação de funções, para os quais exis 
tem diversos tipos bem conhecidos de solução. As difi 
culdades com este tipo de abordagem começam quando a va 
riável t não está explicitamente relacionada com o pro 
blema original. Neste caso o conjunto P, por si só, nao 
oferece de modo algum informações suficientes para deter 
minar univocamente os valores ti, de modo que estes va 
lores são efetivamente escolhidos por criterios arbitrâ 
rios ao problema propriamente dito. Surge então uma va 
riedade de critérios e a questão sobre qual deles é o 
mais adequado a um determinado problema adquire um cará 
ter essencialmente subjetivo. Pode-se preferir um crite 
rio simplificad~ e tomar, por exemplo, ti=i, ~smo q~e 
esta escolha seJa comprovadamente vulneravel a formaçao 
de Eequenos "laços" espúreos que comprometem a interpre 
taçao da solução [De Boor, 1978]. Ou então, pode-se OE 
tar por critérios mais sofisticados como, por exemplo, 
tomar t. - ti igual à distância entre os pontos i e 
i+ 1 , ou1 éAtão, igual ao comprimento da curva interpolan 
te entre eles. Permanece entretanto o fato de que nenhum 
destes critérios pode ser considerado absoluto, no sen 
tido de que não há base teórica para afirmar a superio 
ridade de um em relação a outro. -

A solução proposta neste trabalho enquadra-se no ti 
po de abordagem mencionado no parágrafo anterior, porém 
procura introduzir o assunto de forma tal que dê ao re 
sultado um significado fÍsico inerente. Com este objeti 
vo considera-se a curva interpelante como a trajetória 
solução de um problema de controle Ótimo [Bryson, 1975], 
com índice linear quadrático (problema de mínimo consu 
mo) passando ordenadamente pelos pontos dados. Dentro 
desta perspectiva, a variável independente introduzida 
é naturalmente o tempo, e a determinação dos instantes 
ti associados a cada ponto deriva diretamente da própria 
solução do problema de controle Ótimo. 

No segundo item, o procedimento é desenvolvido a 
partir de resultados conhecidos em interpolação de fun 
ções por "spline". No item 3, os resultados são estendi 
dos para o caso de curvas fechadas, às quais são asso 
ciadas trajetórias periÓdicas. Concluindo, o item 4 
apresenta algumas figuras ilustrativas e comentários fi 
nais. 
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DESENVOLVIMENTO PARA CURVAS ABERTAS 

Antes de formular explicitamente o procedimento 
de interpolação no plano, é conveniente analisar a solu 
ç~o do problema de interpolação de função por "splineTT 
cubica, dado um conjunto de valores X= {(xi,ti), i=1, 
••• , n}. Resumidamente, este problema consiste em obter 
a função f(t) de classe C1 que minimize a integral mé 
dia quadrática de sua derivada de segunda ordem, sujei 
ta ã seguinte restrição: -

i=1, ... , n . (1) 

Utilizando multiplicadores de Lagrange, segue-se que a 
solução, denotada por fx(t), além de satisfazer à Equa 
ção 1 , deve minimizar o seguinte funcional: 

A solução é obtida diretamente do cálculo variocional, 
e é uma função "spline" CÚbica dada por [De Boor, 1978] : 

fxCt) ~i h3 + Bxi h2 +Sei h+ Xi,i=1, .. .. ,p-1 (3) 

h = t-ti, v t e Cti,ti+1). 

O~ coe~icientes Ax_, Bx e ex satisfazem às seguintes eq~ 
çoes lmeares: 

~. = (B -B )/3t:J.., i=1, ... ,n-1 
' 

(4) x . x. l l l+.l l 

c D -(B +2B )!:J../3 (5) x. x. x. x. l l l l+l l 

B B o (6) X1 X n 

Mb x = \j!x ' 
(7) 

onde: 

!:J.. = t. l 1+1 - t. 1 ' 
(8) 

D = x. x. l+l l 
- x. l ' 

(9) 

{Bx, 

I 

b : ... : Bxn_J 
(1 O) n 
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~x. = D I~- - D 1~- , 
1 xi+1 1+1 xi 1 

(11) 

M .. = (~. +~- 1) 213, i=1, ..• ,n-2, 1,1 1 1+ (12a) 

M. 1. 1 = M. . = ~- ./3, i=l, ... , n-3, (12b) 
-~. + 1+1,1 1+ 

e os demais eleiOOntos ··da matriz M são nulos. 
O objetivo deste item entretanto é obter uma solu 

ção para o problema de interpolação no plano, confonne 
mencionado no i tem anterior, tratado como um problema de 
controle Ótimo . Segundo esta proposição, a trajetória 
Ótima, denotada por x (t) e y (t) deve minimizar o se 
guinte funcional: P P 

"[x(t),y(t),P) • j'"lld~~;t)l'+ld~~;tll'} dt + 
t1 

n 
L À [x(ti)-x1-]+Ãy [y(t1-)-y1-] , 

i=1 xi i 
(13) 

além de satisfazer às seguintes restrições: 

x(ti) = xi , (14) 

y(ti) = Yi ' (1 5) 

Comparando a estrutura dos Funcionais 2 e 13 e notando 
que, no primeiro, os instantes t. são considerados parâ 
metros fixos, e no segundo, livrés (exceto t 1=0 e t =T 
fixo e arbitrário), conclui .se que a variação em J enda 
da por: 

n-1 
êJ[x(t),y(t),PJ = êJ[x(t),XJ + êJ[y(t),YJ + .L Jt _ê ti, 

1=2 1 

(16) 

onde o termo devido ã variação em ti é dado por: 

Jt =À X-+À y.=6[CAx -Ax )C +(A -A )C ]. (17) 
i xi 1 Yi 1 i-1 i xi Yi_1 Yi Yi 

Isto implica que: 

Xp(t) 

Yp(t) 

fxCt) 

fy(t) 

(18) 

(19) 

e_ainda, os instantes ti são taisqueJt:i• dado pela Equ~ 
çao 17, se anule para cada i=2 a n-1. 

DESENVOLVIMENID PARA CURVAS FEQWJAS 

O procedimento desenvolvido no item anterior pode 
ser estendido ao caso de interpolação de curvas fecha 
das. Para tanto, basta impor que a solução seja uma tra 
jetória periÓdica. Isto equivale a adicionar ao proble 
ma descrito no item anterior as seguines restrições -

x(tn+1) = x(t1) , (20) 

x(tn ) = x(t1) • +1 (21) 

y(tn+1) = y(t!) ' (22) 

y(tn+1) = yCt1) , (23) 

Ou seja, a trajetôria não termina no ponto n como ocor 
ria no caso de curvas abertas, mas prossegue até o pon 
to 1 fechando a curv.a no instante t . -r n+1 

Estas restrições podem ser introduzidas no Funcio 
nal 13 com o uso de nrul tiplicadores de Lagrange . Alem 
disto, tnJPassa a ser considerado livre e tn+ 1 =T fixo 
e arbitraria. Aplicando então o cálculo variocional 
obtém-se um resultado semelhante ao obtido ~ara curvas 
abertas, porém apresentando uma estrutura c1clica. Ex 
plicitamente, obtêm-se: 

Ax = (B - B )13~ , 
n x1 ~ n 

~ ..... (24) 

I J}J 1HO} 
J 

C = D - (B + 2B ) ~ 13 , 
~ ~ x1 ~ n 

(25) 

D = X1 - X 
~ n' 

(26) 

~ = t - t (27) n n+l n 
.. 
e para i~n permanecem válidas as Equações 4, 5, 8 e 9. 
Completando a solução para curvas fechadas tem-se: 

M 'Dx = ~x ' (28) 

onde: 

D = {B : b I ; B } I 

x x1 x xn ' 
(29) 

~X {Dx/~1 D I~ ; ~I ; D I~ -D 1 I~ 1 }I ' 
xn n x n n n- n- (30) 

M= 

I 

1 
3 

íc~1+~)2 1~1o ... o I~ n n - -- ---r -- -, --- -
~1 o 
. · I , I . 

I· 3H ~ I (31) 

o h I . I ~n-1 
---- ~ --- ~ - ---

~ o ... o~ 2 c~ +~ ) 
n 1 n-1 I · n-1 n 

e b , ~x eM são dados pelas Equações 10, 11 e 12. O 
instante t deve satisfazer à condição de que Jt·• da 
do pela Eqilação 17, se anule para i=n. 1 

COMENTÁRIOS E CONCLUSOES 

Os procedimentos de interpolação propostos nos 
itens 2 e 3 foram implementados, e as Figuras 1 e 2 
ilustram os resultados obtidos. O desenvolvimento dos 
procedimentos beneficiou-se de resultados já existent~s 
sobre interpolação de funções "spline" e acrescentou 
a estes resultados a determinação de intantes Ótimos 
para a parametrização dos pontos dados. A aplicação dos 
procedimentos foi em parte facilitada pela disponibili 
dade de rotinas de interpolação por "spline" em biblio 
tecas de "software". Por outro lado, a determinação dos 
instantes ti requer a solução de um sistema de equações 
não linerares resultante da imposição de que Jti• dado 
pela Equação 17, seja nulo. Tal sistema pode ser resol 
vido por métodos numéricos iterativos, tais como o de 
Newton-Raphson. Embora isto implique maior custo compu 
tacional, o processo de escolha dos instantes torna-se 
racional e sistemático. Os exemplos apresentados nas 
Figuras 1 e 2 mostram a qualidade dos resultados obti 
dos e indicam que os procedimentos propostos , baseados 
na teoria de controle ótimo, são opções viáveis para a 
interpolação de curvas no plano. 

'll 
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Figura 1. Exemplo de interpolação: curva aberta. 
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Figura 2. Exemplo de interpolação: rurva fechada, 
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MODELAMENTO MATEMÁTICO 

Com referência à Figura (1),o modêlo em conside 
raçao é um longo tubo posicionado verticalmente, co; 
área de seção transversal S, rigidez efetiva de flexão 
EI e massa por unidade de comprimento m constantes . O 
tubo é submetido a um escoamento externo perpendicu
lar a sua direção axial,com velocidade média do fluxo 
não perturbado igual a U e outro escoamento interno 
com velocidade média V,sendo nas extremidades suporta 
do por apoios elásticos . -

X 

u .. 

, lm•M•m )' ) L 
Fd(t) U . a$ v ~~~FL (t) 

- ·--- .~ (m+l1+m r· c ~ T ,· ,___, a w 

~ v . V F (t) 

.. z • 1!1 d 
cvv ~ iFL (t) 

~ y 

a)Forças de Arraste 
e Sustentação 

b)Seção Transver
sal 

Fig.1- Discretização da Estrutura 

Considerando-se o efeito do escoamento externo 
como um conjunto de forças atuantes na estrutura ex
ternamente,a previsão do comportamento oscilatório do 
tubo pode ser obtida utilizando-se o Princípio de Ha
milton,como desenvolvido e apresentado por Benjamin 
[3] 

It2 ft2 
ô L dt - MV{ ~olx=i+v:lx=i}xô~0 lx=i dt=O (5) 

t1 t1 

onde L é a energia lagrangeana ,M é a massa de fluido 
interno por unidade de comprimento do tubo,R é o ve-

-o 
tor posição de um ponto genérico pertencente à linha 
de centro do tubo,t é um vetor unitário e tangente a 
R e o símbolo x indica produto interno. 
-0 

A energia lagrangeana é [4] 

L= Tfi+Tt-( U*-Wext ) (6) 

onde Tfi é a energia cinética do escoamento interno 

T é a energia cinética do tubo, U* é a energia de de 
t -

formação do tubo e Wext é o trabalho efetuado pelas 
forças externas. Essas quantidades são dadas por [4]: 

T ~ 1/2 Ji p S( ~ 2 +~2 )dx +TOS 
t o t 

(7) 

onde Pt é a massa específica do tubo, v e w sao os 

deslocamentos do tubo nas direções y e z, o símbolo • 
sobre as variáveis indica derivação com relação ao 
tempo e TOS refere-se aos termos de ordem superior ne 
gligenciados . 

Tfi ~ M/2 J
i d IX { 2V -d 1 I 2 ( v, 2 +w, 2 ) dx + 
O t O X X 

~2+ 

+ ~2 + v2 + 2~, V + 2~v, V} dx + TOS (8) 
X X 

onde o símbolo ' x indica a/ax. 

U*~ EI/2 J
1

( v, 2+w, 2 ) dx +TOS 
O XX XX 

(9) 

onde o símbolo , indica a2 / ax 2
• 

XX 

) 
Wext = J

1
(m+M)gJx1/2 (v, 2+w, 2 ) dxdx-

0 0 X X 

- {T-pA'(1-2ve)}J\/2( v," 2+w, 2 ) dx (10) 
O X X 

onde g é a aceleração da gravidade,T é a tensão aplica 
da no extremo da tubulação,p é a pressão na extremida= 
de do tubo, A' é a área de escoamento do fluido inter
no, v é o coeficiente de Poisson e 9 é 1 para tubula
çÕes com extremidades com restrições totais de desloca 
mente e O para tubulações livres . 

Com aux1lio das equaçÕes (7),(8),(9),(10) e (6) 
é possível obter as equações que definem o comporta
mento oscilatório da tubulação,ou seja [4] : 

(m+m +M)~ + c ~ + Eiv, + M{2~, V+V(i-x)v, }+ 
a V XXXX X XX 

+ MV2v, - tm+M)g{( i -x)v, }, - FL(t) + 
XX X X 

+ {pA'(1-2v9 ) - T}v'xx o ( 11) 

sujeita às seguintes condições de contõrno 

Eiv'xx= O ou ôv)~ =O (12.1) 

Eiv, + {[-MV+(m+M)g( 1-x)+[T-pA'(1-2v9)]]v, + 
XXX X 

+ MVv + MV2v,x = O ou dvl~ = O (12.2) 

As equações diferenciais e condiçÕes de contõrno 
na direção z sao completamente análogas às anteriores, 
alterando apenas a componente da força de excitação,ou 
seja,assume o valÕr Fd(t). 

Solução Numérica. Para adimensionalizar a equa
çao (11),utiliza-se o seguinte conjunto de variáveis: 

e 

f, =x/ 1 

V*=(M/EI) 112n 

y=(M+ma+m)1 3 g/EI 

n=v/1 

e=M/(M+m+m ) 
a 

f=Tt 2 /EI 

ll=pA'i/EI t*=(EI/(M+m+m )) 1/ 2t/12 
a 

1/2 x= c 12/(EI(M+m+m) ) 
v a ( 13) 

Substituindo o conjunto de variáveis 
acima na equação (11) obtem-se: 

definidas 

a~n 1 /2'iJV* a2 n ãf' + {V*2-f+l1(1-2v9)+{-y+e aT*}(1-f,)}~ + 

1/2 2 2 3 ) +2 e V*~+ yan + X~+ a n = 1 F1 (t /EI 
ar, at* n- at* ~ 

. . (14) 
A solução analítica da equação (14) é bastante 

difícil de ser obtida,se existir.Assim sendo, a solu
ção n é aproximada pela série n' , tal que: 

r 
n=n'= E a $ ( f, )~ (t*) 

n= 1 n n n 
(15) 

onde a é o vetor das constantes, que podem, inclusive , 
n 

assumir valÕres complexos, $ (f,) é um conjunto de funn 
ções linearmente independentes satisfazendo pelo me-



nos as condições de contorno geométricas do problema 
e ~ (<*) são funçoes que descrevem o comportamento 

n 
do movimento oscilatório no tempo. 

Como a série n ê truncada em processos computa
cionais , a parte homogenea da equação (14),aqui repr~ 
sentada por f(n),não será exatamente zero,i.é, 

E(n ' )= e: ( 16) 

onde e: e um erro admissivel. 
A questao toda consiste em determinar a ser1e 

n' apropriada , tal que o êrro e: seja minimo.Para is
so,escolhe-se uma série n' que satisfaça as condi
çÕes de ortogonalidade dentro do domínio analisado , 
ou seja: 

J
1
E(n ' )xq, (~)=0 

O n 
( 17) 

O resultado da equaçao (17) é a obtenção do con 
junto de constantes a apropriado para a aproxima= 

n 
cão n' e as freqUências naturais de vibração da es
trutura. 

Resultados. Seja , por exemplo,uma tubulação sim
plesmente apoiada nos dois extremos.A aproximação sa 
tisfatória de n é 

r iw<* 
n'= Real( E a e sen(nn~)) 

nz1 n 
(18) 

pois n ' (O)=n ' (1)=0. 
Substituindo a equaçao (18) na equaçao (17) ob

tem-se : 

Real 
r 
E 

n=1 
(19) 

onde 
lem: 

A é uma matriz de ordem r ,cujos ele~entos va-

e 

= 

a ={(nn) 4-[V*2-f+IT(1-2v9)-y/2)(nn) 2 + 
nn 

+ xiw - w2}/2 

a ={ 2a 112v*nmwi/(m2+n2)} + 
nm 

+ {2amn(n2+m2)/[(n-m) 2 (n+m)2))} 

(20. 1) 

(20. 2) 

se n em forem de paridade distinta.Caso contrário 
a e zero. nm 

A solução não trivial da equação (19) req4er 
que 

Det A =0 (21) 

As raizes da equação (21) corresponderão às fre 
qUências naturais adimensionais do sistema e a deter 
minação do vetor a ê feita com utilização da equa-
ção (19). n 

Algumas freqUencias adimensionais calculadas es 
tão mostradas na Figura (2) e (3).As partes Real (w) 
e Imag (w) estão plotadas no diagrama de Argand,ten 
do V* como parâmetro variável. -

Na Figura ( 2) nota-se que,com o aumento da velo 
c i dade,a fr eqUencia correspondente ao primeiro modo 
d i minui e se anula em V*:n ,que é a primeira velocida 
de critica de flambagem. Similarmente, os segundo e 
t e~c e iro modos se anulam em V*=2n e 3n,respectivamen 
te. Entretanto,para uma velocidade ligeiramente su= 
perior a 2n ,a posição do primeiro e segundo modos 
pe rmanece no eixo Imag (w) e, quando deixam o eixo, 
f azem em pontos simétricos que indicam o iníc io do 
acoplamento do 19 e 29 modo de ·vibração. 
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Fig.2 - FreqUências Adimensionais Complexas 

Na Figura (3) é verificado o comportamento análo 
go do sistema, obedenco ao mesmo mecanismo de flamba= 
geme acoplamento dos modos. 

CONCLUSOES 

t importante notar as diferenças de comportamen
to entre sistemas com baixas e aLtas razões de massa , 
a.Para pequenos valõres de a o sistema flamba no 19,29 
39 e 49 modo, para que,depois,se verifiquem os acopla
mentos.Para sistemas com razões de massa altas,a estru 
tura só flamba no 19 modo,verificando-se o acoplamento 
dos modos antes que a flambagem ocorra nos modos sub
sequentes. 

Outra característica importante a ressaltar ê o 
efeito estabilizante das forças de origem giroscópicas 
( a~o ).Aqui este efeito é demonstrado claramente, 
pois,após ultrapassar a velocidade critica de flamba
gem,a força de Coriolis tende a estabilizar,ou es
tabiliza o sistema antes do início dos acoplamentos 
dos modos de vibraçã~ . Evidentemente,tal efeito é mais 
pronunciado para valÕres altos de a. 

Na prática,é interessante obter-se a primeira ve 
locidade crítica de flambagem para efeito de projeto 
de tubulação.Algumas dessas velocidades estão relacio 
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lhor visualização dos resultados. 

Fig. 3- FreqUencias Adimensionais Complexas 

nadas no quadro abaixo,para a situação de tubulações 
simplesmente apoiadas nos dois extremos. 

CONDIÇÃO CR!TICA DE 
ESTABILIDADE 

y V*2 

-10 
l<f 

2 ,1 
-5 2 ,7 
o 1T 

5 3,5 
10 I 3,8 . 

~ J ~ • I J 

15 , ... 5,6 

Os resultados mostrados nas Figuras (2) e (3) a
presentam excelente acuidade quando comparados com 
os obtidos em [10],nào apresentando qualquer diferença 
nos resultados.Além disso,a gama de velocidades utili
zadas na obtenção das freqUências críticas adimensio
nais é bastante extensa,permitindo a análise do compor 
tamen~o do sistema desde as mais baixas até altas velo 
cidades,o que não é apresentado em [10]. -

Veloso e Loula [11] utilizam a teoria clássica 
de vigas para obtenção da equação que descreve ' o com
portamento oscilatório de tubulações sujeitas a vibra 
ções induzidas,ou seja 

(m+m )a 2v 
a W 

+ c av + Eiv, 
vãt xxxx 

F
1 

( t) (22 ) 

que não leva em consideração o efeito da força de Cori 
olis.Dessa maneira, a ação das forças giroscópicas e 
totalmente desprezada e o efeito de estabilização e ou 
desestabilização do sistema é efetivamente negligencia 
do.Ainda, não é levado em consideração o carregamento 
da tubulação devido às forças de tração(compressão) ex 
terna e da pressão interna .Tais inconvenientes são ple 
namente contornados com utilização da equação(11) e, a 
análise da influenc ia de cada um desses parâmetros no 
comportamento dinãmico da tubulação é facilmente execu 
tada com a metodologia desenvolvida para resolução do 
problema. 
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SUMMARY 

The analised system in the , present paper is a 
long flexible and thin pipe,loaded by crossed externa! 
and internal flow,with elastic constrains in both ends . 
The problem is here treated by energetic aproach and 
assumed only small transversal structural displacements. 
An especial enphasis is given for the giroscopic for
ces generated by the internal flow,which are responsa 
ble for the complexibility of the pipe dinamic beha~ 
vior,sometim s stabilizing and othertimes destabili
zing the system. 
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Pressure tubes for CIRENE nucZear reactor can be subjected to fretting corro
sion of t he i nner wa ZZs. The resuZting marks exhibit different geometries, whose in
fZuence on the struct uraZ behaviour of the t ubes has been evaZuated by means of a 
reaZ t ime hoZographic technique . 
The paper shows the resuZts of t his investigation . Position and shape of i nternaZ de
fect s have been directZy visuaZi zed by observing hoZographic fringe di stor sions on 
the outside surface of the tubes . Furthermore , through the fringe patterns , circumfe
rent iaZ s t r ess vaZues have a Zso been obtained. 

I NTRODUCTI ON 

The present paper deals with a problem which mi
~ht arise in a nuclear plant now under construction in 
Italy, the 40 MW electrical power station known as CIRE 
NE. -

The station is equipped with a heavy water nucle
ar reactor in which the vertical zircaloy pressure tu
bes contain a string of fuel bundles (fig. 1) cooled by 
boiling light water. 

As a result of the mechanical vibration induced 
by the steam-water flow and the small clearance be
tween bundles and pressure tubes, there are several 
loose contact points between these two components where 
fretting corrosion may occur. Significant wear of the 
fuel bundles pads and of the pressure tube may thus oc
cur and some marks be produced. 

The influence of such defects on the mechanical 
behaviour of the pressure tubes has been evaluated us
ing hologram interferometry considered more suited and 
sensitive than other non-destructive evaluation (NDE) 
techniques. 

Endurance tests (up to 5000 hours) of full scale 
prototypes have been performed in adiabatic loops at no 
minal reactor pressure and temperatures, whereas the -
quality of steam-water flow was the maximum quality ex
pected in the reactor; from these tests the dimensions 
of the fretting marks in the out-of-pile situation have 
been measured. 

Moreover, during the entire life-span of the 
plant, exhausted fuel bundles will be periodically re
placed by new ones which could assume a slightly diffe
rent position, both axially and radially; new pads may 
thus face non-fretted areas of the pressure tube, caus
ing additional defects adjacent to the ones previously 
produced. For this reason, extended fretting marks 
have also been taken into consideration. 

Specimens of the pressure tube have been subject
ed to electroerosion and mechanical tooling; the dimen
sions of the defects thus produced were established by 
introducing a high degree of conservatism in the re
sults obtained during the endurance tests. 

The local influence of said defects on the tube 
deformation has been evaluated by observing real time 
holographic fringe patterns of radial displacements at 
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1. ENO PLATE 
2. SHEATH 
3. ENO PLUG 
4. INSERT 

Figure 1. CIRENE fuel bundle. 

various pressure levels. 

5. GRAPHITE DISC 
FUEL PELLET 
ROD SPACER 

SPECIMEN CHARACTERISTICS AND TEST PROCEDURES 

Specimens. All specimens are made ofa zircaloy-2 
tube (external diameter 112.4 mm; thickness 3.15 mm). 
All defects are located internally, in the central zone 
of the specimens. The types of specimens are a,s fol-
1 ows. 

Specimen A: length 484 mm; 1 defect axially ori
ented (length 29.5 mm; width 2.5 mm; dept 0.53~0 . 66 mm) 
This defect represents the mark produced by a single 
bundle pad. 
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Specimen B: length 405 mm; 2 defects axially ori
ented, spaced by 30 ° along the circumference; each de
fect has the following dimensions: length 36 mm; width 
2.5 mm; depth 1.1 mm. 

Specimen C: length 405 mm; 1 defect, lenticular 
shaped in the transversal cross section; extended sym
metrically ata 30° angle, with depth varying from O(at 
the rims) to 1 mm (at the centre); axial length 40 mm. 

Specimen D: length 376 mm; 1 defect covering all 
the circumference, with nominal depth 0.52 mm; axial 
length 40 mm. 

The specimens are plugged at both ends with ~ir
caloy-2 plates welded by electron beam to the tubes; a 
threaded sleeve is provided in one of the end plates 
for connecting the pressurizing system. 

Test procedures. The specimens have been fixed 
vertically to a holographic table with a clamping col
lar and connected for pressurization to an oleodynamic 
system capable of developing up to 120 kg/cm2. 

An argon vapor laser (rated power of 300 mW) pro
vided the monocromatic source whose wavelength was 
490 nm . 

Special attention was paid to the device support
ing the holographic film,because of the extremely pre
cise repositioning required by the real time technique 
used in these tests. 

The work was carried out by obtaining holograms 
of the defective area of the specimen in the neutral 
state (atmospheric pressure) and then observing in real 
time the fringes generated by increasing the internal 
tube pressure stepwise up to 10 kg/cm2. 

RESULTS OF HOLOGRAPHIC TESTS 

A first part of the experimental analysis is con 
sistent with the detection and interpretation of the -
singularities of fringe patterns, which give evidence 
of structural discontinuities located inside the spec! 
mens being examined. 

Using usual HNDT procedures DJ , mark's posit i ons 
and geometrical characteristics were identified by di
rect observation of fringe pictures. Their influence on 
the elastic deformation of the specimen surface was qua 
litatively evaluated, and the extension of the influenÕ 
ed zone determined. -

ln the case of circumferential defects, borders 
appear as the result of flexes in the fringe patterns. 
Since they were not always clear, a significant impro
vement was achieved by means of an original application 
of displacement pattern differentiation. 

Here are the results of direct evaluations of ho
lo-interferometric fringe patterns for each kind of 
structural defect . under examination. 

a) Specimen A, with one linear mark (which has a 
depth of about 1/6th of the wall thickness), was examin 
ed mainly as a referent for successive analyses, since
a significant influence of said defect on the radial 
expansion of the tube was not expected. 

I~ addition to some preliminary tests, necessary 
in order to identify the mark's positions, two other 
series of tests were performed: one with the mark near 
to the plane containing the sensitivity vector (i.e.the 
plane defined by the specimen axis and the bisecant 
of the angle between the illuminating and observing di
rections); the other with the sarne mark shifted 45 ° 
with respect to the former. 

a) b) 

Figure 2. Holograph i c fringe patterns of radial displa
cements(p=4 kg/cm2) of tube specimens having 
on the inner walls: a) two linear marks; b) 
one lenticular-shaped mark. 

As was foreseeable, the fringe patterns were not 
appreciably alterated as the result of this kind of de
fect. Nevertheless, its presence was noticeable because 
of a distortion of the central fringe, and it was also 
possible to ascertain that the disturbance was negligi · 
ble beyond the third fringe, starting from the central 
one. Quantitatively it was determined that said distur 
b~nce was extinguished within 20 mm of each mark's ex
tremities in the axial direction, while it was not ap
prec iable along the circumference. 

b) Fig.2a shows an example of fringe pattern re
lative to the B specimen, with twolinear marks. Their 
influence on the mechanical behaviour of the tube is 
obviously much more significant than that in the prece
ding situation. 

Positions and geometries of the marks are evi
dent; the extension of the influenced zone was evaluat
ed within 30 mm of each extremity of. the marks in the 
axial direction, and within about 15 mm of each mark 
along the circumference. 

c) A fringe pattern of specimen C, with a lent i 
cular section mark,is shown in figure 2b. ln this case 
too, the mark's position and its influence on the de
formation of the tube are evident. 

The maximum distance at whi oh the influence of 
the structural defect was noticeable was determined to 



Figure 3. Radial displacements of a tube specimen with 
a circumferential mark on the inner wall (p= 
5 kg/cm2). 

be about 60 mm from the centre of the mark in the axial 
direction (on both sides), and 35 mm in the circumfere~ 
tial direction (on both sides). 

d) The circumferential defect, representing a 
sort of envelopment of all the preceding ones, has 
a variable depth both along the longitudinal axi s and 
along the circumference of the tube. In arder to iden
tify the area most under stress, investigations were 
carried out on three generatrices, each ata 120 ° an
gle with respect to the other, always using the sarne 
illuminating and observing directions. 

The influence of the defect on surface deforma
tion and the extension of the corresponding area ap
peared more or less evident depending on the mark's 
depth, which varied from O. 1 to 0.5 mm. Figure 3 shows 
an example of fringe pattern corresponding to the sec
tor' of l,ar~est defonnation, with a pressure gradient 
of 5 kg/cm . 

The extension of the influenced zone was determi 
ned by direct observation of fringe evolutions; the zÕ
ne was comprised within 45 mm on both~ sides of the cen 
tre of the defect; its total longitudinal extension -
was 90 mm. 

Confinnation of this evaluation was obtained 
using a fringe differentiation technique based upon 
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Figure 4. Differentiation pattern, along a generatrix, 
of t e displacement fringes in figure 3. 

the relative shifts of two identical transparent images 
along the generatrix direction which was assumed to 
con ci de with the x axis [ 2] . As a function of a shift 
l::,x , a ne1v family of fringes was visualized incorre
spondence to the tube surface in the longitudinal di
rection. 

An example of this differentiation is shown in 
fig.4, which represents out-of-plane displacement gra
dients along the generatrix. Although the differentia
tion is not rigorous, it is still very useful to ide~
tify with a good approximation the area where the dis
placement gradient has the highest values as a result 
of the presence of structural discontinuities. The in
fluence of this discontinuities on the mechanical beha
viour of the tube is outlined more clearly and accura
tely than ín the corresponding displacement fringe pat
tern. 

STRESS ANALYSIS 

It i s ~·Jo rth~~hil e t o poi nt out that the circu;·.lfe
rential mark is the only one having a geometry which al 
lows some comparisonswith theoretical calculations, al: 
t hough some simplifications are necessary, such as: 
axial symmetry of the mark; constant value of diameter 
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and thickness; adequate distance oet1~een the mark 
and the bottoms. 

From the curved plate theory [3] one derives, for 
cylindrical tubes of constant thickness and subjectedto 
constant pressure, neglecting the effects of forces and 
bending moments acting on the edges: 

p R2 
w =- (1) 

E s 
The circumferential stress can be expressed by 

the equation: 

CY =E~ 
c R 

(2) 

The length of the specimen under consideration 
(376 mm) is fully sufficient in order to assure that 
the edge stress effects vanish far enough from the de
fected region. ln fact, the damping wavelength of the 
P.dge effetcs is about 63 mm. 

Moreover, it is wortwhile to remark that, whereas 
applications of the equation (1) may be uncorrect in 

mm 
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Figure 5. Radial displacement values along a genera
trix of the specimen with a circumferential 
mark. 

presence of appreciable~ickness variations, it is a~
ways possible to introduce in the equation (2) the ra
dial displacement values (~R= w) experimentally deter 
mined. -

The results of the performed holo-interferome
tric investigation are shown in fig. 5. The plots re
present the experimental values of radial displacement 
alonga generatrix; besides, multiplying by factor E/R, 
according to the equation (2), they give also the deve
lopment of the loop stress along the sarne direction . . 

Further elements of evaluation have been obtained 
by utilizing a finite element programme of calculation, 
where the circumferential mark was assumed axialsymme
tric with a constant depth of 0.5 mm. A comparison of 
experimental and numerical results -limited to one half 
of the cylinder generatrix- is presented in the sarne 
fig. 5. A fair agreement is outlined by this compari
son, which evidences the effectiveness and accuracy of 
the experimental procedures. 

The plot shows an increase in the loop stress of 
about 15% in the center of the circumferential mark and 
conf~rm previous evaluations about the extensioi1 of the 
influenced zone. 

CONCLUSIONS 

Geometrical characteristics of fretting corrosion 
marks, on the inner walls of some pressure tube speci
mens, have been outlined by the investigation carried 
out and the extension of their influence on the tube de 
formation has been determined. To this purpose, a tech: 
nique for optically differentiating holo-interferome
tric fringes has been also successfully employed, in or
der to visualize fringe patterns corresponding to the 

.elastic surface rotations alonga generatrix. 
Moreover, in the case of a relatively large cir

cumferential mark, the possibility has been demonstra
ted of determining the loop stress values along a genera 
trix, directly from the results of holographic record-
ings. 

It is to remark that the sarne procedure might be 
utilized to evaluate also the stress concentration fac
tors around localized defects,such as the ones previous 
ly examined. In these cases, however, preliminary cali: 
bration tests should be carried out, since it does not 
seem to exist the possibility of checking the experimen 
tal re~ults by means of a reliable numerical analysis.-
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8 
CONSIDERAÇÕES SOBRE A RIGIDEZ DOS CONSOLOS 

NO MODELO ESTRUTURAL DE 
VASOS DE· PRESSÃO VERTICAIS 

PAULO AFFONSO COSTA FILHO 
JOAQUIM FERNANDO PAES DE BARROS LEÃES 

LÚCIO DIAS BATISTA FERRARI 
NUCLEN- NUCLEBRÁS ENGENHARIAS/A 

I SUMÁRIO 

O pll.Ue.n-te. .tlta.bal.ho fucu.te. a út6fuêrtc.-i.a. de. paJtâme.ttto~ ge.omêttúc.M rto compoJt.ta.
me.n-to de. ~u.po.lttu do tipo coMo.to pa!La. vMo~ de. p.!tUÚo ve.Jtt.i.c.tU.t, ~u.bme.:ti..do<\ a ca.~t.~te.
game.n-to~ e.x.te.Jtrto~ . 

São apJtue.n-tadM o~ JtUuli:a.do~ obtido~ de. u.m u.tu.do e.mp:UU.co qu.e., ob~e.JtvadOh o~ 
.túndu de. ~u.a vilidade., peJl.nlUe.m a Jt e.pJtue.n-tacão da .IÚg.tde.z .tlta.~ve.Mal. du~u el.e.
me.n-to~ rta model.age.m ut.ltutu.Jtal do~ e.qu..tpame.n-to~. 

INI'RODUÇAO 

Tendo em vista os requisitos de segurança impos
tos ao projeto de componentes para centrais nucleares, 
bem como o custo crescente das matérias-primas para 
sua fabricação, especial atenção tem sido dedicada ao 
aperfeiçoamento dos métodos de análise e dimensionamen 
to mecânicos desses equipamentos. -

A síntese de projetos mais eficientes e de mais 
baixo custo requer o desenvolvimento de modelos cada 
vez mais elaborados que possam, entretanto, ser formu
lados de maneira simples. 

Este trabalho tem por objetivo tecer algumas con 
siderações com respeito ao emprego de suportes do tipo 
consolo (Fig. 1), para vasos de pressão verticais, as
sim como sugerir um modelo simplificado para a repre
sentação desses suportes na análise do componente su
jeito a carregamentos externos. 

Mais adequados às aplicações em que as cargas 
verticais, tais como o peso próprio do equipamento, 
são predominantes, os consolos são largamente utiliza
dos como suportes de vasos de pequeno e médio portes 
mesmo quando sujeitos a significativos esforços hori
zontais. 

Para este estudo, foi desenvolvido um modelo de 
elementos finitos através do qual foram testados conso 
los de diferentes geometrias. 

~ 

...__ +- -

I 

(a) 

Figural. Esquemas de consolos comumente empregados na 
suportação de vasos de pressão verticais 
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MODELO MATEMÁTICO 

O consolo, sujeito a forças distribuídas na sua 
base atuando em três direções ortogonais, foi analisa 
do através de um modelo de elementos finitos. Foram 
empregados elementos de placa triangulares e quandr~ 
guiares do programa STARDYNE [ 1 ] • 

A figura 2-a e b apresenta uma vista em perspec 
tiva da peça discretizada em que são indicados os nóS 
engastados e aqueles sobre os quais atua o carregame~ 
to externo. 

I 

+ 

t 

Figura 2. Modelo matemático ~ 
t-. - engastamento, //// - area carregada 

Considerando que a peça em estudo possui um pl~ 
no vertical de simetria e que as cargas consideradas 
podem ser decompostas em carregamentos simétricos ou 
antimétricos em relação a esse plano, o modelo utili
zado limita-se a uma das metades do consolo secciona
do pelo seu plano de simetria. Para permitir est~ s~ 
plificação do modelo, foram introduzidas, conven1ent~ 
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mente, restrições aos deslocamentos e rotações dos 
nós contidos na interseção da base do consolo com seu 
plano de simetria. 

CCMPORTAMENfO OOS CONSOWS SUBMETIOOS A CARREGAMENTO 
VERTICAL 

Devido a grande resistência ao cisalhamento das 
cascas cilíndricas, são os momentos fletores induzi
dos pela reação excêntrica dos consolos as cargas de 
maior importância nessa análise. As normas BS SSOO [2] 
e WRC boletim nr. 107 [3) apresentam métodos para a 
determinação dos níveis de tensões presentes na re
gião dos suportes. 

Um dos modelos alternativos usuais [4) supõe u
ma distribuição triangular de forças ao longo do com
primento do casco como mostra a fig. 3. Uma avaliação 
conservativa das tensões é obtida a partir da análise 
de um anel unitário sujeito à força radial máxima fr. 

parte 
resistente e=jT.d 

8 

f 
r 

F . a 

(h+e) (h+Ze) 

Figura 3. Modelo usual [4) admitindo uma distribuição 
triangular dos esforços transmitidos para o 
casco. 
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Figura 4. Distribuição das tensões principais no con
solo. 

I 

Na figura 4 são indicadas, por meio de barras o
rientadas, a magnitude e a direção das tensões princi
pais verificadas na placa vertical do consolo cuja dis 
tribuição apresenta uma faixa horizontal tracionada na 
parte inferior da placa e uma diagonal comprimida, o 
que sugere a formação de uma treliça. 

A fim de avaliar a influência da altura do censo 
lo na distribuição dos esforços na conexão, foram tes~ 
tadas três geonetrias, cujos resultados são apresenta
dos na figura S. 

(a) (b) (c) 

Figura S. Distribuição das forças transmitdas ao casco 
pelo consolo sujeito a carregamento verti 
cal. São comparados os resultados obtidos pa 
ra modelos com diferentes razões entre base 
e altura. 

A figura S-c que apresenta o consolo com a menor 
razão entre a altura e a base, mostra uma distribuição 
de forças na borda engastada que se aproxima à de uma 
seção transversal de uma viga em flexão (hipótese das 
seções planas). As demais apresentam uma distribuição 
de esforços que se afasta desse modelo com uma- região 
comprimida tanto maior que a tracionada quanto maior a 
razão entre altura e base. Resultados semelhantes fo
ram discutidos por Leonhardt e MOenning [5] no estudo 
de vigas-parede. 

O aumento da altura do consolo de· 4SOnm para 600 
mm levou a uma redução de cerca de 40% nos valores das 
resultantes de tração e compressão, resultado que dife 
re daquele obtido do modelo apresentado na Figura 3, se 
gundo o qual as resultantes variam à razão inversa da
altura. 

CARREGAMENTO NA DIREÇÃO TRANSVERSAL 

Vasos verticais são muitas vezes submetidos a es 
forços no plano horizontal proveniente~ da tubulaçãõ 
conectada, da ação do vento ou de outros agentes exter 
nos, tais como os abalos sísmicos. -

Na Figura 6 é' indicada a distribuição dos esfor
ços horizontais pelos suportes e sua dependência em re 
lação à rigidez dos consolos nas direções transversal 
e radial. 

O projeto de suportes de vasos de pressão é ge
ralmente orientado no sentido de que as reações de a
poio possam ser transmitidas preferencialmente na dire 
ção tangencial, segundo a qual as cascas cilíndricas 
ou esféricas apresentam maior resistência. As car~as 
radiais geram tensões normais de membrana e de flexao, 
cuja intensidade pode atingir níveis elevados. 



são as projeções de uma força horizontal nos 
eixos X e Y 

são os coeficientes de rigidez radial e tan 
gencial dos suportes 

A, B e C são as conexões com os três consolos 

Figura 6. Distribuição das reações aos carregamentos 
horizontais através dos suportes 

Tabela 1. 

h b b t 
Teste o 

(nm) (nm) (nm) (nm) 

1 400 200 100 5 

2 400 200 100 7,5 

3 400 200 100 10 
4 250 200 100 10 

5 600 200 100 10 

6 400 200 125 10 

7 400 200 150 10 

8 400 200 200* 10 

* placa de base engastada 

t o 
(nm) 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 
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A Figura 1 apresenta duas configurações usuais 
de consolos. A primeira (Fig. 1-a), mais favorável, 
mostra o caso em que a placa de base é soldada no cos
tado, o que confere à conexão maior rigidez transver
sal, aumentando a parcela dos esforços horizontais a 
ser transmitida por cisalhamento. Na segunda (Fig. 1-b), 
mais comum, esta placa não é diretamente conectada ao 
casco. acarretando, com a redução da rigidez transver
sal dos suportes, o aumento das reações radiais nos a
poios. 

O comportamento do consolo sob carregamentotrans 
versal p0de ser comparado ao de um pórtico como o mos~ 
trado na Figura 7 com o elemento b infinitamente rígi-
do. -

K = 12 . E (Ia + 
1c) 

{l 

Figura 7. Modelo de pórtico plano com o elemento b in-
finitamente rígido -

Tomando o modelo de pórtico com o momento de i
nércia dos elementos a e c, avaliado com base em uma 
dimensão h f (altura efetiva)' a ser detenninada, a 
constante e de rigidez transversal do consolo pode ser 
definida pela expressão abaixo 

hef K = _____ __,._..__ 
2 • E . t 3 

(1) 

A fim de avaliar o modelo proposto, foram testa
dos modelos de elementos finitos de consolos, com dife 
rentes geometrias, submetidos ao carregamento transver 
sal descrito no item 2. Os resultados são apresentados 
na tabela 1. 

b-b v a= K x .e.z o F/v 1 (nm) (nm) ~ 

100 0,3212 3113 1 ,24 

100 0,0985 10157 1 ,20 

100 0,0439 22779 1 '13 
100 0,0442 22624 1 '13 
100 0,0433 23094 1 '1 5 
75 0,0246 40650 1 '14 
50 0,0118 84746 1 ,06 

- 0,0016 636942 -
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Nos testes 1, 2 e 3 a espessura (t) das placas 
verticais foi alterada, tendo os deslocamentos, toma
dos no nó central da área carregada, variado inversa
mente com o cubo da espessura, com uma discrepância 
máxima, em relação aos valores esperados, não . supe-
rior a 10%. ' 

Nos testes 3, 4 e 5 foi alterada a altura das 
placas verticais sem que tenha sido verificada algu
ma variação significativa nos deslocamentos que apre
sentam uma redução de cerca de 2% com o atunento da al:_ 
tura de 250mm para 600mm. Estes resultados indicam a 
independência, para fins práticos, da rigidez do con
solo em relação à sua altura, ao menos para peças que 
guardem relações geométricas não muito distantes dos 
casos extremos testados. : 

Os testes 3, 6 e 7 que diferem entre si pelo can 
primento flexível l 1 alterado de lOOmm a 50mm, apre -
sentaram como resultado uma variação dos deslocamen
tos proporcional ao quadrado do comprimento l. 

Sendo esperada, com base na equação (1), uma va 
riação dos delocamentos com o cubo do comprimento 
flexível do consolo, os resultados dos testes forne
cem uma indicação de que o parâmetro h , altura efe
tiva varia proporcionalmente com l 1 ouefeja, a re
gião do consolo através da qual os esforços efetiva -
mente são transmitidos ficaria restrita em função do 
valor deste parâmetro . A constante de rigidez poderia, 
portanto, ser dada pela seguinte equação: 

K = ex x Ex t
3 

2 ~ 
l 

(2) 

Os valores da constante de proporcionalidade de 
terminados para cada tun dos casos testados são relaci 
onados na tabela 1, apresentando uma variação de 1,14 
para o teste 6 a 1,24 para o teste 1, sendo que ova
lor de oc mais baixo, obtido no teste 7 fornece indica 
ções de que, para valores de l muito pequenos em com~ 
paração com a base do consolo, torna-se mais signifi
cativa a influência da deformação da placa de base no 
seu plano. 

COJIK:LUSOES 

Dentre os resultados obtidos neste estudo, cabe 
ressai tar aqueles que fornecem indicações mais impor
tantes para orientar o projeto dos consolos aplicados 
à suportação de vasos de pressão. 

Os testes realizados com consolos de diferentes 
alturas sob carregamento vertical revelaram que, embo 
ra os valores das resultantes de forças transmitidaS 
ao casco não variem inversamente com a sua altura, co 
mo sugerem algtms rrodelos usuais, uma redução signifi 
cativa dessas resultantes pode ser obtida com o aumen 
to da altura desses suportes. -

Com respeito ao comportamento do consolo sob 
carregamento transversal, os resultados obtidos, guar 
dados os limites de sua validade, podem ser considera 
dos satisfatórios, o que justifica o prosseguimento 
dos trabalhos no sentido de desenvolver rrodelos sim
ples para esse tipo de suporte, baseados em pórticos 
planos. 

Finalmente, observamos que o presente estudo 
completar-se-á com o acoplamento do consolo à uma cas 
ca flexível, com o que será possível tornar mais exa~ 
tos os modelos com elementos de barra frequentemente 
utilizados na análise dos vasos de pressão verticais. 
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Pelo fato do vaso de pressão de material conjuga

do e selante metálico apresentar características impre~ 

CindÍveis às indÚStrias aeronáutica e espacial, tais CQ 

no baixo peso, alta resistência e boa resistência a co_l]_ 

dições ambientais . [1] , no presente trabalho é feito lUll 

estudo 3-D visando o dimensionamento para a fabricação 

de forma a permiti r a exploração de tais tipos de vasos. 

Estudos ·anteriores foram efetuados em vasos esfé 

ricos [2], sendo qte a geometria aqui enfocada é a ci 
I 

líndrica. 

O trabalho se prende ao aspecto teórico qa obten 

ção e análise das distribuições de tensões e deforma

ções. InfOrmações detalhadas quanto à fabricação do va 

so podem ser obtidfl.S na referência [3]. 

TRATAMWID ANAL!TI CD 

Comportamento dos Materiais Constituintes do Vaso 

Cilíndrico de Pressão. Para ·a determinação das distri 

buições _de tensões e deformações ao longo da espessura 

de parede do vaso cilíndrico de pressão, foi empregado 

o nétodo do elemento ("slab") , considerando-se o cili_J]_ 

dro como sendo de parede espessa. 

O comportamento do material metálico é st.posto 

isotrópico, elástico-perfeito plástico e o material con 

jugado como apresentando anisotropia ortotrópica, com 

os eixos de ortotropia coincidentes com os eixos do ci 

li~dro. Para que isto ocorresse, os elementos da matriz 

de rigidez foram recalculados para a parcela do conjug~ 

do em hélice e reagrupados com os elementos da camada 

tangencial, deforma a reconstituir lUJlél camada de conj~ 

gado único, cuja propriedades correspondessem às pro

priedades da composição hélice + tangencial. 
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Cálculo das Distribuições de Tensões e Deforma -

ções na Região de Comportamento lUástico do ~tal. A 

análise desta região permite determinar a pressão in

terna que acarretará o início do escoamento do metal, 

sendo de importância na definição das condições de pré

pressurização. A determinação das distribuições de ten 

sões e deformações é efetuada pelo conhecimento dos 

deslocamentos radiais das camadas constituintes do va 

so. 

Os deslocamentos radiais do selante rretálico (Us) 

e da camada de conjugado (Uc) são dados por: [41 

e 

ar + ...ê._ 
r 

n -n F-E 
uc = yr +<'ir + H.r.e:z 

(1) 

(2) 

onde ex, 8,y e <'i são constantes de integração determina

das pela aplicação das c. c. , r é a distância radial , 

n = /I , A,B ,E e F elementos da matriz de rigidez do 

conjugado segundo notação de Tsai e l.ekhnitskii e E:z 

e a deformação longitudinal, suposta constante. 

Considerando-se que as deformações radiais (e:r) 

e as tangenciais (e: e) são dadas por: [ 4] 

e:r =~r e e: = ~ ur e r 

(3) 

Utilizando-se as equações da lei de Hooke e as expre~ 

sões (1),(2) e (3), encontra-se as seguintes expres

soes para as distribuições de tensões e deformações <E_!]_ 

tro da região de comportamento elástico do metal. 
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Distribuições de tensões no metal: 

crnn 
( X-W) 

{X+W)a -~ a+ We:z 

{ X-1•1) cr . = {X+W)a - ~a + We: 
em r z (4) 

cr = 2Wa + Xe: zm z 

onde crnn, crem e crzm são as tensões radial, tangencial e 

longitudinal respectivamente e: 

(1-v)E 
m 

X = 2 
(1-v-2v ) 

w 
v E 

m 
"2 (1-v- 2v ) 

(5) 

onde u e Em são o coeficiente de Poisson e o nódulo de 

elasticidade do metal respectivamente. 

Distribuições de defonnações no metal: 

e:nn = a - ~ • e:em = a + ~ 
r r 

•E zm c te 
(6) 

As expressões (5) e (6) são válidas pra r1~ r~n, 

ou seja desde o raio interno (ri) até o raio da interf~ 

ce metal-conjugado (rz) do vaso. 

Distribuições de tensão no ·material conjugado: 

n-1 -n-1 ~ crrc = (An+D)yr - {An-D)ôr + {{A+ _ ·+ E}e:z 

cr9 = (Dn+B)yr"- 1 - (Dn-B)ôr-n- 1 + {{B+D)~ + F}e: 
c - z, 

n-1 -n-1 {F-ª) cr = (En+F)yr - (En-F)ôr + {(E+F) A + C}e: zc - z 

(7) 

onde crrc, cr9c e crzc são as tensões radial, tangencial 

e longitudinal do conjugado; C,D elementos da matriz 

de rigidez do conjugado. 

Distribuições de deformações no material conjug~ 

do: 

e:rc = nyrn-1 - nôr-n-1 ~ + .E z 
(8) 

n-1 -n-1 (~-~) e: 9c = nyr + ôr + _ .e:z 

t 

As expressões (7) e (8) são válidas para r2 ~r'r3, 
ou seja desde o raio de interface (rz) até o raio ex

terno (r3) do vaso. 

As condições de contorno para a determinação das 

constantes a, B,y, ô e e:z são expressas por: 

cr r = -p 

(1 = o 
r 

para r=r1 

para r=r
3 

(9) 

q~ expressam a condição de pressurização interna (p) 

do vaso, 

- + u(r2) =u(r2) 

- + 
crr(r2) = crr(r2) 

(lO) 

condições estas relacionadas à compatibilidade de de~ 

locamento e continuidade da tensão radial na interface 

e 

~ r 2 
2J 3 cr rdr = pr

1 r1 z 
(11) 

que se relaciona com o equilíbrio longitudinal do vas>. 

Para a determinação da p·ressão de escoamento 

cPe) do vaso, aplicando-se a condição de Tresca [4] no 

raio interno (r1), obtem-se que: 

cr r 2 
Pe = -f-2. ( ;. - ;. ) . {l+{An-D)A2r~-1 ( r;2n_ r~2n) + 

r2 r1 

+[(A+D)Ji::Il + E]A1 (1 - {r2)n-1]f1 
A-8 r3 

(12) 

onde A1 e Az são constantes relacionadas às proprie~ 
des do conjugado e à geometria do vaso, cre a tensão 

de escoamento do metal. 

Cálculo das Distribuições de Tensões e Deforma

ções na Região de Conportamento Elástico-Plástico do 

Mata!. Com o prosseguimento da pressurização (p>pe), 

o raio plástico se expande para rp, sendo que n<rp<r2 • 

Todos os pontos da região já escoada do metal, ou se

ja, da região conpreendida entre r1 ~ r~rp obedecem à 
condição de escoamento de Tresca. Desta forma, à pa.!: 

tir da integração da equação de equilÍbrio radial [4] 

pode-se obter as distribuições de tensões para a re-

gião plástica: 
.. 

r r 
a = cr .-R.n--nnp e r1 

- p , cr emp = cr . ( 1 Hn--) - p e r1 (13) 

r cr = E .e: + vcr (1+2in--) - 2vp zmp m z e r
1 



Para a definição das deformações nesta região 

substituindo-se (3) e (13) na soma das defonnações Er, 

e6 e ez e integranoo-se com a condição de corrpatibili

dade de deslocamento radial da interface ainda elástica 

(r+) e já plástica (r-), definida por: 
p p 

+ !t u(rp-) = u(r ) = a r + 
P Y P rp (14) 

onde cy e ty são constantes obtidas à partir das con~ 

ções de contorno do conportamento da região elástica -

plástica, quais sejam: 

a (r-) r 
a e. R.n__E_ p ar(r3 ) =O r p 

rl (15) 

ar( r;) 
+ 

ar(r2) u( r;) + u( r2 ) 

r 2 2! 3 a rdr 
rl z prl 

chega-se à expressão de deslocamento radial Ct.p), qt.e 

substituída em (3) fornece as distribuições de ere e6 , 

sendo que: 

r2 
n + av + a .~ -"-

y r r 

A deformação logi tudinal E desta região também zy 
e obtida à partir da aplicação das condições (lS),sendo 

decorrente a obtenção das constantes Yy e oy. 

As distribuições de tensões e deformações para a 

camada ainda elástica do metal (rp~r~r2 ) e para o conj~ 

gado Cr2~rH 3 ) podem ser obtidas pela substituição de 

ay, a ,y , o e e nas equações (4) e (6) e (7) e (8) , y y y zy 
respec ti vamen te. 

No sentido de se avaliar a evolução do raio plás

tico com o atmento da pressão interna, pode-se obter a 

seguinte expressão: 

(17) 

que é de inportância no sentioo de definir a pressão 

que tomaria a camada metálica totalmente plástica 

(r =r2), portanto podendo auxiliar na definição do ní 
p -

vel inicial de pressurização anterior à entrada do v~ 

so em operação. As constantes 1 1 e 12 estão relacion~ 

das à geometria do vaso e às propriedades dos materiais 

constituintes do vaso e Pie é a pressao atuante 
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cPie > Pe) . 

Cálculo das Distribuições de Tensões e Defonna

ções apÓs o Escoamento Total cb M3tal .Esta etapa de 

pressurização é de fundamental inportância, pois a rup_ 

tura do vaso ocorre após o escoamento completo da c~ 

da do metal. ~ a. partir das distribuições de tensões e 

deformações o?tidas nesta região qt.e . e feito o dimen 

sionamento do vaso de pressão. 

Para se obter as distribuições de tensões na ca 

mada metálica, aplica-se as expressões (13) com 

r 1 ~rH2 . Na determinação das deformações, o procedime!!_ 

to é análogo ao caso anterior, mudando-se a condição 

de contorno para u(r;), representativa da compatibili

dade em deslocamento da interface metal-conjugado, re

sultando para a expressão de deslocamento radial Ct.tp) 

U = ( 1- 2\J ) ( 1 +\!) ( n r tp E .a . r . ..,n-
m e r1 

2 
+ ( 1-2\J) ( 1 +\!) (r 2 _ r) E .p.-

m r 
1-n 

ot. r2 
+-- + r 

2 
r r 

-~.R.~)+ 
r r1 

(18) 

onde y t, ot e ezt são constantes determinadas pelas 

condições de contorno: 

r 
2! 3a rdr z 

rl 

(19) 

Da substituição de (18) em (3) ,obtem-se as expressoes 

para as distribuições de deformações E r e E6 . 

No caso do material conjugado, o seu comportame!!_ 

to, como suposto inicialmente, continua linearmente e

lástico.Bastando poTtanto,para a determinação das dis

tribuições de tensões e deformações ,substituir y t' ot e 

Ezt nas expressões (7) e (8). 

Dependendo do critério de falha adotado ,estas ex 

pressões podem ser manipuladas de forma a definir a 

pressão de ruptura do vaso de pressão . 

RESULTAOOS E ffiNCLUSOES 

As distribuições de tensões e deformações qt.e c~ 

racterizam completamente todas as etapas de pressuriz~ 

ção do vaso cilÍndrico de pressão até a ruptura foram 

determinadas teoricamente, usando-se o m:>delo proposto. 

O vaso consistia de um selante fabricado em Al 6061-0, 

tendo sido bobinado com fibra de vidro-E inpregnado de 

resina epoxi .O vaso foi dimensionado para uma pressão 
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de ruptura de 300 bar. 

As distribuições obtidas para as diferentes et~ 

pas de pressurização são mostradas nas figuras 1: a, b e 

c. A curva ],a fornece as distribuições de tensões ao 

longo da espessura de parede do vaso, na região de co_!!! 

portanento elástico do metal. Nesta fase de carregame!!_ 

to, a resistência à pressurização é oferecida pela c~ 

mada metálica dada a sua maior rigidez.Prosseguindo-se 

a pressurização e ultrapassando a pressão de início de 

escoanento, de fOrma que r 1<rp<r2 , as distribuições~ 

tidas podem ser visualizadas na figura l.b. Nesta etapa, 

conn parte do metal já se encontra escoado, gradualme!!_ 

te a responsabilidade de sq>Ortar a pressão interna se 

transfere para o material conjugado. E finalmente após 

o conpleto escoamento do metal, o que é visto nas di~ 

tribuições da figura lc, a camada metálica não rep~ 

senta mais elemento de resistência, mas somente ve~ 

te, sendo o conjugado responsável total pela resistên 

cia do vaso. 

O dimensionanento baseado no modelo se nnstrou 

confiável, conclusão esta possível em face dos testes 

efetuados, sendo que a estrutura resultante apresentou 

un alÍvio de peso da ordem de 25% em relação a um v~ 

so fabricaqp em aço. 

Uma avaliação mais anp1a do vaso não foi efet~ 

da dado que o objetivo inicial do trabalho era o dese!!_ 

volvimento de protótipos para a verificação da viabill 

dade de tais estruturas, objetivo este anplarnente atin 

gido. 
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Figura 1. Distribuições de tensões na região de conpor

tarnento: (a) elástico, (b) elástico-plástico, 

(c) conpletarnente plástico do metal. 
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SUMÁRIO 

Nest~~trabalho .é.proposta uma metodologi~ para a análise estrutural de f1anges 
de grande d~ametro ut~l~zados em vasos de pressao de r eator es nucleares. Nesta análi 
se o ~~o é ~d~vidido em elementos ~e casca de r evolução, os j1anges são representados 
por ane~s r~g~dos e os parafusos sao tratados como vigas . Utiliza-se o método dos es
forços para a solu~ao do prob~ema, sendo que os resultados calculados são comparados 
com resultados obt~dos pelo metodo dos elementos finitos. 

INTroDUÇÃO 

Na análise de vasos de pressão, os flanges dis

tinguem-se não somente por serem membros estruturais 

e, portanto, estarem sujeitos aos requisitos de inte

gridade estrutural, mas também por comporem, juntame~ 

te com os parafusos e a ga.xeta, um conjunto suscetí -

vel a falhas por vazamento. Este é o caso do vaso de 

pressão de um reator nuclear, em que o tampo do vaso 

deve ser removível a fim de que se possa ter acesso 

à sua poarte interna. 

Por serem não convencionais (diâmetro externo 

da ordem de 4m e pressão de operação em torno de 17 

MPa) , os flanges de reatores nucleares não são norma 

lizados, o que dificulta a avaliação de suas dimen -

sões em fase de projeto e concepção. O que se faz é 

adotar uma geometria inicial e efetuar a análise com 

uma modelagem específica. Na maioria das vezes é uti 

lizado um código de elementos finitos. Se o flange 

não é adequado, redefine-se sua geometria e repete -

se a etapa anterior. Note que o processo de elabora

ção e redefinição da malha de elementos finitos exi

ge um certo dispêndio de tempo nem sempre desprezí -

vel. 

Para facilitar este processo desenvolveu-se um 

programa computacional para a análise estrutural de 

uniões flangeadas de vasos nucleares,baseado no méto 

do dos esforços, cuja entrada de dados é simples e 

fácil de ser alterada. A título de exemplo, aplica
se o programa à análise do vaso do reator da usina 

nuGlear de ANGRA I (1). Os resultados obtidos para 

um carregamento de pressão interna e pré-tensão dos 

parafusos do flange são comparados com resultados o!?. 

tidos pelo método dos elementos finitos, com boa 
concordãncia. 

ANÁLISE DE FLANGES IE V.ASJS NUCLEARES 

Para a análise proposta, o corpo do vaso e di-
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vidido em elementos de casca de revolução, os ane1s 

dos flanges são representados por anéis rígidos, e os 

parafusos são tratados como vigas (ver figura 1). 

No caso do flange de um vaso nuclear, a razão 

espessura/largura para seu anel é da ordem da unidade 

ou maior, ao contrário do que ocorre com flanges co

muns que trabalham a baixas pressões, para os quais e~ 

ta razão situa-se em torno de 1/3; isto desaconselha 

a modelagem deste elemento pela teoria de placas, como 
ocorre no caso geral. O que se faz é utilizar a teoria 

de anéis rígidos (2) , a qual representa bem o compor

tamento do elemento, exceto por uma pequena região nas 

vizinhanças do contato entre as faces, na qual ocorre 

deformação plástica (3). 

Os parafusos de fixação da união flangeada são 

tratados pela teoria de vigas, e são supostos engasta

dos no anel do flange inferior. O elemento assim cons

tituído é suposto axissimétrico, bem como os esforços 

de pré-tensão dos parafusos. 

A REGIJíO DE CONTATO ENTRE OS FLANGES 

Um aspecto particular de um flange nuclear é 

sua região de contato (figura 2). A guarnição empreg~ 

da é to tipo anel de vedação "0-ring", geralmente do 

modelo auto energizável (4) ;são empregados dois "0-

rings" ,formando-se um sistema redundante de proteção. 

Note-se entretanto que o contato efetivo é aquele que 

ocorre entre as superfícies metálicas,sendo este o 

ponto em que atuam os esforços de contato. O programa 
elaborado inclui um processo iterativo para se dete~ 

nar o ponto real de contato, a partir de rotações pr~ 

calculadas . 

MJIEW ·MATEMÁTICO 

O método dos esforços, empregado no programa 

é clássico, de forma que apresentaremos a seguir ape

nas os principais passos envolvidos: 
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Hs 

H3 

Figura 1 - Discretização dtJ vaso em elementos de casca 
de revolução,anel rigidtJ e viga, incluindo 
esforços redundantes que atuam nas junções. 

onde, 

1. O vaso é dividido em elementos básicos, con

forme mostra a figura 1. 

2. Definem-se os carregamentos externos: 

i. pressão uniforme 
ii. força de pré-tensão nos parafusos 

3'. Para cada elemento monta-se a relação de fle 

xibilidade: 

{o} = (F) . {q} + {o}' e e e e (1) 

(F)e é a matriz de flexibilidade do elemento 

'
1o-ring " 

Figura 2 - Região de contato 

{o} é o vetor de deslocamentos do elemento 
e 

{q}e é o vetor de esforços nas extremidades 

do elemento (incógnito) 

{o}~ é o vetor de deslocamentos do elemento 

devido aos carregamentos externos 

4. O vetor de esforços (incógnita procurada) é 

obtido através da solução de um sistema li

near de equações, resultante da substituição 

das relações de flexibilidade de cada eleme~ 

to isoladamente, nas condições de compatibi

lidade e equilíbrio das junç~es. 

S. Com o vetor de esforços obtido na etapa an

terior calculam-se os deslocamentos e ten 
sões de cada elemento isoladamente. 

CONDIÇOES DE COMPATIBILIDADE E EQUIL!BRIO 

Para a maioria das transições entre os eleme~ 

tos as condições de compatiblidade entre deslocamen -

tos radiais e rotações, e equilÍbrio de forças e mo -

mentos podem ser deduzidas de forma clássica . No en -
tanto alguns tópicos merecem atenção especial: 

1. Contato entre os flanges inferior e superior: 

duas condiçoes podem ocorrer: 

a. A força de atrito entre as duas faces é s~ 

ficientemente elevada para evitar desloca
mentos radiais relativos. Consequentemente 

a condição de compatibilidade entre as duas 

faces é de igualdade de deslocamentos ra-
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Figura 3 - VariaçãO, com a pressão , ~esforço horizon
taL necessário para que nao ocorra escorre
gamento (reta 2) e da reação horizontaL de 
vida ao atrito (reta 1) - váLido somente a
té a pressão P , onde se inicia o escor
regamento. esc 

ais. 

b. A força de atrito entre as faces é insufi

ciente para evitar deslocamentos radiais 
relativos, o que resulta na seguinte rela

ção entre a força vertical (V) e a força 

horizontal (H) no ponto de contato: 

(2) 

onde, ~ e o coeficiente de atrito entre as 

faces. 

Sendo o esforço horizontal (H) diferente para c~ 

da situação acima, ele não pode ser incluído em uma ú
nica condição de compatibilidade. Utiliza-se o seguin

te procedimento: 

i. Adota-se a condição (a) e efetua-se a análise. 

Gom esforços (V) e (H) resultantes na inter

face dos flanges,verifica-se se a seguinte re 

lação é obedecida: 

(3) 

ii. Em caso negativo a análise é repetida para a 

condição (b), veja figura 3. 

2. Acoplamento entre parafusos e anel do flange 

superior: 
neste caso a condição de compatibilidade é 

de iqualdade de deslocamentos horizontais e 

rotações. Entretanto, devido ã existência de 

um esforço de pré-tensão nos parafusos, a 

condição para deslocamentos verticais e esta 

belecida em duas etapas: 
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a. Inicialment e libera-se a junção parafuso-anel 

super~or e, aplicando esforços verticais equi

valentes ao esforço de pré-tensão, obtém-se a 

diferença de deslocamentos verticais (ôw), no 

ponto considerado . 

b. Subsequentemente os esforços aplicados os pa
rafusos e ao anel superior são retirados, pa~ 

sando-se a impor à junção considerada uma di

ferença de deslocamentos verticais igual a 

( ôw). 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

Na figura 4 mostra-se a análise da união flange~ 

da do vaso de ANGRA I. Supõe-se que o coeficiente de 

atrito entre as faces dos flanges é 0,55 . 

---
eLementos 
finitos 

programa 
desenvoLvido 

- 0.5 o. o 0.5 1.0 1.5 

Figura 4 - DesLocamentos radiais do vaso do reator 
de ANGRA I (mm) . 

A análise efetuada mostra que houve um escorreg~ 

menta entre as faces dos flanges (deslocamentos hori

zontais relativos : 0,19 mm calculado pelo programa 

desenvolvido e O ,68 mm calculado pelo programa ANSYS 

(7) baseado no método dos elementos finitos). 
A discrepância de resultados ocorre porque o método de 

senvolvido baseia-se na hipótese de indeformabilidade 

da seção transversal dos flanges . Em análise detalha

da pelo método dos elementos finitos nota-se que oco~ 

rem deformações acentuadas na região de contato entre 

os dois flanges, gerando os resultados mostrados na fi 

gura 4. Porém julgamos que o programa atingiu seu ob -

Jetivo, pois ele foi concebido como ferramenta auxi 

liar na fase de concepção de vasos de pressão com 
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uniões flangeadas. 
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SUMMARY 

This work proposes a methodology for the 

structural analysis of high diameter nuclear reactor 

pressure vessel flanges. ln the analysis the vessel 

is div1ded into shell-of-revolution elements, the 

flanges are represented by rigid rings, and the 

bolts are treated as beams. The flexibility method 
is used for solving de problem, and the results 

are compared with results obtained by the finite 

element method. 
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INTRODUÇÃO 

A união de tubos cilíndricos de diametros diferen 
tes , é freqUente em estruturas dos setores aeroespacial 
nuclear, petroquímica, entre outros . Muitas vezes os tu 
bos apresentam também, características térmicas diver~ 
sas . Nessas uniões a junta mais utilizada é a cônica 
circular reta com junções soldadas . Em tal situação a 
região de transi~ão es tará sendo submetida à fadiga tér 
mica por flutuaçoes de temperatura [1]. -

as imediações de variações bruscas de diâmetro , 
obtidas através de junções soldadas, se desenvolvem ten 
sões muito elevadas que podem ultrapassar as tensões ao 
missíveis de trabalho do material, causando, em decor~ 
rência falhas no mesmo. Para se ter idéia da ordem de 
grandeza das tensões , dois tubos cilíndricos de diâme
tros e espessuras iguais , que tenham coeficientes de ex 
pansão térmica diversos cuja diferença seja de 6xlQ-6 / 9C 
suj eitos ~· um desnível de temperatura de 5409C , resulta 
uma tensão térmica de aproximadamente 190MN/m2 [2] . 

Desta forma, as propriedades mecânicas e térmicas 
das transições soldadas podem desemeenhar importantes 
funções , a fim de reduzirem as tensoes térmicas introdu 
zidas pelas flutuações da temperatura . Sabe-se que as 
técnicas de fabricação possibilitam certo controle so
bre aquelas propriedades. Em vista disso , é razoável in 
dagar: a) em uma união soldada de tubos com coeficien~ 
tes de expansão térmica diversos, qual é a máxima dife-, 
rença que os mesmos podem ter , para que as tensões ao 
longo da estrutura estejam dentro de limites admissí
veis ? b) Qual é a sua distribuição para que isto seja 
possível? Perguntas análogas podem ser feitas com rela
ção às temperaturas. 

Este trabalho apresenta a metodologia desenvolvi
da em 3] , para abordar os problemas referidos acima, 
considerando uniões de tubos cilíndricos de díametros 
dif erentes por meio de juntas cônicas retas. A aborda
gem permite também maximizar o gr adiente de temperatura 
entre as extremidades da junta , fornecendo sua distri·
buição. 

Na segunda seção , descreve-se a modelagem realiza 
da, apresenta-se o modelo matemático para o problema e 
indica-se o método de solução adotado. Os resultados ob 
tidos são apresentados e discutidos na terceira seção~ 
que é seguida pelas conclusões. 

MJDEW ~~TFMÁTICO, MfTOOO DE SOLUÇÃO 
Modelo ~~temático. Considere-se o material da es

trutura, ilustrada na f i gura 1, elástico homogêneo e i
sotrópico. Supõe-se que seus elementos estruturais pos
sam ser considerados como cascas elásricas f i nas. Os tu 
bos são modelados como cascas cilíndricas semi-infini~ 
tas enquanto que a j unta cônica é consider ada curta, i s 
to é, há i ntcração de efei t o entre as bordas . 
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Região A Regi ão B Região C 

a (T - T0) 
c c 

Fig . 1- Def . da geometria . 
Car act erísticas ténnicas 

O carregamento é somente de natureza térmica . As 
tensões e deformações são provenientes de variações da 
temperatura, ou do coeficiente de expansão térmica ou 
ainda de ambos , porém, restritos à direção axial da es
trutura, Como exemplos desse carregamento tem-se: a) o 
caso em que as junçoes acabaram de ser soldadas, resul
tando, então , uma dis t ribuição axial de temperatura na 
região de transição; b) o caso da realização de um res
friamento . 

Usa-se a teoria de cascas de Ki!chhoff-Love e as 
equações empregadas são as apresentadas em [4] . Assim, 
o parâmetro controlador da distribuição de tensões na 
região c0nica é dado por ç .dw/dç, onde ç é a coordenada 
axial e 

W(ç)=a(ç) [T(ç) -To], (1) 

sendo a(ç)- coeficiente de expansão térmica; T(ç)- dis
tribuição de tempera tu r a; T 0- tempera tu r a de referência. 
Por sua vez, das equações de equilÍbrio das partes ci
líndricas , tem-se que as tensões ali, são controladas 
por dw/dç , como adiante se poderá observar. Por conveni 
encia foi suposta uma distribuição arbitrária para a de 
rivada de w(ç). A determinação desta distribuição é fei 
ta com a finalidade de minimizar os danos causados pela 
f adiga térmica . Os danos, considera-se minimizados quan 
do as tensões térmicas são minimizadas . Isto não é uma 
conseqUência necessária, já que podem existir certos ti 
pos de juntas que envolvam a formação de regiões de ma~ 
terial com baixa resistência à fadiga [1] . Contudo, de
vido a falta de informações experimentais. supõe-se que 
as propriedades de fadiga na junta sejam uniformes e 
que , reduzindo o campo de variação das tensões, pode-se 
aumentar a sua vida . 

O coeficiente de expansão térmica é suposto vari
ar de ~a à a e a temperatura desde T à T que são os c a c 
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coeficientes e temperaturas das partes cilíndricas, A 
varia~ão da temperatura ocorrerá gradativamente desde 
To ate a atual, de tal modo que os efeitos transitórios 
possam ser desprezados. 

Isto posto, o problema pode ser colocado matemáti 
camente como o de: determinar a distribuição do paràme~ 
tro d~/dç, que maximiza a diferença l~c-~al, mantendo 
as tensões axial .e circunferencial, cr1 e cr 2 , restritas 
a uma hipersuperfície admissível no espaço de tensões, 

As equações de equilíbrio da parte cónica são en
contradas através de procedimento análogo ao desenvolvj 
do em [4] e são expressas na forma: -

çd2x1 + dx1 X1 _ 12 (Qiç), (2) 
~ Oç - ç- - DCõ57C: 

çd2 (Qlç) + d (Qlç) (Qiç) - Eh X -
dÇ7 (Íç - - ç - - tg2(l .l 

Eh d [CL(ç)T(ç)J. ; (3) 
t~Oç 

As das partes cilíndricas sao: 

~_2_r_ = 12Ql ' 
d"ÇZ D 

~2 (0 a) = _ 12Ehx1 _ LEh~[CL(ç)T(ç)]. 
d~ a uç 

(4) 

(5) 

Nas equações (2), (3), (4) e (5), tem-se: x1- ro
tação axial; Q1- força cortante por unidade de compri
mento no plano axial; E- módulo de elasticidade longitu 
dinal; h- espessura da casca; a- semi-ângulo de abertu~ 
ra da parte cônica; D=Eh3/12(1-v2)- rigidez flexional 
da casca. 

Método de Solu~. Os sistemas (2), (3) e (4), (5) 
são resolvidos 1sola ente. Expressa-se a solução ge
ral de (2), (3) como superposição de uma solução parti
cular com a hamogênea. Para encontrar uma solução parti 
cular de (2), (3), primeiramente

2 
troca-se a variável Ç 

por y=t""Ç. Depois, expande-se (QIY), x1 e çd~/dç em sé
ries de funções de Bessel, na forma: 

Q1Py2= E A J2(À y); 
n=l n n 

xf= E BnJ2(Àny); 
n=l 

çd~ =E anJ2(Àny); 
(lç n=l 

(7) 

(8) 
,• 

(9) 

onde: J2- função de Bessel de primeira espécie e segun
da ordem; À~- zeros positivos de J2. Em (9), an é defi
nido por [5J : 

a = {2/[J3(À )] 2 }JÕçd~J2 (À y)ydy. (10) 
n n dç n 

Substituindo (7), (8) e (9) em (2), (3) transfor
madas, rearranjando termos e usando o fato de que a fun 
ção de Bessel J 2(Àny) satisfaz a equação diferencial: -

d2V + ldV + (À 2 _ 4 )V = O 
dy2 ydy n Y2 ' (11) 

obtém-se: 

B = - Yh4antga e 
n Àn4+lJb4 

_ 4~an llb4 ) (12) An- À tga(l - À 4+lJ 4 ' 
n n b 

onde se define: llb4=192(1-v2)(1/h) 2/(senCL) 2- que é um 
parâmetro da casca. Tem-se a detenninar ainda, os coef i 
cientes an· Para tanto, expande-se çd~/dç em série de 
Heaviside [6), substitui-se o resultaqo em (10) e efet~ 
a-se as integrais, obtendo-se: 

a= 2 kn~ll sk[J3(À )- (/Ç.k)3J3(À /Ç.k)]' (13) 
n , J (À , ~ n n 

n 3 n 

onde: J3- função de Bessel de primeira es~cie e 3ª or
dem [ 7] ; Sk- k-ésimo termo da série de ~eaviside do ter
mo de carga; N- número de termos retidos na série de He 
aviside. Com isto, a solução particular de (2), (3) fi~ 
cou de,.tefminada na forma: 

8Eh "" N-1 [ 4 J 
Q1Pç = tga n~l k~l Àn Dncn,kskJ2(Àny) ' 

_ 4 "" N-1 [ :!. • J 
X1P-- 2llb tga n~l k~l Àn Dncn,k~kJ2 (Àny) ' 

onde se define: 

D =1/n 3[J3(À )]2(À 4+\l 4) n n n n b ' 

c k=J3(À )-(/Ç.k)3J3(À /Ç.k). n, n n 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Para ambos os sistemas, ~ solu~ão homogên~a pode 
ser epcontrada sem dificuldades[3), l4), [5] e l7]. Des 
ta forma a solução geral para a parte cônica ficou sen~ 
do: 

x1= A1ber2(llby)+A2bei2(llby)+A3Ker2(llby)+A4Kei2(llby)-

. 4 "" N=l 2 2llb tgan~l k~l Àn DnCn,kSkJ2 (Àny)' (l8) 

Q1 = ~g~cos 2a[A2ber 2 (llby)-A 1 bei 2 (llbY)+A4Ker2 (llbY)-
Efi 1-:vz) 

- A3Kei2 (llbY)] 8 l !lkN~llÀ 4D C kSkJ2 (À y). -+---- ::-tr n- - n n n n 
tga y ' (19) 

Para as partes cilíndricas, como ~1ç) é constante 
nestas partes, então o sistema (4), (5) e homogêneo. 1e 
vando em consideração que estas regiões são semi-infini 
tas, a solução 

;: J -=e \I ai; (B 1 COS\laç+B2llai;), r,;<Ra/Rc; (20) 

Q1=2lla2(D/12)elJaÇ(B2cosllaç-Blsenllaç), ç<RafRc; (21) 

X 1=e-llcç(D3cosllcç-D4senllcç), r,;>l, (22) 

Q1 =2llc2 (D/12) e -llcç (D4cosllcç+D3senllci;) , ç> l. (23) 

Em (20) , (21), (22) e (23) , Aj_, Di, i=l, 4 são cons 
tantes de integração. -

A análise da estrutura envolve, então, dez cons
tantes arbitrárias (duas são provenientes das equações 
de equilíbrio para forças normais). Para determiná-las, 
separa-se a estrutura nas junções entre as cascas, dei
xando-as se deformarem livremente sob ação da carga tér 
mica. A fim de restaurar a continuidade da estrutura-;
introduz-se reações internas, que são as solicitações 
que cada região transmite à adjacente através da junta. 
Impondo-se a condição de equilíbrio da estrutura as jun 
ções, encontra-se as constantes em termos das reações 
de descontinuidade. Em seguida, usa-se a condição de 
compatibilidade de deslocamentos e rotações através das 
junções, para detenninar as reações de descontinuidade 
em função dos termos do carregamento. O procedimento 
completo apesar de ser direto é longo e está apresenta
do em [3] . Desta forma, todos os parâmetros da estrutu
ra: deformações, deslocamentos, rotações e tensões, fi 
cam expressos em função dos coeficientes Sk da série de 
Heaviside do termo de carregamento. 

Otimização. Emprega-se a técnica de pro&ramação 
linear para realizar a otimização das tensões tennicas. 
Deseja-se maximizar a diferença do parâmetro ~(ç) entre 
as extremidades da junta cônica, mantendo as tensões 
restritas a uma determinada hiper-superfície do espaço 
de tensões da estrutura. 

A diferença õ~=~c-~a· é relacionada com os coefi
cientes sk através de: 

N-1 
~c-~a= E Sk(l-~k)' (24) 

k=l 



que é a funçãô óbjetivo (9] a ser maximizada . A hiper
superfície de re$tri~ào das tensões é fornecida pelo 
critério de projeto a ser adotado . As falhas que ocor
rem em estruturas do tipo em estudo são ocasionadas 
principalmente por fadiga térmica e escoamento ~ mate
rial, uma vez que o carregamento é de na~ureza térmica . 
Sendo assim, seria apropriado o emprego do critério da 
~~ima Energia de Distorção (11]. Todavia, como a super 
fície de tensão limite ao escoamento deste critério e 
não linear usa-se o critério da Máxíma Tensão Cisalhan
te,que tem uma superfície seccionalmente linear . O seu 
uso é justificável, ainda, pelo fato de ser um critério 
conservativo e fornecer valores de tensões limites que 
~f~rem no m~imo em 15% ~ relasão aos dados pelo da 
~~rma Energ1a de Deformaçao (lOJ. Como a variação das 
tensões meridi~nais e circunferenciais a1 , a2, respecti 
vamente, atraves da espessura das cascas é linear bas~ 
ta que as restrições sejam satisfeitas nas faces inter
nas e externas da estrutura. A hiper-superfície de res
trição passa a ser dada então, por: 

la2e alei ~--r--r < ' 
, e l ~~ <~" E E ' 

la1 e~ <~ 
IT E' (25) 

102i- Olil ~-
E E <E ' ~~ ,<~ · I E E ' 

l oli ~<~· I E E ' (26) 

onde os sobre índices "e", "i", indicam face externa e 
interna, respectivamente e aw é uma tensão admissível e 
fetiva. Admitindo-se uma expansão em série de Heaviside 
para o termo de carregamento e aplicando-se as restri
ç§es em um número suficiente de pontos da estrutura, ob 
tem-se as equações do problema de programação linear. --

RESULTAOOS OBTIDOS 

Exemplos . Resolve-se dois exemplos, considerando
se duas geometrias de juntas. O primeiro exemplo tem as 
seguintes características: Rc/h=ZOO, Ra/h=80, L/h=lOO, 
v=0,3. O segundo tem: Rc/h=200, Ra/h=60, L/h=lOO, v=0,3 
Est~s exemplos são resolvidos em duas etapas: primeiro, 
obtem-se ~s coeficientes das variáveis ek, que aparecem 
nas equaçoes (25) e (26) ; segundo, otimiza-se ó~ por me 
io de programação linear. A obtenção dos coeficientes 
das equações de restrições é realizada através de um 
p~ograma elaborado para este fim. Na etapa de otimiza
çao usa-se o programa IBM LP-MOSS. O sistema computacio 
nal empregado foi o IBM 1130, configuração 16K. -

Os dois exemplos foram resolvidos, retendo-se um 
número muito pequeno de termos na série de Heaviside do 
carregamento e aplicando as restrições em um número re
~zido de pontos da estrutura. Estas limitações, indese 
javeis, foram impostas, por um lado, pelo elevado tempO 
de processamento dispendido para cálculo dos coeficien
tes que entram nas restrições. Por outro lado, pelo pro i 
bitivo tempo de computação do LP-MOSS para problemas de 
porte médio. 

Alguns resultados são mostrados a seguir. Na figu 
ra 2, apresenta-se a distribuição ~ ( ç ) obtida para o 
primeiro exemplo, admitindo-se: 

10 
d~_ r ekH (ç- çk), (27) 
aç- k=l 

?nde H(ç- çk) é a função de Heaviside e os pontos çk são 
1gualmente espaçados ao longo da região de transição. 
As restrições foram aplicadas também em 10 pontos da es 
trutura , com çk coincidente com as separações das fun~ 
ções de Heavis1de. 

Na figura 3, apresenta-se os resultados obtidos 
para o primeiro exemplo porém , agora, retendo-se 5 ter
mos na série de Heaviside e aplicando-se as restrições 
nos mesmos cinco pontos, colocados igualmente espaçados 
na junta. Nas figuras 4 e 5, mostra-se os resultados ob 
tidos para o segundo exemplo retendo-se respectivamente 
10 e 5 termos na série de Heaviside ~ aplicando-se as 
restrições, em ambos os casos, em cinco pontos igualmen 
te espaçados da junta. -

1. 4 0 
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e 4 s2 G4 76 88 1 o 
r-ir . 2- Distribuição de t(Ç) 
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Discussão. Várias aproximações foram feitas na im 
plementaçao computacional realizada. As fun~ões de Kel~ 
vin e suas derivadas foram calculadas atraves de desen
volvimentos assintóticos. As cinco primeiras raizes de 
J 2 (x)=O foram tiradas de tabela. Da sexta em diante elas 
foram geradas adicionando-se, â anterior, o valor n[7J. 
As funções de Bessel para argumentos pequenos (<10) fo
ram calr.uladas pela subroutina IBM, BESJ, e para gran
des, >10, usa-se desenvolvimento assintótico (7]. 

As tensões se apresentam expandidas em séries de 
Bessel e a convergência é sempre lenta, requerendo a re 
tenção de muitos termos. Dai o tempo de processamento 
para obtenção das restrições ser elevado. 

guanto a precisão dos resultados, não se tem como 
compara-lcs. Entretanto as distribuições conseguidas 
tem a forma adequada e dos quadros de resultados gera
dos pelo LP-MOSS, observa- se que quase todos os pontos 
da junta estão no limite de solicitação . Por outro la
do , é conveniente referir-se à aspectos de erros compu
tacionais. Superpondo-se aos erros de truncamentos que 
decorrem da retenção de um número finito de termos nas 
séries usadas, tem-se os erros de arredontamentos. Qu~ 
to aos primeiros, para uma boa aproximação da distribui 
ção ~ (ç), a separação das funções de Heaviside deveriam 
sei· da ordem de 0,001 (para seguir a orientação de (1]) 
sendo as restrições aplicadas em incrementos da mesma 
ordem. Só assim, obter-se-ia a distribuição ~ detalhada
mente e ter-se-ia certeza que as tensões estariam den
tro da hiper-superfície de tensões admissíveis . Quanto 
aos segundos, além do extenso tratamento numérico tem
se a considerar o comportamento das quantidades manipu
l adas. Nos exemplos resolvidos as funções de Kelvin 
ber 2, bei 2 estão na faixa entre 105 e 10 11 enquanto que 
as funções Ker 2 e Kei2, estão entre 10-5 e 10 11 • Parti~ 
do destes valores, chega-se a coeficientes que são da 
ordem de centésimos, com os cálculos retendo apenas 10 
dígitos significativos. 
CQt-.;CLUSÃO 

O método de programaçao linear é aplicado para de 
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terminar uma distribuição para a função ~(ç)=a(ç)T(ç) 
em uma junta cônica soldada, tal que as tensões térmi
cas sejam minimizadas. Caso a temperatura seja conheci
da obtém-se o coeficiente de expansão térmica a (ç) , a
través da junta. Caso a(ç) seja conhecido, obtém-se a 
distribuição de temperatura na junta. Isto tem a~licabi 
!idade em aquecimento ou resfriamento de tubulaçoes cõ= 
nicas e pode ser usado, por exemplo, na otimização da 
distribuição de resfriadores ao redor e ao longo da tu
bulação e no controle. do perfil de temperatura em pro-
cessos de aliviamento de tensões. . 

A formulação estabelecida, permite também a análi 
se de tensões quando somente se tem dados experimentais 
de ~(ç) na junta. 
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StiMÃRIO 

Ap1LeAe.nta.-.6 e. , neA.te. .:tJr.a.bai..ho, uma 6Mmulaç.ão pa1La o p!Loblema de. ducontúw.-i..dade. 
em cM cM de. !Le.vofuç.ão, IL.6ando a.6 .te.o/t..ÚUJ pa.tLa ca.6ca.6 6-{.na-6 e. ca.6ca.6 .6enú.-eApeA.6M. 0.6 
mode.lo-6 aYill.f1tico.6 numêlúco.6 !LeAul.tanteA peJtm-Uem artalMa!L .te.n.6ÕeA, de.6Mmaç.ÕeA e. deA
locame.nto-6 em cM cM de. !Le.voluç.ã.o .6uane..ti.da.6 a um caMe.game.nto P=P (.6, e) e. a uma fu.tlú 
btúç.ã.o de. .tempeJta.twta T =T(.6, e, z) . A.6 Mfuç.õu numêlúc.M .6ã.o bMe.adM na .tecrúca de. rü.-=-
6e.!Le.nç.M 6-{.rú.tM e. 0.6 ILeAul.tado-6 ob:t.i..do-6 a..ttr.avé-6 de. um p!Log!Lama em FORTRAN IV. 

ImRODJJ;AO 

Nas aplicações práticas a análise de cascas de 
revolução normalmente inclui descontinuidades, caracte
rizadas por uma mudança da espessura ou do material da 
casca ao longo do meridiano, uma intersecção de formas 
distintas (esfera com cilindro, por tx.), ou uma descon 
tinuidade na derivada da função que define a forma do 
meridiano (fig. 1): 

r = r(s) (1) 

Este trabalho é resultado do desenvolvimento de 
dois programas digitais, um à partir da teoria de cas
cas finas e outro da teoria de cascas semi-espessas, re 
alizado para possibilitar a análise de cascas de revolu 
ção nas descontinuidades, sob a ação de carregamentos 
quaisquer, incluindo efeitos térmicos. 

Eixo de revoluçllo 

Figura 1. 

Para as cascas finas partiu-se do desenvolvimento 
baseado nas hipóteses de Kirchoff-Love realizado ha re
ferência [1], e para as cascas semi-espessas foi tomada 
a teoria com base nas hipóteses de Reissner-Nagdi utili 
zada na referência [2). -

Para os sistemas de referencia comumente utiliza
dos (Fi~. 2), um ponto de descontinuidade na derivada 
da funçao que define a forma do meridiano é marcado por 
uma rotação do sistema. Na formulação adotada em (1] e 
[2], isto exige o desenvolvimento de equações de acopla 
menta entre as cascas na descontinuidade, à partir dã 
compatibilidade entre os deslocamentos e do equilíbrio 
das forças. 
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Figura - 2. Sistema de Referencia. 

Apresentam-se a seguir a formulação do problema 
de descontinuidade para cascas finas e semi-espessas, e 
os resultados obtidos com os respectivos programas digi 
tais. - · 

CASCAS FINAS 

A compatibilidade de deslocamentos na descontinui 
dade de uma casca fina, utilizando os procedimentos in-=
dicados na referência [1], pode ser dada por (Fig. 3): 

Figura - 3. Deslocamentos e tensões resultantes em uma 
descontinuidade 
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+ 
u = u cosx - w senx 

+ 
w = u senx + w cosx 

+ v =v 
+ 

<I> = (J s s 

(2) 

onde u, v, w, <1>
5 

são respectivament e os deslocamentos 
nas direções s, e , z e a rotação na direção s, e os si- · 
nais (- ) e (+) i ndicam valores antes e após a desconti
~~. 

O equilíbrio das forças será: 
~ 

+ - - -+ --
fi J 

N = N cosx - Q senx Nse= Nse l 
s s s (3) 
+ - M+ = M-Q = N senx - Q cosx s s s s s 

onde N , M são, a tensão resultante de membrana e o mo 
ment a ~ dlreção meridional e Os e ~ são as tensões 
resultant es efetivas nas bordas [1].58 

Reagrupando estas variáveis de forma conveniente, 
chega- se a: 

+ -
X = wX (4) 

+ -
(S) e Z = tjJZ 

onde 
cosx o - senx o 

tjJ = I 
o 1 o o 

senx o cosx ~ I ,; o o o 

t X= {u,v,w,M
5

} e z = { Ns .~s e 'Qs ,ct> s l t 

O vetar Z pode ser escrito em função de X e X' , 
com ( )' =a( )/a

5
. 

Z = SX' + TX + L 

e os Sij• tij• lj s~o constantes calculadas a 
das proprieaades geométricas do meridiano e da 
da casca [3] . 

Substituindo (6) em (5) chega-se a , 

- - - - + + + + + -
tjJ S(X )' + tjJT X - S (X)' - T X =L - wL 

As equações (4) e (7) regem o acoplamento 
as cascas nas descont inuidades . 

CASCAS SEMI ESPESSAS 

(6) 

partir 
rigidez 

(7) 

entFe 

cosx o - senx o o I ~ I!' lfi:X IIIV 
o 1 o o o 

1jJ = sen o c os o o 
I.:=! O?.." o o o 1 o 

I ?.A ~I' I J ~I' í; 
c o o o o 1 

, 
FORMULAÇÃO Nl.JMERICA-PROGRAMAS 

Escrevendo a equação (7) em termos de diferenças 
finitas, utilizando a equação (4) e as expressões desen 
volvidas nas referências [1] e [2} para cascas sem des~ 
continuidades , forma-se o sistema linear para cascas 
com descontinuidade, que é resolvido através de um algo 
rítimo construído à partir do esquema de OloleskiJ4 J .-

Os programas CAFDE (para cascas finas ) e SEDE 
(para cascas semi-espessas) foram desenvolvidas tendo 
esta formulação como base, e testados através de compa
ração de seus resultados aos obtidos por outros auto
res , e pela análise de convergência entre os de CAFDE 
e CASEDE à medida que a casca diminui de espessura . 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

1- Conexão de uma casca cilÍndrica com uma tampa 
esférica submetida à pressão interna. 

) 

L 

E =E =E= 2 06 x 10 11 N/m2 
s e · 

\) 5 6 
\) -6 5 - \) = 0 , 3 

--o! 
P = 1 x 108 N/m2 

3 ' I I V\ I I I 
• ••• Ref.5 

'r- ~ - -CAFDE -
,____ - -

pr L \ 
2 

De acordo com a referência (2], a compatibilidade 
de deslocamentos de uma tasca semi espessa é dada pelas 0 / 

I 
' f" • equações (2), acrescida de, 

I 
+ -

<~>e = <~>e (8) 

e o equilíbrio de forças é definido por (3) e 

..... / + -M -M s e se 
(9) 

onde ct>
6 

é a ro tação na direção 6 e Mse é o momento tor
sor na direção s . 

Desta forma, pode- se proceder como para cascas fi 
nas, chegando a equações análogas à (4) e (7) , cujos 
coeficientes são determinados pela teoria de cascas ado 
t ada em [2] e se encontram indicados em [3] . Sendo que: 

t -~., 
X= {u,v,w,ct>s ,ct>

6
l 

-, :::~nan'J:t 

Y = {Ns '~s e ,Qs ,Ms •1\ e l t 

E 

':lb 

Casca c i l{ndrica / Casca esferica 
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1\ v 
l v 

- 2 

- 3 
0,5 0,4 o,3 oiL 0,1 

~ = a 
o 0,1 0 ,2 

~ =.;r: 
0,3 o,4 o~ 

Figura 4 - Momento Meridional M s 
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Estes resultados indicam: 

1- Que a formulação na descontinuidade para a casca fi
na tem os resultados idênticos à solução analÍtica apr~ 
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sentada na referência [5J. 

2- A valictade do programa para cascas semi-espessas de
terminada pela convergência dos resultados entre CASEFE 
e CAFDE até relação h/r = 30, conforme discutido em 
[ 2] . 

Desta forma os programas passam a ser ferramentas 
numéricas com as quais é possível desenvolver a análise 
de cascas de revolução, observando as diferenças nos re 
sultados obtidos para cada teoria (No ex. M~c para 
CASEDE é 8,3% maior do que para CAFDE, quando h/r=l/5). 

2- Casca esférica com um bocal cilíndrico radial 
submetida a uma distribuição linear de temperatura ao 
longo de sua espessura. 
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Neste caso a esfera ê urna casca fina (~ = rSu) e 
o cílindro urna casca semi -espessa q~ = ,1_ .) . Os aútores 

. 10 
julgam ser necessária urna análise em que na desçontinui 
dade possa ser alterada a teoria de casca afú1 ue per~ 
mitir que a esfera possa ser estudada como casca fina e 
o cilindro como casca semi-espessa. Para tanto estão de 
senvolvendo um outro programa numérico. 
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peJta.tu.Jte. futltibu.ilion T=T(1>,e,z). The. nu.me.Jtic.a..t J.JO.f.u.
tion .<.1> ba.J.Je.d on a. 6.i_nile. di66Vte.nc.e. p!toc.e.du.Jte. a.nd the. 
JtU.ult-6 c.a..tc.uleted u.J.J.i.ng a. c.ompu.teJL c.ode WJLi..tten in 
FORTRAN IV . 

I-

:p 

Ibil~ 

~
r 

.,,. •A 

~: 
L t - - i -=--.. .. 

- L--- _·L 

eo~o ·~ e 

•C ~ 

I!! 

t: 

.... J 

es e: ! ,, e 



VIII COBEM - S. J . Campos, SP (Dez. 1985) 

8 
ANÁLISE E PROJETO ESTRUTURAL DO PRIMEIRO 

SATÉLITE BRASILEIRO 

ANTON IO MANOEL DIAS HEN RIQUES HELY RICARDO COSTA SÁVIO 
CELSO FIGUEIREDO NOGUEIRA JOSÉ SÉRG IO R. ALVES FILHO 
EDUARDO F. ROCHA DE ARAÚJO MARCELO RAMON FERRONI 

WOLODYMIR BORUSZEWKl 
INSTITUTO DE PESQUISAS ESPACIAIS- IN PE/CNPq 

SUMÃRIO 

E~ta. oblla. .:tJLa..ta. do pito j e:to e. artÕ.f.Ã.A e. u.:tlw..twu:tl do p!Úme»w Mttê.U:te. b~.U.e..úz.o. 
VuCJte.vem-~e. M caJtgM u;tií.t,i.cM, CÜYJ.Ô.JrliCM, e. .téJun,(_CM conJ.,-<.de.lla.dM e. 04 CltdêJúo~ de. 
pJtOje:to uta.be..te.Udo~ . ApltUe.n.ta.m-u a ge.ome.;tJt,i,a, 04 MJtartjo~ u.:tlw..twu:tl e. de. -<.rtê.Jtc-<-a 
e. a u.t..i.Li..zacão do ~o rta 6 o !Una. de. pa-<.rtw do tipo ~artdtúche.. A artÕ.LW e. u.:tlw..twu:tl 
u;tií.t,i.ca é duCJt-<.ta. YLM ~uM d-<.ve.MM 6MU. ApltUe.n.ta.m-~e. o~ JtuuLtado~ o btido~ de. 
60Jt.ma compalla.tiva . VuCJte.vem-~e. o ucio de. 6abJt-<.cacão e. mortta.gem do pJt-<.meÃJ!.o pltO.tÕti 
po , bem como 04 fup04ilivo~ e. pJtOce.d-<.me.YL.to~ de. .tu.tu u:tã.:Uco~ a ée.Jtem Jteilizad04 . -

INTRODUÇÃO 

A MISSÃO ESPACIAL COMPLETA BRASILEIRA (MECB), 1n1 
ciada em 1979 , visa desenvolver tecnologia para constiü 
ção e lançamento de satélites, a qual envolve foguetes 
lançadores, centros de controle e recepção de dados, e 
base de lançamentos, capacitando o país no campo espa 
cial. Com isso a MECB objetiva promover o desenvolvimen 
to de diversas áreas, entre as quais Meteorologia, Tele 
comunicações, Agricultura e Eletrônica. O primeiro sate 
lite previsto na missão destina-se ã Coleta de Dados~ 
sendo de inteira responsabilidade do Instituto de Pes 
quisas Espaciais (INPE) o seu projeto, fabricação e qu~ 
lificação . 

Este trabalho apresenta o projeto e análise estru 
tural deste Erimeiro satélite, estando dividido em qu~ 
tro partes basicas : concepção , onde se discutem a geome 
tria, os critérios de projeto, materiais e carregamen 
tos ; análise, onde se apresenta o procedimento utiliza 
do; fabricação e montagem, onde se apresentam processos 
empregados; e ensaios, onde se descreve sucintamente o 
procedimento a ser utilizado . 

ESPECIFICAÇÃO E CONCEPÇÃO ESTRlJIURAL 

A estrutura mecânica do satélite tem a finalidade 
básica de prover um suporte rígido a todos os outros 
subsistemas, seja durante o lançamento, seja ao longp 
de sua vida Útil em Órbita . Entre os fatoTes condicio 
nantes do projeto da estrutura podem-se menCionar as car 
gas externas, o espaço ocupado pelos equipamentos inter 
nos , o volume disponível no veículo lançador e o peso.-

As cargas externas com efeitos estruturais impor 
tantes originam-se de : -

acelerações, impostas pelo veículo lançador; 
- vibração aleatória, advinda das características estru 

turais do conjunto motor-lançador-satélite ; -
- ciclos térmicos, resultantes da alternância sombra/ in 

solação durante a órbita. -
O formato básico da estrutura, prisma octogonal re 

to, advém da especificação de área externa para geraçao 
de energia f otoelétrica , bem como de requisitos de s~ 
pli cidade de fabricação, montagem e posterior acesso ao 
interior do satélite. 

A estrutura do satélite é composta de um cilindro 
central, dois painéis porta-equipamentos (um central, e 
outro geocêntrico), um painel antigeocêntrico, oito pai 
néis laterais(dos quais quatro são fixos e quatro sãõ 
removíveis) , e um suporte porta-equipamentos interno ao 
cilindro. A Figura 1 apresenta o arranjo estrutural do 
satélite . 
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Figura 1. Arranjo Estrutural do Sa t él i t e 

Os critérios adotados Eara posicionamento dos equl 
pamentos no interior do satelite basearam-se na otimiza 
ção da distribuição de temperaturas, no balanceamento de 
massa e inércia, e na interferência eletromagnét ica . 

O material escolhido para a fabricação do primeiro 
satélite é uma liga de alumínio leve(2024T3) de, compor 
tamento estrutural conhecido . Esta liga será ut i l izada 
em forma de chapas no cilindro e no suport e porta-equi 
pamentos. Todos os painéis são do tipo sanduíche, com 
chapas de face e colméia de alumínio , visando uma me 
lhor relação peso/rigidez. 

O critério de projeto adotado estabelece que a es 
trutura deverá resistir a cargas 30% maiores do que as 
cargas de projeto, sem apresentar deformações permanen 
tes detrimentais. -

ANÁLISE 

O trabalho de análise das tensões e deformações na 
estrutura do satélite foi dividido em três etapas , cor 
respondentes ao tipo de carregamento considerado: esta 
tica , dinâmica e térmica. A primeira etapa, com carrega 
mento inerci al considerado instantâneo, foi desenvolvi 
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da junto com o projeto estrutural, de forma gradual em 
termos da complexidade do modelo analisado, a fim de 
propiciar uma interação projeto-análise que tornasse o 
processo de desenvolvimento mais eficiente, a qual cul 
minasse na construção de um primeiro protótipo da es 
trutura. A segunda etapa, a análise dinâmica (em cur 
so), determinará os modos e frequências naturais da es 
trutura, além do comportamento, em resposta forçada~ 
do satélite quando este é submetido ao histórico de 
acelerações imposto pelo veículo lançador. A terceira 
etapa estimará o comportamento da estrutura do satéli 
te quando em Órbita, submetida a cargas térmicas esta 
cionárias (radiação solar e terrestre, dissipação in 
terna de energia nos equipamentos), observando-se os 
ciclos térmicos dia/noite. 

Descreve-se neste trabalho apenas o procedimento 
realizado na análise estática que, por sua vez, pode 
ser dividido em três fases. 

O carregamento inercia! considerado nestas três 
fases foi aquele devido à aceleração longitudinal de 
20g devida ao acionamento do estágio de apogeu, e a 
aceleração radial de 18g a SOOmm do eixo longitudinal 
do satélite devida à rotação de 180 rpm no momento da 
injeção em Órbita. 
1) Modelo analítico [1], [2]: nesta primeira fase,atra 
vês de modelos simplificados, analisou-se cada elemen 
to da estrutura do satélite separadamente, usando um 
ferramental analítico clássico. Os resultados obtidos 
permitiram uma realimentação do projeto em sua fase ini 
cial, principalmente no tocante à escolha e dimensiona 
mento dos painéis sanduíches. 
2) Modelos parciais [3], [4], [5]: utilizando um mét~ 
do de elementos finitos, analisaram-se separadamente 
um modelo do cilindro central, um modelo dos painéis 
laterais e um modelo dos painéis porta-equipamentos. 
Consideraram-se nestes modelos geometria e condições de 
contorno mais próximos às da estrutura real e utili 
zou-se um elemento de casca isoparamétrico de 8 nós, 5 
graus de liberdade por nó, o qual considera a defo~ 
ção devida ao cisalhamento transversal [6]. A fim de 
compatibilizar as características mecânicas do pajnel 
sanduíche com aquelas do elemento isotrópico do mode 
lo, utilizaram-se as expressões abaixo, que fornecem a 
espessura e o mÓdulo de elasticidade equivalentes con 
siderados na análise: 

E 

t 

onde: 

h.Gc. te. (1+v) 3 /3.~ 

2.G .t .(1+v)/E c c 

Gc é o módulo mínimo de cisalhamento da coiméia; 

te é a espessura da colméia; 
v é o coeficiente de Poisson; 

Ef é o módulo de elasticidade da face; 

tf é a espessura da face. 

Os resultados obtidos nesta fase demonstraram o cará 
ter conservador dos modelos utilizados na primeira fa 
se, qualificaram o cilindro central e forneceram dados 
para o projeto e análise das junções entre painéis. 
3) Modelo completo [7]: nesta Última fase analisou-se 
um modelo completo da estrutura do satélite, utilizan 
do um método de elementos finitos e um carregamento 
uniformemente distribuído pelos painéis, o que permi 
tiu a çonsideração de apenas 1/4 da estrutura no mode 
lo. Este Último compreende 213 elementos (o mesmo uti 
lizado nos modelos parciais) e 1010 nós; considerando 
também, de forma simplificada, as junções entre os pai 
néis. Os resultados obtidos permitem que se obtenha 
uma visão bastante realista do comportamento global da 
estrutura. Pode-se também, analisando estes resulta 
dos, estabelecer mais claramente uma sequência de fa 
lhas para a estrutura. As regiões dos painéis porta 
-equipamentos próximas ao cilindro central apresentam 

a falha crítica da estrutura (cisalhamento da colméia) 
seguidos do painel antigeocêntrico e do cilindro ce~ 
tral. As Figuras 2 e 3 apresentam, comparativamente, a 
distribuição de momentos radiais e circunferenciais,no 
painel geocêntrico, encontrados nas três fases de aná 
lise. 
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Figura 2. Distribuição de momento radial no painel geo 
cêntrico. -
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Figura 3. Distribuição de momento circunferencial no 
painel geocêntrico. 

FABRICA.Çi\0 
Para a fabricação da estrutura do satélite, es~ 

cificamente dos painéis do tipo sanduÍche (honeycomb), 
u!ilizou-se a tecnologia adquirida pela indústria aero 
nautica brasileira. 

A fabricação inicia-se com a confecção do ferra 
mental (gabaritos de montagem, pinos guias, etc), usi 
nagem de colméia, insertos e junções, e conformação de 
chap~s que serão utilizadas no momento da cola~em dos 
paineis. O objetivo dos gabaritos de montagem e garan 
tir o posicionamento correto dos componentes dos pai 
néis e assegurar que as dimensões externas dos pai 
néis estejam dentro das tolerâncias estabelecidas du 
rante a fase de projeto. Conc+uída esta etapa, as p~ 



ças a serem coladas são desen~raxadas, sofrem um trata 
mento químico (eliminar os res1duos existentes) e, fi 
nalmente, recebem um "primer" protetor. 

A união entre as peças é feita utilizando um filme 
adesivo de base "epoxy" próprio para este fim. Pré-ajus 
tados os componentes no gabarito, o conjunto é revesti 
do com um plástico perfeitamente vedado, do qual se ex 
trai o ar utilizando uma bomba de vácuo. Em seguida, o 
painel é introduzi,do em auto-clave, onde se procede à 
curâ do filme adesivo, a uma temperatura náxima de 
120 C, durante 4 horas, sob ~pressão de 3 atmosfe 
ras. Retirado o painel, são eliminadas as rebarbas e e 
fe1ta inspeção por ultra-som, a fim de detectar possí 
veis regiões de colagem imperfeita. Corrigidas as even 
tuais falhas de colagem, é aplicado nas regiões de 
união de chapas um selante que evita a infiltração de 
umidade. Finalmente é feita uma análise dimensional do 
painel e aplicada uma pintura protetora. 
M)NfAGEM 00 PRai'OTIPO 

Com a finalidade de montar a estrutura do satéli 
te, projetou-se um dispositivo que garante, entre ou 
tras coisas, alinhamento do cilindro central, concentri 
cidade dos painéis horizontais e uma boa rigidez duran 
te a fase de montagem. Paralelamente, confeccionou-se 
um manual [8) que descreve com detalhes as etapas e cui 
dados a serem seguidos por ocasião da montagem do protõ 
tipo. -

DISPOSITIVOS E PROCEDIMENTOS PARA OS TESI'ES ESTÁTICOS 

Como a estrutura do satélite não pode ser testada 
nas condições reais de lançamento e injeção em Órbita, 
os testes de qualificação deverão ser realizados em la 
boratório sob condições simuladas. -

As forças de inércia que atuam no satélite durante 
a fase de lançamento somente podem ser reproduzidas com 
precisão em laboratório por meios sofisticados(utilizan 
do, por exemplo, grandes centrifugadoras). Uma alternã 
tiva de baixo custo são os testes com carga estática~ 
Neste tipo de ensaio as forças de inércia são represen 
tadas por forças discretas e estas são aplicadas no pro 
tótipo de modo que o ~ampo de tensões presente na estiü 
tura seja o mais próximo do real. -

As forças externas são aplicadas em pontos corres 
pondentes aos centros de gravidade dos equipamentos su 
portados pela estrutura do satélite. Desta forma, o tes 
te de qualificação se reduz a submeter a estrutura a 
um determinado número de forças externas aplicadas a 
barras, que, por sua vez, as transmitem aos simulacros 
dos equipamentos através de cabos de aço. Este disposi 
ti vo e usualmente denominado árvore de carregamento. -

A aplicação de cargas será feita utilizando um dis 
positivo chamado sarrilho, basicamente um eixo com ro$ 
ca sem fim acionado, manualmente, sendo o monitoramento 
da carga feito através de dinamômetros. 

A carga será aplicada progressivamente nas seguin 
tes proporções: 20, 40, 60, 80 e 100% daquela de proje 
to. Para cada etapa de carregamento serão colhidos valo 
res de deformação e deslocamento de diversos pontos da 
estrutura. Para medir deslocamentos, antes e depois da 
aplicação dos esforços, será necessário construir uma 
estrutura de referência mecanicamente isolada em torno 
do protótipo. _ 

Visando simular a interface com o lançador, o proto 
tipo, na fase de testes, terá seu tubo central fixado 
à estrutura de sustentação do dispositivo de ensaio por 
meio de um anel com flange aparafusada. 

Os seguintes dados poderao ser obtidos a partir do 
ensaio estático: 
- forças aplicadas, utilizando dinamômetros ou células 

de catga; _ 
deformações resultantes, util]zando extensometros elé 
tricos colados em pontos selecionados da estn1tura; 

- deslocamentos resultantes, utilizando relÓgios compa 
radores; -

- movimentos angulares, medidos opticamente ponto por 
ponto pelo método de auto-colimação. 
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CONCLUSOES 

Dos resultados obtidos da análise estrutural ob 
servou-se que a menor rr~rgem de segurança aplicável ã 
falha mais crítica é da ordem de 30%. 

Os dados obtidos nos ensaios estáticos serão com 
parados com os resultados das análises numéricas, vali 
dando-se dessa forma o ferramental e os modelos esco 
lhidos. 

Finalmente, deve-se mencionar que a confecção,mon 
tagem e ensaio do primeiro protótipo do satélite de co 
leta de dados demonstram que o País possui pessoal qua 
lificado para a execução de projetos de vanguarda des 
de que sejam fornecidas as condições técnicas e adffií 
nistrativas adequadas. 
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:to Muluo. Eõ:taó me-6mM ~dÚM podem õe4 aõadM paM o c.â.e.c.ui.o do de1>i.oc.amer1Xo veJL 
:.ÜC.al. e dM IW:Caç.ÕU de ói.ex.ão e de .to4ç.ão de uma v~ga de ÚXO Wc.u1a.Jz. õujú;ta a 
óMç.M no.ltma..Ú> ao õeu pi.ano. O c.aMegamen.to D:<-c.t:luo Vtá. depende.4 do~ momen.toõ de ói.e 
xão e .to4ç.ã.o, da óMç.a c.o4:tan.te, da ~g~ez a ói.exã.o e da ~gaez ã. .toltç.â.o e do l!.a)J) 
de c.U4va.:tulta. Em v-igM de õeç.ã.o .tl!anõve.Mai. va!!...Uivei. õMgem .teJr.moõ a~nw c.om a 
druvada da ~g~ez. Sã.o demonõ.tl!adoõ :tJtê.-6 .teMemM pa.M v~gM c.U4vM que p~em 
c.ai.c.ui.M Dó deói.oc.ameriXoó c.om M tê.c.Mc.M aõadM paM obte.4 e1> óMç.oõ. T~na-óe c.om 
~ndic.aç.õu paJUt c.onõeg~ a v~a c.onjugada. Nestas equações q é a carga por t.midade de com-

INrRODl.Q.O 

Vigas curvas hiperestáticas sujeitas a um carre~ 
mento normal ao seu plano já foram estudadas para seçao 
transversal constante, sendo o eixo um arco de circunfe 
rência [1] , [2] . . -

Mesmo vigas com baixo grau de hiperestaticidade e 
xigem uma considerável quantidade de trabalho, como po~ 
de-se veri~icar em 111. 

Se a viga possuir se~ão transversal variável, o 
uso de um método numêrico e obrigatório. . 

Neste trabalho aplicam-se as idéias de M>hr ao cál 
culo de deslocamentos e rotações de vigas de eixo cir~ 
cular. Com isto é possível, usando-se um programa para 
calcular esforços, obter deslocamentos. 

Se a viga tiver como eixo uma curva qualquer, de
ve-se primeiro substituí-la por arcos de circunferência 
equivalentes. 

AS EQUAÇOES DE EQUILfBRIO E AS RELAÇOES ESFORÇOS-DESLO
CAMENIOS 

Seja, Fig. 1, uma haste de eixo circular com um 
carregamento normal ao seu plano. 

.. 

Figura 1 

Sob a ação do carregamento surg61l o Jll)mento fletor 
M, o momento de torção T e a força cortante Q. Esforços 
e carregamento positivos aparecem na Fig. 2. 

Q 

Figura 2 

I 
I 

AS equações são mostradas 

~ =- qR 

.;+T-RQ=O 

~- M +' R t O 

(1) 

(2) 

(3) 
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primento e t o momento de torção distribuído por unida 
de de comprimento. -

Este sistema de equações pode ser substituído por 
três equações, relacionando os esforços diretamente com 
o carreganento. Estas são a eq. (1) e as duas seguin -
tes: 

(4) 

(5) 

Os deslocamentos da viga sob a ação do carrega -
mento podem ser obtidos com a hipótese das seções pla
nas. Admite-se também que o raio de curvatura é muito 
grande em relação às dimensões da seção transversal.Os 
resultados a que se chega são os seguintes, 121: 

. 2 
-M __ Í + ~ 
EJ R ds 

(6) 

(7) 

Nestas equações E e G são módulos de elasticida
~e. J § o momento de inércia e JT o momento de inércia 
a torçao. 

O deslocamento vertical do eixo da viga vale w, 
positivo para baixo. A rotação em torno do eixo da vi
ga vale ljl, positiva quando causada por um monento de 
tensão posi~ivo, Fig. 3. 

~:. . Figura 3 W ~ 
R,~ds 

Figura 4 A--- .::.~1dw 
s,ei \ de 

A rotação em torno do eixo ligando o centro 
gravidade ao de curvatura vale 

de 

dw 1 dw <P=-=-- (8) 
ds R de 

pos1t1vo no sentido horário para o observador situado 
no centro de curvatura, Fig. 4. 

Pode-se eliminar da eq. (6) a rotação w derivan
do-se esta equação em relação à variável s, e usando
se a eq. (7), 
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d
3
w dw 1 d

2
<t> d<P R

2 ~ dM M d J --:-::-3 +- =- C-:-::-z + -) =- pT-- +-- (F.J) 
de de R de dé F.J de F.J de 

(9) 

Nesta equação introduziu-se a variável adimensio-
nal p 

F.J p =-
GJT 

A eq. (2) pode ser usada para eliminar, 
a derivada do momento fletor, chegando-se a: 

d
3
w dw R

2 
[ M d J ~ +- =- (l+p)T-QR+-- (F.J) 

de de F.J F.J de 

(lO) 

da eq. (9) 

(11) 

Pode-se agora relacionar a rotação $ diretamente 
com os esforços; basta, para isto, derivar a eq. (7) em 
relação as e usar a eq. (6). Chega-se a: 

d2$ + ljJ = ~ [ M + p dT - _..e!_-ª.. (GJ ) ] -~n: J (12) 
deZ F.J de GJT de T 

E possível eliminar a derivada do momento de tor 
são da eq. (12) com auxílio da eq. (3). 

OS TBJREMAS ~OGOS AOS DE IDIR 

Com as equações obtidas pode-se enunciar os teo
remas, análogos aos de Mohr, válidos para vigas de ei
xo circular com carregamento normal ao seu plano. 

Comparando-se as eqs. (5) e (12) temrse: Teorema: 
A rotação de torção $ de uma viga de eixo circulaT 3U 
jeita a uma carga distribuida q e momento de torçãodíS 
tribuido t é o momento fletor causado por uma carga q 
fictícia, na viga conjugada, igual a 

- 1[ dTpdd J q = - M + P"T,- - - - - (GJ ) 
F.JR ue G JT de T (13) 

Nesta equação M e T são os momentos causados pelo 
carregamento real, q, t. 

O teorema seguinte é obtido com o exame das eqs. 
(4) e (11). . 
Teorema: A elástica de uma viga de eixo circular sujei
ta a um carregamento q, t, é o diagrama de momentos de 
torção da viga conjugada sob a ação da carga q fictícia 

- 1 [ M d J q = F.J (l+p)T - QR + F.J de (F.J) (14) 

Na viga conjugada não atuam momentos de torção 
distribuido e por isto a eq. (3J simplifica-se para 

dT M a:s = R ·- -~ • - (15) 

Combinando-se o Último teorema e a eq. (15) chega 
-se ao seguinte resultado. 
Teorema: A rotação de flexão <P de uma viga de eixo cir
çular é o momento fletor da viga conjugada sob a carga 
q, eq. (14) dividido por .R. 

Outros teoremas semelhantes poderiam ser obtidos, 
carregando_a viga conjugada com momentos de torção dis
tribuidos t. 

A VIGA CONJUGADA 

Conforme visto, a rotação de torção é um diagrama 
de momentos fletores e dado por uma equação diferencial 
de segunda ordem; logo necessita de dois valores para 
sua completa determinação. Da mesma forma o deslocamen
to vertical é um diagrama de momentos de torção dado 
por uma equação de -terceira ordem, sendo três valores 
necessários para o seu conhecimento. Fica-se com um to
tal de cinco condições em deslocamentos a. serem satis-
feitas. •·•• 

Na viga reta, a conjugada é obtida por uma troca 
de apoios. Na viga curva isto não ocorre pois há um a
coplamento entre os deslocamentos, que inexiste na viga 
reta. Considerem-se as eqs. (6) e (7). A condição de~ 

mento nulo implica numa relação entre l)J, w ou suas deri 
vadas. Os termos acopladores são os que tem R no denoffií 
nador e portanto anulamrse quando R~. -

Considere-se uma viga engastada numa extremidade, 
livre na outra e sujeita a um carregamento qualquer. Co 
~ecem-se M, T, Q. Na extremidade engastada as condi~ 
sao 

$ = o 

~ 
(16) 

w = o (17) 

dw o (18) as= 

Na extremidade livre as condições sao: 

M = O $ - d2w (19) ou R- -;z 
T = O d$ 1 dw 

ou ds =- lf d5 (20) 

Q = o (21) 

Há uma condição a mais, e esta é a da força cor
tante nula. Realmente, a força cortante é dada na eq. 
(2). Substituindo nesta equação os momentos pelos seus 
valores, eqs. (6) e (7) chega-se a: 

Q = .!. (EJ + GJ )~ + d(F.J) (Í _ d w) + ___I dw 
[ 

2 GJ 

R T ds de R -;z R ds 

- F.JR ~ J ~~ '"- ' ,. I • Wl' O L[,~.:-· (22) 

Aplicando as condições (19) e (20) a eq. (22) sim 
plifica-se para -

Q= F.J dw+dw 
[ 

3 J R! de de3' (23) 

em vista a eq. (11) chega-se ã identidade 

Q = Q (24) 

Este resultado já era esperado pois a hipótese 
das seções planas foi usada para a determinação de (6) 
e (7). Por esta hipótese as distorções são nulas e a 
força cortante também. Por isto usa-se uma equação dE 
equilÍbrio Eara determinar a força cortante. A condição 
em Q já esta satisfeita se o equilíbrio existe. Dito de 
outra forma, a força cortante atua indiretamente, modi
ficando os momentos. Não é possível haver condições em 
deslocamentos causados pela força cortante. 

A solução da eq. (11) é: 

w = A + B sena + C cose + w 
p (25) 

Com o mesmo processo obtémrse, para a eq. (12): 

$ = D sena + E cose + l)JP (26) 

Nas equações acima wp e $p representam soluções 
particulares. Se a viga em balanço tiver, ro engaste 
8=0, e na extremidade livre, 8=a tem-se com as condi
ções (16) e (18) : 

dw 
E = -(ljJp)e=O B = - C -/e) e=O (27) 

As demais condições permitem montar o seguinte 
sistema: 

1 1 O li A I 1 -w0 

o cosa sena c l"llt<•o,erc<w~) .. ,co,a-· a ~ (28) ---r 

o sena cosa D l(-w'cosa+w')-$ sena-ljJ' -R- R O a O O 



Na eq. (28) foi usada a not~ção 
dw 

w~ = C--fe)e=a (29) 

Se a viga for bi-engastada, usa-se o método das 
forças. O sistema principal pode ser a viga engastada e 
livre. Os três hiperestáticos são obtidos com as ·cundi
ções w = w' = ~ = O na extremidade livre. 

Se a viga tiver três apoios, as três condições w= 
O permitem determinar w, e portanto suas derivadas. As 
condições de momentos nulos nos apoios fixam o valor de 
~.de acordo com as eqs. (19) e (20). 

SOLUÇÃO DAS EQUAÇOES DE EQUIL!BRIO 

Resolvendo-se o sistema formado pelas eqs. 
(2) e (3) chega-se a 

Q • C- RJ:q(()d( 

M • Asene + Bco,e +R JJtm · RqC<J] 'en(e- ()d< 

e 
T = -Acose + Bsene- R

2 Ia q(~) [1 - cos (e - ~)Jd~ 
e 

Rf0t(~)cos(e - ~)d~ +c 

(1), 

(30) 

(31) 

(32) 

Nestas equações ~. ~. ~são constantes arb1trári-
lS. 

Fazendo-se t=O e q=q -pode-se substituir os momen
tos pelos deslocamentos, de acordo com os teoremas de
m:mstrados. 

EXEMPLO 

Determinar a elástica de uma viga circular com n 
apoios, sujeita a uma carga uniformemente distribuída~ 
~· A seção transversal é constante. 

Fig. 5 

Com as eqs. (30) a (32) tem-se: 

Q = - qRe (33) 

M = Asene + Bcose- qR2(1-cos8) (34) 

2 T = -Acose + Bsene + qR (sena-e) (35) 

Como o momento fletor deve ser simétrico em rela
~ão a_e=O,~a ~onstante ~ ~ula-se. O momento de torção 
e anti-S1IDetrico em relaçao a 8=0 de acordo com a eq. 
(3). Imediatamente a direita e a esquP.rda de um apoio · 
tem o mesmo valor absoluto, mas sinais opostos. Como a 
continuidade deve ser mantida, deduz-se que o momento 
de torção anula-se no apoio. Daí tem-se: 

M = qR
2 

[ se~ljl cose - 1 ] (36) 

T = qR2 r~ sen8 - el l_Senljl j 
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(37) 

Considere-se o carregamento fictício dado pela eq 
(14). 

e a 

w = 

q = tlj
2 

[c1 +p)-IP- sena - pel (38) senljl j 
O momento de torção causado por este carregamento 

elástica procurada. Aplicando-se a eq. (32) tem-se: 
2 21 

-Acose + Bsene + C + ~[-(l+p)s!nljl es~ne - 4J 
(39) 

As três constantes A, B, C são obtidas a partir 
das condições: 

1. w(8) 

2. w(ljl) 

3. w' (ljl) 

w( -8) 

o 
o 

(40) 

(41) 

(42) 

A primeira condição é satisfeita se B=O. Da Últi~a 
condição obtêm-se a constante A. 

A=~ f(l+ p) (l+ljlcotgljl) + pljll (43) 
F.Jsenljl [ 2 'J 

Finalmente, com a eq. (41) consegue-se a constante 
c. 

R2 2 C = Acosljl + ~ (1+2p) ljl (44) 

CONCLUSOES 

Demonstram-se, neste trabalho, teoremas que afir
mam que o algoritmo usado para obter os momentos a par
tir do carregamento é o mesmo que serve para calcular 
os deslocamentos a partir dos momentos. 

Este resultado aumenta o alcance das equações usa
das para o cálculo dos momentos (eqs. (32) e (31)) ou 
de um programa de computador feito para determiná-los . 
Tais equações e tal programa fornecem também os desloc~ 
mentes. 

Vigas hiperestáticas curvas com inércia variável 
podem ser analisadas com apenas três equações. 
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ANÁLISE NUMÉRICA DE VIGAS DE EIXO 

CURVO COM INÉRCIA VARIÁVEL 

JORGE DE MELO E SOUZA 
INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA f + 

SUMÁRIO 
Ap~~e.nta-he. uma técnica numékica p~ a de.t~~nação de. ~6o~ço~ e dehlocame.n 

toh e.m v~gM planM fúp~eh.tâ..ücM cujo úxo é compohto de. Mco~ de. ~eun6~ênw.
O ~e.game.nto conhta de. 6MçM no~ ao plano e de momento~ de. to~ã.o ~rubul. -
doh. A v~ga pode. t~ qu.ai.qu.~ v~çã.o dM momento~ de. ~~w. No método pMpahto o 
~e.game.nto é conh~d~do atu.ando ~n~e.tame.nte. e.m v~gotM e.ngMtadM na v~ga cMva 
p~núpal. A~ehe.ntam-~e. 6Õ~u.lah paM a ~e.açã.o dM v~gotM ~u.pondo o c~e.game.nto 
v~ando como uma pa.tz.á.bola do he.gu.ndo gMu.. Como ~am-H bM~eame.nte. tê.cnicM de. P".O 
pa.gaçã.o, o núm~o de. e.qu.açÕeh a h~ ~eholvido é o m~ baüo poMZve.l. -

IN'IIDDl.ÇÃO 

Para determinar esforços e deslocamentos em vigas 
de eixo curvo necessita-se considerável quantidade de 
trabalho. Na Ref. (1) uma viga com 4 vãos precisou de 
17 páginas de cálculos para ser analisada. Daí a neces
sidade de um método simples, capaz de resolver uma viga 
curva, com um carregamento arbitrário e qualquer varia-
ção de momentos de inércia. 1 

O método proposto emprega técnicas numéricas de 
propagação, de modo a tornar mínimo o número de equa -
ções a serem resolvidas, e atende às ex~gências feitas. 

Considere-se uma viga de eixo curvo, isostática, 
sujeita a cargas verticais e momentos atuando em pontos 
quaisquer, Fig. 1. O carregamento no ponto j é dado por 
p., m., t . . Os esforços no mesnv ponto são a força cor
tá.llteJQ. ,Jo 110mento de flexão M. e o de torção T .. Car
regamento e esforços positivos áparecem na Fig. J1. 

Num ponto nodal tem-se: 

Figura 1 

P· 
J 

d 

, 

Q. = Q. 1 - (p . ) 
J J- J 

M. = M. 
1

cose. 
1 

+ Q. 
1 J J- ] - )-

- T. 1 sene . 
1 

+ (m .) 
J- J- J 

p 

R sene . 1 -
]-

T. = M.' 
1 

sene . 
1 

+ T. 
1 

cose. 
1 

+ 
D J- J- J- J-

+ Q. 
1 

R(l-cos 6. 
1) + (t .) 

J- ]- J 

(1) 

(2) 

(3) 

Como no ponto j os esforços apresentam descont i 
nuidades, deve-se distinguir os es forços à direita dos 
es forços à esquerda. Para obter os esforços imediatamen 
t e antes do ponto não se levam em conta os termos e~tre 
parêntesis; considerando-se tais t ermos t em-se os esfor 
ços imediatamente depois do ponto. -

As equações acima mostram como é possível , partin 
do de uma extremidade onde são conhecidos os es forços -

ir propagando-os ao longo da barra. Se a viga repousar 
sobre 3 apoios, deve-se calcular primeiro as reações, o 
que pode ser feito sem dificuldades. 

CARREGAMENID DISTRIBUIID 

Se o carregamento for distribuído, deve-se substi 
tuÍ-lo por outro equivalente concentrado. Várias são as 
maneira de fazer esta substituição. Considera-se o car-

. regamento atuando em vigotas curvas isostáticas que por 
sua vez se apoiam na viga principal. As reações da vi
gota são o carregamento equivalente. De todas as vigas 
curvas isostáticas a mais simples de se trabalhar é a 
engastada numa extremidade e livre na outra, que será a 
dotada neste trabalho. 
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A substituição do carregamento direto pelo indire 
to aparece na Fig. 2. Com este procedimento 

Figura 2 

' , , , ' R 
' '~ \ ' ' ' \ 

!',' ' \ '' ' \ ,,~, '~ 
q, ',, ~ 
\.\ O<;'~~\ O( 

1''~2 

Figura 3 

os esforços nos pontos nodais, incluídos os provenien
tes da vigota que alÍ se engasta, são exatos. 

A simplificação sur~e ao considerar-se que o car
regamento real é substitu1do por outro dado por uma pa
rábola do segundo grau, Fig. 3. A equação do carregamen 
to equivalente é -

q( t; ) = ~ ( E; -I) (t;-a)qa + 
4t: (z- t:\b +~(E; - .':.)q (4) 

a a a 2 c 

O momento fletor no engaste da vigota é dado por: 

M • - f:q( ()R2 >en (n-( )d( (5} 

Substituindo, na eq. (5) o carregamento dado por 
(4) e integrando , chega-se a : 
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R2 2 M = -zCa cosa-4cosa+4-3asena)q 
a a 

4R2 
+ ~(asena-2+2cosa)qb 

a 

R
2 

2 + -z (4-4cosa - a - asena)qc 
a 

A reação vertical V vale: 

V= Jaq(~)Rd~ = ~ (qa + 4qb + qc) 

o 

(6) 

(7) 

O momento de torção no engaste da vigota é dado 
por 

T ·= - rq(~)R2 [1-cos(a-~)J d~ 
o 

(8) 

Levando em conta os resultados anteriores e cal
culando a integral, chega-se a: 

-R2 [ 3 2 T = ~ é-1, - a sena - a - 3acosa + 4sena) q + 
a • a 

4 3 
+ (~ + 4a + 4acosa - 8sena)qb + 

(9) 
3 

+ c;- - 3a + 4seoo - acosa)qc J 
Se o carregamento variar linearmente com a, 

1 
qb = 2 (qa + qc) (10) 

e as eqs. (6), (7) e (9) simplificam-se: 

R
2 

[ 2 2 M = -z (a cosa-aseoo)q + (-a 
a a 

(11) 

v = Ra (q + q ) 2 a c (12) 

-R
2 

I 2 2 '3 · 1 T = ~ ~ - a sena +a- acosa)qa + (SL -a+ acosd).qb 
a 2 2 (13) 

Se o carregamento for uniforme, q = qb e as eqs•. 
(11) a (13) ficam: a 

2 M = q R (cosa-1) 

v = Ro:q 

2 T = -qR (a-sena) 

(14) 

(15) 

(16) 

As eqs. (6) e (9) podem ser escritas sob a forma 

M = R
2 

IA qa + B qb + C qcl 

T = R2 
ID qa + E qb + F qcl 

(17) 

(18) 

0s valores de A, B, C, D, E, F são dados na Tabe
la 1. , 

Se atuar na vigota um momento de torção distribuí 
do, Fig. 4, o procedimento é o mesmo visto anteriormen~ 
te. Admite-se que o momento varie segundo uma parábola 
do segundo grau . Os esforços no engaste da vigota são 
dados por: 

Heação vertical 

v o (19) 

MJmento fletor 

M • R r:t •en(o-()d( (20) 

MJmento de torção 

T • -R r:t co•(o-()dt (Gt + Ht - It )R a -o c (21) 

Os parêmetros G, H, I são dados pelas expressões 
abaixo em termos de a; acham-se valores numéricos na Ta 
bela 1. 

-2 [a 3 a2 l G = -z 2 - 2 sena + 2 acosa + 2 seooj 
a 

(22) 

H = 7 [- a - acosa + 2sena] (23) 

· -2 [ 3a a ] 
I = a2 2 - 2sena + 2 cosaj (24) 

DFSCONTINUIDADES E PONTOS ANGULOSOS 

Na substituição do carregamento real por um outro 
parabÓlico admitiu-se a inexistência de descontinuida -
des e pontos angulosos; admitiu-se também que o carrega 
mento parabólico seja uma boa aproximação do real. Se 
isto não ocorrer, as vigotas devem ter o seu comprimen
to diminui do. 

Existindo pontos angulosos ou descontinuidades no 
carregamento, o melhor é fazer com que coincidam com um 
ponto nodal. E possível porém colocar a descontinuidade 
fora dos pontos nodais. Seja, Fig. 5, uma vigota que a
presenta uma descontinuidade no carregamento para ~ = B. 
O carregamento é dado por duas parábolas. A primeira , 
q (~) é definida por dois valores reais, q e q e um 
dctício, q' . A segunda q2 (~) é determinada pe~o valor 
fictício q~ce por qb e qc. 

I 

' I 
\ \.,;;-I 

\ \ ' 
t/ \\' 1 CX/2 

\ '~ 
\ \ I 

Figura 4 

/ ,,' ,~ ex 
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Figura 5 

P~ra obter o carregamento equivalente usam-se as 
expressoes: 



Tabela 1 - Valores dos 

fa 104 
A 104 

B 10
4 c l0

4
D 10

4 
t 

.' 3 1 - 14 o o o 
4 5 16 o o 1 
5 12 25 o - 1 1 
6 - 18 - 38 o - 1 - 1 
7 - 24 - 49 o - 1 - 2 
8 - 32 - 65 o - 2 - 3 
9 - 41 - 82 o - 3 - 4 

10 - 50 - 101 o - 4 - 5 
11 - 61 - 122 o - 5 - 7 
12 - 72 - 145 o - 7 - 9 
13 - 85 -171 o - 9 - 12 
14 - 99 - 198 o -11 - 15 
15 - 113 - 228 o -13 - 18 
16 - 128 - 259 o -16 - 22 
17 - 145 - 292 o -19 - 26 
18 - 162 - 327 o - 23 - 31 
19 - 180 - 364 o -27 - 36 
20 - 200 - 403 o -32 - 42 
21 - 220 - 444 o -37 - 49 
22 - 241 - 487 - 1 -42 - 56 
23 263 - 531 - 1 -48 - 64 
4 - 286 - 578 - 1 -55 - 73 

25 - 30!:! - 627 - 1 -62 - 82 
26 - 334 - 677 - 1 -69 - 93 
27 - 359 - 729 - 1 -77 -104 
28 - 385 - 783 - 2 -86 -116 
29 - 413 - 840 - 2 -96 -1 28 
30 - 440 - 897 - 2 -106 -142 
31 - 469 - 957 - 2 -117 -157 
32 - 498 -1018 - 3 -128 -172 
33 - 529 -1082 - 3 -140 -189 
34 - 560 -1146 - 3 -153 -206 
35 - 591 -1213 - 4 -167 -225 
36 - 624 -1282 - 4 -181 - 244 
37 - 657 -1352 - 5 -196 -265 
38 - 691 -1424 - 5 - 213 -287 
39 - 725 -1497 - 6 -229 -310 
40 - 761 -1573 - 6 - 247 -334 

M. -rq, C<JR2 ,.nca-<Jd< - fq,c<JR2 ,enca-<J czsJ 
O 8 

+ (26) 

(a-~)]d~-r q2 (~) R2 
(1-cos (a-~~ 

8 d~ 

(27) 

O carregamento q1 ( ~ ) é dado pela expressão 

q (~) = q (~-8)(~-a) + qb~(a- ~) + q' ~(8-~) 
1 a a8 8(a- 8) ca(8-a) 

(28) 

VJ_GAS HIPERESTÁTICAS 

O procedimento geral é o seguinte: 

a. Rompem-se vínculos de forma a tornar a viga isostâ
tica. 

b. Substitui-se o carregamento distribuiído por cargas 
nodais equivalente; usant-se as eqs. (6) , (7) e (9) 
para conseguir as cargas nodais devidas ao carrega
mento vertical e (19), (20), (21) para as devidas 
ao momento de torção. 
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Coeficiente!: 

10
4 

f 10
4 

G 

o 88 - 349 
o 116 465 
o 145 581 
o - 174 - 697 
o - 202 - '813 
o - 231 - 928 
o - 259 ..J - 1043 
o - 287 - 1158 
1 - 315 - - 1273 
1 - 342 - 1387 
1 349 - 1501 
1 - 396 - 1614 
2 - 423 - 1727 
2 - 449 - 1840 
2 - 475 - 1952 
3 - soo - 2064 
3 - 526 - 2174 
3 - 550 - 2285 
4 - 574 - 2394 
5 - 598 - 2504 
5 621 - 2612 
6 - 644 - 2720 
7 - 666 - 2826 
8 - 687 - 2933 
9 - 708 - 3038 

10 - 728 - 3142 
11 - 748 - 3246 
12 - 767 - 3349 
13 - 785 - 3450 
14 - 803 - 3551 
16 - 820 - 3651 
17 - 836 - 3750 
18 - 851 - 3848 
20 - 866 - 3945 
22 - 880 - 4040 
24 - 893 - 4135 
25 - 905 - 4228 
27 - 916 - 4320 

c. Com as eqs. (1), (2), (3) determinam-se os esforços 
ao longo de toda a viga. 

d. Carrega-se a viga conjugada com um carregamento fic
tício que depende de Q, M, T dos momentos de inércia 
e de suas derivadas, de acordo com (2). Os esforços 
na viga conjugada serão os deslocamentos da viga re 
al. -

e. Colocam-se forças unitárias nas ligações rompidas 
calculando-se os deslocamentos como no Ítem d. 

f. Com os resultados anteriores montam-se as equações 
canônicas do método das forças calculando-se os hi
perestâticos, e com eles os esforços finais. 

APLICAÇÃO J.s VIGAS CURVAS PLANAS QUAISQUER 

Seja uma viga cujo eixo é uma curva plana qual
quer. Para aplicar o processo visto é necessário subs
tituí-lo por arcos de circunferência. 

Dois procedimento são possíveis; o primeiro é i
lustrado na Fig. 6. Sejam 

Figura 6 



408 

~Y , x2y , x y as coordenadas de três pontos. Sejam 
~cy1 as cbordJn~das do centro da circunferência passan
oo Pelos três pontos e R o seu raio. As coordenadas do 
centro são obtidas resolvendo o sistema 

[
2(xl-x2) 2(yl-y2)J { xc}= -{~+y~-xi-yi} 

2 2 2 2 (29) 
2(xl-x3) 2(yl-y3) Yc x3+y3-~ -yl 

O raio vale 

R = /cxl -xc) 2 
2 I 

+ (yl-y c) (30) 

O arco de circunferência seguinte seria definido 
pelos pontos x3y3, ~4y4 , x5y5 . N~ste cas~ ~ponto como 
B que pertence a do1s arcos àe c1rcunferenc1a pode ser 
ponto anguloso. O momento total atuando em B terá compo 
nentes de flexão e torção diferentes para os dois arcos. 

Uma outra alternativa seria definir o arco 1 ante 
rionoonte por 3 pontos. O arco 2 seria determinado pe-:
los pontos x~y~, x5y5 e com a co~d!ção de ter uma tan
gente comum com o ãrCo 1. Sejam x,y as coordenadas do 
centro do arco 2. Gomo o ponto x,y deve estar contido 
na reta unindo x3y3 com xcyc' tem-se 

y-y yx-xy 
- = c 3 x + 3 c 3 c c31) 
Y x-x x-x c 3 c 3 

A condição do centro da circunferência distar i
gualmente dos pontos x3 y3 e x5 y5 escreve-se: 

- - 2 2 2 2 2x(x3-x5)+2y(y3-y5) = x3+y3-(x5+y5) (32) 

O sistema formado pelas eqs. (31) e (32) permite 
calcular x e y. Esta segunda alternativa parece preferi 
vel, pois em pontos como B os esforços serão únicos e
os arcos de circunferência não se encontram em pontos 
angulosos. 

/ ,- ("] 
/ .... r .... .. 

X~.-

CONCLlBOES 

O método proposto para calcular numericamente vi 
gas de eixo curvo tem as seguintes características: -
a. E simples, constando de operações que se repetem, e 

que podem ser programadas facilmente em calculado
ras ou computadores. 

b. E geral, podendo ser aplicado a vigas com seção 
transversal variável qualquer. 

REFERl:NCIAS 

(1) 

(2) Souza, J.M., "Aplicação das idéias de t.bhr ao cál
culo de deslocamentos de vigas de eixo circular", 
VIII COBEM, S. José dos Campos, (1985) 
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INTRODUÇÃO 

O estudo elementar de vigas admite que as seções 
transversais, inicialmente planas e normais ao eixo da 
viga , permanecem planas e normais ao eixo deformado a -
pós a aplicação da carga. Em determinadas condições de 
geometria e de carregamento, estas hipóteses clássicas, 
devidas a Euler, Bernoulli e Navier, rostram-se inade -
quadas. Cite-se, por exemplo, o caso de vigas sujeitas 
ã flexão simples onde frequentemente é necessário consi 
derar o efeito da deformação de cisalhamento, caracter1 
zada por tm1 empenamento da seção transversal. Da mesniã 
maneira, no caso de torção de vigas de seção não circu
lar é de grande importância o efeito do e~namento. 

Para vigas de paredes finas, Vlasov [l] desenvol
veu uma teoria que supõe que a seção transversal perma
nece indeformada em seu plano, mas pode sofrer empena -
menta fora do plano. 

Com o surgimento dos computadores eletrônicos, vá
rios autores [2-4] implementaram estes efeitos nas for
mulações do metodo dos elementos finitos, desenvolvendo 
uma formulação matricial aplicável a vigas de paredes 
finas, com a inclusão de tm1 grau de liberdade adicional 
de empenamento da seção. Alguns trabalhos utilizaram a 
solução exata das equações diferenciais homogêneas, en
tre eles o trabalho ~ioneiro de Krahula [2]. Outros, 
como Venâncio Filho L3], o~taram pelo uso de aproxima
ções polinomiais. Reilly L4] apresentou uma comparação 
entre os dois enfoques. 

Outros autores estudaram formas adicionais de de
formação da seção, ~rocurando uma melhor 'representação 
do empenamento. Bazant [5], reduziu o problema das vi
gas de paredes finas; de seção aberta ou fechada, ã re
solução de tm1 sistema de equações diferenciais lineares. 
Rehfield e Murthy [6] procuraram desenvolver uma nova 
teoria, que utiliza a solução exata da teoria da elasti 
cidade para materiais isotrÓpicos, aplicada a estrutu ~ 
ras constituídas de vigas, em regime e~tático. 

A formulação aqui apresentada utiliza tm1 elemento 
de viga tridimensional caracterizado por deslocamentos 
generalizados, que correspondem aos graus de liberdade 
por nó do elemento, divididos em graus convencionais, 
correspondentes a translações e rotações da seção 21ana 
e rÍgida, e graus adicionais correspondentes ã seçac de 
formavêl. Na seção transversal, os deslocamentos sãõ 
representados por polinômios em duas dimensões; na dire 
ção longitudinal utilizam-se as formulações já conheci~ 
das do método dos elementos finitos [8] com as seguin
tes opções: (a) interpolação Hermitiana, com polinômio 
de 39 grau para translações; e (b) interpolações Lagran 
g~anas de 19, 29 e 39 graus, paca translações e rota ~ 
çoes. 

Este trabalho está relacionado com o método varia
cional de Kantorovich, uma modificação do método de 
Ritz , que permite reduzir o problema da ela3ticidade 
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tridimensional a tm1 problema uni dimensional [s]. Entre
tanto, não envolve formulação ou solução de equa~ões di 
ferenciais ordinárias, por serem utilizadas funçoes po~ 
linomiais como aproximação direta do campo de desloca -
mentes. A matriz de rigidez do elemento é determinada 
diretamente da expressão da energia de deformação, que 
envolve todas as componentes de deformações. Outros de 
talhes referentes à teoria, bem como exemplos adicio ~ 
nais, são encontrados na Ref. [7]. 

R)RMlJLAÇÃO TEC5RICA 

Introduzido na década de 60, o método dos elemen -
tos finitos [8] veio tornar possível o estudo de estru
turas mais complexas. No método dos deslocamentos, o 
mais popular, consideram-se os deslocamentos como as 
principais incógnitas a serem calculadas. A equação bá 
sica, para cada elemento é: -

K q = f 
-e - -

(l) 

onde K é a matriz de rigidez do elemento; q é o vetar 
dos de~locamentos nodais; e f é o vetar de cargas no
dais. Uma equação semelhante é, então, estabelecida pa 
ra a estrutura constituída de um conjunto de elementos~ 
utilizando o chamado processo da rigidez direta. A mai 
or parte dos elementos na mecânica estrutural são baseã 
dos na aproximação dos deslocamentos. A maneira mais 
direta de se representar o campo de deslocamentos e a
través de funções de interpolação. Pode-se fazer 

~(x,y,z) = ~(x,y,z)g (2) 

onde u(x,y,z) é o vetar que contêm os deslocamentos de 
tm1 ponto genérico nas direções dos eixos de referência 
x,y e z; q é o vetar que caracteriza os deslocamentos 
nodais e N(x,y,z) é a matriz que contêm as funções de 
interpolaÇão. Neste trabalho os eixos de referência 
são Cartesianos ortogonais, sendo o eixo x orientados~ 
guhdo a direção longitudinal da viga. 

A Eq. (2) é redefinida aplicando-se para N(x,y,z), 
tm~a "separação de variáveis", a fim de facilitãr o de
senvolvimento da formulação. Tem-se então, 

~(x,y,z) = ~2 (y,z)~1 (x)g (3) 

onde N1 caracteri za uma matriz de interpolação longitu
dinal- (a uma dimensão) e Nz uma matriz de interpolação 
transversal (a duas dimensoes). 
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E conveniente então definir os deslocamentos gene 
ralizados na seção transversal d (x), que relacionam -se 
aos deslocamentos nodais generalizados q, como se se
gue: 

~(x) = ~l (x) g (4) 

Portanto, 

~(x,y,z) = ~2 (y,z) ~(x) 
) (5 ) 

Os deslocamentos generalizados g são constituídos 
dos deslocamentos convencionais (três translações e 
três rotações) e dos deslocamentos 'devido aos efeitos a 
dicionais (graus adicionais) que representam os modos 
de deformação da seção. 

Os esforços generalizados convenciopais são a for
ça normal, forças cortantes, momentos fleoores, e o mo
mento torçor, Já os esforços generalizados conjugados 
aos deslocamentos adicionais podem ser chamados de "bi 
momentos" ~eneralizados, em analogia com a tenninologiá 
de Vlasov ll]. 

Interessa observar que uma força aplicada em posi
ção arbitrária de uma seção produz forças convencionais . 
e adicionais, que são obtidas pela expressão abaixo, de 
rivada do princípio dos trabalhos virtuais: 

f :r 
~2 E 

onde p é o vetor da força aplicada na seção considerada 
e fé-o vetor de forças generalizadas correspondentes. 

Para a representação das translações e rotações ao 
longo do elemento foram implementadas a interpolação 
Hermitiana (cúbica) e a interpolação Lagrangeana (line
ar, quadrática e cúbica). Na interpolação Hennitiana 
utiliza-se um polinômio cÚbico para as translações das 
seções transversais, com as rotações se~do obtidas Eor 
derivação. Na interpolação Lagrangeana as translaçoes 
e rotações são interpoladas independentemente entre si. 

Para a representação dos deslocamentos adicionais, 
correspondentes a distorções ou empenamento das seções, 
foi adotada apenas a interpolação Lagrangeana(com opção 
para ]inear, quadrática e cÚbica). 

A Fig. 1 representa os deslocamentos nas direçoes 
x,y e z devido aos graus de liberdade convencionais da 
seção; a Fig. 2 representa as funções corresponden -
tes a deformaçoes da seção, com deslocamento na direção 
x apenas (empenamento longitudinal). 

A matriz N2 pode ser separada em duas matrizes na 
forma abaixo: 

o 
u 

N = [t.f 
-2 -2 

o 
D 

~] -2 

o @ 

o ®·@ 

Figura 1. Deslocamentos convencionais da seção 

(8) 

Na Eq. ( 8) , ~~indica a s~bmatri z r el ativa às de~ 
locabilidades convencionais e NZ a submatriz associada 
às des l ocabi l idades adicionais . A matriz Ni é idênti 
ca para ambas as formulações , sendo apresentada na ~ 
(9), onde os graus de l i berdade convencionais são, pela 
ordem, transl ações e rotações nas direções dos três ei
xos coordenados . 

fi ~(y, ,) = [: 

o 
1 

o 

o 
o 
1 

-:] (9) 

o z 
-z o 
y o 

Já as matrizes ~~ diferem nas duas formulações. 
No caso Hennitiano, sao necessários 25 deslocabilidades 
adicionais para uma representação cúbica; no caso La
grangeano, há 21 deslocabilidades adicionais apenas. 
As matrizes respectivas são encontradas na Ref. [7]. 

O FO ' O ' O 
z

2 
'I z y 2 z1 

Figura 2. 

[J ~ o :: o 
,I - -

r"y . ,• ,. 
Exemplo de deslocamentos generalizados adiei 
onais na direção longitudinal 

Estabelecido o campo de deslocamentos, determinam
se as defonna.ções e a energia de deformação, em função 
dos deslocamentos nodais, com o que se obtem a matriz 
de rigidez do elemento . Este procedimento é descrito 
no apêndice da Ref . [7]. 
EXEMPWS DE APLICAÇÃO 

L o 

Nesta seção são apresentados exemplos selecionados 
de [7] que ilustram a formulação desenvolvida anterior
mente. 

Exdi2lo 1. Consiste em verificar a influência dos 
graus a c1onais no comportamento de uma viga em balan
ço (Fig. 3), de seção retangular, sujeita a uma carga 
P, concentrada, atuando na extremidade da viga e no cen 
tro da . s~çã?, com a ~eometria deÉinida ~or: Izz =mo~~ 
to de 1nerc1a da seçao, em relaçao ao e1xo; L = comprl
mento da viga = 30 cm; largura b = 10 cm; e altura h va 
riável. O coeficiente de Poi sson é tomado i~al a zerõ. 

A viga é discretizada por um elemento cúbico La
grangeano. Para efeitos de integraçªo, a seção-é repr~ 

~ I· 
b 
~ 

z 

·~, 
3 - 4 

Figura 3. Exemplo 1: (a) viga em balanço; (b) discreti 
zação da viga e da seção 



sentada por trn único retângulo. O número de graus de 
liberdade por nó N é feito igual a 6, 7 e 16. Quando 
N = 7, o grau adicional é considerado livre nas duas 
extremidades. Quando N = 16, investigaram-se três con
dições de contorno alternativas, para o nó do engaste: 
todos os adicionais relativos ao deslocamento w fixos. 
No nó da extremidade livre, os adicionais são considera 
dos livres nestes três casos. A flecha máxima da viga 
é colocada em função da sua esbeltez na Fig. 4, em for-

• Tt:~IA DI IULI. - IIERNOULLI 

• N •li, LIVRES NO IN8AITE 

11 N •li, I,J FIXO NO lNIA&TI 

V N •li, FIXOS NO lNIAST! 

p • .llin. ,. 

Figura 4. Relação entre o deslocamento e a espessura 
da viga para o Ex. 1 

ma adimensional e normalizada com respeito ao caso de u 
ma viga esbelta (teoria de Euler-Bernoulli). 

O caso N = 6 (sem deslocamentos adicionais) coinci 
de exatamente com o da teoria de vigas tipo Timoshenko 
com fator de forma ao cisalhamento unitário. Note -se 
que tal teoria fornece uma parábola do 29 grau no grâfi 
co da Fig. 4, dada pela expressão w/L = l+O.S(h/1)2. -

O primeiro deslocamento adicional considerado (N = 
7) corresponde a um termo de 29 grau em u (longitudi
nal), simétrico com respeito à linha média. Tal termo 
não intervêm no caso em questão, pois aqui hâ apenas 
flexão no plano. Portanto, este caso coincide com o ~ 
terior (N = 6),. 

Observa-se que o efeito dos graus adicionais (N = 
16) na flecha máxima depende primordialmente das condi
ções de fixação impostas no engaste. Quando todos os 
deslocamentos adicionais são impedidos no apoio (i. é., 
não hâ distorção da viga no engaste), o resultado dife
re pouco da viga com cisalhamento incluÍdo em forma a
proximada (N = 6). Jâ quando os deslocamentos adicio
nais são liberados a deflexão é aumentada significativa 
mente para valores altos de h/L (note-se que a carga 
também cresce com h/L). O caso indicado como N = 16, 
w fixo no engaste, corresponde à eliminação, no apoio, 
da distorção da seção em seu próprio plano, permitindo
se apenas o empenamento longitudinal (correspondente ao 
deslocamento u). 

O elemento adotado contêm o campo de deslocamentos 
para o caso da viga em estado plano de tensões (com coe 
ficiente de Poisson nulo), sob carga transversal na ex= 
tremidade [9]. A diferença é a forma de aplicação da 
carga, que aqui é pontual e na teoria exata é distribuí 
da parabolicamente. Portanto, não hâ necessidade de u= 
sar mais de um elemento neste exemplo. 

Exemplo 2. Este exemplo é constituído de uma viga 
em balanço, sujeita a momento de torção na extremidade 
(Fig. Sa). Seu comprimento é 300 cm; módulo de elasti
cidade é 2,1 x 106 Kg/cmz e o coeficiente de Poisson é 
zero. E analisado para quatro tipos de seções: seção 
I, seÇão fechada, seção retangular fina e seção retangu 
lar (Fig. Sb). Suas dimensões são: seção I, algura h~ 
30 cm, largura b = 15 cm e espessura da alma e das me
sas ô = 0.65 cm; seção fechada, h = 30 cm, b = 15 cm e 
ô = 0.65 cm; seção retangular final, h = 30 cm e ô = 
0.65 cm; seção retangular, h= 30 cm e b = 15 cm. 

A viga é discretizada por um elemento cúbico La
grangeano. O momento de torção é representado por duas 
cargas concentradas iguais e opostas, atuando a pequena 
distância do centro das seções. Todos os graus de li-
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herdade (N=27) são considerados~ com os adicionais li
vres nas duas extremidades. O angulo de torção obtido 
por esta formulação ~ é comparado com o àngulo calcula
do pelas e~ressões convencionais da Resistência dos ~ 
ter i? is [10 J : 

seção I 

onde 

(b) 

ML 
X 

T 

Figura 5. Exemplo 2: (a) viga em balanço; (b) seções 
consideradas 

si é o comprimento de cada subretângu1o e ôi e a es-
pessura correspondente. 

Seção fechada: ~ 

Seção retangu1ar fina: ~ = .2.,. 
hô.) 

Seção retangular 

onde I* 3 k1 h b , com k1 = 0,229. 

Tabela 1. Valores do ângulo de Torção 

~ ~ 

0,5201 X l0-4 o.2133 x 1o-6 
0,48S2 X 10-7 0,4265 X 10-7 

0,1G40 X 10 -3 0.1045 X 10-3 

0,1232 X 10-7 0,1073 X 10 -7 

-99,59% 

-12,65% 

+0,47% 

-12,85% 

Nos casos da seção fechada e da se~ão retangu1ar 
fina, foi feita uma co~aração com as formulas aproxima 
das apresentadas em [llj, obtendo-se para o erro perce~ 
tual - 17.50% e- 0.01%, respectivamente. Note-se que, 
por conter o elemento uma aproximação em deslocamentos, 
a rotação deve sempre resultar inferior à exata, em vis 
ta dos teoremas de energia. -
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Os resultados da Tabela 1 mostram que no caso da 
seção I há uma discrepância acentuada. Pode-se mos
trar que quando nenhum grau é adicionado aos convencia 
nais (N=6), o ângulo de torção obtido com o elementõ 
de viga corresponde exatamente ao calculado segundo a 
seguinte fÓrmula: 

ML 1 X 
<P=r·c; 

p 

onde Ip é o momento de inércia polar. Conclui-se que, 
para a seção I, o número de graus de liberdade adicio
nados não é suficiente para corrigir ,significativamen
te esta expressão. Isto se dá pela excessiva flexibi
lidade da viga I associada ao empenamento localizado 
nas mesas, parcamente representado nas funções de in
terpolação aqui utilizadas, que buscam uma representa~ 
ção global, do empenamento da seção. Ao buscar a re
presentação da deformação da mesa, há a geração espú -
ria de energia excessiva de deformação associada aos 
modos globais. Isto caracteriza um fenômeno de 
"lockin~" similar ao observado nos casos de vigas fi
nas e solidas incompressíveis fartamente mencionados 
na literatura. 

Neste exemplo, em que o ,empe11éllrento é livre em am
bas as extremidades, a teoria de Vlasov para seções a
bertas de paredes finas [1] dá o mesmo resultado da teo 
ria de Saint-Venant, para a seção I. Um outro exemplo~ 
em que o empenamento fosse restringido, daria melhor a
proximação, mas ficaria prejudicado na comparação, já 
que os resultados numéricos seriam ainda afetados pela 
deficiência assinalada no caso, mais crítico para este 
elemento, da torção livre. 

OONSIDERAÇOES FINAIS 

Observa-se que o número de deslocabilidades adiei 
anais a serem utilizadas, na análise de uma determina~ 
da estrutura, depende grandemente do tipo de problema 
que se deseja estudar. Para vigas em flexão, utilizan 
do a interpolação Lagrangeana, o efeito da deformaçãõ 
de cisalhamento, em grau limitado (tipo viga Timo
shenko), é representado sem que nenhuma dezlocabilida 
de seja adicionada. O modo de deformação Z , na dire::
ção u, para vi~as em flexão não causa modificações sii 
nificativas; ja o modo z3 torna a estrutura claramente 
mais flexível. 

Este trabalho analisa apenas problemas . estáticos 
lineares; no entanto, problemas não-lineares e dinâmi
cos podem ser estudados. As matrizes de massa e geomé 
trica podem ser obtidas da forma usual no método dos e 
lementos finitos, a partir das funções de forma já dis 
poníveis. Os efeitos dos deslocamentos adicionais po~ 
dem ser muito importantes no estudo de altas frequen
cias de vibração e da propagação de ondas em barras e 
vigas. 

As equações diferenciais e as condições de contar 
no desta formulação podem ser obtidas a partir do ptin 
cípio da energia potencial elástica estacionária asso-=
ciado a técnicas variacionais. Entretanto, elementos 
obtidos a partir da solução dessas equações podem re
sultar menos eficientes do que os aqui apresentados, 
pelo uso de funções de forma transcendentais que deman 
dam tempo adicional de computação. -

O campo polinomial de deslocamentos utilizado pa
ra descrever a deformação da seção não foi suficiente 
para representar adequadamente o empenamento de vigas 
de pare<l.es finas, de seção aberta. Acredita-se que a 
adição de mais graus de liberdade, ou seja, o uso de 
um polinômio do 49 grau em vez de um do 39 grau, para 
representar o empenamento da seção, possibilite melho
res resultados. O uso de funções localizadas para ca
da segmento da seção é outra possibilidade. Na forma 
atual, aqui desenvolvida, os elementos são mais apro -
priados a seções de paredes espessas e fechadas. Con
clui-se que os elementos tipo viga podem vir a ser me-

lhor aEroveitados caso sejam combinados graus globais 
da seçao a graus localizados nos se~ntos. Desta for 
ma se atenderá aos requisitos de analise de vigas pare 
des finas e espessas. -
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MODELO ANALÍTICO PARA O CÁLCULO DE 
DEFLEXÕES DE VIGAS DE CONCRETO 

PROTENDIDO COM ABERTURAS NA ALMA 

SUMÁRIO 

O compo~ento de v~g~ pAoten~d~ com ab~ na alma em t~o~ do 
e6~0 CUAVa CaAga-de6lexão e det~nado an~camente pOA um modelo de tA~
ça, o qual ~nclui o~ e6~o4 da 6~4UAação pAogAe44~va. O compo~ento apo~ a 
6~4UAação ê b~eado no conc~o do momento e6~vo de ~nêA~. Obtêm-4e excelen
te acMdo e~e o4 AUuli:.a.do4 anaiJ.:t<.co~ e exp~eYt..ttú6, 4ob CaAg~ de 4eAv.{.ço. 

INfRODUÇAD 

O modelo analítico apresentado fornece um méto
do de determinação do comportamento de vigas pretendi
das com grandes aberturas retangulares na alma, em ter 
mos do efeito da curva carga-deflexão, até o escoamen::" 
to da armadura longitudinal. A análise baseia-se no 
modelo de treliça que inclui os efeitos da fissuração 
progressiva. O comportamento pós-fissuração baseià-se 
na aplicação do conceito do momento efetivo de. inércia. 

Os resultados da análise são comparados com os 
resultados experimentais, e as limitaçoes do modelo 
são discutidas. 

BASES 00 KJDELO 

Estruturas de concreto armado e pretendido subme 
tidas a cargas de serviço apresentam um comportamento 
essencialmente linear-elástico em termos das relações 
tensão-deformação do aço e tensão-deformação à com
pressão do concreto. Entretanto, o comportamento não
linear ocorre se o concreto apresenta fissuras. O ACI 
Building Code [ ll reconhece esta não-linearidade atra
vés do uso do procedimento de Branson relativo ao mo
mento efetivo de inércia, aplicado ao cálculo das de
flexões de vigas. Branson e Trost [ 21 discutem a uti
lização deste procedimento não só para vigas de concre 
to armado, como também para vigas de concreto proten::" 
dido. Vigas de concreto pretendido com grandes aber
turas na alma requerem atenção especial devido à sig
nificante descontinuidade em sua rigidez, que ocorre 
na abertura. O comportamento da viga na abertura se 
aproxima mais do da treliça Vierendeel do que do de u
ma simples viga. ConseqUentemente, neste caso parti
cular, a teoria de viga não é estritamente aplicável. 

Significativos progressos têm ocorrido na apli
cação do método dos elementos finitos à análise de es
truturas de concreto, como descrito em recente state
of-the-art [ 3 l. O tratamento pelo elemento finito per 
mite a analise detalhada das tensões em estruturas de 
concreto armado e pretendido, incluindo os efeitos da 
fissuração e de outras não-linearidades. Todavia, es
tas refinadas técnicas analíticas são bastante comple
xas e podem não ser garantidas para muitas aplicaçoes. 

Uma alternativa para o uso da teoria de viga ou 
método dos elementos finitos é a utilização de modelos 
de treliça. Algumas das primeiras tentativas para mo
delar o comportamento do concreto, particularmente o 
comportamento devido ao cisalhamento, foram baseados 
em modelos de treliça. Este tratamento tem obtido pr~ 
gressos recentes, incluindo trabalhos sobre cisalhamen 
to e torção [ 4 l e auxiliando o detalhamento apropriadO 
da armadura [ 5 ]. 

O modelo de treliça apresentado é atrativo, na 
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medida em que é conceitualmente bem mais simples do 
que os refinados modelos de elementos finitos, ao mes
mo tempo permitindo maior versatilidade do que a teo
ria de viga. 

A seguir, é descrito o procedimento da análise 
baseada no modelo de treliça para vigas de concreto 
pro tendido com aberturas na alma. O modelo fornece um 
meio de tratar a mudança brusca na rigidez que ocorre 
na abertura na alma e leva em conta a fissuração do 
concreto através do momento efetivo de inércia. 

ME1DOO DE .ANÃLISE 

A figura 1 apresenta uma viga de concreto pro
tendido, simplesmente apoiada, e o respectivo modelo 
de treliça. As posições das membruras superior e infe 
rior da treliça são selecionadas de acordo com a geo-=
metria da viga, particularmente com os detalhes da a
bertura. As posições dos membros verticais e inclina
dos são definidas pelas posições dos estribos da viga. 
Com a finalidade de simular o efeito da protensão,for
ças horizontais Pt e % são aplicadas nas membruras s~ 
perior e inferior, respectivamente, em cada extremida
de da treliça. As forças Pt e % são determinadas pa
ra produzir, na extremidade da treliça, uma força axi
al total e um momento estaticamente equivalentes à for 
ça de pretensão e ao momento atuantes na viga. 

,-os ttôu oos tSTIIIt•os l'" l' tl\11 

[I fllhfffilll I 

'· 

Figura 1. Viga pretendida com aberturas na 
alma e respectivo modelo de tre
liça. 

Pressupõe-se que os membros da treliça tenham o 
módulo de elasticidade igual ao do concreto. Torna-se 
então necessário determinar as áreas destes membros de 
tal modo que produzam uma rigidez à flexão equivalente 
à da viga. As deformações devidas ao cisalhamento são 
desprezadas em comparação com as deformações devidas à 
flexão. Logo, as áreas dos membros verticais e incli
nados não variam com a fissuração. 
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Inicial100nte, considera-se que a viga não está 
fissurada. Una vez que as proi?riedades dos 100rrbros da 
treliça são determinadas, a analise elástica linear é 
efetuada para cargas de pro tensão, peso-próprio e so
brecarga. 

Comparando-se as tensões de tração nas seções ao 
longo da viga com a resistência à tração do concreto,é 
possível ajustar a carga aplicada ao valor sob a qual 
a fissuraçao inicialnente ocorre. O 100100nto e a força 
axial que produzem esta tensão de tração na seção são 
obtidos a partir das forças nos 100rnbros da treliça. 

A análise é re~tida para níveis de carga sele
cionados, acima do mvel de carga sob o qual a priiOOi
ra fissuração ocorreu, depois que as áreas das memQru
ras superior e inferior da treliça são ajustadas para 
produzir o 100s100 100100nto de inércia da seção da viga. 
A curva carga-deflexão, afetada pela fissuração pro
gressiva, é então determinada. 

_ Seção Não-Fissurada- A figura 2 apresenta as s~ 
çoes transversa1s dã V1ga e as equivalentes 100rnbruras 
superior e inferior da treliça. As áreas das mernbru
ras superior e inferior são calculadas para produzir o 
100s100 100100nto de inércia da viga, em cada painel da 
treliça. As áreas transversais das mernbruras são con
sideradas iguais e são determinadas pela expressão a
baixo: 

onde: 

Ig = At (h/2)2 + ~ (h/2)2 ' ' ' (1) .. 
! •. J., I' 

At = ~ 
• _ _,r~ L r-~-

' 
-. c 

r~t l. (2) 

I = 100100nto de inércia da seção não-fissurada 
g da viga 

h = altura da treliça 
At = área da 100rnbrura superior da treliça 
~ = área da 100nbrura inferior da treliça. 

~]· ~ . 
•ç:io T~(M.tol,. COifliiM. 

N I. . . .I A 
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Figura 2. Seções transversais da viga e as 
equivalentes 100rnbruras superior 
e inferior da treliça. 

As áreas dos merrbros verticais e inclinados sao 
determinadas a partir da área tributária do concreto 
baseada no espaçanento dos painéis da treliça. A fi
gura 3 apresentá a posição dos estribos "da viga e os 
respectivos 100rnbros verticais e inclinados da treliça. 

A partir das forças atuantes nos merrbros da tre
liça apresentadas na figura 4, a força axial e o 100-
IOOnto atuantes na seção de cada semipainel são obtidos 
pelas expressões : 

P = Tt + wh - ct (3) 

M : ct h/2 + Tt h/2 + wh (o) (4) 

onde: 
P = força axial na seção do semipainel 
M = 100100nto na seção do semipainel 

Tt força de tração na 100rnbrura inferior da tre 
liça 

ct = força de compressão na membrura superior da 
treliça 

wh = componente horizontal da força atuante no 
membro inclinado da treliça 

h = altura da treliça. 

11 ........ fl I } 
I ' • I '• I ''I 

I"QS ICÓ U OOS liTitiiO S 

~ 1---=!=-l 
II(MOIIIO l ll(liiiAOO OA Tllll: ll (.& 

Figura 3. Posições dos estribos da viga e os 
correspondentes membros verticais 
e inclinados da treliça. 
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Figura 4. Forças na seção do semipainel. 

A tensão de tração que atua na seção correspon
dente da viga e que é comparada à resistência à tração 
do concreto é determinada pela expressão abaixo: 

onde: 

p M 
0 t =A ± S 

A 
s 

área da seção transversal da viga 
100mento resistente da seção. 

(5) 

Se a tensão de tração assim calculada exceder a 
resistência à tração do concreto, as áreas das mernbru
ras da treli~a são recalculadas com base no 100100nto e
fetivo de inercia. 

Seção Fissurada - O comportanento após a fissura 
ção do concreto e ilustrado pelo diagrama de deforma~ 
ções e pela relação 100100nto-curvatura apresentados nas 
figuras 5 e 6. A curvatura após a fissuração deve ser 
considerada co100 a curvatura média na zona fissurada 
de momento constante. A aplicação da força de preten
são produz a curvatura ~P• correspondente ao momento 
~ = -Pec. O momento aplicado de sinal contrário ao 
dô momento de pretensão decresce o mo100nto resultante, 
até que mo100nto e curvatura nulos aconte~am na seção. 
A aplicação adicional de momento conduz a tensão nula 
na fibra inferior da seção, quando o 100mento resul tan
te é MQ = Pe r 2/c2 com a curvatura ~0 . A aplicação do 
momento Mtr = fr s2 produz fissuração na fibra infe-



rior da seção. A aplicação adicional de carregamento 
conduz à redução progressiva da rigidez, como indica
do. Admitindo-se, coro uma prirreira aproximação, que 
as fissuras se fecham completamente quando do descar
regamento, o descarregamento da viga a partir do ponto 
D ocorre ao longo de DBOA. Na expressão do oorrento e
fetivo de inércia fornecida por BréU}Son, 

Mcr foi achnitido C011Xl Mcr = fr s2. Esta é igual à ex
pressão usada para vigas não-pretendidas. O valor cor 
respondente à diferença entre o oomento devido à carga 
aplicada e a soma dos momentos de descompressão e pro
tensão é dado por: 

~ = Ma - P e ( ~: + ~ (7) 

com a oodificação correspondente de Mn· Em qualquer 
um dos casos, entretanto, a expressão para o oomento e 
fetivo de inércia proporciona uma transição gradual de 
Ig para ler à medida que a fissuração progressiva oco r 
re. 

I.IHHA 0[ OlrOfiWA .io 

Figura 5. Diagrama das deformações . 

MOM[IHO , III 

Figura 6. Relação oorrento-curvatura. 

Utilizando-se um procedimento increrrental de car 
regamento, o valor de Ie em cada painel de treliça e 
determinado. Em cada estágio, o momento e a força a
xial atuantes em qualquer seção da viga são obtidos a 
partir das forças nos rrembros da treliça. As áreas 
das membruras são novarnente consideradas iguais, sendo 
então ajustadas para produzir o mesmo morrento de inér
cia , Ie, de acordo com a seguinte expressão: 

onde: 

(8) 

Ie = morrento efetivo de inércia da seção da viga 

~ = area da membrura superior da treliça 
'\, = área da rrembrura inferior da treliça 
h altura da treliça. 

Uma vez que as áreas das membruras sao ajusta
das, a análise é repetida no rresmo nível de carga. A 
análise é interrompida quando a força na membrura infe 
rior da treliça se iguala à força correspondente ao es 
coarnento da armadura longitudinal ou fratura do cabo 
de pro tensão. 
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COMPARAÇÃO ENTRE OS RESULTArOS ANALfTiillS E EXPERIMEN
TAIS 

Com a finalidade de verificar a precisão do mo
delo analítico, resultados numéricos foram comparados 
com os resultados experimentais de doze vigas. Nove fo 
ram testadas por Alves C 6 J e três por Barney C 7 J. OS 
detalhes de duas das onze vigas e os respectivos mode
los de treliça são apresentados nas figuras 7 e 8. 
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Figura 7. Detalhes da viga BZ. 
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Figura 8. Detalhes da viga B7 (ref. 7). 

Em cada caso, as leituras carga-deflexão foram 
tomadas depois que a protensão e o peso-próprio da vi
ga foram aplicados. Portanto, com o propósito de com
paração, os efeitos da protensão e do peso-próprio fo
ram subtraídos dos resultados numéricos antes do tra
çado da curva car~a-deflexão. Enquanto "todas as vigas 
foram testadas ate a ruptura, a análise foi interrompi 
da quando se detectou escoamento na armadura longitu
dinal ou fratura no cabo de pretensão. 

Os resultados apresentados nas figuras 9 a 11 
indicam bom acordo entre os resultados analíticos e ex 
perimentais. Quando as vigas contêm barras inclinadaS 
dispostas na região da abertura, as fissuras incli~
das formadas nas quinas tracionadas da abertura sao 
restringidas, e o modelo fornece uma excelente previ
são das deflexões. Efetuou-se uma análise estatística 
dos resultados e, para cargas experimentais/cargas pr~ 
ditas correspondentes ao escoamento da armadura longi
tudinal ou fratura do cabo de pretensão, o desvio pa
drão de 0,06 e o coeficiente de variância de 6,2% fo
ram determinados. Estes resultados indicam que o mode 
lo determina com excelente precisão a curva carga-de= 
flexão de vigas pretendidas com aberturas na alma, bem 
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COJID o escoSJJento da annadura longitu:linal ou fratura 
do cabo de pro tensão. 
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Figura 9. Curva carga-deflexão - Viga Dl. 
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Figura 10. Curva carga-deflexão - Viga D2. 
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Figura 11. Curva carga-deflexão - Viga B7 (ref. 7) . 

LIMITA(])ES 00 M:>DELO 

A hipótese básica estabelecida na elaboração do 
liDdelo analítico é que as áreas das membruras superior 
e inferior da treli~a são calculadas para produzir o 
mesliD JIDmento de inercia da viga em cada painel da tre 
liça. As áreas dos merrbros verticais e inclinados sãO 
determinadas a partir da área tributária do concreto 

baseada no espaçamento do painel de treliça e não sao · 
alteradas pela fissuração do concreto. 

O efeito da fissuração nas defo~ões de cisa
lhamento é desprezado. Esta hipótese _ e consistente 
com a hipótese usual de que as defonnações de cisalha
mento podem ser desprezadas no cálculo de deflexões de 
vigas esbeltas. ConseqUentemente, a abertura das fis
suras inclinadas nas quinas da abertura na alma da vi
ga não é liDdelada. Contudo, com o detalhamento apro
priado da armadura, uma abertura significativa das fis 
suras inelinadas sob carga de serviço não é esperada.-

0 conceito do JIDmento efetivo de inércia aplica
do ao liDdelo de treliça torna o procedimento válido so 
mente para cargas inferiores ou iguais à que produz o 
escoSJJento da armadura longitudinal. Conseqill:!ntemente, 
COJID indicam os resultados, o nvdelo ·não pode sinular 
o comportamento das vigas após o escoamento da armadu
ra. Entretanto, a extensão desta técnica de liDdelagem 
à zona de pós-escoamento da armadura é possível e pode 
fornecer uma contribuição extremamente valiosa na com
preensão do comportamento de membros estruturais pro
tendidos, particularmente em terJIDs de comportamentos 
localizados em zonas altamente tensionadas, como nas 
vizinhanças de aberturas na alma de vigas. 
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INfRODUÇÃO 

Este trabalho sintetiza os principais resultados de 
um estudo paramétrico de paineis enrijecidos realizado 
sob forma de tese de mestrado no Departamento de Enge
nharia Civil da Pontifícia Universidade Católica do Rio 
de Janeiro [1], dentro do projeto Paineis Metálicos, que 
conta em parte com o apoio da FINEP. 

Objetiva-se a determinação da influência das prin
cipais variáveis de projeto, geométricas e mecânicas, de 
um painel metálico sobre seu comportamento estrutural, 
ante solicitações de compressão em seu plano. 

Os parâmetros gerais que caracterizam um painel 
metálico são: condições de contorno e esbeltez da placa, 
disposição e forma (incluindo esbeltez e área) dos enri
jecedores longitudinais e transversais, imperfeições 
geométricas e tensões residuais. 

Foi realizada em [1] uma ampla revisão bibliográfi
ca das pesquisas que tratam da influência de cada um 
destes parâmetros sobre a estabilidade de paineis metá
licos, justificando-se a escolha e variação de cada um 
deles neste estudo e sugerindo-se o prosseguimento futu
ro com outros tipos de análise . 

O programa computacional utilizado foi desenvolvido 
em [2] e generalizado em [3] para a análise de paineis 
metálicos submetidos a solicitações quaisquer, tanto em 
termos de carregamentos quanto de deslocamentos prescri
tos, considerando-se não-linearidade geométrica e plas
tificação progressiva (com ou sem encruamento) dos ele
mentos de placa e enrijecedor em seu próprio plano e 
através da espessura (equações de Prandtl-Reuss). Além 
disto, placa e enrijecedores podem estar previamente 
submetidos a qualquer tipo de imperfeições geométricas e 
de tensões residuais (v. também l4]). 

DESCRI~ DA ANALISE 

O painel. A Fi~. 1 esquematiza o painel que foi 
considerado nesta analise, provido apenas de enrijecedo
res longitudinais e de largura infinita. Outros tipos de 
paineis, principalmente com outra disposição de enrije
cedores, deverão ser analisados em trabalhos posteriores 
no mesmo projeto de pesquisa. O painel em estudo é 
bastante representativo e suficientemente simples para 
que possa ser adequadamente modelado em termos de ele
mentos f1nitos, já gue apresenta três linhas de sime
tria, tornando poss1vel a idealização estrutural de 
apenas um quarto de placa entre enrijecedores, conforme 
o destaque feito e a representação detalhada na Fig . 2. 

Convêm observar, pelas condições de contorno impos
tas, que duas placas adjacentes se deformam sempre no 
mesmo sentido z, sem provocar tor~ão de enrijecedor. A 
consideração de deformações contrarias em paineis adja
centes, a partir das imperfeições geométricas, seria 
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Figura 1. Painel analisado 

'·'V o1o1o11 

1000111 

--_~7'"-- ------------

0000111 

0010110 

Figura 2. Idealização estrutural do segmento de painel . 
As condições de contorno (1 = livre e O = im
pedido) se referem a u, v, w, ex, ey, ez e wxy 

possível com a discretização de mais um quarto de pl.aca . 
O modelo co~utacional . Nesta Fig. 2 esquematiza- se 

ainda a dív1sao \õ pa1nel em 4 elementos de placa e 2 de 
enrijecedor, com as condições de contorno consideradas. 
As solicitações serão impostas pelo incremento dos des
locamentos u e v no bordo inferior da placa na Fig. 2. 
Os elementos finitos utilizados estão representados com 
seus graus de liberdade na Fig . 3. A representação de 
deslocamentos é compatível para todo o painel . A discre
tização adotada,para os elementos da Fig . 3 e o proble-· 
ma em análise, provou ser um excelente compromisso em 
termos de esforço computacional versus qualidade dos 
resultados [3] . A integração numérica nestes elementos 
foi feita empregando- se- 4 x 4 pontos no plano médio e 3 
pontos através da espessura . A análise de cada painel, 
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Figura 3. Elementos de flexão e membrana da placa (a e Figura 4. Tensões residuais na placa e no enrijecedor 
b) e do enrijecedor (b e c) 

de acordo com a discretização adotada, requereu em nédia 
130 segundos de processamento no computador Cyber 
170/835 do Centro de Processamento de Dados da PUC/RJ, 
desde o primeiro incremento de deslocamento até a carga 
máxima suportada. 

Supõe-se na simulação serem os paineis de aço -doce, 
com as seguintes propriedades físicas: E = 205 kN/nm2 • 

oy = 250 N/mm2
, v= 0,3. 

Escolha e variação dos uarâmetros ~eométricos. A . ' , 

fixada 

de esbeltez 8, de placa, e À, de 

8 0,526~ ~ e À = }-_ .!Ci7F: • nr - -y·-

onde b é a largura (na direção x), !1. o comprimento 
(direção y) de um painel e r é o raio de giração do 
enrijecedor, tiveram as variações (v. Tab. 1) 

8 =0,7;l,Oel,3 
À = 0,5; 0,75; 1,0 e 1,2. 

Tabela 1. Variação de !1. e b em função dos Índices À e B 

s Valores de !1. C em nrn) para b 
>. = 0,5 À= 0,75 À= 1,0 À I= 1,2 (mm) 

0,7 1233,5 1850,0 2467 ,O 2960,0 385 
1,0 14 71,7 2202 ,O 2935,0 3523,0 545 
1,3 1648,0 2472 ,O 3296,0 3955 ,O 715 

-- -- --

Os enrijecedores tiveram altura hs e espessura ts 

escolhidas de tal modo que a relação entre área do 
enrijecedor e área de placa A/~ ficasse fixada em O, 3. 

Com isto, a relação geonétrica dos enrijecedores hsfts 
variou entre 8,78, 9,04 e 8,90 para 3 = 0,7, 1,0 e 1,3, 
respectivamente. 

Te~ões residuais. Um grupo de paineis foi conside
rado sübmet1do a tensões longitudinais (direção y na 
Fig. 2) residuais de solda, de acordo com as idealiza
ções da Fig. 4, para placa e enrijecedor, em que oR = 

oyl7; oRs = oy12; ota = o/12,9 e hrs = 0,07hs. 
Imperfeições geométricas. As imperfeições geométri

cas dos enrijecedores foram supostas tendo a forma 

w
0
s(y) = w

0
ssen('ny/ R.) , en(ny/a) 

para todos os enrijecedores, de acordo com as Figs. 1 e 
2, o que daria uma superfície cilíndrica pré-deformada, 
caso não houvesse imperfeições suplementares de placa, 
que foram supostas agindo da forma 

w (x,y) = w sen(TTX/b) sen(ny/a), op op 

sempre com o mesmo sentido z dos enrijecedores em todo o 
painel, de acordo com as considerações já feitas. As 
amplitudes máximas podem assumir valores 

w
0
s =O, ±0,0005!1., ±0,001!1., ±0,0015!1. e ±0,002!1. 

e w
0
p = O, ±0,0033b, ±0,0066b,± O,Olb e ±0,0133b, 

em que a amplitude é positiva quando o deslocamento se 
dá no sentido positivo dez (Fig. 2). 

Séries de paineis estudados. Realizou-se inicial
mente uma analise de 36 pa1neis sobre a interação entre 
À e 8 , com e seJll os parâmetros de imperfeições geométri
cas e de tensões residuais. As imperfeições geonétricas 
consideradas foram para w

0
s = 0 ,0015!1. e w

0
p = O,OOlb. 

Os casos considerados foram os seguintes: 
Ideal - painel ideal sem imperfeições geométricas ou 
-- tensões residuais 
~ - painel somente com imperfeições geométricas 
Tens - painel somente com tensões residuais 
Complt - painel com imperfeições geométricas e tensões 

residuais 
Os casos Impge e Tens foram considerados somente 

para valores de À iguais a 0,75 e 1,0. 
A segunda série de análise foi realizada para nove 

paineis de iguais dimensoes, sem tensões-residuais, com 
8 = 1,0 e À= 0,75, e diferentes valores de amplitudes 

máximas de imperfeições : 

w
0
s variando de -0,002 !1. a +0,002!1. 

e w
0
p variando de -0,0133b a +0,0133b. 

Os valores de S = 1,0 e À = O, 75 foram escolhi
dos por corresponderem a paineis de esbeltez intermediá
ria e que apresentam boa sensibilidade ãs imperfeições, 
conforme mostram os result~dos da análise da primeira 
série. 

APRESENTAÇÃO E ANÁLISE OOS RESULTAOOS 

Análise de resistência. A Tab . 2 sintetiza os re
sultados dã primeira se ri e de 36 paineis analisados, com 
os valores alcançados para a carga de plastificação 
(limite elástico) e a carga máxima suportada em cada 
caso. Para que os resultados pudessem ser adequadamente 
comparados entre si, atribuiu-se à tensão média máxima 
de compressão ou = O, 793oy suportada pelo painel Ideal, 

com À = O ,5 e 3 = O, 7, o valor 100, e a este valor foram 
referidas todas as outras tensões médias, tanto para o 
limite elástico quanto para a solicitação máxima. 



Tab. 2 - Tensões médias de compressão om atuantes em 

cada painel no limite elástico (L.E .) e para a carga 
máxima do painel mais rígido. 

B À 
Ideal Impge Tens Complt 

L. E C.M IL.E. C.M. L.E C.M. L.E. CM. 
0,5 89 ,O 100 79.3 98.2 

0,7 o. 75 75,7 86,9 57,1 70,1 71,4 84,1 53,2 68,3 
1,0 54,2 59,0 42,0 47,9 52 ,O 58,6 39,7 47,2 
1 2 42 5 44 8 32 o 36 4 
0,5 87,8 99,4 69,2 94,3 

1,0 o. 75 75.7 86,4 55,9 68,3 71,9 84,1 52,0 66,7 
1,0 54,7 59,8 41,6 48,0 52,6 49,1 39,3 46,9 
1 2 43 o 45 4 31 9 36 3 
0,5 83,9 91,7 63,7 84,6 

1,3 0,75 74,3 83,9 53,765,2 69,7 80,7 49,6 62,7 
1,0 54,2 58,9 40,6 47,2 51,7 57,9 38,1 45,1 
1,2 42 9 45 4 31 1 35 4 

Conforme se observa nesta tabela, a resistência dos 
paineis cai sensivelmente com o aumento de À, mas sofre 
pouca influência de S , principalmente para paineis mais 
esbeltos. Os paineis do caso Ideal apresentam um compor
tamento à primeira vista paradoxal, para À = 1,0 e 
principalmente À = 1,2, já que a resistência destes 
paineis aumenta com o aumento da esbeltez de placa. 
Deve-se lembrar que estes paineis do caso Ideal estão na 
verdade excentricamente carregados, pois a solicitação ê 
aplicada no plano médio da placa, mas estas excentrici
dades iniciais são aproximadamente iguais entre si 
(0,004! para todos os paineis de À = 1,2), o que não 
explica, a primeira vista, a contradição encontrada . 
Corro o mesmo valor À = 1, 2 para diferentes valores de· B 
corresponde a diferentes comprimentos de painel e dimen
sões do enrijecedor, na análise realizada,pode-se infe
rir então que paineis de mesma esbeltez nao são neces
sariamente igualmente resistentes, se têm dimensões 
diferentes. A mesma ressalva deve ser feita quanto à 
expressão da rigidez de placa, principalmente se se 
levar em conta que a tensão crítica ocr usada para a 

determinação de B diz respeito a placa quadrada simples
mente apoiada. No caso de paineis com imperfeições geo
métricas, estas inversões de resistência não ocorrem, 
pois as amplitudes das imperfeições crescem com B. 

Análise da flexibilidade . A Fig . 5 ilustra a varia
ção dos deslocamentos do bõrdo carregado (relativos ao 
comprimento do painel e à deformação de fluência) para 
um grupo de paineis analisados. Comprova-se a verifica
ção feita por outros autores de que as imperfeições 
geométricas tornam o painel mais flexível desde os está
gios iniciais de carregamento, enquanto as tensões resi
duais afetam os deslocamentos somente a partir de um 
nivel mais alto de carga, geralmente quando a região da 
placa, sob compressão adicional, chega ao escoamento . 

Comparando-se as várias curvas de deslocamento da 
série analisada, mostrou-se em ~] que estas curvas 
praticamente não variam em função de S, atê o limite 
elástico. A influência de$ se faz sentir mais apenas 
nos paineis com imperfeições, conforme já foi observado 
no item anterior. 

Influência das imperfeições 1n1c1a1s e tensões 
residua1s . A 1nfluencia das 1mperfeiçoes 1n1c1a1s, para 
os pa1neis analisados, foi em geral quase uma ordem de 
grandeza maior que a influência das tensões residuais 
(Tab. 2). Nota-se também que os efeitos isolados destes 
dois tipos de imperfeições praticamente se superpõem, 
quando agem simultaneamente. 

A sensibilidade dos paineis às imperfeições aumen
ta um pouto com À e fortemente quando passa de 0,5 para 
0,75, decaindo então lentamente com o aumento da esbel
tez de painel. Esta constatação conflita com a observa
ção de Carlse~ [5] de que a sensibilidade às imperfei
ções aumenta sempre com À. 

Limite elástico . No caso Ideal, pode-se verificar 
da Tab. 2 que a carga do limite elástico, em relação à 
carga máxima do painel, decai inicialmente com valores 
crescentes de B e À e depois aumenta levemente, sem 

4 

• 2 o - Caso Ideal 
+ - Caso Tens 
* - Caso Impge 
#- Caso Complt 
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Figura 5. Curvas carga x deslocamento do bordo carregado 
para paineis com 3 = 1,3 e À = 1,0 

grandes variações. A menor carga do limite elástico do 
caso Ideal equivale a 87,88% para À = O, 75 e B = 1 ,O. A 
maior carga do limite elástico corresponde a 94,86% para 
À= 1,2 e 13 = 1,0. 

Caracterização do co~ortamento dos paineis. Em 
todos os paineis , com exceçao do painel de À = O , 5 e g = 
O , 7 no caso Ideal, ocorreram tensões longitudinais de 
tração no ponto médio da fibra extrema do enrijecedor, 
chegando a haver plastificação por tração nestes pontos, 
com exceção dos paineis de À = O , 5 do caso Ideal. 

Houve sempre plastificação por compressao na super
fície do lado côncavo dos paineis. A região plastifica
da, tanto por tração como por compressão, foi mais 
extensa para paineis de baixa esbeltez de coluna. 

Uma análise detalhada da distribuição de tensões 
nos paineis, conforme exposta em [1], permitiu constatar 
de maneira global: 
a) 11 dos 12 paineis do caso Ideal entraram em colapso 
por esgotamento da rigidez flexional de painel como um 
todo, em função dos grandes deslocamentos alcançados. 
Apenas o painel mais rÍgido do caso Ideal entrou em 
colapso por esmagamento, com praticamente toda a seção 
transversal plastificada na linha média. 
b) Todos os 6 paineis do ~aso Tens analisados entraram 
em colapso por esgotamento da rigidez a flexão do 
conjunto. 
c) Todos os 6 paineis do caso Impge analisados entra
ram em colapso a partir do esgotamento local da rigidez 
de placa. 
d) 9 dos 12 paineis do caso Compl t entraram em colapso 
por esgotamento da rigidez à flexão do conjunto. O 
colapso dos 3 paineis de À = O, 5 pode ser caracterizado 
como flexional com esmagamento, já que extensa área 
central da placa se plastificou. 

Análise da largura efetiva. As Figs. 6a e 6b apre
sentam as larguras efetivas calculadas a partir da dis
tribuição de tensões na linha média de cada painel, para 
os casos Ideal e Complt (v. detalhes do cálculo e outras 
informações em [1]). A largura efetiva, conforme a Fig . 
6, é aproximadamente proporcional à largura da placa, 
independentemente do valor de S , e varia com À, contra
riando as formulações existentes [5, 6] (Fig. 7). 

A largura efetiva calculada para o bordo carregado 
da placa [1] , que não se apresenta aqui, além de variar 
com À, revelou-se também proporcional à largura da pla
ca, sendo porem maior que a da linha média e mais de 
acordo com a formulação de Carlsen [5] para o rrodo II de 
colapso (colapso de painel). A largura efetiva não é 
portanto constante ao longo do comprimento do painel, 
como pressupõem as formulações da Fig. 7. Se se quisesse 
usar este conceito de largura efetiva a partir dos 
resultados desta análise, deveria ser considerada a 
distribuição de tensões sobre a linha média do painel, 
que dá valores bem menores que os obtidos da Fig. 7. 

Influência das imperfeições geométricas. Conforme 
já exposto, foi realizadã uma analise dã influência das 
imperfeições geométricas sobre o comportamento estrutu
ral de paineis com À= 0,75 e B = 1,0. A Fig. 8 mostra a 
curva de resistência destes paineis em funçao da ampli-
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Figura 6. Lar~ras efetivas na linha média do painel p/ 

o mvel de carga máxima. As curvas 1, 2, 3 e 4 
correspondem a À= 0,5, 0,75, 1,0 e 1,2, res
pectivaJrente. 
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10 zo 30 40 50 10 70 + 
Figura 7. Formulações para o cálculo da largura efetiva 

tude da imperfeição. Tendo em vista que o painel é 
comprimido excentricamente, as imperfeições negativas 
agem como contraflechas e por isto têm efeito enrijece
dor. A excentricidade inicial de carga, neste grupo de 
paineis, é de aproximadamente O ,006L A amplitude nega
tiva máxima de placa (somac~ à do enrijecedor) é neste 
caso igual a aproximadamente -0,005!, o que explica a 
impressão que se tem na Fig. 8 de que a resistencia do 
painel atinge um máximo para w

0
s = -0,002! (e w

0
p = 

-0,00133b). L0i 0 y 

Wo/ X 10- ~ 

-2,0-1,5-1,0-0,5 0,5 1,0 1,5 2,0 
Figura 8. Curva de resistência dos paineis da Za. série 

aJNCLUSOES 

As análises realizadas mostram que a variação da 
esbeltez do enrijecedor,À, afeta muito mais a resistên
cia dos paineis que a variação de 8. O efeito da varia
ção de À se faz sentir de modo visível somente nos pai
neis com baixos valores de ~ , principalmente com imper
feições geométricas e tensões residuais. 

O estudo da largura efetiva nos paineis não repro
duziu a queda de rigidez prevista na literatura técnica, 
para altos valores de B. Além disto, demonstrou-se que a 
largura efetiva é afetada pela esbeltez do enrijecedor, 

o que não era levado em conta até agora, talvez pela 
dificuldade da consideração adequada da interação ent1:e 
placa e enrijecedor. 

O estudo realizado está incompleto. Foram poucos 
os parâmetros variados ~ mesmo outros tipos de paineis 
(e com outras formas de enrijecedores) merecem ser es
tudados , já que se dispõe de um programa computacional 
tão eficiente. O que mais preocupa, ri> entanto, é a di
ficuldade de generalização das conclusões obtidas na a
nálise paramétrica, para as condi~ões encontradas na 
prática, em que um painel não esta solicitado apenas 
por deslocaJrentos ou por forças em seus bordos, mas por 
uma combinação destes , em geral desconhecida (esta res
trição é feita não somente a modelos computacionais, 
mas a qualquer modelo físico que consista de apenas um 
segmento de uma estrutura mais complexa). 

Nos paineis analisados, permitiu-se que o bordo 
carregado girasse, o que correspondeu à introdução de 
uma certa excentriciade de carga. Seria de antemão im
portante, portanto, que se repetisse esta análise com 
a imposição de rotações nulas no bordo carregado, ainda 
para deslocamentos prescritos, e em seguida se conside
rassem estes dois casos extremos para carregaJrento -
prescrito (haveria sempre excentricidade!). Somente a 
análise global dos paineis para estas quatro condições 
de solicitação permitiria uma generalização segura para 
o comportamento estrutural do painel composto apresen
tado na Fig. 1. 
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SlJM.lARY 

The authors present the parametric analysis of a 
longitudinally stiffened steel panel under compression. 
The varied parameters are the plate and column slender
nesses and the amplitude of geometric imperfections for 
the panel wi th or wi thout residual s tresses. Strain -
displacement nonlinearity and progressive yielding 
along the reference planes and accross the thickness of 
plate and stiffener are considered in the F.-E. prograw. 
The analysis englobed a total of 43 different panels of 
the chosen pattern. 
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INTRODUCTION 

It has been shown [1] that a complex tri
dimensional state of stress may exist in the 
neighborhood of a free-edge in a layered composite 
material specimen under in-plane loading. Several 
approximate methods to compute the inte rlaminar 
stresses have been proposed since the pioneering work 
by Pipes and Pagano [1]. Finite differences [1,2] and 
finite element [3,4] modela require an extremely fine 
mesh close to the free-edge leading to a large 
computational effort for the solution. Semi
analytical methods were also proposed based on 
perturbation [5,6], Rayleigh-Ritz [7], Galerkin [8], 
or variational [9] techniques, or a combination of 
such techniques [10]. ln general, such procedures are 
characterized by a complicated formulation or are 
applicable only to a particular loading and geometry. 

The purpose of the present me thod is to obtain a 
reasonably accurate des cript i on of the 3-dimensional 
state of stress present in the free-edge problem by 
using a simple formulation and relative ly little 
computational effort. The present me thod yie lds 
analytical expressions for all six stress components 
everywhere in the laminate in terms of only a few 
parameters. This gives an engineer a better insight 
into the stress distributions and provides a us e ful 
correlation between the solution parame ters and the 
onset of delamination in the specimen us ing criteria 
suggested in [11,12]. 

FORMULATION 

Boundary layer equations. To illustrate tne 
formulation of the present m~thod, consider the ca se 
of a 4-layer, symmetric, rectangular composite coupon 
under uniaxial tension. All layers are assumed to 
have the same thickness h. The geome try of the 
problem is shown in Figure 1. This model was chosen 
to allow a direct comparison with previously published 
resulta. Due to Saint Venant principle we shall 
assume that the stress distributions are two
dimensional. 

p 

Figure 1. Geometry of the laminate 

(E: = 1) 

Free edge (n • O) 

Figure 2. Boundary layer coordinate system 

If only zero-th arder terms are retained: 

(2) Th~ zero-th arder boundary layer equations for 
this problem were first derived by Tang [5]. They 
were obtained by 'expanding the stress components in 
powers of the small parameter ) • b/h and using the 
coordinate transformations: 

y-1 z 
n • h7b and E: 2 h (1) 

wher e the actual stress componente oii are expressed 
as the superposition of the boundary layer stresses 
Fij ( i nne r solution) and the outer solution stresses 
Gij' It can be shown [5] that Gij are the stresses 
re~ ul t ing from the class i cal lamination theory 
(CLT). For the present problem Gij are constants and 
can be computed easily. Due to the symmetry of the problem we shall cons ide r 

only the upper ha lf of the laminate as shown i n Figure 
2. 
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The boundary layer equilibrium equations are 
r s 1 : 
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F + F m O 
xz,~ xy,n 

F + F = O 
yz,~ yy,n 

F · + F • O 
zz,~ yz,n 

It also can be shown that the boundary layer 
strain Exx is identically zero [10]. Therefore, the 
Fxx component can be eliminated from the stress-strain 
relations resulting [10): 

{F} • (S) {e:} (4) 

where 

{F} • [F F F F F )T Boundary layer stresses yy zz yz xz xy 

{€} • (E E E E E )T Boundary layer strains 
yy zz yz xz yz 

and 

Sij • sij - sxi sxj 
s 

XX 

sij - sij 

ij = yy, zz or xy 

(5) 
ij • yz, xz 

where s 1 j is the )-dimensional compliance matrix of 
the material for the specific orientation of the 
layer. 

Boundary conditions. The boundary conditions of 
the problem are: 
a. The interlaminar stresses are zero at the free 
surface 

Fij (n,l) .. o ij • zz, yz, xz (6a) 

b. The interlaminar stresses are continuous across the 
interface 

+ -
Fij (n,O ) = Fij (n,O ) ij a zz, yz, xz (6b) 

c. The interlaminar shear stresses are zero at the 
plane of symmetry. 

Fij (n,-1) • o ij • yz, xz (6c) 

d. The stresses with components in y direction are 
zero at the free-edge. 

oij(O,~) • Fij(O,~) + Gij = O ij = yy, yz, xy (6d) 

e. The boundary layer stresses are zero in a region 
far from the free-edge. 

Fij(-.. ,~) ,. O ij • yy, zz, yz, xz, xy (6e) 

Stress potentials. The equilibrium equations 
can be exactly satisfied by using the stress 
potentials introduced by Lekhnitskii [13): 

FYY (n.~) = ~.~~ (n.~) 

Fzz (n.~) • ~•nn (n.~) ··~ Y· 

Fyz (n.~) • ~.n (n.~) 

F xz (n,O a 'l',n (n.~) 

Fxy (n.~) • -'!',~ (n.~) 

"I 

(7) 

Therefore, all six stress components can be 
determined from the stress potentials ~ and '!' since 
Fxx can be computed by uiing the condition Exx = O. 

SOLUTION PROCEDURE 

The stress potentials are determined by a 
Rayleigh-Ritz technique. First, they are expressed in 
terms of adequate classes of functions that satisfy 
the boundary conditions of the problem and involve a 
number of unknown parameters. Then, the unknown 
parameters are determined by minimizinp the boundary 
layer comp~ementary energy of the laminate. 

Choice of the stress functions. Boundary 
condition (6e) and resulta from previous works suggest 
that exponentially decaying functions can conveniently 
represent the stress potentials. Then, assume 

~ (n.~) • ~ (n.~) ean (8) 

where a is an unknown parameter. Now, Equation (8) 
can be expanded in a Taylor series as: 

a~ 1 a2 4> 2 an 
~(n,~) = [4>(0,~) + ~O.~)n + ~ ~O.~)n + ..• ]e 

o r 
(9) 

~(n.~) • [T 0 (~) + Tl(~)n + T2 (~)n2 + ..• Jean (10) 

ln the present work, only the first three terms 
of the series expansion are retained (10). Since the 
ln-plane stresses may be discontinuous at the 
interface, we choose different seta of , functions T1 
(~) for the upper and lower layers. After 
manipulation of (10) and boundary conditions (6), it 
can be concluded that ~(n,~) can be assumed to have 
the relationship: 

{ 

[(l-an)F 1 (~) 
~(n.~) = 

[(1-an)f\ (~) 

+ n2F 2 (~)]ean O < ~ < 1 

(11) 

+ n2F 2 (~)]ean -1 < ~ < O 

with 
F1 (~) = -G (~2 - 2~ + 1) o < ~ < 1 (12a) 

yy 

"'F1 (;) = G (~ +2~+1) 
yy -1 < ~ < o (12b) 

where Gya is the transversal CLT stress in the upper 
layer an 

F2 (O) • F2 (O) .- -.- (13a) 

F2 '(0) • F '(O) ... .., ., ~ (13b) 2 
- ;~ 
t.l 

F2 (1) - F2 '(-l) -o (13c) 

r '(-1) - o 2 (13d) 

The first term in (11) satis(ies exactly the 
non-homogeneous boundary conditions on ~(n,F,) and 
approximately satisfies condition (6b) for ij • zz, 

The second term in (11) satisfies all 
homogeneous boundary conditions exactly on ~(n,~) when 
cond!tions (13) are satisfied. Therefore, F2 
and F2 are written: 

N 

F2 (~) • E a P (;) 
n• l n n 

(14) 

- N 
F2 (~) • E 

n=1 
ã p (0 

n n 

P (~) are beam functions on [0,1] satisfying (13c) 
Q -

and Pn(~) are beam functions on [-1,0) satisfying 
(13d). Equations (13a) and (13b) become: 



N N 
E anP n(O) E ã P (O) 

n2 1 n2 1 n n 
(15) 

N N 
E anPn'(O) 2 E ã p I (O) 

n2 1 n21 
n n 

With the above definitions, ~(n,~2 is completely 
determined by the parameters a, an and an. 

A similar procedure can be used for the stress 
potentia1 ~(n,~). If only the first two terms in the 
Taylor series of ~(n,~) are retained, all boundary 
conditions on ~(n,~), homogeneous and non-homogeneous, 
are satisfied exact1y if it is assumed that: 

~(n,O • { 
where 8 is an 

whe're Gxy is 
and: 

(G1(~) + nG2(~) Je8n 

(G1 (~) + nG2(~))e8n 

unknown parameter and 

G1 (~) • G ( ~ - 1) xy 

c1(~) • -G (~ + 1) xy 

the CLT shear stress 

G2(1) • O 

ã2(-1) = o 

G2(0) = G2(0) 

in 

o < ~ < 1 

(16) 

-1 < ~ < o 

also: 

(17) 

the upper layer 

{18a) 

(18b) 

(18c) 

Now assume that G2 (~) and G2 (~) are of the form: 

K 

G2(~) • E ~Qk{~) 
k•1 

K 
G2(~) = E bkQk(~) 

k 2 1 

o < ~ < 1 

(19) 

-1 < ~ < o 

where Qk(~l are beam functions on [0,1] satisfying 
(18a) and Q (~)are beam functions on [-1,0) 
satisfying t1Sb). Using (19), equation (18c) becomes: 

K K 
E bkQk{O) 2 E bkQk{O) 

k21 k•1 
(20) 

With the above definitions, ~(n,~) is complete1y 
defined in terms of the parameters 8, bk and bk. 

Comp1ementary energy. The boundary layer 
comp1ementary energy of the laminate is given by: 

1 O T 1 O 
11 = J J {E} {f}dndz = J J {f}T [S) {f}dndz (21) 

-1 -1 
Now, substitute the assumed forms of ~(n,~) and 

~(n,~) into equations (7) to determine the boundary 
laye! stresses a~ functions of the parameters a, 8, 
an, an , bk and bk . The resulting equatlons (given 
in Appendix I) are substituted into (21) and the 
integrais are performed. After computations, the 
complementary en~rgy can be written in matrix form: 

(22) 

where matrix [W), vector {V} and constant C depend on 
parameters a and 8. 

The complementary energy is minimized subjected 
to the linear constraints (15) and (20) by the 
following procedure: 
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i. Se1ect an initia1 pair (a,8) 
ii. Compute (W). {V} and C 

iii. Find {6} that minimizes (22) subject to (15) aneí 
(20) 

i v. Compute the comp1ementary energy using (22) 
v. Se1ect a new pair (a,8) if minlmum has not oeen 

reached 
The above a1gorithm does not invo1ve large 

computational effort, since the matrices involved have 
small dimensiona and only one matrix inversion is 
required for each iteration (a 5 x 5 matrix if N = K = 
2). Moreover, the number of iterations required is 
sma11 since gradients 31T/3a and 311/38 can be obtained 
in closed form and the cases tested showed that the 
initia1 pair a = 8 = 1 is always a good estimate of 
the optimal point. 

TEST PROBLEM 

To compare the present method with previous 
works, a four 1ayer [+45/-45] 8 laminate is 
considered. The layer thickness is assumed to be h 2 
0.25 in and the laminate width b = Bh. The material 
properties used were: 

Ex= 20 x 106 psi, Ey ~ Ez = 2.1 X 106 psi 

G = G 
xy yz Gxz = 0.85 

Resu1tb. A Fortran computer code was developed 
to apply the present method to a general four layer 
symmetric 1aminate. Such program was used to solve 
the test prob1em using three different numbers of 
terms in the series expansions (14) and (19). Table 1 
shows the va1ues of parameters a and 8 at the optimum 
point for each of the three cases. Figures 3 and 4 
compare the results of the present method for N = K = 
4 with resulta from the literature. 

1.5 
~ 
o ..... 
>< 

>< 1.0 
>< w ...... 
N 
>< t> 

0 . 5 

0.2 

Figure 3. oxz distribution at the interface 
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Figure 4. azz distribution at the interface 

CONCLUSIONS · n 

The resulta of the test problem show that the 
present method gives reasonably accurate values for 
the interlaminar stresses. Also, the fast convergence 
with respect to parameters a and B can be used to 
improve the efficiency of the algorithm ,by solving the 
optimization problem for N • K a 2 and then increase 
the number of terms to obtain a more refined 
solution. The solution involves only simple matrix 
operations and requires small memory storage and small 
CPU time. 

It is also important to note that all stress 
componente at the interface are completely governed by 
only seven real numbers (a, B, c2(o), c2 '(0), F2(0), 
F2 '(0), F2'"(0)) that ar~ physically meaningful. 

Although the present method was derived for a 
simple geometry and loading case, it can be extended 
for laminates having more general geometry and loading 
conditions. 
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APPENDIX I - Expression For The Boundary Layer 
Stresses 

Fyy<n.~) 

_ f [(1-an)F 1 "(~) 

l [(1-anH\ 1 1(() 

2 + 11 
N 
E a p " ( f;)] an 

n•l n n e 

N 
+ n2 

E ã P "(()Jean 
n•1 n n 

2 2 N a 
+ (a 11 +4an+2) E a P (f;)]e 11 

1 
n n 

n• 

{ 

(-a2(1+an)F1 (() 

F (ll,E;) • 
zz 2 - 2 2 N - - an 

F yz ( n • f;) 

Fxz(n,f;) • 

(-a (l+an)F1 (() +(a n +4an+2) E a
0

P
0

(()]e 
n•1 .. 

{ 

2 2 [a 11F
1 

1
(() - (2n-all ) 

2 - 2 (a nF1 
1(() - (2n+an ) 

N 
E a p 1 ( f;)] e an 

n•1 n n 

N 
E;; p 1(()] an 

n•1 n n e 

K 

{ 

[aG 1 (~) + (1+8n) E bkQk(()]e 811 

k•1 

[SG1 (f;) + (1+8n) ~ bkQk(f;)Je 811 

k•1 

K 

Fxy(n,() 
{

-(G11(f;) + n E bkQ\(~)Jeen 
k•1 

~ K 

-(G11(f;) + n E bkQ'k(()]eSil 
k•1 

In each of the paira of the stress equations above, 
the first is valid in the interval O < ~ < 1 and the 
second is valid in the interval -1 < ( < O. 
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INfRODUÇÃO 

Neste trabalho a estrutura ê considerada desde o 
início como um contínuo unidirnensional, ou seja,~ cu! 
va material imersa num espaço pontual euclidiano E a 
qual pode sofrer não só flexão, mas também extensão. O 
movimento e causado por forças e momentos distribuídos 
e(ou) concentrados ao longo do corpo. As equações de 
equilíbrio são obtidas sem fazer qualquer restriçãL à 
curvatura inicial e ao tamanho das deformações. As equa 
ções constitutivas utilizadas consideram o materiàl 
elástico linear. A não-linearidade do sistema sendo de 
vida portanto apenas a geometria. -

O modelo reduz o estudo de uma estrutura em equi 
lÍbrio ao estudo de um sistema determinado de sete eqUã 
ções diferenciais ordinárias acoplado a condições de 
contorno que dependem do problema em questão. Como ilus 
tração do modelo estuda-se o problema de determinaçãO 
das configurações de equilíbrio de um semi-anel elásti 
co, engastado em uma das extremidades e na outra sub~ 
tido a ação de uma força horizontal. O sistema resultan 
te é resolvido numericamente pelo método do tiro que se 
mos~rou extremamente preciso e econômico para esse tipo 
de problema. Os resultados são apresP.ntados graficamen 
te para vários valores de P, encontrando-se atê trêS 
configurações possíveis para alguns destes valores. 

CINfMÁTICA 

Uma estrutura r é definida como um conjunto de 
pontos materiais, ou partículas, que podem ser postos 
em correspondência bijetiva, com os pontos de uma curva 
C c:E2. Portanto uma configuração B dessa estrutura é 
caracterizada por 

B : r+ c 
(1) 

B( •) = X 

satisfazendo as seguintes condições (2) 
- A função B é uma bijeção que associa cada ponto 

material ( ·) de r com um ponto de um subconjunto C de 
E2. x representa o lugar ou posição ocupado por uma par 
tícula C •) da estrutura na configuração B. O subconjtül 
to C é uma curva, ou seja, é sempre possível definir 
uma parametrização a : I + C; a(v) = x de um intervalo 
real fixo v E [v1, v2l =I em C satisfazendo as seguin 
tes condições: a E c2(I), da(v)/dv ~o~ v E I. -

Considerando-se uma configuração BR definida por 

~: r+~ c:E2 

BR( •) = X 
(2) 
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uma configuração de referência, então a deformação da 
estrutura da configuração BR atê a configuração B é de~ 
crita pelo mapeamento 

(4) 

X(X) = x 

O comprimento de arco ~ para a curva C é definido 
da seguinte forma: 

l v 11 da(Ç,) 11 de ~ = L(v) = ~ s v, 
'(S) 

onde LCv2) = .t é o comprimento total de !. ~ forma an~ 
loga, para a curva rR o comprimento de arco e 

(6) 

~Cvz) = ~ é o comprimento total de CR. L e LR são Í!! 
vers1.veis pois, por definição da(v)/d~O, daR(v)/dv~O 
~v E I 

De (2), (S) e (6) tem-se que qualquer função defi 
nida em r ou CR pode ser referida aos parâmetros v.~ ou 
s fazendo-se composição de funções. Dessa forma torna
se possível o desenvolvimento de uma teoria mecânica 
unidimensional para a estrutura, ou seja, onde a única 
variável independente seja v, 4 ou s. Daqui por diante, 
por "abuso de notação", será usado o mesmo símbolo f pa 
ra representar qualquer função f(•) e suas compostas 
com as funções definidas anteriormente. Exemplo: 
f(v) = f(~l(aR(v))); f(~) = f(BRl(aR(L-1(~)))); 
f(s) = f(Bft1CaRCLR1Cs))) 

Define-se então: 

da.(~) dx 
a= a(·)=~=~ 

d~(s) dX 
A= A(·) =(IS"= as 

(7) 

a(·) é um vetor unitário tangente à curva C no ponto ma 
terial (·),a(·) forma uma base para o espaço unidimen 
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sional tangente à curva C em(·). A(·) é um vetar tan 
gente à curva CR no ponto material C·) . A(·) forma \uM 
base para o espaço unidimensional tangente a curva CR 
no ponto C·) . 

Seja Ci1. i2) uma base cart2siana para o espaço 
das translações V associado com E , fixa m.rn ponto ar 
bitrário o. Sejam 9(·), 0(•) os ângulos entre i1 e a(·T, 
A(·), respectivamente. 9(·) e 0(·) são medidos a partir 
de i1 considerando-se positivo o sentido anti-horário 
logo: 

A(·) = cos0(·) i 1 + sen 0(·) i 2 
A~(·) = -sen0(·) i 1 + cos0(·) i 2 

a(•) = cos9(·) i 1 + sen9(·) i 2 
a~(•) = -sen9(·) i 1 + cose(·) i 2 

(8) 

E facil verificar que, dado um vetar N(·) = N1(·) a(•)+ 
+ N2(·) a~(·) 

dN(x) dN1 d9 av- = âV (v) - N2Cv) av (v) a(v) + 

dN2 de 
+ âV (v)+ N1Cv) av (v) a~(x) 

(9) 

onde o parâmetro v pode ser substituído por qualquer 
uma das variáveis ~ e s. 

Considerando-se Cx1, xz) as coordenadas do ponto 
x E E2 em relação a base Ci1, i2), é possível obter 

dx1 & 
Os= as cose 

dx2 & 
as= as 

EQUAçOES DE EQUIL!BRIO 

sena 

(1 O) 

Dada uma base cartesiana (l , l ) de V, o produto 
internou•v e o produto antissimé~icifuAv de vetares 
u, v E v, ~ = u1l 1 + ~2l2 , v = v1l 1 + v 2l 2, são dados 
pelas segu1ntes relaçoes: 

u.v = u1v1 + u2v2 

uAv = u1v2 - u2v1 

Postula-se então para uma estrutura r em 
brio e para qualquer parametrização a: [v,, vz] 
a(v) =X, V E (V1, Vz] 

(11) 

equilÍ 
+ c; 

uilÍbrio de forças. Sejam os vetares Pi,(i=O,n; 
n E N) torças externas concentradas em pontos v· E 
[v,, v]; N = N(v) o vetar força interna e n = nCv) a 
força externa distribuída, então: 

lv n 
n(i:) 11 ~ 11 di: + N(v) + E Pi (vi) 

v 1=0 
1 

=o (12) 

Equilíbrio de momentos. Sejam os escalares 
M.(j =O, m; mE N) os momentos externos concentrados 
e~ pontos v. E [v1, v]; M(v) o momento interno e 1n(v) o 
momento ext~rno d1stribuido, então: 

(v [m( i:) + r(i:) A n( t:) 1// ~ 1/ di: + 
JV1 

I m/ 

(13) 
n m 

+ E r(v.) A Pi(vi) + M(v) + 
i=O 1 

L O M. (v.)=O 
J = J J 

. 
r(v) = a(v) - ~ é o vetor posição do ponto v, na confi 
guração deformada, relativo a uma origem arbitrária fi 
xa &. -

O parâmetro v em (12) e (13) pode ser substituído 
por qualquer uma das variáveis ~ ou s sem alterar a va 
lidade das expressões. -

Com o material apresentado é possível mostrar qu~ 
na ausência de forças e momentos concentrados as equa 
ções (12 e (13) são equivalentes a -

dN & 
as+rsn=O 

dM & & 
as+ as a AN +as l = O 

(14) 

e_que cargas e momentos concentrados Pi(si),~(si)deteE 
m1nam saltos em N e M nos pontos: 

N(s:) - N(s~) + P. = O 1 1 1 

M(s:) - M(s~) + M. = O 1 1 1 

Usando (9), (11 ) as equações (14) em componentes ficam: 

dN1 d9 & as - as N2 + as n1 = O 

dN2 de & as + as N1 + as n2 = O (16) 

dM & & 
as + as Nz + as l = o 

~ ~ onde N = N1a + N2a , n = n1a + n2a 

EQUAç0ES CONSfi1UfiVAS 

Motivado pela teoria tridimensional, serão usadas 
as seguintes equações constitutivas: 

& 
rs= 

N 
+EA 

d9 d0 M 
as = CI5 + EI 

(17) 

onde E é o módulo de Elasticidade, A a área da seçao re 
ta e I o momento de Inércia da seção reta. 

Com (10), (16), (17) e as condições de contorno 
corretas é possível modelar qualquer problema envolven 
do grandes deformações de uma estrutura elástica. 

Exemplo. Considera-se o equilÍbrio de um semi 
anel engastado em uma das extremidades e na outra soli 
citado por uma força horizontal constante P. A figura 
1 mostra a estrutura na configuração de referência 
(um semi círculo de raio R) e na configuração deforma 
da, 
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Figura 1 

~.-:-~•- CONFIGURACÃO 
DE REFERÊNCIA 

---"--- CONFIGURA CÃO 
DEFORMADA 

N(s) = N1Cs) é o esforço normal e Q(s) = N2(s) é o es 
forço cortante . 

As equações (10), (16) e (17) modelam o comporta 
menta da estrutura submetidas às seguintes condições de 
contorno: N(s) = -P cose(s), Q(s) = P sene(s),M(nR)= O, 
6(0) = 7, ~(O) =o, x1CO) =o, x2CO) =o . Logo, saben 

d8 1 do-se que ds = - R' n1 = n2 = i = O e considerando-se 
A e I constantes ao longo do comprimento, obtem-se o 
seguinte problema de valor de contorno: 

dM & M(nR) o as= - as p sena 

de M 1 9(0) TI/2 as = EI - R 

& P cose ~(O) o (17) as= 1 tA 

dx2 & 
as= as sena x2 (O) o 

dx1 & 
as= as cose x1 (O) = O 

Este problema foi resolvido usando-se o método 
do tiro [1,4]. Na apresentação dos resultados todas as 
variáveis do problema foram adimensionalizados . Em vez 
de P e M serão usados P/P* e MIM* onde P* = EI/R2 e 
M* = EI/R. As variáveis com dimensão de comprimento fo 
ram divididos por L* = nR. No processo de adimensionali 
zação surge um parâmetro de extensibilidade definido 
por C= I/(AR2). A figura 2 mostra as curvas da carga 
P versus o momento no engaste (s =O) para C= 1.E- S. 
Fixado um,valor de P/P*, cada ponto das curvas corre~ 
ponde a uma solução de (17). Ã partir de P/P* ~ .471 
são encontradas três soluções, dado um valor qualquer 
de P/P*. Cada solução corresponde a uma configuração 
de equilÍbrio, consequentemente o modelo permite a exi~ 
tência de mais de uma configuração de equilíbrio para 
alguns valores de P/P*. 
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P/P* 

2 .0 

1. 6 

I . 2 

08 

0 .4 

o 
-2 .0 -1 .0 o.o 1.0 2 .0 3 .0 4 .0 

CURVAS P- M(O) PARA C =1·E -; 5 
M(O)/M+ 

Figura 2 

A figura 3 mostra as curvas da carga P versus 
x (nR) para C= 1.E- S. A correção dos resultados ~ 
dê ser confirmada verificando-se o equilíbrio de mame~ 
tos da seguinte forma: [M(O)/M*]/[x2/L*] = n[P/P*] . 

P/ p• 

2 ·0 

1.6 

I• 1 \ l[\! 
\ 

1.2 

0.8 

0.4 

o 

~ 

I ' J l \ ~ 
w. " I--D 

' ~ -
·0 .4 ·0.2 o o 0 .2 0-4 0 .6 0 .8 1.0 

CURVAS P-X2(1T.R} PARA C =1. E·5 

Figura 3 

Usando a figura 2 como referência, e possível 
traçar a sequência de configuração deformadas relativas 
a cada curva. Na figura 4 está dada a sequência de con 
figurações relativas a curva que se inicia em P/P* = O~ 
Na figura S está dada a sequência de configurações rela 
tivas à segunda curva . 
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Figura 4 
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Figura 5 

Para uma análise completa resta estudar-se a es 
tabilidade das configurações obtidas. Trata-se de uma 
questão importante e que não ê trivial. Este estudo não 
será apresentado, ficando como sugestões para futuros 
trabalhos. 
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8 
UM ALGORITMO DE GRADIENTE CONJUGADO 

MODIFICADO PARA ANÁLISE DE TORRES ESTAlADAS 

CARLOS ARAKEN BONIFÁCIO COEL HO 
JOS É H ERS KOY ITS NORM AN 

PEM - COPPE/UFRJ 

_ No pAeóe~te_tAabalho ~ pAopoóto um algoAitmo iteAativo com baóe 
~~ meto do ~o gAa~-<.e~te c.o~jugado paAa a mi~imüaç.ão do 6u~c.io~al de e~eA 
g-<.a pote~c.-<.al elaót-<.c.a _d e eótAutuAaó tAeli~adaó c.om eleme~toó Aeóióte~~ 
teó a eó6oAç.oó em um óo óe~tido . SempAe óao obtidaó diAeç.Õeó de d eóce~ 
óo , qa~o que QaAa~t~ a óol~ç.ão do pAoblema, a qual ~ obtida em um ~úme~ 
Ao 6-<-~-<.to de -<.teAaç.oeó. Sao Aeóolvidoó_exemploó de aplic.aç.Õeó, c.o~óta
ta~do-ée que, o eó6oAç.o c.omputac.io~al ~ao óupeAa em muito o ~ec.eóóãAio 
paAa óe a~alióaA uma toAAe metãlic.a c.o~ve~c.io~al de meómo poAte. 

INTRODUÇI\0. 

Neste trabalho se desenvolve um procedimento it~ 

rativo para minimizar o funcional de energia potencial 

elástica de estruturas treliçadas que apresentam cabos 

como elementos integrantes. Este funcional é seccional 

mente quadrático, sendo contínuo e possuindo primeira 

derivada contínua. 

O procedimento proposto é uma modificação do mé
todo do Gradiente Conjugado para minimização de ±un

çoes quadráticas, garantindo-se a convergência domes

mo em um número finito de iterações . 

O FUNCIONAL DE ENERGIA. 

A seguir apresentaremos uma expressão do funcio

nal elástico das estruturas em considerações . 

Seja U 6 Rn o vetor de deslocamentos nodais ex

ternos; Bi são matrizes que relacionaram deformações 

nos elementos com os deslocamentos nodais, Ai são ma

trizes de compatibilidade nodais, nas quais cada linha 

está formada por elementos nulos, exceto um único ter

mo correspondente à unidade e cuja localização identi

fica as componentes do vetor U associadas a cada grau 

de liberdade do cabo i, e Ài são matrizes de mudança 

de base do~stema global de coordenadas para o sistema 

local . Dado um estado de deslocamentos U, designaremos 

como I(U) o conjunto de cabos com alongamento negativo 

sendo: I(U) = {i/C~ U< O} com C. = B. À. A . . (1) 
l 1 1 1 l 

Consideremos K
0 

6 Rn x n uma matriz de rigidez 

global fictícia, na qual se supõe que todos os elemen
tos resistem a esforços nos dois sentidos e K. 6 Rn xn 

l 

i= 1, ... ,nc, com nc sendo o número de cabos, são ma-

trizes que representam a contribuição em K
0 

, de todos 

os cabos e f o vetar de carregamentos nodais externos . 

Para cada vetar U considerado.o fw1cional elásti 

co u• (U) é dado por : 
~(U) = - 1- UTK(U)U - fTU 

2 
(2 . a) 
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onde: 

K(U) I: 
i6 I (U) 

K. 
1 

(Z . b) 

Veremos que ~(U) é seccionalmente quadrático e 

contínuo, apresentando g~(U) também contínuo. 

Da expressão (1) conclui-se que as diferentes se 

ções quadráticas estão delimitadas pelos hiperplanos 
T Ci U =O, i= 1, ... ,nc . 

A continuidade pode ser mostrada ao se analisar 

na fronteira Ci U =O para um cabo j . O alongamento 

sendo zero a força K.U neste cabo também será zero . 
J 

Assim: K(U)U = [ K - I: K. ] U 
0 i 6 I (U) 1 

o 
= [K

0 
- I Ki] U - K/.f'fJ. (3) 

i 6 I(U) /J-

Conclui-se que tanto ~(U) como g~ (U) são funções 

contínuas de U, sendo as descontinuidades verificadas 

apenas na derivada zê. 

O ME'IDOO DO GF.ADIENTE CONJUGADO . 

1 T Seja o problema de minimizar (X) = --2-- X QX -

VTX, x 6 Rn (4) onde Q é uma matriz simétrica e posit~ 
va definida; x é um vetor de incógnitas e V um vetar de 

termos constantes. Tem-se quando X* é um ponto de mi 

nimoque: g~(X*) =QX* -V=O,e,daí,QX*=V (5) 

Então a solução do problema (4) é idêntica à so

lução do sistema de equações lineares (5) . 

O método do gradiente conjugado é de grande apl~ 

cação na solução do problema (4), apresentando várias 

vantagens sobre os métodos de resolução direta de sis

temas. E um método de direções conjugadas [1] no qual 

a~ direções de descida são obtidas a partir dos suces, 

sivos gradientes da função à medida que o método pro

gride. O algoritmo do gradiente conjugado realiza os 

seguintes passos: 
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Passo 0: Iniciar com X0 E Rn ~definir o vetor 

direção. d0 = -g0 = V - QX0 (6) onde g0 é o gradiente 

da função no ponto X0
• 

Fazer m = O 

Passo 1: Calcular: 

mT 
o.m = -g cfl 

dmT Qdm 

Passo 2: Calcular o novo ponto: 

xm+-1 = tn + o.m cfl 

Passo 3: Calcular 

rfl 
T 

gm+lQdm 
T 

cfl Q dm 

Passo 4: Calcular a nova direção 

Jll+l m+l 
-g 

Fazer m = m+l 

Retornar a (1) 

+ Bm cfl 

(7) 

(8) 

(9) 

(lO) 

Mostra-se que a solução exata X* é obtida após n, 

passos [ 1] . E importante destacar. que as direções 

cfl dadas pelos método são direções de descida da flJ!:! 
cão e o passo o.m corresponde a uma minimização exata 

segundo cfl. Estes fatos são os que garantem a conver

gência global do método. 

ALGORI1M:J PAAA ~ISE DAS ESTR~ EM. CONSIDERAÇAO. 

Na análise destas estruturas , vi,mos que o fun

cional de energia é seccionalmente quadrático , porém 

contínuo e com gradiente contínuo. 

A modificação básica que se faz no algoritmo do 

gradiente conjugado ocorre na minimização exata reali

zada na busca linear. 
Os passos do algoritmo aplicado ac problema (1) 

sao: 

Passo O: Iniciar com lf não nulo e tf E Rn e 

definir o vetor direção d0 =·-g0 = f - K(tf), onde g0 

é o gradiente dá função no ponto tf. 

Passo 1: Realizar a minimização exata de ~(U) na 

direção cfl. 

Passo 2: 

Passo 3: 

Calcular o novo ponto: tr"1 = tfl+ o.mcfl. 

m+ 1 K tF' 1 rf.l 
Calcular rfl =· g C ) ' 

dmT .K(if!+l) cfl 

Passo 4: Calcular a nova direção: 
dm+-1 = - gm+-1 ... rJYI cfl 

Fazer m = m + 1 

Retornar a (1) 

Em virtude do funcional de energia não ser mais 

estritamentequadrático, as direções cfl geradas pelo a! 
goritmo não constituem mais um conjunto de direções 

conjugadas, e o mínimo, em geral não será achado em~ 
iterações. Porém, cada direção calculada é conjugada 

da anterior com referênêia a K(uffl) no ponto U em consi 
deração. E p~ssível demonstar que a partir de uma cer

ta iteração, K(um) permanece constante, o que implica 

que a solução do sistema será calculada mediante um nú 
mero finito de iterações. 

ALGORITMO PAAA BUSCA LINEAR. 

Consideremos U(t) = um + t cfl; as descontinuida

des se produzirão para valores de t. tais que: 
T T T 1 

C. U(t) =O, ou seja: C. uffl + t C. cfl =O, donde 
1 T 1 1 

c. tfl 
l 

ti c~ cfl 
l 

Seja t* E [ti-l' ti] onde t
0 

=O, e { t 1,t2 , 
t 3 , •.. ,t } o conjunto dos t. positivos ordenados de 

~ l 

forma crescente. Então o. que dá a minimização exata é 
dado por: T T 

o. -gm cfl;~ K(U(t*))dm com 

gm = K(U(t*)) um - f. 

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO. 

O exemplo da figura 1 é um modelo simplificado 

de uma torre estaiada, em "V' de crescente utilização 

nas linhas de transmissão de energia, com altas volta

gens e o exemplo da figura 2 também é uma simplifica -

ção de uma torre estaiada utilizada em linhas de tran~ 

missão de baixa voltagem [2] . 

Ambos foram resolvidos num computador Burroughs 
B6700. 

DÁIXlS DA FIGURA. 1. 

Área Transversal dos cabos - S.lcrn2 

Área Transversal das barras - 17.2crn2 

~~dulo de Young das barras - 2.1 x l06kg*/crn2 

Módulo de Young dos cabos - 2.1 x l06kg/cm2 

Carregamentos F = lOOOkg* 

Dimensões lineares em cm. 

Tempo_ de processamento para solução do sistema de 
equaçoes : 



Procedimento Proposto: 
Fatoração de Cholesky: 

7 

0.117 segundos 
0.083 segundos 

8 

FIGURA 1 

X -
2 3 

2. 

I '\~ 
17 

I 
tz 

3W" 

FI GU~ 2 

DAOOS IV\ FIGURA 2. 

~reas tranversais: 

Barras 1,2,3,4,5, e 6 = 1.5 in2 

Barras 7,8,9 e 10 = 3 in2 

Barra 11 = 1 in2 

Barras 12 e 13 = 2 in2 
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Barras 14 e 15 = 8 in2; Todos os cabos = 3 in2 

~dulos de Young de todos os membros: Lx 10 7 

.ib/in2 

Carregamento: 50000 lb no nó 12 direção X 

EIJMENTO ESFORCO EM KIPS 
Barra 1 o. 

--:;-

Barra 2 o. 
Barra 3 o. ''l' ij;, 

Barra 4 o. 
Barra 5 79 .04 

Barra 6 -79.04 

Barra 7 102-44 

Barra 8 -25.17 

Barra 9 25.17 

Barra 10 -102.44 

!:larra 11 o. 
Barra 12 52.78 

Barra 13 47.22 

Barra 14 -34.36 

Barra 15 -103.08 

Cabo 1 124.72 

Cabo 2 124.72 

Cabo 3 o. (cabo re-
movido) 

Cabo 4 o. (cabo re-
movido) 

Tempo de processamento para solução do sistema de equ~ 

çoes: 

Procedimento proposto 

Fatoração de Cholesky 

CXJNCLUSOES . 

O .1833 segundos 

0.15 segundos 

Conclui-se. pela observação dos resultados, que 

o esforço computacional necessário para a análise das 

estruturas, com elementos resistentes a esforços em um 

só sentido pelo procedimento aqui proposto não ê muito 

superior ao necessário para se analisar uma estrutura 

convencional de mesmo porte pela fatoração de Cholesky. 

Sendo um método que utiliza direções de descenso 

e realiza uma minimização exata na busca linear, ê po~ 
sível mostrar a convergência do método à solução do pr~ 

blema. 
Embora não mencionado anteriormente, o procedi

mente pode ser utilizado na análise de estruturas com 

apoios unilaterais. 
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e 
THE NONLINEAR EXTENDED KANTOROVICH 

METHOD WITH M UL TIPLE TERMS 

T .C. SOONG 
XEROX CORPORAT ION , ROCHESTER, N .Y., USA 

SUMMARY 

Tho1. eden.ded Ka ..U·Oilo v.<.ch method o6 mu.U.<.p.te-;teJr.m4 app.t.<.u ;to nontineaJt pJr.O b.i.erTU> w.<.;th moJr.e 
comp.t.<.cated .toad.<.ng, wh.<.ch W one-;te~r.m counteJr.paJr.t .i.A no;t ab.te to M.i.ve. The ol!..<.g.(.na.t paJr.;t.<.a.t 
d-<.6 6 eJr.ent.<.a.f. equaüo~UJ Me h e~~. e Jr.educed ;to Olld.<.naJr.lf d-<.6 6 e~r.ent.<.a.f. equaüo~UJ by ~r.etcún.<.ng on.ty one 
vaJr..<.ab.te a.6 .<.ndependen;t and a.6.6um.<.ng ;tha;t ;the Jr.Ut o6 t he vaJr..<.ab.tu o6 the .6o.i.uUon Me known 6Jr.Om 
a p~r.ev.<.oU-6 .<.;te~Lat.<.on . The .<.ntegllat.<.on co~UJtant-6 6Jr.Om ;the comp.tementaJr.y M .i.uUon o6 t he Olld.<.naJr.y 
d.<.66 eJr.ent.<.a.i. equaüon6 Me U-ó ed ;to .6at.i.A 6y boundaJr.y cond.<.Uon6 and ;th.<../l pal!.ticu.taJr. M .i.uUon con
ta.<.~UJ paJr.ameteJr.-6 ;tha;t aJr.e ;then opu müed ;to -1>at.í.A6y t he ol!..<.g.<.na.t d.<.66 eJr.ent.<.a.i. equaüo~ by numeJr.
.<.ca.t mean6. Th.<.-6 pJtOceduJr.e enab.tu t he edended method ;to cape w.<.;th comp.t.<.cated .toad.<.ng, wh.<.ch 
;the Umded one-;teJr.m method .i.A no;t ab.te ;to Jr.ep~r.uent . 

INTRODUCTION 
I 

where the coefficients are related to the dimension and 
physical properties ofthe plate. 

Equation (1) is the compatibility equation where 
the stress function F defines the stress resultants by 

(3) 

The Kantorovich method as extended by Kerr [1] is 
an elegant iterative technique applicable to some 
multivariable problems in applied mechanics. ln a clamped 
rectangular plate example, Kerr showed that a one-term 
solution agreed closely with existing results obtained by 
more elabora te means. ln Ref. [2], Soong extended Kerr's 
method to nonlinear problems where a one-term solution 
was also used to solve a nonlinear clamped plate problem 
under uniform load. Numerical results showed that his 
one-term solution agreed within 0.03% with the result of a 
nonlinear finite -difference method extrapolated to infinite 
nodes. Figure 1 is taken from Ref. [2] , which shows 
correlation ofthe one-term solution with other earlier 
works. 

We shall reserve P as a function ofx only and Q as a 
function of y only. F and w are expressed as finite sums of 
the product ofP and Q such that 

However, a one-term solution is not capable of 
representing a solution for complicated loading because the 
deflection that can be shown accurately by a one-term 
representation is limited to a deformation whose cross 
section shapes at different coordinates are in proportion to 
each other. ln this study, the technique in Ref. [2] is 
extended to more terms and the solution is found to apply to 
complicated loadings as longas each term satisfies the 
conditions at the boundary. 

NONLINEARPLATE EQUATIONS 

The method will be illustrated by solving a 
nonlinear rectangular plate ofx, y coordinates, under 
homogeneous boundary conditions, with a load p(x,y) 
arbitrarily distributed. The plate problem is arbitrary, 
but the technique is relatively general in nature. 

The nonlinear differential equations related to the 
nondimensional stress func.tion F and the normal 
displacement w are: 

( l) 

(2) 
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Nk Nk 

F(x,y) = 2: P r k (x) Qfk (y) = 2: p f.k Qf,k 
k = I ' ' k: I 

:c 
~ 

3 .0 

31: 2.0 
11 

! 
31: 

1.0 

o 100 

LEVY'S REF.[I6) 
Nxy=u(orv)=O 

WAY'S REF.[I7) 
u=v=O 

200 300 400 
16p 

500 

Figure l. Center Deflections versus Pressure ofSquare 
Pla te with Edges Clamped and Different ln-Plane 
Constraints . ln the Two Curves Produced by Soong, f = 5 
and 11 = 0.33. Reproduced from Ref. [2]. 
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Nk Nk 

w(x,y) = L p w,k (x) Qw,k (y) = L p w,k Qw,k 
k=l k=l 

where the subscript after the prime (')denotes a serial 
index, and N k is the maximum number of terms to be 
taken. 

Substituting Eq. (4) into Eqs. (1) and (2) yields 

Nk Nk Nk 

" "" " , , " "" L f(x,y) =e! L pf,k Qf,k + 2e2 L Pf,k Qf,k + e3 L pf,k Qf,k 
k=l k=l k=l 

Nk Nk Nk 

- ( L p~,k Q~,k)2 + ( L P:,k Qw,k) (L p w,kQ:,k) =O 
k=l k=l k=l 

and 

Nk Nk Nk 

{S.) 

""" """ " L)x,y) = e4 L P w,k Qw,k + 2es L P w,k Q w,k + e6 L p Q'"' 
w,k w,k 

k=l k=l k=l 

Nk Nk 

- [ p {x,y) + ( L P~.k Qf,k ) ( L P w,k Q:.k) 
k = l k= L 

'r, ' Nk Nk 

+ ( L p f,k Q~,k )( L P:.k Qw,k) 
k= L k= L 

Nk Nk 

- 2 (L P;,k Q;,k)( L p~,k Q~,k ) I =o 
k=l k=l 

where the prime superscript indicates differentiation with 
respect to the respective variables x or y where 
appropriate . 

FIRST HALF CYCLE WITH Qr,k AND Qw,k KNOWN 

Next, we begin the first half ofthe computation 
cycle. Suppose that all the Qr k and Qw k for all k's are 
known or approximated appropriately;'in other words, 
they are known functions ofy with known coefficients. 
The variational principie states that equilibrium and 
compatibility will be approximately satisfied when F and 
w are varied arbitrarily in such a manner and integrated 
over the entire domain ofO to 1, so that 

I~ t Lf BF dxdy =O, ).. (7) 

ta 
L ·1 

I I L B w dxdy = O. 
o o w 

(8) 

Since Qr k and Qw k are assumed to be prescribed 
and BP r k and BPw k cann'ot be zero identically, we have the 
followiiÍg varied e'quation from Eq. (7) after substitution, 
where k' is a specific integer among k; 

, .. 

~ II ( "" " " "" ) k-7! 
0 

Qf,k' p f,k_Qf,k + 2e2 p f,k Q f,k + e3 p r,k Qf,k dy 

Nk 

- L 
k

1 
= L 

Nk L " I Q • (p' p' Q. . Q. 
k L: 

1 
O f,k w,k, w,k2 w,k 1 w,k2 

2 

11 

, " ) - p p . Q Q d y =o 
;v,k

1 
w,k

2 
w,k

1 
w,k2 

k' = L,2, ... Nk 

This can be simply written as 

OI 

Nk 

L 
k

1 
=L 

~ ( "" H ) L cfxl, k 'k P.f,k + cfx2, k'k p f,k + cfx3, k 'k p f,k 
k=l 

Nk 

k~l (cfx4,k 1k
1
k

2 
P~,k 1 P~,k 2 - cfx5, k 1k

1
k

2 
P:.k

1 
P w,kJ 

2 

(9) 

k' = 1,2, .. . Nk 
(LO) 

where the Cfx coefficients àre integrations ofthe Q's from O 
to 1 according to Eq. (9). 

The technique is to represent the left-hand side of 
Eq. (10) to a Fourier series ofunknown coefficients and 
this series is then made to be equal to the right-hand side 
ofEq. (10) as in the following, 

Nk ( ··- l ... < Nm ,, ., 
L cfxl, k 'k P f ,k + cfx2, k 'k p f,k + cfx3, k 'k P f ,k) = L afx, k 1m cos(mnx) 
k=l m=O 

and 

k' = 1,2, ... Nk 

Nk 

L afx,k 'm cos(mnx) = L 
N 

m 
N 'l 

k 

L (crx4, k'k
1
k

2 
p~,k 1 P~.k2 k

2
= L m=O kl=l 

" ) -c , p p 
fx5, k k

1 
k

2 
w,k

1 
w,k

2 

k' = 1,2, .. . Nk 

(L 1) 

For an unsymmetric problem, the Fourier series may have 
to be a complete series. 

Similarly, Eq. (6) is treated in the sarne manner and 
we have, 

and 

~ ( ,, . , ) 
L c , P +o , P +c , P = wxl, k k w,k wx2, k k w,k wx3, k k w,k 
k=l 

N 
m 

'Ç' a k , cos(mnx) L wx.. m 
m = O 

k' = 1,2, .. . Nk 

Nm Nk 

L awx, k'mcos(mnx) = L 
m= O k

1
=1 

Nk " 

L ( cwx4, k 'k1k2 Pf,k1 p w,k2 
k2= 1 

• +c - , p p 
wx.;,,k k

1
k

2 
f,k

1 
w,k

2 

. . ) I 1 
- 2 0wx6, k ' k

1 
k

2 
p f,k

1 
p w,k

2 
+ 

0 
Qw,k' p(x,y) d y 

{13) 

k' = 1,2 , .. . Nk 
(14) 



SOLUTION 

The complementary soluti01f ofthe general solution 
ofEqs. (11) and (13) will contain four integration 
constants that shall be used to satisfy the boundary 
conditions as a function ofthe Fourier coefficients. After 
substituting them into Eqs. (12) and (14), we have 2Nk 
nonlinear functions ofx with Fourier coefficients, arx and 
awx . as unknowns. By integration with weight functions 
added, we can solve arx and awx by numerical methods, 
such as the Newton-Raphson method. This is the solution 
of the first half cycle wherein the Q's are assumed and the 
P's are to be found. The next half cycle is to find the 
appropriate Q's with the newly derived P's. By alternately 
iterating P(x) and Q(y) until the arx. awx. ary. and awy 
coefficients are stabilized, we have the solution ofthe plate 
problem. 
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A SIMPLE QUADRILATERAL ASSUMED-STRESS 
HYBRID FINITE ELEMENT FOR THE ANALYSIS OF 

LAMIN ATED PLATES ANO SHELLS 

HEL Y RICARDO COSTA SÁ YIO 
MÁRIO KATAOKA FILHO 

EMBRAER. SP 

ABSTRACT 

The. 6oJunu.ea.t.i.ort o6 a 4-rtode. ge.rteJLal. qua.riMl;a;teJr.JLt multilayeJr. pea;t.e./ 6W. .6heil. 
e.le.me.nt i.-6 .6hoWY! ba.óe.d OY! art a.6.6wne.d-.6.:tlte..6.6 hyb!Úd mode.l. A c.ompa.IU.60Y! o6 lte..óu.U-6 
wil.h lmoWY! M.f.u.WY!.6, wil.h plte.cüc.-UoY!.6 61t0m a hi.gh-o!tdeJr. ~.6wne.d-;.6.:tlte..6.6 hyb!Úd .6p~cA.a.R. 
-pu.Jtpo.6e. e.le.me.nt artd wil.h p!te.cüc.-UoY!.6 61t0m art e.le.me.nt ava...Uab.te. .u1 a c.ommeJr.c..i.a..t 
pa.c.ka.ge. 6i..r ae. e.le.me.nt pltOfJita.m i.-6 made. artd e.xc.dee.nt ac.c.Wta.c.tf .ú1 plte.CÜCÜrtg both 
fuptac.e.me.nt artd .6.:tlte..6.6e..6 -<A ob.6eJr.ve.d. 

1. 11\l'fROIJUCfiON 

The assumed-stress hybrid model was first intro
duced by Pian in the early sixties [1] and has since 
been applied to the most diverse areas in continuum 
mechanics [2,3], all of which attesting to the model 
being a very effective and accurate tool. _lt has been 
proven to give improved accuracy for d1splacement 
and stress solutions and to be more accurate and 
efficient for elastic-plastic and creep analyses than 
the conventional assumed displacement methoà [4). 

lt is an effective scheme for reducing the severe 
constraints for the strain components that appear in 
the conventional assumed displacement finite element 
method in some limiting cases [3), ~ike the solution 
of problems of nearly incompressible materiais [5] , 
thin plates with transverse shear [6,7,8,9], and 
membrane strain constraints on curved beams and 
shells [10,11]. 

The flexibility in tayloring element stress dis
tributions is one of the main advantages of the model 
in the analysis of laminated plates and shells. The 
stress field can be assumed in such a way as to 
intrinsically satisfy the interlayer tract~on 
reciprocity and it is particularly usef~ ITI the 
derivation of special-purpose elements w1th stress 
di stributions inherently satisfying traction-f ree 
boundary conditions [12]. 

It is our intent in section 2 of the present 
work, to briefly describe the formulation of a hybrid
st ress 4-node multilayer plate/flat shell element. 

ln section 3 some example problems are presented, 
in which comparisons with known solutions, with . 
predictions from a high-order as~d-stress hybr1d 
special-purpose element and pred1ct1ons f rom the 
element QUAD4 of the commercial package of NASTRAN 
[13,14], is made. Element QUAD4 is a 4-node quadrila
teral isoparametric assumed di~placement based_element 
with transverse shear effects ITICluded. Select1ve I 
reduced integration is performed to avoid "l?cking" 
problems therefore rendering the element equ1valent to 
an element formulated in terms of a mixed model [15, 
16]. 

2. FOffi.ULATION 

ln this section an assumed-stress hybrid finite 
element here called MLQSHl, is derived based on a 
modified complementary energy principie wherein a 
stress field is assumed inside the element and a 
displacement field i s assumed along the interelement 
boundary. 

A displacement field which inc~udes transve:se 
shear deformation effect s has been Incorporat ed Into 
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MLQSHl element. The boundary displacement assumption , 
which maintains the interelement displacement 
compatibility, is expressed in terms of translational 
degrees-of-freedom u,v,w and independently assumed 
rotational degrees-of-freedom e and e , chosen at 
each of the element four nodes. x This Yboundary 
displacement field therefore, allows an uniform 
rotation of the cross section of the laminate, not 
necessarily normal to the plate midsurface. The total 
number of degrees-of-freedom for the 4-node element 
MLQSHl is 20, independent of the number of layers. 

ln the formulation of an element based on the 
assumed-stress hybrid model, the stress distribution 
in the interior of the element is expressed in terms 
of a finite number of stress parameters such that 
equilibrium is satisfied. ln the present approach, the 
stresses within each layer are related to a set of 
stress parameters associated with the entire laminate. 
This is accomplished by first expressing the in-plane 
strains Ex , Ey and Yxy 
for the laminate as 

Ex= s1+S4x+S 7y+ zcs10+S13x+S16y) 

Ey= s 2+s5x+S8y+ zcs11+s14x+S17y) 

Yxy= S3+S6x+8gY+ Z(S12+S15x+S18y) 

where a. , i= 1,18 are 
1 

mentioned above. 
The in-plane stresses 

those stress parameters 

ai ai and Ti for the ith 
X ' y xy 

layer are then obtained using the constitutive 
relationship corresponding to a plane stre~s ~tate.The 
remaining stresses i Ti (note that a~ w1ll be 

Txz ' yz . 
identically zero for the present element),are obtaiTied 
by integrating the equilibrium equations, therefore 
yielding an equilibrating stress field. . . 
These integrations originate 2 constants_of Int~gra~l 
per layer which are chosen such that rec1procat1ng . 
tractions are obtained throughout interlayer boundar1es 
and the stress-free conditions at the top and bottom 
of the laminate are exactly satisfied. At the end, 16 
will be the total number of stress parameters for the 
present element MLQSHl. Since these stress parameters 
are independent from one element to another_they are 
eliminated at the level of element formulat1on 
producing an element stiffness matrix. This matrix will 
be dealt with in the sarne way as an assumed 
.displacement finite element model. More deta~ls of 
this f ormulation may be found, for example, lTI the 
wor ks by Spilker [1 7], Spilker et al [18], Nishioka 
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:md Atluri [19], and Kataoka Filho [20]. 

3. EXAMPLE PROBUMS ANO NUMERICAL RESULTS 

The first example problem considered is of a 
square plate of side length, · a, with two layers of the 
sarne thickness, h/2, and sarne material, as given in 
Figure 1. The principal material directions are - e for 
layer 1 and + e for layer 2 (this fiber orientation is 
with respect to the global x-axis). The plate is simply 
-supported on all four edges such that displacements 
normal to the edge are not permitted, but motion in a 
direction parallel to the boundaries is permitted; Fi
gure 1 shows the material properties, dimensions, 
loading and ge011etry of the structure. 

layer 1 

GEOMETRIC PROPERTIES• 

a•b • IO" h•0.2' 

MATERIAL PROPERTIES • 

E11 •40xlo•psi Euz I ~k)• psi 
G11 • Gu ., 0.5 x 10• psi t 

v ... "··= 0 .2"5 

UNIFORM TRANSVERSE LOAD • q
0 

• 100 psi 

BC's • ali four sides simply- supported 
r- ·• ·;. 

Figure 1 - Nomenclature and geometric definition of 
2-layer angle-ply plate problem. 

To assess the effects of the fiber orientation 
upon the finite element solution, a series of results 
was obtained for the orientation angles ±e= 5°, 15o, 
25°, 350 and 45°. Comparisons are shown in table 1 for 
displacement u at X=a/2, y=O, displacement v at X=Ü , 
y=a/2 and displacement w at x=a/2, y=a/2 obtained using 
the hybrid-stress element J'viLQSHl and element QJAD4 of 
NASTRAN. An exact solution based on the classical 
larninated plate theory is presented by Whitney [21]. 
A 10-by-10 mesh has been used to model the entire plate 
since symmetry conditions could not be invoked here 
because of the existing bending/stretching coupling in 
this non-symmetric lamina te. As we may observe in table 
1 the results presented by the two elements are very 
close to the exact solution (this is a very thin plate, 
h/a= 0.02). Only minute variations are noticed as the 
material orientation angles are varied. 

The next problem considered is of a semi-infinite 
strip under cylindrical bending. The strip has width L 
in the x-direction and infinite length in the y-direc
tion, as shown in Fig. 2. It is of cross-ply construc
tion, has total thickness H and all layers are of the 
sarne thickness. Three cases were selected from this 
problem for studies, as described !ater. ln all cases 
selected, as a result of symmetry, the finite element 
analysis is carried out over only one half span which 
is subdivided into N equal elements along the x-direc
tion. The boundary conditions require that W=O at X=O 
(simple-support) and U=Ü at x~L/2 (symmetry condition) . 
For all cases studied the material properties were 

E11= 25xl06 psi ; E22=l:x:lo6 psi ; G12=0.Sxlo6 psi 

G23= 0.2x106 psi ; v12= v23=0.25 

The elasticity solution for this plane-strain problem 
has been obtained by Pagano [22]. 

For comparison purposes we also show, in the 
results, the predictions by the high-order assumed
stress hybrid special-purpose element derived by 
Spilker [23], here called ML2DH1, and element QUAD4 of 
NASTRAN [14). 

Tab l c 1. . Effc~t of fihcr o r ientation angle, •Y, o n th e acc urac y 
ar finitc l:l-.:mcnt results, for<~ 2 Ltye r squa re plate 
utalcr un1form lo.tJ (10:<10 mcsh). 

g 

•5• 

t 15° 

• 25° 

+35 o -

... ~ .. ~ s. 

whc r c, 

I ' I.E~IENT U/Uexact V/Vex.uct W/Wcxact 

~ILQSIII 0.9950 1. 02~4 . o. 9742 

QUA04 o. 9904 1 .0216 o. 9807 

~II.QS III 0.99l8 í. 0181 0 . 977l 

QUA04 0.9884 I. 0066 (1 . 9728 

MLQSH1 o. 99l9 1. OL5l 0.9872 

QIIA04 11 . n16 I . UOlO O. 9762 

MLQ5111 0.9965 1 . o 1 5o O. 9952 

QIIAD4 ·o. 9919 1. OU I 4 o. 9816 

MLQSIII o. 9966 I . 0162 o. 9966 

QUA04 o. 9865 I. !lO 11 I). 9865 

U z in-pJ<.~nc Jisplacement, x-dircction at x."'a/2 and y•O 

V • in-pJo.~ne displaccme nt , y-dircction at x•O and y•a/2 

W • oHt-of-pl:HlC dispJacement ut thc centor o,f the pJate 
(x-u/2. y • u/1) 

_,---,.-___ q ( )() 

-: 

,___ __ __..,.,..._ L 

Figure 2 - Nomenclature and geometric definition of 
semi-infinite strip under cylindrical bend
ing problem. 
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t 

The first case considered for the cylindrical 
bending problem is of a 3-layer strip (0/90/0) under a 
sinusoidal transverse load q(x)=~ sin ITx/L where ~=100 
psi, L= 60 in and H is chosen to achieve certain ~/L 
values. The behavior of the centerline mid-span trans
verse displacement as a function of H/L (using a 10 
element mesh) is shown in Figure 3. Both elements show 
excellent agreement with the elasticity solution up to 
avalue of H/L = 0.25. Beyond this value the finite 
element solution begins to deviate from the elasticity 
solution . 
Slightly better results are predicted by element 
MLQSHl when compared to element QJAD4. 



ELASTIC:TY SOLliTION 
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o c. 

H/L 

o 
c. 
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Figure 3 - Predicted versus elasticity solution for the 
center transverse displacement as a function 
of thickness ratio H/L. 

The second case studied in the cylindrical 
bending problem is also for a 3-layer (0/90/0) strip 
but subject to an uniform transverse load q(x) = p = 
= 100 psi ; L= 60 in ; H/L= 0.1. 0 

An 8-element mesh is chosen to quarantee that convergen 
ce of the stress distributions has been obtained. While 
the high-order hybrid stress element ~~2DH1 shows 
excellent agreement with the elasticity solution , both 
elements MLQSHl and QUAD4 show excellent agreement with 
the classical lamination theory solution (CLT solution), 
as shown in Fig. 4. 

o. z/H /' 0 
ELASTICIT'f SOLUTION / 

CLT SOLUTION 

o t.IL20HI { N•O) / 

6 0.2~ 
/ 

MLQSfll ( N•8 ) / 
/ 

o QUA04 (N•8) t;{ 

- roo -5Q o 50 

p 
/ 

/ · -0.2.~ 

/ 

7 

/ cs -o5 

o.~t---------- () 

z/H ----
• - EL/\SliCITY :tOLUTIO ~/-"b-....,Q._-...._ 

0.25 --- CLT SOLUTJON 0.: , 

o I.IL20HI (ti"' O) 

ll :.tlf)5 ))1 ( '~ "'!)) 

Figure 4 - Comparison of finite element, elasticity 
and classical solutions f or the through
thickness distributions for a 3-layer 
(0/90/0) laminate with H/L=O . l. 
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The third and last case studied in the 
cylindrical bending problem is of a 2-layer (0/90)stEip, 
subject to an uniform transverse load q_(x)= p0=100 ps~; 
L = 24 in ; H/L = 0.25. An 8-element mesh is chosen to 
guarantee convergence of the stress distributions. 
Unfortunately results for element QUAD4 cannot be shown 
due to present (NASTRAN version 64, November 1984) 
limitations of this element in dealing with non-
symmetric laminates. Element ML2DH1 shows excellent 
agreement with the elasticity solution for both stresses 
ax and 'xz as shown in Figure 5. Element MLQSHl still 
shows excellent agreement with the classical solution 
for stress a and shows good agreement with the 
elasticity xsolution for stress 'xz· 

f LA~ I ·• •. : Y :J(,.:..•ir ~ J!: 

C L T SCUJll('' ! 

ML2.~ H I ( iJ•8) 

0 .2!> 

-o.~ 

u;; 
(.5 

ELAS'nr.ITY SOLUTJON 

CLT SOUJTION 

ML:iOHI ( N • 8 ) 

MLQSHJ ( N• 8) 

----- ..... 

' _) 

Figure 5 - Comparison of finite element, elasticity 
and classical solutions for the through
thickness distributions for a 2-layer (0/90) 
laminate with H/L=0.25. 

4. CONCLLmiNG REMARKS 

The formulation of a simple, but effective, 
laminated plate/flat shell element is shown based on an 
assumed-stress hybrid model. The transverse shear 
effects , as well as the coupling effects of stretching 
and bending, are included. The element may be applied 
to the analysis of Iaminated plates and shells composed 
of an arbitrary number of layers,and arbitrary material 
properties and material directions within each layer. 

Although the examples given are plate problems 
only, the element is implemented in such a way as to 
al so permit the modelling of laminated shells. The 
ability of the element to reproduce curved-shell 
behavior in a faceted model has been proven 
elsewhere [20, 24]. 

The obtained numerical results, showing excellent 
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accuracy, lead to the conclusion that element MLQSHl 
competes most favorably with the element QUAD4 inclu
ded in the commercial package of NASTRAN. 
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2 - O FUNCIONAL 

Entre os elemento~ estruturais depredes finas,as 
placas e as cascas têm uma variada gama de aplicação. 

O funcional de Hellinger-Reissner ~articularizado 
para cascas esféricas finas tem a forma l4] : 

Devido a sua grande importância prática, as cas 
cas têm sido objeto de estudo de grande número de cien 
tistas, nos Últimos anos. 

Este trabalho trata da análise estática de cascas 
esféricas, utilizando um Método Misto de Elementos Fini 
tos (MMEF). O MMEF se baseia no Princípio Variacionai 
de Hellinger-Reissner que é obtido através de uma parti 
cularização do Princípio de Hu-Washizu. Este Último e 
uma generalização do Princípio da Energia Potencial To 
tal Mínima [1]. -

O modelo Misto considera, simultaneamente, campos 
de esforços e deslocamentos no interior do elemento.Des 
sa forma, obtém-se resultados de deslocamentos e esfor 
los, com uma precisão balanceada, residindo aí a grande 
diferença entre esse.método e o dos Deslocamentos. 

Para cascas finas, o campo de rotações é descrito 
por uma combinação linear que envolve a derivada do des 
locamento normal a casca, resultando daí, que os funcio 
nais associados aos problemas de cascas finas apresen 
tam derivadas de segunda ordem nesse deslocamento. uma 
exigência básica para funcionais desse tipo é que o cam 
po de funções de interpolação de deslocamentos deve ser 
de classe c1 [2]. 

Uma forma de evitar esta dificuldade é realizar 
integrações por partes nos termos do funcional que apre 
sentem as derivadas de segunda ordem. Esse procedimento 
e mais, a relaxação das condições de continuidade das 
rotações normais nas interfaces dos elementos, pela uti 
lização de um Princípio Variacional apresentado por 
Prager [3], permitiram que, neste trabalho os campos de 
interpolação pudessem ser de classe C0 • 

Os campos de interpolaçã0 de esforços e desloca 
mentos aqui apresentados são bilineares. O elemento fi 
nito é quadrilateral, curvo, com quatro nós e nove va 
riáveis ~or nó: três esforços de membrana, três momen 
tos e tres deslocamentos. Os lados do elemento são to 
mados sobre os paralelos e sobre os meridianos da casca. 
Como se pode concluir imediatamente, o elemento não per 
mite a modelagem perfeita de cascas com contornos irre 
gulares nem completa a modelagem de cascas fechadas. 

O objetivo deste trabalho é mostrar que o elemen 
to, embora quadrilateral, se Rresta para a análise de 
casca esférica fechada, bem como, para a análise de 
cascas cujos contornos não coincidem com os meridianos 
e os paralelos. Para isto são apresentados dois exem 
plos. uma casca completa com cargas concentradas nos 
pólos e um painel esférico submetido a uma pressão uni 
forme. 
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rrH-R =-J hk[N~+N:+2(1 +v)N~<P -2vN8Ncp] a2sencpded<j> 
Sm 

tam: 

-H~[M~+M:+2(l+v)~<j>-2vM8M<P]a2sen<j>d8d<j> + 

Sm 

+ c! av _ ~) N + [ 1 a (v) + 
a a<j> a <P sen<j> ae a 

+ [1 (av + a~)]M +[ 1 (av + 2a 2
w + ..11!. "' a2 ~ W <P a2sen<j> aã aea<j> sen"' a<j> -ucos ... -

-2cotg<P~;~Me<j>}a2 sen<j>d8d<j>-Jfcq8 u+q<Pv+qnw)a~en<j>d8d<j> 
Sm 

-f(N t:. +T t:. -M 8 +V w)ds +M wl n n nt t n n n nt S0 
s 

o 

- ( [M (t:. -X )+T (t:. -Ó )-M (8 -8 )+V (w-W)] ds + 
~ ·n n n nt t t n n n n 

u 

+ M (w-w) Is + J MBdo nt u 
8 

(2 .1) 

As grandezas apresentadas na equaçao (2 .l)represe~ 

N - esforços de membrana 
M- momentos 
T,V-esforços de cisalhamento efetivos 
q - cargas de superfície 
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u,v,w- deslocam:mtos 
8 - rotações 
E,v - módulo de Young; coeficiente de Poisson 
h - espessura da casca 
a - raio da casca 
Sm- superfície média da casca 
S0 ,Su- contornos onde os esforços e os deslocane~ 

tos e/ou rotações são prescritos , respe~ 
tivanente. 

e,q,- coordenadas curvilíneas da casca esférica 
ó , ó - deslocanentos nonnal e tangencial à borda 

n t 
c-) - quantidades prescritas 

E a integral I MSdo resulta da aplicação do Princípio 

Variacional de 6Prager [3] . Os esforços, deslocanentos 
e as cargas de superfície estão representados na Fig. 1 
abaixo . 

Figura 1. Esforços, deslocamentos e carregamentos 

~ós integrações por partes nos tennos que contém 
g e g , os termos de contorno passam a ser: 
ae aq, 

r[CM-M)s-Vw)]dsj(Nó+T ó) ds+M wl
8 ~ n n n n ~ n n nt t nt 0 

o o 

-l [M B +V (w-W)]ds- r[Nn(ó -ó )+T (ó - Ó )jds + n n n ~ · n n nt t t 
su u 

+ M C w-W) I - J M sdo nt Su M 
(2. 2) 

Para contornos simplesmente apoiados,livres e en 
gastados podemos fazer as seguintes "simplificações em 
relação aos termos de contorno (2.2): 

a) todas as integrais em Su e S se anulam porque 
as funções de interpolação satisfazem0 às condições de 
contorno [s]. 

b) a integral J M MSdo é nula porque o campo de 
interpolação adotado não -apresenta descontinuidade de 
momentos nas interfaces de elementos [3]. 

Após integrações por partes e introdução das sim 
plificações descritas o funcional (2.1) toma sua fonna 
final : 

- Jf 1 [ 2 2 2 nH-R-- 2Eh Ne+N$+2(l+v)Neq,-2vNeNq,Ja2senq,dedq, 

Sm 

- rJ_Q_ [Mt+M2 +2( l+v)M2 -2vM M ]a2senq,dedq, + 
J Eh3 e q, eq, e q, 

sm 

+ JJ{r-1- au +!:_ vcotgq,-~] N +(.!. av_~)N + asenq, a q, a a tJ a a q, a $ 
Sm 

+ [-1- av + au } asen q, aq, asenq,C~senq,+ucosq,)]Neq, a2senq,dedq, + 

+ 1 + 1 aw a cosq, aw Jl { 
aM 

a2senq,Cu senq, ~)ãe- aZsenq,(v+~)Ma + 
sm 

+ hcv+ aw)J +~(v+ aw) M a2senq,dadq, aM } 
a aq, aq, a senq, aq, q, 

_ IJ. {r 1 Cav a
2
w au aZsen$ aB + 2 aaaq, + sen~- UCOS$ -

Sm 

a r 
-2cotg$a ~) ]Maq, a2senq,dedq, - ~~au+qq,w + qnw) a2senq,dadq, 

3 - ELEMENI'O FINITO MISTO 

O elemento finito tem seus lados curvos tomados 
sobre dois medianos e dois paralelos. Sua geometria é 
apresentada na Fig.2. 

Figura 2. Geometria do elemento de casca esférica 
e coordenadas locais 

As coordenadas locais do elemento (n,~) se relacio 
n~ com as coordenadas globais (a,q,) através das expre~ 
soes: 

onde 

11 

e- a 
m 

ao 

q,- q,m 
f; =~ (3.1) 

a0 é a metado do ângulo central compreendido pe 
los l ados do e lemento que estão sobre os para 
~~ . . -

$o é a metade do ângulo .central compreendido pe 
los lados que estão sobre os meredianos. -

$m é o ângulo medido entre o eixo z e o raio de 
esfer a que passa pelo centro geométrico do 
elemento. 

a é o ângulo medido entre o eixo x e o r aio da 
m esfera que passa pela projeção do centro geo 

métrico do elemento sobre o plano x-y. -

Com a adoção desse sistema de coordenadas locais 
todas as integrais são feitas no intervalo [-1,1] 

Adotando funções de interpolação bilineares para 
os esforços e os des locamentos, as relações entre essas 
grandezas e os seus valores nodais podem ser escritas 
na forma: 

[ Na Nq, Naq, Ma M$ Maq, u v w ] T = 

[1 1 1 1 
4Cl+ F; )(l+n) 4Cl+F; )(l- n) 4Cl- F; )(l- n) 4Cl-~)(l+n)][C] 

(3 . 2) 



onde /C/ é a matriz dos parâmetros nodais definida como 
segue: 

Ne . Ncj>. Necj>. Me . Mcj> . Mecj> . u. v. w. 
1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

Ne. Ncj>. Necj>. Me. Mcj> . Mecj>. u . v. w. 
J J J 

[C]= . J J J J J J (3. 3) 
Ne 

k 
N<l> Necj> Me Mel> Mecj> 

k k k k k ~ 
vk wk 

Ne N N M M M 
R. <t>R. a<t>R. aR. <t>R. e<t>R. 

UR. VR. WR. 

Designando uma variável de campo genérica por X , 
teremos de (3.2): 

X= i ((1 +<;) (1 +n) Xi + (1 +<;)(l-n) X/ (1-t;)(l-n) ~ + (1-t;) (1 +v)~_] 

(3.4) 

Substituindo (3.4) em (2 . 3) e fazendo a variação 
em relação aos esforços e deslocamentos em cada nó ob 
tém~se a matriz do elemento [4] . 

Pelo processo padrão de acumulação e espalhamento 
de matrizes utilizado pelo Método dos Elementos Finitos, 
obtém-se .a matri z -global da casca e o vetor de cargas 
nodais correspondente. A solução do sistema de equa 
ções assim obtido leva aos valores nodais desconhecidos. 

4. APLICAÇOES NUMERICAS 

O elemento apresentado é aplicado ao problema da 
casca esférica completa, com cargas concentradas nos pó 
los. Neste problema aparecem grandes concentrações de 
tensões nas vizinhanças das cargas concentradas. Longe 
da carga, por exemplo no equador, a predominância dos 
esforços de membrana é constatada. 

Nas tabelas I e II são apresentados os resultados 
obtidos com o elemento misto,co~arados com outro ele 
mento existente na literatura [6J ,onde o método utili za 
do é o dos deslocamentos. A comparação se faz, também,
com resultados obtidos teoricamente [7]. 

Outra aplicação do elemento é feita ao caso do 
painel esférico apoiado sobre diafragma nos seus bordos, 
mostrado na Fig.3. Os resultados são comparados com os 
obtidos por Savio [8] utilizando um elemento híbrido. 

Figura 3. Painel esférico apoiado sobre diafragmas 

5 - RESULTAOOS 

T~belas I , II , III e IV. 
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Tabela I. Casca esférica completa sob a ação de cargas 
concentradas nos pólos . 
Deslocamento radial ~w/P 

N9 DE SOB A CARGA NO EQUAJX.lR 

EL. ESTE TRABALHO REF. (6] ESTE TRABAlHO REF. [6] 

4 21 .59 20 . 95 0. 2181 0. 2256 

8 20.56 21.11 0. 2130 0. 2114 

15 21.05 21 .10 0.2082 0.2079 

20 21.15 21.10 o. 2077 0.2069 

32 21.20 0.2072 

Solução de Koi ter 2L 20 Ref .[ 6] Teoria da M::mbrana O. 2(69 
Solução de Timoshenko 20.65 
Ref. [7] 

Tabela n. Casca esférica completa sob a ação de carg~ 
concentradas nos polos . 
Esforço aN<I>/P 

N9DE SOB A CARGA 00 EQUAJX.lR 
EL. ESTE TRABAlHO REF. [ 6] ESTE TRABAlHO REF : [6] 

4 7.383 7.047 0.0872 0.1873 

8 8.852 10.069 0.1598 0.1636 

lO 9. 346 10 .195 0.1573 0. 1617 

16 9.795 0.1583 

20 10.032 10.326 0. 1589 0.1597 

Tabelam. Painel esférico sob ~ssão constante 
Deslocamento radial p ~ no centro do painel 

- Ehw 0 

Soluçao exata: PoR~ = - 1.009788 

ESTE TRABAlliO REF. [ 8] 
MAlliA · Ehwc Ehwc 

PoR2 ll% PQRZ ll% 

2 X 2 -1.061126 5.08 -0.968592 -4.08 
3 X 3 -0.97794 7 -3 .15 -0 .958042 -4 . 13 

4 X 4 -0.989236 -2.03 -0 .984632 -2.49 

5 X 5 -0 . 996959 -1.27 

Tabela IV. Painel esférico sob pressão constante 
lO(Ne)c 

Esforço PoR no centro do painel 

- lOPo(NRa)c = - 5.049 Soluçao exata: --...........----'-

ESTE TRABAlHO REF. [8] 
MAlliA 

lO(Ne)c lO(Ne)c 
Po R 

ll% PoR 

2 X 2 -5.361 6.18 -6.491 28.6 

3 X 3 -4.914 -2.6 7 -5.115 1. 31 

4 X 4 -4.980 -1.37 -4.999 -0 . 99 

5 X 5 -5.003 -0 . 91 
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6 - CONCLUSOFS 

O elemento se comportou bem nos dois testes. 
O elemento finito misto estudado apresenta como 

vantagem, em relação ao modelo dos deslocamentos, o fa 
to de exigir um menor esforço algébrico na obtenção da 
matriz do elenento. Outra vantagem é que no método 
misto os esforços e os deslocamentos são calculados si 
multaneamente podendo, assim, ter uma precisão seme 
lhante. 

Como desvantagem podemos citar o estabelecimento 
das condições de contorno que aqui, envolvem os esfor 
ços e a determinação dessas condições nem sempre é ime 
diata. 
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c.omputac..torta.t é. ~e.núvelme.rtte. lt.e.duudo polt. ute. método, de. vida a no.:tá.vet lte.duç.ão da o!!-_ 

dem da matlt-i.z 6-i.na.t e. do pltoc.e.dime.rtto de. c.âl.c.u.to , peta qual. obtém-H a ~o.tu.ç.ão do pitE_ 

b.tema. 

INfRODUÇÃO 

O método dos elementos finitos é de grande recept~ 

vidade na análise estrutural. Exce~entes livros e pttbli 
cações de pesquisas discutem o uso deste método para a 

análise estática e dinâmica de estruturas, bem como fl~ 

bagem, condução de calor, etc. Durante o período de de se~ 

volvimento do método dos elementos finitos, o método das 

matrizes transferência para a análise estrutural também 

obteve significztivos avanços. Este método e suas apli~ 

ções são bem documentadas em livros e artigos. 

As vantagens e desvantagens dos métodos acima sao 

bem conhecidas . Como os dois métodos tem diferentes ~od~ 
res e deficiências, alguma vantagem pode ser obtida pela 

combinação dos dois métodos. 

A possibilidade de combinação dos métodos matrizes 

transferência e elementos finitos para adicionarummelh~ 

ramento na eficiência na análise de rigidez de placa fni 

sugerida a vários anos atrás por Peste! e Leckie [1]. R~ 

centemente, Dokainish [2] utilizou as técnicas do método 

dos elementos finitos combinado com u procedimento das 

matrizes transferência para obter as frequências devibr~ 

ção de placas e cascas, e tem sido aplicano com sucesso 

a estrutura linear e não linear [3-8] . 

O ME'rODO MATRIZES TRANSFERENCIA - EL.EMENI'OS FINITOS[Z-5] 

seção AB e ~ nós na seçao CD. + 

Uma vez escolhido o número de graus de liberdade 

em'cada nó necessário para descrever o comportamento da 

estrutura, pode-se escrever 0 vetar deslocamento nodal 

para o nó E• o qual será designado por {qp}, e o corres 
pondente vetar força nodal, designado por {Qp}. No caso 
de placas, por exemplo, se elementos não-conformP. sao 

utilizados. 

T T 
{qp} = [w, <Px =-Clw/Cly, <Py = Clw/Clx] e {Qp} =[Fz,Mx.My]. 

De acordo com a técnica do elemento finito determi 

na-se a matriz de rigidez e massa (necessária somente no 

tratamento de problemas dinâmicos) para cada elemento.As 

matrizes de rigidez e massa devem ser agrupadas para c~ 

da faixa, obtendo-se assim a "matriz faixa". Neste está 

gio é necessário considerar as condições de contorno nas 

bordas, por exemplo, se as condições de contorno no topo 

AC e base BD requer certos deslocamentos nos nós n, Zn, 
·1 e n + 1 iguais a zero, as linhas e colunas das matri 

zes rigidez e massa, correspondente a cada deslocamento, 

devem ser iliminadas. 

Designando para a faixa i· a matriz de rigidez por 
Ki e a matriz massa por Mi, pode-se escrever que: 

[ K - w2MQ · {q} · = {Q} · 
1 1 1 

(1) 

Matriz transferência para uma faixa: A placa mos onde [K-w2M] é a matriz faixa, e ~ é a frequência natural. 

trada na F1 g· 1, é dividida em~ faixas retangulares. Na A matriz transferência relar.ionando desloc~1entos e 
pratica qualquer forma conveniente da faixa pode ser co~ 

siderada. Cada uma destas faixas é subdividida em K ele 

mentos finitos . Embora qualquer tipo de elementopodeser 

usado, o elemento retangular é usado para ilustrar o me 

todo. As linhas entre faixas adjacentes são chamadas de 

seções . Assim a borda AB é a seção esquerda da faixa ~- , 

c a seção direita da faixa i-1 . O número total de nós é 

Zn sobre a faixa i· no qual ~ nós são distribuidos na 

forças internas à esquerda e à direita na faixa i· pode 

ser obtida pela transfonnação adequada da matriz faixa 

em sub-matrizes A, B, C e D. 

(2) 
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·1-lb 

onde {~sq}i é~ vetar deslocamento para os nós da seção 
à esquerda aa faixa ~· 

yt 
A c 

I l I I 
I T T 

I I I I I 

I I I I I I •• I ! 

I I 2 I 3 I I I I I 

I i : 
I m- 1 I m 

I I I I I 

I I I I I I I I 
I I I I I 

As equações anteriores relacionam as variáveis de 

estado da seção à esquerda para à direita da faixa~

Matriz transferência para a Estrutura Global: Uti 
lizando- se do procedimento anterior, para as ~ faixas, 
pode-se escrever que: 

1 
qdir} ~qesql 

. = [T]rn [T]rn-1 .. . [T] 1 

"'%u rn ~sq 1 

(5) 

I 
l I ! - ~ I 

I 
I I I 

-~· 

X ou, -2 -
A 

(a) 

(b) (c) 

n + 2 
~ x· 

I 

Figura 1. Sub-divisão daplaca em faixas e elementos fini 
tos . 

Este pode ser expressado corno : 

} -{qesq i-

elementos de {q1} diferentes de zero em BD 

{qz} 

{q3} 

{qn-1} 

el ementos de {qn} diferentes de zero em AC 

(3) 

{n }. é o vetar força interno correspondente aos deglo 
~~1 -

I'"'•) 
l~sq rn+1 lqesql [NJ 

Qesq 1 

onde: 

[N] = [T] rn [T] rn-1 .. . [T] 1 

As equações acima relacionam as variáveis deestado 
para toda a estrutura. 

ALGUNS DESENVOLVIMENfOS DO METODO 

Para completar a breve exposição acima, alguns d~ 

senvolvimentos do método para análise de estruturas são 

apresentados a seguir. 

Análise estática: A equação (4) pode ser escrita 

em termos da matriz [K], e com a adição dos efeitos das 
forças externas. Ou seja, 

lqesql 
~sq ----
1 i+1 

[

T11 T1 2 : O ] 

= :~: ____ :~~--!--~~~~ 
o o I 1 i 

I 
l

ei esq) 
~sq ----

1 i 

(6) 

camentos {qesq}i. Analogamente, {qdir}i e {Qdir}i são Utilizando-se o procedimento anterior, obtém-se a 
os vetares à direita da seção . Evidentemente, {qesq}i e matriz transferência total para a estrutura global . Por 

{qdir}i contém o mesmo número de têrrnos . 

Por simples operações algébricas na Última linha 

tanto, as variáveis de estado para toda estrutura são r~ 
!acionados por esta matriz transferência. Resolvendo- se 

de (2) e relacionando as caracterí sticas das variáveis de este sistema, as quantidades de interesse podem ser de 

estado de urna seção para outra, onde as forças externas 

são iguais à zero (por exemplo, vibrações livres), resul 

ta: 

l """] -%u. 
1 

[~~~--f--~~~1 1'"'•] 
Tz1 1 TzJ i lQesq í 

Jqesj [T]ij 

lo-es · 
1 

(4) 

onde: 

-1 
T 11 = -B A, T12 = B- 1 

-1 
T 21 = DB A-C Tzz = -00- 1 

terminadas . 

Frequências naturais: Diferenciando-se a equaçao 

(5) com respeito a ~ e incluindo as condições de conto! 

no,as frequências naturais da estrutura são obtidas .Logo, 

qesq A B : qesq 
I o I 
I 

~~g c D I 

~~g? I 

= I (7) ---------,----------
I 

:esqj l: F I A B qesq I 
I 
I 
I 

H I c D ~sq I esq rn+ 1 - -



Para uma estrutura, por exemplo, com a borda à es 

querda da engastada e a borda à direita livre, as condi 

ções de contorno são: 

(8) 

Utilizando-se do método de Newton-Raphsonarelação 

de recorrência entre as frequências é dada por: 

det[Q] 
(9) 

( detíD I] + det[QJ + • • • + det[Qj J ) 

onde os determinantes são avaliados para w = w(À), e j 

é a ordem do determinante da matriz [Q]. Os coeficiente~ 
das matrizes [~ I], [Ib] ,· · ;[~] são idênticos aqueles da 

matriz [LU exceto para os seguintes coeficientes: 

DI (I ,1) = !:!_(I ,1), D2 (I, 2) =I_:!(I, 2), • • • , Dj (I ,J) =!:!_(I ,J), 

para: I = 1, J (lO) 

Portanto pela formulação da matriz transferência amplia 

da, as matrizes [Ql , [~I], [lli], · · · ,[llj] são conhecidas 

e estas pod~ ser obtidas diretamente de (7) para o cál 

culo das frequências sistematicamente. 

RESULTAOOS NI.MERICOS E DISCUSSOES ·. 
As frequências naturais para uma placaquadradacom 

uma extremidade engastada e as outras livres são dadas na 

ref. 3 utilizando o presente método. Na tabela 1 são mo~ 

trados também os valores obtidos para as frequências n~ 

turais (independéntes das dimensões da placa) obtidas p~ 

lo método da energia de Ri t z [9 J e pelo m~todo _dos e leme~ 

tos finitos [10] . Neste Último caso a placa foi divid~da 

em 50 elementos triangulares; isto é, 90 graus de libeE 

dade. Utilizando-se o método das matrizes transferência

elementos finitos e placa foi dividida em 6x6 elementos 

triangulares não-conforme; isto é, 147 graus de liberda 
de. Por este · procedimento o tamanho da matriz é de 21 x 21, 

enquanto que pelo método dos elementos finitos é de 

126x27 . Comparando os resultados obtidos pelo presente 

método com os outros dois, mostra uma boaconcordância p~ 

ra quase totalidade das frequências natura i. <> . apesar de 

poucos elementos ser considerados. 

Tabela 1. Valores de w(= WnR. / pt1 2(1-].J 2)/Et3)para uma pl~ 
ca quadrada com uma extremidade engastada e as 

outras livres. 
--------- - -----------·-- --- -
Métodos 19 modo 29 modo 39 modo 49 modo 59 modo 

Rit z 3,494 8,547 21,44 27 ,46 31,17 
EF 3,469 8,535 21,45 27 ,06 

MTEF 3,51 8,56 21,80 27 ,80 30,80 
6 +0,46~ +0,1 5\ + 1,68% - 0, 58% - 1,19% 

447 

Dimensões da placa: 0,6 x0,6 x0,005 r.t. As difere~ 

ças (6) foram obtidas com respeito aos resultados do m! 

todo de Ritz . Para o cálculo das frequências naturais 

wn(rd/ s) ; R. = comprimento de um lado da placa (m), p =ma~ 

sa por unidade de volume (kg/m3), t =espessura (m), E= 

=módulo de Young (N/m2), ].J =coeficiente de Poisson. 

O presente método exige menor capacidade dememória 

para armazenagem de dados, quando comparado ao exigido 

pelo método dos elementos finitos . Se g é o número de 

graus de liberdade de uma seção em ambOs os métodos, e 

nf é o número de faixas no qual a estrutura e dividida, 

o tamanho da matriz final no método matrizes transferên 

cià - elementos finitos é g xg, mas no método dos eleme~ 

tos finitos (considerando- se a matriz não bandada) é 

g nf xg nf . A redução do tamanho das matrizes também im 

plica em um tempo menor de computação, sem alterar a pr~ 

cisão dos resultados . 

Quando o método dos elementos finitos é usado, e 

necessário. encontrar os auto-valores os quais são asfr~ 

quências naturais da estrutura , e o tempo necessário p~ 

ra esta execução depende do tamanho da matriz e/ou do m~ 

todo de solução computacional adotado [11] . No presente 

procedimento, _o método iterativo de Newton - Raphson r~ 

quer as derivadas de funções para cada faixa, portanto o 

tempo de computação é duplicada por faixa.Mas este aume~ 

to no tempo computacional por faixa é compensado pelopo~ 

co número de faixas para a mesma precisão final . Além di~ 

so este método conduz a uma convergência rápida, prlnci 

palmente quando os valores iniciais de cálculo são próx! 

mos a frequência natural verdadeira, pois a convergência 

é quadrática quando comparado a convergência linear . 

A tabela 2 mostra a comparação do tempo computaci~ 

nal para os dois métodos discutido no exemplo anterior . 

O tempo computacional é admitido como proporcional a 

Nn2(N =tamanho da matriz; e n = larguradamatriz banda~ 

Nota-se, uma redução notável no tempo computacional em 

pregado, utilizando-se o método das matrizes de transfe 

rência-elementos finitos. 

Tabela 2. Comparação do tamanho da matriz e do tempo co~ 

putacional para o exemplo discutido na tabela 1. 

Métodos 

EF 

MTEF 

Nn 

3402 

441 

91854 

9261 
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IN1ROIJJÇÃO 

Generalidades - Em virtude do constante crescimen
to dos centros urbanos há necessidade do aproveitamento 
de todas as áreas disponíveis para construçao de obras 
de engenharia civil. Com a implantação das estradas de 
rodagem e ferrovias, torna-se frequente a construção de 
aterros sobre solos compressíveis, tais como as argilas 
moles. 

Devido à baixa permeabilidade desses solos, somen
te uma parte dos recalques (recalques imediatos) é obti
da instantaneamente na hora da aplicação da carga (ater
ro), enquanto os recalques provenientes da expulsão da 
água de dentro dos poros do esqueleto sólido do solo,re
querem bastante tempo para ocorrer. Esses recalques que 
evoluem com o tempo depois da construção do aterro, são 
convencionalmente chamados recalques de consolidação. 

Uma vez que a realização de um aterro ocorre gra
dativamente ao longo de um determinado período de cons
trução, a análise dos recalques em função do tempo é a
inda mais complexa, pois, a separação dos recalques to
tais em recalques imediatos e recalques de consolidação 
não será mais possível por serem ambos função do tempo. 

A teoria mais usada na prática para prever no tem
po os recalques de um aterro é a teoria unidimensional 
vertical de TERZAGHI [1]. Os seus inconvenientes são os 
seguintes: 1) despreza os movimentos laterais dos solos 
2) não leva em consideração a heterogeneidade e a ani
sotropia das camadas; 3) não leva em considera<,rão o fato 
de que as características mecânicas e hidrodinamicas de 
um solo, podem ser funções do nível das tensões existen
tes (não linearidade). 

Necessitou-se então de teorias mais precisas para 
o tratamento analítico desse problema simples de enge
nharia. Uma delas é a teoria matemática da elasto-conso
lidação multidimensional. Nesse caso, as equações de de
rivadas parciais a serem resolvidas juntamente com as 
condições de contorno e condições iniciais, são de difí
cil tratamento analítico e somente em alguns casos bidi
mensionais que apresentem uma geometria simples, são co
nhecidas hoje, soluções exatas . 

Um outro caminho para a obtenção de soluções cor
respondentes a problemas que apresentam geometria variá
vel, consiste em usar um método de aproximação para es
sas soluÇões. Um desses métodos é fundamentado na con
versão do problema de equações de derivadas parciais a 
serem resolvidas juntamente com as condições de contorno 
e condições iniciais num problema de minimização de um 
funcional. Essa procura de solução via minimização de um 
funcional, permite construir pelo método dos Elementos 
Finitos, uma solução apiOximada à verdadeira. 

Um programa Ç'SOL") foi elaborado na Universidade 
de Montreal (Canada) e implantado na Universidade Fede
ral da Paraíba, em Campina Grande . Este programa permite 
o estudo bidimensional do problema de elasto- consolida-
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ção em solos heterogêneos e anisotrÕpicos e leva em con
sideração_a sequência de aplicação das cargas externas 
(construçao progressiva do aterro), como também permite 
considerar qualquer geometria da região ocupada pelas 
camadas canEressíveis e simular as condições de contor
no e condiçoes iniciais encontradas naturalmente em en
genharia civil. 

Objetivos - Os objetivos desse trabalho são: apre
sentar as teonas existentes de elasto-consolidação, e, 
~pres~n~ar o tratamento da elasto-consolidação linear e 
lSotrop1ca pelo programa "SOL", procurando destacar as 
características específicas deste programa. 

HIPOTESES E EQUAÇOES QUE REGEM O FENOMENO DE ELASTO-CON
SOLIDAÇÃO. 

Hipóteses básicas - Geralmente o fenômeno de con
solidaçao e estudado no quadro das seguintes hipóteses: 
1) o solo é um material bifásico constituído de uma fa
se sólida (esqueleto sÓlido) e de uma fase lÍquida (á
gua), saturando os poros do esqueleto sólido; 2) a fase 
lÍquida (água) é considerada como incompressível; 3) o 
te~or das tensões totais é decomponível em uma parte 
correspondente às tensões aplicadas exclusivamente sobre 
o esqueleto sÓlido (tensões efetivas) e em um tensor es
férico (pressão) aplicado exclusivamente sobre a água; 
4) a água escoa através da matriz porosa do esqueleto 
sólido de acordo com a lei de DARCY generalizada; 5) O 
esqueleto sÓlido que recebe as únicas tensões efetivas, 
se deforma linearmente; 6) a aproximação de pequenas de
formações é válida. 

F.quações básicas - As equaçes seguintes regem o 
fenômeno de elasto-consolidação dentro do domínio n ocu
pado pelo solo compressível 

o. (1) 

Essas equações são as equações de equilíbrio es
critas , usando o t~nsor das tensões ~feti vas: Se~do gue: 
oii = ~dii+ oiiE e fo t~nsor de ~ensoes t~ta1s;o_:ü. e 0 

tensor as tensoes e et1vas ; p e a pressao da agua, p 
é a massa específica do solo saturarlo e F é o vetor for
ça de volume por unidade de massa. 

o ij = %jkl~l (2) 

Essas equações tradu zem o comportamento linear do 
esqueleto sÓlido sob o efeito das únicas tensões efeti
vas . Onde, Eijkl é o tensor de elasticidade, e ekl é o 
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• tensor das deformações. 

1 
~1 = 2 (uk'l + ul 9 k) (3) 

Essas equa~ões são as relações deslocamentos-de
formações na hipotese das pequenas def~rmações. ~ são 
as componentes do vetor deslocamento U . 

V. = -K .. H,. 
~ ~J J 

(4) 

Essas equa~ões são as equações da lei de DARCY ge
neralizada . K .. e o tensor de permeabilidªde; Vi são as 
componentes dOJvetor 'velocidade média" V do escoamen 
to da â~a dentro dos poros do solo; H é a função car= 
ga hidraulica definida por H = p/yw + h, onde Yw é o 
peso específico da água e h é a cota do ponto. 

ae .. 
v. . + o . . .:...:2:.L = o 
~.~ ~J ôt (5) 

Essa equação é a equação da continuidade . Intro
duzindo a quantidade J 1 = e .. = di v (U) o primeiro in
variante do tensor das defotmações.a equação (5) se 
escreve: 

ôJl = o div cV) + at (6) 

Condições de contorno - A fronteira S do domínio 
n é a re~ao disJunta de duas partes da fronteira,sen
do S = S U S • Ao longo de S as condições de contor
no consi~tem ~ especificar vaYores conhecidos ui para 
cada componente do vetor deslocamento à. 

u. =U. 
~ ~ 

. (7) 

extern~~ longo de Sa temos a condição de carregamento 

(a' .. + o .. P) n. = T. 
~J ~J J ~ 

(8) 

A fronteira S é particionada em uma outra disjun 
ção S = S US onde ao longo de ~· o valor H da cargã 
hidraulic~ é qespecificada e ao longo de S a vazão Q é 
conhecida . q 

H= H (9) 

vi ni = Q (10) 

Condições iniciais ao te~o t = O - Na hora da a
plicaçao da pr~e~ra carga na ~onte~ra, o solo vai so
frer uma deformação instantânea ocorrendo a volume cons 
tante, sem que haja escoamento . A condição inicial con: 
siste então em manter essa variação de volume nula ao 
tempo t = O. 

ôe.. ôJ
1 V . . = div V= ó.. "t~ 1 = -... - = O 

~.~ ~J a at 
(11) 

DIFERENTES TEORIAS DA ELASTO-CONSOLIDAÇÃO 

No caso geral da anisotropia, sem nenhum elemento 
de simetria, a lei de comportamento do esqueleto sÓlido 
se escreve também: 

ekl = Fklij a\j (12) 

Teoria ortotrópica - No caso de existir uma sime
tria das le~s de comportamento em volta de um eixo, a a
nisotropia é chamada ortotropia de revolução. A ortotro
pia de revolução parece ser bem adaptada ao comportamen
to dos solos, tendo em vista a história do carregamento 
desses solos pelas camadas superiores . Nesse caso, exis
te também ortotropia na lei de escoamento que pode ser 
escrita por meio das únicas permeabilidades horizontal e 
vertical usando-se a forma diagonal do tensor de permea
bilidade. Usando-se a direção z coincidindo com o eixo 
de simetria de revolução temos: 

_ 1 I 1 Vvh 1 e --[a -v..a ]--a 
xx frt xx M yy Ev zz 

1 v h 
e =-[a' -v a' ]- v a' 
yy 11-t yy hh XX EV zz 

ezz = - vvh [o' 
ty XX 

+ a' ]+!....a' yy Ev zz 

exy ~ t' 
2(l+vhh) xy 

e = 1 
t' xz ç xz 

- 1 I 
e - G t yz yz v 

(13) 

Nesse sistema, ~ é o módulo de YOUNG na direção 
horizontal; E o mÕdulH de YOUNG na direção vertical ; 
v h o coefici~nte de POISSON na direção vertical sob 
ovefeito de uma tensão horizontal; ~h é o coeficiente 
de POISSON na direção horizontal soW'o efeito de uma 
tensão horizontal; G é o módulo de cisalhamento no pla
no vertical. Temos tKmbém a lei de DARCY ortotrópica es
crita com as permeabilidades horizontal e vertical (~ 
e~). 

l:J -~ ~ :J ~:j (14) 

Teorias isotrópicas - A lei de comportamento iso
trópico aparece como um caso particular do caso anterior 
onde, E.. = ~ = E (módulo de YaJNG) e vhh = v = v (co
eficien~e de POISSON). Usando-se os coericien~ de LAME 
À e~ com: À= E~/(1+~)(1-2~) e~= E/2(1+~) temos: 

a' .. = H .. J
1 

+ ~e .. 
~J ~J ~J 

(15) 

A lei de DARCY isotrópica se escreve: ~ = ~ = K. 
Combinando-se as equações (1) com as relações (15), che
gamos às equações de LAME : 

-~ rot(rot à) + (À+2~) grad(div à) +grad p+pF = Õ (16) 

Combinando-se a equação de DARCY com a equação(l l ) 
temos: 

ôJ 
div V= - Kdiv(grad H) = -KV2

H = - L.v2p = - ~ (17) 
yw " t 

Tomando-se a divergência de cada membro de (16) , 
temos: 



(18) 

Combinando-se o (17) e o (18) temos: 

(19) 

Temos a equação de FOURIER para a função J . Essa 
equação é, infelizmente, de pouco uso na teoria &. e
las to-consolidação isotrópica visto que, não são conhe
cidas, nos casos práticos, as condições de contorno da 
função J 1• Isso faz com que os fenômenos de deformação 
elástica do esqueleto sÓlido e do escoamento sejam fe
nômenos acoplados e devem ser resolvidos simultaneamen
te, o que requer uma análise matemática mais complicada. 

Teoria isotrópica desacoplada de RENDULIC [2) -
Podemos lntrodüzir na teorla precedente os prlffielros i~ 
variantes I e I' dos respectivos tensores das tensões 
totais e efétiv~ e usar o coeficiente B de compressi
bilidade volumétrica do esqueleto sólido (B = E/3(1-2v). 
O comportamento linear isotrópico permite escrever: 

(20) 

Derivando-se a equação (20) em relação ao tempo e 
combinando-se a equação resultante com a equação (17) 
temos: 

l~ 
B ôt (21) 

RENDULIC criou a partir dessa equação uma pseudo
-teoria da elasto-consolidação admitindo a hipótese su
plementar ~e que !1 ~ão varia som o tempo e portanto, 
que a tensao octaeàrlca total e constante no tempo em 
qualquer ponto do domínio. Essa hipótese nunca é apli
cável no caso da construção gradativa de um aterro já 
que neste caso a tensão octaedrica total varia,a medida 
que se coloca novas camadas de solo. Fazendo I1 cons
tante, a equação (21) se escreve: 

(22) 

Desta vez, conhecemos as condições de contorno da 
função p. A condição inicial se escreve p = I (0)/3.Es
sa hipótese suplementar permite então que se tesolva a 
função p, num primeiro tempo, e, uma vez que ela esteja 
conhecida, podemos injetar, num segundo tempo o seu va
lor nas equações de LAME e resolver então o problema de 
deformação elástica. Nesse caso temos o desacoplamento 
do fenômeno de escoamento e do fenômeno de deformação. 
A teoria unidimensional de TERZAGHI, a qual foi a pri
meira teoria a ser usada em Mecânica dos Solos é um ca
so particular da teoria de RENDULIC, onde o caráter in
variável da tensão octaêdrica é plenamente justificada. 

FORKIIAÇÃO VARIACIONAL DA ElASID-CONSOLIDAÇÃO 

Funcional - GURTIN mostrou que o problema da el~ 
to-consolidaçao é equivalente a minimizar o seguinte 
funcional (A) onde * significa o produto de convolução: 

A=}{}! .,.e . . -pF. ,.u. +p,.u. . - }.p,. * [K· . (p, . +oJ.) 1} dn 
íl lJ lJ l l l ,l l lJ J J 

-J Ti ,.ui dS + f l,.Q,.p dS (23) 

scr sq 
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, Formulação por Elementos Finitos do programa"SOL'.' 
Ao mvel de um elemento usando mterpolaçoes u = N6 e 
p = M q, onde N e M são funções de forma; ô e q são os 
valores nodais das componentes do deslocamento e da 
pressão, a condição do mínimo da contribuição do ele
mento na funcional, pode facilmente ser escrita sob a 
forma matricial: 

+ 

(24) 

R é a matriz elementar de rigidez; K é a matriz 
de permeabilidade elementar e C é a matriz elementar de 
acoplamento; F e F são vetares forças equivalentes 
elementares. Nâ io~lação bidimensional do programa 
"SOL", o elemento é um triâgulo onde os componentes do 
deslocamento variam quadráticamente e a pressão varia 
linearmente. Os nós relativos ao deslocamento tem uma 
posição bem especial. São 10 nós no total. Os 3 pontos 
no meio de cada lado servem na foi1lD..llação da pressão p. 
O centro de gravidade é 1 nó interno para os desloca
mentos. Os 6 outros nós são dispostos ao longo de cada 
lado da seguinte maneira: 2 deles sobre cada lado e ca
da um ocupa um dos 2-pontos de integração de segundo 
grau de GAUSS. Com essa formula<ião, os deslocamentos e 
a pressão não são mantidos contmuos ao longo dos lados 
mas é mantida uma Ll - continuidade ao longo dos lados 
[3). Os elementos não são montadas nós com nós, e sim 
lados com lados o que facilita a montagem e reduz a 
largura de banda das matrizes globais. A segunda equa
ção do sistema (24) pode ser facilmente transformada 
por derivação em relação ao tempo, o que fornece um no
vo sistema: 

T" C ó - Kq= F 
q 

(25) 

Condições instatâneas - Na hora da aplicação da 
primeira carga, VlSto que nao há escoamento, a ~atriz 
de permeabilidade K é zerada, como também o vetor F , 
o que dá o seguinte sistema a ser resolvido: P 

Rô (O) + Cq(O) 

(26) 

o 

A primeira equação~o sistema (26) é resolvida sob 
a condição suplementar C ó(O) =O, o que indica que não 
há variação de volume no instante t = O. O programa 
"SOL" monta os sistemas elementares constituído pela 
primeira equação (26) num sistema global a ser resol
vido junto com as condições de variações nulas de volu
me dentro de cada elemento. A técnica computacional u
tili zada é a do Lagrangiano aumentado. A resolução do 
sistema global fornece as condições iniciais (desloca
mentos e pressão instantâneos). 

Condi~ões de consolidação (Marcha no tempo) - A 
existenclaa derivada temporal no sistema (25) permite 
definir um esquema de marcha no tempo. Durante o inter
valo de tempo (t,t+t.t) o programa "SOL" calcula a solu
ção no tempo t+t.t a partir da solução no tempo t, pelo 
esquema ~ recorren~ seguinte: 
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f<Ct+t.t)6 (t+ll.t) +Cp(t+~)=F 6 (t~) -F 6 (tl+(tl6 (tl +Cp (t} 

CT6(t+ll.t) - tKp(t1!-) = CT6(t) + Fp(t~) 
(27) 

donde, 6 (t+ll.t) e p(t+ ~ ) são calculados 

e 6(t~) = j [6(t+ll.t) + 6(t)] é assumido. Este es

quema permite fazer variar as características mecãnicas 
do material entre cada intervalo de tempo (não lineari
dade). O programa "SOL" já foi usado can sucesso para 
simular curvas experimentais de dissipação de pressão 
intersticial [4]. 

CONCllJSÃO 

A contribui~ão principal do trabalho, consistiu em 
apresentar as hipoteses e equações que constituem as di
ferentes teorias de elasto-consolidação dos solos e em 
mostrar como as equações de base desse fenâneno foram 
tratadas através dos Elementos Finitos pelo programa 
"SOL". As diferentes características do programa "SOL" 
(elemento, nós, geração das condições iniciais e marcha 
no tempo) foram apresentadas. 
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INTRODUÇÃO 

A necessidade de redução do peso e volume dos com
ponentes estruturais conduznr ao desenvolvimento de 
técnicas em que são utilizadas descrições mais acuradas 
da sua geometria e do comportamento do material, as~oci 
adas a formulações que considerem os efeitos estáticos 
e dinâmicos não-lineares. Tais efeitos são aqui repre
sentados através de expressões analíticas baseadas no 
Princípio dos Trabalhos Virtuais . Através destas equa
ções usam-se técnicas numéricas incrementais conjugadas 
a processos iterativos , que possibilitam o estudo dos 
problemas não-lineares, estáticos e dinâmicos. Arresen 
tam-se duas formulações alternativas para as análises 
geometricamente não-lineares [1,2]: a formulação Lagran 
geana total (F .L.T. ) que tem como configuração de refe~ 
rência o estado inicial e a formulação Lagrangeana atua 
lizada (F .L.A. ) , similar à Euleriana [3], que se refere 
à Última configuração deformada. 

~ empregado um elemento finito de viga isoparamé
trico no espaço [1,4] que utiliza funções de interpola
ção Lagrangeanas e possui curvaturas e dimensões trans
versais variáveis . Este elemento foi implementado no 
programa de análise estrutural "M)NSAP", capacitando-o 
ao estudo de -pórticos espaciais . 

Em virtude da necessária extensão da expos1çao teó 
rica , dentro dos limites estabelecidos para a dimensãõ 
deste trabalho apenas um exemplo pode ser apresentado . 
Este exemplo , embora aplicado a uma estrutura simples 
(viga em balanço), permite extrair uma série de observa 
ções sobre o comportamento dos elementos e do programã 
aqui desenvolvidos, pela disponibilidade de resultados 
analíticos para comparação , Outros exemplos, envolven
do estruturas tridimensionais, podem ser encontrados na 
Ref . [4] . 

FORMULAÇÃO DAS EQUAÇOES I CREMENf AIS DO ~VIMENrO 

t-.'uma análise não-linear, quer seja geométrica ou 
material, obtém- se o equilÍbrio do corpo nas diversas 
configurações (0, ~t. 2~t •.•. ) através do uso de uma 
formulação incremental das equações de movimento, Su
põe-se que as variáveis estáticas e cinewáticas são co
nhecidas em um intervalo de tempo de O a t, tendo como 
próximo passo o cálculo da nova posição de equilÍhrio 
requerida para o tempo t + ~t . Este processo e repeti-·· 
do desde a configuração inicial até a configuração fi
nal do corpo . A geometria em cada instante m é descri
ta pelas coordenadas mxi, deslocamentos ffiui, área mA e 
volume mv , indicadas na Fig . 1. Os deslocamentos incre 
mentais calculados em cada passo são designados por u1~ 

Para o cálculo das variáveis estáticas e cinemâtl
cas na configuração t + ~t . é utilizado o Princípio dos 
Trabalhos Virtuais , expresso na Eq. (1): 
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t+llt . 
I 

Figura 1. Movimento de um corpo em um sistema de coorde 
nadas Cartesiano fixo 

f 
t+ót. 

S .. 
T lJ 

'v 

ô C t+Me: .. ) 'dv 
T lJ 

(1) 

t+~L onde -1< é a expressão do trabalho virtual externo , 

t+ !\t 
R 

T 

ô~ da + 
T 

ô~ dv 

Na nomenclatura usada [1,4], as tensões, deforma
ções e forças têm um Índice superior esquerdo que indi
ca a configuração em que ocorrem estas quantidades e Ín 
dice inferior esquerdo a configuração em que as mesmas 
são medidas . Nas equações acima ,ôUk é uma vlriação vir 
tual das componentes dos deslocamentos en( t+ te:i;) sãõ 
as correspondentes variações das deformações; -r t+~ ~Sij 
são as tensões que equivalem às tensões de Cauchy para 
t_=E e corresp2ndem às de Piola-Kirchhoff II para T O; 
+ i tk_ e t+ tfk são, respectivamente , as forças de 

superfície e dê volume . 
Admitindo-se uma relação linear entre tensões e de 

formações incrementais, e utilizando o PrincÍpio de D'A 
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lembert, chega-se a uma forma linearizada da Eq, (1), 
válida para deslocamentos incrementais [1,4] , a qual 
pode ser representada na forma matricial, como se se -
gue: 

M t+Mu + ( tK + tr ~u = t+lltR - tF (2) 
-L ~L- -T T T 

onde.~ é a matriz de ma~sa; ,!<L e !)n, eguivé!-lem, res
pect1vamente , a parte l1near e a nao-l1near da ma
triz de rigidez ; t+6tR é o vetor do carregamento nodal 
aplicado externamente; F é o vetor das torças nodais 
equivalentes às tensões-do elemento; t+ tu é o vetor 
das acelerações nos pontos nodais e u é o-vetor dos 
deslocamentos nodais incrementais. -

FORMJLAÇÃ() DOS ELEMENTOS DE VIGA 

Os elementos de viga representados na Fig. 2 sao 
formulados tridimensionalmente, podem ser curvos, e as 
dimensões de suas seções transversais , as quais devem 
ser retangulares, podem variar ao longo do eixo [1,4] . 
Os elementos possuem translações das seções independen 
tes das rotações , com o que se tem uma boa representa~ 
ção da geometria deformada dos elementos quando estes 
são submetidos a grandes deslocamentos e grandes rota
ções . 

ELEMENTO 

QUADRÁTICO 

/ u: 
SI 

I 

Figura 2, Elementos de viga 

ELEMENTO LINEAR 

o I 
1(3' l(3 

o •z • '•z 
o I ., .. , 

ELEMENTO CÚBICO 

Foram utilizadas funções de interpolação de La
gtange1 para inte:POlar independentemente~os desloc~ ~ 
mentos e as rotaçoes . Nestes elementos, e usual ut1l1 
zar uma formulação similar para a representação da geo 
metria . Se as dimensões das seções forem variáveis ao 
longo da viga , a rigor esta seria uma formulação super 
paramétrica. E usual na literatura desprezar este fa~ 
to e designar estes ele:nentos como isoparamêtricos . 

Na análise à flexão é considerado o efeito da de
formação por cisalhamento. Supõe-se que uma seção 
transversal plana, inicialmente normal ao eixo da viga 
permanece plana, porém devido às deformações por cisa
lhamento esta seção não mais permanece normal à essP. 

.. 
ejxo. No caso -da torção, as funções de inter~lação 
correspondem , aos deslocamentos exatos para tdfta seção 
circular, P.edendo ser utilizadas para seções trapsver
sais retangvlares em que a rel~ão entre as suas di~ên· 
sões seja próxima de 1 . Para 'a.tros tipos de seçcres 
transver5à~s uma representação \ais adequada dos desl~ 
camentC?s· deve; ser considerada. como é o caso de vigas
tubo e~ .regime não-linear onde deve ser considerada a 
ovali~aÇão da seção [5] ,e ,também em outras seções aber 
tas -e fechadas em que ~· efeito do eLJlPenamento é um fa~ 
tor importante na análise_ linear [6]. _ 

E suposto que, dUTante a deformaçao do elemento, 
a area de~ determinãda seção transversal permanece 
constante. Supõe-se ainda que as relações constituti
vas sãq lineares. · rsto implica que, em geral, as aná
lises serão limitadas a pequenas deformações. Contudo, 
ao longo do elemento poderão ocorrer grandes desloca -
mentos e grandes rotações. 

Nesta formulação, é necessário primeiro obter a 
Reometria e campo de deslocamentos , As coordenadas Car 
tesianas mxi(i=l,2,3J de um ponto arbitrário de uma vi 
ga com N pontos nodais (vide Fig. 2) em uma configura
ção m são expressas por 

~-
1 

N mk t N k 
E hk xi + 7 r. ~ hk '\rt · 

k=l k=l 1 

N +1 E b h_'\rk 
k=l k --k 51 

com (i=l,2,3) 

+ 

(3) 

onde ~(r) são funções de interpolação Lagrangeanas, 
r,s, e t são as coordenadas naturais, ffix~ (i = 1,2,3 ) 
são as coordenadas Cartesianas de um ponto nodal k , ~ 
e bk são as dim~~Ões d~seção transversal da viga no 
ponto nodal k, "~i e mvíi(i=l,2,3) são as componentes 
dos vetares unitários ~g e ~{ nas direçõe~ s ~ t, 
respectivamente, do ponto nodal k, as quais nao sao ne 
cessariamente normais ao eixo neutro da viga . O cálcu 
lo dos vetares de or~enÕalão ~s seções nos pontos no~ 
dais do elemento (OV, V e vk), para a configuração 
inicial, utiliza pontos ãÜxiliãtes e é detalhado em 
(4], Avaliando-se a exp~essão (3), sucessivamente, nos 
estados O, t e t+ 6t , obtem-se os campos de deslocamen
tos totais t~ e deslocamentos incrementais u. em fun
ção dos deslocamentos nodais e das variações· 1nas dire 
ções dos vetares de orientação das seções nodais. 

t u. 
1 

u . 
1 

N t k t N 
E hk u. + 1 E ~ h (tyk_ 

k=l 1 k=l K k t1 

s N 
+ 1 E b h (tVk. - oyk.) 

k=l k k 51 51 

N N 
E h u~ + t E ~ h. yk + 

k=l k 1 1 k=l K .K ti 

s N +-z E bh_yk 
k=l k ·K si 

o k ) 
- vti 

(4) 

(5) 

Na Eq. (5) , os incrementos nos vetores de orienta 
ção são 

yk = t+t.tvk - tyk - tyk 
=~X -s -s -s - -5 

vk 
-t 

= t+6tvk _ tyk 
-t -t 

- tJ< =~X - -t 



onde ~ §_ ~ vetor das_ rotações em um ponto nodal k, A 
a~ll B:çl!lo ~s relaçoes apr~ximadas somenre:.poderâ ser 
~~It~ se os angulos de rotaçoes forem pequenos em cada 
mcremen:':f{ de karga, man~'tlo o comprimen'to unitário dos 
vetores V e V , · •• 

eonfiêciàã5 a ~eometria ~os deslocame~tos:: ê possí-
vel obter as matriZeS e vetores utilizados na analise 
l~near ' e não-linear, que coostaJl.l da Eq. (2) '; A"'Qten-
~ao dest~s matrizes e vetorés en lve diferenci~çõe~ e 
mtegraçoes em. coordenadas Çartestana;; globais · x . , (i = 
1,2,3~. Para Isto se ~tiliza a matriz de transfo~~ão 
Jacobiana 0J, que contem as derivl!ldas das coordenadas 
Cartesianas-iniciais 0 x. (i=l,2~3) com respeito às co-
ordenadas naturais r, sie t, avaliadas· a partir da Eq. 
(3). 

Na F.L.T. o tensor das deformaÇões incrementais PQ 
de ser decomposto em três termos a saber: -

E .. = 1( U . . + U . • )+l(t + t ) 
o IJ 7 o I,J o J,I 7 o~,i o~,j o~,i ouk,j 

Termo 1 Termo 2 

+ i (0~,i o~,j) i=l, 2,3; j= 1,2,3; 

onde u . . 
o I,) 

k= 1, 2,3 

(6) 

Na Eq. (6), o termo 1 é responsável pela parte l i 
near da matriz de rigidez, juntamente com o termo 2, 
que corresponde aos deslocamentos iniciais; e o termo 3 
co:responde à part~ não-linear ou geométrica desta ma
triz. Na_formulaçao Lagrangeana atualizada (F.L.A.), o 
termo 2 nao existe, pois a configuração de referência 
para os deslocamentos é a atual, avaliada no instante t. 

As equações de equilÍbrio (2) são referidas ao sis 
tema global de coordenadas. Portanto, deverá ser feitã 
uma transformação da matri z de constituição do material 
para o sistema global, já que a relação constituti va é 
forneci~a no sistema local onde somente são considera
das uma tensão longitudinal e duas tensões de cisalha -
mento tr~sversais [1,4]. Como a matriz de rigidez do 
elemento e calculada por meio de uma integração Jluméri
ca de Gauss, a transformação do sistema local para o 
global da matriz constitutiva deverá ser efetuada em ca 
da ponto de integração durante o processo numérico. Os 
esforços secionais, forças e momentos, são calculados 
n~ricamen!e integran?o-s~, as forças e momentos por 
unidade de area, nas direçoes s e t, mantendo-se r fixo 
[ 4]. 

EXIMPLO 

Uma viga, em balanço, sob a ação de uma carga con
centrada na extremidade, no sentido transversal foi 
disc:etizada como mo~tra a Fig. 3 e analisada, ~o regi
me linear, com os tres tipos de elementos de viga im
plantados no _programa NONFAN [4]. As propriedades usa
das nesta analise são: módulo de elasticidade E = 2,1 x 
106 Kgf/cm2, coeficiente de Poisson v = 0,25, fator de 
correção do cisalhamento k = 1. O carregamento usado 
foi de P = 2000 Kgf. 

Os resultados provenientes desta análi se estão ex
postos na Tabela 1, para os diversos tipos de elemen
tos, com a consideração da discretização e do número de 
pontos de integração empregados nas direções (r s, t) . - ... , , 
respectivamente. As soluçoes analiticas util izadas pa-
ra comparação foram as seguintes: 

(A) PL3 3PL 
u2 (L) = jE! + 7ãOia 

de Timoshenko e Goodier [7] ; e 
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L• 300 em 

I 1 p 

a ) I ELEMENTO LINEAR 

I • • 1 p 

b) 3 ELEMENTOS LINEARES ~·a=()cm 

i r 1" 

• b=30cm 

c) I ELEMENTO OUADRÁT ICO 

I ! p • • 
d) I ELEMENTO C Úe I CC 

Figura 3. Geometria e discretização para o Exemplo 

de Timoshenko e Gere [8] , com f = 1/k. Para os exem
plos com e~ementos lineares foi 5constatado que os re
s~ltados so tendem.a ~boa aproximação quando se uti 
liza ao longo da direçao r (longitudinal).apenas um 

Tabela 1. Deslocamento Transversal (cm) da Extremida
de para Exemplo 1 - Caso Linear 

1 X 2 X 2 2 X 2 X 2 3 X 2 X 2 

1 LINEAR 2,57381 0,00950 0,00950 
3 LINEARES 3,33571 0,08368 0,08368 
1 QUADRÁTICO 3,43095 2,58555 
1 COBICO 3,43095 
ANALtriCA (A) 3,43214 
At'lALtriCA (B) 3,43095 

ponto de integração. No caso de elementos quadráticos 
com dois pontos de integração na direção r, os resulta' 
dos ~e aproximaram da resposta apresentada pelo elemen 
to cubico, cujo resultado difere do analÍtico (A) em ã 
proximadamente -0,035% e coincide com o resultado ana~ 
lítico (B). Os resultados não representados na Tabela 
1 . 5:or:espond~m a situação 9e singularidade, por insufi 
ciencia no numero de estaçoes de integração longitudi~ 
nais. 

Para a análise não-linear usou-se um elemento cú
bico, com ordem de integração de Gauss 3 x 2 x 2 e 685 
passo~ ~e c~rga iguais, sem iterações de equilÍbrio. 
Na utilizaçao da F.L.T. foi empregada uma relação cons 
titutiva linear na configuração inicial; quando do uso 
da F.L.A. foi empregada uma relação constitutiva do ma 
terial linear na configuração atualizada. -

As respostas foram comparadas com os resultados 
do trabalho clássico de Bisshopp e Drucker [9] e com a 
queles, mais recentes, de Mattiasson[lO],os quais rea~ 
lizaram estudos de vigas submetidas a grandes desloca
mentos através de integrais elípticas. Nesses estudos 
foram ignoradas as deformações axiais e de cisalhamen
to, consideradas neste trabalho. 

Na Fig. 4 sªo apresentadas as conf~gurações defo! 
madas para o parametro de carga, K = PL /EI, assumindo 
os seguintes valores: O; 1,46; 2,92; 5,84 e 9,49. Os 
gráficos que relacionam os deslocamentos horizontais 
e_verticais da extremidade com o parâmetro de carga 
sao apresentados na Figura 5, para as duas formulações 
não-lineares e também para a solução por integrais e
lÍpticas. 

Com o emprego da F.L.A. foram encontrados desloca 
mentos um pouco maiores que na F.L.T •. Contudo até o 
parâmetro de carga 4,0 foram obtidos, aproximad~ente, 
os mesmos resultados nas duas formulações. Note-se 
que o efeito das deformações axiais e de cisalhamento 
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e pequeno, devido ã esbeltez da viga (L/a=30) . 

4 

K•O y-:;- •: ~ 

4 

'2 

•z I 
4 ,, 

K• 1,46 I 100 PASSOS I 

K• 2 , 92 ( 200 PASSOS) 

K • 5,84 ( 400 PASS OS! 

K•9,49 ( 650 PASSOS) 

Figura 4. Configurações da estrutura 

PL
2 

ET 

0 l I I ~ ·· 1 /),1, · 
- MATTIASSON /(! ~ 

9 O I ELEMENTO COB I CO- F. L. T . +f+14---f--lfl--t----
SEM ITERAÇÃO I /Pi 

8 V I ELEMENTO COBICO- F.L.A._.I/i:)iu'}--+--f--~lo----11--
SEM I TE RAÇÃO l!/ 

-.- L I NEAR A 'ri 
7r-~--r-~--+-.H~-4---+~~--+---

6 I l 

5 ~ li 
J u4jL W 

4 
1 ~I\ 

)I({ V u~/L 
3 v I / I --- --
2 ~ ~ ~ --/v ~V----- ---
''" ~ ~ 
o ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

-U1/L, u~/L 

Figura 5. Deslocamentos da ExtreMidade 

CONSIDERAÇOES FINAIS 

Elementos finitos baseados em interpolação inde -
pendente de deslocamentos e rotações apresentam L®a 

maior capacidade de representação de variações da geo
metria, tanto no estado inicial como no estado deforma 
do. Isto os torna particularmente úteis na análise 
geometricamente não-linear. 

O uso da integração reduzida na direção longitudi 
nal permite obter resultados bastante superiores à in~ 
tegração completa, com menor trabalho computacional, 
no caso dos elementos quadrático e linear (é possível 
mostrar que tais elementos são equivalentes a elemen
tos do tipo misto). No entanto, o elemento cúbico, 
com 3 ou 4 estações de integração na direção longitudi 
nal, permite melhor reapresentação da geometria defor~ 
mada, o que recomenda seu uso na análise não-linear. 

Devido a limitações de espaço, não foi possível 
incluir exemplos de análise não-linear de vigas curvas 
e pÓrticos, no espaço, e cálculos de frequências e mo
dos de vibração, disponíveis na Ref. [4]. Tais resul
tados deverão ser publicados oportunamente. 
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SI.JM<!ARY 

A 6otunulaüort óoll Qinile el.emen.-t model.Ung o6 
hpac.e 6Mme.h i-6 p!tuen.-ted. Su.c.h beam-.type el.emen.-th 
c.a.n h.a.ve .<.YL-i..tia..t .toJtúort a.r~d c.u.Jtva..tu.llu. The e6óec..t 
o6 .:the c.u.Jtva..tu.llu i-6 c.onúde!ted in .the in;teg~La.tionh 
pe~tóotuned IAJdlún .the c.Jtohh hec..t.<.or~. The .tlla.nh.e.a.tionh 
a.nd Jto~onh a.ior~g .the el.emen;t a.Jte irtdepertdentty in
.te~tpoR.a..ted , by mea.rth o 6 pa.~tante.tllic. La.g~ta.ngia.n 6u.rtc..t.<.orth. 
The ind.<.a.R. geome.tlty i-6 de.hc.Jtibed ir~ a. himiR.a.Jt l.úl.!f. 
The beam el.emen;t Mbllou.tine.h a.Jte impR.emen.-ted .<.n a. 
geneJta.R. piLOgMm ÓOIL h~C. a.rtd dyna.mic. a.na..f.yhi-6 OÓ 
h!Jh.temh hu.bjec..ted .to R.a.Jtge dlhpR.a.c.emen.-th. 



VIII COBEM- S. J. Campos, SP (Dez. 1985) 

"REVIEW"SOBRE O MÉTODO DE ELEMENTOS DE 
CONTORNO APLICADO PARA SO!--UÇÃO J?E 

PROBLEMAS DE PLACAS.ELASTICA 

LUIZ HENRY MONKEN E SILVA 
DME - U.E. MARINGÁ 

CLÓVIS SPERB DE BARCELLOS 
DEPARTAMENTO DE ENG. MECÂNICA- U.F.S.C. 

SUMÃR10 
Nute .tMbCLtho, a.p!l.Uei'Lta.-lle uma. JLev.ú>ão Mbl!.e a.p.Uc.a.ç.õu de mêt:odoll J..ntegl!.a..ú> 

pa.JLa. p!l.Ob.temM de p.ta.c.M e.tiü.tic.M. Vuc.JLeve-lle M metodologJ..M IU>a.dM pa.JLa. obtenção 
dM 6oJLmtilaç.õu J..ntegl!.a..ú> ma..ú> emp!l.ega.dM, lluM utl!.utui!.M, p!l.op!l.J..eda.du e J..mpleme~ 
ç.õu numélúc.M. SJ..ntetiza.-lle oll ptU.nc.J..pa..ú> I!.UuUa.dOll em 6oJLma. ta.bu.ta.IL, o que pOllú.bJ..-
.uta. uma. a.va.lia.ç.ão qua..uta.tiva. erttl!.e oll métodoll ltev.ú>to~. 

INTRODUÇÃO 
Este trabalho tem_por objetivo rever a pesquisa 

realizada a partir da decada de sessenta sobre metodos 
integrais para solução numérica de problemas de placas 
elásticas. Neste período houve acentuado desenvolvimen
to computacional de tais métodos e diversas formulações 
integrais surgiram para o referido problema. Suas ca
racterísticas são aqui analisadas. 

Na segunda seção, apresenta-se os conceitos bási
cos dos métodos integrais e o problema de placas na for 
ma diferencial. As formulações, suas estruturas, vanta= 
gens, desvantagens e propriedades bem como suas imple
mentações, são tratadas na terceira seção. Na quarta se 
ção, comenta-se alguns resultados obtidos e a eficiên~ 
cia dos métodos. 
CONCEITOS BÂSICOS 

Os métodos integrais se fundamentam em relaçiies 
funcionais entre quantidades no domínio, n, e no contor 
no, an. Através de limites estas relações ficam defini~ 
das apenas no contorno an. Quando a relação funcional é 
obtida por meio de distribuições singulares em an, cu
jas intensidades são determinadas a fim de satisfazer 
as condições de contorno, o método é denominado indire
to. Quando a representação integral emprega uma relação 
de reciprocidade ou de energia, o método é direto (1], 
[2). 

Agora, considere-se uma placa elástica, fina, de 
espessura constante, construída de material isotrópico 
homogêneo, ocupando uma região OCR2 com cgntorno an, s~ 
jeita a carga transversal por unidade de area, f, mode
lada pela teoria de Kirchhoff [3]. O deslocamento tr~ 
versal, w, satisfaz a equação [3], [4], [5]: 

DV~w+~ = f(P,t), P€n; (1) ";ttz 

onde: D=Eh 3/12(1-v 2
)- rigidez a flexão; p- massa especf 

fica; v- módulo de Poisson; E- módulo de elasticidade; 
h- espessura da placa e v~=V 2 V 2 - operador biharmônico. 

As condições de contorno são: 

Tr(w)~. ypeanw; Traw/am=e, ypeane; 

Tr[M(w)]=M, ypeanM; Tr[V(w)]=V, ypeanV; 

v 
anwnn =cp 

(2) 
anth asf!;cp 

onde: M(.); V(.); 9=íln(.L T(.); Q(.)-são os operadores 
momento normal, força cortante equivalente, rotação no~ 
mal, momento torsor e força cortante, -respectivamente, 
definidos em an: Tr[g(p)]=timg(P), quando P+p. 

O problema estático ((1) com a2w/at 2=0, se reduz 
a uma equação biharmônica não homogênea) foi o que mais 
recebeu atenção dos pesquisadores. A aplicação de form~ 
lação integral em problemas de placas, parece se inici-
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ar.c~m os trabalhos de Jaswon et alii [6] e Jaswon & 
~1t1 17). Nestes ~rabalhos, repr~senta-se uma função 
b1harmon1~a por me1o de duas funçoes potenciais, Entre 
tanto o me~odo indireto mais empregado [8], [9], [10]~ 
[11] , cons1ste em escrever o deslocamento w como su
perposição do deslocamento wo- devido ao 'ca~egamento 
e~terno e dos deslocamentos wp, WM- devido distribui
çao, em an, de linhas de forças e momentos concentra
dos, de intensidades desconhecidas. Estas, são determi 
nadas a fim de que as condições de contorno sejam sa~ 
tisfeitas. 

O teorema de Betti-Rayleigh [12] para placas [9), 

ffn(fAwB-fBwA)dS+fan(VAwB-MA9B-VBwA+MB9A)ds=~(3) 

~erve d~ pa~tida para o estabelec~ento de formulações 
1ntegra1s d1retas. Em (3) os sub-1ndices A, B indicam 
dois estados elásticos e os demais parâmetros possuem 
o mesmo significado anterior. Idenficando um dos esta
dos com o atu~l e 2 ?utro co~ o decorrente da solução 
fundamental b1harmon1ca, obtem-se uma representaçao in 
tegral para w em n. Como se pode notar, em (3) as quan 
tidades são as de interesse para o problema. -

FORMUIAÇOES INTEGRAIS 

As formulações são apresentadas, exceto algumas 
complementares, na ordem em que foram publicadas. Jas
won et alii em [6) trataram do problema biharmônico. 
Todavia a mesma formulação foi empregada em problemas 
de placas [7], (13]. O deslocamento w foi expresso co
mo superposição de wo, proveniente do carre~amento ex
terno, com W, que satisfaz a equação biharmonica. O 
problema diferencial é transformado para a forma inte
gral ao adotar, para W, a representação·: 

(4) 

No processo de solução (dos problemas harmôni
cos), expressa~se cp e 1jl •por meio de potenciais simples: 

cp(p)=fana(q)tgrdsq; \jl(p)=fanç(q)tgrdsq, pETI; (5) 

onde: r=lp-ql. Em seguida, substitui-se (5) em (4) e 
determina-se as densidades a e ç para satisfazer as 
condições de contorno. No limite ao contorno, se deve 
levar em consideração as descontinuidades em a~/an e 
aw/an. Com cp e 1jJ determinadas, todos os parâmetros po
dem ser calculados, A representação (5) necessita modi 
ficações para atender a completividade, existência e 
unicidade da solução, em problemas de domínio infinito 
ou multi-conexos [6l, [13]. 

A implementaçao numérica particiona o contorno 
em arcos. Em cada arco, supõe-se a e ç constantes e as 
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socia-se seus valores a um ponto, geralmente central. 
denominado nodal. Este é o elemento constante. Aproxi
ma-se o contorno por segmentos de retas. Usa-se o pro
cesso de colocação [14] para transformar o sistema inte 
gral em um algébrico linear. Usa-se a regra de S~npson 
ou a retangular para aproximar as integrais não singula 
res de núcleos logarítmicos ou de suas derivadas, res~ 
pectivamente. Nestas regras emprega-se os comprjmentos 
dos arcos e não os das cordas, no contorno. Arredonda
se os cantos, para evitar o problema de mal condiciona
mento do sistema provocado pelo comportamento irregular 
de potenciais duplos, perto deles. 

Maiti & Chakrabarty em (15], desenvolveram formu
lação integral para o problema estático de placas que ~ 
lém de remover o mal condicionamento perto dos cantos, 
justifica matematicamente a presença de dois potenciais 
em (4). Entretanto, a formulação é específica para pla
cas poligonais simplesmente apoiadas. Maiti & Chakrabar 
ty, usaram a identidade de Rayleigh-Green [16 J para dom}; 
nio interior e depois para o exterior. Adotando técnica 
usual (2] de somar as representações obtidas para os 
dois problemas, encontra-se: 

ljl(P)=farfCq)r2(igr-l)dsq + fanJ.l(q)tgrdsq, Jtrl; (6) 

onde o e J.l são densidades de fontes, determinadas para 
satisfazer as condições de contorno. Calculando-se V2

1jl 

de (6), obtém-se a segunda equação que completa a formu 
lação. Fazendo P+P€<lrl, obtém-se as equações em an. Ado~ 
taram procedimento numérico análogo ao descrito em [6] 
e referido anteriormente. 

Erik B. Hansen em [17] desenvolveu duas formula
ções específicas, para placas infinitas, contendo furos 
com arestas supostas livres, sob um sistema de forças e 
momentos em equilíbrio, no infinito. Novamente, a iden
tidade de Rayleigh-Green aplicada à região interior e 
exterior à dos furos serviu para estabelecer as duas 
formulações . Uma delas se estrutura nas representações 
integrais no contorno de w e aw/an; a outra nas de 
<lw/an, <lw/<lt (derivada normal e tangencial ao contorno , 
respectivamente). O procedimento numérico, difere dos 
anteriores por aproximar as funções incógnitas através 
de "spline" [17] , (18]. As integrais envolvidas sempre 
foram desmembradas em uma parte limitada e outra singu
lar. As primeiras foram avaliadas por Romberg (19]. As 
Últimas, tomadas na forma mais simples possível, foram 
calculadas analiticamente. O sistema discretizado apre
senta bom condicionamento e foi resolvido por uma sub
routina convencional de eliminação. 

Nicholas J .. Altiero & David L. Sikarskie em (8) 
apresentaram formulação aplicável a geometrias quais
quer porém, devido a complexidade das equações, as apli 
cações só consideraram condições de engastamento . Fazen 
do-se a imersão da placa real em uma placa fictícia que 
se conheça a função de Green, distribuindo-se em an li
nhas de força P(q) e momentos M(q), o deslocamento pode 
ser expresso por 

w(P)=J f rlG (P ,Q) f(Q)dSQ + f an (G (P ,q)P(q) +H(P ,q)M(à.) ]dsq · (7) 

onde: G(P,Q), é a função de Green da placa fictícia e 
H(P,Q)=-aG(P,Q)/an0 . As intensidades P eM são deter
minadas para satisfazer as condições de contorno. No es 
quema numérico, usaram elementos constantes. Calcularam 
as integrais não singulares pela regra trapezoidal sim
ples [19], e as singulares analiticamente. 

Uma abordagem diferente das anteriores foi desen
volvida simultâneamente por Bézine & Gambi em [20] e 
Stern em {21] . Em (20], consideraram a forma bilinear 
simétrica. 

a2v a2w 2a2v a2w +a2v . a2w)ciS. (8) 
U(v,w)=!Jrl(l-v)(ax2 ' ayz- axay ' axay ayz axz 

Integraram (8) duas vezes por partes em v e obtiveram 
(3) na forma mais geral: 

ffrl(vMw-wMv)clS=-fi!an[vV(w)-9(v)M(w)+9(w)M(v)-
(9) 

1 N 
wV(v)]ds+-=-

0 
E {l[wT(v)]-[v'I(w)]}A., 

i=l l 

onde: [.]=(.)A+- (.)A7 • Em (9) escolhendo v como a solu 
l l -

ção fundamental biharmônica e w como o deslocamento re
al, obtém-se uma representação integral para w(P), PErl . 
Completando a formulação, derivou-se w(P) numa direção 
pré-fixada para obter uma segunda equação. As equações 
integrais no contorno, são obtidas através de limite , 
fazendo-se AE R+p~an . Foi usado elementos constantes no 
procedimento numérico. Empregou-se a regra trapezoidal 
composta para vinte pontos para calcular as integrais 
não singulares. o núcleo av(v)/<ln exibe singularidade 
l/r2 e apresenta dificuldade para ser integrado. Bézine 
& Gambi fizeram estes termos passarem a se comportar co 
mo 1/r , procedendo a uma integração por partes [20]. AS 
integrais singulares com este tipo de singularidade são 
entendidas como valor principal de Cauchy e são calcula 
das por meio de soluções de corpo rígido. -

Stern em [21] obteve a representação integral pa
ra w(P), P€rl de modo análogo ao desenvolvido em [20]. 
Todavia a segunda equação foi obtida de (9), usando-se 
uma nova solução fundamental apropriadamente escolhida. 
Stern mostrou que as integrais singulares presentes em 
w(P) P~rl são convergentes. Por outro lado na segunda 
equação algumas integrais são divergentes. Contorna-se 
estes problemas colocando w=w-w(p) no lugar de w na se
~da equação [21] , isto é, faz-se uma regularização 
l2Z]. A implementação de Sternm usa aproximação linear 
para as incógnitas. As contribuições das singularidades 
foram calculadas analiticamente e as integrais entendi
das como valores principais de Cauchy, foram estimadas 
pela regra de Gauss de 5ª ordem. Nos cantos, onde 9; M 
e V possuem dois valores limites, completa-se o sistema 
de equações considerando a natureza assintótica da solu 
ção, numa vizinhança do canto. Aqui o trabalho de Stern 
restringe-se a placas retangulares. 

Tottenham em l9J apresentou várias formulações. 
As indiretas são analogas as de (8], porém usam solução 
fundamental ao invés de função de Green. As distribui
ções de forças e momentos concentrados foram feitas no 
contorno aA da placa fictícia. Se aA não coincidir com 
an as integrais são não singulares. Fazendo-se aA~an, 
obtém-se o método indireto convencional. As integrais 
singulares foram investigadas através do equilíbrio de 
uma placa semi-circular com centro e sob carga concen
trada na origem. A formulação direta de Tottenham (9] 
emprega (3) para obter quatro equações integrais usando 
estados elásticos distintos. ~~s em cada ponto do con
torno apenas duas delas devem ser usadas. Empregou-se u 
ma equação de cada par: {w, V} e {9, M}. -

O problema de vibrações de placas foi estudado 
por J. Vivoli em (23], por J. Vivoli & Filippi em (141, 
empregando-se potenciais. A equação de vibrações harmo
n~cas de placas pode ser obtidf diret~nte de (1) em 
v1sta 9e se ter: f(P,t)=F(P)e- wt e entao w(P,t)= 
u(P)e-Iwt. A solução foi expressa na forma: 

z • aq i 
u(P)=u 0 (P)+ E (-l)q 1!..,,..,J..t . (m)~(P,m)ds ; (10) 

i=l oH q1 o~ m 

sendo_u 0=!/nf(Q)G(P,Q)dSQ e O<q.t<q2<3. As densidades 
J.l . sao det~rminadas para satisfazer as condjçÕes de 
c8fitorno. Em [24] , mostra-se que a formulação integral 
é equivalente à diferencial. O procedimento numérico 
usa elementos constantes. Estimou-se as integrais não 
singulares por meio da regra retangular. As singulares 
foram calculadas analiticamente tomando-se as séries as 
cendentes das funções de Bessel (25J. Alternativamente~ 
expandiu-se os integrandos em ondas cilíndricas (25] e 
todas as integrais foram calculadas analiticamente. 

Formulações diretas e indiretas para os problemas 
de vibrações e de estabilidade de placas foram desenvol 
vidas em [10) por Y. Niwa et alii. As indiretas são a~ 
legas às desenvolvidas em [23) , [24] . As diretas usam o 



teorema de Betti-Rayleigh como em [9] para obter uma re 
presentação integral para u. Completando a formulaçãõ 
obteve-se a segunda equação, calculando-se: ou (P) I oflp. 
A implementação numérica usou desde elementos constan
tes até cúbicos. Aproximou-se as integrais não singula
res por quadratura de Gauss. Calculou-se analiticamente 
as singulares. O problema de autovalores, resultante, é 
não algébrico. Fez-se a minimização do valor absoluto 
do determinante do sistema, para determiná-los. 

Q. H. Du & Z. H. Yao em (26] ponderaram os resídu 
os de domínio e contorno , encontrando a relação (9) sem 
os termos de salto. Em (2 71, obtém-se as mesmas equa
ções de [26], através de abordagem variacional. O esque 
ma numérico usou funções de interpolação hermitianas de 
primeira ordem para interpolar w e de ordem zero para 
e, M e V. A estrutura da formulação consiste de duas ou 
três equações conforme w seja ou não especificado, res
pectivamente. Nos pontos de cantos, suElementou-se o 
sistema de equações por meio das relaçoes que existem 
entre as derivadas dos dois lados dos cantos [27] . A
plicou-se : regra de Gauss usual para as integrais não 
singulares; regra de Gauss com peso logarítmico [2], pa 
ra as com singularidades logarítmicas; soluções de cor~ 
po rígido para as com singularidades mais forte. 

F. V. Wee~n em [28] desenvolveu uma formulação di 
reta para placas modeladas pela teoria de Reissner [29J. 
Ponderando as equações de equilíbrio e integrando o r e
sultado por partes, encontrou uma relação de reciproci
dade. As equações integrais são então obtidas como nos 
outros métodos diretos. Foi adotado, na implementação 
do método, várias melhorias: a) particionamento do domí 
nio, que conduz à matrizes de banda ; b) elementos isopa 
ramétricos para aproximar a geometria e as incógnitas; 
c) transformação da integral do termo de carga para o 
contorno; d) uso de soluções de corpo rígido para calcu 
lar as contribuições das integrais singulares; e) inte~ 
gração numérica com ordens escolhidas como em [30] ; en
tre outras. 

Recentemente J. A. Costa Jr. & C. A. Brebbia apre 
sentaram em [31] , nova formulação direta para o proble~ 
ma estático. As equações que a estruturam são obtidas 
como em 121]. As integrais divergentes que aparecem na 
formulaçao foram regularizadas (22] , O procedimento nu 
mérico usa elementos de contorno isoparamétricos : conti 
nuos e descontínuos (os pontos nodais são internos)~ 
Transforma-se as integrais de domínio para o contorno, 
nos casos de cargas : concentradas , uniformes e hidrostá 
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tica, Avalia-se as integrais não singulares por regra 
de Gauss e as singulares através de regras de quauratu
ras de valores principais e de soluções de corporígidn 

Além dos problemas testes, outros também foram in 
vestigados por métodos integrais. O problema de placas 
com condi~ões dentro do domínio, foi estudado por Bézi
ne em [3~. O método se estrutura nas equações desenvol 
vidas em [20]. Elimina-se as incógnitas no contorno en~ 
tre as representações de w(P), P€ll; <lw(p)/Cln, pEClrl, w(p) 
pforl . Obtém-se o problema somente em função de quantida 
des no domínio. Este método foi empregado na solução do 
problema de contato entre placas, apresentado por Bézi
ne & Fortune em [33]. Os problemas de vibrações e esta
bilidade de placas retan~lares foram abordados por Gos 
podimov & Ljutsk,anov em [34 J • As formulações foram anã=" 
Iogas às de Tottenham em f9J. J. T. Katsikadelis & Ar
menàkas apresentaram em [~5j, [36], formulações inte
grais diretas para os problemas de placas sob apoio 
elástico com condições de apoio simples e de engastamen 
to, respectivamente. O esquema numérico usou elementos 
constantes. 

O problema de placa ortotrópica [3] , foi investi
gado por H. Irschik em [37]. Primeiramente, por meio de 
un~ transformação linear a equação de placa ortotrópica 
foi reduzida a uma equação biharmônica não homogênea. 
Deris, a formulação segue as técnicas apresentadas em 
[8 • Placas tipo "sandwich", com faces e enchimento de 
materiais isotrópicos foram estudadas por N. Kamiya et 
alii em [38]. A formulação resultante é do tipo direta, 
mas envolve um esquema iterativo. 

O reduzido espaço não possibilita apresentação de 
outras aplicações. 

RESULTAOOS E EFICIENCIA OOS METOOOS 
Na tabela 1 , sintetiza-se os resultados mais signi 

ficativos obtidos pelas formulações integrais revistas~ 
Nela, denota-se condições de contorno por: s.a. - apoio 
simples, e.-engastamento, s.a.e., s.a.l.-dois lados o
postos sob apoio simples e os outros dois engastados ou 
livres ; asteriscos indicam quantidades adimensionais, e 
nem sempre os fatores de adimencionalização foram os 
mesmos : E erro relativo máximo; FEM, DIF - método de e
lementos finitos e diferenças finitas, respectivamente. 

Poucos trabalhos trataram da eficiência dos méto
dos integrais. Em [20], resolveu-se os mesmos problemas 
(ver tabela 1) por FEM(elemento com 12 graus de liberda 
de de O. C. Zienckiewicz) com malha 6x6 e os erros fica 

Tabela 1. Resultados obtidos 
Ref. Geom. Cond. Car- w* Mí1 J'.!h V* R* À Compª- Tipo do Pontos 

Placa Cont. ga E\ E% E% E% E% E% ração elemento nodais 

161,1.131 quad. s.a. unif. 2.5 3.3 1.5 [3) cte. 64 
l8l ret. e. unif. 1.9 4.4 7.6 H DIF cte. 48 
[8J triang. e. unif. 8. 7 5.8 DIF cte. 60 
181 s.circ. e. unif. 0.8 1.3 1.8 ' ... DIF cte. 40 
[91 ret. s.a.e. unif. 2.0 C3l cte. 48 
191 q./furo s.a.e. unif. 0.4 FIM cte. 48 
[201 quad. e. conc.c. 0.1 ·' .:[ r t3l cte. 48 
[20] quad. s.a. conc.c. 0.1 t3l cte. 48 
[21] quad. s.a. unif. 0.3 "" t31 linear 64 
[211 quad. e. unif. 1.0 1.0 1.0 t3l linear 64 
r231 circ. e. 0.8 tsl cte. 35 
!23] arbit. e. ·I[ 1.0 Exp. cte. 30 
0.01 circ. e. c ll. 0.8 NASA cte. 28 
[33] quad. s.a. unif. 0.2 t31 linear 36 
[33] quad. s.a. unif. 0.6 [31 quadr. 20 
[33) triang. s.a. unif. 0.2 0.15 0.15 [3] cte. 27 
C3;31 triang. s.a. l.JJlif. 0.1 0.12 0.12 'L ->-- li [3) cte. ' 24 
[361 quad. e. unif. 0.3 0.8 [3) cte. 60 
[36) quad. s.a. unif. 1.8 14.5 t3l cte. 36 IJ [36) quad. e. 0.4 s cte. 

•• 
20 

C37] circ. s.a. conc;.c. 1.0 3.0 t3l cte. 44 
[39) ret. s.a.l. unif. 0.6 0.75 0. 75 [3) cte. 40 

s.circ. - semi-circular; q./furo - quad. com furo ; conc.c. - concentrada ce~tral _>:._ 
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ram em torno de 5%. Em malhas finas, FEM é mais econom1 
co, mas deve-se considerar que através do método inte::.
gral resultados precisos foram obtidos mesmo com malhas 
grossas. Em (28] , os resultados obtidos pelo método de 
elementos de contorno (BEM), para placa infinita com fu 
ro e sob ação de momento no infinito, forrun mais preci~ 
sos que os de FEM. Todavia, o tempo de execução pelo 
BEM excedeu o de pelo FEM em 100% ou 30%, dependendo se 
foram ou não calculadas quantidades no interior. Depois, 
para placa curva engastada com carga uniforme , foi ne
cessária malha fina não uniforme para o FEM fornecer re 
sultados comparáveis aos de BEM obtidos com malha gros~ 
sa. Aqui, o tempo de execução pelo BEM foi menor que pe 
lo FEM. Então, com as informações disponíveis, não e 
possível assegurar vantagens dos métodos integrais so
bre outros métodos em particular sobre o de elementos 
finitos, ou vice-versa. Seus comportamentos dependem de 
m.titos fatores. 
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SUMMARY 

Contact problema and the ·study of load transfer in geara are of 
great importanoe in mechanioal engineering.The geometry of agear is 
oomplex and this makes the analysis of a gear very diffioult.The paper 
desoribes a technique for applying boundary elements method to the two 
dimensional behaviaur in statio regime of tooth gears.The atresses and 
atraina are caloulated at the boundary of the tooth and inaide of the 
domain in elast!o regime and we study the stresa conoentrations. 

~NTRODlJCTI ON 

Sinoe H.Hertz,l981 publiahed hia work 
on normal oontact between elastio bodies,muoh 
re aearoh hea been performed in this area,bo
th theoretioal and experimental work. The va
riationel method hes been uaed eapeoially for 
numerioal calculetiona,for inatance with the 
Finite Elements Method. In the last yeera eppe 
ared the Boundary Elementa Method,mixed appro 
ach between the integral equationa and finite 
element method.The boundary element method 
offera a great advantages for to determine 
the streaa intensity factora in comparison 
with the FEM.In the paper are mentioned the 
efficiency and acouracy of the BEM in atudy 
and design of the contact problema,in deaign 
of tooth geara,in load transfer in atatic re
gime and elastic ~omain. 

TV/O-DIMENSIONAL ELASTOSTATIC CONTACT BY BEM 

If we teke into conaideretion two bodi
es linear elastic .(lA end fie that are 
in oontect without loading elong a generator, 
if they are atreased with a normal streaa to 
the to the tangential cómmon plen it represe
nta the linear elaatic contact state(Fig.l) 

Figure 1. Two beldiea in contact. along the bou 
ndary se 

The contac t pression representa the in 
teraction of the two bodiea in the condition 
when the friction between the two aurfaces ia 
considered nul.The pressing force ia equal to 
the ' ~eaultant of the pressiona diatribution 
from the contact area and can be determined 
with[J],[ 5] ,the body forces are conaidered 
nul. 
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f(x,y) = Jab P(x- "$,y) dt: (l) 

Thia ia the problem of Boussinesq in 
which the forces are constant in the long di
rection and the solution is given in the form 
of a function of the type (l).The displaceme
nts expressions in the contect ares on the se 
miplan line produoed by the foroes(Fig.l)are 

Ux=Px [(3-4l>Jf•Y~]-!ly~ 
2G oY 2G ax (2) 

Uy :-~y~+~r(3-4Ylf- y~J 
2 G ax 2G U ay 

By succeaive derivativas of the diaplacementa 
we get the specific atraine vector in the fo
rro [8] 

aui õu · 
tjj =1l2[axj • ax: J (3) 

These straina in turn determine the compone
nte of the atreaa tenaor,which in the case of 
an iaotropic medium are representabile in the 
form,according to HooKe's law 

\iii= ~ii div U~• 2JJ tij C 4) 
where À and .u are physical constante of 
the medium,tne Lame's parameters.The compone
nte of the stress tensor aatisfy the differen 
tial equations of equilibrium(Navier): 

'iii·i=O (i=1,2 ;j=1.2) (5) 

Substituing the displacements derivativas for 
the stresses in (5) in accordance with Hooke' 
a law we obtain the following equations call
ed Leme' s equations~8] 

/{ u = .u ô u • (À • AJ ) g rad di v~ =O C 6) 

At the sarne time the specific atrains 
expressions [3] muat carry out the oompatibi
li ty condi tiona of the atraina ·from the sarne 

plane (Saint-Venant•a compatibility conditiona 
a2tli a2E · a2Ei· 
~+v :2 axia~j - (.7) 

The stressea' 1 compon~nts muat carry out the 
contour conditions in the form 

" · ; '\i .. cos(n,x 1·) ( 8 ) 11n Jl l 
too . Subatitution of the componertts of the str
ain tensor in (8 ) acoording to (4) leada to a 
compact representation for the str~~a yector 
directly in terma of diaplacementa 
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TnU(p)=2.u ~~ •Andivu •.u(n•rotu) (9) 

fhe expression(9) is symbo~oelly writt 
en as a result of the ection of an operator 

Tn (stress operator)on the displaoement 
UITnU).If we introduoe the concept of gene

relizea stress Í• that cen be defined by 
the relation 

• duk àui . . 'i "k :cl-. +)J --,( J1 k ) 
J àXJ dXk ( ) • au· 10 

~ii =(À •AJ -o') d ivu •(-"' •.u)~ 
in which ~ is en arbitrery constant,with 
the relations of the generalized stresses 
(10) the expression (9) becomes 

PnU=(o'•JJ) ~~ •(A•JJ-..G)ndivu.~(n)(rotu) (ll) 

If oC.=.AJ there resulta thst Pn= Tn · 
Let U(.p) and 'V(Pl be the displacements gi ven 
in a domain D.We form the scalar product of 
the vectora U(Pl and Pn V(Pl. 

UPnv =01cos(n,x1) •Q 2 cos(n,x 2 ) (12) 
where 

* a i = ~ii ui c i = 1, 2 ) 
Let us consider Q as the componente of a cer
tain vector Q(Q1 ,~ 2 ) and calculate 1ts diver-
gence * 

divQ = ~~: Uj•F(U~v) •r (13) 

The expresaion for F(u,v) is a symmetrical bi 
linear form 

2 auk avk àu· av· 
F(u~v) =C"•l.U)~ àXk axk •JJ~ax~ ax~ • (14) 

+ (À+ .AJ + at) L ÕUj avk + ot[ ÕUj avk 
i;kàXi axk j kaxk axi 

Introduoing (10) in (13) we o~tain ... 
divQ=u6V•F(u,v) '· (15) 

By the integration of the expresaion (15} and 
applying Gauss-Oatrogradaky's formula we obt-

ain lu/tvda• J.uP0 vds-1{(u,v)dn (16) 

The expreaaion (16) ia similar to Green's for 
mula end it representa the firat generalized 
formula of Betti's in the elasticity theory. 
It in (16) U =V we obtain the second formu
le generalized of Betti [ 1 J.I..B] 

Jitrudo. = JsuPnuds -1 D(u,u)dn (17) 

The expression (17) represeJts the integral 
equation of the virtual mechanio work.After 
the boundery diacretization in n segments and 
applying the equation (17) ·to each point we 
get a system of 2n equations in which the un
known terms are the d1splecements end the tra 
otiona in these points.The displacements and 
the tractions solutions have the form 

,.., 
1 1 J a r ar J 

~kt~ 8lTG{1-~)~3•4)J}Iny t. axk ax, (18) 
1 ar F ar ar 

Pkt=- 41{ro--n[an!C1-l'Y)Cll<t•2 axk .a.x1l-
ar ar ] -(1-nH- n1- - ·nk) ·axk ax, 

or the torm (2) for displacements if it is e 

Boussinesq problem like. 
For smooth bounderies that obey the com 

petibility conditions (7)the solution of a po 
int on the boundary is 

ckuk=J~tuktda·J:tuklds -J:kt u,ds ~ (19) 

If c~=l using eq.(l9) we can obtain the virtu 
al drsplacements 

uk=J
0
b1uk1do..J

5
p1uk1ds Jfkt u1ds ~ (20) 

If we substituta eq.(20) in (3) and (4) it ob 
tain the stress componente in directions x 
and y. 

THE BEHAY,r.QUR OF A TOOTH OF A TOOTHED WHEEL 
FROM STA~IC STRESSES 

It was analysed the stress and strain 
state in a tooth of e thooted wheel worked by 
static stresses in the variant when the conta 
ct is mede sucoessively in two areaa.The Boun 
dery Elemento Method gives adventageous possi 
bilities to solve the contact problema insta 
tic and dynamic regime.The toothed wheel' too 
th with geometrical and elastic features is 
shown in Fig.2. 

" '<i 

y 

7 
~ = 03 

6 e= 1311 N/111m 
ii= 1106 Nlmm 
E = l1(}()()()N!mm~ 

Figure 2. Discretization by Ba~ of 
geara 

)r 

9 

The boundary was disoretized initially 
in 30 segmenta and for increasing the precisi 
on of the aolution the program has subdiscre
tized some segmenta getting finally 53 segmen 
ts.The study of the displacement and stress 
state there was done in the variant when the 
contact is realized on segmenta 7-9 where the 
force p = 1328 N/mm and in the varient of the 
contaot~ealized on segmenta 13-15 where the 
force p = 1206 N/mm.The resultant of the dia
tributed force p, is equal to the resultant o! 
the distributed 1orce P, but the contact ares 
from this variant is greater.The stresses va
rietion in the embedded ares is shown in Fig. 
J.The diagram of the normal stresses( ~YY ) 
!rom the embedded side in the two varients po 
ints out some extreme values in ·the points 2 
~nd JO~T~s the normal stress2 ~yyin the point 
30 has the velue of 50.7 N/mm .These values 
are obta i.~d when the contact ia realized on 
segmenta 13-15.In the extreme areas of the po 
ints 3 end 29 it is found a diminution of the 



stressea valuea resulting thet these area are 
not aolicited because of the sma11 dimensio-
na. 

y 
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~ 50.7 

\ 
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\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

30 

\ I 
\ I 
\. ~I 

' ' 'v' 

29 

Figure 3. The normal stresaes(~yy) in the 
knots 3-29 on p1--- ahd p2----

X 

Stresses concentrations do not appear 
in this area because the curva tura radius is 
sufficiently great.The greater valuea of the 
stress( ~yy) appear in the point 2 situated 
on the sarne direction with the force applica 
tion p?.When the contact ia realized in the 
se~en~s 7-9,in the sarne points the stresses 
( -~w) are srna1ler with approximatively 40.8 
%.The normal stresses( ~xx ) and the shear at
reaaes in the embedded side have values far 
more small.Ana1ising the atress atate on the 
segment 1.3 when the contact between the tee
th of the wheels is realized on the segmenta 
1~9 is shown in Fig.4. 

~ N!mnf 

20(. 

Figure 4. The normal ( ~xxJ~YY )and shear( 'ixy) 
stresses in the segment 1.3 on p1 . 

Important effects appear in the conta
ct area•that being smell cen be considered as 
a singular poin2.Thus the stress( 1xx )has the 
value 1273 N/mm reaching the yi~1d 1imit and 
the displacement u (8) =3.42 10- mm.( Tab1e 1). 
These deformationg of the boundary as wel1 

as the great values of the stresses in the 
contact area can lead to a defectiva work of 
the gear. The normal stresses variation( ~xx) 
obtained by BE:~.i has the sarne shape wi th the . 
diagram obtained by the e1asticity theory by 
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means of the Navier equations [?].When the con 
tect is realized on segments 13-15 there app 
eer great va1ues of the displacements u in 
"these points~Tab1e 1). x 

Tab1e 1. 

p1= 1328 }l/m p2= 1206 N/m 

knots u::x:lo-3 u 10-3 knots u 10-3 10-J 
y X uy 

mm. mm. mm. mm. 

1 0.236 0.093 4 0.191 0.085 
6 1.624 0.513 6 1.338 0.936 
8 3.42 0.094 8 2.00 o. 963 

lO 2.20 0.247 lO 2.945 0.828 
12 2.27 o. 235 12 4.281 0.453 
14 2.285 o. 207 14 5.355 0.178 
15 2.306 0.192 15 5.59 0.033 
16 2.355 0.040 16 5.85 0.049 

Comparing the diaplacements values u in the
se two variante appear differences of 2.5 ti
mes greater in the points 15 and 16.The oonce 
ntration factor of the stresses in the oonta
ct area for p2 have the value 

k _ ~mox 1206 ---ç-= 434 2.78 

obtained also by the photoelastimetric method 
by means of isooromatics.The deformation sha
pe of the tooth is shown in Fig.5. 

Figure 5. The tooth deformation 

\':hen the force ectioned in these pointo the 
disp1acements velQes are greater end ca~ not 
be neglected in the regime work of the gear. 

CON CLUSiürTS 

The stress state ene1ysis end the dis
placements in the geara te eth is perticularly 
important,pointing out the stress concentrat i 
ons thet cen lead to the yield limit.The grea 
t displacements values in thc contect ares 
can put in danger the good workine; of the ge 
ar. The Boundary Elements f:lethod give some ad
vantae;es in comparison with other numerical 
rnethods used in the struotural or machine ele 
ments heving a complex geometry.This method 
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gives good resulta in stresaea concentretions 
in the engineering problema.The valuea of the 
solutions on the boundery obtained by BE!II are 
obtained by the contour conditions from the 
elasticity theory and the stresses concentra
tions pointed out by the concentration facto~ 
k are confirmed by experimental reaearchea by 
means of the photoelaatimetrica.The atudy can 
be extended by thia method for the dynamic en 
alysis too. 
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PenaU:y 6unc..ti.on& Me ut.ed to mocU.6y :the VaJU.atioi'Ull. IncU.c.a.t01t oó a. Jt.ece.ntiy 
plt.Opo~ed ~pf..a.cement-ba.ud bea.m e.f.ement. The plt.OceduJt.e i6 6ound ~e6u.t to en6oJt.ce 
J..mplici;t Jt.Otatioi'Ull. con&Vu:úná ..i.n :the 6oJt.mu.tation olt. to J..mpou Jt.equ..i.Jt.ed ..i.nteJt.e.f.ement 
c.ont..i.nu..i.ty. The Jt.e,6u.tt..i.ng 6oJt.mu.tation all.owed :the Jt.emova.t o6 e.f.ement bencU.ng 
Jt.Otationa.t deglt.e~-oó-6Jt.eedom w..i.th óuit compatib..i.lity between b~ o6 cU.ó6eJt.ent 
cuJt.va..twt.~ a.t the e.f.emertá a.djo..i.n..i.ng nade. AUhough :the plt.Oc~~ ~ a.pplt.Ox..úna.te, good 
pJt.a.c..ti.ca.t Jt.~u.tú Me obta...i.ned ..i.6 ~u6ó..i.c..i.ent a.ccuJt.a.cy ..i.n :the computeJt. ~ . a.vail.a.b.te. 
The ertha.nced 6oJt.mu.iation i6 ut.ed ..i.n :the OoYI.O.Lj~~ o6 two ~a.mp.te plt.Ob.t~ :tha.t 
..i.UU6t.Jt.a.t.e :the a.pplica.b..i.lity o6 :the me:thod to m01te comp.tex ó..i.rt..i.t.e e.f.ement 
c.ompatib..i.lity concU.tion&. 

INfRODUCflOO 

Standard finite element discretization of 
physical problems has sometimes to óe supplernented by 
imposing constraints on the Variational Indicator 
governing problem [1]. For instance, it may be 
motivated by necessity when compatióility between 
elements has to be imposed at interelement boundaries, 
or simple convenience in avoiding cumóersome çontinuity 
requirements which may be imposed by integrabili ty 
requirements on the trial functions. 

One of the m:>st widely used technique to impose 
such constraints, the Lagrange multipliers, suffers the 
inconvenience of increasing the number of unlmown 
degrees-of-freedom to be sol ved for, as well as , 
leading to indefinite matrices in linear analysis. An 
alternative method to handle the proólem of imposing 
constraints by "penalty functions" originates from 
literature of optimization [2]. lt has been widely 
employed to impose geometric compatibility constraints 
between finite element models or at the element 
boundaries [3-6] . ln the particular case of equality 
constraint equations the technique has shown to be well 
suited to avoid both difficulties mentioned in 

. connection with Lagrange multipliers. 
Briefly, if the Variational Principie in the 

unconstrained form of a physical problem requires the 
determination of a function ~. ora set of functions 
~·s,which makes a functional rr(~)stationary in a domain 
n, then, if a set of constraints 

C.(~) =O , on n, for i= 1,2, •.. ,n, (1) 
1 

is introduced, the functional rr is modified to 

(2) · 

and its stationary value is seeken. ln Eq.(2) a is a 
large number and clearly, the larger it is, the closer 
is the satisfaction of the imposed constraints. The 
expression added to the functional rr in (2) is called 
penalty function. lt vanishes as the solution ~ is to 
verify the stationarity of rr(~) with the constraint 
conditions C.(~). A numeric conflict may arise between 
the accuracy

1
to be attained and numerical conditioning 

of the discretized equations. However with the large 
accuracy available in modem computing machines this is 
seldom a serious problem. 

The aim of this paper is to present the 
theoretical basis of the penal ty method and its 
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applicability to the imposition of geometric 
constraints. The use of the procedure is discussed in 
the light of its physical understanding and by applying 
the method to suitable chosen numerical examples which 
give some insights on the procedure capabilities. 

1HE PENALTI FI.JNCfiON ME'IIDD 

The method of penal ty functions , used in 
applications of mathematical progranming [7] is a 
reliaóle technique for solving constrained problems. 
The technique as discussed earlier, consists of 
transforming a constrained problem into a sequence of 
unconstrained minimization problems using a penalty 
function. If for instance, we consider the problem of 
uni-dimensional minimization of an objective function 
W(~) stibjected to equality constraint equations gi(x)=O, 
a new objective function for its solution is, from Eq. 
(2). 

2 
~(x,a) = W(x) + a}: L&· (x)] 

1 
(3) 

For each chosen value of the penalty parameter a, 
typically a= 1,10,100, .•. , a solution that minimizes 
~(x,a) is found. Subject to certain conditions on the 
functions W(x) and g.(x), the penalty method has been 
shown to be a very reliable techni~e provided the 
value of a is sufficiently large [2J. The choice of 
the appropriate size of a must, in general, be left to 
an empirical test. ln Table 1, an example illustrates 
the convergence of the method and shows how easily it 
can be applied in the solution of a constrained 
minimization problem. 

Table 1. Use and Convergence of the Penal ty Function 
Method 

Objective Function: W(x,y)=Min [x2 
+ iJ 

Constraint Function: g(x,y) = 2x + y - 2 = O 
Modified Objective Function: 

~(x,y,a)=Min [i+i+ a(2x+y-2)
2
] 

Exact Solution Wmin=.8 at x =.8 and y =.4 

a X y g w. ID1n 
o. o. o. -2. o. 
1. .6667 .3333 -.3333 .5556 

10. .7843 .3921 -.0393 .7689 
100. . 7984 .3992 -.0040 .7968 

1000. .7998 .3999 -.0005 .7996 
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Penalty Functions in Beam Analysis 

Considering the finite element discretization of 
a beam element [5,8], two end conditions are, in 
general, required to the element assemblage: firstly, 
the continuity condition when elements are joined and, 
secondly, the fixity condition when an element is 
clamped to a rigid wall. If end conditions are 
expressed ·in terms of element cross-sectional rotations, 
i.e . , derivates of the transverse displacements with 
respect to the beam longitudinal coordinate, a set of 
compatibility constraints can be used with the beam 
formulation employing just translational and torsional 
degrees-of-freedom [8]. The following examples yield 
some physical insights in the use of the penal ty method 
in beam analysis. 

The simply supported straight beam loaded at its 
mid-span, shown in Fig . lCa), is modeled by two four
noded isoparametric elements. ln the formulation only 
the beam axis transverse displacements are considered, 
i. e.' 

w(r) 
4 
L hi wi 

i=l 
(4) 

where h. and w. are, respectively, the Lagrangian 
interpolation 

1
functions [1] and the cross-section 

transverse displacements at the element nodes, i .e., 
components of element vector w. If transverse shear 
deformations are neglected, the cross-sectional 
rotations are, in linear analysis, the derivatives of 
the displacements with respect to the coordinate y. 
Therefore, to impose the. continuity of cross-sectional 
rotations at the conuoon node i t is necessary to use the 
following compatibility constraint 

2 dwl (l) 2 dwl (2) 
C Cw) = "7f - - "7f -1 .cdr .cdr 

r=+1 · r=-1 

L 
ElementO? 

r---~.t= ' ( t e 2 3 e -r •4 • 5 - ~ t 

E.I 

~ 

(a) The two equal beam element model 

.. - 2t 

Unstable (OC = O l Stable (CX. 77 O l 

(b) Solutions for different sizes of a 

Figure 1. The simply supported beam considered 

with the Variational Indicator of the problem in the 
fum, •· ~ 

f R. 2 
11 = u - w + I I c1 (w) I dR. (6) 

o 
where U and W are the total strain energy and total 
potential of the externa! loads, respectively, anda is 
the penal ty parameter. The solution obtained using Eq. 
C6), with 611=0, will satisfy the condition in Eq.(5) to 
the required accurasr provided a is selected 
sufficiently large L1,9]. Bringing into Eq. (6) the 
expressions in Eqs. (4) and( S) and the usual 
longitudinal bending s trains, 

\y 
2 2 

[21 d w 
::[J -:-z z 

dr 

the equilibrium equations obtained by invoking the 
stationarity of the functional 11 are 

(7) 

[K + ~ (a)] w = P •"1 111 C8) 

where K and K~ are, respectively, the linear stiffness 
matrix and the penalty matrix associated with the model 
displacements listed in w, and P is the load vector. 
Here we can notice the importance of the penalty 
parameter a. The penal ty contribution corresponds to 
the potential energy in a rotational spring with 
stiffness parameter a, and the solution of Eq.(8) 
depends on the size of a. ln fact, the beam stiffness 
matrix K is singular and the solution for a=O 
corresponds to the unstable hinged beam. A large 
positive value of a, or a large spring constant, 
enforces the compatibility between the elements and the 
solution converges to the usual beam results. A 
physical interpretation of the effects of the penalty 
parameter size on the solution is shown, pictorially, 
in Fig.:((b), and Table 2. 

Table 2. Solutions of Simply Supported Beam for 
Different Sizes of a 

E = Young's Modulus 
I = Moment of Inertia 
th PL3 

w4 = .166667 ~ 

th 2 dw I Cl) 2 dw I c2) 
8 4 = :r C ar ) = I C ar ) = 0 

r=+l r=-1 

3 - th n: 2 ·-a .L /EI W/W4 s4.EI/PL . 
0.0 

.1 16.0000 -2 .499998 
1. 2.5000 - .249999 

10. r. I .I 
1.1500 ' • - .025000 

100. +I 1"'7: 
1.0150 ,Li - .002500 

1,000. .' m~, I 1.0015 ~L~I _ .000250 
10,000. o r 

"T 1.0002 ir - - .000025 
100,000. . -t .• 1. 0000 . ~ - . 000002 

A condition of bending constraint is presented in 
Fig.2. The cantilevered st~aight beam shown is loaded 
at its end and,a model using one four node 
isoparametric element is employed in the analysis. 
Considering the formulation used in the previous 
analysis we need to impose a fixity condition at the 



clampeà end of. the beam. Thus, two end conditions are 
i.qx>sed: a) no transverse displacements, which is 
guaranted by re100ving the 100del displacements at node 1 

Figure 2. Straight beam under fiKity constraint 

and, (b) a zero cross-sectional rotation at this node 
enforced by the constraint 

(9) 

Substituting Eq.(9) into the Variational lndicator in 
(6) and invoking 6n=O, we obtain, similarly to Eq.(8), 

[K + Kf, (<l)] w = P (lO) 

where Kf, (<l) is the penalty matrix associated with the 
clamped condition (b). The solution convergence for 
different sizes of <1 is presented in Table 3. 

Table 3. End Transverse Displacement of the Cantivered 
Beam for Different Sizes of <l 

wth = PL3/3El 

.0001 

.01 

.1 
1. 

10. 

93.593 
1.926 
1.093 
1.009 
1.001 

ln the sample analyses described above it should 
be noticed a substancial improvement in the model 
results for the first values of <1 . However, for a 
large range of <1' s an identical response is predicted. 
ln practice, it is effective to choose <1 equal to the 
largest value in the stiffness matrix corresponding to 
the beam degrees-of-freedom [ 4 ,10] . For very large 
values of <l the complete element stiffness matrix is 
singular. 

CXNCLUSIONS 

Bending continuity and bending constraints are 
includéd in straight beam analysis in a novel, but very 
simple and efficient manner using a penalty function 
formulation. Although simple, the examples presented 
illustrate the physical and mathematical meaning of the 
penal ty method when applied to struc.tural analysis, as 
it has been used in more complex problems such 3-D 
curved beams [10] , and piping interaction effects with 
flanges and between straight pipe sections [4] . ln 
these studies the method has been successfuly used to 
enforce constraint conditions by reducing the number of 
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degrees-of-freedom in the problem or, at least, without 
increasing it. 
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ú.te bulbai.ho ap!!.Uenta o u.tad.o a.tuai. da. padJwrúzaç.ãq_ de .6-Ú>.te.mM glrÃ.6-(.c.o.6 .Pa
M.. CAV. Ue Jte.6u.Ua da. expVú~nc<.a ob.t..i..da. c.om a .únpie.men.taç.ao de um pac.o.te de JtO.ü.nM 
glrÂ.6-(.c.all padJwrúzadall e de ai.gu.n-6 pltOgJtamM paJta o pJtOje.to e anã.e..y.e de e.6.tJr.u..twuu . na 
PUC/ Rl. A mo.t..i..va.ç_ão, o duenvo.tv.i.men.to h.ú..tÕJÚc.o, o-6 c.onc.~-6 _ bMúo-6 e M c.apauda.
du d.o-6 pa.dMu .6ao d.ú,c.u..t..i..d.o-6. A me.todo.tog.i.a da. Compu..taç.ao GM..6.{.c.a, qu.e c.ondu.z a pa
c.o.te-6 .tndependentu de CÜ6poú.t..i..vo e a poJt.tabilidade .de 8MgJtamM e de pltOgJtamadolte.6 , 
e a p.IÚnúpai. jU.6.t..i..6-tc.a.t..i..va palta o u 6oJtç.o de padJwru.zaç.ao. O modelo em c.amadall palta 
0.6 d.t6eJtente.6 nl.vw de poJt.tabilida.de ê Jtevti.to. 

INTRODUÇÃO 

A Computação Gráfica (CG) é parte muito importan
te em sistemas de Projeto Assistido por Computador 
("Computer Aided Design" - CAD) e de Fabricação Assisti_ 
da por Computador ("Computer Aided Manufacturing"-C.~I). 
Ela determina a qualidade da comunicação do usuario com 
o sistema e é a responsável pela dllninuição de erros e 
aumento da criatividade no projeto [1) . A portabi lida 
de dos sistemas CAD/CAM entre diversas instalações, en~ 
tretanto., é bastante dificultada pela dependência da 
Computação Gráfica aos equipamentos. Mais ainda, a 
transportabilidade dos próprios projetistas e programa
dores sofre por falta de uma metodologia geral e uma p~ 
dronização adequada. 

Na busca desta metodologia e pelas característi -
cas de treinamento de recursos humanos desenvolveu-se 
no Departamento de Engenharia Civil da PUC/RJ um conjlJ!! 
to de subrotinas gráficas padronizadas como base p9ra o 
desenvolvimento de sistemas CAD/CAM [2] • Os estudos . 
que orientaram este desenvolvimento e a experiência ad
quirida com sua implementação motivaram este trabalho 
onde são abordados os padrões para software gráfico nos 
seus diferentes níveis. Inicialmente a situação histó
rica é descrita trazendo ' tona os motivos para padroni 
zar em CAD. Depois, aspe tos da metodologia de Comput~ 
ção Gráfica Interativa (CGI) são discutidos e um modelo 
emníYeis dos diferentes padrões é exposto. Finalmente 
algumas conclusões são apresentadas. 

HISTORICO 

A Computação Gráfica surgiu em meados dos anos 50 
com os primeiros sistemas computacionais, mas, o custo 
dos equipamentos era,ainda muito elevado, a versatili~ 
de de uso muito exígua e a disponibilidade no mercado 
irrisória. Contudo o desenvolvimento prosseguiu e em 
1962 a General Motors em associação com a IBM criou o 
sistema DAC-1 para auxílio a desenhos em projetas de au
tomóveis. Em 1963 Ivan Sutherland mostrava no seu tra
balho de doutoramento no MIT o "S.KIITCHPAD" que era um 
sistema de desenho interativo. Foi este sistema que 
promoveu a CG notadamente em ativi~ades de P!Ojeto, mos
trando o enriquecimento da interaçao homem-maquina que 
ela proporciona. Apesar dos altos custos, a importância 
da CGI estava cada vez mais evidente e vários sistemas 
CAD/CAM surgiram [3]. Como em qualquer tecnologia, di 
versas práticas mais utilizadas começaram a se estabele 
cer como uma forma primitiva de padrão. Como consequen 
cia o software começava a se tornar mais portável, os -
protocolos de comunicação se estabeleciam e os grupos de 
desenvolvimento começavam a se entender. Estas práticas, 
porém, eram bastante limitadas e a ausência de uma meto
dologia adequada dificultava o seu crescimento. 

No inÍcio da década de 70, com o aparecimento de 
novos dispositivos gráficos a custos mais acessíveis, a 
CG começou de fato a ser difundida. Os novos equipamen
tos, entretanto, apresentavam lingua~ens de programação 
próprias dificultando ainda o intercambio e a portabili 
dade. -

Foi em 1974, por ocasião da "\'lorkshop on Machine 
Independence Graphics" patrocinada pelo "National B.reau 
of Standards" em Gaithersburg, Maryland, EUA, que se 
realizou um primeiro encontro com a idéia de padroniza
ção em CG. 

Em 1976 a ·~orkshop on Graphics Standards 
Methodology" foi realizada em Seillac na França e como 
resultado da preocupação com padrões gráficos, surgiu o 
"espírito de Seillac" com a proposição de uma metodolo
tia para sistemas gráficos. A idéia era buscar a porta 
bilidade do programa de aplicação, do sistema gráfico,
dos dados e até do ~róprio programador, pela criação de 
um conjunto de funçoes padronizadas . 

Um dos primeiros estudos elaborados para atender 
este esEÍrito corresponde a Figura 1 [4]. Na Figura l.a 
as funçoes gráficas básicas são providas por dois con -
juntos diferentes de rotinas (pacote A e B ) em alguma 
linguagem de programação. A conexão do programa de 
aplicação com cada um dos dois dispositivos destes paco 
t es exige modificações do próprio programa de aplicaçãõ. 
Um segundo caso possível é o da Figura 1.b aonde é pro
vida uma interface para o programádor que seja indepen
dente da aplicação, embora pelo outro lado haja depen -
dência do dispositivo. Finalmente, a terceira situação 
em que há um pacote gráfico em grande parte independen
te do dispositivo, restando uma pequena porção que faz 
o papel de controlador ("driver") do dispositivo usado. 
Deste modo os diferentes dispositivos são enfocados lo
gicamente com suas similaridades tratadas igualmente. O 
núcleo de funções gráficas fica sendo de caráter genéri
co, independente de equipamentos, sistema operacionais 
e de aplicação. 

Como primeiros frutos deste espÍrito surgiu uma 
sequência de propostas para padronização de sistemas 
graficos. Em 1977 foi lançada a versão preliminar do 
sis tema Core para sistemas tipo vetoriais, patrocinada 
pela ACM/SIGGRAPH (Association for Computing MachDlery/ 
Special Interest Group on Graphics) através de seu GSPC 
(Graphics Standard Planning Committee). Em 1979 este 
mesmo grupo publicou uma revisão do sistema incluindo 
uma extensão para sistemas com dispositivos de rastrea
mento ("raster"), meta-arquivos ("metafile") e conside
rações pára sistemas distribuídos. Este sistema foi 
submetido ao recém-criado comitê técnico em CG (o X3H3) 
da ANSI (American National Standards Institute). 

Neste mesmo ano a International Standards Organi
zation (ISO) com seu comitê técnico TC97/SC/WG2 começa 
o processo para adoção do GKS (Graphical Kernel 
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System, elaborado pela DIN (Deustche Institut fUr 
Normung), como padrão internacional. 
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Figura 1 - Portabilidade de programas gráficos [4] 

A nível de manipulação e transporte de dados se 
iniciaram, tanhém, os trabalhos para defimção do IGES 
(Imtial Graphics Exchange Specification), que foi pa
trocinado pelas Forças Armadas Americanas e por empre
sas usuárias e fornecedoras de sistemas de CAD/CAM. 

Em 1981 o IGES foi instituído coroo padrão ANSI 
e outros padrões surgiram para atender diferentes ní -
veis de desenvolvimento de sistemas. Entre eles o 
"Virtual Device Interface" (VDI), que trata da portàhi-. 
!idade do programa oójeto em relação a um sistema opera 
cional. Este padrão foi patrocinado por cerca de quin~ 
ze empresas e defimdo através de um subcomitê da ANSI. 

A ISO optou em 1982 pelo GKS como padrão bidimen 
sional para sistemas gráficos pelas suas capacidades -
ftmcionais mais elaboradas e melhor documentadas. A 
ANSI imcia também neste ano um processo para adotã~lo 
co100 padrão aiOOricano [5] • 

Em 1983 o GKS e o Virtual Device Metafile C.YIMl 
(padrão para representação de entidades gráficas em có
digo objeto) foram colocados para a apreciação pública. 
Na área de videotexto o NAPLPS (North American 
Presentation Layer Protocol Syntax) foi adotado como pa 
drão para representações gráficas. -

Uma polêmica Core versus GKS foi gerada nos EUA 
em 19 84 para defimção de qual seria o padrão aceito. O 
resultado foi a adoção do sistema GKS também como pa -
drão da ANSI e a instituição do Core como ''padrão ACM" 
para sistemas gráficos. Ainda neste ano, neste mesmo nf 
vel, imciaram-se na ANSI os estudos de definição do~ 
FHIGS (PrograJJJOOr's Hierarchical Interactive Graphics 
Standard) e uma implementação JnÍJÚma, o PMIGS 
(Programmer's Minimal Interface to Graphics). 

Atualmente (1985), um grupo da DIN está estudan
do uma extensão para três dimensoes do padrão GKS. Es
te estudo e a proposta do PHIGS estão sendo considera
dos pela ISO. 

Toda esta floresta de siglas será .melhor visuali 
zada num modelo de níveis para os padrões. -

O KJDELO 00 PROGRAMAOOR 

Para tornar disponível funções gráficas para ge
ração e maiÚpulação de figuras, as estratégias poderiam 
ser : uma nova linguagem grãfica de programação, a ex ~ 
tensão de uma linguagem de programação jã existente, ou 
um conjunto de rotinas gráficas . 

A criação de uma nova linguagem ê difícil no sen 
tido que requer a definição dos comandos gráficos e o ~ 
consenso sobre as suas capacidades, bem como sua conse
quente aceitação. 

A extensão de linguagens é objeto de alguns tra
balhos (ver [6] ) , mas, requer modificações no compila~ 
dor, o que gera um processo complexo e caro, Algumas 
destas linguagens, como o BASIC gráfico e o Turbo Pascal, 

• 

estão disponíveis em micro<:*Dputadores, mas suas capaci 
dades são limi tadas",ara a CGI. -

O uso de um conjunto de rotinas gráficas escri -
tas em uma linguagem de programação evita a modificação 
no compilador desta. Esta estratégia apesar de acar -
retar uma certa perda de eficiência com o aumento do 
tempo de execução, permite que o núcleo gráfico seja in 
dependente de sistema operacional, dé computador e de -
dispositivo, confonre a metodologia surgida com o "espí 
ri to de Seillac". -

Esta opção de criação de rotinas gráficas padro
nizadas foi orientada pela evolução da Figura 1 mostra
da no ''modelo do programqdor" da figura 2 [7) • Neste 
modelo conceituai o hardware é composto por um disposi
tivo de entrada e saída ("display") conectado a um com 
putador hospedeiro. A componente de saída é a superfí
cie de exibição ("display surface") onde são mostradas 
as figuras ou representações de objetos. As informa -
ções dadas pelo operador são recebidas pelo computador 
através de um conjunto de dispositivos lÓgicos de entra 
da. 

DAD~ --~ ~·m··~~ ~ ..... __ ,..---v( =~ 
COMPUT ADOft DISPOSITIVO US<JARIO 

Figura 2 - Modelo do programador [ 7] 

No modelo da Figura 2 o software é composto pela 
aplicação., pela estrutura de dados e pelo sistema gráfi_ 
co, Este modelo penni te a construção, a modificação de 
objetos e a indicação de vistas a serem exibidas pelo 
sistema gráfico atrav~s dos dispositivos de saída, rea
lizando um diálogo interativo homem-máquina. 

I ' 

N!vEIS DE PADRONIZAÇÃO: AS INTERFACES E OS PADROES 

As componentes de um sistema CAD podem ser visua 
lizados segundo o esquema proposto pela ISO (Figura 3)-;
que é baseado no modelo de programador (Figura 2) • Este 
modelo hierarquizado é dividido em quatro camadas com 
interfaces padromzadas: dados, program-fonte, programa 
-objeto e protocolo de comunicação. 

P'OATAIIL IDAot ._.., 

PHIGS 
,.,.,...~ fDNT< - - - - -------- ~ ------------ GKS 

CORE 
PMIGS 

Figura 3- Modelo de Int~rfaces Padronizados [5] 
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A primeira interface ~ a que .relaciona os dados 
de um modelo com o programa de apl~ação. .E o nível pa 
r~ ? intercãmbio de informações de um projeto. A porta 
bilidade des!es dad~s pode ser alcançada se for seguidã 
uma formataçao padrao que permita a sua manipulação em 
diferentes instalações ou em diferentes sistemas de CAD. 
O padrão IGES ("Initial Graphics Exchange Specificat:im") 
que é ~arte do padrão ANSI Y14.26 M, é o proposto para 
este nivel. 

Segundo o IGES o processo de intercãmbio é efetua 
do em duas ~tapas: pré e pós-processamento. O pré-pro~ 
cessamento e a etapa onde um modelo de um detenninaao 
sistema é transferido para o formato padronizado IGES 
num arquivo sequencial. No pós-processamento o modelo 
formatado é decodificado. do arquivo sequencial para o 
formato do outro sistema CAD/CAM [8,9]. 

Interface do programa-fonte 

A interface com o núcleo de rotinas gráficas bási 
cas_determina~a portabilidade do programa fonte da aplT 
caçao. ~ o nivel que tem recebido mais atenção das unT 
versidades, dos centros de pesquisa e das empresas de 
engenharia. 

Neste nível existem vários padrões (Core, GKS, 
PHIGS e ~IGS), cada um com suas peculiaridades, porém, 
com a maior parte de conceitos básicos comuns. Estes 
c'?nceitos básicos oriundos do "espírito de Seillac" 
s~o: a busca_de independência d~ dispositivos, a separa 
çao das fl.mçoes de entrada e sa1da e a segmentação[2,4j. 

Para prover o sistema de maior independência de 
dispositivo, a visualização do modelo é feita em duas 
etapas. Na primeira etapa o modelo descrito em coorde
~das ~o o~jeto é transfonnado através das operações de 
VISualizaçao em coordenadas do dispositivo nonnalizadas 
(~ariam de O a 1) . Na segunda etapa estas coordenadas 
s~o tran~fonnadas ~as coordenadas dos diversos disposi
tivos existentes na instalação. Modificações da insta
l~ção ~l~eram apenas a segunda etapa. Além disto, os 
d1spos1t1vos de entrada sao tratados logicamente sem 
preocupação específica com características físic~s de -
pendentes de equipamentos reais. ~ a implementação do 
sistema gráfico básico para uma determinada instalação 
que se preocupa com esta especificação, elaborando os 
controladores de dispositivos apropriados, conforme mos· 
trado na Figura l.c. -

As funções de saída que incluem as primitivas de 
saída C como marca, linha, polígono e caráter) com seus 
atributos (como cor e tipo de linha) servem para produ
zir a representação gráfica do objeto. As funções de 
entrada, do !ipo selesionar e localizar, são independe~ 
t~s das f~çoes de sa1da e servem para fazer a comunica 
çao do usuario com o programa de aplicação. -
_ A s~~ntação cons~ste na manipulação (transforma 
ç~s geometr1cas~e se~eçao) de grupos de primitivas de 
sa1da como uma so entidade. 

Core 

O sistema Core, patrocinado pela ACM/SIGGRAPH 
[4,10,11],foi pioneiro na implementação da metodologia 
de computação gráfica vista nos Ítens anteriores. Por 
seu pioneirismo e pela sua característica tridimensio
nal é atualmente considerado como padrão de fato. ~ 
apresentado neste trabalho como referência para os ou -
tros padrões. 

Graphical Kernel System (GKS) 

O GKS é um núcleo gráfico padrão ISO que difere 
do Core nos seguintes pontos : utiliza o conceito de es 
~a~ão_de}ra~al~o? de ~abelas de atributos, possui 
b1nd1ng e e bidimensional [12 e 13] . O conceito de 

estação de traba~ho . precisa a especificação das capaci
dade~ e carac!er1sticas dependentes de dispositivo e 
perm1te, tambem, o estabelecimento de estações lÓgicas 
de armazenamento e troca de informações gráficas. As 
tabelas de atributos permitem a especificação de atribu 
tos em conjunto. -

A documentação da proposta do GKS é bastante com
pleta sendo acompanhada de ':'fll_"binding" para a lin~a -
nem FORTRAN 77, com a descriçao detalhada das variaveis 
de entrada e saída. Outros trabalhos apresentam 
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"bindings" para Pascal, ADA, PL/I e C. 
Atualmente o C~S ainda não suporta aplicações tr~ 

dimensionais . 

Programmer's Hierarchical Interactive Graphics 
Standard (PHIGS) 

. ~.um padrão para CG desenvolvido pela ANSI e que 
fo1 proJetado de modo a atender as necessidades das 
ap~ica~ões_mais complexas cujos requerimentos funcio
nais nao sao satisfatoriamente atendidos pelo Core ou 
pelo GKS. Oferece recursos para o tratamento hierarqui 
zado dos objetos, não é compatível com o GKS nem com o
Core e possui mais funções que estes dois [5]. 

Programmer's Minimal Interface to Graphics(H~IGS) 

~ a implementação mínima do GKS e está sendo es -
crito pelo subcomitê X3H3 da ANSI. Deverá ser apropria 
do a programadores iniciantes e sistemas de pequeno por 
te [5]. -

Interface para o programa-objeto 

N~ inter!a~e sobEe o sistema operacional, abaixo 
das r?t1na~ graf1cas basicas, a Bortabilidade de progra 
ma objeto e tratada. Com este nivel padronizado as em: 
presas de desenvolvimento de programas ("software -
houses"~ podem ter seus produtos funcionando em computa 
dores difer~ntes, fornecendo apenas o programa objeto.
Na computaçao convencional (sem CG) os padrões Eara es
te nív~l sã~ do tipo CP/M e UNIX. Na CG o padrao para 
este nivel e o VDI (''Virtual Device Interface"). 

O VDI padroniza a interface entre os utilitários 
gráficos e os controladores de dispositivos tratando 
os di~p?sitivos de I~O_f!sicos como dispositivos gráfi
cos log1cos pela definiçao de um protocolo I/0 padrão. 

Interface de comunicação - protocolos 

A padronização da comunicação entre o sistema ope 
racional e s:us Eeriféricos é feita através de protoco~ 
lo~ de c?municaçao. Para os terminais gráficos os pa -
droes existentes como ASCII e EBCDIC não são suficien -
tes . O controle das capacidades gráficas destes tenni 
na is exige novos padrões, como o NAPLPS ("North Ameriam 
Presentation Levei Protocol Syntax"). Para o annazena
mento e transmissão de dados gráficos, outra propostaé 
o ID1 (''Virtual Device Metafile"). 

North American Presentation Levei ProtacolSyntax 
(NAPLPS) 

O NAPLPS é uma interface gráfica para videotexto 
desenvolvido pelo governo canadense com a AT&T e outras 
comp~ias de comunicação de computadores, e que já é 
p~dron~z~da p~l~ ANSI . . ~ totalmente independente do 
d1spos1tivo fis1co, sendo um meio de codificar e inter
cambiar textos e gráficos em formato ASCII para vídeos 
do tipo matriciais de rastreamento ("raster"). 

Virtual Device Metafile CVll'-1) 

O VDM é uma especificação de meta-arquivos 
("metaf~le") . ql:le annazena uma figura de forma indepcndtn 
te ~e dispos1~1vo.~ nela-arquivo deve ~r~a:::odjficado por
r?tina~ ~e ba~o nivel para produzir sa1das em algum 
dispositivo grafico. 

Jun~o com o VDI pretende definir um protocolo uni 
forme de ~terface independente de dispositivos para -
apresentaçao, armazenamento e transmissão de gráficos. 

CONCLUSOES 

Foi visto que se passaram cerca de dez anos de es 
forços : surgiram padrões para sistemas gráficos bem de 
senvolvidos e reconhecidos de fato (como o Core da ACM) 
e outros_formalmente aprovados (como o GKS e o VDI) . Es 
t~s padroes, embora ainda não totalmente estabelecidos
ja permitem ~~ avaliação de seus efeitos para os fabri 
cantes e usuarios de sistemas de CAD/CAM. -

Os padr?e~ foEllecem aos~fabric~tes de~equipamen
~~s uma espec1ficaçao de um nucleo grafico basico dese
Javel q~e pode orientar o seu desenvolvimento. Este nú 
c~eo grafic? permite es~abelecer critérios para compara 
çao entre diversos fabricantes, evitando a imprecisão-
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existente atualmente no mercado na definição das carac
terísticas de um dado equipamento. 

A padronização nos níveis mais baixos favorece a 
possibilidade de implementação do núcleo gráfico direta 
mente em "finnware" (por microprogramação do dispositi-:" 
vo). Desta forma, equipamentos com a inteligência lo
cal, como as estações da Tektronix, poderão substituir 
os seus pacotes gráficos específicos por um transportá 
vel e de caráter geral. -

O estabelecimento de padrões permite que grupos 
de desenvolvimento tenham seus sistemas usados em qual
quer computador ou terminal gráfico com um mínino de es 
~~. -

A metodologia embutida nos padrões favorece a 
construção estruturada e modular de complexos sistemas 
para CAD/CAM, além de organizar os conhecimentos de CGI 
necessários para os programadores destes sistemas. 

A padronização aos níveis discutidos neste traba
lho não afeta diretamente a interface com o usuário de 
sistemas CAD/CAM. Porém, a portabilidade do seu siste
ma~rmitirá menor dependência a um dado fabricante, 
alem de nossibilitar uma integração com outros equipa
mentos. ~ necessário, também, se notar que os equipa -
mentes disponíveis são determinantes das caEacidades 
funcionais realmente utilizáveis de um padrao em uma 
instalação específica. 

Apesar de todas estas vantagens apresentadas,a pa 
dronização dos sistemas gráficos interativos traz em si 
um custo em termos de perda de eficiência dos equipamen 
tos e mudança do estado atual. A perda de eficiência -
se dá mais ao nível de padrões para o programa fonte e 
não é um fator relevante para os computadores de médio 
e grande porte. 

A nrudança dos equipamentos e/ou programas de CAD/ 
CAM atualmente dispon1veis implicaria num custo certa
mente inaceitável a curto prazo. Entretanto, a evolu -
ção do estado atual será fortemente influenciada por es 
tes padrões. -

A necessidade do desenvolvimento de um núcleo grá 
fico para apoio de Projeto Assistido por Computador le-:" 
vou os autores deste trabalho a optar pelo padrão Core 
para implementação num computador CDC Cyber 170/835 com 
estações gráficas Tektronix 4114, pela sua característi 
ca tridimensional, sua simplicidade e eficiência. Para
implementação em um microcomputador nacional de 16 bits 
compatível com o "IIM-PC", o padrão GKS nível Oa está 
sendo estudado. 
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Sl.JM.1ARY 

This work presents the state-of-the-art on 
graphics standards for CAD systems. It results from 
the experience on the implementation of a graphics 
package and some programs for structural analysis and 
design at PUC!RJ. The motivation, the historical 
development, the basic concepts and capabilities of 
these standards are discussed. The computer graphics 
methodology, that leads to device independent packages 
and application program and programmer's portability 
is the prime justification for the standardization 
effort. The layered model for different levels of 
portability is reviewed. 
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ANALISE CIN~TICA 

A utilização de sistemas de projeto auxiliado por 
computador (PAC) foi introduzida na indústria aeroespa
cial norte-americana no início da década de 60, com o 
advento dos primeiros "displays" gráficos de baixo cus
to ligados a computadores e se tornou, desde então, uma 
poderosa e eficiente ferramenta aplicada a uma vasta va 
riedade de problemas de engenharia. A partir dos esfor-:: 
ços pioneiros na aplicação dessa tecnologia pela compa
nhia Loockheed-Georgia, que investiu pesadamente no de 
senvolvimento de programas aplicativos, o seu uso se 
alastrou às outras indÚstrias aeroespaciais, tendo sido 
utilizada em todas fases do projeto de aeronaves. [1] 
[2] 

A posição de um corpo rígido em movimento num 

O projeto dos mecanismos presentes nos sistemas 
de comandos , portas e trens de pouso envolve um número 
elevado de iterações análise-verificação para que se
jam satisfeitas a trajetória, as especificações de es
forços e a verificação de interferência geométrica com 
os outros componentes do avião. Com a crescente disponi 
bilidade de recursos computacionais, os métodos tradi-:: 
cionais gráficos ou analíticos de análise vem sendo pro 
gressivamente substituídos por métodos numéricos compu-:: 
tadorizados. 

A aplicação de computadores permite ao projetis
ta realizar análises detalhadas de mecanismos comple
xos com baixa probabilidade de erros e num curto espaço 
de tempo. A utilização de sistemas gráficos interativos 
possibilita ao projetista exercer toda sua ~riência 
para criar um projeto Ótimo, realizando uma s~tese por 
tentativa e êrro. [3] [4] 

O objetivo deste trabalho é descrever um sistema 
computacional para análise cinemática de mecanismos pla 
nos com auxílio de computação gráfica interativa. Este 
sistema permite o modelamento ou modificações interati
vos da geometria de um mecanismo formado por barras e 
juntas articuladas e possibilita sua análise diretamen
te num terminal gráfico. Como resultados são obtidos as 
diversas posições assumidas, curvas de acoplámento e 
gráficos de velocidades ou acelerações dos elementos do 
mecanismo. [5] 

No programa de computador elaborado empregou-se o 
método matricial de análise desenvolvido por Sparis e 
Mouroutsos, [ 6] , adequado a implementação em pequenos 
computadores, que pode ser aplicado a mecanismos planos 
com um número qualquer de graus de liberdade. Esse méto 
do usa a notação de vetores complexos de Raven para ins 
tituir equações matriciais para a posição, velocidades
e acelerações do mecanismoL introduzindo o tempo como 
variável fictícia. A soluçao dessas equações permite de 
terminar o histórico de posições, velocidades e acele-:: 
rações dos elementos do mecanismo por meio de integra
ção numérica. 
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plano, Fig. 1, pode ser obtida conhecendo-se a localiza 
ção de dois pontos distintos desse corpo pela equaçãO 
vetorial, 

[
RRlzl [ -1 1] J (1) 

[xj i yJ] é o vetor de posição do ponto. 

Figura 1 - Movimento de um corpo no plano. 

A posição de um mecanismo composto de m barras e 
n juntas, Fig. 2, é obtida pela generalização da equa
ção (1) 

onde, 

(2) 

A(m x n) é a matriz de conectividade do mecanismo, 
cujos têrmos akj podem ser 1, -1 ou O,conforme a 
barra k esteja ou não conectada à junta j .O sinal 
indica se a junta foi definida como inicial ou fi 
nal da barra, 
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R é o vetor de posição das jnntas do mecani..smo da 
dado por 
T T T T 

R = [R0 R
1 

••• ~] 

r = [r.) é a matriz diagonal com os comprimentos 
-v J das barras 
'V 

0 
'V 

[eiçj] é o vetor dependente dos ângulos de 
direção das barras. 

y 

Mn- 1 

Mn 

X 

Figura 2 - Mecanismo com m barras e n jnntas. 

O sistema de equações lineares, eq. (2), permite 
determinaT a posição das jnntas do rrecanismo conhecidos 
os comprimentos e ângulos de direção das barras. Devem 
ser resolvidas m equações para a determinação de n in
cógnitas, sendo m > n. Uma das equações pode ser elimi
nada tomando-se tuna das jnntas fixas do rrecanismo como 
origem das coordenadas. As demais equações rednndantes 
são devidas à dependência linear entre o movirrento de 
duas ou mais barras, o que ocorre para mecanismos onde 
se usam malhas rígidas para sinular barras solidárias 
ou planos de acoplamento. 

E~ações de velocidade - Derivando a equação 
posiçao o rrecan1smo em relação ao tempo, e usando 
propriedade r 0 = e r ' obtém-se, 

~'V ~ -'V \1 

A R = [i r 0 0] 
'V 'V 'V 
'V 'V 'V m 

de 
a 

(3) 

onde o (•) denota derivada em relação ao tempo, e 
w = [Çj] é o vetor de velocidades angulares das barras. 
-v A presença do vetor de velocidade de deformação 
axial, t , na equação (3) mostra que o método permite 
simular'Vmecanismos com barras de comprimento variável. 

A equação de velocidades do mecanismo (3) , não po 
de ser resolvida diretamente, uma vez que, para um rreca 
nismo cinemáticamente consistente, são conhecidas as ve 
locidades de algumas jnntas - as jnntas fixas por exem": 
plo -, e as velocidades angulares ou de deformação das 
barras motoras. O sistema deve inicialmentej?assar por 
uma transformação onde são sepuadas as incognitas dos 
têrmos conhecidos. Assim os termos associados à veloci
dades desconhecidas de barras são passados para o lado 
esquerdo de (3) enquanto aqueles correspondentes as ve
locidades conhecidas de jnntas são transferidos para o 
lado direito. 

Equação de acelerações - Derivando a equação (3) 
em relaçao ao tempo, obtem-se a equação de acelerações 
do mecanismo, 

A 'n = [i r 0 0] 
:t :t :t [~] . (4) 

onde V=[i ~ w - r w w] 0 é o vetor que depende somente 
'V~ :t:t% 'V 

dos comprimentos e velocidades correntes das barras do 
mecanismo. 

O sistema de equações de acelerações (4) deve pas 
sar pelo mesmo t~ de transformação das equações (3) ,
separando as incognitas dos têrmos conhecidos. 

Geração do movirrento - As velocidades e acelera
ções das bãrras do mecan1smo determinadas pela resolu
ção das equações (3) e (4), permitem calcular sua posi 
ção no instante subsequente por, · -

r(t+ót}=r(t) + ót r(t) + l2 ót 2 r(t) 
'V 'V 'V 'V 

(5) 

ç(t+ót}=Ç(t)+ót w(t)+ l2 ót2 w(t) 
'V 'V 'V 'V 

&!bstituindo os parâmetros calculados por (5) no 
vetor de termos independentes da equação (2) é possível 
então determinar a nova posição do mecanismo. 

A integração numérica, eqs (5), introduz erros da 
ordem de ót 2 nos novos valores de comprimento e ângulo 
das barras. O aCUJrulo de erros pode ser percebido pela 
variação do comprirrento de barras com comprimento fixo 
e pelo desvio de trajetória para mecanismos com trajetó 
ria conhecida. -

Em [6] é sugerido o uso de um esquema de integTa
ção do tipo Ereditor-corretor, ou o empr§go de mais te~ 
mos da equaçao (5) a fim de melhorar a precisão do IIÉto 
do. As experiências numéricas realizadas mostraram que 
incrementos que conduzam a variação angular menor que 
5° na barra motora não introduzem erros perceptíveis. 

O método apresenta resultados completamente erra
dos quando o mecanismo é forçado a entrar numa região 
fisicamente impossível. O mecanismo tenta se adaptar à 
nova situação deslocando abruptamente uma ou mais jnntas 
dadas como fixas. Evidentemente os resultados obtidos 
nessas situações não tem significado devendo ser descar 
tados pelo pJojetista. 
DESCRIÇÃO DO SIS~ 

O prograrra de análise cinemática desenvolvido é 
composto de quatro módulos funcionais e um banco de da
dos onde é armazenada a descrição do mecanismo, Fig.3. 

TERMINAL 
GRAFICO 

EIS 
MODELA
MENTO ANALISE 

BANCO DE DADOS 

Figura 3 - Configuração do programa gráfico inte
rativo para análise cinemática de meca 
nismos planos . 

O módulo de entrada e saída (E/S) é a interface 
única do sistema com o usuário. &!a fnnção é tanto de 
leitura de dados gráficos ou alfanuméricos introduzidos 
pelo usuário, como para a saída dos resultados produzi
dos pelo programa. 

A definição geométrica e cinemática do mecanismo 
é realizada pelo mÓdulo de modelamento. Esse módulo se 
comunica dir~tamente com o módulo de E/S para permitir 
a definição interativa do mecanismo. A geometria fica 
completamente conhecida com a definição das coordenadas 
das juntas e da conectividade das barras. A especifica
ção das barras ou jnntas motoras, malhas rígidas e jnn
tas fixas definem as caract~rísticas cinemáticas do me-



caniSJJD. 
As :in:fonnações obtidas no oodelamento são introdu 

zidas num banco de dados cuja organização facilita a re 
cuperação dos dados para análise cinemática ou represen 
tação gráfica. Para cada elemento do necanisrno são arma 
zenados 4 tipos de infonnações: gráficas, geométricas --; 
topolÓgicas e cinemáticas. As características gráficas, 
que indicam ao prograna como será feita a representação 
do elemento, incluem um código de tipo de elemento-jun
ta ou barra -, e um t:Ódigo de visibilidade indicando se 
o elenento é visível ou não. 

As características geométricas indicam onde dese
nhar os elementos. Para cada junta são arnazenadas as 
coordenadas iniciais e no instante corrente. Para as 
barras são annazenadas as coordenadas iniciais e no ins 
tante corrente das juntas de incidência. 

As características topológicas mostram como o me
canisJOO é montado. Para cada junta são annazenados pon
teiros para as barras que a contém, e para cada barra 
são guardados ponteiros para as juntas de incidência. 

Co100 características cinemáticas são guardados um 
cÓdigo de valores conhecidos para velocidades e acelera 
ções e os correspondentes valores. As velocidades e ace 
lerações das juntas e barras no instante corrente sao 
tanbém annazenadas. ' ~ 

O módulo de cinemática é a implenentação do méto
do de análise descrito. Sua commicação com os outros. 
módulos é feita somente pelo banco de dados. 

APL I CAçOES 
Trem de Pouso - Na Figura 4 está representado o 

mecanismo pr1nc1pal de um trem de pouso típico em posi
ção levantada. O modelo para análise é construído dire
tamente sobre esse desenho tomando-se somente as linhas 
principais. A haste principal é sinulada pela barra AB. 
Para indicar que as barras CD e DE são solidárias, isto 
é, 100vem-se com mesrra velocidade e aceleração angulares, 
é introduzida a barra fictícia CE para fechar o triângu 
lo. O atuador hidráulico é representado ~ela barra de 
comprimento variável EF. A junta fixa A e tomada como 
junta de referência e eliminada das equações do movimen 
to 

Figura 4 - M:>delamento do mecanismo principal de 
um trem de pouso. 

A barra fictícia CE introduz dependência linear 
entre duas equações da matriz de conectividade A, equa
ção (2) , pois pode ser visto que a posição da junta C 
pode ser determinada conhecendo-se a posição das barras 
DE e CD, ou DE e CE. 

O mecanismo é EOSto em movinento imprimindo-se ve 
locidade de defornaçao unitária ao atuador representado 
pela barra EF, e suas posições são mostradas na Figura 
5. ~ interessante observar que a velocidade angular das 
barras CD, DE e CE manteve-se praticamente cons.tante ,en 
quanto que a da barra AB sofreu um aumento e posterior
diminuição durante o movimento. A posição aberta do 
trem de pouso corresponde a um ponto morto do mecanis100 
configurado pelo alinhamento das barras BC e CD. 

!{ separação das incógnitas dos termos conhecidos 
nos sistemas de equações de velocidades (3) ou acelera
ções (4), é possível tendo em consideração a igualdade 
entre o número de grandezas conhecidas relativas às bar 
ras e o número de incógnitas relativos às juntas.No sis 
tema de v~locidades' por exemelo' as 6 velocidades de 
defonnação. axial das barras sao conhecidas, enquanto 
são incógnitas as componentes x e y da velocidade das · 
juntas B, C e E. 
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Figura 5 - 1-by.imento do mecanismo do trem de pou
so da posição fechada para a posição 
aberta. 

Meéanisoo 2 GL - Para demonstrar a aplicabilidade 
do métodõ a mecamsmos com rrais de um grau de 1 iberdade 
foi -resol vidci o mecanismo da Figura 6. As juntas A e B 
são estacionária~ e o movimento é obtido conferindo-se 
velocidades angulares ·às barras AD e BE. 

o ·movimento resultante da aplicação de velocida 
des angulares' \.lfiitárias às barras AD e BE é mostrado na 
Figura 7, e .a trajetória desenvolvida pelo ponto de aco 
plamento C é representada na Figura 6. 

c 

Figura 6 - Mecanismo com 2 graus de liberdade e 
curva de acoplamento. 

Figura 7 - 1-bvimento do mecanismo com 2 graus de 
liberdade (wAD=WBE = 1 rad/s). 
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Para verificar a precisão do método, o mecanismo 
de 2 graus de liberdade da Figura 6 foi colocado em mo
vimento com velocidades angulares de 1 RAD/s' opostas , 
Fig. 8. Por se tratar de georetria simétrica a traj~
ria do ponto C é uma reta vertical. Para se examinar o 
desvio de trajetória a região em torno da junta C junto 
a um ponto morto do mecanismo foi ampliada cerca de 25 
vezes. Nessa região, representada na parte superior es
querda da Figura 8, pode ser visto claramente o afasta
mento do ponto em relação à trajetória exata. O erro,en 
tretanto, é da ordem de 25% do comprimento da barra me::
nor. 

Figura 8 - Movimento simétrico do mecanismo de 
2 graus de liberdade. 

A região em torno da junta B foi ampliada cerca 
de 50 vezes e representada na parte superior direita da 
Figura 8. Nesse quadro pode ser visto o deslocamento da 
junta, que foi dada como fixa, em relação a sua posição 
original. O afastamento máximo é constatado na posição 
correspondente ao ponto morto do mecanismo e é da ordem 
de . 50% do comprimento da barra nenor. 

CONCLUSOES 
Foi apresentadQ um sistema computacional gráfico 

interativo para a análise cinemática de mecanismos pla
nos que se constitui, certamente, num avanço em relação 
aos métodos convencionais anteriornente empregados, em 
termos de simplicidade e campo de aplicação. 

O sistema foi construído de forma modular e estru 
turado de modo a permitir que seja utilizado ao todo,ou 
em partes, como componente de programas mais complexos 
de análise dinâmica ou síntese de mecanismos planos. 

AGRADECIMENTOS 
Os autores desejam agradecer à EMBRAER S.A., por 

todos os recursos colocados à disposição durante o pe
ríodo de desenvolvimento deste trabalho. 

REFERENCIAS 

[1] Dror, B. , "Comp.1ter Aided Design at Israel Aircraft 
Industry", Comput. & Gmphics, v.3 , pp.93-105, 1978 

[2] Tesh:bna, A.N. , "Application o~ CAD in Aircraft 
Wiring Diagrams in the Brazilian Aeronautical 
Industry", Comput. & Graphics, v.8, aceito para pu
blicação. 

[3] Ricci, R.J . , "SPACEBAR - Kinenatic Design by Com
puter Graphics" ,~lications of Computer Graphics 
in Engineering, SP - 390, 1975. 

[4] Galleti, C. V. and Giannotti, E.I., "Interactive Com 
puter System for ~ Functional Design of -
Mechanisms" , C~!er - Aided Design, v.l3, n. 3 , 
PP· 159- 163, 1. - • -, 

[5] Pontes, M.R., "Sinulação Gráfica da Cinemática de 
Mecanismos Planos", ITA- Relatório Interno, 1984. 

[ 6] Sparis, P. D. and Mouroutsos, S. G. , "Cranking Planar 
Mechanisms on a Microcomputer", Comput. Meths .Appl. 
Mech. Engnrg., 40 (1983), 261-276. 

SUMMARY 

I.t i.A plteAented a. c.ompu,teJt me-thod 60Jt .the 
lúnemtLtic. a.nai.yhi.A o 6 pta.ruvt mec.ha.rú-6m.6 and m 
.únptemen;t;a;üort U.6.útg .útteJta.c.üve c.ompU-teJt g~ta.pfúc-6. A 
Jtec.entty developed matltix me-thod i.A U.6ed whic.h alio~ 
.the lúnemtLtic. cmalyhi.A o6 pta.ruvt mec.ha.rú-6m.6 wilh any 
rtumbeJt oó membelt-6 and degJteeA oó óJteedom. The me.thod 
IA.Il-6 U.6ed a.-6 .the k.eMel oó .the lúrtemlltic. a.nai.yhi.A module 
oó a. c.omplLteJt a-W.ed duigrt hljh.tem. Thi.A pMgJta.m a.Uo~ 
.the mode.UÁJ1g, veltióiclltiort a.rtd analyhi.A oó mec.ha.rú-6m.6 
JÚg h.t a..t .the .teJun.Ú1.tll. .6c.Jteert. OU-tput da..ta. ú1cl.udu .the 
c.ortó.{.gUJrJLt.ioYl-6 a..6.6umed by .the mec.ha.rú-6m.6 .út i.;á Jta.rtge 
o 6 .tJta. vel, c.oupteJt c.uiweA a.rtd v elo c.i.ty oJt a.c.c.elelta.tio Yl 

c.l-taM:-6. Exa.mptu o6 a.pptic.a.tioYl-6 Me fuc.U.6.6ed. 
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Sl.MMRY 

The. moü.on o6 a I!.O-f:.Oil dJúve.n by a c.on.6-tan-t dJúvin.g -f:.Oilque. -thllough an ~veMa.i 
joJ..n-t hcu, an oécil.l.a.ü.ng c.hMac.-te.l!. J..6 -the. joJ..rr:t ang.te. J..é no-t émal.e.; _J..6 -th0e. -<..6 no 1!.~ 
-ti!.J..c.ü.on on -the. ée.c.ondMy 11.0-tation o6 -the. ou-tpu-t éha6-f:. abou-t a ve.l!.ü.c.a.i ax..v.~ fuough 
-the. 6áe.d poJ..n-t, one. hM a éiJé-f:.e.m w.Uh ~o de.gi!.~U .o6 61Le.e.dom .. s~ve.l!.a.i moü.on phcu,u 
Me. poM..i.b.te.: Mlling, Mlling and élipp.<.ng, élipp.<.n~ and a ./ta..<.é.tng phcu, e. -to -the. é-0 
b.te. ve.I!.Üc.a.i poéJ..tion. The. papel!. duc.l!...i.bu -thue. moü.on phcu,u éhow.<.ng ée.ve.l!.a.i o6 ffi 
c.Mac.-f:.e.I!.Á..éÜ.c.é • 

INrRODUCTION 

The Cardan or the Hooke's joint is a classical 
problem in mechanics. Probably as most of the mechanics 
is solved in old papers, it is very unlikely to achi eve 
really new results . But with modem computation you can 
calcula te a lot, which again can show small aspects that 
weren't handled before. 

This work was suggested as one was trying to con 
firm experimentally analytical results in a paper sho~ 
ing new stability regions for Staude's permanent rota
tions of a gyroscope with damping [1]. These regions 
correspond to very flat bodies, the experiment repro
duced the model with a spherical pivot in the bottom 
and was driven from the top, in fact confirming the 
theoretical previsions (2] . 

Under the various attempts that were made to pe~ 
form the experience,there was one of a body initially 
resting on a supporting ring and driven through a Car
dan j oint. Wi th increasing veloci ty the system raises 
to a stable equilibrium position. It was decided to de~ 
cribe this problem and analyse its features, remembe
ring that if one should take into account the joint the 
analysis has to be essentially non-linear. 

Difficulties are probably the sarne ~or all who 
want to understand this motion. A wrong choice in the 
followed way may turn all equations to complex, and ~ 
nihilate the desire of physical comprehension. Further , 
the problem has two very distinct phases, the supported 
and the raised motion. 

It was decided to use a precession/spin analysis 
for the supported phase and the Cardan angles for the 
raised phase. The construction of the reference frames 
is almost didactical, in the sense that it shall stimu 
late the possibility to compare what is happening in -
the different coordinate systews. 

When the rotor is supported one decided to pre
sent results only for the constant driving toroue pro
blem, showing some phenomena in the pure rolling and in 
the slipping condition. Some results can be obtained dl 
rectly from the equations, other were detected in the 
numerical analysis. A more detailed analysis is still 
necessary in order to determine the physical reasons 
of some instability-like regions. 

In,the raised motion a linear analysis is made 
and only some non-linear aspects are investigated. 

Damping forces are very important but its simul~ 
tion must be precise: it is easily possible to attain 
non-conservative circulatory forces. If they are real 
or not must be verified with experiments. ln this pa
per only the damping in the joint itself will be consi 
dered. 
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EQUATIONS OF KITION 

It is considered a system like that represented in 
Fig. 1. A body, not necessarily symmetric, is driven 
through a Cardan joint. It is supported by a horizontal 
surface, as a matter of fact a circular ring, raising 
under certain circunstances to the uper equilibrium ~ 
sition. 

Figure 1 

The following considerations are made for the ana 
lysis: the joint , yokes, and the connecting shafts are 
massless; there is a viscous damping in the joint due 
to the motion between the yokes and the coupling cross. 
Dimensions are given in the figure. Externa! damping on 
on the body will not be included in this paper. 

There are severa! possibilities of coordinate sy~ 
tems for the description of the motion. To allow a de~ 
per insight in the physical raeaning of the relations 
between motion coordinates this point is dicussed 
throughout. According to Fig. 2 severa! rotations are 
defined, from a common inertial frame I to a common b~ 
dy fixed (and principal axis of inertia) frame S. 

One observes also that the driving yoke executes 
a rotation in the horizontal plane A C E, and the dri
ven yoke in the oscillating plane J C I. Both planes i~ 
tersect on axis O C, which was defined for the rotation 
of the joint angle o. 

There can be written all the transformation matri 
ces between these coordjnate systems. For instance, the 
transformation between R and R, necessary to write the 
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vector 

R _RTR R 
v- · v 

can be obtained as 

RTR= 
[

cos 1/J 

sin 1/J 

o 

-sin 1/J 

cos 1/J 

o 
:I , where O = e - • . 

There are severa! relations connecting the defined 
angles. The best way to visualize them is obtained using 
properties of spheric trigonometry. In Fig. 2 there are 
represented severa! spheric triangles. In spite of ha
ving been included for completness, the Inertial Cardan 
rotation will not be used in this paper. 

The basic property of the cross i.e. the orthogo
nality of its arms; ccn be obtained immediatly using the 
law of cosines for the oblique spherical triangle B C I 
of Fig. 2. 

sin 1/J cos y- cos w sin y cos õ =O. 

The cinematic restraint is obtained by derivation 
and reads in the general case when ô r cte 

l 
Y. = (ljJ cos ô + ô sin ô sin 1/J cos ljJ) . 

l-sin2ô cos 2 1jJ 

/ 

M 

.~a ô L 

B~l 90" 

9Q-(9-0) 180"-0 5' c .. 

• 

The motion analysis of the body wJ.ll be done with 
the Euler rotations when it is suppor1led and with the 
Coupling Cross Cardan r_otations when it .is raised. Th!:_ 
re are severa! simplifications in the equations when 
this is done in this way. Observe that when the body is 
supported the contact point with the surface is in the 
LNF plane, wh~eas the cross h as i ts principal axes 
alongO B andO I. 

If A, B, C are the principal moments of inertia 
in frame S (therefore about O), then with 

I = A cos 2 y + B sin2 y X Iy =A sin2 y + B cos 2 y, 

I = (A - B) sin y cos y z 

one has wi th ô = cte in the supported motion and 
using the Euler equation for the rotating frame Rl. 

-IX ~+ Ixy cos ô ~ 2 + 2 Ixy ~ y = Lx /sin ô, 

-I ~ + (C - I ) cos ô $2 + (A + B + C -xy X 

-2 IX) $ y =L /sin ô, y . 

C cos ô ~ + Ixy sin2 ô $2 +C y = Lz. 

The extemal moments are due to the Cardan joint, 
to the weight, to the contact with the surface (giving 
raise to a normal and a friction force) and to the dam 

ROTATIONS 

A) Coupling Cross 

I(A D L) _J_ R(B E L) __LRl(B I M)_LS(G I N) 
I R iü 

Z X y 

e - input velocity in the Cardan 
~ - velocity between input yoke and cross 
8 - sarne, cross/output yoke . 
a, 8 - angles in a frame rotating with e 

B) Euler 

I(A D L) _j_ R(F C L) _L Rl(J C N)__i_ S(G I N) 
I R Rl z y z 

$ - precession velocity 
y - spin velocity 

C) Inertial Cardan 

I (A D L) -ª-- I1 (A P Q) _L I2 (R P N) _i_ S ( G I N) 
I Il I2 

X y Z 

â, ~ - angles viewed from an inertial observer 

REIATIONS FROM SPHERICAL TRIOONa4ETRY 

sin a = sin ô sin y 

sin 8 = sin õ cos 1jJ 

tan 1jJ = cos ô tan y 

tan a = tan õ sin 1jJ 

tan 8 = tan ô cos y 

cos y = cos a cos 1jJ 

cos ô = cos a cos 8 

Figure 2 
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ping The equilibriurn of the cross may be written in 
the frame ~ (Fig. 3) and comprises the driving torque 
(M, M3) , the nonnal moments to the yokes (M1 , ~) and 
the dãrnping· (Ma , Ma2) • It can be shown that the Cardan 
introduces the following moments on the output yoke: 

lü M 
L=-c cos a [:]. Rlln. = d 

[

-a ] 
- B 

a tan :X 
/ 

where d is the coefficient for viscous damping between 
the yokes and the cross . The other moments can be veri 
fied to be 

_ [mge sin a cos BJ 
1\G = mge sin a 

o 

Figure 3 

ln the rais ed motion , using the Euler equation in 
fr ame R l the above expressed moments (F a = N = O) ] one 
has the following non-linear system of equations: 

-12 cos a e + (A cos 2 B + C sin2 a) a - 2 12 ~ B - d a + 

-11 éS -13 é
2 sin a cos a - mge sin a cos a= O, 

B t an a e -l- B B + 12 ;_2 + 11 e a + d a /cos a + 

-1 2 S2 cos 2 a - mge s in a cos a= O, 

.. 
+ (2 B - r1) a a + 2 12 8 cos 2 a a + 2 r3 e sin a cos a ci =M. 
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where 

11 = (A (1 - 2 sin2 B) + B + C (1 - 2 cos 2 a)] cos a, 

Iz = (A - C) sin a cos a, 

and e is the input velocity in the Cardan joint. 

SUPPORTED MJI'ION 

Second arder effects are present on the output ve 
locity of the Cardan joint. One will search in this pa
per how this will affect the motion of the considered
body, therefore it is implicitly necessary a non-linear 
analysis. Using Euler angles, which seem more adequate, 
the system is analysed and integrated. Two different 
physical situations may occur. If there is a rolling 
motion then the velocity of the contact point is zero, 
i.e., 

y = -~ (cos o + p sin o) , p = R/R. , F a~ 1J N , N > O, 

and when there is slipping, wi th fricction coefficient 
].J , then 

Fa = 1J N , y + ~ (cos o + p sin o) t O , N > J. 

One of these conditions, the thrce equations of motion 
and the cinematic restraint imposed by the Cardan joint 
are sufficient to obtain the unknowns: F , N, y, ~ and 
~ or M. The problem was investigated witfl constant in
put velocity and constant driving torque. Results are 
presented only for constant torque. 

For the roll~g motion it is possible to obtain 
N as a function of ~ and lji, using the joint restraint 
(for y) . One can show that there is no raising possibi 
lity (N > O always). -

Due to the complexity of the equations it is dif 
ficult to obtain other general informations. Therefore 
it was decided to integrate the system of equations 
using conventional Runge-Kutta programms, and loo~ for T 
particulari ties . ln the rolling phase the veto r l ~ , y ,lji] 
was used, respectively with the equation of dynawics, 
rolling condition and the joint restraint. If F > 1J N 
then the slipping condition is F = 1J N, it occnrs slip 
and in this case it was used l~~ y, y , 1jJ JT . The equa 
tions may be transfonned to obtain one in (fi and one in 
y . If the rolling condition was re-established as va 
lid then, if Fa ~ 1J N the system re-enters in the roi! 
ing phase. It 1s always checked if N < O, i .e., if the 
system is tending to raise. Results are presented in 
Fi g . 4 and S. 

RAISED MJI'ION 

The ~alysis will be limited to constant input 
veloci t y e = n . One sees from the equations that the 
motion with a and B is independent on the driving tor 
que M. Stability in the linear sense is obtained -

for n2 > mge/ (C - B) and n2 > mge/ (C - A) 

There is no influence of the damping on these limits, 
as by Thomson-Tait-Chetaev stability exists if damping 
and sti ffness matrices are positive definite. Experi
mental verification of this fact was dane with the ex 
periment of Fig.l. -

The physical understanding of what happens with 
the body when analysed in a rotating frame having velo 
c jties â an~ B is maked ~asier when the corresping -
precession ( ~) and spin (y) velocities are known. lt 
can be demonstrated that 
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Fig. 4: Motion depending on driving torque 
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Fig . 5 : Motion depending on damping in the j oint 
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'~·- 1 . ··; 

<P = a - (cos ex sin B cos B ex - sin ex S), 

1 - cos 2 ex cos 2 B 

. 1 
y = (sin B Õ. ~ ,sifl à cos ex aos B B) . 

1- cos 2 ex cos 2 B 

Observe that evidently when linearized <P = a - y. 
It is possible to have permanent solutions (besl 

des that of the upper equilibrium position) but only 
for a syrranetric body. They are obtained from the equa
tions of motion with ex= cte and B = cte. Then: 

cos ex cos B = cos o = mg_e 
(C - A) n2 

(A= B) 

is an equilibrium solution. It corresponds to a preces
sion wi th cons tant j oint angle o, i. e. , there is no mo 
tion between the yokes and the cross. 

CONCLUSIONS 

Supported motion/Rollin~ phase. Does not raise. 
Precession veloc1ty negativeor positive driving tor
que . Normal force increases with time when no damping, 
reducing the necessary minimum friction coefficient. 
When damping is zero, if it begins rolling, it keeps 
rolling. When damping is different to zero it may con 
verge to a quasi-periodic solution with small oscilla~ 
tions in precession and spin . 

Supnrted motion/Slipping thase. Raising always 
happens ~er Sllpplllg and norma ly when precession ve
locity is positive, i.e., when the system is carried 
along by the driving torque. For specific combinations 
of driving torque and damping in the joint there are 
regions with a very rapid increase in spin and other ve 
locities, like if damping were acting in a non-conserva 
tive way . -

Raised motion. Linear stability depends on the 
smaller difference (C - B) or (C - A) . Damping in the 
joint doesn't influence these limits. ln symmetric sys 
tems there is a equilibrium solution, besides the triVial . 
For starting conditions ex or B f O, ã = 8 =O, if A> B 
then ex f O,B = O will be stable for smaller n. The rever 
se being also true. 
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SUMÃRIO 

Estuda-se o movimento de uma centrífuga acionada 
por intennédio de uma junta universal e que possui um nú 
mero varíavel de graus de liberdade. O sistema pode es-
tar apoiado numa superfície sobre a qual ocorre rolamen 
to ou escorregamento e, em certas condições, pode se er 
guer procurando a posição de equilíbrio superior. Anaií 
sa-se as características físicas das diversas fases do
movimento, bem como a influência da variação de parâme
tros. 
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SUMÃRIO 

ú-te :tJLa.baf.ho deAc.Jteve o pll.ojuo mec.âlúco e o pll.ojuo de um ô-iA.te.rru de col'l.tll.o.te 
de veioúda.de de uma Jtoda. de Jte.a.c.ão com c.a.pa.Uda.de de 2Nmô. Uma. Jt.Oda. de Jte.a.c.ã.o ê. um 
fupoô-i .. tivo a..tu.a.dolt de ô.iA-temló de col'l.tll.o.te de atitude de ~a.tê.Li.teA aJr.-ti.6J._c.ÁJJ..,Ú, que 
opeJt.a. ugundo o p!U.nclp.<.o da. .tJtoc.a. de qua.ntida.de de mov-imento a.nguia.Jt el'l.tlz.e a. Jt.Oda. e 
o ôa.tê.Li.te. A Jtoda. de Jtea.cã.o, a..tua..tmen-te em 6Me de conõ.tltuc.ã.o no Inõti-tu.to de Puq~ 
ôa.ô Eôpa.c.úU.ô, õeJtá. u:üUza.da. em enõa.-i.oô de óiô.temló de col'l.tll.o.te de a.t-Uude ôobJte m!_ 
ô a.ô de mancai. a. a.Jt • 

INTRODUÇÃO 

Uma das opções mais utilizadas no controle da ati 
tude de satélites artificiais é a roda de reação. Nes 
te caso, o sistema de controle de atitude comanda os 
motores das rodas acelerando-as ou freiando-as. O tor 
que nelas aplicado a~ no satélit~ em sentido contr~ 
rio, o que toma poss1vel a absor~o de impulsos an~ 
lares perturbadores externos que sao armazenados na ro 
da na forma de lDll incremento na sua quantidade de rovT 
mento angular (q.fA.). _ _ _-

As rodas de reaçao sao projetadas para a operaçao 
com velocidade média igual a zero. Isto significa que 
elas são ora aceleradas em um sentido, ora em outro, 
acompanhando o sentido dos torques cíclicos (p.ex.: de 
vido à pressão de radiação solar) que atuam no satélT 
te. A existência de torques não-cíclicos (p.ex.: devi 
do ao arrasto aerodinâmico) tende a saturar a roda. 
Quando isto ocorre é necessário dessaturá-la, o que ~ 
de ser feito através de dispositivos como jatos de gas 
e bobinas magnéticas. 

As rodas de reação operam nos modos de manobra e 
apontamento. No modo de manobra o satélite sofre gr~ 
des deslocamentos angulares.No modo de apontamento as 
rodas exercem controle da atitude de forma contínua e 
com alto grau de precisão. 

Este trabalho apresenta o projeto de um protot1po 
de roda de reação a ser utilizado na execução de tes 
tes de sistemas de controle de atitude sobre uma mesa 
de mancal a ar de lDll eixo. A Figura 1 rostra lDll esboço 
do sistema da roda de reação montada sobre a mesa de 
mancal a ar. 

Figura 1 • Roda de reação montada sobre a mesa de 
mancai a ar. 
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DESCRICAO DA RODA DE REAÇAO 

Sob o aspecto construtivo, as rodas de reação são 
dispositivos eletromecânicos constituídos por lDll motor 
que aciona lDll volante. 

A maioria das rodas de reação qualificadas para 
vôo utiliza mancais de rolamento. O projeto destes man 
cais apresenta graves problemas tecnolÓgicos. Ele deve: 
a) ter vida de anroximadamente dez anos, sem qualquer 
tipo de manutenção; b) conservar suas características 
de atrito constantes com o tempo e com a temperatura, 
nos menores níveis possíveis. A passagem da velocidade 
de rotação por zero é o grande problema dos mancais. 
Ela provoca contato metal-metal, o que, além de d~ 
nuir drasticamente sua vida, introduz não-linearidades 
que dificultam o controle da roda. 

No projeto em questão o volante apóia-se em um 
mancal de rolamentos de esferas de contato an~lar. Os 
rolamentos utilizados são da classe de precisao ISO P4 
em montagem "O". A pré-carga na montagem é de 50Nm. A 
precisão dos rolamentns exige precisões semelhantes 
nos assentos do mancai. Todas as superfícies devem ser 
acabadas em operações de retífica fina, para garantir 
as tolerâncias dimensionais de forma e de posição exi 
gidas pelos rolamentos. -

A lubrificação dos rolamentos deve ser permanente 
e estável ao longo do tempo, propiciar baixo atrito e 
ter bom desempenho na ampla faixa de rotações coberta 
pela roda. O lubrificante escolhido é um Óleo sintéti 
co com v=69rmn2 /s a 400C e I.V.=235. 

O volante é desenhado como um disco simples. A 
otimização do seu perfil será feita em estudo post~ 
rior. 

O motor utilizado é de corrente contínua do tipo 
"frameless", montado sobre o mesmo mancal do volante. 

A medida da velocidade angular é realizada por um 
tacômetro óptico digital. Na primeira versão da roda o 
elemento sensor é lDll "encoder", que será substituído 
por lDll disco dentado. 

A Tabela 1 e a Figura 2 fornecem as principais es 
pecificações e uma vista em corte da roda de reação. 

Tabela 1. Especificações da roda de reação 

q.fA. = 2Nms 
Rotação máxima = 2000 (rpm) 
Iorque máximo de reação = O, 14 (Nm) 
Potência máxima do motor= 60(W) 
Corrente máxima do rotor = 2 ,82 (A) 
Diâmetro/Altura = 255/246 (mm) 
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Figura 2. Vista em corte da roda de reação. 

DESCRIÇÃO 00 SIS'I1MA DE CONTROLE 

Nesta primeira etapa do projeto decidiu-se cons 
truir um sistema de controle de velocidade para a rodã 
de reação. Este controle terá como finalidade a reali 
zação de manobras com a nesa de mancal a ar, de testes 
do desempenho da roda e do teste de todo o aparato que 
deve ser colocado sobre a mesa para a realização de si 
mulações. -

O controle é do tipo PI; o acionamento do motor-é 
do tipo PWM e a realinentação é feita por um tacôme 
tro digital. A opção por um controlador PI deve-se ã 
necessidade de seguir perfis de velocidade do tipo tra 
pezoidal. Optou-se pela abordagem de controle discre 
to a despeito da alta frequência de amostragem exigidã 
pelo "encoder". A Figura 3 mostra um diagrama dos sis 
tema de controle. 

O::><>lb 

SINAL OE REFERÊNCIA 

Figura 3. Diagrama do sistema de controle. 

A Figura 4 mostra a malha de controle com os seus 
amostradores. 

ê"tal 

Figura 4. Malha de controle. 

As funções de transferências são apresentadas na 
Tabela 2, onde: 

K = sensibilidade proporcional; 

Ti = tempo integral; 

Kt = constante de torque; 

Kb =constante da f.c.e.m.; 

~ = resistência do motor; 

Jr = momento de inércia da roda; 

Jt = momento de inércia da mesa; 

C = coeficiente de atrito viscoso; 

T = tempo de discretização; 

E = amplitude do sinal do PWM; 

R = valor máximo do controle; 

B 

a 

b 

C(Jt + Jr) 

Jt Jr 

B (1 + Kt~)· 
R C ' 
m 

EKt 

R(~C + KtKb) 

Tabela 2. Funções de transferências 

Controlador: G1 (s) 
-Ts ) 1 ) (1-e _ K(1+ T.S 
- l. 

M:>tor + Carga + 
PWM: 

G2 (s) = ___ > 

s+a 

Integrador: G3(s) 

Tacôníetro: H(s) 

s 

Cl-e-Ts) 
T 

L~ 

(1) 

(2) 

(3) 

(4 ) 

A função de transferência em malha fechada é dada 
por (5). A mesma equação aparece escrita em (6) na 
forma de transformada z. 



S* (s) = 
w*(s) 

G!(s)GHs) 
(5) 

e(z) = 
w(z) 

(z-e-aT) 

(6) 

A função de transferência do erro é dado por (7) 

e(z) 
(7) 

w(z) 1-H(z)G1 (z)GzG3(z) 

A aplicação do Teorema do Valor Final para as en 
tradas degrau e rampa unitários mostra erro zero para 
o degrau e erro em velocidade dado por (8) : 

e=-
T. 

1 

Kv bK 
(8) 

A substituição dos valores numéricos em (6) leva 
a (9): 

ã (z) = 

w(z) 
1 + 

-2,740x10- 3K[z-(1-T/Ti)] 

(z-1)(z-9 998x10- 1
) 

1,380x10-3K[ z-(1-T/Ti)](Z+9,801x10-1
) 

z(z-1)(z-9,998x10- 1
) 

(9) 

Fazendo T.=6x10- 3, um dos zeros da malha aberta 
fica igual a o;5. A Figura 5 mostra o lugar das raí 
zes da função de transferência (9) com T.= 6x10- 3 e X 
valendo 1 e 5 . 1 

R e 

-I 

Figura S. Lugar das raízes. 

X POLOS 
O ZEROS 
6 K•l 
D K•G 

lm 
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As raízes mostradas são 6, 77 x 10-
4 e O ,9989 ± 

i 0,0369 para K=1 e 3,39x 10- 3 e 0,9948 ±i 0,0826 ~ 
ra K:5. -

O sistema tem comportamento assintoticarnente es 
tável pelo fato de ter todas as raízes dentro do cír 
culo unitário. 

CCMENI'WOS 

Este trabalho descreve, de modo resumido, o pro 
jeto da primeira versão de uma roda de reação. Em fun 
ção de ser um protótipo, essa roda será utilizada prm 
cipalrnente em ensaios de laboratório,cornandando as mã 
nobras de uma mesa de mancai a ar que suporta partes 
do sistema de controle de atitude. Essa primeira ver 
são, após testada, servirá de base para os desenvolv1 
rnentos futuros que incluem, na parte de controle, um 
controlador de torque centrado em rnicroprocessador, e 
na parte mecânica, o aperfeiçoamento do mancai e me 
lhores projetos do volante. -
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INTRODUÇÃO. 

Este trabalho tem como objetivo apresentar estu

do .básico de um mecanismo composto de elementos artic~ 

lados tensionados com cabos por elementos elásticos, 

sendo estes responsáveis pela estabilidade de cada el~ 

mento. Dessa forma, analisa-se a tendência de comport! 

mento da estrutura quanto a variação das forças inter

nas aplicadas em cada elemento através de seus cabos e/ 

ou a influência da aplicação de forças externas em um 

ou mais elementos. Com isso tem-se uma estrutura com 

grande flexibilidade de deslocamento pela possibilida

de de ação direta em cada elemento através de seus ca

bos. Esta estrutura pode encontrar aplicação na cons

trução de colunas flexíveis, braços e mãos mecânicas, 

etc. 

DESCRIÇÃO DA ES1RU1URA. 

A estrutura apresentada nas Figuras 1 e 2 é cons. 

tituída de um elemento fixo como base e N elementos mó 

veis idênticos , acoplados entre si por eixos nos cen

tros de rotação de cada um. 

Os elementos móveis possuem um cabo de cada lado, 

tensionado por elementos elásticos com regulador de 

tensão inicial. 
Surge inicialmente a questãi de como se configu

r a os ligamentos do cabos de cada elemento móvel e, em 

consequência, qual o comportamento da estrutura para 

cada tipo de ligamento proposto ? 
Dos vários tipos imagináveis de ligamentos dos 

cabos, faz-se aqui a análise da estrutura em que os ca 

bos de éada elemento móvel tem como referência o ele

mento fixo; ou seja, passam pelos correspondentes ori

ficios dos elementos anteriores até o elemento fixo. 

ANÁLISE nA ESTABILIDADE nA ES1RUfURA. 

Na análise da estabilidade da arti culação de ca 

da elemento móvel , são observadas al gumas simpl ifi-

cações para facil i tar a abordagem do probl ema : 
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Figura 1. Estrutura com N elementos. , 0 (I) =O 
(I= 1,2, .• ,N) 

1) a estrutura se encontra localizada conforme Figura 

1 ao longo do eixo Z, tendo cada elemento possibilida

de de rotação no plano X-Z. A força da gravidade atua 

com sentido contrário no eixo Z; 

2) os cabos são rígidos, elementos elástico são flexí

veis de acordo com a fórmula F = KX; 

3) a influência dos momentos resistentes gerados pelas 

forças de atrito são despresadas face a adequada lubr! 

ficação das partes móveis da estrutura, a pequena di

mensão dos raios dos eixos dos centros 'de rotação de 
cada elemento móvel e a limitação em pequenos angulos 
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da variação angular de cada elemento. Com isso , as fo!:_ 
ças de sustentação e movimentação se propagam de modo 
uniforme ao longo dos cabos sendo identicas em qualquer 
ponto dos mesmos. Dessa forma, basta analisar o compo!_ 
tamento de apenas wna articulação, pois se pode supor 
ser o elemento inferior fixo e o elemento considerado 
procura sua posição de equilíbrió. 

Figura 2. Estrutura com N elementos. e (I) 0°. 

(I = 1,2,3, ... ,N) 

Foi constataQ.o que o angulo ~ deve ser menor ou 
igual a zero para que cada articulação tenha estabili
dade [2], Para I =~acarreta AZ=O, assim para~~ O 
obtem-se: 

ELl (J) = [ (BZ - AZ) 2 
+ 2 . (R2 - AZ . BZ) . (1 - cos ( 8 (J))) + 

+ 2. R. (BZ -AZ). Sin(8(J))] l/2 (1) 

EL2 (J) = [ (BZ : AZ) 2 
+ 2 . (R2 - AZ . BZ) . (1 - cos (8(J))) -

- 2. R. (BZ -AZ). sin(e(J))]l/2 

Dl(,J) = [(BZ-AZ). R. cos(e(J)) + (R2 -AZ. BZ) 

. sin(e(J))] /ELl(J) 

D2(J) = [(BZ -AZ) . R. cos(e(J)) - (R2 -AZ. BZ) . 

. sin(e(J))] /EL2(J)) 

J=l,2, ... ,N 

(2) 

(3) 

(4) 

EQUACIONAMENTO DA ESTRUIURA. 

A estrutura é analisada considerando-se inicial
mente a ação das forças internas; ou seja, submetida a 
seu prórpio peso e a variação da tensão aplicada nos 
cabos. Pelo que, é analisada a partir do elemento fixo 
em direção a extremidade. Assim, considera-se que o 
sistema esta em equilíbrio e estabelece-se a equação 
para a articulação do elemento móvel mais próximo ao 
elemento fixo. Passa-se, então, para a articulação do 
elemento seguinte, baseando-se no fato de que, estando 
o conjunto em equilíbrio, pode-se considerar a porção 
da estrutura que fica em direção ao elemento fixo como 
sendo rígida, obtendo-se a segunda equação do sistema 
e assim sucessivamente até a articulaçao do elemento 
extremo. Desta forma tem-se o sistema: 

E M(I) = O ou 

N - N N 
[E Fl(J)J. Dl(I)- [E F2(J) . D2(I) - E [ W(J) 
J=>I J=I J=I 

. CRG (I , J) ] = O 

para I= 1,2, •.. ,N; 
sendo 

F1 (J) Kl(J) . [Xl(J) + (ALl(J) - ELE(J))] 
(S) 

e 

ALl (J) 
J 

[E ELl(J)] + (J - 1) . AZ , 
K=l 

ELE(J) = BZ • J - AZ 

F2(J) = KZ(J) . [X2(J) + (AL2(J) - ELE(J))] 

onde 

J 
AL2(J) = [ E EL2(K) J + (J - 1) • AZ, 

K=l 

EL2 (K) definido por (2) . 

(6) 

(7) 

Dl(I) e D2(I) são definidos por (3) e (4) respectiva
mente. Para o estabelecimento de CRG(I,J), faz-se: 

I 
SS (I) sin [ E e(L) ] c 8) 

L=l 

assim, pode-se escrever que: 

CRG(I,J) =H . SS(I) para I= J (9) 



e 

• J-1 
CRG(I ,J) = H. SS(J) + .ALAMB. [ K~I SS(K) ) para 

I<J (lO) 

Montado o sistema de equaçõ~s representativos da 
estrutura sujeito a ações internas, pode-se a partir 
dai considerar a ação de forças externas nos elementos 
.ÕVeis (Figura 3) • 

J r 

Figura 3. Ação de forças externas . 

Como em (8) , faz-se: 

I 
SC(I) = cos [ E e (L)-~ . 

L=l 

Pode-se escrever para o eixo Z que: 

LV(I,J) =R . SS(J) para I = J (11) 

J-1 
LV(I ,J) = R. SS(J) + ALAMB . [ E SC(KJ J para 

K=I 

I < J (12) 

Desta forma, para o eixo X: 

lli(I ,J) = R. SC(J) para I = J (13) 

J-1 
lli(I ,J) = R . SC(J) - ALAMB . [ E SS (K) J para 

K=I 
I < J (14) 
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Utilizando-se as componentes das forças externas 
atuantes em cada elemento, pode-se escrever que: 

FES(I) = FEX(I) . sin(ALF(I)) (15) 

e 1 lu I 

FEC(I) ;o FEX(I) . cos (ALF(I)) (16) 

As equaÇões de influência dos momentos causados 
pelas forças externas em cada articulação são: 

N 
E MEX(I) = t [ FEC(Kj LV(I ,K) - FES(K) 

K=L 

LH(I ,K) ] 

para I = 1,2, ... ,N 

Incorporando-se a in:fluência dos momentos causa
dos pela forças externas obtidas em (17) ao sistema an 
teriormente obtido, chega-se a: 

E M(I) = E MEX(I) ou 

E M(I) - E MEX(I) = O 

para I = 1, 2 , .•. ,N 1 

Tem-se assim o sistema de equações para a est~ 
tura com o ligamento dos cabos proposto, considerando
se a ação da variação das forças internas e f0rças ex
ternas. 

As únicas incÕgni tas no sistema são os angulos 
e (K) para (K = 1 , 2 , ••• ,N) . 

A rotação dos elementos da estrutura foi analisa 
da no plano visando simplificar o sistema, sendo a es
te permitido analisa-la em três dimensões, se feitas 
algumas alterações na configuração dos centros de rot~ 
ção dos elementos e trabalhando-se com pares simétri
cos, de cabos, formando planos de comportamento . 

REsOLUÇÃO IX) SISTEMA DE EQUAÇOES. 

O sistema de equações obtido em (18) é não li
near e sua resolução constitui um problema bastante 
complexo. Leve-se em consideração que a resolução por 
método analítico é muito trabalhosa e para uma estru
tura com muitos elementos pode ser até impossível. Foi, 
então, empregado um método numérico desenvolvido por 
Brown e Conte [3] . O algoritmo foi eJ11>regado na forma 
da subrotina NLSYSl [ 4] . 

Além dessa subrotina, o programa utiliza mais oi 

to, que sao: 
INPUT - fornece o arquivo de dados; 
PRINCI - controla a sequência de chamada das subroti-
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nas para a resolução do problema e realiza processo se 

letivo para a limitação angular dos elementos móveis; 

OUTDAD- comanda a impressão do arquivo de dados; 

AUXFCN - é responsável pela estruturação da cada41oua
ção do sistema; 

VAUXl - auxilia AUXFCN, calculando os IIDmentos inter

nos e externos atuantes em cada elemento; 

VAUX2 - utilizada para reajustar valores da limitação 
angular de qualquer elemento; 

FORMUL - realimenta o sistema, testando os valores, de 

posição dos elementos, obtidos; e 

OUTPUT - comanda a impressão da resposta. 

O programa permite calcular estruturas com um n~ 

mero qualquer de elementos com geometria e solicita

ções impostas. Evidentemente, a cada elemento que se 

adiciona, o tempo de processamento cresce considerave! 
mente. 

Foi construido um protótipo da estrutura com o 

ligamento dos cabos proposto, para comparar os resulta 

dos obtidos no programa. 

CDNCLUSOFS. 

O trabalho apresentou resultados satisfatórios 

preenchendo o objetivo a que se propunha. 

A construção do protótipo se mostrou adequada , 

permitindo melhor visualização no comportamento da es

trutura, face aos resultados teóricos obtidos, possibi 

litando inclusive estrapolar o entendimento a outros ti 

pos de ligamentos analisados [2] . 

Apesar das limitações, o modelo matemático apre
sentou um bom comportamento tendo em vista a compar~ 

ção dos resultados por ele fornecido e os do protótip~ 

confirmando sua validade para o mecanismo proposto. 

Na análise geométrica da articulação de cada el~ 

menta móvel chegou-se a conclusão de que o centro geo

métrico da mesma deve ser o mais afastado possível do 

centro de rotação do elemento considerado e o mais pri 

ximo possível do elemento anterior de referência. 

No ligamento analisado, quando se impõe variação 

inicial de forças internas e/ou ação de forças exter
nas em qualquer elemento móvel, obtem-se resultados de 

posição com todos os elementos móveis tendendo a se 

compensar; ou seja, o elemento extrellD permanece para

lelo ao elemento fixo 
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SUMMARY. 

Th~4 pape~ deal4 w~th the analy~~~ oó 
movable jo~nt~ meehan~m~ that a~e eont~oled 
by eable~. A de~e~pt~on oó the ~t~uetu~e and 
oó the p~opo~ed jo~nt~ ~~ made, wh~eh ~~ 

óoUowed by a ~tab~lity analyú~ oó each jo~. 
The equat~on~ whieh ~imulate~ the ~y~tem be

hav~o~ due to va~iat~on~ oó the óo~ee~ app~ed 
~n the eable~ a~ well a~ exte~nal óo~ee~ 

a~e p~e~ented. Rout~ne~ óo~ the eomputalion~ 
and ~orne ~e~ult~ a~e ~ncluded. 
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SUMÃRIO 
Tendo eomo b~e a TeoAia ~ Po4~~ÕeA M~ptamente Sepanada4 - TeoAia PMS - uma 

Mf.u.~ã.o anal.Lüea da 4Zntue de meea~mo4 a!Lt.i.eui.a.do~ planM de qua.tlto ba.I!JuU> ê ap!te-
4entada pa1U.t ana.WaJt. M pitoblem~ da o1r.dem e ~nveMã.o geomê.:tlúea, no4 p!tojd.o4 que en 
volvem t.tr.ê.ó e• quatlr.o poú~ÕeA mu.Uiptamente 4epanada4 do plano mõve.e.. A Mlu~ã.o deA.tii 
pitoblem~ jã. 4e eneontlr.a deAenvolv~da de 601r.ma glr.ã.6~ea e o que 4e p!te.tende eon4eg~ ê 
uma mMolr. p!r.e~ã.o e !r.ap~ez na ob.ten~ã.o do4 !r.eAuUadM, 4em contudo ~po44~b~ a 
pa!t.tiupa.~o do p!toj~.ta. na4 e.ta~ de deAenvolv~ento do p!toid.o. O p!toeeA4o ê .todo 
eompu.tauorl4i. e um exemplo 4elr.à. ap!teAen.ta.do paJt.a demolt6tJr.alt. a ~ua validade. 

INfROOOÇÃO 

A síntese analítica de mecanismos articulados 
planos, baseada na teoria de Burmester, fundamenta-se 
no ponto de precisão, ou seja, a solução desejada e a 
real são exatamente as mesmas neste ponto. Contudo, o
correm problemas relacionados à ordem de deslocamento 
do plano móvel (plano do acoplador) 171 e à possibili
dade de deslocamento do sistema articulado através das 
posições de projeto (inversão geométrica) 161, 171 ,que 
devem ser solucionados quando no projeto do mecanismo. 

A solução destes problemas consiste na localiza
ção de regiões do plano móvel, que irão permitir a es
colha de pontos como pivôs móveis do mecanismo articu
lado sem a presença de tais problemas 131, 171. Com o 
objetivo de analisar as posições multiplamente separa
das - PMS - primeiramente serão apresentadas as solu
ções para as posições finitamente separadas - PFS - de 
tal forma que estas serão generalizadas para as pos~ 
ções multiplamente separadas. 

Na especificação dos parâmetros representativos 
das posições do plano móvel (posições de projeto) ref~ 
rentes às posições infinitesimalmente separadas - PIS
é utilizado um procedimento automatizado 121, que re 
quer o perfeito entendimento da Teoria das Posi~ões In 
finitesimalmente Separadas - Teoria PIS 141, IS!-~ ut1 
lizado o sistema geral de referência e para o caso de 
4 PIS, o sistema especial, que possibilita uma grande 
simplificação na utilização dos coeficientes generali
zados da curvatura 121. 

Dentre outros aspectos, também são considerados 
a qualidade de transmissão de movimento - critério de 
Alt - e o tipo de mecanismo resultante - critério de 
Grashof. 
SOLUÇÃO OOS PROBLFMAS DA ORDEM E INVERSÃO GECM'lTRICA 
PARA AS POSIÇOES FINITAMENTE SEPARADAS 

Duas Posições. Para este caso, qualquer ponto d~ 
plano movel pode ser escolhido inicialmente como pivo 
móvel da contra manivela (primeiro pivô móvel), sendo 
o seu respectivo centro (pivô fixo) e~c~lhido s?b!e _a 
mediatriz da reta que una as duas pos1çoes do p1vo mo
vei escolhido j31. Para este primeiro pivô móvel, são 
traç11das as linhas de Filemon 161 , 171 , delimitando a 
região permissível à escolha do segundo pivô móvel, da 
manivela, figura 1 131. 

Três Posições. Para o caso de três posições, a 
principio qualquer ponto do plano móvel pode ser esco
lhido como primeiro pivô móvel, da contra manivela.São 
determinadas as outras duas posições e o centro da cir 
cunferência que passa pelos três pontos será o pivô fí 
xo. Contudo, existem regiões do plano móvel em que 
tais pivôs não poderão ser escolhidos pois irão resul 
tar em mecanismos que apresentarão o problema da inver 
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Fig. 1. Linhas de Filernon. 
AI = Pi vô móvel 
CI = Pivo fixo 

Fig. 2. Região Permissí
vel. Escolha Pivô 
MÓvel contra Mani 
vela-3 PFS. 

são geométrica, indiferente à escolha do segundo pivô 
móvel, da manivela, figura 2 131 . Para um primeiro pi
vô móvel escolhido dentro da região permissível, o pro 
cedimento para a escolha do segundo pivô é o descrito 
anteriormente, através das linhas de Filernon. 

atro Posi ões. No caso de quatro posições do 
plano move , a esco a dos pivôs é feita na curva de 
pontos de círculo. Sobre esta curva são delimitados 
trechos, através dos pontos característicos, figura 3, 
para a escolha de pivos móveis que resultarão em meca
nismos livres dos problemas da inversão geométrica e 
da ordem 111 , 161 , I 71 , 191 · 

x Ptj Polos 

t "'a.q e'" 

Fig. 3. A curva de pontos de 
círculo com seus pon 
tos característicos~ 

y 

.. , ---t----~ ol.1 : 
I 

b1 ---I : 

I 
I 
I 

o.., c..l X 

Fig . 4. Representação 
das posições fi 
ni tas do plano
móvel. 

OS PROBLFMAS DA INVERSÃO GECM'lTRICA .E DA ORDEM NAS PO
SIÇOES MULTIPLAMENTE SEPARADAS 

Inversão Geométrica. ~ uma característica exclu
siva das pos1çoes f1n1tamente separadas . Nos problemas 
de posições multiplamente separadas, O _Procedimento u
tilizado para analisar a inversão geometrica depende 
exclusivamente do número de posições finitamente sep~ 
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radas do plano móvel /3/. 
Ordem. O problewa da ordem se encontra presente 

nos casos que abrangem no mínimo quatro posições de 
projeto. Consiste na seleção de mecanismos que passam 
através de posições pré estabelecidas numa ordem dese
jada, quando acionados por uma barra girando continua
mente J7J. Nas posiçõe~ multiplamente se~aradas, o pr~ 
cedimento para a soluçao deste problema e semelhante 
ao utilizado para as posições finitamente separadas. O 
centro instantâneo de rotação de duas posições infini
tesimalmente separadas é um polo de rotação podendo ha 
ver também a coincidência de alguns polos de rotação.
No caso de 4 PMS, os casos em que ocorrem o problema 
da ordem são PP-PP, PP-P-P e P-P-P-P, sendo que quando 
se trata de posições infinitesimalmente separadas, a 
ordem controla o sentido de rotação do plano móvel so
bre o centro instantâneo /3/. 
SOLUÇÃO ANAL!TICA PARA PS POSIÇOES MULTIPLAMENTE SEPA
RADPS 

A solução analÍtica é apresentada de tal forma 
que o projetista pode ou não participar da escolha dos 
pivôs móveis do mecanismo articulado. O problema po
de ser resolvido em três métodos: 
Método 1. O primeiro e segundo pivôs móveis do mecanis 
mo articulado são escolhidos automaticamente, sem a 
participação do projetista. 
Método 2. O primeiro pivô móvel é escolhido pelo proje 
tista e o segundo é feito através de uma escolha auto~ 
matizada; 
Método 3. Tanto o primeiro quanto o segundo pivôs mó
veis são escolhidos pelo projetista. E dividido em 
duas etapas para que o projetista possa ter acesso à 
região permissível para a escolha do segundo pivô mó
vel. 

Uma vez escolhido um ponto como pivô móvel do me 
canismo e este não atender aos requisitos de projetas~ 
todo o processo de busca de novos pontos será feito au 
tomaticamente. Para as posições finitamente separadas~ 
estas se relacionam com as posições de um plano móvel 
definidas pelo projetista, que podem ser indicadas de
finindo-se uma reta deste plano, caracterizado pelos 
seus parâmetros lineares e angular em relação a um sis 
tema referencial fixo, figura 4. 

O método analítico apresentado pode ser dividido 
em duas etapas. A primeira se relaciona com o procedi
mento utilizado na escolha de pontos considerados como 
primeiro pivô móvel do mecanismo articulado, da contra 
manivela (barra conduzida). A segunda, com a escolha 
de pontos considerados como segundo pivô móvel, da ma
nivela (barra motora). 

Solução para Três PMS. O ~roblema da transforma
ção da curvatura para tres PMS J2/ é satisfeito por 
todos os pontos do plano móvel, pois cada ponto que as 
sume três posições neste plano define um círchllo sobre 
o plano fixo. Na tentativa de efetuar uma procura de 
pontos sobre todo o plano móvel dentro da região de so 
lução, os procedimentos para a escolha dos pivôs ~ 
veis do mecanismo, da contra manivela e manivela,foram 
efetuados de modo diferente. 

Na escolha de pontos como pivô móvel da contra 
manivela, para um ponto inicial (XE, YE) escolhido au
tomaticamente ou dado pelo projetista, é efetuada uma 
varredura circular ao redor deste, caso ele não atenda 
as restrições de projeto ou se deseja variar a região 
de procura de soluções, figura S. No caso de três PFS, 
deve-se verificar a localização deste ponto dentro das 
regiões permissíveis, de acordo com o descrito anteri
ormente 

Para cada pivô móvel escolhido é determinado seu 
respectivo centro, traçadas as linhas de Filemon /1/, 
/9/ delimitando a região permissível à escolha de pon
tos como segundo pivo móvel. Na escolha destes, é se
guido o critério da figura 6. Para um ponto de referên 
cia (XT, YT) dentro da região permissível, é feita uma 
comparação entre os mecanismos resultantes obtidos pa
ra cada ponto ao redor de (XT, YT). Dentre eles, aque
le que apresentar a mehor solução quanto à qualidade 

h9íio de <t~-r- -:-·---;- :-1 Ul1 10l"'GO ~ . ·'··~.7~ 
Jv• • • • • • :;y '(U1A-XMI) 

(~Ml 1 YMI) 

(XMA 1 YMA) 
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I 
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• • • . 4 (YMn-1 ....... I . ó"' % •.. I ...... J 
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e(')(&.,YE.) 

Metodologia utilizada para a escolha de 
pontos como primeiro pivô móvel, da con 
tra manivela, do mecanismo articulado 
para 3 PMS. 

de transmissão de movimento - critério de Alt, será o 
novo ponto de referência ao redor do qual serão pesqui 
sados novos mecanismos, Caso nenhum dos (Ai, Bi) ver1 
ficados atender às restrições de projeto, é feita uma 
mudança automática do ponto de referência (XT, YT) , pa 
ra que seja feita uma nova pesquisa de mecanismos so~ 
bre uma outra área da região permissível. 

(A1 ,11 ) 

• ---~A1,11) 

• 
(A~,I~) 

X 

'f 1 J .., 1. : 

Ô.11quloi de 

L11di11~~iio 

d.o.' .... to.' 

de f:'íle,..oll 

e (XT1 YT) 

Fig. 6. Metodologia utilizada para a escolha de 
pontos como segundo pivô móvel, da manive
la, do mecanismo articulado para 3 PMS 

Quanto ao tipo de mecanismo, também foram feitas 
considerações. No caso do mecanismo desejado ser do ti
po manivela-balancim e nenhumrdos pontos (Ai, Bi) veri
ficados resultar em mecanismos manivela-balancim, o no
vo ponto (XT, YT) passará a ser um dos (Ai, Bi) quere
sultar em um mecanismo dupla-manivela pois ao redor des 
te terei maiores possibilidades de conseguir um manive~ 
la-balancim, já que necessito de uma barra com rotação 
completa e um dupla-manivela atende a este requisito. 
Caso nenhum dos (Ai , Bi) resultar também em mecanismos 
dupla-manivela, o novo ponto (XT, YT) passará a ser um 
dos (Ai, Bi) que resultar em mecanismoa não-Grashof que 
Possuir a maior rotação da barra motora /1/, /8/, /9/. 

Se o mecanismo desejado for do tipo dupla-manive
la e nenhum dos pontos (Ai, Bi) verificados resultar em 
mecanismos dupla-manivela, é feito um estudo análogo ao 
descrito anteriormente para a escolha do novo ponto 
(XT, YT). 

Solução aâra quatro PMS. Devido à condição adiei~ 
nal representa pela quarta posição, o problema da 
transformação da curvatura para quatro PMS /2/ restrin
ge a região de solução do plano móvel aos pontos de uma 
curva: a curva de pontos de círculo. Por definição, es
ta curva é o lugar geométrico dos pontos do plano móvel 
que assumem quatro PMS sobre um círculo do plano fixo. 

Al~ebricamente,a curva de pontos de círculo é uma 
equação cúbica a duas variaveis e utilizando-se dos 
coeficientes generalizados da curvatura /2/, ela se a
presenta sob a seguinte forma 

A(x 3+xy 2)+B(x 2y+y 3)+Cx2 +Dy 2+ E xy+Fx+Gy+H=O (1) 

onde A, B, C, D, E, F, G, H são coeficientes, dependen
tes da localização dos planos de projeto, que se refe
rem à sua expressão geral, em relação ao sistema refe
rencial móvel x + y. Na solução analítica, a determina-



ção dos pontos da curva é feita em relação a tQ1I novo 
sistema referencial em que a expressão da equação da 
cúbica se apresenta de uma forma mais simplificada, fi 
gura 7, onde 
(a0 ,b0 ) , ~o: plano móvel na posição inicial; 
(la,YQ) origem do novo sistema referencial; 
(X, YJ : ponto arbitrário da curva de pontos de círcu 

y, a 
lo; .. • , . .. 
direção do - s~stema referencial modificado 
nos sistemas fixo e móvel, respectivamente; 
sistema referencial fixo (geral); 
sistema referencial móvel; 

X.Y 
x.y 
X • y' sistema referencial onde a equação da cúbica 

fica de uma forma simplificada. 

v 

y 

X 

Fig. 7. Representação dos sistemas de ei 
xos coordenados. 

Seja 

x = x' cosa-y' sena+Xo 

y = x' sena+y' cosa+y0 

(2) 

Subst~tuíndo (2) em (1), obtém-se a expressão da 
cúbica em relação ao novo sistema referencial x' y' 

A' (x' 3+x'y' 2 )+B' (x' 2y'+y' 3) +C'x' 2+ 

D'y' 2+E'x'y'+F'x'+G'y'+H =O 

onde 

A' = A cosa+B sena 

B' -A sena+B cosa 

E' 

F' 

G' 

E sena cosa 

E sena cosa 

(-2A'sena+2B'cosa)x0+(2A'cosa+2B'sena)y0 + 

K cosa-L sena 

(A'+2A cosa)x~+(A'+ZB sena)y~+ 2 J x0y0 + 

L x0 +K y0 +F cosa+G sena 

(B'-2A sena)x~+(B'+ZB cosci)y~+ 2 I x0y0+ 

M x0 +N y0 -F sena+G cosa 

H' = A(x6+x0y~)+B(x~y0+y6)+C x~+D y~+ E x0y0+ 

F x0 +G y0+ H 

tal que 

(3) 

(4) 
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I = A cosa - B sena 

j = A sena + B cosa 

K = 2D sena + E cosa 
(5) 

L = 2C cosa + E sena 

M = -2C sena + E cosa 

N = 2D cosa - E sena 

Para A' o 

a = ái"ctg(- ~) (6) 

que é o ângulo da direção assintótica da cúbicaiSI: O 
ponto (x0 ,y0 ) é a origem do novo sistema referencial 
onde A' = C' = O. . 

Neste novo sistema a equáção
1
se reduz a 

B' (x' 2y'+y' 3)+D'y' 2 +E 'x'y'+F'x'+G'y'+H=O (7) 

A equação acima ·pode ser escrita na forma quadr~ 
tica 

ax' 2+bx'+c = O (8) 

onde a B'y' 
b = E'y'+F' 
c= B'y' 3+D'y' 2+G'y'+H' 
Atribuíndo-se valores a y' na equação (7), resul 

tarão em duas raízes x' 1 e x' 2 que irão corresponder
a dois pontos pertencentes à curva de pontos de círcu
lo. Esta poderá se apresentar em diferentes formas, fi 
guras 8 a,b,c. Há também os casos de degeneração das 
cúbicas, figuras 8 d,e ISI. 

- ~ 
. . .. L O 
~l.o 

Fig. 8. T9'os da curva de pontos de 
c1rculo. 

Uma vez determinados e orientados os pontos da 
c~rva de pontos de círculo, são delimitados os segmen
tos em que a ordem de deslocamento do acoplador seja 
aquela desejada pelo projetista, para que se possa pro 
ceder na escolha do segundo pivô móvel, da manivela 
131, 171. Para cada primeiro pivô móvel escolhido, da 
contra manivela, é feito o estudo relativo à inversão 
geométrica, de acordo com o número de posições finita
mente separadas, delimitando a região permissível de 
Filemon e dentro desta é que são delimitados os seg
mentos da curva com a ordem desejada. 

EXEMPLO 

E apresentado o caso "PP-P", de 3 PMS. Neste, d~ 
seja-se determinar um mecanismo articulado do tipo ma
nivela balancim, que faça um plano móvel ocupar duas 
posições finitamente separadas e girar instantan~amen
te no 1nício do movimento sobre o centro instantaneo 
ouP. VP) dados na tabela 1. 

Escolhido um primeiro pivô móvel são calculados 
p seu respectivo pivô fixo e as linhas de Filemon, pa
ra permitir a escolha do segundo pivô dentro de re
giões_ permissíveis. -Caso estP. primeiro pivô não tenha 
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Tabela 1. Especificação de um caso 
de 3 PMS. 

POSIÇÃO X y ÃNGULO 

1 0,0 0,0 0,0 
2 --- --- ---
3 4,9 - 2,4 5,0 

(UP,VP) 0,0 0,0 - --

atendido aos requisitos ne proietv . todo o processo de 
determinação de novos pontos é feito automaticamente .O 
mecanismo resultante da síntese analítica está r epre
sentado na figura 9. 

Como se pode notar, as barras de entrada e saí 
da do mecanismo na posição inicial se interceptam no 
centro instantâneo, o que está de acordo com a Teoria 
PMS. 

- - - - - - --A - '( ,,' 
., -.,.. .__< ______ -

- ~ 

1 
1 

::: :::~~~ 

I 
I 

Pu i s.ã.o 3 

Fig. 9. Mecanismo articulado resultante 
da síntese analítica. 

CONCLUSÃO 

De acordo com o tema apresentado, a metodologia 
analítica do problema de posições multiplamente sepa
radas - PMS - do plano móvel representa uma f erramenta 
de grande utilidade na síntese de mecanismos articula
dos, permitindo uma obtenção de resultados com maior 
rapidez e precisão. -

Cabe aqui ressaltar os problemas que envolvem 
cinco PMS . Estes podem ser resolvidos através da cons
trução da curva de pontos de círculo para doi s grupos 
de quatro PMS 131 . A solução destes passa a ser então 
a verificação da localização dos pontos representati
vos .. da intersecção das duas curvas. 

Para o problema da ordem, verificar se o mesmo 
ponto está localizado dentro de segmentos das duas cur 
vas com a mesma ordem desejada . Na inversão geométrica 
para um ponto dentro de uma região permissível de uma 
curva, verificar a influência da adição da quinta posi 
ção que não foi utilizada no traçado da curva, se a vã 
riação angular do acopladoÍ relativo à contra manivela 
irá ultrapassar 180 graus 31 . Na solução dos problemas 
de cinco PMS, o procedimento analítico passa a ser ba
sicamente a utilização de todo o procedimento aqui des 
crito para três e quatro PMS . 
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PROJETO ÓTIMO DE TRANSPORTADORES DE 
CORREIA 
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. O tlta.~a.0o v.ú.a o pJtoj~o de um tlta.YL6po!ttadq_Jt _de c.oltlte.ia. 1 que ~~6aç.a M _nec.~ 
~-<.dad~ mec.aY!-<.c.M e de OJ2e.ltaç.ao e .tenJ;a um c.~.to o.t.úno; O pMje.to mec.an..i.c.o deve/ta ~
~ de~o de c.elt.to~ paJta.me.tlto~ ac.ei..:tavw. A6 vaJÚÓ.vw de pJtoje.to .tem a ve.Jt c.om M 
ciúneYL6o~ da c.oltltUa1 Jto.te.t~ e d.ú.poú.ç.ão geomêbúc.a do~ mumo~. A 6un~o c.~.to ê. ba 
~eada no c.~.to eqt.U.v~ert.t~ a~ do eqt.U.pamen.to ;_ A pa.n..tút d~.t~ dadM e de6-(.rU.do ~ 
pJtob.tema de pltogltamaç.ao nao Urtealt 1 c.om lt~.tlúç.o~ de d~igua.tdade,Jt~o.tv.<.do pelo me 
.todo de d.<..lteç.Õ~ v.<.á.vw em dUM e.tapM I que euge o c.ã.tc.u.to da 6unç.ão dM lt~.VÚ~ 
ç.õ~ 1 e de ~UM de.ltivadM, ~ão apJt~ en.tadM ex.emp.to~ da ap.U.c.aç.ão . ' 

INTRODUÇÃO 

O transportador de correia é um equipéll"l"ento bas 
t~te utiliz~do n? transporte de produtos a granel 
ta1s como, manera1s, cereais, cavacos de madeira sen 
do aplicado tanto em mineração quanto em indústrias.-

0 avanço da tecnologia, que permitiu o aumento 
da capacidade de transporte e das distâncias a serem 
vencidas por um único transportador, sanado ao a\.lllen 
to do custo de combustível, tornaram atrativo o uso 
de transportadores para produtos a granel quando com 
parados com caminhões ou trasnporte ferroviário. 

Portanto a otimização do Erojeto de transporta
dores passa a ter grande importancia, pois permitirá 
substancial redução no custo de equipamentos favore 
cendo ainda mais a sua utilização. 

DESCRIÇÃO SlJMAAIA 00 TRANSPORTAOOR 

A figura 1 mostra de fonna esquemática o perfil 
de um transportador com os componentes a serem consi 
derados no projeto. 

ROLETES DE IMPACTO 

TAMBqR DE RETORNO 

FIG.l ACIONAMENTO 

Correia - elemento flexível de tração que acomo 
da a carga e transmite a força recebida do acionamen~ 
to aos elementos girantes. 

Roletes - conjunto formado por um ou mais rolos 
colindncos girando livremente, que suportam, guiam e 
confonnam a correia. 

Tambores - elementos giratórios, cilíndricos , 
que ac1onam, direcionam,desviam e tensionam a correia. 
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Componentes de alímentação e descarga - (chute e 

tremonha)-tem a finalidade de dirigir e confinar o flu 
xo do produto na alimentação e descarga da correia. -

Estrutura de s~orte - formada por perfis netáli 
cos que sustentam to s os componentes do transporta ~ 
dor. 

DEFINIÇÃO 00 PROBLEMA PARA OTIMIZAÇÃO, SUAS VARIÁVEIS 
E RESTRIÇOES. 

A partir da ~efiniçªo da capacidade de transporte e dos 
P?ntos de al1~ntaçao e descarga, o projeto fica defi
n1do quando sao estabelecidos 
x1 - largura da correia 
xz - inclinação dos rolos dos roletes de carga 
x3 - espaçamento dos roletes de carga 
x4 - espaçamento dos roletes de retorno 

Que denominamos variáveis de projeto, e calcula
das de modo a respeitar restriçoes de projeto impos
tas por especificações e padroes estãbelec1dos para o 
mesmo. 

A partir do conhecimento das variáveis, é possí
vel determinar-se, a velocidade da correia v e o núme 
ro de lonas NL, assim como o tipo dos rolete~ e a es 
trutura a serem utilizados. 

O projeto ótimo será aquele que tornará mínima 
uma função objetivo determinada, dando lugar ao seguin 
te problema de Programação Matemática. -

minimizar f(x); x E Rn 
sujeito agi (x)~ O; i= 1 ... , m 

Serão considerados projeto admissíveis 
que satisfaçam as seguintes restrições 

600 .$ xl $ 1800 nm 

o "xz ~ 459 

1000 .s. ~3 o$ 3000 nm 

3000 -o$ x4 o$ 6000 nm 

1,0 $V ~ 6,0 m/s 
2 -sNL~ 6 

EQUACIONAMENTO 00 PROJETO 

Os cálculos a seguir foram baseados na 
ISO 5048 [51 

aqueles 

norma 
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Velocidade e área da seção transversal da correia 

v= -º!!! 
K St --r,o 

e, 

· i I 
\~/ 
r\ ! /r 
\I/ 
''V• 
D 

(m/s) 

j{ 

FIG.2 

I 

Sendo conhecidos o angulo de aconxxlação do produto oc. 
e largura padrão de borda e que em DJ é tomado como 

C= 0,055 x1 + 6.35 (mm), 

e a partir da figura 2, determina-se [3): 

Ss =[0,1855xl + 0,00315 + (0,2595x1 - 0,02815) cosxJ
2 

seno( . ~ J 
x lo( _, · sen 2o<] : Ir ,..., 'l"'d, l' ( 2) 

I'8{J - 2 - -..t t'of"vT!t"') r. r ;rtr 'f" ·• 

Sb = [o,37lxl + 0,0063 + (0,259Sxl- 0,02815) cos x2] 

x fo, 2595xl - O ,02815] sen X2 ·-... .. (3) 

onde: 

St = Ss + Sb (m2) 

( - massa específica aparente 
Qm - capacidade de transporte 

Massa por metro do produto 

qG = St ! (kg/m) 

Massa por metro da correia <ffi 

Baseado na tabela 6.1 de (3] , tomamos 

para 480~Ó~ 1.180 
<ffi = 12,36Xl - 5,429 

para 1.200~{~ 2.061 
<ffi = 14,7xl- 7,57 

para 2 .lOO~t ~ 3. 200 
qB = 15,36x1 - 6,52 

(kg/m3) 
(t/h) 

(kg/m) 

(kg/m) 

(kg/m) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

dos roletes de car a 
(_Pro 

Tomamos, 

Para 0 - 133 nm 
Pro= 6x1 + 9,99 "'j'\1 

• J 
(kg) (9) 

Pru = 6x1 + 3,99 ... > (kg) (lO) 

Para 0 - 159 mm 
Pro = 12x1 + 16,04 ; (kg) (ll) 

Pru = 12x1 + 7,32 (kg) (12) 

Para 0 - 191 mm 
Pro= 12x1 + 27,27 (kg) ~ (13) 
Pru = llx1 + 12,27 (kg) 

I' 
(14) 

Resistência Total 

A partir das definições acima pode-se estabele
cer a equação geral da resistência total do transporta 
dor [5]. -

Fu = C f I,g [qRO + qRU + ( 2<ffi+gG)] ± qrrtlg 

onde: 

(15) 

C - fator de resistência principal [s], definido em 
~ [1] pelas equações. 

C = O ,85 + 13,31 L-0-·576 para lO< L< 1500 m 
C = 1,025 para L) 1500 

L - comprimento do transportador 
f- coeficiente de atrito artificial de resistência ao 

giro dos roletes e do movimento da correia e carga 
f = 0,016 para transportadores bem alinhados com role

tes girando macios e produtos de baixo atrito in 
terno 

f = 0,020 para transportadores normais 
f = 0,012 para transportadores regenerativos 
g = 9,8 (aceleração da gravidade) 
gRO = Pro/x3 (kg/cm) , gRU = Pru/x4 (kg/cm) 
H = altura da elevação 

Potência 

Potência no tambor de acionamento 

P _ Fu v 
A- TilUO 

Potência no motor 

(kw) (16) 

PM = 
PA 

'll 
para transportadores 

normais 

PM = P A~ 2 = para transportadores 
regenerativos 

~1 =entre 0,85 a 0,95,tL2 entre 1,0 e 0,95 

Tensão máxima T1 no tambor de acionamento 

T1 = 1 - 1 
ue Fu 

e' -1 

onde : 

p. - coeficiente de atrito entre correia e tambor 
e - ãngulo de abraçamento 

Número de lonas 

NL = 
Tl 

B Tadm 

onde: 

(1 7) 

(18) 

Tadm- tensão admissível na correia, por lona por uni 
dade de largura - kg/m (Em U,S. dolar). -

COMPONENTES DO CUSTO 

O custo do equipamento é composto de : 
- Custo Operacional 

. consumo de energia 

. mão de obra de operação e manutenção 
- Custo dos componentes. 

Os custos de mão de obra de operação e manutenção não 
serão aqui considerados pois independem das variáveis 
de projeto. [2] 



Para a composição do custo eqw.valWilte anual 
para os corrq:>onentes foi considerado o valor do c~ 
to do item e sua vida Útil. [1] 

Custo de energia (Cl) - baseado no nÚ!rero de 
horas de operação e cus to do Kw /h . 

Cl = 98,952PM (19) 

Custo equivalente anual do motor (C2) 

C2 = o' 2008 (92 + 51,6 Fu) (20) 

Custo equivalente anual do redutor (C3) 

C3 = 0,2008 (2016 + 0,164 Fu) (21) 

Custo equivalente anual da correia (C4) 

C4 = 0,55641 (0,0283N13+0,299SNL2+0,2291N1+4,14+ 

(6,8NL+l3,14) 0,6x1J (22) 

Custo equivalente anual dos roletes (CS) 

CS = 0,20081 [ 20,75-(0, 624xl)L (l/X3+1/x4)+0,01466xl1 

(l/x3 + l/x4)] (23) 

Custo equivalente anual da estrutura (C6) 

C6 = O, 20081 [392+0 ,146 Cgru+2cm+2 (14 ,48° •564xl)] (24) 

UI'ILIZAÇÃO DO ALOORI'IMJ 

Para resolver o problema de programação não li
near definido anteriormente, é utilizado o método de 
direções variáveis em duas etapas (6] [J] . O método, a 
partir de um projeto inicial viável, vai determinar de 
forma iterativa o custo decrescente até convergir a 
um ponto Kuhn-Tucker do problema. 

Em cada iteração,o algoritmo requer, além do cál 
culo da função custo, o das restrições e das respect:[ 
vas derivadas. 

Em nosso caso temos : 

f (x) = Cl + C2 + C3 + C4 + CS + C6 . (25) 

gl (x) = -x1 + 1 

g2 (x) = -1,8 + x1 

g3 (x) = -x2 + 0,261 

g4 (x) = -o, 79 + x2 

gs (x) = -x3 + 1 

g6 (x) = 3 + x3 

g7 (x) = -x4 + 3 

g8 (x) = -6 + x4 

&g (x) = Qm I St cf 3,6 + 1 

g10 (x) = -5,5 - (F(9) - 1) 

gn (x) = -NL + 2 

gl2 (x) = -8 + NL 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUI'ACIONAL 

O método foi irrq:>lementado corrq:>utacionalmente, e 
para exemplificar foi utilizado o projeto de um tr~ 
portador existente . O computador utilizado foi o 
CYBER 170/720 da CDC consumindo 12 CPS o que é um 
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tempo curto de processamento . 

A seguir são apresentados resultados do transpor 
tador existente, e os obtidos pela otimização, a par 
tir dos seguintes dados . -

Capacidade de transporte - 1880 t/h 
Comprimento do transport ador - 143,5 m 
Produto - min~rio de ferro 
r - 2900 Kg/m 
Angulo de acomodação - 259 
f = 0,020 
Além desses dados foram usados dois valores de 

restrição de x1 e quatro valores para tensão admiss~~ 
vel na correia. 

1'9 Teste 

Condições 

600 ~ x1 .... ~ 1800 nm 

x1 inicial - 1100 

~~ 10000 9000 
N~ 

x1 (nm) 750 700 
.~ x2(rad) . 789 . 789 

x3 (m) 1.0 1.0 

tn x4 (m) 3.0 3.0 

V(m/s) 2.52 3.2 

P(kw) 28.9 29.5 

T1 (N) 15481 12475 

NL 2 2 
Custo 13 .930 11 .558 (dolar) 

29 Teste 

Condições 

\ 

' 

1000 ~ x1 .$ 

x1 inicial 

~ (N 10000 9000 

x1 (mn) 1000 1000 

x2 (rad) . 357 . 261 

x3 (m) 1.59 1.94 

x4 (m) 3.1 3.2 

V (m/s) 1.92 2.16 

P (Kw) 27 . 8 28.76 

Tl (N) 19940 17934 

NL 2,0 2,0 

tfor~r) 17391 15808 

8000 7000 

600 ll 600 

. 789 .607 

1.0 2.03 

3.0 3.22 

4.2 4. 71 

30 .2 29 . 32 

9801 8404 

2 2 

9.440 8.268 

8000 7000 

1000 1000 

.261 . 261 

2.2 2. 2 

3.55 3. 70 

2.16 2.16 

28 .44 28 .44 

17730 17721 

3,0 3,0 

15645 15657 
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Transportador existente 

Tachn - 10000 (N) 
xl - 1000 (m) 

x2 - .61 (rad) 

x3 - 1.0 (m) 

x4 - 3.0 (m) 
v - 1,57 m/s 
p - 27 . 8 kw 
T1 - 23962 (N) 

NL - 3.0 
Custo 
dolar - 23.960 

CXNCLUSJID. 

A comparação dos resultados dos testes com os 
dados do transportador existente permite a confronta
ção do método utilizado pelos projetistas em geral , 
que é a escolha das variáveis por tentativa ou basea
dos em projetas já executados, com a técnica da otimi 
zação . Desta compara~ão, conclui-se que o método da 
otimização é viável ja que permite uma redução subs
tancial na função objetivo . Verifica-se também os li 
mites para as restrições de x1 e a escolha da correia 
(Tadm) tem grande influência no valor da função obje 
tivo . Portanto recomenda-se que se façam várias ten~ 
tativas com correias diferentes e ó menor valor dos 
limites de x1 definido em função da granulometria do 
produto 3 . 

Os resultados obtidos nos incentivam a comti
nuação do trabalho visando sua aplicação a transporta 
dores de perfis complexos, utilizando-se procedrumentõs 
de anâlise mais safisticada. 
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FORMe\ GERAL DA ~UINA 

A forma geral da máquina é mostrada na Figura 1 e 
consiste basicamente de uma estrutura rígida em quadro 
e um sistema de acionamento que permite a variação das 
velocidades de tracionamento. Um motor de velociàade 
constante aciona uma transmissão composta de redutores, 
caixa de variação de velocidades, correntes de rolos, 
correias dentadas, etc. , que permite um tracionamento p<:> 
sitivo e que pode ser facilmente variado através da nil 
dança de engrenagens e polias. -

TAXAS DE DEFORMAr.).O 

A taxa de deformação Ótima para o teste da susce-
. tibilidade da corrosão-sob-tensão pelo método da taxa 

de deformação lenta e constante depende em grande parte 
do sistema metal/meio envolvido. Se a taxa de deforma 
ção é muito grande, fratura dúctil ocorrerá antes que 
as reações de corrosão possam ocorrer. Pm alguns siste
mas, para taxas de deformação mui to baixas, a reparação 
do filme apassivante pode ser rápida o suficiente para 
não permitir a exposição do metal ao meio. Para muitos 
sistemas, tem sido observado que taxas de deformação na 
região de 10- 5 a l0- 6 s- 1 promoverão corrosão-sob-tensão 
111 • De acordo com a experiência de Nutter, Agrawal e 
Staehle 121 os corpos de prova usados nesta máquina têm 
comprimentos úteis usualmente na faixa de 10 a 50 mm; 
portanto uma máquina com velocidades de tracionamento 
ajustáveis na faixa de 10- 9 a 10-6 m.s- 1 é adequada pa
ra a maioria dos sistemas metal/solução. 

CAPACIDADE 

E grande a variedade de formas e tamanhos de 
corpos-de-prova, incluindo os pré-fissurados, que têm 
sido usados nessas máquinas •. A capacidade de uma máqui
na é determinada pela geometria do corpo-de-prova e pe
la resistência à ruptura do material empregado. Parkins 
131 adota em seus testes uma célula de carga de 5000 ~b 
(~23000N). Nutter, Agrawal e Staehle 121 baseados numa 
resistência máxima de 7xl0 8 Pa e numa seção transversal 
de 0,13 cm2 limitaram esta capacidade em 9000N. 

A capacidade da máquina de tração deste traba-
lho, em termos do limite superior de carga admitida pe 
la célula de carga (L na Figura 1) e que serviu de base 
de cálculo da resistência da estrutura, é de 20000N. Es 
ta capacidade foi especificada de modo a permitir en-= 
saios de tração com corpos de prova de até 4 mm de diâ
metro, confeccionados com materiais com uma resistência 
máxima de até 150 kgf/mm2 C~l,Sxl0 9Pa). A célula de car 
ga citada, através do cabo (N) permite a leitura da cai 
ga por um indicador digital (0), podendo-se ainda regi~ 
trar o sinal de carga por meio de uma saída analógica 
do próprio indicador. 

Figura 1 - Esquema geral da máquina 

I 

VISTA FRONTAL DA MAQUINA 
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COMPONENTES PRINCIPAIS 

Uma máquina de tração para a aplica~ão do método 
da taxa de deformação lenta e constante e um dispositi
vo relativamente simples devido ao fato que altas velo
cidades, vibrações, acelerações, cargas intermitentes 
ou choques não precisam ser considerados durante sua ope 
ração. A única função do dispositivo é impor ao corpo 
de prova uma taxa de deformação constante e pré-determi 
nada. Os ccmponentes principais de uma máquina não hi 
dráulica são: (1) potencia motriz através de um motor e 
lêtrico; (2) redutores de velocidade; 13) conversor dê 
movimento rotacional para linear atraves de um parafuso 
de acionamento; (4) dispositivo de auto-alinhamento do 
corpo de prova usando junta articulada; (5) célula de 
carga; (6) quadro da máquina. 

POTENCIA MJIRIZ 

A potência máxima de acionamento em uma máquina 
pode ser obtida pela carga máxima requerida na maior 
velocidade de tracionamento, isto é, l0- 6m.s- 1 • Portan
to, para uma capacidade de carga de 20000N a potência 
teórica requerida para a ruptura de um corpo de prova é 
de 2xl0- 2W. Contudo, nesta baixa velocidade, devido a 
condições praticamente estáticas, devem ser esperadas 
perdas por atrito muito altas. Para se obter baixas ve
locidades a partir de um motor de 1800 rpm, o número 
de estágios de transmissão deve ser da ordem de 7. Se 
a eficiencia de cada estágio for tomada como sendo 50%, 
(embora na maioria dos estágios a eficiência prevista 
possa ser próxima de 98% e em outros abaixo de 50%), en 
tão o requisito de potência no eixo do motor é de 
2xl0- 2 (1/0,5) 7 ~ 2,6 w. Com base neste cálculo, pode
mos concluir que a adoção de um motor de 1/10 Hp seria 
razoável 121. Embora hajam recomendações de uso de um 
motor síncrono 11.2 e 31, o motor trifásico empregado 
na máquina, de 1/2 Hp, e portanto superdiroonsionado p~ 
ra as necessidades dos ensaios, mostrou-se inteiramen
te adequado. Em ensaio contliruo sob carga, a rotação do 
motor manteve-se praticamente constante em 1800 rpm du 
rante 528 horas (22 dias). 

REDlJI'ORES DE VELOCIDADE 

O mecanismo de acionamento da máquina consiste 
primeiramente de um motor trifásico (A) de 1/2 Hp acio
nand0 un redutor "duplex" (C) , do tipo duplo, sem-fim-co 

)roa, de relação 1:3432, através de correias dentadas 
(ver Figura 1). Para a obtenção das menores velDcida-

fes de acionamento (lo- 8 a 10- 9 m. s- 1
) podemos interca 

ar um eixo intermediário (B) que através de correias 
dentadas reduz as velocidades finais na razão de 1:10. 

Da caixa de redução '·'duplex", uma transmissão por 
correntes de rolos composta de engrenagens 21 e 57 den 
tes, reduz a velocidade na razão de 1:2,71 e aciona uma 
caixa de mudança de rotação (D na Figura 1). 

A caixa de mudança de rotação é composta de 3 pa
res de engrenagens tendo 18, 50 e 90 dentes. Dependendo 
do acoplamento das engrenagens, essa caixa permite man
ter constante, multiplicar ou reduzir 5 vezes a relação 
de rotações de entrada/saída da caixa de mudança. 

A engrenagem de 19 dentes acoplada ao eixo de saí
da da caixa de mudança pode acionar uma das três engre
nagens de 19, 36 ou 76 dentes, que podem ser acopladas 
ao eixo de entrada do redutor "sem-fim-coroa" (E) , por 
meio de uma corrente de rolos. Essa transmissão permite 
variar a rotação de saída nas razões 1:1, 1: 2 ou 1:4 a 
través da mudança das engrenagens citadas. -

As correias dentadas usadas na transmissão são jus 
tifica~s em certa parte da transmissão como meio de e~ 
vitar a lubrificação a altas rotações. Do mesmo modo, 
as correntes de rolo, além de seu baixo custo (compara
do com a transmissão por correias dentadas), se justifi 
cam em certa parte da transmissão por dispensar lubri:tl 
cação contínua nas baixíssimas velocidades em que sãõ 
usadas, e ao mesmo tempo manter uma rir,idez crescente 
com a desmultiplicação de velocidades da transmissão. 

MECANISM:l DE TRAÇ.ÃO 

O corpo-de-prova é preso à estrutura da máquina 

através de garras (J), uma superior e outra inferior.A 
garra inferior, ligada ã mesa móvel (H), se desloca pa 
ra promover o alongamento do corpo de prova, enquanto 
a garra superior permanece estacionária. 

O mecanismo de tração que se responsabiliza pelo 
deslocamento vertical da mesa móvel é constituído por 
uma porca rotativa (F) que é acionada pelo eixo de saí 
da do redutor "sem-fim-coroa", este Último com uma re~ 
lação de redução de 1 : 20. O parafuso de acionamento (F) 
acoplado à porca rotativa, desloca-se verticalmente pa 
ra baixo, agindo simultaneamente como um redutor de ve 
locidade. -

As características desejáveis desse mecanismo, no 
caso de uma máquina de tração lenta são: capacidade de 
tração, grande redução , eficiência, compacidade e um 
curso vertical suficiente 121. O parafuso de acionamen 
to desse sistema da máquina tem 20 fios por polegadã 
(1, 27 mm de passo) e tem um comprimento que permite 
que o curso da mesa móvel seja aproximadamente 70mm. O 
curso com essa ordem de grandeza é suficiente para alon 
gar até a ruptura, a maioria dos corpos-de-prova des~ 
critos pela literatura. Para co~s-de-prova longos, 
como os sugeridos por Hatsukura 141 , o comprimento do 
parafuso, no que diz respeito ao curso, deve ser aumen 
tado. 

ESTR1Jl'URA DA MÃ~INA E ARTICUIAÇOES 

A mesa fixa (M) , com um perfil da seção transver
sal em "C", foi calculada para manter a rigidez mesmo 
sob elevados valores de carga. A célula de carga (L) é 
ligada à mesa através de uma junta articulada (I) com 
dois graus de liberdade. Outras duas juntas de mesmo 
tipo e capacidade de carga são usadas como apoio das 
duas garras do corpo-de-prova. O propósito dessas jun
tas é assegurar o alinhamento axial do corpo de prova 
bem como da haste de tracionamento (K) que liga a gar
ra superior à célula de carga. Desalinhamentos são in 
desejáveis tanto para efeito de teste do material (prõ 
duzindo flexão e tensões maiores que as aferidas), quan 
to para efeito de precisão de leitura da carga pela ce 
lula de carga. -

O espaço de trabalho e o arranjo da estrutura em 
uma máquina d~nde do tamanho do corpo-de-prova, as
sim como da celula que contém o meio de teste. Este é 
freqUentemente uma solução aquosa, a qual pode ou não 
ser pressurizada, e a temperatura da soluçao pode ser 
inferior à ambiente ou até superar o ponto de ebulição 
da água. Contudo, a maioria dos testes de corrosão-sob 
-tensão não pressurizada e a temperatura do meio rara~ 
mente supera 150°C. As células de teste nesses casos 
são pequenas, 1 litro ou menos, e um espaço de traba
lho de 30x30x30 cm é suficiente 12!. 

Referindo-se à máquina usada neste trabalho, e 
com base nas considerações anteriores, o espaço de tra 
balho disponível é de 30cm na largura por 30 cm na al~ 
tura. Dentro dessa disponibilidade, tanto a haste de 
tracionamento (K), quanto as garras (J) são intercambi 
áveis para se adaptarem ao tipo de corpo-de-prova em 
uso. 

Uma vez que a capacidade de carga e o espaço de 
trabalho necessários em uma máquina foram fixados, o 
dimensionamento da estrutura é feito tomando-se como 
critério a rigidez dos elementos tensionados, especia! 
mente a roosa fixa (M) e as colunas que suportam a mesa 
fixa. A deflexão total desses elementos sob carga não 
deve exceder a alguns centésimos de milímetro. Qual
quer deflexão da estrutura, ou deformação na transmis 
são, se pres~ntes, modificarão a taxa de deformação 
prevista. 

OPERA('.ÃO DA MÁ~INA 

Pela combinação adequada de engrenagens, é pos
sível obter-se na máquina, 14 diferentes velocidades 
de tracionamento, contidas no intervalo de 10- 9 m.s- 1a 
10- 6 m.s- 1 • 

A máquina apresenta 3 estágios fixos de redução, 
3 estágios variáveis de redução e/ou multip:icação, 
além do mecanismo de tração que simultaneamente conver 
te o movimento rotacional em linear e reduz a velocidã 



de fi."'1al de traçionamento da máquina. O mecanismo de 
tração é considerado como sendo também um estágio fixo. 

Os estágios os de redução são identificados a-
bàixo: 

I - No redutor duplex 

II - Do redutor duplex para a caixa de mudança de 
rotação 

III - No redutor sem-fim-coroa 
IV - No mecanismo de tração 

A intercambiabilidade das engrenagens,necessárias 
para efeito de variação das velocidades de tracionamen 
to, só é possível nos três estágios variáveis de trariS 
missão, ou seja: -

1 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

V - Do eixo do motor para a entrada do redutor 
duplex 

VI - Na caixa de mudança de rotação 
VII - Da caixa de mudança para a entrada do redutor 

sem-fim-coroa 

Tabela 1 - Fatores de Transformação da Velocidade 

Identificação 

I 

II 

III 

IV 
v 
VI 

VII 

Fatores de Transformação 
1/3432 

1/2,71 

1/20 
2,12x10-s 

1; 1/10 

(rpm/rpm) 

(rpm/rpm) 

(rpm/rpm) 
(m/s.rpm) 
(rpm/rpm) 

1/5; 1; 5 (rpm/rpm) 
1; 1/2; 1/4 (rpm/rpm) 

Tabela 2 - Velocidades de Tracionamento 

a B y Velocidade de 
tracionamento 

1/10 1/5 1 5 1 1/2 1/4 (m.s-1) 

X X X 1 X 10-~ 

X X X 2 X 10-9 

X X X 4 X l0-9 

X X X 5 X 10-9 

X X X 1 x 10-e 
X X 

X X X 2 X 10-e 
X X 

X X X 2,5 x lo-e 

X X 4 x lo-e 

X X X 5 x lo-e 
X X 

X X X 1 X l0- 7 

X X 

X X 2 X 10-7 

X X 2,5 X 10-7 

X X 5 X lQ-7 

X X 1 x 10-6 

A Tabela 1 mostra as reduções possíveis dentro do 
sistema de acionamento, observando-se que cada estágio 
variável permite duas ou três reduções diferentes e in 
dependentes. -

499 

Definindo-se a, B e y como fatores de transforma 
ção da velocidade dos estágios variáveis V, VI e vn-;
respectivamente, a velocidade de tracionamento da má
quina pode ser obtida pela seguinte expressão: 

V= 2,05 X 10-7 a.B.y (m.s-1) 

onde 2,05xlo- 7 corresponde ao produto de 1800 rpm pe
los fatores de transformação das velocidades dos está 
gios fixos I, II, III e IV. -

A Tabela 2 reune todas as combinações de a, B e y 
todas velocidades de tracionamento que podem ser obti
das pela máquina. Ao todo a máquina dispõe de 14 velo
cidades discretas de tracionamento, sendo 4 delas po
dem ser obtidas por dois modos de operação diferentes. 
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SUMÁRIO 

MM.tJta.-<~e c.omo uma 6oJtmu1acão da a.nã..U.H .u.m..i.;te. de. pÕ~c.M p~rw-6, me.cü.a':!e. um 
p!t.oblema de. ~.t0ú-zacão em .vaJti.Ã.vw ~.tã:t.i.~ ~~e ~ ge.Jt.açao d~ metodM, de c.i:t.e.c.u.lo 
.6-i.mplM e e6o(.c..<-e.ntM, aM.(.m c.omo tambem po-6ubw.ta. _a .útte.Jt.plt.e.ta.çao c.olt.lt~ dM apito 
x..i.maçÕM e.nvo.e.v.úia..6. A in6lu~Ua. do e.-6 6oJt.ço axial e c.onúd.e.Jt.ada na c.oncücao de. p~ 
.t..t6-{.c.acão. O método numêtúc.o de.-6 e.nvo.tvMJ.o e: e.x.e.mp.U6ic.ado em ap.Uc.acõu. 

Apresenta-se o método estático de análise limite 
para pórticos planos, onde se considera a influência do 
es{orço axial no critério de escoamento. 

_A análise limite visa dete~ar a car~a que E~ 
vocara na estrutura o colapso plast1co, que e o fenome 
no no qual a estrutura apresentará deformações indefirii 
damente crescentes a carregamento constante. 

E desenvolvida a formalização geral do problema 
de análise limite de pórticos planos e apresentada a al 
ternativa para Ó cálculo da carga crítica através dõ 
método estático. Este método se aEresenta como problema 
de otimização não linear, que entao é discretizado e li 
n~arizado, sendo avaliado o significado destas apro~ 
çoes. 

Em consequência da escolha do momento fletor e 
da força axial como variáveis estáticas determinantes 
do estado, elástico ou plástico da seção,utilizam-se me 
canismos de colapso constituídos por rótulas plásticas 
angulares e de expansão. Estes mecanismos são calcula 
dos, no método numérico estático desenvolvido, mediante 
os conceitos de dualidade da teoria de otimização. 

MJDELO DA ESfRUTIJRA 

Em um pórtico n com n nós e m elementos, definem
se a seguir as variáveis utilizadaS: 

Cinemática - Considerando-se a hipótese de peque 
nas deformaçoes e que as seções planas permanecem pla 
nas e normais a linha neutra, as relações cinemáticas 
são assim definidas: 

Vj 

Figura 1 • Definição das variáveis cinemáticas 

o d o 

ãJ (r) = dr Vi (r) k·j (r) d2 ·i 
= -2 vtCr) 

dr 
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. d o 

iJ (r) = ar Ü~(r) (1) 

onde; 

éj(r), Vier) e Üj(r) -são fUnções de velocidade, defi 
nidas para um elêniento j. 

kj(r) e Éj(r) -funções taxa de deformação de curvatura 
e longitudinal, respectivamente, no elemento j. 

y~ e 5l - taxa de deformação de rótula Elástica e exp~ 
são plastica, respectivamente, numa seçao ri do elemeg 
to j. 

Define-se ainda: 

[k(r) . T 
e:(r)] 

:Suilíbrio. Em um elemento j , definido pelos nós 
I (iniCíãl) e F (final) e os esforços descritos confor 
me figura 2, pode-se calcular através do princípio das 
potências virtuais.os esforços F', V' e V em função ape 
nas dos esforços Mi, M~ e FJ e do carregamento distri 
buído. 

Do mesmo modo, as tensões generalizadas atuantes 
numa seção r qualquer (figura 2), também podem ser es 
critas em função dos mesmos parâmetros, através da rela 
çao: 

(2) 

onde, 

_j 
Q (r) 
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Qj [Mi, ~, FJ] T 

. [ 1 _ (r/Lj) 

yJ(r) = O 
o :] 

r/L. 
J 

Q~(r) - vetor de dimensão [2 x 1] e que contem os 
mos relativos a carga distribuída. 

F' q ,, ' ~ 
W~(d ' " _.:: ?V·~ 

Figura 2. Elemento típico da estrutura 

ter 

O equilÍbrio nodal da estrutura é obtido através 
do somatório de forças atuantes nos nós da estrutura 
[1], e é dado por: 

T -P = B Q, P = P - w eq eq (3) 

onde 

P - vetor de cargas concentradas atuantes nos nós nas 
direções x, y e e. 
w - vetor de carga concentrada equivalente ao carrega 
mento distribuído. -

Q - vetor que agrupa os Qj vetores de esforços nodais 
de cada elemento. 

BT - operador de equilíbrio, que referencia os esforços 
nodais (internos) em relação ao sistema global (x ,y) . 

Relações constitutivas. As equações constitutivas 
de mater1a1s elast1cos perfeitamente plásticos são (1] 
(2]: 

• • •P 
q=CQ+q •P • 

q = '*'QCQ " 

~(Q) .2 o <l>(Q) • À = o 

• T • 
<I> = ~Q(Q)Q ~ • À = o 

~k _2 O se <l>k = o 

onde: 
C - tensor de elasticidade 

~ - taxa de tensão 

. 
À > o 

(4) 

q - taxa de deformação total 

qp- taxa de deformação plástica 

À - fatores de escoamento 

<I>(Q) - superfÍcie limite de escoamento 

<I>Q(Q)- tensor gradiente do vetor <I>(Q) 

Essa lei modela o comportamento de um material 
(ou elemento estrutural) elastoplástico ideal com re 
gião elástica convexa <l>(Q) < o definida pela função ve 
torial <I> cujas nf componentes são funçÕes diferenciã 
veis que caracterizam os modos de escoamento (figura 
3.a). 

Por exemplo para seção retangular tem-se [1]: 

<I>(Q) = ± Mk~) + ( F~~) r _ 1 (5) 

Mo - momento limite 

N0 - esforço axial limite 

A linearização dessas superfícies pode ser obti 
da supondo aproximações por funções seccionalmente 11 
neares, que determinam poliedros inscritos a essa su 
perfície e com vértices sobre ela e por poliedros cir 
cunscritos e tangentes a mesma [1]. 

o.z.<\2 

modo k 

~k. o 
(o) 

qP 

~p 

Ql ,ql 
modok 

~k= o 

o, 

( b ) 

Figura 3. Superfícies limite de escoamento. 

Neste caso tem-se (figura 3b): 

T <I>(Q) = N Q - R <l>Q(Q) = N (6) 

onde: 

N - matriz cujas colunas são normais as faces do po 
liedro. -

R - vetor cujas componentes são as distâncias de cada 
face do poliedro a origem. 

Por exemplo para a seção retangular a superfície 
limite é aproximada por octaedros mediante [1]: 

onde: 

R 

R 

R' 

81 

<I>(Q) 

+ Ís F(r) + M(r)) R -,1 r:1Q - T -

+ ~F(r) + B M(r)) R' 
- ~ - 2r;r:--o o 

R'= 1 (poliedro inscrito) . 

1.063}( 1 " d . . po 1e ro c1rcunscr1toJ 
1.042 

o.5 s2 = o.667 



A relação q~ = ~Q(Q)~ exprime a lei 4i normali~ 
de (associada), enquanto a igualdade ~ (Q)·À =O garante 
que só existem deformações plásticas (XK > O) para mo 
go~ de esco~ento ati~os (~k(Q) =O), assim como 
~·À = O impoe a condiçao de que no descarregamento lo 
cal (~k < O) não ocorre deformação plástica (Àk = O). -

COLAPSO PlÁSTICO 

Campo de tensão Q de colapso é um campo de ten 
sões plasticamente admissível (~ (Q) < O ~r), para o 
qual existe um campo de velocidades.-ü, não rígido e 
~uramente plástico para Q (isto é, q correspondente a 
u por (1) coincide com qV associado a Q por (4)) . Uma 
carga P é de colapso se existe um campo de tensões de 
colapso equilibrado com ela. 

A proposição da análise limite ~ara cargas~propo! 
cionais consiste em encontrar campos u, Q e P = ãP, no 
qual Ú é puramente plástico, Q ~. um campo plasticamente 
admissível e em equilíbrio com P. 

Teoremas fundamentais. A proposição anterior é 
equivalente a resoluçao dos problemas de otimização 
enunciados pelos teoremas estático e cinemático da anã 
lise limite [1][3]. 

(1) Teorema estático 

'V 
CL = max CL 

CL,Q 
(7) 

sujeito a: CL P~ + P~ = BTQ (equilíbrio) 

~~(r)) ~ O ~ r (admissibilidade) 
onde, os índices f e v dizem respeito respectivamente a 
carregamentos fixos e variáveis durante o programa de 
carga. 

(2) Teorema cinemático. 

'V 
CL = min[P. t(q(Ü(r))) - Pfext (Ü(r))] 

Ü(r) m 

v • 
sujeito a: Pext(u(r)) = 1 

onde }int e Pext são as potências interna e externa. 

DISCRETIZAÇÃO E LINEARIZAÇÃO 

(8) 

A linearização e discretização dos teoremas (7) 
e (8) dão origem a dois métodos de resolução para o pro 
blema de colapso: o método estático e o cinemático [1]~ 

Desenvolve-se neste trabalho apenas os procedimen 
tos referentes ao método estático, que é proveniente dã 
linearização e discretização do teorema estático. 

O teorema estático proposto em (7) se apresenta 
na forma de maximização de uma função linear sob um nú 
mero finito de variáveis, sujeito a um número finito de 
restrições lineares de equilíbrio e um número infinito 
de restrições não lineares de admissibilidad~ plástica 
de tensões. 

A versão discreta e linear do teorema estático 
será obtida utilizando-se a superfície limite lineariza 
da por EOliedros e propondo apenas nc pontos l?ara a ve 
rificaçao das condições de admissibilidade plastica de 
tensões. 

Cabe ressaltar que esses pontos de verificação 
não são os nós da estrutura, mas qualquer conjunto de 
pontos ~dequadambnte escolhido. 

O teorema estático aparece então na forma de um 
problema de programação linear: 

com as restrições: 
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[-~:-i-~---] [-g-j-BT I- p v CL 
: eq-

onde, 

O problema dual deste primitivo representa uma 
versão discreta e linear do teorema cinemático cujas va 
riáveis resultantes são os fatores de escoamento de ca 
da uma das nc seções críticas e as velocidades nodais 
[2] . 

Significado das aproximações. A definição da equa 
ção de eqU1l1br1o (3) e das tensoes nas seções (2) sãO 
exatas . A não coincidência do resultado numérico para o 
resultado real é devida somente à linearização da super 
fície limite e a relaxação das condições de admissibilT 
dade plástica de tensões que se impõe ao problema quan 
do se verifica essa condição apenas em um número finito 
de seções da estrutura . 

Se na estrutura at~ somente cargas concentradas 
o fator de colapso<vreal CLR • o fator de colapso para o 
~liedro inscrito CLI e para o poliedro circunscrito 
CL5 , obedecem a relação: 

'V 'V 'V 
CL ~a....<CL 
I- K- s (9) 

pois a distribuição linear de tensões garante que a es 
colha dos nc pontos de verificação coincidentes com os 
nós impõe a admissibilidade de tensões em qualquer ou 
tra seção. 

verificação 
conveniente 

se garante 

Quando se tem cargas distribuídas a 
da desigualdade dependerá de uma escolha 
dos ~ntos<vde verificação . Neste caso, não 
que cxi ~ ~· 

O valor vetorial da variável dual ÀG , nos permite 
calcular as taxas de deformação plásticas através das 
relações constitutivas (4), por meio de: 

onde 

e, 

Ô. (r ) 
J c 

(deformações de ró 
tulas plásticas 
angulares) 

(deformações de exp~ 
sões plásticas). 

ÀG - vetor que agrupa os fatores de escoamento das se 
ções críticas. 

APL I CAçOES 

Como aplicação apresentam-se vários casos de ar 
cos circulares biapoiados , com seções retangulares, ten 
do a geometria aproximada por elementos retos . 

Arcos sujeitos a carga concentrada. Arcos como o 
apresentado na f1gura 4, foram anal1sados considerando 
a ângulo ~ variando de 100 a 90° e os esforços limites 
opedecendo a relação M0 = 0. 02 R N0• 
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R h p: OCPR/2Mo 

I 

Figura 4. Configuração indeformada 

Na figura 5 são apresent ados os resultados obti 
dos numericamente comparando-os com os resultados anali 
ticos de Hodge [1 ] . 

p 

10 

8 

6 

4 

2 

o 
100 30" 

-sow~ EXATA 
i NUMÉRICA (LIMITE INFERIOR) 
O NUMÉRICA ( LIMITE SUPERIOR) 

~o o 70° 

Figura S. Fatores de colapso para os 
dos na figura 4. 

90° f/J 100° 

arcos esquematiz~ 

Wy 

Figura 6 . Configuração indeformada 

A carga de colapso obtida pelo presente método é 

"'- Mo a. w = 28 .42-
y R2 

com rótulas plásticas , angulares e de contração , simul 

tãneas , em: 

<P1 19.7° e <P2 22 . 5° . 

Esses resultados foram obtidos aproximando a geometria 
por oito elementos iguais e considerando cinco seções 
de verificação nos elementos 3 e 7. 

O mecanismo de colapso resultante está esquemati 
zado na figura 7. -

Figura 7. Mecanismo de colapso para o arco esquematiza 
do na figura 6. -

Esta mesma estrutura foi analisada por Onat e 
Prager [4] que analiticamente obtiveram um limite supe 
rior para a carga de colapso de: -

CONCLUSOES 

Mo ti: w < 29.10--.,-
y- R" 

Mostrou-se que a formulação da análise limite co 
mo um problema de otimização permite a geração de méto 
dos de cálculo simples e eficientes, assim como também 
possibilita a interpretação correta das aproximações 
envolvidas. F.m particular mostrou-se que para pórticos 
não é necessária uma interpolação de tensões generali 
zadas e que as aproximações decorrem da linearizaçãõ 
da superfície limite de escoamento e da dicretização 
da restrição de admissibilidade plástica de tensões.Es 
ta situação muda quando se utiliza uma abordagem cine 
mâtica do mesmo problema [1][2 ] . -

De acordo com a apresentação realizada na formu 
lação e aplicações, os casos em que se faz necessária 
uma escolha de pontos de verificação de admissibilida 
de diferente da trivial (coincidente com os nós) sãõ 
resolvidos convenientemente colocando maior número de 
pontos nas regiões pressumivelmente mais críticas . 
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Como o:üm.i..zadolt, é. u.:üR-i.zada uma M.:ti..na bMe.ada num mé..todo de. d.i..lte.ç.õu v-i.ávw. 

INI'RODUÇÃO 

O projeto Ótimo automático limite de pórticos pla 
nos tem sido considerado em diversos trabalhos publica 
dos nas Últimas décadas 11-SI. A quase totalidade destes 
trabalhos ê baseada nos teoremas do limite inferior e su 
perior da carga crítica, de forma a não satisfazer totai 
mente as condições do teorema da unicidade da teoria plãs 
tica simples: equilÍbrio. mecanismo de falha e escoamen 
to. Por outro lado, este teorema não ê válido quando con 
siderações de estabilidade são incluídas. Desta forma, u 
ma formulação de projeto Ótimo limite mais realista deve 
ser baseada numa análise não-linear. 

Na maioria dos trabalhos , os efeitos não - lineares 
são parcialmente considerados através a introdução de pa 
râmetros adequados na análise linear do problema. Uma in 
corporação de efeitos não-lineares foi apresentada por 
Majid e Anderson ISI. através de uma análise elasto-plás 
tica, com a obtenção da curva carga-deflexão não -linear 
do pórtico atê o colapso. Nenhuma consideração de mérito, 
entretanto , foi feita na formula~ão de projeto Ótimo. 

O objetivo deste trabalho e, a partir de uma anâli 
se inelástica não-linear 161 , apresentar formulações pa 
ra projeto Ótimo limite automático, considerando os as 
pectos não-lineares atê então simplificados ou evitados-:-

Duas formulações são apresentadas na forma de proble 
mas de programa~ão matemática: (i) uma com restrições b~ 
seadas num cri teria de escoamento e, (ii) outra com res 
trição no fator de carga crítico. Restrições de equili 
brio são implicitamente satisfeitas em ambos os casos. -

São, também, apresentados um procedimento para a a 
valiação analítica dos gradientes das funções de restriçãO 
envolvidas e métodos para a detenninação da carga crítica. 

ODNSIDERAÇOES GERAIS 

Estrutura. As presentes formulações aplicam-se a pór 
ticos planos dê aço, com membros de seção transversal em 
I. O plano da alma coincide com o plano da estrutura e do 
carregamento, e instabilidade ê suposta ocorrer somente 
neste plano. As juntas são tidas como ideais. 

O carregamento ê considerado proporcional, i.e., o 
vetar de cargas nodais ê dado por {Q} = À{Q}, onde À ê o 
fat or de proporcionalidade ou fator de carga, e {Q} é o 
vetar "que representa a distribuição de cargas aplicadas. 
O diagrama tensão-deformação ê considerado igual para tra 
ção e compressão, e pode incluir encruamento. -

Variáveis de projeto. Normalmente, têm sido utill 
zadas como variaveis de projeto em otimização de pórticos 
em estado limite as capacidades de momento plástico dos 
membros, definidas como o momento que produz plastifica 
ção total na seção transversal. O uso do momento plást1 
co como variável de projeto, numa formulação baseada no te 
orema do limite superior , permite desconsiderar o tipo de 
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seção transversal. 
Numa formulação baseada em análise inelástica não

linear, entretanto, ê necessária a caracterização da se 
ção transversal. Isto introduz duas complicações: (i) pa 
ra o dimensionamento da seção seriam necessárias várias 
variáveis de projeto, o que aumentariamuitoadimensãodo 
problema de otimização e, (ii) um esquema deveria ser im 
plantado para garantir a representação de perfís existen 
tes. Brown e Ang 171, superaram estes problemas mas res 
tringem-se ao comportamento elástico do material. -

Neste trabalho, ê suposta uma seção em I iFi g. 1), 
com somente uma variável de projeto Xi para o i-esimo mem 
bro. w,, H,, T.,., e Tf 1 são, respectivamente, as dimensões 
de uma seção padrão, selecionada de acordo com ISI , de mo 
do a evitar problemas de instabilidade local. -

Figura 1. Seção transversal idealizada 

Função ob~ivo. O volume da estrutura ê nonnalmen 
te tomado comoçao objetivo pois está, de certa fo~ 
relacionado com o custo. Para um pórtico de N membros, 
o volume ê dado por F = I [i Ai, onde Li e Ai são, res 
pectivamente, o comprimento e a área da seção transversal 
do i -és imo membro. Para o perfil mostrado na Fig. 1 : 

Ai = X{ { 2 We Tfe + (H,- 2 Tfe) Two}, 

de modo que, 
N 

(1) 

F={2W,Tfe+ {He-2Tfe)Twol.lLiXi2 • (2) 
~-1 

Usando a idéia de agrupamento de variáveis, pode-se 
representar membros que, devido à simetria ou imposição de 
projeto , têm seção igual a uma única variável de projetn 
Desta fonna, e como os termos fora do somatório de (2) 
são comuns a todos os membros, pode-se escrever: 

m 
F = I L. X .2 (3) ., . 1 J J , 

J= 
onde m ê o número de grupos, Lj é o somatório dos com 
primentos dos membros do j-ésimo grupo e Xj a sua variável 
de projeto associada. 

Restrições de equilíbrio. Usando-se o teorema do li 
mite superior, a distribuiçao de momentos não ê obrigada 
a satisfazer as condições de equilÍbrio. A satisfação das 
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condições de compatibilidade, entretanto, é exigida. No 
teorema do limite inferior, ocorre o contrário. 

Distribuições de momentos de flexão são obtida:., nes 
te trabalho, a partir de uma análise não-linear, baseada 
no método dos deslocamentos, e cujas equações resultam da 
aelicação do princípio dos trabalhos virtuais 191 . A exi~ 
tencia de solução do sistema de equações não-lineares im 
plica na satisfação automática do equilíbrio 11,21. -

A análise considera não-linearidade geométrica, a 
través da relação deformação-deslocamento para grandes 
deslocamentos e não-linearidade do material, através uma 
relação tensão-deformação tri-linear, incluindo o encrua 
mento. Os esforços generalizados nas seções são calcula 
dos a partir da integração di reta das tensões , obtidas de 
acordo com a distribuição da deformação nestas seções 161. 

Outras restrições . Restrições podem ser introduzi 
das para evitar a formação de cones reversos nas colunas, 
i. e. , uma coluna com dimensões maiores do que as suas in 
feriares, além de restrições na forma de limitantes supe 
riores e inferiores nas variáveis de projeto 191. -

FORMULAÇOES DE PROJETO 

Formula ão com restri ões Esta pri 
me ira ormulaçao, oravante es1gna a por "A", inclui res 
trições relativas ao escoamento. O termo tem sido usadõ 
para traduzir o esgotamento da capacidade resistiva de uma 
seção transversal. Rigorosamente, deveria ser imposta a 
restrição de que "não todos os pontos de qualquer seção 
estejam plastificados". Como, na presença de cargas axi 
ais nos membros, o Último ponto da seção a plastificar e 
variável, com o objetivo de simplificar, em muitos traba 
lhos a definição baseia-se em apenas uma componente do ve 
tor de forças na seção, e. g. , o momento fletor em estrutu 
ras reticuladas. Entretanto, como a presença de for~as a 
xiais reduz a capacidade de momento plástico puro, e ún 
portante a sua considera~ão no critério de escoamento. A 
Figura 2 mostra a superf1cie de escoamento composta pela 
união de trechos lineares, formando um contorno convexo, 
como definida por Fenves e Gonzalez 1101. 

No critério aqui utilizado, a influência da carga 
axial é introduzida nos limites impostos aos momentos a tu 
antes M. Note que nestes, esta influência é automâtic~ 
te incorporada através da análise. O critério de ~sco~ 
t<? comumente utilizadó é -8 Mp ~ M ~ 8 Mp, sendo 8 um p~ 
rametro cuja variação pode levar o projeto a diferentes 
fases , O < 8 à 1 , e 

Mp = X2cry{ We Tfo(Ho- Tfo) + (~- Tfe) Twol. (4) 

Alguns autores utilizam 8 = My/Mp, onde My é o mome!! 
to para o qual as fibras extremas da seção atingem a ten 
são de escoamento Oy, ficando O problema limitado ao re 
gime elástico. -

O efeito de redução devido à carga axial é pegueno 
para baixos valores de P/Py. onde P representa o modulo 
de carga axial e Py, o valor correspondente a uma distri 
buição de tensão normal uniforme e igual à tensão de es 
coamento. No nosso casoj então, usando-se as relações re 
comendadas pelo AISC IS : -

com 

M' p 

-8 MP'~ M ~ 8 ~· '" , (S) 

M I - M 
'1' - p 

1.18{ l- P/Py) 

para O à P/Py ~ O.lS, 

para O.lS ~ P/Py ~ l.O. 

--Presente 

---- Ref. lO 

P/py 

Figura 2. Curvas de interação 

(6) 

As restrições para a j-ésima seção seriam, então, 
escritas: 

9lj = Mj/{ 8 

9zj = -Mj/{8 Mp'j) 

'!) - 1 ~ o • 
l = -g2j - 2 ~ o 

(7) 

A Figura 2 compara os critérios usados em 10 e nes 
t e trabalho. Ambas superestimam a capacidade real da se 
ção por não levarem em consideração a influência do raiõ 
de curvatura na capacidade de momento plástico reduzida. 

As restrições só necessitam ser impostas nos pontos 
onde é possível a formação de rótulas plásticas (seções 
críticas) e não na estrutura toda. 

A formulação "A" do problema de programação matemá 
tica pode, então, ser escrita como: ache o vetor de varia 
veis de projeto {X} que minimiza o volume do pórtico (3) 
e satisfaça as restrições de equilÍbrio, escoamento (7), 
cone reverso e laterais. Restrições em deslocamentos no 
dais poderiam ser facilmente ser incluídas 191. -

(8) 

onde Àcr{Õ} 
O problema de programação matemática poderia, en 

tão, ser enunciado como: ache o vetor de variáveis de -prõ 
jeto {X} que minimiza o volume do pórtico, satisfazendo a 
restrição de fator de carga crítico (8), cone reverso e 
laterais. 

A maior dificuldade do método reside na determina 
ção do Àcr, correspondente ao colapso de determinado prõ 
jeto estrutural. -

Entre outros, poderiam ser utilizados procedimentos 
numéricos de interpolação ou extrapolação para o cálculo 
do ponto crítico 1111. Os critérios de estado crítico se 
resumem ao cálculo do primeiro zero de uma função esc~ 
do tipo S (x ,n) =O, onde x é o vetor de deslocamentos e n 
Ujl\ parâmetro de controle. O melhor critério depende do ti 
po de estrutura e do parâmetro de controle utilizado. -

Devido à facilidade de cálculo, o critério que tal 
vez seja mais utilizado é o do determinante da matriz de 
rigidez tangente nulo; uma singularidade é marcada pela 
mudança de sinal do determinante. 

A tentativa de utili zação deste método no presente 
trabalho confirmou os seguintes pontos citados em 1111 : 
(i) a variação do determinante entre duas avaliações su 
cessivas é próxima de zero na vizinhqnça do ponto críti~ 
co, e extrapolação conduz a erros numéricos significati
vos e; (ii) esta técnica pode ser satisfatória para esta 
belecer se o sistema se tornou instável, mas não é apro~ 
priada para determinar a localização exata da singulari
dade. 

A Figura 3 mostra curvas características do deter 
minante em função de dois parâmetros de controle alterna 
ti vos: (i) norma de deslocamento I "X 11 e, (ii) fator de cãT 
ga. Pode ser notado que em ambos os casos a técnica de ex 
trapolação não é recomendada 

det ( K) 
(b) 

n ru p 

Figura 3. Comportamento do determinante 



Como alternativa~ sugere-se aqui a adoção do méto
do de busca por seção aurea para a detenninação da ins 
tabilidade do sistema' estrutural, baseado tão somente na 
mudança de sinnl de qualquer .~s elementos da diagonal da 
matriz de rigidez tangente ~sta. 

GRADIENTES 

Função objetivo. O gradiente é obtido derivando (3) 
em relaçao as variaveis de projeto 

aF/aXi = 2 Li Xi, i= 1, ... ,m. (9) 
Esforços resultantes e deslocamentos. A detennina

ção anal1tica das expressoes do gradiente evita que este 
tenha que ser calculado por diferenças finitas, o que de 
manda grande esforço computacional. Para problemas não-=
lineares as expressões analÍticas podem ser difíceis de 
serem determinadas e nem sempre existem. A complicação a 
dicional em relação a problemas lineares reside no fato dê 
que sempre é usado um processo iterativo ou incremental, 
para a solução do sistema de eguações não-lineares. A ge 
neralização de expressões tambem não é possível, devendo 
estudar-se caso a caso. 

Para o caso do presente trabalho, no yonto de equi 
líbrio é satisfeito o sistema de equações nao-lineares re 
sul tante da aplicação do princípio dos trabalhos virtuais: 

'

+(+ +X} +(+ "'x) +*(+ *) + *I - * (lO) 1jJ 11 r, , m r, , m r,x , r, A - u , 

onde, res~cti vamente, r representa o vetor de deslocamen 
tos e, n, m, em*, os vetores cujas componentes represell 
taffi os esforços generalizados na seção dos membros 161.-

~ fácil mostrar que os gradientes dos esforços ge 
neralizados podem ser colocados na forma 191: -

an = rP ar . am = M T ar am"S = M *T ar (11) "ãXi 5 'ãXi , 'ãXi 5 'ãXi ; 'ãXi 5 'ãXi . 
A substituição de (11) na derivação de (lO) resulta 

em um sistema de equações lineares em arj/aXí 191, 

:::: + + ar ê q,(r, X) 'ãXi = i , (12) 

qu~ é facilmente resolvido para valores conhecidos de r 
e X. A matriz ~ de (12) é montada a nível de elemento e 
depois expandida em uma matriz global para a estrutura. 

Escoamento. Derivando (7), usando (6) e observando 
que a derivadã de (4) é 

a~1pj _ { 3 Mpj /X i se j é associado com i (l3) 
""'ãXi - O se j não é associado com i 

resulta em: se P/Pyá,O.l5 
(a) j-ésima seção associada com a variável X : 

aglj/aXi = (am/aXi - 3m/Xi}(1/6 Mpj) ; (14) 
(b) j-ésima seção não associada com a variável X 

aglj/ôXi = (1/6 Mpj) (am/ôXi} . 

Se P/P ~0.15: 

(15) 

(a) 

(b) 

aglj/aXi = (1/a Mp'j) [am;axi - (m/ A} (3A/Xi- B~; (16) 

onde 

com 

ôm1j/aXi = (Bm}/(A Mp'j 6), (17) 

A 1- P/Py B = (1/Py}(ôP/aXi- 2P/Xi) 

se n >O 
se n 7o 

(18) 

(19) 

Fator de carga. A expressão analítica para o grad~ 
ente do fator de carga não é possivel de ser obtida. Des 
ta maneira, não há outra alternativa senão recorrer a di 
ferenças finitas. 

Outras restrições. A obtenção das expressões dos 
gradientes dãs restr1çoes de cone reverso e laterais e 
trivial 191. 

STSTFMA. C<M'UTACIONAL 

O sistema computacional para projeto Ótimo automático 
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implementado é composto das seguintes seções: (i) análise 
baseada na teoria não-linear apresentada em 161, em cone 
xão com as formulações A e B; (ii) análise de sensibiliaã 
de; e (iii) otimização, com a utilização da rotinaOONMIN 
baseada em um método de direções viáveis 1121. 

A implementação da formulação A merece algumas co~ 
siderações. Para valores de mais ou menos próximos da 
unidade, o al~oritmo de otimização pode levar a projetos 
cuja carga cntica é menor do que a carga aplicada. Ne~ 
tas condições, as equações de equilÍbrio não podem ser s~ 
tisfeitas; o processo de Newton-Raphson utilizado para a 
solução destas equações não converge, impedindo o cálculo 
dos momentos atuantes (restrições) e de seus gradientes. 
O procedimento adotado para contornar este problema, co~ 
siste em: (i) considerar o efeito de encruamento do mate 
rial na seção de análise; (ii) parar o processo iterativo 
no momento em que a matriz de rigidez tangente se mostrar 
indefinida quanto ao sinal, armazenando os vetorescorr~ 
tes de deslocamentos {r}ce de cargas não equilibradas , 
{~Q}c; e (iii) calcular as restrições e gradientes util~ 
zando uma penalização sobre o vetor dos deslocamento~ na 
forma: {r}= (l+yH~Q}cli/j{Q}j){r}c, onde y é um parâme
tro (neste trabalho y = 20, i .e., os deslocamentos são d~ 
brados para cada 5% de carga não equilibrada) . Esta sist~ 
mâtica penni te tanto uma diminuição nas capacidades de ~ 
mento plástico reduzidas (6), através do aumento de carga 
axial, quanto um aumento no nível dos momentos atuantes, 
Mj , através do aumento das. t~nsões devido ~o efeito de ~n 
cruamento. Assim, as restr1çoes (7) tenderao a serem Vl~ 
ladas, ajudando o otimizador a manter o projeto fora da 
região perigosa. 

A formulação B, na realidade, nada mais representa 
do que uma alternativa para a solução das dificuldadesre 
feridas acima. 

EXEMPLOS NUMI:RIOOS 

As propriedades do material utilizado nos exemplos 
aEresentados a ~e~ir, ~ão rep::esentadas na Fig. 4. Os p~ 
rametros da seçao 1dea1lzada sao: Wo = O .10795 m ; T f o = 
0.0127m; H1 = 0.1320~m; e Twe = 0.00~048m. O volume

2 
da e~ 

trutura, então, sera dado por (2): F=(0.003067lm )F.Os 
resultados são apresentados em forma tabular retratando, 
respectivamente, os projetos Ótimos obtidos pela aplicação 
do teorema do limite superior; pelo escalonamento deste 
Último de fo~ a apresentar carga crítica igua! à carga 
aplicada; e aqueles obtidos atraves das formulaçoes A e B. 

~X.l(!Ntrrl 

0.012 0.12 

Figura 4. Propriedades constitutivas do material 

Exemplo 1. A Figura 5 mostra, esquematicamente, a 
estrutura. Os resultados estão representados na Tabela 1. 
As restrições críticas são aquelas relativas aos momentos 
nas seções A, B, C, D e E, indicadas na Figura 5 , quando 
utilizada a formulação A. O projeto Ótimo dado pela fo! 
mulação B é levemente inviável (Àcr < 1)! isto se de:re _ao 
otimizador, que pennite pequenas violaçoesnas restnçoes. 

3P 

F:lgura 5. Estrutura do exemplo 
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Tabela 1. Exemplo 1 - Resultados 

F (m) x1 x2 X] x~ Àcr 

Ref. 121 63.09 1.897 2.171 1.5Q5 1.505 0.8689 
121 esc. 69.56 1.992 2.280 1.580 1.580 1.0000 
Fotm. A 67.89 1.918 2.192 1.660 1.586 1.0370 
Fonn. B 65.69 1.956 2.114 1.473 1. 720 0.9988 

Exemplo 2. Os resultados para o exemplo da Figura 6 
estão apresentados na Tabela 2. Para a fonnulação A, as 
restrições críticas correspondem aos momentos nas seções 
A e B da Figura. 

Tabela 2. Exemplo 2 - Resultados 

F (m) x1 x2 X] Àcr 

Ref. 131 16.51 1. 780 1.324 1.491 0.9115 
131 esc. 17.62 1.839 1.368 1.540 1.0001 
Fonn. A 17.83 1.794 1.366 1.598 1.0352 
Fonn. B 17.35 1. 710 1.339 1.625 1.0000 

L 

_L 

Figura 6. Estrutura do exemplo 2 

Exemplo 3. A viga da Fig. 7 foi, inicialmente, ot~ 
mizada com P =O, utilizando-se 1 e 5 elementos finitos pa 
ra a sua representação. No ciclo de otimização, a rotina 
CONMIN foi substituÍda por uma busca unidimensional, ten 
do em vista a existência de uma Única variável de proje= 
to. Os resultados estão apresentados na Tabela 3. 

Posteriormente, verificou-se a influência da carga 
axial no projeto Õtimo (ver Fig. 7). 

Tabela 3. Ex~mplo 3 - Resultados 

T.L.S. For. Aa For. Ab For. saI For. Bb 

F (m) 123.97 121.53 123.58 121.54 

I 
123.61 

X 4.9793 4.9302 4. 9715 4.9304 4.9721 
Àcr 1.0045 0.9999 0.9998 1.0000 1.0003 

al 1 elemerito--fillito ~ elementos -Iini tos 
F I. r p 

~ 
127 

510 

L26 

( Q• 244 Kipl 

( LOII53L2 Nl 

õ'.4 11;6 ó.e Lo Pto 

Figura 7. Influência da carga axial no projeto Õtimo 

illNCLUSÃO 

As formulações apresentadas fundamentam-se em cri té
rios di~tintos, respectivamente, rigidez e estabilidade. 
Um critério mais completo para projeto deveria englobar 
ambos os tipos de restrições. 

Como vantagens das formulações apresentadas, pode
se mencionar: (i) não se prendem a nenhum padrão particu 
lar de formação de rótulas plásticas;" (ii) não exigem a 
formação de mecanismos completos; e (iii) consideração de 
efeitos não-lineares leva a projetos mais realísticos, en 
quanto que a aplicação dos teoremas limites prodnz limi 
tantes para a função objetivo Õtima. Como desvantagens~ 
não podem deiÃar de ser mencionadas: (i) esforço comput~ 

cional consideravelmente maior e, (ii) dependência no ti 
po de seção transversal considerada, ao contrário do teo 
rema do limite superior. ,-

Entre as duas formulações, recomenda-se o uso da B 
por ser mais estável, apesar do cálculo de gradiente por 
diferenças finitas. 

As simulações apresentadas aqui e em 191 mostram 
que, para efeito de projeto, pode ser mais recomendável 
o dimensionamento pelo teore~ do limite superior, com 
posterior escalonamento visarleo a satisfação dos requis! 
tos de estabilidade; perde-se algo na eficiência do pro 
jeto (mais pesado) , mas ganha-se muito em esforço compu= 
tacional. Somente nos casos em que ocorre distribuiçãode 
sigual de esforços axiais consideráveis é que se pode eS: 
perar resultados fracos para projeto pelo T.L.S. O exem= 
plo 3 mostra, também, que podem ser necessários mais ele 
mentos, para uma representação adequada dos membros estrutU
rais. 
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Sl»1ARY 

Two 6M.mu1.a;ti.on6 601tineia.óü.c rn.óúmum-wúgh:t duigrt 
o 6 -6-te.e.l plane. 6MmU aJte. piLU e.rtte.d and compa.lle.d wLth 
o.the.Jt w01tlu. One. o 6 .the. 6oJtmu1.a;ti.on6 con6ide.M corL6tJtMI'It6 
OY! membe.Jt-M.CÜ.OY! tjiehJ. artd .the. o.the.Jt, a COrL6~ OY! 
.the. CJtd,{_cal load 6ac.toJt. A quo.dJtaü.c co-6t 6unctiort, I
cJtOM -6e.CÜ.Ort, pMpoJtü.onal load-<-ng and ortly one. du..i.gn 
vaJt,{_able. peJt membe.Jt aJte. corL6-<-de.Jted. A~cal expJtel>úorL6 
6oJt the. gJtad-<-e.Y!.t-6 o 6 rtortUneaJt corL6tJtMY!.t-6 aJte de.Jt,(_ved. 
and nume.Jt,{_cal pJtocedUilu 601t .the. de..teJurú.rtatiort o 6 .the. 
CJtd,(_cal. load 6ac.toJt aJte. d-<--6ctU>-6ed. A Mutine. bMe.d on 
the. 'Yie..thod o6 6e.Mible. fuectiorL6 ,{_,6 Med M opü.múe.Jt. 
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INTRODUÇÃO 

A rápida disseminação de microcomputadores,que te 
ve como causa a vertiginosa queda de preços destes equT 
pamentos, fez com que pequenas e médias firmas, ou mes 
mo profissionais autônomos, se interessassem pelos re 
cursos computacionais. 

Na área do projeto estrutural, vários programas 
envolvendo análise matricial para vigas, tre!iças e pôr 
ticos estão sendo implementados e colocados no mercadõ 
para utilização em microcomputadores. 

O desenvolvimento apresentado neste trabalho visa 
possibilitar ao usuário de micros o projeto iterativo 
no sentido da otimização de treliças planas de alumínio. 

Para a fase de análise, foram utilizadas as técni 
cas matriciais clássicas considerando o comportamento 
linear [1]. Como restrições, foram consideradas as ten 
sões admissíveis segundo a norma da The Aluminium Asso 
ciation [2], além de deslocamentos admissíveis forneci 
dos pelo usuário. -

A etapa do redimensionamento otimizado foi execu 
tada mediante a chamada ao subsistema Microsapo,segundo 
técnicas baseadas no Lagrangeano [3,4]. O subsistema Mi 
crosapo é objeto de outro trabalho neste Congresso. -

Para contornar o problema da pouca disponibilida 
de de memória principal, foi utilizada uma subdivisãõ 
da matriz em blocos, que são armazenados em disquetes e 
chamados segundo o progresso da factorização. A matriz 
decomposta também é armazenada em blocos já organizados 
para a solução do sistema sob os diversos carregamento~ 
A técnica de subdivisão em blocos já foi utilizada em 
trabalhos anteriores [5,6], cabendo ressaltar que o al 
gorítmo desenvolvido Eara este programa seguiu metodolo 
gia própria. A extensao do programa para treliças espa 
ciais é simples e será nosso próximo objetivo. -

Este trabalho utilizou o subsistema Microsapo cu 
jo desenvolvimento foi parcialmente financiado pelo Ban 
co do Brasil através do FIPEC. 

ARMAZENAMENI'O DA MATRIZ DE RIGIDEZ IM BL()(X)S E SUA DE
CXMPOSIÇÃO 

Para a análise estática de uma estrutura, tem-se 
como objetivo primário calcular os deslocamentos a par 
tir de forças externas dadas, isto é, devemos resolver 
o seguinte sistema linear [1], 

K.u = F 
'\, '\, 

(1) 

onde K é a matriz de rigidez da estrutura; u é o vetor 
de deslocamentos e F é o vetor de forças eXLernas. 

A matriz de rigidez é função das coordenadas dos 
nós, da numeração dos membros e dos nós, dos vínculos 
e, também, do material de cada um dos membros e da área 
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da seção transversal. 
Na grande maioria dos casos práticos, tem-se es 

truturas com matrizes nruito grandes' mesmo bem munera 
das. 

Para economia de memória principal, a matriz de 
rigidez da estrutura é armazenada em blocos (tantos 
quantos forem necessários), e apenas os termos que fi 
cam no interior de uma largura de banda são guardados: 
Na figura abaixo, vê-se a matriz de rigidez (simétrica, 
positiva definida) com a indicação da largura de ban 
da, do seu comprimento e do comprimento de cada bloco.-

LARGURA DE 
BANDA 

COMPRIMENTO 
DE CADA Bl.DCO 

Figura 1. Disposição TÍpica da Matriz de Rigidez 

O algoritmo de divisão por blocos é utilizado com 
o objetivo de possibilitar, mediante sistemática comuni 
cação com o disco, o trabalho de decomposição da matriz 
de rigidez. Sem o uso desse algoritmo, seria impossível 
o armazenamento na memória da matriz de ri~idez corre~ 
pendente a uma estrutura com, p.ex., 100 nos. 

Em contrapartida, quanto maior a estrutura, maio 
res são as subdivisões por blocos, aumentando-se assim 
o tempo de processamento. 

Para a decomposição da matriz de rigidez, usou-se 
o método de Cholesky (raiz quadrada). Os problemas de 
arredondamento ficam minimizados porque o vetor onde é 
armazenada a matriz de rigidez é definido em dupla pr~ 
cisão. 

Optou-se pela deco~sição por colunas, na qual 
~ada um dos termos depende apenas dos termos referentes 
as colunas anteriores ao termo atual. P.ex.: para se ob 
ter o termo d4, (ver fig. 2b), precisa-se dos termos ín 
teriores ao triângulo pontilhado na não decomposta (fig. 
2a) . Do mesmo modo, podemos obter o termo d5 e o termo 
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d6· Portanto, conclui-se que o primeiro bloco da matriz 
decomposta (triângulo Id.1) ê calculado usando apenas o 
bloco I. Para que o bloco II seja decomposto, serão ne 
cessários os termos do bloco Id.1. Apôs essa decompos~ 
ção, armazena-se o primeiro paralelogramo decomposto 
Cid= Id.1 + IId.1) em disco, por linha. 

(a) Uecomp. dos blocos I 
e II 

(c) Translação de IId.2 e 
armazenamento de III 
na memória principal. 

(b) Armazenamento do blo 
co Id em disco. 

(d) Armazenamento de IId 
(IId.2 + IIId.1) em 
disco. 

Figura 2. Sequência de manipulação dos blocos na memô 
ria principal antes e depois da decomposiçãõ. 

Para a decomposição do próximo bloco (paralelogra 
mo III) será necessária a presença do bloco IId.2 na me 
môria principal na posição indicada na fig.2c.Por isso~ 
apôs o bloco IId.2 ser renumerado, traz-se para a memó 
ria principal o próximo bloco para ser decomposto (fig~ 
2c). Tal processo repete-se para tantos quantos forem 
os blocos da matriz de rigidez. 

CARACI'ERIZAÇÃ() OOS GRUPOS DE PROPRIEDADES E VARIÁVEIS 
DE PROJETO 

Grupos de propriedades. Todos os membros são ass~ 
ciados a uma tabêla de "Grupos de Propriedades". Para 
cada grupo de propriedades são dados o módulo de Young 
(E), a massa específica (p),o raio de giração mínimo 
(r) e a largura da aba (b). 

Variáveis de Projeto. Para variáveis de projeto 
são cons1deradas as areas transversais dos membros.Cabe 
ressaltar que é definida uma tabela associando os mem 
bros à respectivas variáveis 1ejProjeto podendo vários 
membros pertencer à mesma variavel de projeto. 

RESTRIÇOES DE DESLOCAMENTO E SUAS DERIVADAS 

As restrições de deslocamento são do tipo 

u. < u. dm - o sinal do deslocamento admissível será 
J - Ja igual ao do deslocamento real verificado. 

Em forma adimensional 

~- 1 <o 
gj = UJadm 

(2) 

Diferenciando (2) em relação à variável de proje 
to Ak, tem-se -

ag. 1 au. ----=::.J_ ___ _1_ 

aAk - ujadm a~ 
(3) 

• 
Por outro lado, diferenciando (1), tem-se 

aJC aK 
K~=-a.ç JC (4) 

Considerando que a matriz de rigidez de cada bar 
ra ê proporcional à sua área, observamos que aK é a 

~ 
soma das matrizes de rigidez dos elementos associados 
à variável de projeto Ak divididos pela própria árPa Ak. 

Assim, as derivadas em (3) são obtidas diretamen 
te à partir da solução do sistema linear (4) cujo vetor 
independente é facilmente computado. 

TENSOES AIMISS!vEIS E SUAS DERIVADAS 

As restrições de tensão são escritas para 
barra i na forma, 

cada 

la- I < JCa dm)il- a tensão admissível terá o mesmo sinal 
1 

- - a da tensão verificada no membro. 

Em forma adimensional 

a. 
l 

gi = (aadm\ 

Diferenciando (5) tem-se, 

agl. 1 aai _.5: 
- -- 2 ~-(a dm). aAk (a ). -·lc a l adm 1 

A tensão ai pode ser calculada a partir de 

a. = K. u 
1 l 'V 

(6) 

(7) 

onde K- é a matriz de rigidez do elemento i dividida 
l -por sua area ~. 
Assim, 

aa. au 
l - 'V 

aAk = oik Ki ãAk 

-{1;i=k 
0- = 
lk O; i ~ k 

As tensões admissíveis Caadm)i foram calculadas 
à partir da ref [2] para alumínio 6061.As tensões são 
dadas em ksi sendo que o próprio programa as converte 
para kgfm2. 

Devem ser consideradas duas condições diversas. 
Tração (ai > O) ou compressão (ai < O) 

a) Tração (a. > O) 
l 

f' (a ) admi=19 

b) Compressão (a. < O) 
. l 

(9) 



{19 
.!_._ < 9 5 
r ' 

(oadm) 20 2 - &, 126 ~ 9, 5 < .!_._ < 66 E1 O) 

51~00 
- r-

.!_._ > 66 
(.~)2 r 
r 

onde L é o comprimento do membro e r é o raio de gira 
ção mínimo. A tensão admissÍvel deve atender, também, ao 
critério de flambagem local da aba. Assim, 

{

19 

23 , 1 

1970 
c !i) 2 
t 

b - 0,79 t 

~ < 5 2 
t ' 

5,2 ~% ~ 12 

~ < 12 
t 

onde b é a largura da aba e t é a sua espessura. 
Para derivadas da tensão admissível, tem-se 

a) o. > O 
1 

o 

(11) 

(12) 

(13) 

Neste caso devemos notar que como a aba, por hi pó 
tese, se mantém constante em relação à variável de pro 
jeto, a tensão admissível só variará segundo as expres 
sões em (11). -

Considerando perfis L com abas iguais,podemos re 
lacionar a espessura ti com a área da seção Ai na for 
ma, 

t. = b. - I b~ - A: 
1 1 1 1 

Logo, fazendo s1 
b 
t 

o ~ < 5,2 t 

(14) 

Sll 

II - Gravação no arquivo chamado "DERIV'' das deriva 
das da função objetivo e das derivadas das restrições~ 
por r estrição . 

III - Com relação às variáveis de projeto , grava-se no 
arquivo "VARIAV" o valor das variáveis de projeto, o 
limite inferior e o limite superior. 

De posse desses dados, o subsistema Microsa1~ 
calcula as novas variáveis de projeto. 

A partir daí, retorna-se para o programa de Anã 
lise, o qual recalculará a nova matriz de rigidez , a 
nova matriz decomposta, os novos deslocamentos e , fi 
nalmente, novas restrições e derivadas, além do novo 
valor da função objetivo . 

Exemplos Numéricos: 

- Treliça 1: 

6 

1.1- Carregamentos : 
Carregamento 1(vento):-70,0 kgf na direção x, no 

nó S. 
Carregamento 2(peso): -60,0 kgf na direção y,nos 

nós 7, 8 e 9. 
Carregamento 3(peso +vento): somat ório dos car 

regamentos 1 e 2. 

1.2- Grupos de propriedades: 
Grupo de propriedades 1: 
Módulo de Young: 7,20x109 kgf/m2 
Peso Específico: 2, 7Sx103 kgf/m3 
Largura da aba: 0,1016 m 
Raio de giração: 1,98x10-2 m 

1.3- Relação dos grupos de propriedades e variáveis 
de projeto com os membros: 
Grupo de propriedades 1: todos os membros 
Variável de projeto 1: membros 1 a 4 
Variável de projeto 2: membros 5 a 8 
Variável de projeto 3: membros 9 a 13 
Variável de projeto 4: membros 14 a 17 

1.4- Deslocamentos Admissíveis: acoadm)i 0,395 s1 
aA. t 2 cs1-n 1 

5,2 < ~ < 12 -t- (15) Deslocamento horizontal admissível nos nós 4 e 5 
= 1,0x1o-3 m. 

1970 ~ > 12 
b2 cs1-1) 

t 

DESCRIÇÃO DA INl'ERFACE DO PROGRAMA ceM O SUBSIS'fiM<\. 
MICROSAPO 

No presente trabalho, a função objetivo é o peso 
da estrutura. 

Como o susbsistema Microsapo tem um modo padroni 
zado de leitura de dados do disco, a sequência de grava 
ção da função objetivo, restrições e derivadas foi devi 
damente compatibilizada. 

Tal sequência é a seguinte : 
I - Gravação no arquivo chamado "RESTRIC" do valor da 
função objetivo e das restrições (no caso, optou-se por 
gravar primeiramente as restrições de tensão e,apÓs , 
as de deslocamento) . 

Deslocamento vertical admissível nos nós 7, 8 e 
9 = 1,0x1o-3 m. 

1.5- Variáveis de Projeto : 

Var.Pro~. Inicial 
C1 o- m2) 

Var. Proj. Final 
(1 o-.5 m2) 

1 
2 
3 
4 

1 , 012 
0,9027 
1,746 
? ,446 

Peso Inicial 
(k f) 

587 5 

0,6202 
0, 2729 

-o 5465 
1 091 

Peso Final 
(kgf.:..._) --
239 1 

-
. 
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Na estrutura final ficou ativa 1 restrição: 

Tensão no membro 14 para o carregamento 3: 
Tensão= -1,299x105 kgf/m2 
Tensão Admissível= -1,407x105 kgf/m2 
Restrição = -0,07694 

2 - Treliça 2: 

8 

y 

~ e 

2.1 -Carregamentos: 
Carregamento 1 (vento) :-15,0 kgf na direção x, nos 

nos 8, 10, 12 e 14. 
Carregamento 2(peso): -10,0 kgf na direção y, nos 

nos 3, 5, 7, 9, 11 , 13 e 15. 
Carregamento 3(peso +vento): somatório dos carre 

gamentos 1 e 2. 

2.2 -
2. 2.1 

2.2.2 

2.3 -

Grupos de propriedades: 

- Grupo de propriedades T: 
MÕdulo de Young = 7,20xTo9 kgf/mZ 
Peso Específico = 2,75xto3 kgf/m3 
Largura da aba= 0,1016 m 
Raio de Giração= 1,98Tx1o-2 m 

- Grupo de propriedades 2: 
MÕdulo de Young = 7,20xT09 kgf/m2 
Peso Específico= 2,75xT03 kgf/m3 
Largura da aba = 0,0889 m 
Raio de Giração= 1,727xT0-2 m 

Relação dos grupos de propriedades e variáveis de 
projeto com os membros: 
Grupo de propriedades 1 : membros t a 16 
Grupo de propriedades 2: membros 17 a 31 

Variável de projeto 1: membros 9 a 16 
Variável de projeto 2: membros T a 4 
Variável de projeto 3: membros 5 a 8 
Variável de projeto 4: membros T7 a 23 
Variável de projeto 5: membros 24 a 31 

2.4 - Deslocamentos Admissíveis 
Deslo~~ento horizontal admissível nos nós 6,8 e 

10 = 1,0x10 m. 
Deslocamento vert~§al admissível nos nós 3, 5, 7, 

9, 11 , 13 e 15 = 1 , Ox1 O m 

2.5 -Variáveis de projeto: 

V ar. Proj. Inicial I V ar. Proj. Final 
(10-3 m2) (1 o-3 m2 ) 

Peso Inicial 
(kgf) 
1695 

Peso --Final 
(kgf) 
518.2 

Na estrutura final ficaram ativas 2 reitrições: 

Deslocamento do nó 13 na vertical para o carrega 
mento 3: 

3 
-

Deslocamento = -0,908x10- m 

• 
Restrição = -0,09202 

Tensão no membro 30 para o carregamento 3: 
Tensão = -4,666x104 kgf/m2 
Tensão Admissível= -5,141x104 kgf/m2 
Restrição = -0,09239 
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INTRODUÇÃO 

O desenvolvimento de um sistema computacional para 
gerar automaticamente o projeto étimo da estrutura de de 
terminado equipamento, é de relevante importância práti 
ca. Se, ainda, forem observados todos os requisitos est~ 
belecidos pelas normas brasileiras, e os cálculos estru 
turais baseados em hipóteses aprovados pelas entidades en 
volvidas na construção e utilização do equipamento, o si~ 
tema poderá ser utilizado de imediato. 

A importância prática do sistema pode ser demonstra 
da pelo atendimento às necessidades industriais, tantodu 
rante a fase de concorrência, quanto durant~ a fase de e 
xecução do projeto. 

Na fase de concorrência, a indústria tem a sua com 
petividade aumentada, devido a: 

a) apresentação de uma oferta com preço reduzido -
o projeto, além de otimizado (e.g., menor peso), tem seu 
custo diminuído pela redução no tempo necessário para cá~ 
cu lo; e 

b) redução no tempo de preparação de ofertas- isto 
possibilita, além da apresentação de um projeto conforme 
solicitado pelos editais de concorrência, a apresentação 
de ofertas alternativas, dentro das normas de projeto,de 
modo a sensibilizar o cliente através de reduçÕes no pr~ 
ço do equipamento . 

Na fase de execuçao, a indústria obtém, como vanta 
gens: 

a) aumento na confiabilidade dos cálculos; 
b) redução nas horas de projeto; 
c) redução na necessidade de pessoal especializad~ 
d) adoção de uma posição de vanguarda frente a con 

correntes; e 
e) promoção da imagem frente aos clientes . 
Com base nestes argumentos, foram desenvolvidos dois 

sistemas. O primeiro trata da otimização de estruturas de 
pontes rolantes convencionais [1,2]. Com a finalidade de 
estabelecer o mérito deste sistemas computacional, foram 
otimizados (minimizados os pesos próprios das estrutura~ 
pontes rolantes já construídas e em operação. Os projetas 
ótimos destes equipamentos apresentaram, em relação aos 
projetas reais, reduções de peso da ordem de 20%. 

O segundo sistema, objeto deste trabalho, trata da 
otimização de estruturas de pontes rolantes pretendidas, 
sendo esta pretensão feita através de cabos, no regime e 
lástico. d desenvolvimento deste sistema, a partir do an 
terior, além de obter estruturas mais leves, teve como ob 
jetivo a fixação de diretrizes para, através da prote~, 
propiciar o aumento de carga útil de equipamentos em ope 
ração, a baixo custo. O primeiro objetivo foi plenamente 
atingido, devendo o segundo ainda ser estudado. 

Com a finalidade de demonstrar a validade do siste 
ma, foi otimizada uma ponte de 100 t de capacidade e 28m 
de vão. São apresentados os projetas: (i) real; (ii) oti 
mizado sem protensionamento; e (iii) otimizado com proteE: 
sionamento. 

CONSIDERAÇ0ES GERAIS SOBRE O EQUIPAMENTO 

A estrutura da ponte rolante é constituída, basica 
mente, de duas vigas principais e duas vigas cabeceiras~ 
Sobre as primeiras são colocados os trilhos de rolamento 
do carro guincho, permitindo o movimento de direção; sob 
as vigas cabeceiras são instaladas as rodas (ou truques), 
possibilitando o movimento de translação. 

As vigas principais são unidas às vigas cabeceiras 
de modo a formar um quadro rígido . Neste trabalho, estas 
vigas são consideradas do tipo caixão , por ser este o ti 
po mais recomendável para pontes rolantes de grande capa 
cidade e/ou vão. -

As vigas cabeceiras (não pretendidas) tem sua se 
çao transversal de forma retangular e simétrica em rela 
çao a ambos os eixos, vertical e horizontal (Fig. 3e) . 

As vigas principais, quando submetidas aos carrega 
mentos de serviço e ao protensionamento, apresentam ten 
sões conforme os diagramas da Figura 1. Projetando estas 
vigas com seção simétrica , a parte inferior da viga fica 
superdimensionada . Afim de utilizar toda a capacidade de 
resistência do material , a seção deve ser assimétrica em 
relação ao eixo horizontal, apresentando o centróide des 
locado em direção à aba superior . Como pode ser visto na 
J:igm:a 3b, esta seção apresenta , também, assimetria em re 
lação ao eixo vertical [3] . 

v-tJ--~tJ--~\ 
(a ) (b) (c} 

Figura 1 . Tensões em uma Viga Pretendida 
(a) Protensionamento , (b) Carregamento, (c) Superposição 

Aproveitando-se a alta rigidez torsional das vigas 
caixão, foi possível o posicionamento do trilho de rola 
menta do carro sobre a alma interna da viga . Em consequêü 
cia, o número de reforços internos é diminuído. O poskiõ 
namento do trilho sobre o centro de cisalhamento da seção 
transversal, resultaria na ausência de torção. Entretant~ 
seria necessária a colocação de um reforço l ongitudinal 
na aba superior, internamente à seção, para melhorar are 
sistência à flexão localizada desta aba. 

As rodas (ou truques) do movimento de translaçãofa 
raro colocadas sob a viga cabeceira, externamente ao qu~ 
dro, de modo a facilitar o seu acionamento . 

Os cabos de pretensão podem ser instalados tanto i n 
terna quanto externamente à viga principal . No primeiro
caso, o manuseio dos cabos e sua proteção contra corrosão 
tornam-se mais fáceis . No segundo caso , é possível uma me 
lhor eficiência dos cabos, aumentando a sua excentricida 
de (distância entre cabos e o centróide) . Uma excentricT 
dade muito alta, entretanto, dificulta e encarece o anco 
ramento dos cabos à viga, "além de diminuir o espaço livre 
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abaixo da ponte rolante. 
As vigas principais da ponte rolante podem ser to 

tal ou parcialmente pretendidas (ficando isto a cargo do 
otimizador). 

Estabelecida a configuração básica da ponte rolan 
te, a avaliação de determinado projeto pode ser feita atra 
vés de seu custo ou, como feito neste trabalho, através 
o peso próprio da est rutura . Este peso próprio, calculado 
por uma função denominada de "obj etivo", refere-se ao pe 
so das vigas cabeceiras e principais, acrescido do peso 
dos cabos de pretensão. Este Último é multiplicado por um 
fator (no caso 3) que indica a relação entre os preços por 
quilo de cabo instalado e das chapas metálicas. 

ANÁLISE ESTRUTURAL 

A estrutura da ponte é idealizada como uma estrutu 
ra espacial (Fig. 2), onde as rodas motrizes são repre~ 
tadas por articulações e as rodas movidas, por apoios sim 
ples. -

Na determinação dos esforços solicitantes preveni 
entes do choque roda-trilho, o modelo foi modificado re 
tirando-se todas as vinculações externas, por tratar-se 
de um caso de forças externas auto-equilibradas. 

Figura 2. Idealização da Estrutura da Ponte Rolante. 

Parâmetros e Variáveis de Projeto. Os parâmetros de 
projeto considerados necessarios ao calculo estrutural 
são apresentados na Tabela 1. Na Figura 3 , estãorepresen 
tadas as variáveis de projeto. -

Tabela 1 - Parâmetros de Projeto 

LP - Vão da ponte rolante 
DP - Distância entre eixos da ponte 
BC - Bitola do carro guincho 
DC - Distância entre eixos do carro 
CM - Comprimento do carro 
SN - Altura do carro 
HT - Altura do trilho do carro 
BL - Balanço da aba do lado do trilho 
HC - Distância aba inferior-cabo 
SCG - Área da carga exposta ao vento 
C - Máxima aproximação cabo-cabeceira 
PS - · Carga de serviço 
PC - Peso próprio do carro guincho 
QP - Peso linear dos acessórios sobre as vigas princ. 
QC - Peso linear dos acessórios sobre as vigas cabec. 
PM - Peso do mecanismo de transação da ponte 
VT - Velocidade de translação 
VL - Velocidade de elevação da carga 
VW - Velocidade máxima do vento em serviço 
VWM - Velocidade máxima do vento fora de serviço 
AT - Aceleração do movimento de translação 
AG - Aceleração da gravidade 
KB - Constante elástica do batente da ponte 
À - Coeficiente de rolamento da ponte 
W - Coeficiente de majoração devido ao grupo da ponte 
S - Coef . major. da carga nominal para ensaios 
ljih - Coeficiente de maJoração devido ao balanço da carga 
E - Módulo de elasticidade do material da ponte 
EC - MÓdulo de elasticidade do material do cabo 
CC - Fator de majoração do peso do cabo 
OE - Tensão de escoamento do material da ponte 
OR - Tensão de ruptura do material da ponte 
ow - Tensão de fadiga - material são 
Ow - Tensão de fadiga - regiões próximas à solda 
ok - tensão de fadiga - pontos sob o trilho 
aEC - Tensão de ruptura do cabo 

X) 

~ X6 

H Xl 7 

. 7 X6 

(c ) CORTE BB 
x u 

X2 

I 
-~·0-

HC 

(b) cqRTE AA 

I c I 
J;l~[c'~) 

X4 ---
(d) (e ) CORTE CC 

Figura 3. Variáveis de Projeto e Pontos 
para Cálculo· de Tensão. 

Carregamento sobre a Estrutura da Ponte Rolante. O 
cálculo da estrutura deste equipamento e feito consideran 
do uma série de carregamentos estabelecidos pela norma biã 
seleira ABNT-PNB-283 [4], além de outro carregamentodevi 
do ao protensionamento. Para maiores detalhes o leitorde 
ve referir-se a [5]. -

São definidos como carregamentos principais, o peso 
próprio da estrutura da ponte com os seus acessórios fi 
xos (SG1), acrescidos do peso próprio do carro (SG2) e do 
peso da carga de serviço (SL). 

Os carregamentos devidos aos movimentos horizontais 
são aqueles provenientes das cargas de inércia associadas 
a acelerações ou desacelerações do movimento de translação 
da ponte, e das cargas transversais ao caminho de rolamen 
to devidas ao choque do flange da roda com o trilho (SH~ 
São, também, provenientes das cargas de inércia devidas 
ao choque da ponte rolante contra o batente no final do 
caminho de rolamento (SB). 

Os carregamentos devidos aos efeitos climáticos são 
as cargas horizontais provenientes da pressão do vento , 
com velocidade VW, sobre a estrutura , carro e carga, es 
tando a ponte em serviço (SW). São aind~as cargas hori 
zontais provenientes da pressão do vento, de velocidade 
VWM, sobre a estrutura e o carro, estacionados e sem carga 
(SWM). 

Finalmente, o carregamento devido ao protensionamen 
to (SP) completa o conjunto de solicitações. -

A estrutura da ponte deve, então, ser verificadapa 
ra seis combinações dos carregamentos mencionados: -

Caso 1 -Aparelho em serviço sem vento- n=1.5 

S1 = W (SG1 + SG2 + lji*SL + SH + SP) 

Caso 2- Aparelho em serviço com vento- n=1.33 

S2 = W (SG1 + SG2 + lji*SL + SH + SP) + SW 

Caso 3 - Aparelho submetido a solicitações excep
cionais - n= 1 .J1 



a) Aparelho fora de serviço com vento máximo 

S3A = SG1 + SG2 + SP + SWM 

b) Aparelho em serviço s-:>b efeito de um amortecimento 

S3B = SG1 + SG2 + SL + SP + SB 

c) Aparelho submetido aos ensaios estáticos e dinâm. 

S3C = SG1 + SG2 + 6*SL 

d) Aparelho estacionário sem carro guincho 

S3D = SG1 + SP 

onde n é o coeficiente de segurança para cálculo das ten 
soes admissíveis. 

Ànálise de Tensões. Para efetuar a análise de ten 
sões, o carro e posicionado de modo a introduzir os maior 
es esforços solicitantes nas seções das vigas principais 
e cabeceiras. As seçÕes adotadas para estudo são: na viga 
principal, sob uma das rodas do carro (seção 1) e junto 
à viga cabeceira (seção 2); na viga cabeceira, junto à vi 
ga principal, externo ao quadro (seção 3) e junto a viga 
principal, interno ao quadro (seção 4). 

As posições críticas do carro, mencionadas acima , 
são determinadas pela distância entre o trilho de rolamen 
to da ponte rolante e a roda do carro mais próxima. A prT 
meira posição, XCR(1), é caracterizada por introduzir mo 
mentos fletores verticais máximos nas vigas principais.
A segunda posição, XCR(2), é aquela em que se obtémmomen 
tos torsores e esforços cortantes verticais máximos nas 
vigas cabeceiras . A terceira posição, XCR(3), provoca mo 
mentos fletores horizontais máximos nas vigas cabeceiras. 
A quarta posição, XCR(4), produz máximo momento fletor ver 
ti cal na parte não pro tendida das vigas principais. As ex 
pressões destas posições criticas são dadas abaixo : -

XCR( 1) _ (F2+1j.IF3) [EXC 2 (LP-DC)IDD- 2+DCILP]-Q1*LPI2 (1) 
- (F2+1j.IF3) [2*EXC2/DD-4/LP]- Q1 

onde F2 é a reaçao da roda do carro devida ao peso pro 
prio; F3 é a reação da roda do carro devida a carga de 
serviço; Q1 é o peso próprio distribuído da viga princi 
pal e acessórios; EXC é a excentricidade do cabo de pro 
tensão, já definida; e DD=E*JV1*[LP-2*X(9)][EXC2(E*JVÕ 
+ 1 I (EC*SC) + 1 I (E*ST1)], sendo JV1 o momento de mercia 
da seção transversal da viga principal, em relação a um 
eixo vertical passando pelo seu centróide; ST1, a áreare 
sistente do cabo em pretensão. Os demais parâmetros e va 
riáveis estão definidos da Tabela 1 e na Figura 3. 

XCR(2) = C 

XCR(3) = (LP- BC) 12 
XCR(4) = X(9) 

(2) 

(3) 

(4) 

A análise de tensões é efetuada para as seçÕes 1, 
2, 3 e 4 e para cada uma das posições criticas do carro. 
São verificados os quatro pontos localizados nos extrems 
das seçÕes transversais (ver Fig. 3). Afim de verificar 
as seçÕes das duas vigas principais, os esforços horizon 
tais são aplicados nos dois sentidos do movimento de trans 
lação da ponte rolante. As tensões nos quadros dos refor 
ços transversais das vigas principais são calculadas con 
siderando-se os esforços de cisalhamento atuantes nas vT 
gas [6]. A análise é efetuada para cada caso de solicita 
ção, calculando-se as tensões normais, de cisalhamento e 
equivalentes (ou de von Mises). A determinação das tensões 
mínimas, para verificação da estrutura quanto à fadiga, é 
efetuada considerando o carro estacionado, sem carga, na 
extremidade oposta à das seçÕes 3 e 4, e os esforços ho 
rizontais aplicados no sentido oposto ao do cálculo das 
tensões máximas. A verificação quanto à estabilidade elás 
tica da estrutura é efetuada considerando-se todos os paT 
néis formados pelos reforços longitudinais e transversar-~ 
submetidos a tensões de compressão, cisalhamento e combi 
nadas. Os reforços longitudinais são dimensionados de a 
cordo com a norma CECM [7]. 

OTIMIZAÇÃO 

Uma vez desenvolvidas todas as rotinas necessárias 

515 

ao cálculo da estrutura da ponte rolante, o problema de 
otimização se reduz a minimizar o peso estrutural: 

W = {(Xl+1.5X1Zt·BUxlo + (X2+1.5(x12+X13)]x11 
+ (xl2 + Xu) x~ + 2 x, (x1e + X1 9 ) + (xs/Xe)* 
*{(x1s+ .lX11) {2xe+X1+X2- 4(xe/X3}[(xl2 
+Xl3)/4 + X17]}- 4XsXlsXe/X3}}2lPy + 
[(x~+3xl5)xn + XsXls]4DPy + 
a(LP - 2 x9 ) 11 X ~ o y/2 (5) 

onde, Xe = [x32 + (1/4) (x12- xl) ] 112 , y é o peso específico 
do materiql, considerado o mesmo para as vigas e o cabo, 
e a é o coeficiente de penalização sobre o cabo, meneio 
nado anteriormente. 

As restrições de projeto relativas ao limite elás 
tico, estabilidade e fadiga, na estrutura e nos cabos de 
pretensão (limite elástico), são calculadas por expre~ 
sões do tipo: 

Tensão atuante 
gj = Tensao admiss1vel - 1 ~ O; (6) 

enquanto que aquelas relativas à rigidez dos reforços lon 
gitudinais são determinadas por: 

Rigidez admissivel 
g j = Rigidez e xis tente - 1 -::. o . (7) 

As restriçÕes geométricas impÕem limitantes sobre 
os valores das variáveis de projeto, ou funçÕes explici
tas das variáveis de projeto. São dadas, de"uma maneira 
geral, por expressões do tipo: 

fl(Xi) 
9j = f 2(Xj) - 1 ~ 0 . (8) 

No total, são 3017 (2057) restrições [5]: 768 (512) 
de tensão de von Mises nas vigas principais e cabeceira~ 
2 de tensão de compressão da alma da viga principal sobre 
a roda; 96 (64) de tensão de von Mises nos reforços trans 
versais da viga principal; 2016 (1344) de estabilidade
dos painéis das vigas principais e cabeceiras; 2 de rigi 
dez dos reforços longitudinais das vigas principais; 3 de 
geometria; 1 de tensão nos cabos de pro tensão e 129 de fa 
diga. Os valores entre parênteses representam o númerode 
restrições caso não existam cargas de vento, quando os ca 
sos de solicitação 2 (S2) e 3a (S3A) não são considerad~~ 

O processo de otimização é feito em duas etapas. Na 
primeira, são dados valores iniciais para as variáveisde 
projeto, Xi, e para seus limitantes inferiores, VLBi, e 
superiores, VUBi· O projeto ótimo da estrutura é, então, 
determinado de acordo com os critérios de convergênciado 
otimizador utilizado. Esta estrutura não pode, entretanro, 
ser construída, pois as variáveis de projeto do tipo es 
pessura de chapa (x 1o,X11 , ... ,X19 , ver Fig. 3) apresen 
tarão valores diferentes daqueles padronizados pelaind~ 
tria. 

Para obter uma estrutura ótima com espessuras de 
chapa padronizadas, o programa deve ser executado novamen 
te , observando o seguinte procedimento: -

a) adotar como valores iniciais das variáveis de pro 
jeto os valores finais obtidos na 1~ etapa; -

b) fixar algumas das variáveis de projeto do tipo 
espessura nos valores padronizados mais próximos, por e~ 
emplo, fazendo VLB=Xi=VUB; 

c) executar o programa outras vezes, de acordo com 
a) e b), até que todas as variáveis do tipo espessura te 
nham valores padronizados. 

No ciclo b), deve-se fixar inicialmente aquelas va 
riáveis com valores muito próximos dos padronizados. En 
tre variáveis que não estão próximas destes valores, de 
ve-se fixar inicialmente aquelas que têm menor peso na 
função objetivo. 

O problema de programação matemática: 

minimize 
sujeito a 

e 

FCx) • 
gjCx) ~ o , 
VLB ~ Xi ~ VuB, 

j = 1, ... NCON, 
i= 1, ... NDV, 

(9) 

ond~ NCON é o número de restrições e NDV, o numero deva 
riáveis de projeto, é resolvido com a utilização da rotT 
na CONMIN [8], baseada em um método de direções viáveis~ 
e utilizada com bastante sucesso em [1] e [2]. 
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PROBLEMA DE DEMONSTRAÇÃO 

Para verificação do sistema de projeto étimo de pon 
tes rolantes protendidas desenvolvido, apresentam-se, a 
seguir, os resultados obtidos para uma ponte de 100 t de 
capacidade e 28m de vão. 

Esta estrutura foi otimizada sem protensionamento, 
e teve o seu peso próprio reduzido de 41.8 t, do projeto 
original construído e em operação, para 33.0 t , comespes 
suras de chapa padronizadas. -

Ao ser otimizada com protensionamento, seu peso pas 
sou de 49.2 t (peso da estrutura mais três vezes o peso do 
cabo), do projeto inicial, para 27.85 t, também comespes 
suras padronizadas. A figura 4 mostra a convergência. -

5 W x 104 N 
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4 

•• 
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•• 
+T .. .. 

········~···········~~····· 

8 12 16 20 24 28 32 

Figura 4. Convergência do Sistema 
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Os cabos de protensão foram posicionados externamen 
te às principais, 50 cm abaixo da face inferior das abaS: 
A tensão de ruptura dos cabos utilizados é de 19 Mpa e fo 
ram escolhidos conforme catálogos de fabricantes. Suas tffi 
sões admissíveis foram calculadas conforme especificado
pelos fabricantes e pelas normas brasileiras PNB-116 e 
EB-781, da ABNT. Após a otimização, a área resistentedos 
cabos de protensão foi de 18.75cm2 (x2o =4.886cm) e seu 
comprimento, igual a 22.0m (Xg=3.0m). 

A tabela 1 fornece, respectivamente, os dimensiona 
mentos: (a) projeto em operação da ponte; (b) projeto õtl 
mo, sem protensão e com variáveis de espessura padroniza 
das; (c) projeto inicial da ponte pretendida; (d) proje 
to étimo da ponte pretendida com variáveis totalmente li 
vres; e (e) projeto étimo da ponte pro tendida. com variá::
veis 9e espessura padronizadas. 

Tabela 1. Dimensionamento da ponte rolante de 100 t 

Jr·;;. (a) (b) (c) (d) (e) 

Xl t 116.0 81.4 116.0 77. 2 77 . 3 
x2 116.0 81.4 100.0 43.0 43 .0 
X3 210.0 184.7 210.0 149.3 149.7 
X4 65.2 58.1 65.2 66.3 66.4 
Xs 117.5 95.5 117.2 90.5 90.5 
Xs 15.0 15.5 20.0 16.0 16.0 
X7 15.0 15.5 ' 15.0 15.8 15.8 
X e 164.4 231.1 164.4 402.6 402.6 
X9 - - 279.5 301.3 301.3 
X10 1. 25 1.60 1. 25 1 .596 1.60 
Xu 1.25 1.60 ~ ~ 1.25 1.248 1.25 
X12 0.80 0.80 0.80 0.798 0.80 
xl3 1.25 0.95 (!"I 1.25 0.798 0.80 
X14 1.25 0.95 c 1.25 0.949 0.95 
X1 s 0.80 0.80 0.80 0.799 0.80 
X1 s 0.80 0.95 0.80 0.949 0.95 
X17 1.25 0.63 1.25 1.249 1.25 
xl8 0.80 0.80 0.80 0.800 0.80 
X19 0.80 0.63 0.80 0.950 0.95 
X2o - - 8.0 4.876 4.886 

w (t) 41.78 33.00 49.20 27.74 27.85 

t dimensões das variáveis de projeto em cm. 

CONCLUSÃO 

Os sistemas desenvolvidos para o projeto automáti-

co étimo de estruturas de pontes rolantes, convencionais 
e pretendidas, podem ser diretamente utÜizados pelo sis 
tema produtivo nacional. Os projetos satisfazem todas as 
normas e técnicas aceitas por fabricantes e usuários, e 
permitem o uso de chapas de espessura padronizada. 

O protensionamento torna possível a obtenção de pro 
jetos mais leves. Pontes rolantes já construídas (proje::
tadas da forma convencional) poderiam ser da ordem de 20% 
mais leves, quando otimi zadas sem protensio"namento. Esta 
redução de peso aumenta para 35%, quando protendidas. Na 
realidade, em termos de custo, a redução é menor (da or 
dem de 33%) se considerarmos que o cabo de protensão tei 
maior preço por quilo, e considerando o custo do ancora
mente dos cabos à estrutura. 

Não se deve pensar, porém, somente na redução da 
quantidade de material, como vantagem de obtenção de uma 
estrutura mais leve. Tal estrutura necessitará de me canis 
mos de translação menos potentes, caminhos de rolamento
menos resistentes e, mesmo, estrutura de suporte m~ ro 
busta. -

Finalmente, o protensionamento pode ser também uti 
lizado com vantagem: (i) nos casos em que a altura da aT 
ma das vigas principais é limitada; e (ii) nos casos ei 
que s~ deseja aumentar a carga útil de equipamentos em o 
peraçao. 
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SUMMARY 

The. op.t.ún.üa.üon o6 .the. ~.tJu.Lc..twte. o6 pltu.tlt.u~e.d 
.tlta.vel'..<.ng C.Ju:tnu, wd:.h cü.me.núo~ con6oJun.(.ng .to .the. Bltazil
.i.a.n no.l!m ABNT - PNB 283, i.6 co~ide.!te.d. PltU.tl!.Uúng i.6 
cnYL6ide.~~.e.d he.1te. M a.n a.ci.i:túJna.l. loa.ding cM e. in a.ci.i:túJn .to 
.tho~ e. ~pe.u6.[e.d by .the. noJun. The. ma..thema..tica.l pMgJta.m, o6 
m.Uúmü:ing .the. ~.tJu.Lc..twta.l a.nd .te.ndo~ we.igh.t ~ub je.c.t .to co~ 
.tl!.a.inU o n ~.tlt.e.ng.th a.nd ~.ta.b-LUty .únpo~ e.d b lj .the. no.l!m IX 
~olve.d by UAi ng a. Mu.tine., CONMIN, bMe.d on a. me..thod o6 
6e.Mi ble. dilte.ctio~. The. line.a.lt cü.me.~io~ o 6 :tk ~.tJu.Lc..twte. 
Me. .ta.l<.e.n M dui.gn vaJU.a.ble.~. The. ~y~.tem de.ve.lope.d M~Wtu 
~.ta.nda.lt'i.ze.d ~he.e..t .thicl<.nu~u 6olt .the. op.t.úna.l duign, 
e.na.b.f.ing ili dilte.c.t UAe. by indUA.tJt.y. A nume.ltica.l e.xample. 
~ how~ .tha..t lte.ductio Yl up .to 3 5% o Yl .the. wug h.t o 6 .the. ~.tJtu.c 
.tUite. o 6 a. .tlta.vei..<.ng C.Ju:tne. .tha..t i.6 in ope.lta..tioni.6 pc~úble.-:-
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MICROSAPO - UM PROGRAMA DE OTIMIZAÇÃO DE 

PROJETOS PARA MICROCOMPUTADORES 
DA FAMÍLIA APPLE 

SOLLY ANDY SEGENREICH 
LEOA MARIA P. FARIA BRAGA 

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECÂNICA- PUC/RJ 

SLMÃRIO 

O plte..6 e.nte. .ttr.a.bai.ho du CJte.ve. a. -i.mp.f.eme.nta.cão em rrU..CJtoc.ompu.ta.doJt de. 8 Ut6 de. um 
a..f.go!tltmo de. o.tJ..mi..za.cã.o não line.a.Jt bMe.a.do no m'itodo do La.gJta.nge.a.no. O pJtogJta.ma. ê: c.ha. 
ma.do .Ue.Jt..a.Li.va.me.nte. ii pa.Jtt.úz. do pltOgJta.ma. de. <\lntu e. e. a. c.omun..i.c.a.cã.o ê: 6e.da. a..ttr.a.vú ele: 
eüh que-tu. 

E<\pe.ua..f. ên6Me. 6o.i. da.da. ii un..i.ve.Milida.de. dM poM1vw a.plic.a.cõu bem c.omo ii 
<\-Únpliuda.de. de. ma.nU6uo pe..f.o U<\uã.l!..{.o. Ex.emp.f.o4 numê:Jt,{_c.M 4ã.o a.pJtue.nta.da<\. 

INTRODUÇÃO 

As técnicas de otimização aplicadas ao desenvolvi 
mento de proj etos na área de engenharia mecânica e estru 
tural, transformaram-se nos Últimos 15 anos de esparsas 
e limitadas tentativas em ferramentas de uso geral. Es
te fato deveu-se ao desenvolvimento de algorítmos de e
fic-iência e qualidade crescente [1,2,3], e à própria ne 
cessidade proveniente da área industrial. -

Vários algorítmos e programas têm sido desenvolvi 
dos para computadores de grande porte, ora de natureza 
geral [3 ,4], ora aplicados a problema específicos de pr~ 
jetos [5,6]. 

O presente trabalho objetivou o desenvolvimento de 
um programa geral de otimização de projetos, voltado p~ 
ra a utilização em microcomputadores, com característi
cas de universalidade para poder ser acoplado à proble
mas de otimização de projetes de natureza bastante va
riada. 

O programa foi desenvolvido para microcomputador 
do tipo "Apple" rodando em CPM. A configuração mínima 
requer um "dJt.{.ve.Jt" para discos de 5 1/4". 

Na seção seguinte, é descrita a formulação geral 
do problema de otimização na forma a ser utilizada pelo 
programa. As fórmulas iterativas são apresentadas nas~ 
ção seguinte. Na seção 4, descrevem-se os procedimen
tos para recuperar eventuais infactibilidades. O fluxo 
grama geral do programa é apresentado na seção 6 segui~ 
do 3 exemplos numéricos na seção 7. 

O presente trabalho foi parcialmente financiado~ 
lo Banco do Brasil através do FIPEC. -

R)RMULAÇÃO 00 PROBLEMA 

O problema de otimi-zação de projetos a que se de~ 
tina o presente programa, deve ser formulado da seguin
te forma: 

Seja uma função objetivo PCx1,xz, ... ,x) das n v~ 
riáveis de projeto x1,xz, ... ,xn· Deseja-se ~ter os v~ 
lores x1,x2, ... ,xn das~ var~áv~is de p~o~eto,que mini~ 
mizam localmente a funçao ob]et1vo P SUJe1ta a l restr~ 
ções de desigualdade na forma Cj(x1,xz, ... ,xn) ~ O. 

Resumidamente, 

x . - (i= 1 ,2, ... ,n) variáveis de projeto (1) 
1 

P(x
1
) - (i= 1 ,2, ... ,n) função objetivo (2) 

c.(x .)- (i=1,2, ... ,n) funções de restrição (3) 
J 1 

(j=1, 2, ... , l ) 
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Tanto a função objetivo como as restrições são em geral 
funções não lineares das variáveis de projeto. Assume
-se,entretanto,o "bom comportamento" no sentido da con
tinuidade e diferenciabilidade de primeira ordem. 

Limites inferiores e superiores sobre as próprias 
variáveis de projeto são estabelecidos sendo que pela 
sua natureza simplificada não são tratados como novas 
restrições. 

Assim, temos que 

(4) 

Para melhor clareza, o programa descrito neste tra 
balho será denominado de "subsistema microsapo". Isto 
para fixar a idéia de que o subsistema microsapo é cha
mado iterativamente à partir do "programa de análise". 

Nesta terminologia, o programa de análise é quem 
controla o processo de otimização além de proceder à a
nálise propriamente dita (cálculo das restrições, fun
ção objetivo, derivadas etc.). 

~RMULAS DE RECORRENCIA 00 ALOORf'IM) ITERATIVO 

As fórmulas de recorrência utilizadas no subsiste 
ma microsapo já foram apresentadas em diversos traba-:
lhos anteriores [4,7]. Uma modificação, entretanto, foi 
introduzida para que a situação em que a derivada da ft.l!! 
ção objetivo em relação à qualquer variável de projeto 
é nula não acarretasse uma divisão por zero, e consequente 
mente houvesse a paralização do subsistema. -

As novas fórmulas de recorrência são: 

onde: 

\1+1 
X-

1 I \) [ \) f., \) (~) J' \) = 1+(0. -1) P. +~À . I'X. 
1 j = 1 J axi \) 1 

v - Índice contador da iteração; 

(5) 

\j - (j = 1 ,2, ... ,l) são parâmetros de Lagrange; 
o.v é um coeficiente de relaxação; 

P~ - derivada da função objetivo em relação a va-
1 riável de projeto xi (Pi= (ílP/ílxi)). 

Os parâmetros de Lagrange são calculados à partir 
da solução do sistema linear (7] abaixo: 

(6) 

onde n 
B~ = -L P. 
J i=1 1 (~) X~ 

axi v 1 
(7) 
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n (a c · ) ( ack) v v 8k. = L: ...:.:.L -- x. - ZK c. ak. 
J i= 1 axi \1 axi \1 1 J J 

(8) 

K 

okj 

- e um parâmetro constante; 

~o ; kõ" ~ 
h ; k= J 

O coeficiente av é escolhido segundo os seguintes 
critérios que devem ser satisfeitos: 

a) a v :> 1 

b) . I (a v - 1) I é o maior possível atendendo-se à se 
guinte tabela de condições: 

i) Tolerância máxima sobre a variação do mÓdulo de 
qualquer variável de projeto. 

lav-11 ::;___2._ 
lv~l 

onde: 
\1 \1 R.. (_5_) v. = P. + L: À. 
1 1 j = 1 J axi \1 

tx - parâmetro fornecido pelo usuário. 

ii) Tolerância máxima sobre a variação das restri 
çÕes que tendem a se tornar ativas 

t 
lav-11 ::> c 

ZK À~ 
J 

A comparação é feita para todas as restrições fac 
tíveis que tem o respectivo À. > O. te é um parâmetro 
fornecido pelo usuário. J 

iii) Limites superior e inferior sobre as variá
veis de projeto 

lav-11 ::> 
x~- [ (xi)m -1inl (xi)m I] 

v.x. > o \1 \1 para 
1 1 v. x. 

1 1 

lav-11 ::> 
Xi- [(Xi)M+ ~I (Xi)Mil 

v.x. < o 
vY xY 

para 
1 1 

1 1 

tm e 1M são fornecidos pelo usuário. 

iv) Tolerância na variação relativa da função ob
jetivo 

t IPI I a v- 1 I ::> --n-"----

1 L: P~ x~ v~l 
i=1 1 1 1 

t e fornecido pelo usuário. 
p 

v) Lirni tação di reta sobre I a v - 1 I 

lav-11 <D 

D é dado pelo usuário. 

RECUPERA~ DA FACTIBILIDADE 

O subsistema microsapo oferece duas alternativas 
para a recuperação da factibilidade no caso em que uma 
ou mais restriçÕes tornam-se infactíveis (cj > O). 

Na primeira alternativa, a iteração é repetida u
tilizando-se a mesma direção de caminhada já computada 
(mesmo À's) diminuindo-se o tamanho do pass através da 
diminuição de I a v- 11. Esta alternativa deve ser utill:_ 
zada quando ocorrem infactibilidades de valor apreciável. 

Na segunda alternativa, a iteração é aproveitada 
sendo que a factibilidade será tentativamente recupera
da na próxima iteração. Para tanto, ffrà cada restri
ção infactível, cV> O impõe-se que cV = -8v (8> O). O 
parâmetro 8 é forltecido pelo usuário] e é prólirno de zero . 

Seguindo esta imposição, e utilizando o mesoo de
senvolvimento apresentado em [ 7) obtém-se um sistema 
linear semelhante ao (6) com as seguintes alteraçÕes: 

Para cada linha correspondente a uma restrição in 
factível, tem-se 

8-
J 

c~(1 + 8) 
J 
av- 1 

8 · · = L: ...:.:.L -- X \1 n (a c ·1 ( ack) 
JJ i= 1 axi \1 axi \1 i 

(9) 

(10) 

Coro precisamos a v Eara o próprio cálculo dos À 's , 
utiliza-se o a\1 da iteraçao anterior, não havendo neces 
sidade de co~utar um novo valor de a para completar a 
iteração (aV+ = av) . . 

ORGANIZAÇJID DA INTERFACE CCM O PROGRAMA DE ANÁLISE 

A chamada do subsistema microsapo é feita à par
tir do programa de análise através da instrução CHAlN 
"TAREFA" . 

Algumas variáveis são passadas pela instrução 
CXM<fJN que deve anteceder a instrução GIAIN ''TAREFA". 
A instrução CXM<fJN tem o formato abaixo: 

CDMJN NR,ER,l'04E$ ,NODR$ ,IC 

NR = número de restrições 

ER = número da linha para onde o subsistema mi 
crosapo transfere o comando quando finali 
za a iteração -

NOME$ = nome do arquivo onde está o programa de a 
nálise -

NODR$ = nome do drive onde está o arquivo de deri 
vadas ("DERIV"). 1'-DDR$ será A ou B. -

Obs . : Todas as variáveis que constam do CXJ.M)N devem ter 
seus valores definidos antes de ser executada a 
instrução CHAlN "TAREFA". 

Além das variáveis acima que são transferidas pe
lo OONNON, 3 arquivos sequenciais devem ser gerados pe
lo programa de análise para a transferência das variá
veis de projeto, derivadas e restrições. Os arquivos tem 
o formato abaixo: 

a) Arquivo de derivadas ("DERIV' ') 

I 
ac1 ac1 

P1 P2 ··· Pn ax, ax
2 

ac1 Clcz acz 
axn ax, ax2 

n + nR.. posiçÕes 

,b) Arquivo de variáveis de projeto (''VARIAV'') 

NV1x1 Xz· .. xnl (x1)m (xz)m ... Cxn)ml (x1)M (xz)M ... Cxn)M 

1 + 3n posições 

Obs.: i) Este arquivo só precisa ser gerado pelo sistema 
de análise na primeira iteração. O subsistema mi 
crosapo altera este arquivo nas iterações seguintes-:-

ii) Este arquivo deve residir no "default drive". 

iii) NV - é o número de variáveis de projeto. 

c) Arquivo de restrições ("RESTRIC") 

P I c1 c.2 c3 • • • • • • • • • cR.. 

1 + R.. posições 



FLUXOGRAMA GERAL 00 MICROSAPO 

CHAMADA EFETUADA PELO 

ALTERAÇOES NOS VALORES DOS PARAMETROS 

O LEITURA DO ARQUIVO "DERIV" 
(somente as derivadas das restriçÕes filtradas) 
'----r------' 

MONTAGEM DA MATRIZ DOS PARAMETROS DE LAGRANGE 

RESOLUÇAO DO SISTEMA LINEAR 

CALCULO DOS v. (DI REÇM DO PASSO) 
I 

ESCOLHA AUTOMATICA DO (a -1) 

ENTRADA DE ALGUMA AL TERAÇM DO (a - 1) SE DESEJADO 

o ATUALIZAÇAO DO ARQUIVO DE PARAMETROS 

REDIMENSIONAMENTO DO PROJETO 
E ATUALIZAÇM DO ARQUIVO "VARIAV" 

RETORNO DO PROGRAMA DE ANALISE 
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EXEMPlOS 

Apresentamos abaixo 3·exemplos numéricos de natu
reza matemática. Exemplos aplicados a projetas de es
truturas são apresentados em um outro trabalho neste co_!! 
gresso . 

1) n9 de variáveis : 2 

n9 de restrições: 3 

função objetivo x ~ + x ~ 

restrições - x1x2 ~ O 

ponto inicial 

solução 

n9 de iterações 

tempo médio por 
iteração 

2) n9 de variáveis : 

n9 de restrições: 

função objetivo 

restrições 

3) 

ponto inicial 

solução 

n9 de iterações 

tempo médio por 
iteração 

n9 de variáveis : 

n9 de restrições: 

função objetivo 

restrições 

limites 

ponto inicial 

solução 

n9 de iterações 

4 - x1 - 2x2 :> O 
2 + x1 - 4x2 ~ O 

(2 ' 2) ro = 8 

(.86134 '1.5709) F0=3.20992 

22 

24s (inclUÍdas as impressões 
de relatórios) 

4 

6 

x~ + x; + 3x~ + x~ 
2 - x1 - x2 - x3 - x4 ~ O 
1 - x 1 - x 4 ~ O 
2 - x2 - 3x 3 :> O 
1 - x2 + x 3 - 2x 4 :> O 
1 - 2x1 - 3x 3 ~ O 
1 - x1 - x 2 ~ O 

(1.4;1 . 4;1.4;1.4) FO= 12.6 

( .49021, .63875, .45381, 
.51333) FO = 2.2928 

25 

40s (incluindo impressões 
completas) 

3 

2 

-xl 
ex1 - X2 ~ o 
ex2 - X3 ~ o 
o ::0 x1 :;; 100 
o ~ x2 ~ 100 
o ~ X3 ~ 10 

(.20000; 1 .8000; 8.0000) 
ro = -2 

( . 828595; 2. 2901; 10.000) 
FO = -.828595 
54 (Obs.: a função objetivo 

teve a 3~ casa decimal fi 
xada desde a i te ração 48) 
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tempo médio por 
iteração 

CDNCLUSOES 

24s (inclUÍdas impressões 
completas) 

Os exemplos computados neste trabalho, bem como os 
exemplos na área estrutural já rodados indicam que o sub 
sistema microsapo é estável e de fácil aprendizado seja 
para a implantação seja para a sua utilização. 

Futuros melhoramentos estão ligados basicamente a 
sua utilização em micros com maior disponibilidade de 
memória e maior velocidade de computação para que pro
blemas maiores possam ser tratados. 
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DIRECT DETERMINATION OF THE LIMIT STATE lN AN 
ELASTOPLASTIC STRUCTURE UNDER CYCLIC LOADING 

APPLICATION TO SHOT PEENING AND ROLLING 

G. INGLEBERT 
J . FRELAT 

LABORATOIRE DE MECANIQUE DES SOLIDES 
ESCOL E POL YTECHNIQUE - FRANCE 

SUMMARY - A d.úr.e.d mefllod .to ac.fúe.ve. .the. -!>.tabilize.d 4.ta.te. o6 ine.l.M.t.i.c. -!>.tltlÚY1.4 and Jt.e.
óiduai. 4.tlte.M u irt a 4.tlw.c.:Cwte. unde.Jt c.ycLi..c. .f.oading i4 Jt.e.c.aUe.d . Tw me..thod c.an be. UI.> e.d 
wha.te.ve.Jt .the. óhape. o6 .the. õ;tftuc.:Cwte. i4 and givu :the. limi.t.i.ng ó.ta.te. in .the. who.f.e. 4.tlluc.
.tu!Le.. A duc.Jtip.t.i.on o6 .the. ma.te.Jtia.f. be.havioUIL Ma mic.JtM.tJtuc.:Cwte. made. o6 pe.Jt6e.c.:t.f.y p.f.ab
.t.i.c. 4ube..f.e.me.rtú in a .f.irte.a!L e.l.M.t.i.c. ma.t!Lix i4 Jt.e.qui!Le.d; .the.n ort.f.y e..f.M.t.i.c. c.a.f.c.u.f.a.t.i.ort4 
and .f.oc.a.f. p1Loje.c..t.i.ort4 in a 4pac.e. o6 pJt.ope.Jt..f.y c.ho4e.n .tiLartó6oJt.me.d va!Liab.f.u Me. ne.e.de.d. 
OUIL pU!Lpou i4 .to 4how .the. Me.6u.f.rtMó and .the. ~irtM-!> o6 ~ me..thod 6oJt. indUI.>.t!Li~ 
p1Lob.f.e.m4 . We. w.U1. Me. i.t .to óo.f.ve. .the. ~ho.t pe.e.rung and Jt.o~ng piLOb.f.e.m4 . The. ~omp~on 
wi.th o:the.Jt me..thod4 i4 Jt.a.the.Jt good M w.U1. be. 4e.e.n. The. ILU-tdua.f. 4;tiLUóU and -<.rte..f.M.t.i.c. 
ó.tlt.airtó :thM ob.taine.d wiU be. k.e.y-paJt.ame..te.M 6oJt. 4.tudying 6a.t.i.gue. and damage.. 

INTRODUCfiON 

Under cyclic loadings, the knowledge of the sta
bilized limiting state of inelastic strains and residual 
stresses for a structure is currently admitted as much 
important . For example, these residual stresses _and ine.
lastic strains will be key-parameters for study1ngfat1-
gue and damage . A simple and straightforward method to 
achieve this limi ting state has been proposed by J. Zarka 
and G. Inglebert ([1],[2],[3]) . This method can be used 
whatever the shape of the structure is and gives the 
limiting state in the whole structure. A description of 
the material behaviour as a microstructure made of per
fectly plastic and viscoplastic subelements linked to
gether with linear elasticity is ~qui:ed ; _then only 
elastic calculations and local proJectlons 1n a space 
of properly chosen transformed variables are ~eeded. 
The aim of this paper is to show the opportun1ty of 
usinR this method . So after recalling the basic prin
cipl~s of the method, we will use it to solve the shot
peening problem and the rolling problem. A comparison 
with experimental results is given for the first exam
ple. 

PRINCIPLE OF THE STRAIGHTFORWARD METHOD 

To obtain the limiting state, two conjugate ef
fects are involved : the local behaviour of the mate
rial and the structural effects depending on the shape 
of the structure and the loading path. 

Material behaviour : Let us first recall the assump
tlons for the local behaviour of the material. We con
sider the fundamental volume of material as a micro
structure made of elementary elastic mechanisms linked 
together through a linear elastic ma~rix . Thus_we stay 
in the field of the Standard Generallzed Hatenals[4). 
The local deformations of the inelastic mechaiji~ms 
e:P(a) will be taken as internal variables ; olaJ will 
be the associated local stresses on the mechanisms. For 
sake of simplicity, we will restrain ourselves to P.~r
fectly plastic mechanisms. Using the Hill-Mandei P:ln
ciple, the local stresses olaJ could be expressed 1n 
the following way : 

o(a) ~A L - C Ep(a) (1) 

where L is the macrostress (global) on the volume ele
ment, A is the elastic localisation tens?r on the in~
lastic mechanisms of the element, e:Pla) 1s a generall
sed tensor including the deformations of all the ine
lastic mechanisms of the ~lement ; C is the kinematic 
hardening tensor and C e:Pta) is opposite to the resi
dual stresses on the elementary mechanisms at the level 

of the volume element . The global total and plastic 
strain could be written 

(2) 

The evolution laws for each perfectly plastic mechanism 
are : 

·p(a) _, Clf 
e: -1\ aoCa) À;;. o (3) 

where f(o(a)) is a convex function defining the local 
yield surface for an elementary 1nechanism. 

Structure : The quasistatic evolution of the structure 
could then be obtained by solving at · each time ta li
near elastic problem with initial strains EP for the 
given periodic loading, pd(t) body forces in the volume 
V Td(t) surface forces on a given part Sp of the boun
~ry of the structure, and ud(t) given displacements on 
the complementary part Su of the boundary 
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L S.A. with Fd(t) in V, Td(t) on SF 

E = M L + Ep K.A. with url(t) on Su 
(4) 

Let us write Lel, Ee1 , the purely elastic solu
tion of problem (4) with EP equal zero. Then the global 
residual stresses R on the volume element and the global 
inelastic strain tensor E1ne defined by : 

R = L - Lel Eine =E- Eel =E-M Eel = M R+ Ep (5) 

are solutions of the homogeneous problem associated to 
(4) 

R S.A. with O in V and O on Sp 

Eine = M R+ Ep K.A. with O on Su 
(6) 

So the global residual stresses R are linearly 
dependent on the global pla~tic strain EP and thus on 
the internal variables e:PlaJ linked to EP through the 
elastic localisation tensor A, (2) 

Introduction of the transformed variables for the stru~ 
ture : Let us define Y transformed variables for the 
stiü'cture as 

(7) 

These variables will be linear functions of the inelas
tic deformation of all the elementary mechanisms of the 
structure through R ; the linear function F integrates 
the structural effects (shape and loading) and thelocaJ 
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1nelastic behaviour which is characterizedby C andA. 
If we introduce them in the expression of the local 
stresses (1) on the elementary mechanisms, we obtain : 

o(a) =A (E(t) - R(t)) - Y =A Ee1 (t)-Y (8) 

So, these variables could be interpreted as op
posite to the residual stresses on the elementary me
chanisms at the level of the structure and will appear 
as the associated forces to the internal parameters if 
the free energy is written in terms of global elastic 
strain and internal parameters. ln the space of the 
transformed variables, the expression of the plastic 
yield cr'iterion is : 

f(A Ee1 (t) - Y) .;; O (9) 

As so~n as the evolution of the purely elastic 
solution re (t) is known over a period, the evolution 
of the yield surface with the loading path is comple
tely known : at each time t the yield surface is dedu
ced from the initial one through a translation of vec
tor A rel(t). Besides, this evolution for each local 
mechanism is independent of the others mechanisms in 
this space. Such an uncoupling of the elementary me
chanisms would not be achieved in the internal parame
ters space : the link between local stresses oCa) and 
internal parameters Ep(a) involves the whole structure 
(7). 
Furthermore,as could be very quickly checked, the way 
back from the transformed variables to the classical 
ones, global residual stresses R, . plastic strain EP, 
internal parameters EP(a), can be achieved quite sim
ply through elastic calculations for a regular. kinema
tic hardening tensor C. It follows from the definitions 
(2),(5),(7) which allow to express global plastic 
strain in terms of global residual stresses and trans
formed variables. 

Ep = AT EP(a) = AT (C- 1 cY +A R)) (10) 

Thus problem (6) can be rewritten with transfor
me~ elasticity operator M' and apparent initial strair 
EP 

M' = M + AT C-1 A . Ep' = AT C-1 Y (11) 

The elastic resolution of (6) and (11) and defi
nitions (7) and (2) will give the(c~mplete inelastic 
state of the structure, R, EP, Ep a . By the way, this 
proves that regular local kinematic hardening tensors L 
will give a regular structural operator F . 

Limitin~ state under cyclic loading : This ability of 
coffilllg ack from the transformed parameters space to 
the classical one allows us to study the existence, na
ture and value of the limiting state in this space whe
re the unilateral yield condition is well known separa
tely for each elementary mechanism. · 
Existence of the limi tin_g state : The existence of a 
periõcfic f':uilitíng stãte l'Õr-Stresses and thus for the 
transformed variables ? is ensured by the general theo
rems for Standard Generalized Materials, [5]. This will 
induce a periodic limiting state of internal variables 
and plastic strain,(7),(2) as soon as the structural 
operator F is regular. So we always obtain elastic or 
plastic shakedown except for some singular local beha
viour C. In this last case, ratchetting may occur if F 
is singular too and a more detailed analysis is requi
red. 
ti_a~!e_ qf ,t!!e_limi.!!!J.g_s!_aj~ : The discrimination bet
ween elastic and plastic shakedown will be reduced to 
an elementary geometrical problem (fig. 1). For each 
mechanism, one has to check if all the yield surfares 
centered on the local purely elastic stresses A re (t) 
for each time t in a period, have a c0J11100n part. For 
Mises type's criteria, the distance between two diffe
rent values of A rel(t) for distinct times t 1 and t 2 
should always be lower than twice the Mises radius. If 
the answer is positive for each mechanism, elastic sha-

kedown occurs and a constant limiting state Yt has to 
be found. Otherwise a cyclic limiting state Yt(t) has 
to be estimated. 

Figure 1 - Nature of the limit state. 

Finding out the limiting state : If the limiting state 
fias -tõ be- mõwli. lnõre -preciSe1y' the way to find i t out 
can be summar~Íed in the followings : 
i - First, E (t) has to be calculated for each time t 

over a period. 
ii - Second, ?.e. transformed variables are locally built. 

The different ways to derive this local building 
for elastic or plastic shakedown could be foundin 
[4]. They are based on local projection on the in
tersection of all the local yield surfaces over a 
period for elastic shakedown or on an estimate of 
mean value and min:irm..un and maximum of anqJli tude 
from a local geometrical study for plastic shake
down. 

iii - Third, elas ti c resolution of (11) trom these Y t 
will give the global residual ~tresses. 

iv - Last, internal parameters EplaJ and plastic strain 
EP will be derived through (7) and (2). 

The method is quite convenient for numerical pur
poses and works rather well. It has been introduced in 
finite elements programs without any difficulties. Its 
use is much more general as will be seen in the follo
wing examples. 

APPLYING SH1PLIFIED ME1HOD TO SHOr-PEENING 

Principle : Let us consider th~ shot-peening problem 
this technic is currently used in the industry : the 
pr~ciple is to project bullets to produce surface har
dening in order to introduce "favorable residual stres
ses" so as to ensure a better hold against fatigue and 
corrosion or to form thin sheets. The main parameters 
are the shot speed and bullet size, the angle of impac~ 
the duration of impacts and the impact surface (surface 
where at least one bullet had fallen). The Almen inten
sity is the industrial way of control : the residual 
deflection of a normalised test SanqJle is measured. 

Proposed model 

~a~~c _ ~J:he2!_s : Let us co11sider a sample of material 
rather oig wi th plane boundary. This sample is made of 
an elastoplastic material with simple linear kinematic 
hardening behaviour. We expose it to a shot-peening 
which parameters are strictly âefined : 

The impacts of the bullets are normal to the exposed 
plane surface. 

. The bullets are spherical with a radius r constant. 

. The impact speed is V0 constant. 

The main difficulties come from the dynamic aspect. The 
residual stresses and plastic strains when the bombing 
is achieved, either in the field of elastic or plastic 
shakedown. 
Our analysis begins when many impacts have occured ; the 
shot exposure is over 100%. so ·, the elastic or plastic 
shakedown is reached. Then, one more bullet comes, ... 
and goes ... leaving residual stresses R and plastic 
strain EP . 
Assuming that the exposed surface is wide enough, tht 
equilibrium equations and the boundary conditions for 
the residual stresses (11) allow to derive that ~ and 



Ep are only functions of the depth z and that the non
zero components of the residual stress tensor and the 
plastic strain tensor can easily be proved to have the 
following fonn : 

Rxx = Ryy R(z) (12) 

(13) 

So the "inelastic strain" Eine = M R + Ep is only 
function of the depth z ano the transformed variables 
in the unloaded lirniting state can be defined from on
ly. one scalar function â(z) : 

â(z) = C EP(z) - R(z)/3 (14) 

Then, only two scalar functions among R(z), EP(z),a(z) 
will be sufficient to describe the solution. 

• Two different geometries had been considered :. a 
semi-infinite space z ~ O , a finite plate with free 
edges - H/2 ~ z ~ H/2 . ln both cases, an analytic so
lution can be derived from a known initial state EP(z) 
or â (z). The last step to obtain the residual stresses 
in the unloaded limiting state is to build the func
tion â(z). Following principles, we have first to ob
tain the purely elastic loading path. 

PuE~ll ~!_a~tjS, !_oad;!pg_ Eath_ : To modelize the purely 
élastlC Stresses auring the contact between the spheric 
bullet and the sheet, we use Hertz resul ts for the elas
tic contact between a sphere and a semi-infinite space. 
Usiflg cylindrical coordinates with the origin at the 
center of the contact area (fig. 2), we calcule the 
stress field which is a function of the depth z and 
radial coordinate p . The maxinu.un of the stress will be 
obtained just in the 1Kis of the impact for a zero ra
dial coordinate, at the impact time, say o+ . The stres
ses will return to zero when the sheet is completely 
unloaded, 

EI1(p , z) = JHertz(p, z) E~1 (p,z) = O (15) 

wi th, on the ax:is of the impact (p = O) 

0~~rtz J;::rtz z a 
(1 +v) ã Arctg z 

p o (16) 

JHertz = _ a 2 

zz àl+"Z! 

Where cr 0 is the maxinu.un stress on the contact area and 
a the radius of this area . 

im pact 

Figure 2 - Impact , coordinates. 

une particular point of the sheet will overlook a most 
COH!plicated loading P.ath with an alternance of all the 
)QSsible values of oHertZ(p,z) depending on the dis
tance between the studied point (x,y) to the impact one 
and zero values. Tf the scattering of the bullets is 
good enough, the loading path follow~d by the centerof 
the yield surface will be equívalent to a svmmetrical 
one oscillatinª oetween a zero value and the max:imum 
value of JHert for a zero p situated on the ca = 
~ - ~ '2) · rr aee - - azz' ax:Is . 
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The involved constants cr 0 and a are evaluated thanks 
to Davies' work on dynamic elastic contact between a 
half-space anda ball of radius r . Denoting V the 
shot speed, E, v, p the common elastic constants and 
volumic mass of the ball and the half'-space, they could 
be written 

5rr 1 -\)2 1/5 
vZ/5 a = 2 p - E- r o 

(17) 
1 5rr 1 -\)2 4 1/5 

vF5 ao = 
1T 2 p - E-

!:_osal Qu_gg~g_of .§Czl j~r_e!c.h ~ : For the currently 
used values of the Shot- ~ 
speed, the plastic shake- oc. ,---, { ... :r:. 
down regime is achieved . 1! xz{ ; z" "' 
For various depth z, the ~-7(' 

looil loading path dev , 1 li '8 
(Ee (t)) and yield surfa- ~ A 
ce could be schematically WV 101 

01-{:z.) 
d:scribed by ~ig . 1 . From 

1 
,,- -, 

f1g. 4.a to f1g. 4.c, the : ) 
distance between the ex- 1~ ', __ / 

treme loading values de- \ ,x:-__ _ 
crease as the depth z in- / ' 

'&(z..) 

~(z. 

crease. When a void inter
section is observed fig . 
4. a, the syrranetry condi
tions will give a in the 
unloaded state as the 
point of the yield surfa
ce closest to the maximal 
loaded state. For a non
void intersection which 
does not include the ini
tial state, any point of 
the overlined segment of 
the ax:is &xx = & =-& z/2 
could be availahie (~ig. 
4 b.). We choose the clo
sest point to the initial 
state . When the initial 

Figure 3 - Local building 
of â(oo) (%8:1 ) for various 
depths z. 

state is included in the non-void intersect ion (fig.4 .c) 
we keep i.t. 

Influence of the aarameters 
Th1s model allowe us to investigate the influence of 
various parameters at a very low cost. One can see in 
the next figure 4 and 5 the influence of depth , shot
speed, bullet diameter, plastic constants (yield value 
and hardening modulus) on the residual stresses and 
compare it to the experimental data on figure 6. All 
the experimentally observed effects are found with rea
sonable accuracy. Very few numeric~l computations are 
needed when a classical numerical computation would ha
ve been nearly impossible. So , it appears to be a very 
suitable tool for industrial purposes . 

R bMPa z. 

""'' 
Qy. 2.to8o~ 
c i E • 1/5 
E~? W .. li 

500 M P a 

V • 50 m/s, r • 0,55 111:1, h • ZO I!IR 

800MPa 

'%. 
(,..) 

cv • 8.t0
8

Pa 

c • o 
E=2.1o"a 

Figure 4 - Influence of the material behaviour . 
Simulation of aluminium, standard steel , high 
lirnits steel. 
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V0 .,.40m/s (a0 fóy:3DI 
Rtg_; V0 ,. 80 m/s (a

0
jay :40 I 

11{1 ~ ~ z/& I t I I 

R:a; 

<f>=1• 

Speed 

Bullet size 
current parameters 
oyiE • 2,5 1b-3 

C/E • 2.10-3 

h • 1,3 nm 

Figure 5 - Influence of various parameters. 

R, MP a 

200 

-800 

., ·'te. 
• wcl 

r r·· 
2 

0.5 1.0 

R MPa 

200 

1 z mm 

Figute 6 - Experimental results for various 
thickness and materials. 

THE ROLLING PROBLEM 

A similar study was cartied out for the rolling 
problem. In that case, it is difficult to compar~ with 
experimental results and very few numerical studies are 
available. 

Basic hYJX?thesis : We consider a semi-infinite haif
space or Lnfinite plate of depth h (denoted n). The n 
domain is made of an elastic-plastic material with li
near kinematic strain-hardening. Over it, an infinite 
cylinder ~f radius r (denoted n) is rolling with a cons
tant speed V. Successivc rollings of (C) on (n) occur. 
Under the moving cylinder, we assume the normal stress 
distribution of Hertz represented by p(x) on the con
tact area (-a~ x ~ x) in both cases. Tt is obvious 
that a plane strain analysis mú<;t be uséd. 

~~in results : Basis hypothes1s and application of this 
method are quite similar to the shot-peening. The choi-

.•. 

I 

ce of the transformed variables a, which only depends 
on the depth z, is a little more complicated than pre
viously and varies whether elastic or plastic shakedown 
is obtained. The elastic loading is given by the Hertz' 
theory for the contact of an infinite cylinder on a 
semi infinite half space with a plane boundary .• 
Fig. 7 shows the resultats of the direct method compa
red with a numerical one [6] . Both calculus have been 
dane with the sarne linear kinematic hardening behaviour 
and loading path. Co~idering the arbi~rary choice of 
the transformed variables, and on the other hand, the 
use of a rather coarse finite element mesh, compared 
with the "exact" solution of the Hertz problem, we have 
a very good agreement between the results of these two 
methods. 

R,.,,/<5 a, = 3.8 ay 

Figure 7 - Comparison between both methods 
for residual stresses. 
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CONFIGURAÇÕES PLANAS PÓS-FLAMBAGEM DE UM 
ANEL CIRCULAR EXTENSÍVEL 

EDGAR NOBUO MAMIYA 
DE~ARTAMENTO DE ENGENHARIA DE MATERIAIS- UFSCar 

RUBENS SAMPAIO 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECÂNICA - PUC/RJ 

Sl..IMAAIO 

VU:eJUn.i.n.am-~ e. M coná,(gwu:tc~e-6 pla.n.a.6 de. e.qu..Ulb.IÚO pÕ~-6lamba.gem de. um a.ne..t 
CÁJI.c.u.iAJl. de..tga.do 4u.bme-túio a. pll.U4a.o ex.teJr.na.. CoM.úie.Jr.a.-~e. a. e.x.te.nú..b-Uú:ia.de. do a.nel. e. 
compa.Jr.a.-4 e. o4 Jr.Uu.li:a.dot. com o cMO l.ne.x.te.n4Zve..t que. ê e.ncontJr.a.do na. WeJr.a.twc.a.. O mo 
de..to ma.te.rnâ.:üco u;t.iliza.do duCJr.e.ve. o a.ne..t como uma. cu.Jr.va. Jr.e.gu.R.a.ll. plana.. M e.qu.a.cõu 
co~~vM a.dot.a.dM ~ão line.a.Jr.e-6, a. não line.aJWia.de. 1.> e.ndo, poll.t.a.n.to, e.xc1u.l.>.<.va.me.n.te. 
ge.omêbúca.. 

INrRODUÇÃO 

Uma maneira de se estudar o comportamento mecâni 
co de estruturas em que uma das dimensões predomina so 
bre as demais é a de se considerá-las como curvas sec 
cionalmente regulares no espaço. Neste caso, as funções 
que caracterizam a configuração da estrutura passam a 
ser descritas em termos de um único parâmetro espacial 
e mais um parâmetro temporal. Esta abordagem leva a mo 
delos matemáticos mais simples do que aqueles em que a 
parametrização do espaço é feita através de três variá 
veis. Entretanto, é preciso lembrar que a simplificaçãO 
obtida é relativa, uma vez que, desprezados os casos 
mais simples, obtêm-se modelos não lineares cujas solu 
ções quase nunca são imediatas. 

O conhecimento do comportamento pÓs-flambagem de 
estruturas tornou-se importante a partir do surgimento 
de novos materiais que possibilitaram, pelo aumento da 
resistência mecânica, o projeto de estruturas mais le 
ves e, consequentemente, esbeltas. Nestas condições, em 
muitos casos, o fator decisivo no projeto é a deforma 
ção da estrutura. 

O modelo matemático [1, 2], utilizado no Eresente 
trabalho permite a análise do comportamento estatico de 
estruturas elásticas que possam ser consideradas como 
curvas planas, regulares. As configurações e os esfo.!: 
ços internos são descritos como funções a um único pa 
râmetro. Considerações de geometria, equilíbrio e hipÕ 
teses constitutivas, que supõem a barra elástica à fle 
xão e à elongação, levam a um sistema não linear de 
equações diferenciais ordinárias. Este enfoque, adotado 
em outros trabalhos, como por exemplo em [ 3] e [ 4] , não 
consideram, entretanto, que a barra é extensível. Por 
outro lado, a hipÓtese da extensibilidade é adotada effi 
[5] que, a partir de uma formulação variacional, utili 
za-se do método dos elementos fini tos para a resoluçãõ 
numérica. O modelo ora empregado leva, dentro da classe 
de problemas estudados, a uma implementação numéri~a 
muito menos dispendiosa do que aquela decorrente da tec 
nica variacional. No presente caso, a resolução do pro 
blema descrito pelo sistema de equações diferenciais e 
mais as condições adicionais é reduzida, através do rné 
todo do tiro SimEles, à pesquisa de zeros a(À.) de um 
sistema de equaçoes de bifurcação: 

b(a, À) O 

b(a, À) 

onde a E D C Rn, 1 < n < 7 são as condições JJU.Cl.al.s 
do problema de valores IniSiais equivalentes ao probl~ 
ma original, e À E I cRm e o parametro de carregamento 
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da estrutura. Esta pesquisa é efetuada utilizando-se o 
método de Newton (com pequenas modificações visando au 
mentar a sua eficiência). O problema de valores inici 
ais associado é resolvido utilizando-se o método clãS 
sico de Runge-Kutta de quarta ordem. 

Este artigo aborda o problema do anel circular 
submetido a um carregamento por pressão externa,em que 
o problema de bifurcação decorrente é definido de tal 
modo que a E D cR3. São apresentados resultados numê 
ricos comparando as configurações de equilÍbrio para 
o caso em que se considera a barra extensível com o ca 
so em que a hipótese de extensibilidade é desprezada.-

IDDEW MATIMÃTICO 

O presente estudo limita-se à análise dos esta 
dos de equilÍbrio em sistemas conservativos. Assim, iii: 
teressam apenas as configurações de referência e atuai 
da estrutura. Estas são parametrizadas pelos respecti 
vos comprimentos de arco S e s. -

CONfltiU .. AÇAU Ul HLHHÍNCIA 
I ~ÀO DEFORMADA J 

., 
CO~rtOUH&~ &TU&l 

(DEFORMADA J 

Figura 1. Representação da estrutura nas configurações 
de referência e atual. 

Definem-se a elongação e, e as curvaturas K e k 
nas configurações de referência e atual, respectivame~ 
te, por: 

e (S) = s 1 (S) - 1 

K(S) <PI (S) (1) 

k(S) e 1 (S) 

onde <P(S) é o ângulo entre a tangente X1 (S) à curva 
não deformada e o eixo x1 , 9(s) é o ângulo entre a tan 
gente X 1 (s) à curva deformada e o eixo x1, e 9(5) 
9(s)·s(S). A deformação dever ser tal que se possa de 
finir o difeomorfismo s(S). Tanto ~(S) como 9(5) assu 
mem valores positivos no sentido antihorário. Para ca 
da função f, f 1

() denota a derivada com respeito ao 
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argumento de f. 
Sob um carregamento e~ico qualquer, procuram

se as configurações deformadas compatíveis com o carre 
gamento, sem preocupação de ordem dinâmica. A figura -z 
esquematiza um trecho da estrutura deformada, entre una 
extremidade A e um ponto qU<Jlquer s, sob um sistema de 
esforços em equilíbrio. 

~2L Of>l 

Figura 2. Trecho da estrutura em equilíbrio. 

Os esforços solicitantes definidos no ponto s são 
o momento fletor M(s), o esforço normal N(s) e o esfor 
ço cortante Q(s) . São considerados a força FA e o momen 
to ~na extremidade A, assim como forças distribuídaS 
~1lsJ, qx2Cs) e momento distribuído m(s) ao longo do 
do trecho considerado. Caso atuem esforços concentrados 
ao longo do trecho, basta redefinir sub-trechos limita 
dos por estes. O equilíbrio dos esforços atuantes sobre 
o trecho considerado fornece as expressões: 

N' (s) - Q(s) e•(s) + qt(s) =O 

Q' (s) + N(s) e•(s) + qn(s) =O 

M' (s) + Q(s) + m(s) = O 

Entretanto, cano em geral só se conhece a gebm;l 
tria da estrutura na configuração descarregada, é conve 
niente se escrever todas as expressões como fUnções de 
uma única parametrização. Assim, lembrando que s(S)cons 
ti tui um difeomorfismo, pode se reescrever as expres 
sões (2) , obtendo-se: -

N' (S) - Q(S) e'(S) + qt(S) s'(S) =O 

Q' (S) + N(S) e' (S) + qn (S) s' (S) = o (3) 

M' (S) + Q(S) s'(S) + m(S) s'(S) =O 
X 

As relações constitutivas são escritas diretarnen 
te a partir das seguintes hipÓteses: -

i) A elongaçao e é diretarnente proporcional ao es 
forço normal N(S) e 1nversamente proporcional à área 
A(S) da seção transversal da barra, em cada ponto S. 

ii) A variação da curvatura k - K é diretame'1.te 
proporcional ao JllOmento de inércia I (S) da seção trans 
versai da barra, em relação ao vetor binormal b, = t An-; 
no ponto S. 
Tem-se, assim: 

sI (S) 

e• CS) 

N(S) 
+ E(S) A(S) 

MCS) 
~'(S) + E(S) I(S) 

(4) 

onde E(S) reEresenta o módulo de elasticidade do mate 
rial. Os parametros x1, x2, s e e são relacionados por: 

Xl (S) 

Xz (S) 

s' (S) cos e (S) 

s' (S) sen e (S) 
(S) 

-r As expressões (3), (4) e (S) f~~ um sistema 
não linear de sete equações diferenciais ordinárias a se 
te incôgrri tas. 

O PI()BLPMA 00 ANEL CIRClJLAR 

Considere-se um anel circular delgado submetido 
ã pressão externa. A configuração não carregada é carac 
terizada através da função curvatura: -

K (S) = ~'(S) =- R-l (6) 

onde R é o raio do anel não defOrmado. 
O equilíbrio é descrito pelo sistema de equações 

diferenciais (3), (4), (S) e mais as condições adicio 
nais: 

M (O) - M(2nR) = O 

N (O) - N(2nR) = O 

Q (O) - Q(2nR) = O 
--· .L . - ... 

s(O) = O 
L. ~t ) (7) . 

e(O) - e(2nR) - Zn = o 

x1 (O) - x1 (ZnR) = O 

x2(0) - x2(ZnR) = 0 

Uma técnica utilizada na resolução do problema 
de condiçÕes adicionais genéricas consiste em transfor 
má-lo em problemas de valores iniciais, para os quais 
existem procedimentos numéricos clássicos para resolvê
los. Se um dado problema é descrito por: 

y' = f(x,y), x E [a,b], 

y : [a,b] c R + Rn 

F(y(a), y(b)) = O 

a técnica do Tiro Simples [S], o transforma em proble 
mas do tipo: -

y' = f(x,y), x E [a,b] 

y : [a,b] c R + Rn 

y(a) = t, t E Rn 

(9) 

tais que F(t,y(b,t)) = O. Deste modo, o problema or1g1 
nal é reduzido, através desta técnica, ã pesquisa de 
zeros t de F(t,y(b,t)). No caso, fixando-se os valores : 

e(O) 

x
1 

(O) 

x
2 

(O) 

o 

o 

o 

(1 O) 

as únicas condições iniciais que devem ser pesquisadas, 
de IllOdo que as condições (7) sejam satisfeitas são 



M(O), N(O) e Q(O), associados, por exemplo, as 
ções: 

condi 

F1 (M(O)~· N(O), Q(O)) = 6(2-rrR) - TI O 

F2 (M(O), N(O), Q(O)) = x1C2-rrR) O (11) 

F3 (M(O), N(O), Q(O)) = x2 (2-rrR) O 

d 3 3 - ·-dod~. d on e F: D c R + R e D e a restnçao oo111no e pe~ 
quisa· de zeros. 

~.o 
[I 

~--M 
[I 

oRl 
-

1
-

1
- • - 4,Z5 

'------- ·:~'··5.0 

~-o 
li 

~--10 
li 

pR3 
-~~- ·-15 

,---- o(RI3 • · 20 

Figura 3. Configurações de equilíbrio. 

RESULTAOOS 

A pesquisa de ze~s de Fi= O, i= 1,2.3, foi e~ 
tuada utilizando-se o metodo de Newton, enquanto os pro 
blemas de valores iniciais foram integrados pelo mêtodõ 
de Runge-Kutta de quarta ordan, particionando-se o in 
tervalo [0,2-rrR] em 300 partes iguais. O problema foT 
analisado fazendo-se variai a extensibilidade, caracte 
rizadá pelo raio de giração i = I I/K, e o carregamento 
dentro dos intervalos: O< i< 0,1 e -21,5<pR3f(EI)<O. 
Foram e~contradas três configurações distintas, sendo 
os resultados ilustrados n~ figuras 3 e 4. 

Verificou-se que os pontos de bifUrcação sofrem 
influência da hipÓtese de extensibilidade,conforme ilus 
tra a tabela 1 • 
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Tabela 1. Carre tos de bifurcação 

p R3 /CE I) 

Bifurcação Inext. i 

- 2 3,03 3,05 3,2 

- 3 9,5 

Como consequência, para cargas próximas dos pon 
tos de bifUrcação 1 as configurações correspondentes so 
frem grande influencia da hipÓtese de extensibilidade-;
conforme mstra a figura 5. A tabela 2 indica wna dife 
rença de 25,4% na menor distância do anel ao seu centrõ; 
entre os casos em que i= O~inextensível) e i= 0,1, pa 
ra a configuração 3 com p R /(E I) = -10. -

CONFIGURAÇAo 2 

-- - . , I - -, 

ltJEXTENS(VEL 

EXTENS ÍVEL i • 0,05 
EXTEN SIVEL i •0 . 1 

1,0 0 , 5 o. 

Figura 4. Menor distância do anel ao seu centro. 

Tabela 2. Menor distância ao centro do anel. 

i 

0,05 

0,1 

CONCLUSOES 

Configuração 3 p R3 I (E I) = -1 O 

'V 
d = d/R 

0,5866 

0,6148 

'V 'V 

(dext-dinext)/dinext 

mextensível 

0,048 

Foram determinadas três configurações de equilÍ 
brio para um anel circular d:lgado submetido a. ~r:ssãõ 
externa, considerando-se a h1potese da extens1b1l1dade 
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da barra. Os resultados obtidos mostram que para valo 
res suficientemente grandes do raio de giração i, esta 
hipÓtese altera significativamente os resultados. Tanto 
os deslocamentos quanto os esforços internos são meno 
res no caso extensível. Isto se deve ao fato de que par 
te da energia atribuída à flexão do anel inextensível 
é utilizada na elongação da barra, no outro caso. 

~•-tO 
EI i • 0,1 

i. o.o, 

'"EXTENSÍVEL 

Figura S. Influência da extensibilidade na configuração 
de equilíbrio. 
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TWO SIDED ENERGY BOUNDS FOR 
ELASTIC MEMBRANES 

MAURIZIO ANGEULLO 
INSTITUTO DI CONSTRUZIONI FACOLTÁ DI ARCHITETTURA 

NAPOU, ITÁLIA 

SUMMARY 

The complementary energy of a thin elastic shell is defined in terms of Piola 
stresses and rotations. The principle of minimum energy distance is used to 
obta in bounds on the stra in energy. 

INTRODUCTION 

In the non linear theory of thin elastic shells, 
only few particular problems admita formal solution[2]. 
Then the possibility of obtaining simple qualitative e~ 
timates for the solution, that is about its norm in the 
space in which the problem is formulated, is of some int 
erest. 

In a previous paper[4]a method for bounding in en 
ergy the solution of particular non linear elastostatic 
problems, was introduced. The proposed method stems from 
energy principles of minimum potential and complementary 
energy for large deformacions; these energy estimates 
are valid for semilinear[1 ]elastic bodies under moderate 
rotations. 

In the present work, the technique of bounding in 
energy is applied to perfectly flexibles membranes; the 
hypotheses generally introduced as first approximations, 
i.e. small surface strains and moderate rotations, and 
the positivity of the principal stresses, are sufficient 
conditions for applying the complementary energy estiro
ate. 

A general discussion of curved sheets, consisting 
of an appropriate formulation of the general equations 
in curvilinear coordinates, is given. 

The technical interest of these equations lies in 
their applicability to cable nets or ligth shells under 
pressure like wind sails. Three simple examples serve 
to illustrate the method. 

PRELIMINARIES 

A set of material particles P distributed over a 
surface S -middle surface- is called membrane and is de 
noted M; tne material points P are identified by the p~ 
sition !CP) they occupy at time tcO. 

Mo;ion. The motion of the material surface is 

~ being the position vector of the points of S at time 
t . Introducing a set of mareia! coordinates s 1,s 2 , ~ 
can be written 

1 2 
x= ~(s , s , t) (1) 
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It is assumed that (1) is invertible for every t and co 
ntinuously differentiable up to the required order. 

Geometry of S. Denoting ~i , Aj the local covar
iant and contravariant hase vectors, the components of 
the surface metric tensor are 

gij A . . A. 
-l. -J 

(2) 

g 
ij Ai .Aj 

with (i,j=1,2) . The local unit vector normal toS is de 
noted ~3 . Using ~3 we define the space metric tensor 
as gHK= ~H ·~ with (H,K=i,2,3). 

Bij= ~3 .~i,j and B j are the covariant and mJ.xed 
components of the second fundamental form of S, " ,i" de 
noting partia! differentiation with respect to si. 

Deformation . The (3X2) tensor gradx (s
1
,s

2
, t) c 

(~,i ·~H)~H~i , is the deformation gadient -of S. 
The polar decomposition theorem yields 

(3) 

where U = (1 +e) =(g, .+e , )AjAi is the right extensio 
- - - :J.J i] --

nal strain tensor, and ~ is the (3X2) part of the ortho 
gonal tensor ~* expressing the rotation in space of the 
principal directions of ~ . 

Calling ~ the displacement vector at time t of 
the material points P , it follows 

grad~ ( t) 
' j H i 

g, ,A
1
A + (u .• A )A A 

l.J-- -,l. -H --
(4) 

Stress. Considering statical problems, only the 
state of stress at some time t* is of interest; we mea~ 
ure this state of stress by the Piola stress tensor Q . 
The components of the (2X3) tensor Q are related to the 
(2X2) components of the true stress ~ , by the equation 

o o h' i 
S

1
J (t*) = D J (x .A )d/d 0 (5) 

-,h 

where d 0 and d are the densities at time O and t* . 
We also introduce the so called Jaumann stress 

censor T whose components are related to those of D by 
the equation 
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. . iH . 'H . 

T
1
J= ~(D R J+ DJ R 1

) 
H H 

(6) 

i 
RH the mixed components of the (3X2) tensor appearing 
in (4). 

In statical conditions, the balance of linear mom 
entum gives 

Dij - B jDi3+ bj= O 
li i 

i . i3 3 
B D J+ D I + b = O 
ij i 

(7) 

"li" denoting covariant surface differentiation with 
respect to si,~ being the body force,per unit volume 
at time t=O. 

The equilibrium conditions on the part C* where 
the tractions 2 are specified, give 

iH H 
D n.= p 

1 
(8) 

ni being the components of the in surface unit normal 
to C*. 

Besides the equilibrium conditions (7),(8), the 
moment equations must be satisfied; these equations 
will be specified in the special case of isotropic me
mbranes . 

Stress-strain relations. It is assumed that M is 
Hyperelastic, that is characterized by a stored energy 
function W per unit initial volume depending on ~ only, 
or on any equivalent strain measure. It is further ass
umed that W(~) is a strictly convex coercive function 
of its argument. 

Then the stress tensor T can be derived from W(~) 

T =grad W 
- e 

(9) 

The properties of W are such that a complementary 
energy function Wc(!) does exists, from which ~ can be 
derived 

~ =gradTWc (10) 

In particular, if the elastic membrane is isoto2 
ic, then the tensor T is coaxial with ~ and (6) becomes 

Tij= DiHR j 
H 

in this case the moment equilibrium is expressed by the 
simmetry of I and by the condition ri3= O 

DiHR j= DjHR i 
H H 

DiHR 3= 0 
H 

(11) 

It is assumed that M is perfectly flexible, ther
efore the requirement of stability 

r . n > o ; n 1 (12) 

restricts the class of possible load conditions. A set 
of loa~s is admissible if a stress state D does exist 
satisfying (7),(8) and (12). 

APPROXIMATIONS FOR SMALL STRAINS AND MODERATE ROTATIONS 

The orthogonal tensor R* may be developed in a 
power series of a skew tensor ! or equivalently of the 
cross vector ~ associated to ! ; the components of ! 
are related to those of w by the relation 

~ K 
riH= JeHIKw 

where êHIK 
of the 

is the permutation symbol 
transformation (1). 

series form of R* is 

and J the Jacobian 

The 

H 3 I J 
R*= (g + r - ~r r + O( r ))A A 
- IJ IJ I JH --

then the (3X2) tensor R appearing in (4) can be written 

H K i 
R= (g +r - h r +O( r 3)) A A . (13) 
- Ki Ki K iH 

Approximations. Some restrictive hY,potheses are 
introduced in the analysis. Denoting 11(. )li = sup5 1 (.) 1 , 
It is assumed that 

O(II!IV = 0(1~11) ~ O(a) (14) 

where a is some small positive parameter. 
Furthermore it is assumed that the surface strain 

~ and the component w3 of rotation are of order a2 

0(11~11) = O(llw3 11) < O(ai) (15) 

Deformation. With the hypotheses (14) and (15), 
introducing (13) into (3), recalling (4), it follows 

u A ~ e + r - ~r r 
-,i -j ji ji j3 i3 

(16) 
u A = r 
- ,i -3 3i 

where ~ denotes equality within higher order terms. 
From (16), decomposing the expression in symmetr

ic and skew parts and introducing the rotation paramet

ers kj= êjir3i , it follows 

!. = ~(u A- u A) 
-,j -i -,i -j 

e = ~(u . A+ u . A+ ê ê k k ) 
- - ,j -i -,i -j hi kj i j 

(17) 

(18) 

We remark that, with the hypotheses (14) and (15) 
the Green-Saint Venant tensor ~ coincides with ~ , with 
in higher order terms 

e = Hu . A.+ u 
-,] -1 -,i 

i j 
A+ u .u ) A A 
-j -,i -,j 

(19) 

Stress. Ioe moment condition (11), neglecting ter 
ms of order D J!i!j a2, reduce to the forro 

21 12 
D -D 

22 23 11 
k g ) - D (-k g + 

1 2 
13 12 

= D (-k
2

g + 

D13 ,; k1D12_ k2Dll 

23 
D 

. 22 21 
= k

1
D - k

2
D .. 

As'suming that 

O(IIDijA .A. 11) = O(b) 
-1-J 

k 12) 
1g • 

(20) 

b being some positive parameter, from (20) it follows 

i3 . 
O(IID A. 11) = O(ab) 

-1 

021,;, 0 12 . 



Specific strain and stress energies. For isotro
pic membranes, if the hypothesis (15) holds, one can a
ssume that W(~) and W(!) are functionals of the form 

ih jk v ij hk 
W(~) - !(g g + 1_v g g )2G eijehk , (21) 

W(T) !( v g g )TijThk/2G , (22) - = gihgjk- 1+v ij hk 

where G, are the usual elastic constant of the linear 
theorY.• per thickness of M. 

Total potential and complementary energies. The 
total potential energy TE of M, defined over the class 
of kinematically admissible displacement fields ~'(si), 
be given by 

where, using the approximations introduced, W takes the 
form (21). 

ln a previous paper [3 ] a form of total compleme
ntary energy CE was derived; in the special case of iso 
tropic membranes of semilinear material it reads 

( TA j 
CE- -JC**Q n ds + S(tr!- tr D + W(!))ds,(24) 

C** being the ' part of C where the displacements are sp~ 
cified. 

Consistent with the present approximations, from 
(24) we deduce 

1 ij v h 2 
+ -

2
- (D D -- (D ) ))ds 
G ij 1+V h 

(25) 

CE(D,k,) is a functional defined over the class of sta-
- 1 i 

tically admissible fields Q"(s ) and rotation parameters 
ki , i.e. such that the equations (7),(8) and (20) are 
satisfied. 

Energy bounds. lt was shown in [4] that if ~· 
and D" correspond to the sarne rotation parameters k*, 
then-the bounding technique on the strain energy vaÍid 
in the linear theory, can be used and informations ab
out the degree of approximation of given states ~· ,.!?_", 
k~ , obtained. 

EXAMPLES 

So far no assumption have benn made about the load 
condition. Now we restrict our attention to three simple 
examples of membranes subjected to a uniform pressure, 
and of uniform thickness. 

Flat circular membrane. Let us find a two sided 
estimate for the strain energy of the sheet, fixed al
ong the boundary, whose typical section is depicted in 
Fig. 1 . 

Using cylindrical coordinates (r,t,z) a simple 
kinematically admissible state u' is given in the form 

2 2 z 
~· = h(R -r ) ~ 

from which, recalling(16),(18) and (19), the physical 
components of strain and rotation are 
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The non vanishing components of the Piola stress 
tensor (see Fig. 1) must satisfy the equilibrium equa
tions 

5 + (S -s )/r = o 
r,r r t 

(rT) /r + p = O 
,r 

p being the pressure and Sr, St, T, the physical compo-

Fig. 1 

nents of D • 
Besides, in order Sr, St, T correspond to the sa

rne rotation parameters corresponding to~·, from the mo 
ment equation (20) 

T = -2hrS 
r 

Therefore T =-pr/2 and Sr St p/4h . ln terms 
of these approximate states the energy distance CE+TE 
takes the minimum value for 

3 ! 2 2 
h= (l/4+(1/16+4/(3(1+v)) )p/(16ER /3(1-v )) 

The bound on the strain energy for v=O, E=1, R=1, 
p=lo-3 is 

2026 ~ W(~) < 2686 

Shallow cap. Let us consider the spherical memb
rane fixed alog its boundary, whose cross section is re 
presented in Fig. 2 

Using spherical coordinates (f, t, r) the equJlibri
um equations (7) in terms of the three non vanishing c~ 
mpo'nents of D , read 

Sf,f+ ctg f (Sf-St) + T = O 

-s -s + (T sin f) /sin f + pR = o 
f t ,f 

p being the pressure exerted in the positive direction 
of r. 

Assurning tentatively that Sf=St , a solution of 
the equilibrium equations is 

S = S = pR(1-k cos f)/2 
f t 

T = -k pR sin f /2 

where k<1 for the adrnissibility of the stress state. 
The moment condition gives 

k k sin f~1- k cos f) 
t 
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• 
Assuming for the displacement ~·= F(f)~r from (16),(17) 
(18) 

2 
e = F/R + F /R 

f , f 
e = F/R 

t 
-k = F /R 

t , f 

Equating k with the expression previously obtained ant 
. t 

integrat1ng 

F = R(log(l- k cos f )/ log(l - k cos f)) 

>-~G T~~ 

X 

Fig . 2 

--

CE+TE=E(k) attains its minimum value at k=k*. 
For v= O , E = 10 4, R=2000 , p= 10-3, I= 15°, 

k*= 0.160 , E(k*) 255 . 20 

and 

4262 . 08 < W( ~) < 4772.48 

Shallow hyperbolic paraboloid . As last simple e~ 
ample we consider the shallow membrane depicted in Fig. 
3 , to which we refer for notations. We choose on S cur 
vilinear coordinates s 1,s 2, such that 

X = y = s2 
2 2 

z = m(s
1
-s

2
)/2 sl 

We assume that this reference configuration be pr~ 
stressed: subjected to a uniform two dimensional tensior 
T and clamped along its boundary. 

Neglecting terms of arder h2/ a 2the equilibrium 
equations read 

11 21 13 
D +D -mD=O 

,1 ,2 
12 22 23 o D +D +mD = 

,1 ,2 
11 22 13 23 

mD -mD +D +D +p=O 
,1 ,2 

As kinematically admissible state we take 

~ = k F(x) G(y) = 

= k(cos mx- cos ma)(cos my ~ cos ma) 

with the phystcal components of strain given by 

2 2 
e

11
=-mk F G + k

2
/2 , e

22
= mk f g + k

1
/2 , e

12
=-k

1
k

2
/2 

As statically admissible state we consider 

11 
= T - p/2fi • kTm cos mx G(y) D 

22 
= T + p/2m - kTm cos my F(x) D 

12 
D = o • 
D 

13 
= -kTm sin mx G(y) 

D 
23 

= -kTm ;in my F(x) 

z 

Fig. 3 

Both the kinematically and the statically admiss~ 
ble states correspond to the sarne rotation parameters 
if T is sufficiently large 

k
1
= -km sin my F(x) , -k

2
=-km sin mx G(y) . 

. 4 
-1ga1n for v= O , E= 10 , a=1000 , h=lOO, T=lOO , 

p= 10 , · the minimum distance is 

E(l.232(10)
5

) = 2221 . 20 
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DYNAMIC AEROELASTIC STABILITY OF VERTICAL AXIS 
WIND TURBINES UNDER A CONST ANT WIND VELOCITY 

!-RED NITZSCHE 
IAE/CTA 

SUMMARY 

The 6fu.:t:teJL p!tobR.em Ml:>Oc.iA.:tfl.d wilh the bR.ade;., o6 a. cilU>h o6 vell.ti.c.a.R. a.xM w.i.n.d 
-tuJW-i..n.e;., c.a.Ued VaNtÜLL6 Á..-6 -t>.tu&.ed Á..n. de.tail. The hpÁ..n.l'l.Á..n.g bR.ade Ã...6 .t>u.ppo.t>ed .to be 
i..rrLti..a.Uy cu.~tved Á..n. a. paJI..Üc.u.R.a!t .t>ha.pe c.ha.!ta.c..tvúzed by a. -t>.ta..te o6 pu.1te .ten.úon. a..t .the 
bR.ade CILOM -t>ec..ti.on.. F1t0m thÁ..-6 equ.Ã..libltÁ..llm pMÃ..ti..on. a. 3V Un.eM pelt.tu.!tba;üon. pa..t.teM 
Ã...6 MpeltÁ..mpo.t>ed .to de.tvun.i.n.e t.he dyn.a.mi..c. a.eMeR.Mlic. .t>.ta.bi..U.ty o6 the bR.a.de i..n. t.he 
p!te.6en.c.e o6 6~tee w.i.n.d -t>peed bymea.l'l.6 o6 the FR.oqu.e.t-Li..a.pu.n.ov theolty 6o!tpellÁ..od..i...c. hljh.tem-6. 

INIROOOCTION 

Two fundamental kiros of modem wiro turbines 
have been investigate ground the world: the horizontal 
axis (HAWI') and the vertical axis (VA\IT) wind turbines. 
The dynarnics aro aerodynarnics of HAWT are better known, 
since the vast experience in propeller design of the 
aeronautical iroustry was employed to solve the impor
tant problems related to efficiency, structural dynamics 
and aeroelasticity. l-bwever, VA\IT, with their particular 
characteristics, have been challenging analysts . Acci
dents reported with sare turbines have iroicated that 
sare irrproverrent rrust be done on the existing theory so 
that the new generation of largc and rrore economical 
machines may be considered fully reliable. 

The troposkien shape has been saretirres invoked 
in structural modeling of the blades of a special and 
particularly interesting VAWT: the lJarrieus rotor (Fig. 
1). When gravity is neglected, the troposkien is the 
plane curve described by a flexible rope rotating at a 
constant spinning rate. Its 'Shape is known in closed 
anal ytical form l1]. Al though a blade with such geane
try is characterized by having no beroing stress in the 
~libriun position, tests have irrlicated that, uroer 
certain corrlitions, serious vibrations about the origi
nal positi on may occur. They involve : in-plane (flat
>1Lse), out--of-plane (chordwise) and torsion of the struc
ture. The intention of this paper is to present an aero
elastic s tuiy of the troposkien-curved blade in the 
presence of the free wind observing the factors that may 
affect the dynffinic stability of the structure. The math
e1~tical model includes the most important pararreters 
related to the VAWT design such as: OG and CP offsets 
from the elastic axis and the blade type of support. 
Effects like rotary inertia, shear deformation, exten
sibility , structural damping and Coriolis are included 
as ~Vell. 

Figure 1. The Darrieus Hind Turbine 
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AEROE!..ASTIC ~TIONS 01!' l:-OTION 

Experirrents have indicated that Darrieus rotors' 
blades may uroergo structural vibrations invol ving any 
combination of three deformation patterns: flatwise 
berrling, chordwise berrling and torsion. So, it was de
cided that the nunber of degrees--of-freedom of the 
blade cross section should be as large as six, contain
ing the three linear displacerrents associated with the 
displacerrent of the reference axis from the troposkien 
equilibrium and the three related rotations of the 
cross section. The linear aeroelastic equations of mo
tion for one slender, non-tmiform blade originally 
curved in the troposkien shape were carefully presented 
in another work [ 2]. These equations govern the small 
perturbations from the equilibrium position. They are 
casted into the state vector form involving a coupled 
system of 12 first--order differential equations. ln most 
cases the state vector form is constructed to accomodate 
tirre-dependent variables in the solution of initial-val
ue problems. The state vector formulation adopted in 
this work casts spatial-dependent variables in a two
point boun:iary-value problem, where the conditions at 
both ends of the blade are previously known. The main 
assumptions included in the derivation of the aeroelas
tic equations are here summarized: 
a) The blade is assumed to be a pre-stressed Lmtwisted, 
non-tmiform, plane troposkien-curved rod on which a 
linear field of deformations is applied; 
b ) the external dynarnic load experienced by the blade 
is calculated by means of analytical dynamics rrethods 
and assurre that the blade rotates at a constant angular 
velocity: OG offset, rotary inertia, Coriolis force and 
gyroscopic manent effects are included; 
c) gravity is neglected. This approximation is applica
ble not only for rredium-sized, but also for sare large 
VAWT on basis of the lightness of the blade design; 
d) the external aerodynamic loads are derived based on 
Theodorsen's theory for thin airfoils oscillating in an 
incompressible flow. The basic assunptions include: 2D 
strip Lmsteady theory, small angles of attack, no stall, 
coincident chord line and zero-lift line and aerodynamic 
center located at the quarter-chord point . 

GENERAL FLUITER ANALYSIS 

The dynamic aeroelastic stability is studied by 
the classical modal superposition rrethod [3]. Two dif
ferent situations are analyzed. The first is related to 
the forced motion of the Darrieus rotor by an external 
device such as a motor . The second is concerned with 
the actual work of the wind turbine when generating 
rrechanical energy assuming wind speed increasing from 
zero to characteristic values in the operating range of 
the turbine. 
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The first situation is well suited for the root
locus rrethod of t racing the roots of the so-called flutter 
determinant in the COOJQ.lex plane, since the airloads are 
easily converted into ~e frequency-domain by taking 
their Laplace transform with respect to tirre. ln the sec
ond case the airloads generate differential equations 
with periodic coefficients and the Floquet-Liapunov the
orem should be employed to determine the stability 
bourrlaries. of the system [ 4] . 

The modal superposition rrethod is especially at
tractive when the natural free-vibration modes used to 
construct the aeroelastic modes are real-valued functions 
once the well known properties of the classical real 
eigenvalue problem remain valid. Although the system 
studied had complex eigenvalues generated by the Corio
lis-related terms, it was still possible to work in the 
real danain by considering the Coriolis force as an ad
ditional external load acting together with the aerody
namic load on the blade . 

The flutter problem is described by the following 
matrix equation: 

M y + K y = - ~y - ( C + '\ ) y - AOf ( 1) 

mere M, K, ~' C, '\ and Ao are respectively the mass, 

stiffness, apparent mass, Coriolis, aerodynamic damping 
and aerodynamic stiffness matrices and y is a vector of 
displacement-related dependent variables. The associated 
free-vibration eigenvalue problem is given by the left
hand side of (1) and it was solved by an integrating 
matrix scheme [ 2] . The m real eigenvectors can be orga
nized into the modal matrix 11: 

[ • 1 • 2 • m J , = y : y : . • . : y (2) 

mere •y1, •y2, • . • •ym are the m real eigenvectors of 
the Coriolis-free system. A new set of dependent varia
bles x, called modal coordinates, are defined by a lin
ear transformation given by: 

y = 11 X 

mere only X is tirre-dependent . Therefore: 

y =, x 
y = , x 

(3) 

(4) 

(5) 

IÃle to the harrronic tirre-dependence of the modal coor
dinates one also has: 

.. ' 2 
X=- W X (6) 

mere ' w is the diagonal matrix of the eigenvalues of 
the system. The associated eigenvalue problem may be 
then written in modal coordinates as: 

( - M ~ ' w
2 + K 11 ) x = O ( 7 ) 

Pre-m..lltiplying (7) by the transpose of the modal matrix, 
the following identity is obtained: 

.,T K 11 = ' m 'w2 (8) 

mere: 

'm = rl M 11 (9) 

is a m"lll diagonal matrix of generalized r;esses. Therefore 
( 1) may be expressed in modal coordinates as: 

'm + 1.1, ) x + 
2 

( c+ 1.1 d 1l x + 

( ' m 'J- + IJ a
0

) X = 0 (10 ) 

wnere a2 , c, a1 , and a0 are all square matrices of 

dirrension m obtained by pre- and pos-multiplyins the 
correspondent matrices ~· C, '\ and A

0 
by respectively 

land11. ll is a dimensionless parameter ~harac
teristic of both the troposkien configuration 
and the ratio of the densities of the surround
ing air and the material emlloyed in the con
struction of the blade. ln 2] the aerodynamic 
matrices a1 and a0 are shown to be the sum of 

two other matr,.ces as follows: 

sin 6 e 
a '= d1 + -y-- 1 

1 "' 
( 11) 

sin 6 
ao = do+ --x-:- e o (12) 

where 6 is the azimuth angle defined by the 
blade position and the wind directi.on: 

6 = n t (13) 

and ~is the ratio between the tangential speed 
of the blade (R n) and the wind speed "at infi
nite", v ... : 

Rn x ... . = v:: (14) 

One important approximation was made to write 
(11) and (12): 1/x ;, = O. Such approximation 
matches the normal operation of typical Darri
eus, which has X.., = 5. 

ZERO \HND SPEED FLUTTER PROBLEM 

lt is straight-forward to Laplace trans
form (10) with respect to time and to obtain 
the flutter determinant in terms of simple 
matrix operations if 1/X + 0 (zero wind speed 
situation): "' 

Det( lliPl p2
('m+ 11 a 2 l + 

p (C+ 1Ja1 J + ' m 'w2+1J a 0 i (15) 

The characteristic values of Det(IJ ;pl are 
responsible for the aeroelastic stability,where 
• p is given by: 

Det <~.~; • p) o (16) 

Muller's iterative complex root finder [5] was 
used to construct the roots-loci of the first 
two aeroelastic modes as a function of the 
spinning rate. This result is presented in 
Fig. 2 as a plot of Re( • p) versus lm( • p) = w/ n 
(the normalized aeroelastic mode frequency). 

Figure 2. 
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DOE-Sandia-Alcoa 17-meter Darrieus: 
root-locus of the first two aeroelas
tic modes as a function of the tur
bine speed; (a) is the flatwise bend
ing-spanwise displacement mode and (b ) 
the chordwise bending-torsion mode. 



This ana ysis corresponds to case of a Darri
eus working at the sea-level air dcnsity, ela s
tic axis at the quarter-chord point, no struc
tural da1npi , no CG static unbalance and pin
ned blades. Quas i -steady aerodynamics is employ
ed; geometric and structural pri perties are 
those of a DOE-Sandia-Alcoa 17-meter Darrieus 
which may be found in [2]. It is observed that 
this turbine flutters at about 40 rpm, within 
the range of operation (between 29.8 and 52.5 
rpm). 

iO rpm 10 

[6) 

_, 
Re( "p) 

Figure 3. DOE-Sandia-Alcoa 17-meter Darrieus: 
root-locus of the first two aeroelas
tic medes as a function of the tur
bine speed; (a) is the flatwise bend
ing-spanwise displacement mode and (b) 
the chordwise bending-torsion mode. 
Structural damping added. 

To extend the stability boundaries of 
the sarne turbine to its entire operating range, 
it was necessary to introduce structural damp
ing. The result obtained with a damping factor 
of 10% ( ç=0.1) is shown in Fig.3. Structural 
damping can be readily introduced through a 
single term added to the first time derivative 
in (10). The hypothesis involved is that the 
structural damping matrix may be diagonalized 
by the modal matrix (damping coefficients are 
"small enough"): 

( 'm + ~ a
2

) x + ( 2 ç 'm ' w + c + ~ a
1

) x + 

( 'm ' ,,, 2 + ~ a
0

) X = 0 ( 17 ) 

Another important conclusion is that the 
apparent mass has only a minor influence in 
the results. The stability boundaries are in
creased by an ammount less then 2% if the 
matrix a

2 
is included in the mathematical mod-

el. This observation is also relevant to the 
non-zero wind analysis. 

NON-ZERO WIND SPEED FLUTTER PROBLEM 

When non-zero wind speed configuration 
is considered, the periodic terms in (11 ) and 
(12) are present. 

Based on the previous section results, 
apparent mass is neglected and (10) is pre
multiplied by the inverse of the generalized 
mass matrix, yielding: 

( 18) 

Here time derivatives are substituted by azi 
muth derivatives through (13 ) and: 

, - 1 sin e 
h

1 
m ( c + ~ (d

1 
+ --x-:- e1 ) ) ( 19) 

ho ' w2 + ~· m-1( do + s i~: eo ) (2 0) 

The period of revolution of the blade may be 
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normalized to one if a new time scale with period 2 11 

is introduced by dividing the right-hand side term of 
( 13 ) by 2n. Equation ( 18) may be written in state vec
tor form based on the new time s&le, ã, yielding: 

q _ = Qq (21) 
e 

where: 

Q = [-:1 -:o] (22) 

Here, 'h1 and 'h0 are the versions of h1 and h0 in the 

new time scale, easily obtained from (19) and (20); 1 
is the unit matrix and O is the null matrix. 

The nature of the eigenvalues of the transition 
matrix of the system over a single period will,accord
lng to Floquet-Liapunov theorem, determine the stability 
of the system. The sarne integrating matrix numerical 
scheme described in [2] to solve the free-vlbration 
eigenvalue problem is employed here to derive the tran
sition matrix over the unitary period. Therefore: 

(23) 

where ~ is the desired transition matrix. 
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Figure 4. Modal damping coefficent of the first two 
aeroelastic modes as a function of the tip 
speed ratio. (a) is the flatwise berrling
spanwise displacement mode; (b) is the chord
wise berrling-torsion mode. 

Stability requires that for all eigenvalues of ~, 
\ (i=1,2, ... , 2m): 

Re( À • l 2 + Im( À • )
2 

< 1 (24) 
~ ~ 

The modal damping coefficient is related to the latter 
result by: 

Re( "p) = ~ ln [ Re( À )
2
+ Im( À J

2] (25) 

As one may expect , the free wirrl speed has a 
second-order effect on the flutter of the troposkien 
blade. The reason lies in the order of magnitude of the 
tip speed ratios encountered in the real performance of 
the Darrieus. 

As in the previous section, two aeroelastic 
modes are studied. By varying ~ successive eigenvalues 
are extracted from ~ and stability checked. Figure 4 
depicts the modal damping coefficient calculated with 
(25) for the first two aeroelastic modes of a pinned 
blade spinning at 50 rpn and the wirrl speed varying 
in such a way that the tip speed ratio lies within the 
operating range of the turbine. The two cases correspond 
to the ones already studied in Figs. 2 and 3. At the 
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top(the situation with no structural damping)an unstable 
(a) branch is observed. At the bottan a 1CYí'. structural 
damping factor is introduced and the branch (a) becanes 
stable . ln both situations the higher the tip speed ra
tio, the worse the stability for branch (a), whereas the 
rever se occurs for branch ( b) . 

000 ----
/lllttr r 

( .. ) (.\·,- 1.~ ) - 0 .02 

Re( •p) 
-0 04 -~~t~--:~ 

.1", 

Figure S. Modal damping coefficient of the flatwise 
bending-spanwise displacement mode as a 
function of the tip speed ratio. Structural 
damping factor of 87 •. 

Figure 5 depicts a particularly interesting situa
tion where the sarre turbine is observed to flutter at 
about X., = 4 . 8 (within the operating range) for a struc
tural damping factor of 87 •• 

Figure 6 presents the comparison between pinned 
and clarrped blades. All structural and geanetric prop-
erties of the blade remain the sarre rut the CG offset, 
which is introduced in a compatible small arrount (57. of 
the blade chord, the elastic axis lying behind the ex; ) . 

Re( •p) 

Re( •p) 

Figure 6 . 
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Modal damping coefficient of the first two 
aeroelastic modes as a function of the tip 
speed ratio. (a) is the flatwise berili.ng
spanwise displacement mode; (b) is the chord
wise bending-torsion mode. The clamped case 
is stable, whereas the pinned case is unstable. 

The figure at t he top shows that the CG offset has little 
effect on t he stability when this case is compared to its 
counterpart. in Fig .4. At the bottan figure one observes 
that the c.1é1Ilging bouaiary corrlitions have substantially 
affected the behavior of the system: branches (a) arrl 
(b) have exchanged relative positions arrl the turbine 
has becane stable throughout the range of variation of 
the tip speed ratio . 

~CUJSIONS 

The complete dynamic aeroelstic analysis of the 
Darrieus rotor was perfonred . Sane irnportant conclusions 
may be drawn fran the relatively sirrple mathematical 
model which has been introduced here. Flutter may be an 
i.nportant source of failure of such VAWT' s . Several s i t 
uations were observed in which the turbine becarre un
stable within the operating range of the device. The 
free wirrl speed has a minor influence in the results , 

rut in one particular situation the turbine fluttered 
for a finite value of tip speed ratio . 

Structural damping plays an important role in the 
stability analysis . Flutter was prevented in the oper
ating range of a turbine which was definitely unstable 
when it was null. ~ver, the most important conclusion 
is that the blade boundary corrlitions are determinant 
i n the magnitude of the safe operating range of the 
turbine. It becanes clear that the designer should 
choose a more restrained blade support: clamped joints 
as oppos~ to pinned joi nts. A more elabora te work [ 2] 
proved that the Coriolis force causes a fundamental 
f eedback in the rootion of the system, coupling together 
free mode shapes in perperrlicular directions and greatly 
reducing the dynamic stability boudaries. 
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INfRODUÇÃO 

Problemas em que corpos deformáveis interagem a 
través de uma superfície de cantata são inerentemente 
não-lineares , mesmo quando restritos a hipóteses de pe 
quenas deformações e de comportamento elástico linear 
pois a superfície de contato entre os corpos adjacen 
tes não é corulecida a priori. Neste trabalho apyesent~ 
se uma solução numérica para uma classe restrita des 
tes problemas: o impacto normal , ou a cantata estático 
normal, entre dois corpos elásticos e isotrópicos que 
podem ser tratados através da teoria da elasticidade 
infinitesimal. Efeitos de atrito não são considerados, 
bem como a adesão entre os corpos . A superfície de con 
tato deve ser contínua e de raio de curvatura grande 
em relação às dimensões dos corpos. A análise se res 
tringe também a corpos que podem ser tratados por uma 
teoria uni ou bi-dimensional. 

FORMULAÇÃO 00 PROBLEMA 

Considere-se um corpo lB que ocupa em sua confi 
guração inicial, tomada como configuração de referên 
cia, a região aberta lBo do espaço R3 e cujo contorno 
a~0 é suave por partes. Seja li\ uma de suas confi~r~ 
çoes durante seu movimento,de contorno a:B.r . Se ~ e a 
posição de uma partícula qualquer deste corpo, na con 
figuração de referência, seu movimento em uma descri 
ção Lagrangiana é dado pelo vetar posição :jÇ , :jÇ= x(X,t) 
Vt>O ,e seu campo de deslocamentos ,pelo vetor y, y ;-~-X. 
Considere-se agora dois corpos JB 1 e JB2 que estejam co 
lidindo. A dificuldade de se ter a superfície de conta 
to real como uma incógnita pode ser contornada definin 
do-se no contorno de lBex , ex = 1, 2, uma provável regiãO 
de contato aBex , suficientemente ampla de forma a con 
ter a primeirac. -

As grandezas vetoriais serão aqui decompostas em 
suas componentes normal e tangencial e indicadas, res 
~ctivamente, com os subscritos N e T . Sefa 
gex(~) uma função contínua que descreve parametricamen 
te as SuperfÍcies aB ex e seja nex a normal unitária ex 
terna à superfície Je contato: relativa ao corpo ex , 
ex 1,2. 

Então, fazendo-se 

~=~+~ (1) 

~ =-{ g l ~ + g2 ~} (2) 

as condições cinemáticas e dinâmicas a serem compridas 
em a ~ podem ser escritas como: 
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uR < ~ v xex € a:t' (3) N- - c 

t ex < o se uR : ~ v xex € aB (4) 
N- N c 

t ex o se uR 
< ~ v xex € aB (5) N N c 

t;. o v xex € aB (6) c 
l. 

onde t é o veto r de tensão de Cauchy . 
7\ formulação variacional para o problema ent estu 

do foi obtida a partir do Príncipio dos Trabalhos Vir 
tuais e pode ser escrita como: encontrar u € Kinc, tai 
que 

I ! . ~ dV + r p ~ • º dV-I ! . Q ds ~ o v u € V ar c c 7) 

lBt ~t alBFt 

juntamente com a Equação Constitutiva Elástica Isotró 
pica e condições iniciais em deslocamentos e velocidade. 

Nesta Última equação, I é o tensor de tensão de 
Cauchy CI = IT) , ~ é o tensor de deformações correspo!!_ 
dente à variação admissível Q e p é a massa específica. 
O conjunto cinematicamente admissível Kinç e o espaço 
de variações admissíveis Vare são defin1dos como: 

Kinc, = { ~ex €Hl(D3ex): uex -ex u em alBex 
D 

e 

uR < ~ N - em a lB~ , ex 1' 2 } (8) 

V ar { - ex € Hl (D3ex ) : u o em alBex e c JJ D 

oR < o em aBex , ex 1' 2 } N- c (9) 

onde üex' é um deslocamento prescrito e aBg (alB~) é a 
parte de aBex onde os deslocamentos (tensões) são pres 
critos. Estas regiões são tais que a:t' = alBg U alB~ 
U aBex 

c 
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SOLUÇAO APROXIMADA 

A solução do problema variacional (7) pode ser a 
proximada pela solução do problema penalizado: 

encontrar u € Kin, tal que 

f ! . ~F,; dV + f P ~<,; º dV- f t . u dS + 

:rn :rnt a:rnF t 

+ i tCNF,; ~ dS = 0 V u € Var (lO) 

aEct 

onde: 

1 R R 
tCNF,; = i(UN - GN) se uR > ~ N ' ~ € aBCt (11) 

tcN = o 
': 

se u~ ~ ~, ~ € alBct 
F,; 

(12) 

e ~F,; ~> ~ · Sendo que tcN corresponde à tensão 
de contato entre os corpos e agora Kin e Var são da 
dos por: 

{ 1 a -a -Kin = ~a€ H (JB ) : ~ = ~ em a lB~ , a = 1 , 2 } (13) 

Var = {ya€ H1 (JBa): g = ~ em a lB~ , a = 1 , 2 } (14) 

Os termos correspondentes à integrais de volume 
em alBt e à integral de superfície em alBF foram dis 
cretizados espacialmente utilizando-se o Método dos E 
lementos Finitos em sua forma usual. Ao contrário, em 
alBct a função delta de Dirac foi usada como interpol~ 
te para as forças de contato, o que corresponde a con 
centrar tais forças nos pontos nodais. Desta forma, a 
condição de não-interpenetração (3) só é verificada 
nos nós da região de contato. Devido a esta interpola 
ção e à hipótese de pequenas deformações, pode-se su 
por que o contato entre os corpos se dá nó a nó e des 
crever um elemento de mola entre estes nós. Este ele 
mento terá um nó pertencendo a JB 1 e outro a JB2, com 
um grau de liberdade por nó, na direção normal à super 
fície de contato entre os corpos . A força de contato 
discretizada Bc , para um elemento genérico (e) , pode 
ser escrita como : 

R(e) 
-C 

K(e) 
-c 

1 (e) 
~ 

~(e) + ~(e) 

lll_ (e) - ,R(e) 
(e) , N "N 

~c (15) 
2(e) 
~ 

onde K(e) = __l__l 1 

-c E; (e) -1 
-11 
1 é a "matriz de rigidez" de um 

elemento de mola [1] . 
A forma discretizada do problema será então: 

MÜ + KU + R (U) 
-c -

R (16) 

onde Me K são, respectivamente,a matriz de massa glo 
bal e-a mãtriz de rigidez global usuais. !1 é o vetor 
dos deslocamentos nodais, Bc o vetor das forças de 
contato, B o vetor das cargas externas e os pontos in 
dicam derivação no tempo. 

As equações (16) foram integradas no tempo utili 
zando-se o Algorítmo de Newmark e o sistema algébrico 
não-linear resultante foi resolvido iterativamente, 
dentro de cada intervalo de tempo fi t , pelo Método de 
Newton-Raphson [2] . Fazendo-se em um tempo tn+1 e pa 
ra a i -ésima i te ração: -

u<i) 
-n+1 

u<i-1) . - n+1 + fiU(
1

) (17) 

onde fiU(i) são os deslocamentos incrementais, resulta 
da aplicação 11 1 destes algorítmos ao problema em estu 
do: -

K * (i -1) (") 
-n+1 óU 

1 R* _ K*(i-1)U(i-1)_K(i-1) G 
-n+1 -n+1 -n+1 - n+1 

com condições iniciais: 

onde 

r 
'Y' 

K(o) 
-c n+1 

K 
- c 

n 
e u<o) 

-n+1 

*(i-l) 1 K .K(i-1) 
K =---M+ + 
-n+l S(fi t) 2 - - -cn+1 

u 
- n 

* I 1 1 . 1 .. I R = R + M --- U + -- U +( - 1) U 
- n+1 - n+1 - S(ót) 2 -n S(ót) -n 26 -n 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

As acelerações e velocidades podem então ser ob 
tidas de: 

u = _____ 1 cu<i) -
n+1 S(6t) 2 - n+1 

u ) 1 . - n - - U -( 1 ·· 
S(ót) - n 26-l)~n (22) 

. .. .. (i) 
~n+l = ~n + I (l - Y)Un + Y~n+11 (ót) (23) 

Nestas expressões,y e S são parâmetros que con 
trolam a estabilidade e precisão do esquema de integra 
ção, Ç é um vetor que lista o "gap" ~- , cujas únicas 

- - 1 . componentes nao-nulas sao aquelas assoc1adas aos graus 
de liberdade de um dos corpos, na direção do impacto, 
para pontos em a lB~ e JS:c é a "matriz de rigidez global" 
correspondente aos elementos de mola. 

Foram adotados dois critérios de convergência 
distintos: no caso estático, um critério nos desloca 
mentos; no caso dinãmico,um critério nos deslocamentos 
e -outro na energia [1] . 

CONDIÇOES DISCRETAS DE CONTATO E SEPARAÇÃO 

No momento em que os corpos JB 1 e JB2 entram em 
contato ou se separam, são gerados pulsos de velocida 
de e tensão descontínuos na superfície de contato, que 
se propagam através dos mesmos. Tendo-se em vista a 
discreti zação feita na superfície de contato e com ba 
se na t eoria de propaga~ão de superfícies de desconti 
nuidade em um meio cont1nuo, obtém-se como expressão 
para correção das velocidades de cada par de nós envol 
vidas no processo de colisão: 

Ml (J l + M2 Ü2 
ú+ conta to (24) 

Ml + M2 



R • ót 
c separação (25) 

onde os subscritos - e + indicam, respectivamente os 
val~res de grandezas antes e após ·o contato e separação 
e M" é a massa associada a cada ~nto nodal. As equa 
ções (24) e (25) são aplicáveis L3] quando se escolhe 
ót de forma que a perturbação provocada pelo contato I 
separação percorra um comprimento igual à menor distân 
cia entre dois nós da malha de elementos finitos. 

As. expressões para correção das acelerações e foE 
ças de contato são obtidas das equações de equilíbrio 
juntamente com a consideração de que as acelerações de 
pontos nodais em contato são iguais e de que as forças 
de contato se anulam após a separação. Indicando com o 
subscrito -1 ~ande zas envolvidas em uma iteração ante 
rior na soluçao por Newton-Raphson, tem-se: 

no caso de contato: 

(26) 

(27) 

no caso de separação: 

o (28) 

O subscrito N foi abandonado nas equações (24) a 
(28) pois a única componente destas grandezas a ser afe 
tada é aquela na direção do impacto,que aproximadamente 
coincide com a direção da normal à superfície de conta 
to. 

EXa>fi>W 1 

Analisa-se o impacto longitudinal de duas barras 
iguais, de comprimento L= 10. A barra 1 tem velocida 
de inicial igual a 0,01 e a barra 2 está em repouso, e 
ambas colidem no tempo t = O. O material das barras tem 
massa específica p=O,Ol e módulo de elasticidade E=lOO. 
Sendo a velocidade de propagação de uma perturbação nes 
tas barras igual a c = 100, adotou-se ót = 0,005 e, pa 
ra cada barra uma malha com 20 elementos lineares de 
igual comprimento óX = O, 5. Foi previsto um elemento de 
mola entre as barras, com constante rigidez 1/ ~= 10 10 • 
As tolerâncias adotadas nos deslocamentos e na energia 
foram TOLDn = TOLE = ro- 10 . 

Nas figuras 1 a 3 são apresentados os resultados 
para o deslocamento, velocidade e tensão no ponto de 
contato, versus tempo. 
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Figura 1. Deslocamento do ponto de contato 

Tais resultados foram obtidos usando Y = O , 5O 2 , 
a = O, 001001 e matriz de massa diagonal. Para evitar e 
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feitos de instabilidade, a partir do momento em que as 
barras se separam aumentou-se a dissipação numérica fa 
zendo-se y = 0,525625 e a = 0,1297666 . 
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figura 2. Velocidade do ponto de contato 
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Figura 3. Tensão no elemento de contato 
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Figura 4. Velocidade do ponto de contato 

Apresenta-se na figura 4 a velocidade do ponto 
de contato, quando se considera matriz de massa consis 
tente e fixando-se y = O, 50, a = O, 25 . Pode-se observar 
que o "ruído" introduzido na solução é bem maior. 

EXIMPW 2 

Considerou-se um bloco retangular de largura 1=18, 
altura H=9 e comprimento infinito; com velocidade lnl 
cial Vo=l, dirigida ~ra baixo ,colidindo no tempo t =O 
com uma superfície rlgida sem atrito. Adotou-se para o 
bloco massa específica p = O, 01, mÓdulo de elasticidade 
E= 1000 e coeficiente de Poisson v = O ,3 . O problema foi 
analisado como estado plano de deformação e a malha de 
elementos finitos, com 81 elementos quadriláteros isopa 
ramétricos de 4 nós e comprimento óX = 1 é mostrada na 
figura S. 

Sendo, neste caso, a velocidade da onda de dila 
tação igual a c= 366,9, escolheu-se o intervalo de in 
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tegr ação õt = 0,002725. 
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Figur a S. Malha de element os finitos 

Os resultados obtidos para as tensões (tomadas co 
mo a média daquelas nos pontos nodais) nos elementos A~ 
B,C e D da figura anterior, ao se considerar matriz de 
massa diagonal são mostrados na figura 6. 
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Tensões normais nos elementos A e B 
Tensões normais nos elementos C e D 
------ presente tr.abalho 

• referência [3] 

Neste caso, adotou-se y=0,502 e, no limite de es 
tabilidaáe numér ica, s=O,OOlOOl. Foram distribuidos 10 
elementos de mola nos pont os nodais da pr ovável super fí 
cie de contato , com constante de rigidez 1/~=10 1 0. Para 
tolerâncias TOLn=TOLE=lo- 10, convergência foi atingida 
em 2 i t erações . 

Ambos os exempl os são apresentados também na re 
ferência [3] .Para efeito de comparação, os mesmos dados 
for am adotados. Observou- se uma boa concordância entre 
os resultados aqui obtidos e os da referência 131 • 

CONCWSOES 

O Método de Penalização Externa demonstrou ser 
bastante eficiente para a modelagem da superfície de 
conta to . Isto pode ser observado, por exemplo, da anã 
lise de um problema estático [l].Sem a necessidade de 
um carregamento incremental, o algorítmo " liga" e "de~ 
liga" elementos de mola, determinando a superfície de 
contato final em poucas iterações. No caso de impacto , 
constatou-se a eficiência das condições de contato e 
separação, apresentados na referência [3] e aqui adot~ 
das. Isto se reflete, principalmente, na predição cor 
reta da duração do impacto, em comparação com a sol~ 
ção analítica, ainda que utilizando-se um esquema im 
plícito de integração no tempo, que é menos favorável 
para problemas envolvendo propagação de descontinuida 
des . A maior dificuldade encontrada fica por conta da 
simulação numér~ca da propagação das descontinuidades. 
As solu~ões para estes problemas são extremamente sen 
síveis a escolha de õt . Nota-se a presença de "ruído TT 

na solução ainda que adotando-se este intervalo corres 
pendendo ao tempo para a perturbação percorrer a dis 
tância entre dois nós da malha. Um valor adequado pa 
ra o parâmetro y precisa ser pesquisado de forma que, 
introduzindo amortecimento numérico, este efeito seja 
minimizado . 
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SUMÁRIO 

E-õ.tu.da.--õe o pll.oblema. de c.orU:a.t:o de um -õÕlido de6M.mãve.e. com uma. -õupeJr{J.c.{.e !Üg.{. 
da. na. qua..e. con6.{.deJta.-u o..:t/U.;to de Coulomb . Ado.ta.--õe um pltocecümen..to deJta;Uvo no qwil 
ca.da. deJta.ção envolve do~ -õub-pltoblemM: (-L) c.on..ta..to -õem o..:t/U.;to e (ü) o..:t/U.;to com .ten 
-6Ô.O rto!tma.l pltUC!tda.. AMume--6e e.f.Mtiuda.de lirtea.Jt e (i) e (Ü) -6Ô.O 6oJtmula.dM como 
pMblemM de m~za.ção. Uma. fuCJtetiza.cão v.{.a. e.e.emen..to-6 6~o-6 dá o!t-Lgem a. do~ pito 
blemM de. pltogJta.ma.cão qua.d!tãtic.a. lte-õolv-Ldo-6 pelo a..e.goft,(.tmo de. Ga.uM-SUdel com 1tela.x.a 
cão e. pitO j e. cão . Um e.x.emplo rtumVúco ê a.plte-6 e.rt.ta.do . 

INTRODUÇÃO 

O problema do equilíbrio de um sólido deformável 
em contato com uma superfície rígida (problema de Signo 
rini) na qual forças de atrito podem ser desenvolvidas 
permanece como um dos mais difíceis problemas da mecâ
nica dos sÓlidos [1]. As dificuldades surgem na busca 
de uma formulação matemática adequada, na questão da 
existência e unicidade de soluções e na construção de 
algoritmos numéricos para obtenção de soluções aproxi
madas . Observe-se que mesmo na a.u-õêrtc.{.a. de atrito e num 
contexto de elasticidade l,tne.a.Jt os problemas de conta
to são não-i.,(ne.a.Jte-6 devido ao fato de não se conhecer 
"a priori" a região em que o contato se dará . Assim, 
de uma maneira geral, a maioria das soluções numéricas 
para problemas de contato provem de uma das duas linhas 
principais de trabalho: (i) procedimentos iterativos 
(incrementais ou não) que por vezes requerem a introdu 
ção de elementos especiais na região de contato [2,3] 
e (ii) formulações diretas baseadas em princípios va
riacionais que dão origem a um problema de otimização 
resolvido por técnicas de programação matemática [4,5]. 

Neste trabalho, como em anteriores [6,7,8], a se 
gunda abordagem é a escolhida, por possibilitar uma
formulação mais rigorosa tanto do ponto de vista mate-. 
mático quanto mecânico . 

FORMULAÇÃO 

Considere-se um sÓlido deformável que ocuEa a re 
gião aberta limitada n emffi3 e cujo contorno r=ruUffUfc 
é suave. A porção ru(rf) é aquela região do contorno 
com deslocamentos (forças) prescritas e rc é a região 
que pode vir a entrar em contato com uma superfície rí 
&ida onde forças de atrito podem surgir. Assume-se que 
rc n ru=~ e que ru não é vazia. 

Assumindo deslocamentos e deformações infinitesi 
mais e um material de Hooke a função densidade de ener 
gia de deformação ~ e o tensor de tensões a são dados 
respectivamente por 

~(E) = i IDE · E e a =IDe 

onde E é o tensor de deformações infinitesimais, ID é o 
tensor de 4? ordem de elasticidade, suposto simétrico 
e positivo-definido, e o ponto denota produto escalar. 
Em problemas estáticos, a aplicação do Princípio dos 
Trabalhos Virtuais (P1V) dá origem a uma equação varia 
cional sempre que as r es trições a que o sólido estiver 
submetido forem do tipo bilateral . Para problemas com 
restrições unilaterais (contato p.cx . ) o PTV se escre
ve como uma inequação variacional. Denotando por V o 
espaço de todos os deslocamentos possíveis para o sól~ 
do deformável e por Kin c V o conjunto de todos os des 
locamentos cinematicamente admissíveis , o PTV aplicado 
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ao problema de Signorini (sem atrito) se escreve : 
Achar u € Kin tal que 

-JniDE(u) · E(v-u)dn + ~(v-u) ~ O Vv € Kin 

O primeiro termo representa o trabalho das t ensões in
ternas IDE(u) associado às deformações virt uais E(v-u) e 
~(v-u) é o trabalho virtual do sistema de cargas exter
nas aplicadas ~ . O conjunto dos deslocamentos admissí
veis Kin é dado , no caso, por 

Kin = {v € V: v ·n- s$0 em rc e vir =0} 
u 

onde n é o vetar unitário normal exterior ao contorno 
rc e s descreve a distância inicial entre os pontos de 
rc e a superfície rígida . Movimentos de corpo rígido fo 
ram excluÍdos já que o sÓlido foi considerado fixo em 
ru. 

Dada a convexidade e diferenciabilidade de ~ . re
solver a inequação variac i onal (1) é equivalente a mini 
mizar a energia potencial t otal n no conjunto convexo -
Kin, ou seja 

onde 

inf n(v) 
v€Kin 

n(v) =i JniDE(v) · E(v)dn - ~(v) 

(2) 

(3) 

A existência e unicidade da solução u são garantidas [9] . 
A consideração do atrito na superfície de contato 

pode ser feita incluindo- se no PTV o trabalho virt ual 
das forças de atrito que , ao se admitir a lei de Cou
lomb, se escreve 

- Jr nlan(u) I Clvtl-lutl)dr 
c 

(4) 

onde n é o coeficiente de atrito, an(u) a tensão normal 
à superfície r c e Ut e Vt são as component es t angenciais 
dos deslocamentos u e v em rc . Introduzindo- se o funcio 
nal 

j(u,v) = Jr nlan(u) I lvtldr 
c 

(5) 

O PTV para o problema de Signorini com atri t o deCoulomb 
se escreve : 

Achar u € Kin tal que 
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-f~IDE(u)•E(v-u)dn- j(u,v) + j(u,u) + 

+ ~(v-u) ~ O Vv E Kin (6) 

Demonstra-se (4] que se houver regularidade suficiente 
a solução do problema acima satisfaz às equações consti 
tutivas e de equilÍbrio em ~' às condições de contorno 
em rue rt e, além disso, à condição de não-interpene
tração e a Lei de Coulomb em rc : 

- se u·n - s ~ O ( 1{\ I I I 
q.,.. 

a = o 
' 

a = O n t 

- se u·n - s = O 

a ~ O 
' n u = o t se lati < nlanl 

a ~ o n ' 
::L\ <: O tal que ut = -Àat 

se lati = nlanl 

onde até a tensão tangencial em rc . 
A questão da existência de soluções para (6) é 

ainda um problema aberto. Duvaut e Lions [4] estudaram 
o problema especial em que a tensão normal está prescri 
ta em rc, Can=Fn) e, neste caso, as condições de contar 
no em rc se reduzem a 

lati 

lati 

< g _,. ut 

g _,. :n 

o 

<: o tal que ut = -Àat 

onde g=niFnl representa a máxima tensão tangencial que 
pode ser desenvolvida em rc por atrito. Introduzindo-se 
os funcionais 

jg(v) = Jr glvtldr 
c 

e o espaço lK 

lK = {v E V: vir =0} 
u 

f (v) 
n f 

F v dr 
r n n 
c 

(7) 

o PTV para o problema de atrito com tensão normal pres
crita se escreve: 

Achar u ElK tal que 

-f ID (u)• (v-u)dn - j (v) + j (u) + ~ (v-u) + 
~ g g 

+ J F (v -u )dr ~ O 
r n n n 

c 

Vv E lK (8) 

O problema acima tem solução única e é equivalente ao 
seguinte problema de minimização [4] 

~ [TI (v)+jg(v)-fn(v) ] , , . · · (9) 

Para o problema de Signorini com atrito de Cou
lomb, eq. (6), pode-se então imaginar o seguinte proce
dimento iterativo: 

i ) Resolve-se o problema de Signorini sem atrito, eq. 
(1•) ou (2). 

ii ) Com as tensões normais em rc calculadas em (i) re
solve-se o problema de atrito com tensões normais 
prescritas, eq. (8) ou (9). 

iii) As tensões tangenciais calculadas em (ii) são usa
das como carregamento adicional no problema de Sig 
norini sem atrito, (i), repetindo-se os passos (i), 
(ii) e (iii) até que haja convergência da solução. 

Assim, introduzindo-se o funcional 

ft(v) = Jr Ft·vtdr 
• c .... 

pode-se escrever o algoritmo descrito acima como 
=k-1 k -1) Dado rt tem-se ft e calcula-se u soluçao de 

inf [TI(v)-ft(v)] • · i · 
vEKin .. 
• =k 1< .· 

2) Calcula-se Fn=an(u ) · e deste obtem-se fn e 
g=nlan(uk) I · 

3. Caltula-se u* solução de 

inf ['tr (v) +j (v) - f (v)] 
v9K g n 

-k 4. Calcula-se Ft=atCu*) e repete-se os passos acima pa-
ra k=2,3 ... até que haja convergência. 

Este esquema, cuja convergência ainda não foi demonstra 
da, envolve a solução de dois problemas de minimização~ 
No primeiro deles, a dificuldade surge devido ao conjun 
to de restrições Kin, enquanto que, no segundo, ela sur 
ge no termo não-diferenciável jg(v). Panagiotopoulos[ST 
adota o esquema acima resolvendo os problemas de minimi 
zação diretamente via algoritmos de programação não-li 
near; Campos, Oden e Kikuchi (1] adotam técnicas de pe
nalização no primeiro problema e de re~larização no s~ 
gundo. No algoritmo aqui proposto a ideia básica é a de 
dualidade [10]. O primeiro problema é substituído pelo 
problema equivalente de ponto de sela 

inf sup L1 (v,/. ) 
v9K À <: O n 

n 

onde o Lagrangeano L1 (v,Àn) é dado por 

L1 (v,À) = TI(V) - ft(v) + f À (v·n-s)df 
n r n 

c 

(lO) 

No segundo problema o funcional 
eq. (7), é equivalente a 

não-diferenciável jg(v), 

sup J \"vtdr 
\E/\ rc 

onde 
3 

/\ = {À=(Àl,À, , À3): I 
i=l 

Ài(x) ~g2 (x), X E rc} 

e o problema se re-escreve 

inf sup L2 (v ,À ) 
v9K ÀtE/\ t 

(ll) 

com 

L2 (v,"t) = TI(v)- fn(v) + Jr Àt ·vtdf 
c 

Os multiplicadores de Lagrange Àn e Àt estão associado~ 
respectivamente, à tensão normal em rc e à tensão tan
gencial oriunda do atrito em rc. 

SOLUÇOES APROXIMADAS 

Para obtenção de soluções aproximadas utiliza-se 
o Método dos Elementos Finitos na construção dos espa
ços de aproximação. Considerando-se aqui problemas bidi 
mensionais pode-se definir os esquemas de interpolação-

v = ~q À = 1jlp n \ = \jlt 

onde ~ é a matriz de funções de interpolação do campo 
de deslocamentos em função dos parâmetros nodais q, e 1ji 



interpola os multiplicadores de Lagrange Àn e Àt em fun 
ção do? parâmetros p e t. Os interpolantes globais ~ se 
rão co ruídos a partir de interpolantes locai~ bi-li~ 
neares correspondentes a elementos finitos quadrilate
rais. A interpolação dos multiplicadores será feita com 
funções constantes ao longo do contorno dos elementos 
em fc. Dessa maneira os problemas (10) e (11) são apro
ximados, respectivamente .~y:~r. _ 

1 • . 
min max q'Kq-q'F-q'F.+q'Mp+S'p _. (12) 

q p~O 1 . t __ 

min 
q 

max l q'Kq-q'F-q'F +q'At 
ll/Jtj ~g 2 - n 

(13) . . 

onde K é a matriz de rigidez usual, F, Ft e -Fn são os 
vetares de forças nodais equivalentes respectivamente 
às cargas externas atuantes, tensões tangenciais (devi
das ao atrito) e tensões normais (na superfície de con
tato), as linhas indicam transposição e as matrizes M, 
A e o vetor S são dados por 

M = Jr ~· [~)l/Jdr 
c 

A = f ~· [:x)l/Jdf 
rc Y 

s = J r 1/1' sdr 
c 

on~e_C~x,ny) e Ctx,ty) _são as componentes dos _vetores 
un1tar1os normal exter1or e tangente, respect1vamente, 
ao contorno rc. 

Observe-se que q € :Rn, p € :Rm e t € :Rm onde n é o 
número de graus de liberdade do modelo discreto defini
do pela malha de elementos finitos utilizada e m é o nú 
mero de elementos no contorno rc. 

Como a minimização em q é irrestrita, esta variá
vel pode ser eliminada a partir da condição de estacio
nariedade, ou seja 

e 

Kq - (F+F ) + At = O 
n 

(14) 

(15) 

Assim combinando (12) com (14) e (13) com (15) obtem-se, 
respectivamente, 

onde 

- 1 'Pp 'd mm - p - p 1 
>O 2 P-

min 1 t'Tt- t'd2 -g::iÜg 

d1 = M'K- 1 (F+Ft) - S 

d2 = A'K- 1 (F+Fn) 

(16) 

(17) 

Além disso, g € :JR"' tem sua i-ésima componente igual a n 
vezes o módulo da tensão _normal prescrita no bordo do 
i-ésimo elemento em rc. 

'Para a resolução dos problemas de programação qu~ 
drática (16) e (17) optou-se pelo algoritmo iterativo 
de Gauss-Seidel com relaxação e projeção [10,6,7]. Fi
nalmente, os deslocamentos nodais q podem ser calcula
dos através de (14). 

UM EXEMPLO NUMtRICO 

A fim de exemplificar o comportamento do algorit
mo, analisou-se o problema, esquemati zado na Figura 1, 
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de um bloco retangular apoiado em uma superfície rígi
da, em estado plano de deformações e submetido a um 
carregamento distribuído conforme indicado na mesma fi 
gura. O material do bloco é homogêneo isotrópico com
módulo de elasticidade E=l3000 e coeficiente de Poisson 
V=0.2. Dada a simetria do problema apenas a metade do 
bloco foi discretizada utilizando-se 194 elementos fi
nitos isoparamétricos bi-lineares (4 nós) dando origem 
a um modelo discreto com 439 graus de liberdade. Apre
senta-se o caso de carga correspondente a F=l5 e f=5 e 
tomando-se um coeficiente de atrito n=l.O. A FiguTa 2 
apresenta a malha deformada (deslocamentos ampliados 
100 vezes) . Os deslocamentos tangenciais bem como as 
reações nodais equivalentes às tensões normais e tan
genciais na superfície de contato estão listadas na Ta 
bela 1 onde pode-se identificar facilmente três regiões 
distintas na superfície de contato: uma região de ade
são (nó 1 ao nó 9), uma região de deslizamento (nó 10 
ao nó 30) e uma região de levantamento (nó 31 ao nó 33) 
onde o bloco se separa da superfície rígida. 

TABELA 1 

No u ut F Ft n n 

1 o. o. 5.36 0. 33 
2 o. o. 10.47 0.64 
3 o. o. 10.47 1. 28 
4 o. o. 10 . 46 1.96 
5 o. o. 10 . 44 2. 68 
6 o. o. 10.41 3.52 
7 o. o. 10.38 4.48 
8 o. o. 10.31 5.75 
9 o. o. 9.80 8.57 

10 o. 0.0003 8.92 8.92 
11 o. 0.0009 8.28 8. 28 
12 o. 0. 0016 7.85 7.85 
13 o. 0.0025 7.52 7.52 
14 o. 0. 0034 7.21 7.21 
15 o. 0. 0043 6.94 6. 94 
16 o. 0.0054 6.66 6.66 
17 o. 0. 0065 6.40 6.40 
18 o. 0.0076 6.13 6.13 
19 o. 0.0088 5.86 5. 86 
20 o. 0.0101 5.59 5. 59 
21 o. 0. 0113 5. 30 5. 30 
22 o. 0. 0127 5.02 5.02 
23 o. 0. 0140 4.67 4.67 
24 o. 0.0154 4.35 4.35 
25 o. 0.0169 3. 94 3.94 
26 o. 0. 0183 3.54 3.54 
27 o. 0. 0198 3.02 3. 02 
28 o. 0. 0213 2.48 2.48 
29 o. 0.0229 1. 70 1. 70 
30 o. 0. 0244 0. 67 0.67 
31 0.0001 0. 0258 o. o. 
32 0.0003 0. 0272 o. o. 
33 0. 0006 0.0286 o. o. 

Figura 1 
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Figura 2 

TABELA 2 
•(-

No ut F Ft n 

1 o. r 10.60 0.1240 
2 o. 20 . 80 0.1728 
3 o. 20.80 0. 3428 
4 o. 20 . 80 0.5208 
5 o. 20 . 77 0.6953 
6 o. 20 . 77 0.8877 
7 o. 20.73 1.0726 
8 o. 20 . 72 1. 2861 
9 o. 20.67 1.4922 

10 o. 20 . 66 1. 7381 
11 o. 20 . 60 1.9889 
12 o. 20 .58 2.3006 
13 o. 20 .51 2. 6587 
14 o. 20 .43 3. 2318 
15 0.00003 20 .16 4.0327 
16 0.00016 19. 86 3. 9718 
17 0.00036 19. 63 3.9268 
18 0.00060 19.42 3.8832 
19 0.00088 19.26 3.8 514 
20 0.00119 19.01 3.80 21 
21 0.00153 18.89 3. 7773 
22 0.00189 18.57 3. 7148 
23 0.00228 18.47 3.6946 
24 0.00270 - 18.07 3. 6134 
25 0.00314 17.96 3.5915 
26 0.00361 17.43 3.4865 
27 0.00409 17.24 3.4485 
28 0.00461 16.54 3.3090 
29 0.00515 16.13 3. 2268 
30 0. 00572 15.06 3. 0121 
31 0.00633 13.99 2.7987 
32 0.00699 11.40 2.2797 
33 0.00776 3.68 0.7356 

Um segundo caso de carga, correspondente a F=lO, 
f=l5 e n=0.2, foi analisado e os resultados estão suma 
rizados na Tabela 2 onde se identifica uma região de 
adesão (nó 1 ao nó 14) e uma região de deslizamento (nó 
15 ao nó 33) . Em ambos os casos adotou-se um fator de 
relaxação w=0 . 9 e uma tolerância de E=0.0001. Com es
t es valores o tempo total de processamento no IBM-370/ 
158 do LNCC/CNPq foi de 14ls e 115s, respectivamente. 

Outros casos de carga foram analisados e os re
sultados obtidos estão de acordo com os apresentados 
por Raous [11] utilizando outro algoritmo . 

CONCLUSOES 

Dando-se prosseguimento a trabalhos anteriores 
[6,7,8], discutiu-se um algoritmo para o problema de 
contato com atrito de Coulomb . Apesar da inexistência 
de uma demonstração formal de convergência, o processo 
iterativo adotado tem apresentado um desempenho bastan 
te satisfatório nos experimentos numéricos realizados
até aqui . Extensões para o caso de contato entre dois 
sÓlidos deformáveis e entre um sólido rígido e outro 
deformável estão em andamento. 
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Sl»lARY 

The p~oblem o6 contact b~een a de6o~able ~o~ 
and a túgid ~Wt6ace wh~e 6túction 6o~cM 6oUow.i.ng 
Cou.R.omb '~ law can ~e ~ ~wdie.d in :t:lU,t, wo~k. The 
pMblem ~ app~otimated by a ~equence o6 two úmpl~ 
pMbl~: (i) contact wilhou-t 6túction and (li) 6túction 
wdh p~~ctúbed no~al htJLM~. Wilhin .the con.tex..t o6 
üneM elMticily ~.tep~ (i) and (li) Me 6o~u.f.ated M 
mirUm<.zation p~obl~. The uM o6 .the 6-i.nile elemen.t 
me.thod 6o~ ~patiaf fuMetization giv~ we .to two 
qua~c p~ogkamming p~obl~ which Me ~olved by 
GauM-Súdel algo~hm wilh ~elaxation and p~ojection. 
A nt.unetúcal example ~ p~M en.ted .to .il.tu>~e .the 
p~6o~ance o6 .the pMcedWte adop.ted. • 
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SUMMARY 

The. ba.1>-i..c. e.quctt.i..ort.6 o0 ehu-ti.c. cüei.e.c..:oúc.-6 w<..th pola.lúzation -i..ne.JLÜa. Me. give.n . 
Thue. e.quctt.i..ort.6 Me. pM-ti.c.ulaJUze.d ÓOIL .the. c.a.l>e. On OYle. dúne.Yt.6iorta1. ll.igid diei.e.C..:OÚC-6. 
In .the. c.a.1>e. o0 .6.tll.ong .6hoc.lu, an in~irti.te. .61J.6.tem o6 cü00 e.~~.e.rttial. e.quatioYL-6 in .teJr.rn.6 
o6 .the. .6pe.e.d and .the. amp.Utu.de. o0 .the. .6hoc.k. and o0 .the. induc.e.d we.ak.e.ll. tOO.vU i.6 ob
.ttúne.d . A rtwne.ll.ic.a..t appll.oac.h i.6 pll.Ue.YL.te.d nOIL an app!tox.úna.te. .60.eu.tioYL .to .thi-6 .61j.6-
.tem. 

INTRODUCTION 

The analysis of the propagation and decay of 
shock waves in elasticity is usually carried out under 
the assumption of small amplitudes ("weak" shocks), 
whfch leads to separate equations for the speed of 
propagation and for the amplitude decay . ln the case 
of strong shocks, the speed and the amplitude of the 
shock and of the induced weaker waves are all coupled 
in an infinite system of differential equations. The 
purpose of this paper is to obtain such a system of 
equations in nonlinear dielectrics. 

We first give the basic equations and the jump 
conditions for an elastic dielectric [1-2], in which, 
in addition to the usual balance of laws, a modified 
version of the electrical balance laws is used which 
includes the so-called polarization inertia effects 
[3- 4]. Then particularization of these equations for 
a one dimensional rigid dielectric in the case of 
strong shocks leads to an infinite system of differen
tial equations in terms of the speed and the ampli
tude of the shock and of the induced weaker waves. A 
numerical approach, already used in elasticity [5), 
for the approximate solution of such a system is pre
sented . Ba Ti03 is chosen as the material of the medi
um for which some material constants are available [6) . 

BASIC EQUATIONS 

Let an elastic dielectric occupy a region with 
volume V and surface S. The basic equations of such a 
medium in an Eulerian description are given by [1,2]: 

* 

Balance Equations (in V): 

Clp/Clt +'V (pv) 

Cld/Clt +'V (dv) o 
= =M (f v) õ 'V . (t - t ) + 

= 
t + 'V 

. 
't: cvv) 

= -- T 
p€ + u = - u 'V v +E u + E: ('V v) (1) 

+ c cp + d . 'Vcfl 

'V . E+ E - 'Vcfl + E o d u 

E o 'V <il9 - p) - c o 

The results presented here were obtained in the 
course of research sponsored by the Natural Sciences 
and Engineering Research Council of Canada, Grant 
Nos . A-1628 and A-4662. 
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Jump Conditions on the surface of discontinuity o(t) 

[pV) O 

[dV) O 

[pVv) = -[t) • n 

(2) rE:i>J • ii - li>El • n = õ 

[(pe + ~ v2 + U)V) + n rc vJ + r;:; E] • n 

- [u\iJ n + [d cp] 

[dVu) + n o 

[e vcp - pJ 
o 

• n 

Constitutive Equations : 

ii = o 

-M 
E - 'Vcp 

=T 
F 

'tM = e [vcp vcp - ~(v 2 cp)rJ , w = w(F, P, p) 
o 

Kinematic Relations: 

\) = X 

"' u = p 

= =M where t, t and E denote the local stress tensor , 

(3) 

(4) 

Maxwell's stress tensor and the electric tensor, re
spectively; E, EM, t, E0 , i> and n designate the local 
electric vector, Maxwell's self field vector, body 
force, electric body force, polarizatio~ vgctor and 
the unit normal to o(t), respectively; F, P, cp ande 
represent the deformation gradient, the polarization° 
gradient, the Maxwell potential and the permittivity 
of vacuum respectively; p and p0 are the densities in 
the deformed and undeformed states; Wf , C and d denote 
surface charge density, electric source and the polar
ization inertia respectively . Square br ackets 
in Eqs. (1) and (2) describe jumps in those quantities, 
V = a; a ~, and V is the speed of propagation defined by 

where v·n denotes the speed of displacement of cr(t) . 
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Shock Propagation and Decay 

We particularize the above equations, Eqs. (1) 
and (2), for the case of a one dimensional rigid di
electric in the absence of surface charge and body 
sources. This yields the balance equations 

-~· +E' +e = d p, 

[E] v2d [p' l, (6) 

e: ~" = p'' o 

where E, e and p stand for the relevant component of 
Eij• Ei and Pi• respectively. For definiteness we 
assume quadratic constitutive equations of the form: 

E = Ap' + Bp2 + Cpp' + Dp'2 

and e = Mp + Npp' + Pp2 + Qp'2 (7) 

with A, B, C, D, M, N, P, Q material constants. 

Recall the basic jump identity: 

[a b] = a+[b] - [a][b] + [a]b+ (8) 

whence 

[(a b)(n)] 
n 
L (~)(u(k)+ [v(n-k)] - [u(k)J 

k=O 

[v(n-k)] + [u(k)] (n-k)) 
v ' (9) 

where the parenthesized superscript (n) denotes the 
n-th space derivative. ln addition, it follows from 
the theory of singular surfaces that the following 
compatibility condition holds: 

[a(n)] = [~(n)l - V[a(n+l)l - ZV[à(n+l)l 

+ v2[a(n+2)1, (lO) 

where - denotes the Thomas derivative, i.e. the time 
derivative on the wave-front. 

Assuming, for specificity, a constant polariza
tion ahead of the wave, viz, 

+ 
p constant = p

0 

and denoting 

a. = 
~ 

[p (i) l 

(11) 

(12) 

we obtain, after a lengthy substitution of these re
lations into the balance and constitutive laws and 
their space derivatives of successive orders, the fol
lowing infinite system of equations: 

A + Cp - dV2 = Da 
o 1 

1 
p (2Pa + (2B + N) a 

1
) + a (M - --) 

o n n+ n e: 

n+l { n+l -L ( k )(Bak an-k+l + Cak an-k+2 
k=l 

o 

(13) 

+ Dak+l an-k+2) "' ·· , (14) 

n 
+ ( )(Nak-1 an-k+2 + p~-1 an-k+l 

k-1 . 

+ Qak an-k+2)} 

dCin - van+l - 2vin+l) , n 

Note that for a shock wave a = O. 
o 

o; 1, 2, ... 

An intcres ting rea ture ol this sys tem, which 
differentiates it from the analogous case of elastic
ity [1], is the additional coupling dueto the pres
ence of ~ · and e ln the basic balance equation. A 
direct consequence of this i s that even in the linear 
case of constitutive beha vlour, namely 

E = Ap' 

and e = Mp 

we obtain 

v = IATd 

ã = o 1 

a2 = - al 

(constant ) 

.. 

M 

a
1 

= constant 

1 
e: o 

2 d v 
a2 -/ constant, 

(16) 

so that, although the s hock will propagate undisturbed 
and at constant speed, it will be accompanied by a 
host of weaker waves which grow or decay. On the 
other hand, the sarne as in Elasticity, the non-vanish
ing of the coefficient D will automatically imply a 
coupling of the equations and a growth or decay of the 
amplitude and the velocity of the shock itself. We 
note that the consitutive coefficients are difficult 
ot obtain experimentally and very few of them are 
available in the literature. 
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ESTUDO DA EQUIVALÊNCIA ENTRE INDICADORES DE 
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No que. 4e. Jte.6Vte ã 4enú.b1Lúiade .lta.lÜogtc.â.6.i..ca. v!VÚ6.i..ca.da. pel.o MO de Ind.i.ca.dE_ 

!tU de Qualidade de Ima.ge.m riQI), M noltmM ASME (_1) e VTN (3} a.p!tUentam ma.nU.Ita. 

d.i.ve.Ma. de .tJta..ta./tem o M4'Unto, qua.n.to a.o tipo de IQI u;tiliza.do e Jteqc.úú . .to4 de 4e.n4~ 

b..í.lida.de Jta.d.i.ogr..â.Mca.. O .tJr.a.bal.ho duenvo.e.ve M bMu pa.1ta. o u ·.ta.bel.ecÃ.men.to de eq~ 

va..tencÁ..IL6 en.t/te 04 IQI ASME e VIN e a.p!tUe.n.ta. uma. .ta.bel.a. de MO de IQI VIN c.om 1teqtú 

4i.;to4 ASME, pel.a. de..teJunina.ç.ã.o da. eqtúva..tê.nc.i.a. de Mn4.i..b-U<.da.de en.tlte u.tu z tipM. 

INTRODUÇÃO 

Atualmente, na indústria do petróleo, tem si 

do grande o emprego dos Indicadores de Quall 

dade de Imagem (IQI) DIN na inspeção radio

gráfica. Este apresenta vantagens em sua u

tilização quando comparado com o IQI ASME,p~ 

lo fato de não necessitar calços, amoldar - se 

à reg1ao a inspecionar e com apenas três IQI 
todas as faixas de espessuras a serem insp~ 
cionadas ficam cobertas enquanto para o ASME 

são necessários de zenove IQI. 

Entretanto, a maioria das normas de projeto 

e fabricação dos equipamentos da indústria 

do petróleo fabricados no Brasil têm como re 

ferência a norma ASME seção V para os ensa

ios não destrutivas, a qual estabelece requi 

sitos de qualidade de imagem baseados no em 

pre go dos IQI ASME , diferentes dos IQI DIN. 

Os requisitos de qualidade de imagem estabe

lecidos pela norma DIN 54.109 são mais rigQ 

rosos que os da norma ASME seção V. As sim, o 

uso do IQI DIN tem exigido em muitos casos 

o emprego de fontes de raios-X ao invés das 

de Irídio 192 que são mais usuais e mais pr~ 

ticas. 

Tal fato nao ocorreria, se tivéssemos uma t~ 

bela de equivalência de sensibilidade entre 

IQI ASME e DIN, pois, aos requisitos de qu~ 

l i dade de imagem estabelecidos pelo ASME,pQ 

deríamos associar as vantagens econômicas 

da possibilidade de extensão da ut i l iz ação 

da fonte de Irídio 19 2 em pequenas espessu-

ras. 

Este trabalho desenvolve a s bases para o es 

tabelecimento de equival ência entre os IQI 
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ASME e DIN e apresenta uma tabela de uso de 

IQI DIN com requisitos ASME para fontes radiQ 

ativas de Irídio 192, pela determinação da~ 

quivalência de sensibilidade entre estes dois 

tipos de IQI. 

MODELO EXPERIMENTAL 

Uescrição do modelo 

Para que possa ser efetuada uma comparaçao 

entre as sensibilidades radiográficas de IQI 

que possuem formas geométricas distintas, é 

nece s sário a determinação de um fator que os 

equipare, geralmente denominado Fator de Fo~ 

ma. Na maioria dos trabalhos relacionados 

com o assunto, os autores têm determinado es 

te fator a partir de considerações teóricas 

com posterior realização de experiências pa

ra comprovação da teoria. Entretanto esse 

procedimento tem gerado dÚvidas com relação 

à validade da extensão dos resultados obtidos 

para os casos práticos, em função do grande 

numero de variáveis envolvidas e das conside 

rações simplificadas adotadas para o desen

volvimento das teorias. 

Diante disto decidimos partir pelo caminho 

inverso, isto é, desenvolver um modelo prátl 

co de verificação da equivalência entre IQI 

e, a partir dos resultados obtidos, fazer 

uma análise teórica dos mesmos. 

No desenvolvimento do modelo experimental 

efetuamos as exposições radiográficas de tal 

forma a permitir, através de uma comparação 

entre as sensibilidades radiográficas, o e~ 

tabelecimento da equivalência de sensibilida 

de entre os IQI ASME e DIN. 
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Para que esta comparação fosse possível, 

as seguintes premissas foram consideradas: 

- utilização simultânea em cada exposição r~ 
diográfica dos IQI ASME e DIN; 

- uso de mais de um IQI ASME e DIN em cada 

exposição, de modo a permitir avaliar pe

quenas variações de sensibilidade; 

- corpos de prova de aço carLono, uma vez 

que este material representa a classe de 

absorção de radiação mais usual; 

- espessuras dos corpos· de prova de forma a 

termos pelo meno~ duas espessuras para c~ 

da faixa de espessura determinada pelas 

normas ASME e DIN; 

- execução de pelo menos três radiografias 

em cada espessura escolhida; 

- utilização de filmes industriais classe II; 

- exames das radiografias por inspetores qu~ 
lificados; 

- utilização de Irídio 192 como fonte radioa 
tiva. 

Foram ainda efetuadas algumas e.xposi.~ 

çoes radiográficas com raios-X, atendendo tQ 

das as premissas excetuando-se a Última, com 

a finalidade de verificação da possibilidade 

de extensão das conclus~es deste trabalho p~ 

ra quando for empregada fonte de raios-X. 

Procedimento adotado 

Na execução das exposições radiográfi

cas as seguintes variáveis fizeram parte do 

procedimento empregado: 

- Técnica radiográfica: 

Parede simples e vista simples (PS/VS) 

Exposição simples 

- Fonte: 

a) Irídio 192 

formato: cilÍndrica 

dimensões: 3,0 x 3,0 mm 
atividade: 37 a 42 curies 

b) Aparelho de raios-·X 

marca: SCANRAY - 200 kV I 8 mA 
dimensoes: 2,8 x 2,8 mm 

- Distância fonte - filme: 

T 

A distância fonte - filme foi calculada 

inicialmente considerando-se o valor da p~ 

numbra de 0,25 mm, ou seja, 1/4 do requeri 

do pela norma Petrobrás N-1595 4 para es 

pessuras de até 50 mm . 

Esta distância foi sendo modificada até 

que pelo menos o nível de sensibilidade re 

querido por uma das normas, para uma dada 

espessura, fosse alcançado. 

- Arranjo dos IQI nos corpos de prova: 

A localização dos IQI nos corpos de prova 
foi definida de forma a minimizar o efei

to da penumbra geométrica na imagem radio 
gráfica. 

Pe'lo mesmo motivo (penumbra geométrica), 

foi estabelecido um rodízio entre os IQI, 

isto é, para cada exposição de uma mesma 

espessura, as posições dos IQI foram al
ternadas. 

-Filmes: 

Os filmes utilizados foram os atualmente 

disponíveis no mercado (AGFA, DUPONT e 
KODAK), todos do tipo 2. 

- Telas intensificadoras: 
material: chumbo 

espessuras: anterior 

posterior 
-Densidade: 

0,127 mm (0,005") 

0,254 mm (0,010") 

A densidade das radiografias variou den

tro da faixa especificada pela norma Pe

troórás N-1595, tendo sido de 2,8 H-D o 
valor médio. 

J [ í 
- Processamento: 

O processamento dos filmes foi manual, nao 

excedendo a duas horas após a exposição. 

RESULTADOS OBTIDOS 

As exposições radiográficas efetuadas, 

ao todo 72, foram avaliadas por inspetores 

qualificados, que indicaram a sensibilidade 

radiográfica atingida para cada tipo de IQI 
em cada uma das radiografias. 

ANÃLISE DOS RESULTADOS 

Para a análise dos dados obtidos foi 

necessário o auxílio do processamento de da 

dos por computador devido às inferências 

que poderíamos obter deste processamento , 
quais sejam: 

- determinar a incidência dos arames de me

nor diâmetro dos IQI DIN visíveis para ca 

da espessura; 

- determinar a incidência dos menores furos 

dos IQI ASME visíveis para cada espessura; 

- determinar a incidência conjunta dos ara

mes de llienor diâmetro dos IQI DIN e os m~ 
nores furos dos IQI ASME visíveis para ca 

da espessura. 

A partir destas inferências foi elaborada a 

Tabela 3 e determonado o FATOR DE CORRELA

ÇÃO entre as sensibilidades obtidas pelos 



IQI ASME e DIN, definido como a seguir: 

K= S-DIN (1) 
S-ASME 

Sendo: 

K = Fator de Correlação 

S-ASME 2 sensibilidade ASME 

(T2.h)/2 .100 (%) 
E 

sensibilidade DIN Da . 100 (%) S-DIN 3 = E 
T espessura do IQI ASME (mm) 

h relação diâmetro do furo x espessura do 
IQI 

E = espessura do material radiografado (mm) 

Da = diâmetro do arame (_mm) 

TABELA 1 - Fator de Correlação obtido atra

vés da sensibilidade atingida p~ 

los IQI ASME e DIN em função da 

espessura (raios-gama) 

tt:l i \)f i nC' i dênc i~ p/ 
Espe-ssura cada t""'PC~~ura -AS~! E 

(mm) Hcnor ruro Menor Diãmetrc (\) Vislvel Vis í'vel 

4,0 10-4T 12 8 ,98 
s.o 10-4T 12 7 ,18 

6,0 10-4T 12 5 ,9 8 
7. o 15-ZT 12 5,44 

8.0 15-ZT 12 4. 76 

9,0 15-ZT 12 4,23 
10,0 15-ZT 12 3,81 
13,0 l5-2T 11 2,93 

16. O. 15-ZT 11 2,38 

19,0 15- 2T 11 2. 00 

2Z .o 15-ZT ll 1,73 

25.0 15-4T 10 2,15 

28 .o 30-lT JO 1,92 
31,0 JO-lT 10 1,7J 

34 .o JO-lT 10 1 ,58 

J7,0 2S-2T 9 1. 71 
40,0 2S-2T 9 1. 58 
4S,O 25-2T 9 1. 41 

so.o 25-2T 9 1,27 

55,0 40-1T 8 1,JO 
60,0 40-1T 8 1,19 

70 .o 30-ZT 7 1 ,08 

Da expressão (1) tem-se ~ue: 
Da = T h 

K 2 

_'J 

S-Ol~ K 

(\) 

6. 25 1,44 

5,00 1,44 

4,16 1,44 

3,57 1,52 

3,12 1,52 

2,77 1,53 

2,50 I , 52 

z. 46 J ,]9 

z. 00 1.19 

1.68 I , 19 

1,45 1.19 
1 ,60 I, 34 

1,42 1, JS 

1.29 I, 34 

1 ,1 7 1. JS 

1 ,J5 l. 2 7 
1,25 I, 26 

1,11 1,27 

1 ,00 1 ,27 
1 ,14 1 ,14 

1,05 1 , 13 

1 ,14 o. 95 

(2) 

Com o fator de correlação determinado e com 

os requisitos de qualidade de imagem estabe

lecidos pelo ASME podemos, a partir da c>..1•re::_ 

são (2) elaborar a Tabela 2, onde as faixas 

de espessuras definidas pelo ASME foram sub

divididas em função da variação do Fator do 
Correlação. 
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Tahela 2 ~ Diimetro dos arames dos IQI DIN 

determi nados a partir do Fator 
de Correlação 

Espessura de Furo Da=Diâ Arame 
N9 Esse~ K metro-do Essen-parede (mm) cial- arame cial 

(equival) (Bz) 

I (mm) 

- ~ 6,4 10 4T 1 ,4 4 0,25 12 
6,4- 9, 5 12 4T 1,52 0,28 12 
!l,5 - 11 , O 15 4T 1,5 2 0,35 11 

11 ,O - 15,9 15 4T 1,19 0,45 10 
15,9 ~ 19,0 17 4T 1,19 0,51 9 
19,0 ~ 23,0 20 4T 1 , 19 0,60 9 
23,0 - 25,4 20 4T 1,35 0,53 9 
25,4 ~ 31,8 25 4T 1,35 0,67 8 
31,8 - 35,0 30 2T 1,35 0,56 9 
35,0 - 38,0 30 2T 1,27 0,60 9 
38,0 - 50,8 35 2T 1,27 0,70 8 
50,8 - 63 '5 40 2T 1,27 0,80 7 

Tornando contínua a distribuição da Tabela 2 
e tomando essa decisão a favor da segurança, 

obtemos a Tabela 3, que apresenta os IQI DIN 

correspondentes aos requisitos de sensibili

dade ASME para fontes radioativas de Irídio 

19 2 . 

Tabela 3 - Seleção de IQI DIN de acordo com 
requisitos ASME, fonte de Ir 192 

Espessura radiografada Arame 
~--~---------,r-------------~ Essencial 

mais de (mm) 

9,0 

ll,O 

16,0 

38,0 

51,0 

até (mm) 

9 ,O 

11 ,O 

16,0 

38,0 

51,0 

65,0 

(Bz) 

12 

11 

10 

9 

8 

7 

No intuito de verificar se as conclusões ob

tidas para raios-gama poderiam ser estendi

das para raios-X, aplicou-se por amostragem 

a mesma metodologia anterior para raios-X,oE 

tendo-se os resultados apresentados na Tabe
la 4 . 

Verifica-se que o Fator de Correlação empre

gando Irídio 192 e raios-X é diferente, o que 
impossibilita a utilização da Tabela 3 para 
raios- X. 
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Tabela 4 - Fator de Correlaçao obtido atra

vés da sensibilidade atingida p~ 

los IQI ASME e DIN em funçao da 

espessura (raios-X) 

Maior incid~nc i a p/ Scnsibi Scnsibj 
Es pcssl\r a cad a espessura ! idade- -!idade K 

(mm) ~feno r Fur o :-1cnor. D~tme t AS~!E DIN 
vis i vc.l VlS l Ve ( \) (\ ) 

4. o 10-lT 16 4,49 2 ,50 1, 80 

5 , 0 10-lT 16 3,59 2 ,00 1, 80 
I 

6,0 12-lT 15 3,59 2 ,16 1, 66 

7, 0 10-2T 15 3,62 1, 85 1 , 96 

8,0 10-2T 15 3,17 1 , 62 1, 96 

9,0 lO~ ii 14 2,82 1,77 1, 60 
I ----

CONCLUSÃO 

a) E possível o estabelecimento de uma 

equival~ncia de sensiBilidade entre IQI DIN 

e ASME pelo uso da metodologia apres·entada. 

b) Pode-se empregar os IQI DIN com r! 

quisitos de qualidade de imagem ASME com a 
utilizaçio da Tabela 3 tendo como fonte ra

dioatfva o Iridio 192. 

c) O Fator de Correlação nào e o mes
mo para raios-gama e raios-X, portanto as 

conclusões estabelecidas para o Irídio 192 

não podem s·er es·tendi.das para raios-X. 

AGRADECIMENTOS 

Associação Brasileira de Ensaios Não 

Destrutivos (ABENDEJ 
Jaraguá S.A. 

Mecânica Pesada S.A. 

Petrobrás S.A. 

Villares S.A. 

REFER~NCIAS 

(1) AMERJCAN SOCIETY OF MECHANICAL 

ENGINEERS (ASME) - Boiler and Pressure 

Vessel Code, Section V, 1980 edition , 

Article 2 

(~) IDEM, SE-142, Artigo 22 

(3) DEUTSCHE NORMEN (DIN) - Ensaios 

nao destrutivos, qualidade de imagem de ra

diografias de materiais metálicos, biN 

54.109, Outubro, 1964 

(4) PETROBRÁS - N-1595 - Exames nao 
destrutivos - radiografia 

(5) CRISCUOLO, E. L. - Radiographic 

Imagem Quality Standards National and Inte! 
national. Int e rame r i cam ConfeTence on Ma

t eriais Tecnonology, May, 1968 

(6 ) KOVALC ZUK , E. & BUENO, J. C. C. -
Análise da sensibilidade obtida em radio

grafia executadas com Ir. 19 2 na técnica de 

parede dupla- v i sta dupla (elipse). Traba

lho apresentado no II Seminário Nacional de 

Ensaios Nio Destrutivos - Sl o Paulo, Outu
bro, 1981 

(7) HALLAI, Carlos Jr. & ROSSI, Os

waldo Jr. - Correlação entre IQI - critério 

de utili zação a partir do nfvel de sensibi

lidade requerido. Trabalho apresentado no 
I Congresso Latino-Americano e IV Seminário 

Nacional de Ensaios Não Destrutivos, São 
Paulo, OutuBro , 1983. 

(8) CRISCUOLO, E. L. - Correlation of 
Radiographic · Penetrameters. Materiais 

Research and Standards, American Societh 

for Testing and Material, Philadelphia,Pa., 
vol. 3, no. 6, June 1963 

SUMMARY 

Concerning to the radiograpay sensibility 

verifi ed by using the image quality indic~ 

dor ( IQI), the standards ASME and DIN have 
some differences with regard to the type of 

the IQI to be used and the radiography sen

sibility requisites. 

This report specifies the relationship 

between the ASME and DIN IQI by determining 

tne sensibility equivalence between them. 
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PROCEDIMENTOS PARA A ESTABILIZAÇÃO 

PASSIVA DE UM SATÉLITE 
SOB CONDIÇÕES INERCIAIS CRÍTICAS 

IJAR MILAGRE DA FONSECA 
PAULO TADEU DE MELLO LOURENÇÃO 

n 

JOÃO RICARDO DE FREITAS OLIVEIRA 
INSTITUTO DE PESQUISAS ESPACIAIS - INPE/CNPq 

INI'RODUÇÃO 

I -

SUMAAIO 

E6.te. .tlr.abal.ho a.pltue.n.ta. o u.tudo da. cünâ.rn-i.c.a. de. a..td:ude. do 1 Q .6a..têLt:te blta..6ile...i. 
1t0, vÁ.fl pa.!Úime..tlto.6 de. Eul.e.Jt ( qu.a..têlt.rúonl>) , c.._,,, e.n6oque. no p!tobiema. do u.t.i.c.ame.n.to áo 
ma1>.tlto e. na. c.a.p.tulta. na. Jte.g.Ui.o de. u.ta.bili.da.de.; bt.l.6c.a. a.igunl> pJtOc.e.ciúne.rt.to.6 pa.1ta. a. u.ta. 
bi.Li..za.cã.o pa..6.6iva. do .6a..têLt:te. a. pa.lt.t.i.IL de. c.oncücõu .üúc..úú-6 cJU.t.i.c.a.-6; ~<- du.ta.c.a. va.n 
.ta.ge.nl> do U.60 de. qua..têJr..rúo~U> em c.ompa.Jta.cã.o com o.6 ã.ngu1.o.6 de. Eul.e.Jt a..tlta.vê-6 de. .6.i.mulii· 
cã.o d.ig.i..ta..t do .6-i.6.tema. em quu.tã.o. A c:U.rr.ã.m-i.c.a. do p!tobie.ma. ê mode.ia.da. pe.ia.-6 e.qua.cõu áe 
Eul.e.Jt e. a. a..td:ude. ê e.xplte.6.6a. em qu.a..têltrúon. 

t',ce, S63C62 

L = C6 3S6zS61- S63C61 C6 3C6 1 + S63S6zS61 

se 3s61 + c63S6zc 61 s6 3s6 2C61- C63S61 

-"' J C6zS61 , (1) 

C6zC61 

A estabilização de satélites artificiais pode ser 
obtida através de um controle ativo ou passivo de atitu 
de. No primeiro caso, há necessidade de fornecimento de 
energia pelo sistema para o controle. No segundo caso, 
do qual trata este trabalho, utilizam-se propriedades 
giroscópicas ou conjugados do meio ambiente em conexão 
com características de projeto do satélite para obter a 
estabilização. Uma forma de realizar o controle passivo 
consiste em utilizar o gradiente de gravidade [1]. Para 
isto,o projeto do satélite deve ser tal que um dos mo 
mentos principais de inércia seja muito menor do que os 
outros. Deve-se considerar o fato de que o conjugado 
gravitacional deve predominar sobre os demais conju~ 
dos do meio ambiente. Para compatibilizar a configuraçao 
desejada com as inerentes limitações de espaço e esfor 
ços durante o lançamento, utilizam-se comumente mastros 
extensíveis. O conjugado devido ao gradiente de gravida 
de faz o satélite oscilar (librar) em relação ã verti 
cal local. No entanto, para que a libração ocorra den 
tro de limites aceitáveis e o satélite seja capturado 
na região estável, o processo de esticar o mastro deve 
ser feito a partir de condições iniciais específicas 
[2], [3]. No presente trabalho, a dinâmica do problema é 
descrita pelas equações de Euler e a atitude é expressa 
em quatérnions, tendo em vista as vantagens inerentes 
a estes, os quais são mais compactos do que a matriz 
dos co-senos diretores, uma vez que o quatérnion se com 
põe de quatro parâmetros que se contrapõem aos nove co~ 
-senas diretores. Além disto, o emprego de quatérnions 
não envolve funções trigonométricas, as quais consomem 
muito tempo computacional. Neste contexto delineiam-se 
os objetivos deste trabalho: a) obter procedimentos pa 
ra a estabilização)Passiva do satélite a partir de con 
dições iniciais cr1ticas; b) avaliar a sensitividad~ di 
nâmica do sistema a partir de pequenas variações de seus 
parâmetros geométricos; c) evidenciar as vantagens de 
tratar o estudo de atitude via parâmetros de Euler. 

onde cai= cos(6i), ~6i = sen(6t), i= 1,2,3 . 
Em termos dos parâmetros de Euler esta matriz e: 

DESENVOLVIMENTO 

Definem-se dois sistemas de referência para o pre 
~ente estudo. O sistema orbital OX 0YoZo, cujo eixo Xo 
e colinear ao raio vetar que liga o centro da Terra ao 
C.G. do satélite; Yo é perpendicular a X0 , pertencendo 
ao plano orbital, no sentido do movimento; e 20 comple 
ta o sistema dextrogiro. O sistema Oxyz é fixo no corpo 
e~coincidente com os eixos principais de inércia do sa 
telite. Ambos os sistemas se relacionam através da ma 
triz de rotação L, obtida por meio de três rotações su 
cessivas de 63, e, e 61 nos eixos z, y ex, respectiva 
mente. Tal matriz é dada por: -

551 

r 

q~ + q~ - 1/2 

1=2 qlq2-q3q4 

q1q3 + q2q4 

q1q2 + q3q4 

q~ + q!- 1/2 

q1q3 - q2q4 -j 
qzqs + q1q4 · 

q~ + q~ - 1/2 

c 2) 

que permite obter as relações que fornecem os ângulos de 
Euler em função do quatérnion: 

(3) 

As condições iniciais em quat:~::rnion , a partir de 
condições injciais dadas em ângulos de Euler, são dadas 
por [5): 

qlO = c ~ c ~ s ~ - s ~ s ~ c ~ 
2 2 2 2 2 2 

+S~C~S~ 
2 2 2 

q3 o s~c~c~ c~s~s~ 'I 
2 2 2 2 2 2 

q4o c~c~c~ + s~s~s~ (4) 
ê 2 2 2 2 z 
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IQUAÇOES DE EULER 

Usando a· fo~lação de Euler, tem-se a quantida 
de de oovimento angular, { G}, dada por: -

{G} = [I) {w}. (5) 

A taxa de variação de {G} no tempo, em termos ab 
solutos, e: 

d d -- {G}= - [I] {w} + [w) {G} = {N}, 
dt dt 

onde [I] é a matriz de inércia do satélite, {w} a velo 
cidade angular, {N} o oomento externo aplicado so 
bre o veículo,e [w)uma.matrizanti-simétrica, dados por: 

[I] • [: :J 
o 

B 

o 

•• [ o 
[wJ = wz 

{w} 

- w y 

r wx } l :: . 

-:~ J 
- w z 

o 

wx 

As equações do oovimento sao, portanto: 

AW + w w (C - B) = N , 
X y Z X 

BW + Bw + w w (A - C) = N 
Y y X Z y 

CW + <1l + w w (B - A) = N 
Z Z X y Z 

(6) 

(7) 

"'' 

O primeiro satélite brasileiro apresenta uma ba 
se octogonal com momentos de inércia prÓxiiOOs antes do 
esticamento do mastro, o qual possui uma massa na pon 
ta e é estendido em Órbjta. -

Tal esticamento provoca variação temporal nos 
mo~nto~ de inércia B e C. Por este motivo, os termos 
em B e C estão presentes nas equações acima. 

O torque gravitacional é dado por [1) 

311 ( T =- C - B) l l 
X R3 y z 

T = 311 (A - C) l l , 
y R3 z X 

311 (8) T ' - (B - A) l l , z R3 X y 

onde os la (a = x,y,z) são os co-senos diretores entre 
o eixo x0 e o sistema Oxyz, e 11 é a constante gravita 
cional da Terra. -

Fazendo Na =Ta (a = x,y,z) obtém-se a taxa de 
variação das componentes da velocidade angular, em fun 
ção do quatérnion: 

• C- B [ 1211 ( ) ( ) J wx = A ~ q1q2 - q3q11 q1q3 + qzq~ - wywz , 

w = y 
A-C 

13 
[~ Cqi+q~-1/2)(q1q3+q2q~)-wxwz]-! wy, 

R3 

w = B- A l-~ (q~ + q!- 1 /2)(qlq2- q3q~)- wxwy]- éc wz. 
z C R3 

(9) 

A derivada temooral do quatérnion. d{q} I dt . 
em função da valocidade angular relativa nwala = x, 
y,z) é dada por [4): 

Fl-~[-~, 
t.wz - t.w 

~ ]{''} y (1 O) o t.wx t.w q2 
y 

q3 2 t.w - t.w o t.w q3 
. y X z 
q~ - t.w - t.w - t.wz; o q~ 

X y 

onde t.wa = wa(ei, ái) - Olz e n é a velocidade angular 
orbital, obtendo-se então o seguinte sistema de equa 
ções diferenciais: -

q,. + { t'- 2n(q~ +ql -1 /2)]q,- ty- 20(q,q, 

+ q, q,) }• + tx - 20 (q,q, - q,q,) ]q,} 

q, • + { tx- 20(q,q,- q,q,)}, + ty- 20(q,q, 

+ q,q,)}· - t'- ZO(qj +q: -1/2l]q,j 

q, • + {b- 20(q,q, + q,q,)}, + tx- 2o(q,q, 

- q,q, +·- t'- 20(q: + q:- 1/2)}·} 

4, • - + { tx- Zo(q, q, -q,q,)}, + ty- zn (q,q, + 

+ q,q,)}, + t'- 2n(q~ + ql- 1/2)lq, l· (11) 



As relações para os momentos de inércia B e C em 
função do tempo, por ocasião do estendimento du mastro 
s~o obtidas a partir do comprimento i(t) . Est~ é especi 
f1cado pelo fabricante e dado por: -

i(t) = l (1 - eE;t) , 
E; 

(12) 

onde ç e E; são constantes obtidas a partir de testes de 
laboratório. 

O deslocamento do C.G., ô(t), decorrente do esti 
camento do mastro é dado por : 

ô [i(t)] (13) 

onde p é a densidade linear do mastro;_~ e~\ são a 
massa da ponta e a massa total do satel1te, respectiv~ 
mente . 

ma: 
Assim, os momentos de inércia sao escritos na for 

B(t) 

C(t) 

Bo + B1(t) 

Co + C1 (t) (14) 

- 20 -10 o 10 2~ 40 
TETA 3 <GRAUS) 

Figura 1 - Plano de fase de arfagem: 
libraçao. 

_ _P?d~-~e t~ém es!ic~r o mastro a partir de 
çoes 1n1C1a1s nao-favorave1s, o que implica uma 
r~ ~nvertida ou um movimento oscilatório, no qual 
tellte "capota" (Figura 2). 
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50 

condi 
capt~ 
o sa 

onde Bo e Co são os momentos de inércia do veículo com 1 ~0· nrrrrrrrrrrrrrrrrr~rrnn~~"""""""..-
o mastro recolhido. Para B1(t) tem-se : 

B1 (t) = C1 (t) = t\ô2 
+ 

1

1

2 
p i

3 +pi~- ô + 
2 
~.

2 

+ 

MPG-ôdr. (15) 

onde ~ é a massa da base do satélite, b é a distância 
do C.G. do satélite com mastro recolhido, até a extremi 
dade da base . 

As expressões para B e C nas duas Últimas equa 
ções de (9) são determinadas a partir das equações (12) 
a (1 5) • 

RESULTADOS ~RICOS OBTIDOS 

_A seqüência de procedimentos que objetiva levar 
o satelite à atitude nominal de operação se inicia após 
o final da queima do Último estágio do veículo lança 
dor, quando um ioiô [1] é liberado de maneira a reduzir 
a rotação do veículo de 180 para 5 rpm (valores estima 
dos). Em se~i~a, barras ferromagnéticas interagem com 
o campo magnet1co da Terra de forma a eliminar rotações 
residuais. Caso todo o processo se realize de forma no 
m~al, ao final de algum tempo deve-se esperar que o sa 
telite esteja praticamente parado em relação a um refe 
rencial inercia! (e 1 = -n). -

Quando o mastro é esticado dentro de condições 
iniciais favoráveis, tem-se um movimento final libracio 
nal, no qual o satélite oscila dentro de certos limites
com relação à vertical local (Figura 1). Este process~ 
como um todo é denominado captura. 

I 1 00 

' o 
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Figura 2 - Plane de fase de arfagem: circulação. 

O trecho retilíneo destes gráficos representa o 
esticamento do mastro, e o tempo simulado corresponde a 
pouco mais de cinco Órbitas (9 horas). · 

Neste trabalho caracterizam-se como condições ini 
ciais crfticas aquelas que implicam em um quase- capota 
mento apos o estir.amento do mastro. -

No intuito de obter tais condições, verificou-se 
inicialmente a influência de uma rotação excessiva em 
arfagem (rotação do satélite no plano da Órbita). Obser 
vou-se através de simulações, que o esticamento do mas 
tro permite a captura, desde que esta rotação não exce 
da 0,5-0,7 rpm. 

Numa segunda fase, investigou-se o efeito sobre 
a captura,de uma rotação residual do satélite em torno 
do eixo coincidente com o mastro. Para uma dada inclina 
ção deste eixo em relação ao plano da Órbita determinou 
-se qual a máxima rotação possível para que b esticamen 
to do mastro leve à cautura . A figura 3 ilustra os re 
sultados obtidos . 
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Figura 3 - Gráfico é1 x 82 para a captura. 

Também investigou-se a influência do comprimento 
final do mastro (parametro livre),sobre o movimento re 
sultante do veículo, observando-se que pequenas varia 
ções neste valor (-1,0 m) não levam a substanciais dife 
renças no comportamento dinãmico do satélite. Com o ín 
tuito de comparar os tempos computacionais foram feitas 
simulações, partindo das mesmas condições iniciais, uti 
lizando quatérnion e ãngulos de Euler para descrever 
o movimento de atitude do satélite. Observou-se que a 
utilização de quatérnion implica um tempo de computação 
2,5 vezes menor. 

CONCLUSOES 

a) Com relação ao rrocesso de esticamento do mastro' par 
tindo de condiçoes iniciais não-nominais, verificou~ 
-se que é possível levar o satélite à captura desde 
que estas condições não ultrapassem os limites deter 
minados neste trabalho. 

b) O uso de quatérnions para representar a atitude do 
veículo mostrou-se bastante eficiente sob o ponto 
de vista de economia de tempo computacional, o que 
os tornam ferramentas indispensáveis quando se consi 
dera o problema de simulação em tempo real. -

Corno sugestão para um futuro trabalho, propõe-se 
que seja realizado um estudo da fase que se segue à li 
beração do ioiõ, de maneira a caracterizar melhor quais 
condições iniciais podem ser consideradas corno de ocor 
rências prováv~is antes do esticamento do mastro estabT 
lizador do satelite. 
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SUMv!ARY 

This work presents the study of attitude dynarnics 
for the first brazilian satellite, us~ Euler 
parameters (quaternion ) . Emphasis is put on the boom 
deployment and capture in the stability region. The 
main feature is the search for procedures for passive 
stabilization given critical initial conditions. 
Digital simulation of the systern points out sorne 
advantages of using quaternions instead of Euler angles. 
Systern dynamics is rnodelled using Euler equations and 
its attitude is given by quaternion. 
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.i.mplemen.ta..t.i.on,, .the independen.t modal ~pa.c.e c.of"!.tltol ~ ~ed 6olt inc.Jtea.úng .the 
da.mping o6 .the domina.n.t modu. Two indi~u a.Jte de6.[ned .ta.lúng in.to a.c.c.oun.t .the 
impolt.ta.nc.e o6 ea.c.h modeM a. 6unc..tioYJ 06 .the poú.tion ovvr. .the el.M.tic. doma.in, a.nd a.Jte ~eu 
.to Jteduc.e .the e66ec..t o6 .the c.on.tltoUeJL ovvr. .the nondomina.n.t modu. A .two-dime~iona.l 
~.tltuc..tulte ~ .i..nvu.tiga..ted .to ob.ta.in numeltic.a.l lte.ó~. 

lNI'RODUÇÃO 

With the capability of placing Large Space 
Structures (LSS) in orbit, some problems related to the 
control of their orientation. in the space and their 
vibration have been investigated [1]. These structures 
wiil probably be very large and, in consequence of 
weight lirnitations, they will be highly flexible and 
will show little damping. LSS dynamic models are 
usually obtained by means of modal analysis, in case 
of simple structures, or using the Finite Element 
Method for comples one. Whichever the approach, too 
many modes may be present leading to problems in 
control implementation. Theses models have also some 
peculiar features like modal coordinates implying 
decoupled dynamics and the fact that the higher modes 
are less accurate than the lower ones. 

All these characteristics suggest that a model 
reduction procedure should be used in order to obtain 
a reduced model amenable to controller design and 
still representing the original dynamics with 
reasonable fidelity. Another distinguishing feature of 
the LSS control problem is the possibility of using 
several actuators and sensors (A/S) placed at different 
positions over the structure. Since the selection of 
criticai modes to be included in the reduced model is 
closely related to A/S positioning, one should consider 
them at the sarne time. 

The most important consequence of the utilization 
of a reduced order controller is the occurrence of 
control and observation spillover. Control spillover 
means that modes not explicitly controlled may be 
affected by the control system. Observation spillover 
corresponds to the contamination of the output by 
noncritical modes. lt is obvious that spillover is 
again deeply affected by A/S placement. 

lndices measuring the degree of controllability 
of a system or mode have been suggested as a convenient 
tool for helping one to decide where to place actuators 
and sensors f3), [4]. ln this paper, a criterion 
initially proposed for the selection of criticai modes 
[5] is modified in order to give support to a designer 
to make the decision above cited. 

One of the most interesting approaches to the LSS 
control 16 the lndependent Modal Space Control (IMSC) 
[2] in which each mode is independently controlled. The 
restriction is that the number of actuators must be 
equal to the number of modes to the controlled. 

This paper considers the use of an IMSC reduced 
controller whose spillover is reduced by means of 
carefully positioning actuators and sensors in 
accordance with a criterion which measures the 
importance of each mode as a function of the position 
over the elastic domain. ln order to present numerical 

555 

results, a two-dimensional structure is tnvestigated 
using force actuators and velocity sensors. 

REDUCED MJDEL USlNG INDEPENDENT MJDAL SPACE CONI'ROL 

The ordinary differential equations representing 
the LSS dynamics can be written as 

l q l [-~-~=-] l: l + [--O-~ F, (1) q n 1 D q <l> , a_ 

where q E Rn is a vector corresponding to the modal 
coordinates related to each mode; n = diag Cwi, ... ,wA) 
is a diagonal matrix whose elements ~re the square of 
the eigenfrequencies; D = diag (2çlwl···2çnwn) is a 
diagonal damping matrix; <l>a € Rn x Rp is the input 
matrix whose elements (<l>a)ij = ~iCrj) correspond to the 
amplitude of the i-th mode at the rj position where the 
j-th actuator is placed; F E Rr is a vector whose 
components are the amplitude of the forces applied by 
the actuators. 

The essential idea fo the lMSC method is to 
require p to be equal to n and <l>a to be regular. ln this 
way one can transform (1) into a set of decoupled 
equations as follows: 

·q. +2ç.w.q. -t w~q. = f
1
.(t) 

1 1 1 1 1 1 
C i = 1 , 2, ... n) , 

where fi is a modal input which is evaluated as a 
function of qi and cli· The real control vector F is 
synthesized from the knowledge of the modal inputs f 
usmg: 

(2) 

(3) 

This technique may present serious problems if 
the number of modes in the original system is high 
because a large number of actuators will be required. 

With the aim of deriving a reduced order model, 
the modes are separated into criticai and nancritical, 
and the first ones are included in the reduced model. 
ln this paper, it is suggested to use the lMSC method 
in the reduced order model, thus requiring the number 
of actuators to be equal to the number of criticai 
modes. Splitting the system into dominant and 
nondGminant modes results in: 
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where the subscripts c and u refer to controlled and 
uncontrolled modes, respectively. Observe that 
requiring <l>ac to be regular results in no problem for 
the controlled modes. Since usually <l>ac<l>ãt ~ O one may 
expect control spillover into the uncontrolled modes. 

ACTIJATORS PLACEMENT 

The dominance method presented in [5] is here 
modified in order to obtain indices which are indirect 
measures of mode observability and controllability, 
and can be used to select the best positions for A/S. 
ln a first step only actuators are considered and in a 
second one sensors are also included. 

The response of the i-th mode to an excitation 
of the j-th actuator can be written: 

t L'U 

~-(r·) j ~- F. (-r)h. (t--r)dt 
wdi J 1 

o 

qi(t) (4) 

where Wdi = (1 - z;V 1/z wi . The convolution integrals 
depend on the type of excitation, whereas the constant 
terms multiplying these integrals do not. ln this way, 
one can define the control spillover index as: 

CSI(r .) 
J 

~ I~ . (r.) /w. I 
1 1 J 1 

~ ~~k(rj)/wkl 

ln (5) the sum in the numerator refers to 
noncritical modes and the sum in denominator refers 
to the critica! ones. It is important to stress that 
CSI is a function of the actuator position only. 

(5) 

The essential idea of the method is to find out 
positions over the structure where CSI is minimum. The 
value l~i(Xi)/wil is very closely related to the 
definition of the degree of controllability presented 
in [3] and [4]. 

K>DE PARTICIPATION IN 1HE OliTPUT 

Using the expansion theorem [6], the elastic 
displacement at any position rj of the structure can 
be written in terms of the modál cooordinates qi(t) as 
follows: 

v(rj, t) 
n r ~. (r.) q. c t) 

i=1 1 J 1 

or in matrix form v = <l>s q, where v E Rq and 
(<l>s)ij = ~iCrj) is the amplitude of the i-th mode at 
rj where the j-th displacement sensor is placed. 

Since controlled and uncontrolled modes do 
participate in the output, one can write 

v= . lqc l [~se : <l>su] qu 

(6) 

(7) 

where the subscript s refers to sensors and c and u have 
the sarne meaning as before. from (7) one can identify 
the "observation spillover" <l>su qu, the contamination 
of the measurements by modes not explicitly controlled. 

ln order to derive a measure similar to the CSI 
given by (5) , but taking into account actuators and 
sensors at the sarne time, consider the output response 
to an excitation at the k-th input. For the case of 
one sensor and one actuator located at the sarne 
position, that response can be written from (6) and 
(4): 

v(rk, t) 
n <1>~ (rk) I _1_ 

i=1 wdi 
r Fk(t)hi (t-·Jd· 

o 

from which the spilover index is defined as: 

~ I~~ (rk)/w-1 
1 1 1 

J l~j (rk)/wjl 
SI(tk) 

(8) 

(9) 

Note that SI is again a function of the position 
of the co-located A/S and takes into consideration the 
path input/dynamics/output. The SI index in some sense 
is more complete than the CSI index because SI 
embodies measures of the degrees of controllability 
and observability. 

CONfROL BY POLE ALLOCATION TEGINIQUE 

The problem of positioning AIS is usually 
considered in a separate phase, before the control 
implementation [3], [4]. ln a different way, the 
influence of S/A placement on the closed-loop dynarnics 
is investigated in this paper. 

By writing the modal inputs fi (t) presented in 
(2) in the form 

f.(t) = k
1

. q. ~ k
2

. 4.· 
1 1 1 1 1 

(1 O) 

one can place the eigenv.alue of the i-th mode at any 
position in the complex plane if the values of k1i and 
k2i are properly determined. Using velocity sensors 
co-located with force actuators so as to prevent 
unstably interacting modes and forcing the number of 
AIS to be equal to the number of controlled modes, to 
following expression can be derived: 

a = <~>-l v= r r : <1>-1 <I> l {~} 
'C se [ · se su qu (11) 

which provides an approximation to the modal velocities 
4.c evaluated from the output measurements v. Observe 
that a simple truncation of the uncontrolled modes has 
been made and since A/S are co-located, '~>se = <l>~c and 
~su = <l>~u (see (3)). 

From (1), (3), (10) and (11) the closed loop 
dynamics is giv.en by: 

qc 

4.u 

~ 
q 

u 

o I 

----~---,---,---
n 1 o • D , o _<:_, _ _ : __ c_. __ _ 

o : n : o : D 
U I I u 

+ [ -;; J [ '~>ã~ J [ Kz J [ <I>~~ J [O: <I> s J 
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qc 

~ 

qc 
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c 12) 



where only damping has been increased and in 
consequence Kz is present, but not K1 • 

The procedure above suggested has two sources of 
problems: 

i ) the uncontrolled modes will become coupled to the 
controlled ones since Kz 4>5~ 4>5 u in ( 12) is usually 
different from zero. 

ii) the uncontrolled modes will be measured and fed 
back because again 4>au4>ã~K 2 4>5~4>su may be different 
from zero. 

To reduce these problems, the idea is to 
carefully place A/S using the CSI index for instance . 

NUMERICAL RESULTS 

ln order to verify the feasibility of the ideas 
previously discussed, a rectangular plate with its 
edges simply supported has been selected for the 
following reasons: 

i ) the model presents repeated and clustered 
eigenvalues; 

ii) the elastic domain is two-dimensional. 

The eigenmodes ~i(r) and the eigenfrequencies 
wi are presented in [6]. A plate having the relation 
width/height equal to two is investigated and the 
first thirteen vibration modes are considered . The 
first 6 modes are the controlled ones. 

The pole allocation technique is utilized to 
increase the damping of the controlled modes, so as to 
have the final amplitude equal to five percent of its 
initial value after two periods corresponding to the 
lowest mode. Table 1 below presents the controlled 
and uncontrolled poles in open and closed-loops. ln 
this table the closed-loop eigenvalues presented are 
the desired ones. 

Table 1. Open and Closed-Loop Poles 

C0!\1'ROLLED mDES ID:CO\ 1'ROLLED mDES 

mDE xopen X 
elos cu mDE ) . 

opcn = closcd 

1 -0.05 t 1.0 i -0.238 ! 0.971 i 7 -0. 25 ! s.o i 

2 -0.08 ! 1.6 i -0.238 t 1. 532 i 8 -0.29 ! 5.8 i 

3 -0.13 ! 2.6 i -0.238 ! 2. 589 i 9 -0.32 ! 6.4 i 

4 -0.1 7 ! 3. 4 i -0 .238 ! 3.392 i 10 -0 . 37 ! 7.4 i 

5 -0.20 ! 4.0 i -0.238 ! 3 . 993· i 11 -0.40 ! 8.0 i 
-

6 -0.20 ± 4.0 i -0.264 ! 3.991 i 12 -0 . 40 ! 8.0 i 

13 -0.41 ! 8.2 i 

To test the effectiveness of the CSI index given 
by (5), in a first phase, perfect state feedback is 
assumed with the actuators being placed according to 
minimal values of CSI . Analysing the eigenvalues and 
eigenvectors of the closed-loop dynamic matrix, the 
following results are observed: 

i ) the controlled modes are independently controlled 
presenting a small coupling with the uncontrolled 
ones; 

ii) the uncontrolled poles are not affected 

iiDchanging the positions of the AIS from the 
optimal ones determined from (5), an increase 
in the coupling between controlled and 
uncontrolled modes is observed. 

557 

ln a second phase, output feedback is 
investigated as shown in the previous section. The 
initial positions of A/S correspond to minimal values 
of the spillover index (SI) given by (9). The 
arrangement of A/S is changed by moving these elements 
to positions specified by the CSI criterion and the 
results are shown in Table 2. 

Table 2. Closed-Loop Poles of Noncritical Modes 

moc DESIRED CSI SI 

7 -0.25 ± 5. 0 i -0.57 ± 4.95 i -0.52 ± 4.96 i 

8 -0. 29 ± S. 8 i -0.29 ± S. 79 i -0.30 ± S. 79 i 

9 -0.32 ± 6.4 i - 0 .47 ± 6.38 i -0.52 ± 6.37 i 

10 -0.37 ± 7.4 i -0.41 ± 7.38 i -0.41 ± 7.38 i 

11 -0.40 ± 8 .0 i -0.43 ± 7.99 i -0.42 ! 7.99 i 

12 -0.40 ! 8.0 i -0.44 ! 7.99 i -0.46 t 7.99 i 

13 -0.41 ± S. 1 -0.4.1 ± 8.19 i -0.41 t 8.19 i 

Defining a convenient index which measures the 
"distance" between desired and actual positions of the 
closed-loop eigenvalues, the configuration obtained 
from the SI criterion shows a distance value 12% less 
than the CSI one. 

The results obtained by output feedback can be 
summarized as follows: 

i the controlled poles are correctly placed but 
exhibit a small coupling effect; 

ii the coupling between controlled and uncontrolled 
modes shows the sarne trend as in the state 
feedback case . 

iii) uncontrolled modes are substantially affected by 
the controller, having their poles horizontally 
shifted to the left (excess damping); 

iv comparing the results for different A/S 
configurations, the arrangement corresponding to 
minimal values of the SI index gives better 
results, i.e., the excess damping is reduced. 

CONCLUSION 

The numerical tests presented here show that 
índices like CSI or SI developed in this paper are 
convenient tools ±or helping the designer to decide 
where to place actuators and sensors, since, as 
observed, coupling and excess damping are reduced. 

The problem of excess damping, however, is not 
completely solved, as it can be readily seen from 
Table 2. To improve the results, the contribution o~ 
the uncontrolled modes to the output should be 
filtered out using, for example, an observer-based 
controller design . 
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SUMMARY 

The. c.onc.e.pt o6 !J:toc.hM.t.i..c. Hn!>iliv.U.y o6 a ci.a.M o6 nonUne.aJt. c.on.t.i..n.u.o!U> 
!>-tocha!l.t.i..c. dyrtanú.cal. !llj6:tem!J i.6 c.onú.dVte.d in. .:t:fú6 papVt . Ve.:taile.d applica.t.i..on!l an.d 
c.ompa!Ú6on!l 6oJL :the. nonUne.aJt. Vu.66.i.ng o.sci.11.a;toJL wUh !J:tochM.t.i..c. c.oe.6Q.i.úe.n:t aJt.e. 
anal.yze.d. The. c.Mu o6 wh.u.e. and c.oR..ou.JLe.d no.i.!Ju aJt.e. c.oM.i.dVte.d . An nu.meJL.i.cal. e.xamp.te. 
.i.6 g.i.ve.n :to il.e.IU>:t.JLa:te. :the. ob:ta.i.ne.d JLUu.U.ó . 

INTRODUCTION 

In analogy with the concept of deterministic 
sensitivity, the concept of stochastic sensitivity may 
roughly be stated as the answer to the basic question 
"what is the influence in some stochastic sense of 
parameters of the system on the solution of this system'! 
The deterministic sensitivity analysis which has been 
developed in the last twenty years and is well establish
ed and can be found, for instance, in Frank monography 
[1] , however, stochastic s:nsiti~ity analysis for. 
dynamical systems has been 1nvest1gated only for l1near 
systems ( 2 ] . This paper is concerned with a study of 
the concept of stochastic sensitivity for continuous 
nonlinear systems and particularly for Duffing oscilla
tor with stochastic coefficient. 

SENSITIVITY MEASURES AND MOMENT EQUATIONS 

We shall consider a class of the above mentioned 
systems which can be described by the stochastic non
lioear vector differential equation of Ito-type 

dx(t)=f(t,x(t),p)dt + G(t,x(t),p)dw(t) , x(t
0

)=x
0 1 (1) 

where x(t) is o-dimensional vector state, p is q-dimen
sional vector of parameters, w(t) is m-dimensional 
standard Wiener process, t ~ [ t

0
, tf] , 

f: [ t
0

, tf}·R0
>< Rq- Rn, G: [t

0
, tf]'• Rn,. Rq - Rn• m 

are nonlinear deterministic functions. 
With the hypothesis described in ( 3 ) the equation (1) 
has a unique continuous solution . 

Similar to tbe deterministic theory there are 
several ways to define quantities for the characteriza
tion of the parameter sensitivity of a system. However 
in the next analysis we will use the following one 

pk(T) = sup I Q El.L~2 ~ 
t• [t

0
,T] élpk 

'k=1, . .. ,q 

where Q 1s a matrix of weight coefficients, 
1 is the vector whose elements are the ordered 

moments of vector state x(t) , for example, 

(2) 

YT F. [ x1' ... ,xn ' (xl )2' . . . ,x]xn ,x?xl' ... ,x2xn' ... '(xn )~, 
E[•] represents an ensemble average, ( · )T denotes 
transpose of vector or matrix. 

Since the statistical moments of nonlinear systens 
responding to random excitations are governed by an 
infinite hierarchy of equations, suitable clousure 
schemes are needed to compute the more important lower 
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order moments approximately . In the presenõ paper, three 
truncation schemes by which the infinite hierarchy 
moment equations may be reduced into finite ones are 
applied. 

Cumulant Truncation Scheme (CTS) . The following 
relatiÕn ship between moments and cumulants was given 
by Stratonovich [ 4 ] 

E [ xj] = K 1h ] , 
E [xj~] = K2 [xj'~] + K 1 [ xj] K l[~] ' 

E [xj~x1J = K3 [xj,~ , x1] + 3 fK 1 [xjJ K2 [~·~1]} s + 

+ K 1 [xj] K 1 [~] K 1 [x1] , .. , 

E [ xj~x1xm] = K4 [xj,~ , x1 , xm] + 3 {K2 [xj·~] K2 [ x1 ,xm]}s+ 
+ 4{ K 1 [xjJ K3 [~ ,x1 ,xm]J s + 6 [K 1 h] K 1 [~] 

K2 [x1 , xmJ} s + K 1 [xj ] K 1 [~] K 1 [ x1J K 1 [xm ] (3) 

where K [ · ] is a joint cumulant of the bracket random 
variables,the order being denotes by the sub-

l 
script, ·J indicates a symmetrizing operation with respect 

s to all its arguments; namely, taking the arit
metic mean of different permuted terms similal 
to the one tithin the braces . For details see l~· 

Central Moment Truncation Scheme (CMTS ). The joint 
centrai moments of the first three orders have the sarne 
form of the first three joint cumulants as given in (3) . 
Beyond the third order, the central moments and their 
corresponding cumulants are different; for example the 
fourth-order central moment has the following form [5] : 

].J 4 [xj~x1xmJ E [xj~x1xm] - Eh] E[~x1xm] - E [~] E [xjxlxm~ 

-E [x1] E [xj~xm} - E [xm] E [xj~x1J 

+E hJE [~) E [~xm] + Eh] E [ x1J E [~xm] 

+E hJE [xm] E [~x1 J + E [~) E [x1] Ehxm] 

+ E [~] E [xm] Ehxl] + E [x1J E [xm] Eh~J 

-2 E [xj ] E (~) E (x1J E [xm] • (4) 

(5) 
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m. 
~ 

E[xi] , i= 1, ... ,n K = _jkl~ 
' n 

Joint moments of order higher than two can be 
expressed in terms of joint moments of lower order by 
equating to zero the corresponding central moments . 
For details see ( 6] 

Quasi-Gaussian Truncation Scheme (QGTS). It is 
assumed that higher central moments are described by 
formula 

f.l = \ f.l · f.la a • • • · f.la a jkl. · · L a1a2 3 4 2s-1 2s 

The sum in the right-hand side contains all 

(6) 

possible partitioning of 2s subscripts a
1

,a 2 , ... ,a2 
(including recurring} into. s pairs a 1a2 ,a

3
a4, ... a2s-~a25 . 

The total number of terms 1s (2s-1)!! . 
All moments of odd order higher than a number r are 
assumed to be zero. 
For example, for r =2 

E [(xi-mi)(xj -mj)(~-~)J =O , (7) 

E[( xi -mi) (xj-mj )(~ -~) (x1-m1 l] = E [< xi-mi }(xj-mj l)-
.. E~~ -~)(x1-m1 )) + E [<xi-mi)(~ -~)lE~xj-mj )(x1-m~] 

+ E [( xi-mi )(x1-m1 )J E [(xj-mj)(~-~)J . (8) 

For detailes see (7]. 
Using these truncation schemes in the moment 

equations corresponding to the system (l) we obtain the 
moment equations in closed form . Next, differentiating 
the moment equations(in closed form) with respect to 
a parameter p. we receive the sensitivity equations. 

To showJthe application of this procedure and 
moment sensitivity definition we will analyze the non
linear Duffing oscillator with random parameter. 

NONLINEAR DUFFING OSCILLATOR 

White noise case . Duffing oscillator with white 
noise coefficient (random damping) is described by the 
following vector I t o equation 

·[:]=[.:, .:J[:J.:~t,{: :][J~ x1(to)L xlO] 

x2(to)J x20 

(9) 
where - a2 1 , -a22 , h , -E are positive constants , 

~(t) is standard Wiener process . 

The first two moment equations have the form 

dm 
dt 

= Aw m + Bw 
m m m(t ) 

o [ x10'x2o]T ' ( 10) 

drw 
v w 

"dt =Ar 

T 
r~ + B; , r~(t0 ) = [ (x 10 )

2 
,x 10x

20
, (x20 )

2
] , ( l 1) 

where 
T 

m = E[x] = [m1,m2f, r~ = [r~ 1 , r~2 , r;2) 
. w w w w d' b and matr1ces Am , Bm , Ar , Br are ef1ned y 

~· =[ o 
a2 l .:J B~ =[OE [~x 1 13]] 

o 2 o ·j 
a2 l a22 1 

O 2a21 2a
22

+h2 

Aw Bw o J EE [( x 1 )
4
] • 

2EE [(x1)
3
xJ 

( 12) 

Since the system (12),(13) is not closed one tf~the 
truncation schemes can be applied. Then we r~e1ve the 
following relations . 

For cumulant truncation scheme (K =O fÓr ··n ~ 3) 
n . .... 

E [(x 1)3]= 3 m1r 11 - 2 (m 1)3 

[ 4] 2 4 E (x 1) = 3(r 11 ) - 2 (m1) , .... :/ 

• 
E [<x, )3x21 = 3 r 12r 11 - 2 (m 1 )3m2 

For central moment truncation scheme (f.14=o) 

E[ (x 1)3J= 3m1 r 11 - 2(m1)3 

E [( x 1l4] = 6(m1l2 [r 11 - (m1l2] 

E[ (x1 )3x2] = 3(m1 )2r 12 + 3m1m2r 11 
3 _ ~(m 1 ) m

2 

( 13) 

( 14 ) 

For quasi-gaussian truncation scheme (eq.(9) , (1~) 

E [(x1l 3
] 

E [<x 1 )4} 

E[(x1 )
3
x2] 

3 m1 r 11 
2 3 (r 

11 
l + 6 

3 r 11 r 12 + 

4 (m
1

) 

3 6 (m,) m2 

( 15 ) 

Using these relations in the equations (1 2) , (1 3) 
~ receive the closed system of equations. Hence the 
~oment sensitivity equations with respect to, for 
instance, a parameter a22 will have the form 

d ('àm ) w('àm ) dt 'àa
22 

= Am ãã;; + 

(
arw ) d ___ v_ = 

dt 'àa22 
Aw (~~~- ) + 

r 'àa22 

'àAw 'àBw 
m m ---- m + ----

'àa22 'àa22 ' 

'àAw 'àBW 
---- rw + ---
'àa22 v 'àa22 ' 

( ª~--)(to) '(Ja22 
= o' 

(16) 

(

arw ) 
v_ (t ) = O, ãã;2 o ( 17) 

where 
w w 

Bm and Br are in these equations in closed 

form . 
We solve these equations together wifuthe system 

(lO) , (11) for established value of parameter a22=a22 . 
o 

Coloured noise case . Duffing oscillator with 
coloured noise coefficient (random damping) is described 
by the following vector equation 

[

x
1 

O 1 x
1
] O ] [O O X,l x , (to)l [x10l 

d x2 = a2 1 a22 x2 + E(x1)3 +O h J'' 'x2(to) = x20 

(18) 

where -a21 , -a
22

, h , - E are positive constants and 
n is coloured noise with zero mean value E[n]= O, 

and spectral density 

s (w) 
n 

8 _2 ____ 2 
a + w 

It can be presented in the form of filter equation 

dn - a n dt+ 8 d~ n(t )=o o 

where ~ is standard Wiener process, a , 8 > O . 

( 19 ) 

(20) 

Transforming the system ( 18),( 19) into the Ito 
vector form we calculate the moment equations . 



(21) 

+ Bc + 0c rc(t )T- ~( )2 ( )2 ;1 
r • r• v o -L' x10 'x10x20' x20 ,O,O,OJ 

where m = [ m1 ,m2JT 

• (22) 

r~ =[r11'r1 2 'r22 'r1 3 'r23 'r33]T 

• 
r 11 E[( x1 l2)' r 12 

and matrices 
as follows 

B° C
0 

A
0
r , Brc , Crc are defined 

m ' m ' 

o 2 o o o o 

a21 a22 o o o 

o 2a2 1 
A c 

r o o 

o o 

o 

o 

-a. 

o o o a22-a. o 

o o o o -2a. 

o o 

h(m2r 13+m,r23) EE [(x.1 )
4

] 

EE [(x1 )
3
x2l (23) 

o 
Bc 

4hm2r23 
CC 

r o r 

hm2r33 hE [ (x1 )
311] 

( 6)2 o 

Similar to the white noise case in order to close 
the system of moment equations we use one of the 
trucation schemes . Next we differentiate the system 
(2 1),(22) (in closed form) with respect to the parameter 
a22 and we receive the sensitivity equations 

d ( am ) A c (ª~-- ) + 
aA0 aB

0 acc 
= m m + m + __ !!!_ 

dt aa22 m aa22 aa22 ãe:;; aa22 
(24) 

~ u:~-) = A c (~~~-) + 
aA0 aB 0 acc 

r r c r + __ L ãe:;; + ----
dt aa22 r aa22 v aa22 aa22 

(25) 

the initial condition we assume to be equal zero 

(ª~-- ) (t ) = o 
aa22 o (

are ) 
__ '!._ ( t ) = o . 
aa22 o 

Then we solve these sensitivity equations together with 
the system (21) , (22) (in closed form) for established 
value of parameter a22 = a22 

o 
Comparisons between moment sensitivity measures 

in the case when the coefficient(damping) is white and 
coloured noise and when three different truncation are 
used for the nonlinear Duffing oscillator, are 
illustrated in Fig . 1 - 6. 
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The calculations have been received for the following 
set of parameters 
a22 = - 2 . , h = 1 . , a. = 1 . , 6 = 1 . , 

o 
a21 , E -varied parameters. 

I C\1 
~I C\1 

a 1o1 2. 4 
~ 

E=: 
A ~ 2. 3 
::l+> 
"'~ 

" 2.2 
+' 

2.1 

-- CTS 
\ . -- CMTS 
\\ ---- QGTS 
~ E=-0.01 

~ 
2. 4. 6. 8. 10. 

-a21 (dimensionless) 

Figure 1. Comp~rison of moment sensitivity measures 
m1 

sup ---- for Duffing oscillator under 
aa22 

parametric white noise excitations(varied ~ 1 ) 

2 . 6 
I C\1 

~I C\1 
a 1., 
~ 

2 . 5 

2 . 2 

2. 4. 6. 8. 1 o. 
-a21 (dimensionless) 

Figure 2. Comparison of moment sensitivity measures 
dm · 

sup ~-2- for Duffing oscillator under 
a22 

parametric colo r noise exci tations ( varied ~ 1) 

50 

::: ~40 
\ 

\ 
E=-0.01 

I'-. 1«1 

~ 
8'30 

,, 
... --.. ----

Figure 3 . 

10 

2 . 4. 6. 8. 10. 
-a

21
(dimensionless) 

Comparison of moment sensitivity measures 
ar 

sup __ ll for Duffing oscillator under 
aa22 

parametr~o white noise excitations(varied ~ 1 
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50 

~I N 
~1 N 40 

"- I al 

~ 
e:;' 30 

p, o 
::l+> 
"''; 20 

..., 
10 

\ 
\ 

' ', .......... __ 

CTS 
CMTS 
QGTS 

E= - 0 . 0 1 

-----

~ 
2. 4. 6. 8. 10. 

- a 2 1 (d imensi onless ) 

Figure 4. Comparison of moment sensitivity measures 
ar 

lN 
~I N 

sup ãã11 for Duffing oscillator under parame-

tric ctÍoured noise excitatjons (v~ried a21 ) 

2.6 
I 

I 
I 

--CTS 
-- CMTS 
- - -- QGTS 

e laS 2 . 5 
~ I 

a 2 1=- 8 . 

8 
• 2 . 4 I I 

p, o 
~ ~ 

III 2 . 3 ..., 
~ 

I 

" I 

2 . 2 
', I ' .... _, 

Figure 5 . 

D2 D4 D6 D8 .1 0 
- E(d ime ns ion le s s) 

Comparison of moment sensitivity measures 
am 

l N 
~I N 

e 1"' 
ro l<t> 

sup ããl_ for Duffing oscillator under para-

metric2~hite noise excitations (varied E) 

2 . 5 

2. 4 I 

I 
I 

I 

----<..: TS 
-- CMTS 
-- -- QGTS 
a 2 1=- 8 . 

~ 2. 3 I I 

/ I 
/ I 

p, o 
::l+> "' ........ 

'<I 2 . 2 ·~ 
\ I -..., 

2 . 1 
' I -
' ' ' ' , _, 

I 
I 

D2 .04 D6 D8 .10 
- E(di me ns ionless) 

Figure 6. Comparison of moment sensitivity measures 
am 

sup ããl- for duffing oscillator under para-

metric2€oloured noise excitations (varied E) 

The moment sensit i vity measures I am1 I sup ---- for 
aa22 

nonli near Duffing oscillator for different types of 
truncation schemes have simi l ar properties for a con
sidered s·et of parameter s in Fig . 1. and Fig .2. It means 
all these measures are near l inear decreasing functions 
in the case of white and coloured noise . However the 
sarne measures i n the case of other set of parameters 
in Fig . 5 and Fig . 6 . give different results . 

For the sensitivity meas~s I ar 11 I sup --- - CMTS 
aa22 

and CTS give different results than QGTS . It means for 
CMTS and CTS appears a minimum for the parameter ( - a

2 1
) 

in the interval [ 2,4 ] and for QGTS the sensitivity 
measure is decreasing function,see Fig . 3 . ,Fig . 4 . 

FINAL REMARKS 

In thís paper the cumulant, central moment and 
quasi-gaussian truncation schemes have been applied to 
study the moment sensitivity measures . However only two 
cumulants or central moments are retained in discussed 
example . It is possible to take into consideration the 
higher cumulants or cetral moments . It is also possible 
to use one of the other closure techniques(statistical 
linearization, quasi-moment truncation scheme,Gaussian 
closure technique etc . ) , which may be more accurate for 
sensitivity analysis of nonlinear stochastic dynamical 
systems. This problem is still open . There are also 
possibilities to study different measures of sensitivíty 
for instance 

pk 9Up E I ~~.( t) I 
t E [t T] ap --

o' k 

which are more connected with simulation methods . 
From the engineering point of view it is interest

ing to find such a set of parameters for which the 
derivative of state variable (mean value , variance) 
with respect to a parameter will be the smallest. But 
as it was shown in this example it is not always possib-

1 

am1 I le because one of the measures ( sup ãã-- ) decreases 

I 
ar11 I 22 

and the second measure (sup ãã-- ) increases for 
-a21 ' [ - 4, -10] . 22 

It shows that it is sometimes more convenient to intro
duce sensiti~ity measure with "good chosen matrix of 
weight coefficients " . In general from comparisons 
between moment sensitivity measures it follows that the 
cumulant and central moment truncation schemes are more 
accurabe for study of stochastic sensitivity than 
quasi-gaussian truncation scheme. 
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INI'RODU~O 

A estabilidade dinâmica dos veículos ferroviários, 
os movimentos oscilatórias do veículo e dos tTUques, a 
interação veículo-via e as consequências daí advindas 
tanto para o veículo como para a via permanente e para 
o desempenho geral do sistema de transporte ferroviário 
são assuntos conhecidos que continuam sendo estudados 
com profundidade . 

A suspensão primária e a secundária, a geometria 
do truque, o perfil das rodas e vários outros ítens são 
inter-relacionados e seus efeitos se fazem sentir, em 
alguns casos, de forma conflítante conforme o ponto de 
vista abordado. Os estudos e âS polêmicas daí oriundos, 
já registrados em 1941 por Sillcox ( 11 , não estão ain
da completamente resolvidos, como confirmam mais recen
temente Cooperrider [2] e Doyle [3 1 . 

Neste trabalho foi utilizado um programa de 5imu 
lação dinâmica de uma locomotiva para modelos de truques 
com 2 eixos (7 GL) e 3 eixos (9 GL) e para veículos com 
pletos com 4 eixos (17 GL) e 6 eixos (21 GL) ( 4) . -

Partindo do estudo apenas do truque, do veículo 
completo ou de metade do veículo e incluindo ou não al
guns dos movimentos correspondentes resultam modelos 
com número de graus de liberdade maior ou menor . 

M:lDELOS E GRAUS DE LIBERDADE 

A caixa do veículo, a estrutura dos truques e os 
rodeiros são considerados rígidos. Todas as flexibili
dades e amortecimentos são concentrados nos elementos 
das suspensões primária e secundária. Os deslocamentos 
são considerados pequenos, as molas e amortecedores li 
neares e o veículo é simétrico em rela~ão ao plano ver~ 
tical médio . As relações entre as variaveis devidas ao 
contato roda/trilho são lineares ou linearizadas. 

O rodeiro é considerado com 2 graus de liberdade: 
deslocamento na direção lateral e rotação sobre o eixo 
vertical. A rotação própria sobre o eixo transversal é 
desconsiderada. 

Um truque é constituído pelos rodeiros, estrutura 
e elementos da suspensão primária . A estrutura apresen 
ta liberdade de movimento e~ 3 direções: lateral, rota 
ção sobre o eixo vertical e rotação sobre o e]xo lon~ 
gitudinal. Resul'tam um modelo com 7 GL para um truque 
com 2 eixos e um modelo com 9 GL para um truque com 3 
eixos. 

A caixa da locomotiva acrescenta 3 GL aos dos tru 
ques, correspondentes aos 3 movimentos nas mesmas dire~ 
ções: lateral, rotação vertical e rotação longitudinal. 
Serão assim 2 modelos, para locomotivas com 4 eixos 
(17 GL) e locomotivas com 6 eixos (21 GL). 
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PROGRAMA DE SIMULA~O 

O progama de simulação requer basicamente infor
mações sobre os parámetros da locomotiva em termos de 
caixa, truques e rodeiros (massa, momentos de inércia, 
dimensões geométricas e centros de gravidade) , suspen
sões primária e secundária, contato roda/tr ilho, núme
ro de graus de liberdade do modelo escolhido e a fixa
ção de uma velocidade inicial e um valor de incremento 
para a velocidade . Requer ainda informações complementa 
res de caráter operacional, como opções para impressão
dos resultados, precisão, etc. 

Com esses dados são montad~s as matrizes [M]
1
(C*] 

e [K* ] da equaçao 

(1) 

onde{Q} contém as forças de excitação do sistema devi 
das ao contato roda/trilho e expressas pela equações -
de Wickens. Elas resultam compostas de parcelas propor 
cionais a x. ex., permitindo reagrupar a equação (1)
n~E expres~ão h~ogênea . 

Monta-se então a matriz dinâmica D atendendo à 
equação 

ou à equação 

{y} =[ D]{y} 

. T 
( {y} = i{x}{x} ) (2) 

(3) 

conforme seja mais adequado inverter [ M] ou [KJ . 
Para cada valor da velocidade de tráfego da locomotiva 
calculam-se os autovalores e 0s autovetores, através 
dos quais se analisa a estabilidade do veículo . 

PARP:METROS PARA SIMULAÇÃO DE UMA LOCOMJTIVA 

Foi realizada a simulação do comportamento dinâ
mico de uma locomotiva da FEPASA de fabricação GM, com 
tração diesel-elétrica, 4 eixos, hitola larga (1,60 m), 
identificada pelo código GM-GP 9/GP 18 . 

Os dados a seguir foram obtidos da documentação 
técnica ou por medições simples: valores nominais da 
distância entre os eixos de um mesmo truque, distância 
entre os centros dos truques, distâncias tranversais 
entre os centros de suspensões primária e secundária, 
número de eixos, velocidade máxima, diâmetro das rodas, 
massas da caixa, do truque e do rodeiro, conicidade do 
perfil da roda, carga por eixo , raio do perfil da r oda 
e o raio do boleto do trilho . Este Último foi conside
rado em relação ao trilho TR- 50, que é predominant e 
nos trechos onde trafegam as locomot ivas GM-GP 9/GP 18. 

A distância entre os pontos de cantata das rodas 
com os trilhos, as alturas dos centros de gravidade da 
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caixa e do truque e os momentos de inércia da caixa fo
ram determinados por cálculos a partir de medições e 
considerações sobre si'llletria e localização dos diversos 
itens que participam desses cálculos. 

Os momentos de inércia dos truques(vertical e lon 
gitudinal)e do rodeiro foram determinados por ensaios -
de frequência natural. 

A rigidez das suspensões primária e secundária na 
direçãó vertical foram calculadas Eür composiçãõ das di 
versas molas utilizadas e na direçao horizontal por es~ 
timativas teóricas. A rigidez na direção longitudinal 
foi considerada infinita e a rigidez de rotação entre 
caixa e truque foi adotada nula. 

O amortecimento na suspensão primária foi conside 
rado nulo, bem como o amortecimento de rotação entre a 
caixa e o truque. O amortecimento entre o "bolster" e o 
truque é provocade pelo atrito na "placa de desgaste" e 
foi determinado por um modelo de equivalência de amor
tecedores cujo resultado coincide com o apresentado por 
Bullock e CooleyJ5] , utilizando-se resultados de en
saios de laboratorio com as peças da locomotiva. 

Finalmente os valores dos coeficientes de "creep" 
foram adotados por comparação com valores de referência 
e os demais coeficientes geométricos foram calculados 
pelas equações de Joly-Wickens apresentados por Garg [ 4]. 

A descrição geral dos parâmetros e o procedimento 
detalhado adotado em particular para cada um deles é 
apresentado por Rodrigues Filho [6] , bem como consid~ 
rações sobrê esses procedimentos e sua validade. 

RESULTADOS OBTIOOS 

Variando-se a velocidade no intervalo de 20 a 120 
Km/h e utilizando-se o modelo com 7 GL, observa-se que 
que apenas 1 par de autovalores aproxima-se do eixo ima 
ginário, determinando assim o grau de estabilidade em
todo o campo de velocidades. Sua parte real decresce com 
o aumento da velecidade até atingir o valor mínimo -0, 31 
a 55 Km/h, Fig. 1, para tornar a crescer e inverter o 
sinal, instabilizando o sistema a 100 Km/h. A frequên
cia desse autovalor cresce quase linearmente de 0,31 Hz 
a 20 Km/h até 1,82 Hz a 100 Km/h. 

O exame do autovetor correspondente mostra o movi 
mento lateral dos eixos e do truque praticamente em fa
se e com a mesma amplitude em todo o campo de velocida 
des, com leve predominância do movimento dos eixos na
região de ~ima estabilidade e do truque na região pró 
xima ao limite de estabilidade. Os demais movimentos -
têm an:plitudes desprezíveis. 
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o 50 100 1!50 
Vel. [Km/h] 

Fig. 1 Parte real dos autovalores nos modelos 
7 GL (a) e 17 GL (b,c ) 

A simulação com o modelo de 17 GL confirma os re 
sultados obtidos com o modelo de 7 GL, Fig. 1. Dos au~ 
tovalores decorrentes da presença da caixa da locomoti 
va, o que mais se aproxima do eixo real apresenta-se -
com valor praticamente constante em torno de -0.36 i 
2,2i. da mesma forma que o segundo em torno de -0,6 : 
2,7i e o terceiro apresenta parte real levemente decre~ 
cente de -1,1 a -1 ,3 para velocidades entre 20 e 100 Km/ 
b. 

A estabilidade continua ~ determinada pelos 
mesmos autovalores, sem diferenÇa sensível na região de 
máxima estabilidade, ~~tudo um pouco fora dessa re
giã?. O limite_de estabi~~de ocorre a 97.~h e os 
mov1mentos dom1nantes cont1nuam os mesmos, com .os tru
ques em oposição de fase na região de máxim~ estabilid~ 
de e em fase no limite. 

O autovetor correspondente ao autovalor -0,36 : 
2,2i apresenta como movimento dominante a 55 Km/h o 

lateral da locomotiva, e ao atingir 93 Km/h o movimento 
lateral dos truoues é dominante . 

Influêncià dos Parâmetros . Com exceção de alguns 
poucos parametros, como as massas, rigidez e amorteci
mento rotacional da suspensão secundária, amortecimento 
longitudinal da suspensão primária, posição dos truques 
e dos eixos, todos os demais parâmetros tiveram sua in 
fluência sobre a estabilidade investigada. -

Verificou-se que os parâmetros com maior influên 
cia são a rigidez lateral da suspensão primária e a co 
nicidade do perfil da roda. O aumento da rigidez provo 
ca sensível aumento do limite de estabilidade e do grau 
de estabilidade para todas as velocidades, Fig. 2, de 
forma aproximadamente linear. O aumento da conicidade, 
por sua vez, reduz sensivelmente a estabilidade, Fig .3. 
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Fig. 2 Limite de estabilidade em função da rigidez 
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Fig. 3 Limite de estabilidade em função da conici 
dade do perfil da roda 

Seguem-se em importância o amortecimento lateral 
da suspensão secundária, que afeta o grau de estabilida 
de sem entretanto alterar o limite de estabilidade e o
raio de rolamento da roda, cuja redução, ao contrário, 
reduz o limite de estabilidade sem afetar os autovalo
res nas velocidades mais baixas. Influência menor foi 
verificada para os amortecimentos na direção vertical 
nas suspensões primária e secundária, amortecimento la 
teral na suspensão primária, rigidez lateral na suspen 



são primária e a vert·cal na suspensão secundária e os 
coeficientes de "cre ' no conta to roda/trilho. Os de
mais parâmetros apresentaram·pouca ou nenhuma influên 
cia digna de registro. , -

Ou .símulaçéies - as outras locomotivas, uma 
c~m 4 eLXos e outra com 6 eixos, cuios valores dos pa

.::-ametros ioram obtidos das publicaçoes da AAR [4], fo
ram também simulados através de um mesmo programa. Des 
tacam-se aqui os seguintes resultados obtidos para a -
locomotiva LF-1, com 4 eixos: primeiro, o grau de esta 
bilidade não é determinado por um mesmo par de autova= 
lores em todo o campo de velocidades; segundo, os 3 au 
tovalores correspondentes ã caixa da locomotiva, no mo 
delo com 17 GL, apresentam parte real muito próxima de 
zero em todo o campo de velocidades C I Re I < O, 06) , 
determinando assim uma condição de estabilidade bastan 
te precária. Particularmente entre 25 e 35 MPH um de-
les apresentaRe >O, tornando o sistema instável. 

Muitos outros resultados foram também obtidos 
nessas simulações e de grande importância para a análi 
se da locomotiva em si, porém de caráter menos geral e 
por isso omitidos neste trabalho. 

CONCLUSOES 

Neste trabalho analisa-se o grau de estabilidade 
em todo o campo de velocidades até a instabilidade vi
sando conhecer o comportamento dinâmico de locomotivas 
em uso em nossas ferrovias. 

O procediffiento adotado na determinação dos valo
res básicos dos parâmetros para a locomotiva GM-GP9/GP 
18, dentro do escopo de uma primeira fase de trabalho, 
foi suficiente para a identificação do tipo de compor
tamento do veículo e da influência maior ou menor de 
cada parâmetro. Verifica-se que um trabalho major na 
determinação mais precisa do valor de muitos desses pa 
râmetr0s não se justifica devido sua influência nula -
ou muito pequena nos resultados obtidos, devendo-se 
concentrar as atenções sobre aqueles parâmetros que 
apresentam influência mais decisiva nos resultados que 
se pretendem analisar. 

A existência de 2 modelos para uma mesma locomoti 
va, um abrangendo apenas os graus de liberdade de um -
truque e respectivos rodeiros e outro abrangendo os 2 
truques mais os movimentos da caixa mostrou-se conve
niente, pois foi verificada a possibilidade de se estu 
dar o comportamento do veículo e a influência de dive~ 
sos parâmetros utilizando-se o modelo do truque, mais 
simples e reduzido, que é processado com maior rapidez 
e necessitando muito menor espaço em disco e na memó
ria para o arquivamento dos resultados. Grande parte do 
trabalho pode ser desenvolvida utilizando-se este mod~ 
lo e confirmando-se os resultados com o modelo completo, 
o que se torna também necessário devido aos 3 graus de 
liberdade referentes ã caixa e também para se verificar 
o comportamento relativo de ambos os truques, através 
do exame dos autovalores. 

Finalmente, tendo em vista a totalidade dos resul 
tados obtidos [6] e as conclusões mais específicas que
deles se podem extrair, confirma-se a conveniencia do 
estudo da estabilidade dinâmica de locomotivas e diver 
sas proposições de trabalhos mais específicos podem ~er 
formuladas, como o· .amortecimento da suspensão secunda
ria, desgaste do perfil das rodas, instrumentação e 
ensaio de uma locomotiva para comparação dos resulta
dos com os obtidos na simulação e finalmente a elabor~ 
ção de recomen0ações sobre manutenção, operação, ins~ 
ção e análise do desempenho gl9bal de veículos incluin 
do-se o seu comportamento dinâmico. Em particular essas 
informações devem ser consi~radas na elaboração dos 
quadros de tração e de lotação de carga em bases atua
lizadas e cientÍficas. 
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IN'ml00Ç110 

O e<;mjunto mecânico de uma máquina de usinagem e
letroeroslV~ CI}EE) deve. possuir uma boa rigidez e seus 
elementos move1s necess1 tam descrever movimentos preci
sos para gue ~e assegure ,uma boa usinagem. 

_DeV1do a~ caracter1sticas dife~ntes do processo 
propnamen~ di to, a estrutura das maquinas ferramentas 
e~et:oeros1vas tem uma sonstrução mais leve que a das 
maqurn~ . fer!ament~ classicas, mas nem por isso isenta 
de sohc1taçoes mecanicas as mais diversas. 

Nã? se tem evidenci~do em trabalhos publicados 
no extenor sob :e. essas maquinas UEE, a importância do 
estudo de sua ng1dez estrutural e da influencia do ma
terial e dimensões do eletrodo-ferramenta sobre o seu 
co~ortamento dinâmico. Este trabalho presta-se a con
tribuir neste sentido. 

. As témicas de projeto atuais têm lançado mão de 
s1s!emas que p~~tem ~ simulação de processos de fabri 
~açao sob condiçoes cn ticas para colimarem em sistema$ 
mteg~a~os CAD-CAM. Tai!?. sistemas incorporam modelagem 
mate~at1ca b~eada no calculo variacional, geralmente 
vert1do no ~todo dos Elementos Finitos bancos de da-
dos ou ensaios específicos em campo. ' 

_Par~ o estudo em te~a utilizaram-se programas com 
putacronns baseados no ~todo dos Elementos Finitos a-:: 
plicado ao projeto ~strutural [ 1 ,2], bem como dados le
vantados em laboratorio. 

Os_efeitos de deflexões excessivas do porta-ele
trodo, ditadas pelas forças solicitantes oriundas dos 
deslocament?s_relativos entre as partes móveis da máqui 
na, pelas ~~dezes de cada componente e do conjunto e 
pelas .::ondiçoes de usinagem, são altamente danosos à pe 
ça usinada. -

. Quando muito, tem-se executado projetos dessas má 
qurnas tendo-se em conta dimensionamentos de natureza 
puramen~ _ e~tática. ~través do estudo de seu comporta
mento dinam1co, anal1sa-se a distribuição de massas ao 
longo da estrutura, reduzindo-a ou reforçando-a, ou in
troduzem-se nervuramentos e~ regiões de baixa rigidez, 
o~ amor!e~m-se partes do s1stema que apresentam defle
xoes cr1 t1 cas. 

A WQUINA- FERRAMENTA UEE 

O processo de usinagem por eletroerosão insere-se 
nos chamados tipos de usinagem sem contacto mecânico en 
t:e ferr~nta e peça. Isto, entretanto, é verdade par-:: 
cral,. pms a velocidade de resposta dos servo comandos 
de acronru:e~to do cabeçote em uso nem sempre satisfaz, 
ante condiçoes operacionais, ocasionando curtos-circui
tos indesejáveis e consequentes contactos físicos. 

Exige-se, porém, reprodução fiel do eletrodo-fer
ramenta, não importando se suas seções transversais são 
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delgadas, se a relação profundidade/diâmetro (ou outra 
propriedade geométrica que represente a forma a execu
tar-se) é elevada, nem se há dificuldade de posiciona
mento da peça, da ferramenta, ou de arrbos. 

A máquina-ferramenta utilizada para modelagem é 
de procedência húngara, do tipo EROSIMAT D-01/ A, apre
sentada na Figura 1. Geralmente, essa família de máqui
nas é composta de uma base fundida e/ou soldada e com
porta uma coluna que, por sua vez, suporta um cabeçote 
porta-eletrodo. A mesa de serviço que, em condições ope 
racionais, é plena de fluido dielétrico (via-de-regra-:
o querosene), é montada sobre a base e pode se deslocar 
horizontalmente segundo os dois eixos de coordenadas 
cartesianas, facilitando assim o posicionamento preciso 
da peça em relação ao eletrodo-ferramenta. 

Figura 1. Máquina-ferramenta eletroerosi v a tradicional. 

METOOOLOGIA 

O comportamento dinâmico da máquina foi executado 
utilizando-se programas de cálculo fundamentados no mé
todo dos elementos finitos [3, 4, 5, 6]. 

Tais programas fornecem as frequências naturais 
e os modos de vibração da máquina via o cálculo das má
trizes de massa e rigidez, considerando-se o caso con
servativo. O potencial deles é enorme, porém, admitin
do a inclusão de amortecimento da estrutura em estudo . 
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As propriedades físicas e geométricas empregadas 
como entrada no programa estão listadas na Tabela 1. A 
estrutura da máquina foi modelada conforme mostra a Fi
gura 2, utilizando-se 49 nós e 116 elementos, com seis 
graus de liberdade por nó. 

Tabela 1. Propriedades físicas e geométricas usa
das para levantanento dos modos de vi
bração 

Propriedades físicas dos Propriedades geométricas 
materiais empregados da estrutura 

M5dulo de Young Tipo do elemento (triân-
gulo, quadrilátero, viga) 

Coeficiente de Poisson Espessura do elemento 

Massa específica Número do nó 
1-~' 6-f)!-~ ~ Coordenadas cartesianas 

do nó 

O nó identificado com a letra A na Figura 2 é o 
qt.e representa a ponta da ferramenta e, por is to mesmo, 
encerra o centro das atenções. Toda a usinagem fica com 
prometida face a altas deflexões desse nó. Para fins de 
modelagem, tomou- se um eletrodo circular de 25,0 mm de 
diâmetro e 300 mm de comprimento; considerando- se o dis 
positivo de fixação do eletrodo possuindo uma altura de 
150 mm , equivale dizer que o comprimento efetivo do ele 
trodo tera sido de 150 mm, valor médio para várias al tu 
ras de eletrodos empregados na prática industrial . -

/ 

/ 
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/ 
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I 
I 
I 

,ç-t--
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/ 
/ 

/ ~- ·~ 
.11 

Figura 2. MJdelo representativo da máquina-ferramenta e 
letroerosiva. -

RESUL TADJS OBTIIDS 

A Figura 3 apresenta os modos de vibração relati
vos às cinco primeiras frequências naturais, a saber, 
33,2 Hz; 47,5 Hz; 69,3 Hz; 105,0 Hz e 118,3 Hz, respec
tivamente . Estima-se que a maioria das máquinas de usi-

nagemjJor eletroerosão opere em uma faixa de frequência 
de ate SOO Hz, aproximadamente, dependendo do tipo de o 
peração executada (desbaste ou acabamento), uos siste~ 
mas de comando e acionanento do cabeçote e do tipo de 
gerador elétrico empregado na geração das descargas elé 
tricas. -

O modo de vibração concernente à segunda frequên
cia natural (47,5 Hz) constituiu-se no mais crítico den 
tre os cinco modos apresentados na Figura 3, como é pos 
sível inferir-se dali. -

Utilizou-se, nesta pesquisa, um cornnutador IBM/ 
/370-148 e um pacote computacional de elementos finitos 
desenvolvido em UM[ST, Inglaterra e implantado no CPD/ 
/EESC. O levantamento dos modos apresentados ocupou 
1146,11 segundos da CPU . 

A Tabela 2 fornece os resultados obtidos em rela
ção à ponta da ferranenta (nó A) para três materiais 
distintos de eletrodos: aço, cobre e grafite, comumente 
empregados em UEE . Saliente-se que a extrema anisotro
pia do grafite enseja a obtenção de valores caracteriza 
dos por alta dispersão. -

Tabela 2. Resultados obtidos para vários mate
riais de eletrodos-ferramenta . 

Material Deflexão Freq.Nat. Distorção Freq .Nat . 
máxima(~m) concernente máxima(~rd) concernente 

Aço 199 2a. 236 Sa. 

Cobre 1970 Sa. 8622 
L L 

Sa. 

Grafite 19315 2a. e 3a. 88267 '-P 3a. 

DISCUSSJ!D 

A base da máquina apresentou um comportanento ex
celente, o que não aconteceu com a coluna e com o cabe
çote. As deflexões segundo o eixo dos x mostraram-se 
ser as mais elevadas . 

O projeto pode ser melhorado com a introdução de 
reforços entre a coluna e a sua base, no plano xz, [ 7], 
e com redução de massa do cabeçote e com uma geometria 
mais rígida. 

O sistema de guias do cabeçote poderia ser' melhor 
pesquisado, bem assim o seu sistema de comando . 

Os valores apresentados na Tabela 2, notadanente 
rela ti vos ao grafite, sun>reenderam, desde que se leve 
em consideração o fato de que esse material é largamen
te utilizado industrialmente na fabricação de matrizes . 

Simularam-se várias condições de usinagem para se 
tentar constatar experimentalmente o fato . Quando se u
sinava uma barra de aço inoxidável martensítico, em de
senvolvimento, com eletrodo de aço mono-engastado em um 
dispositivo de fixação, danificou-se a peça face às al 
tas de formações plásticas do eletrodo, (Figura 4, enbai 
xo, à direi ta) ; melhorando-se a rigidez do engaste e dO 
próprio eletrodo (mostrado na Figura 4, embaixo, à es
qt.erda), a usinagem foi executada sem maiores proble-
mas . 

Caracterizando~se o processo eletroerosivo por po 
der usinar peças delicadas ou furos profundos e de seçãõ 
transversal muito pequena, não há desprezar-se o efei 
to da rigidez do eletrodo na usinagem, malgrado assegÜ 
rar-se que não há forças de corte devido à usinagem prÕ 
priamente dita . A prática-uemonstrou que há forças nõ 
corte, entretanto . --

Como a análise aqui desenvolvida levou em conside 
ração apenas a parte conservativa e em se sabendo que õ 
grafite, por exemplo, possui boas características de a 
mortecimento mediante a sua estrutura interna lamelar~ 
infere-se que as deformações a ele atribuídas na Tabela 
2 requerem um certo cuidado em sua manipulação. 

A simulação dinâmica . da estrutura pelo modelo em 
tela permite ao projetista ter uma visão adiçional àque 
las a que está habituado . Ressaltem-se os fatores tempÕ 
e custo de desenvolvimento e análise de protótipos . 

Os procedimentos de modelagem utilizados foram 
aqueles preconizados e bem aceitos pela literatura . Os 
padrões de malha selecionados objetivaram se encontrar 
um valor de equilíbrio entre a exatidão das respostas e 



uGOia Gal 

deftell5u : 

IOJ"' 
.. - -1 

·~ 
. 

MODO OE VIBRAÇÃO À 1!! FREOlJtNCIA NATURAl 
I SS,2 Hz I 

·~ 
' 

MOOO OE VIBRAÇÃO À 4 ~ FAE~CIA NATURAL 
110!5,0 Hz I 

esecia dai 

deftuhto 

~e~ 

·~ 
MODO DE VIBRAÇÃO À s!! FREoufNciA NA~L 

I ea,s Hz I 

..cala Clal 

O.flui5u: 

I mm .,. __ .,. 

569 

·~ 
MODO Df VIBRAç.lO À 2~ FREoulNCIA NATU~ 

147,5 Hz I 

IOOf'l" ...... 

MOOO DE VIBRAÇ.lo Ã s!! FREOUtNCIA NATURAL. 

I118,S Hz I 

Figura 3. 'l-belos de vibração, relativos às cinco prirreiras freqt.ências naturais, da máquina-ferra
rrenta de usinagem por eletroerosão (UEE) . 



570 

o seu custo. 

Figura 4. Bloco de aço inoxidável não usinável pelos 
processos convencionais. Foi usinado atravês 
de eletroerosáo (inicialmente com problemas). 

A consistência deste modelo aqui apresentado tem 
sido ratificada empiricamente, através da constatação 
visual e táctil da máquinas em oreração nos diversos 
regimes de usinagem. Ensaios dinamicos suplementares 
deverão ser feitos, utilizando-se possivelmente máqui 
nas de fabricação nacional, cujos projetistas estejam 
eventualmente interessados na otimização de seus protó 
tipos. -

A modelagem desenvolvida, para representação dos 
elementos estruturais, enfeixou elementos do tipo pla 
ca (triangulares e quadriláteros) e do tipo sólido (vi 
gas), os quais têm as dimensões paulatinamente reduzi 
das à medida em que se vai aproximando da ponta do ele 
trodo-ferramenta, na representação dos componentes es 
truturais, como sugerido por ROCKEY et alii [8]. 

CONCLUSOES 

Os resultados obtidos assumem uma relevância es 
pecial, até porque não se tem evidenciado na literatu 
ra a importância da rigidez da máquina-ferramenta ele 
troerosiva nem do eletrodo-ferramenta. -

O fenômeno ocorrido durante a usinagem evidencia 
da na Figura 4 vem ao encontro do predito através da 
utilização do método dos elementos finitos. Há muito 
por se fazer, ainda, nesse campo. 

A qualidade do produto fabricado por eletroero 
são é afetada também pelas características dinânucas 
da máquina-ferramenta. Não adianta se trabalhar com 
geradores de alta sofisticação se a máquina-ferramenta 
eletroerosiva for de baixa qualidade. 

Torna-se imperiosa uma análise dinâmica da 
tura dessas máquinas e dos seus dispositivos de 
ção de eletrodo durante a fase de projeto, como 

estru 
fixa 

a fei 
ta aqui, aliada à necessidade da construção de poucos 
prototipos para a análise de desempenho. 

A técnica dos elementos finitos permite uma vi 
sualização clara da estrutura da máquina sob o ponto 
de vista dinâmico e o modelo desenvolvido e aqui apre 
sentado mostrou-se representativo. -

A melhoria do padrão construtivo de máquina de 
eletroerosão fabricada em nosso meio passa, necessaria 
mente, por caminhos como este desenvolvido nesta pe~ 
quisa. 
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O procedimento a ser descrito, aplicável dentro 
de certas condições , permite que se obtenha uma redução 
do tempo de computação em processos de estimação de es 
tado via filtro de Kalman. Sua aplicação pode, desta ma 
neira, permitir processamento em tempo real em casos nos 
quais isto não é possível com a aplicação do algoritmo 
original do citado filtro. Ele pode ser encarado como 
uma adaptação à utilização do filtro estendido de Kal 
man, aplicável a sistemas não-lineares, de técnica de 
compressão de dados apresenta por Bar-Itzhack [1] . Além 
de aplicável a sistemas não-lineares o procedimento 
apresenta ainda a particularidade de evitar a necessida 
de do emprego de um modelo de ordem reduzida do sistema 
dinãmico . 

tk+ 1 
xctk+1; t k) = xCtk/tk) + J f [xCt/tk) J dt , C5) 

DESCRIÇÃO 00 PROCEDIMENTO 

Suponha-se um sistema dinãmico modelado matemati 
camente por : 

x(t) = f[x(t),t] + G(t)w(t), ( 1) 

onde x(t) é o vetor de estado do sistema; f é um vetor 
de dimensão n , função não-linear do estado ; G é uma ma 
triz n x r contínua no tempo; w(t) é um vetor r dimen 
sional de ruídos brancos gaussianos com: -

E[w(t)] O; E[w(t)w(t) ] =Q(t) ô(t--r) , (2) 

onde E é o operador expectância ; ô C t - -r) é a função ô 
de Dirac , e Q(t) é uma matriz r x r positiva semidefini 
da . -

Suponha-se que se dispõe de observações do estado 
do sistema modeladas por: 

(3) 

onde y(tk) representa o vetor de observação, m dimensio 
nal, no mstante tk; h [.] é uma função vetorial de dimen 
são m; v(tk) é um vetor de dimensão m de ruídos brancos 
gaussianos com: 

onde R(tk) é uma matriz m x m positiva definida e ô(k , j) 
é a função ô de Kronecker . 

Suponha-se ainda que o vetor de estado inicial é 
uma variável aleatória com estatística N[x(to),P(to)] . 

As equações do filtro estendido de Kalman aplica 
das ao sistema acima são dadas por [2]: -
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tk 

T 
P(tk+1/tk) = ~(tk+ 1 ' tk)P(tk/tk)~ (t k+l' tk) + 

onde: 

T 
+r Ctk) QCtk) r Ctk) , (6) 

(8) 

T 
P(tk+1/tk) M (tk+1) [M(t k+1)P(tk+l/tk) x 

x MT(tk+1) + R(tk+l) ]-1, (9) 

a h [x(t} , t ] 

ax 
(1 O) 

t k+1 
r(tk) J ~ [ tk+ 1 , -r] G(-r) d-r, (11) 

tk 

e ~ é a matriz de transição de est ado do sist ema linea 
rizado . 

Suponha-se agora o vetor de est ado participando 
da seguinte maneira : 

u v T x(t) = [ x x] , (12) 

onde ux é a part ição do ve t or de est ado com suas primei 
ras u componentes e Vx sua partição com as Últ imas v 
componentes, v = n - u. 
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A hipótese básica na qual ~damenta o procedi 
mento a ser descrito é que, além de satisfeitas condi 
ções de observabilidade, o vetor de observações seja 
função apenas das primeiras u componentes do vetor de 
estado, ou seja: 

h[xCt),t] = h[uxCt),t] , C13) 

o que implica em: 

MCtk+1) = [CCtk+1) 0] , C14 ) 

onde CCtk+1) é a partição não-nula de MCtk+1), de dime~ 
são m x u e O é a matriz nula de dimensão m x v. 

Considerando o vetor de estado particionado da 
maneira dada na equação C12), a matriz de covariância 
do erro no estado pode ser escrita na forma : 

r 
UUp UVp l 

P = uvpT vvp · C1 5) 

Desde que seja válida a hipótese representada na 
equação C13), pode ser provado que [1]: 

UVPCtk+1/tk+1) =- GCtk+1) UVPCtk+1/tk), C16) 

vv vv uvT 
PCtk+1/tk+1) = PCtk+1/tk) p Ctk+1/tk) x 

uv 
x DCtk+1) PCtk+1/tk), C17) 

onde: 
uu uu _1 

GCtk+1) ~ PCtk+1/tk+1) p Ctk+1/tk)' C18) 

uu -1 
DCtk+ 1) ~ P Ctk+1/tk) [I-GCtk+1)J , C19) 

o que mostra que, conhecendo apenas a partição da matriz 
de covariância atualizada, uuPCtk+ 1 /tk+ 1), e a matriz de 
covariância completa propagada PCtk+1/tk), podem-se cal 
cular as partições restantes da matriz de covariância 
atualizada. 

Pode ainda ser provado que [1]: 

v- ) v- uv T uu -1 
xCtk+1/tk+1 = xCtk+,ftk) + P Ctk+1;tk) P Ctkt1/tQ. 

. [uxCtk+1/tk+1) - uxCtk+1/tk)], C20) 

de onde se nota que a obtenção da partição vx da estima 
tiva atualizada do vetor de estado pode ser feita a par 
tir de conhecimento da partição UxCtk+1/tk+12 e da esti 
mativa completa propagada do vetor de estado xCtk+ 1 /tk) . 

A partir desses resultados Bar-Itzhack [1] desen 
volveu um método de compressão de dados, aplicável ape 
nas a sistemas lineares, cujo objetivo é a obtenção de 
uma redução do tempo de processamento em estimação de 
estado via filtro de Kalman . Este método utiliza um fil 
tro de Kalman de ordem reduzida que opera na mesma taxa 
em que as observações são amostradas . Paralelamente um 
filtro de ordem total opera numa taxa menor. 

O procedimento aqui apresentado visa a aplicação 
do método de Bar-Itzhack considerando o filtro estendi 
do de Kalman, e contorna ainda a necessidade de utiliza 
ção de modelo de ordem reduzida do sistema, mediante ai 
gumas aproximações, como ilustrado na Figura C1) e ev1 
denciado pelo seguinte algoritmo : -

a) Propagar a estimativa do estado xCk/k) durante N in 
tervalos de discretização,N inteiro. A cada interva 
lo atualizar a partição ux. Com relação à matriz de · • 
covariância, propagar e atualizar a cada intervalo de 
amostragem apenas sua partição uup, durante N inter 
valos. 

b) Propagar de um& única vez, do instante tk ao instan 
te tktN• to~o o vetor xCtk/tk) e a matriz P Ctk/tk)~ 
obtendo-se xCtk+N/tk) e PCtk+N/tk). 

c) Já de posse dos valores obtidos no passo a, de 
Ux C tk+N/tk+Nl, up C tk+N/tk+N) e dos valores _?btidos no 
p~sso b de xCtk+N/tkJ e P(tk+N/tk), atraves das eq~ 
çoes C16), C1 7) e C20), calcular todos os elementos 
restantes das estimativas atualizadas do estado e ma 
triz de covariância para o instante tk+N· -

d) Repetir os passos anteriores para os próximos N in 
tervalos de amostragem seguintes ao instante tk+N e 
assim sucessivamente. 

·g são propaga-t~ .~ 'ª ·~ •g l 1l 
dos i e uup • :: !;: .;! 1:. ;:: <'t ';;; ~ 

;:: ~ - <':. :!: o _::L c< Sãoatual>z~ ~ ~ ;>:o ~ J:: c~ I t empo 

dos ui e uup ~ !; ~ ~ cel -- I - I ···~ 
~ 
~ 

I - I I ... t tk+NH k+ >N ~---~- •t tk+-N k+N+ l 
tk tk+l k+~ 

:PropJgação por Nf de : Propagação por NT :x e P ! de X e P : 
~mpo 

Renovação Renova cão Renova cio 

Figura 1 - Esquematização do procedimento de 
compressão. 

Na figura 1 os instantes em que as estimativas glo 
bais do estado e respectiva matriz de covariância do er 
ro são atualizadas são chamados instantes de renovação~ 

Para que as citadas propagações e atualizações de 
apenas partições do vetor de estado e da matriz de cova 
riância do erro possam ser efetuadas, são necessárias 
algumas aproximações. Serão colocadas a seguir as equa 
ções envolvidas nesta tarefa, destacando-se as aproxiffiã 
ções efetuadas. Maiores detalhes sobre a dedução das equa 
ções que serão agora apresentadas podem ser encontrados 
na referência [3]. A propagação do vetor de estado en 
tre instantes de amostragem é feita diretamente pela 
equação C5). 

Para a atualização apenas da partição ux devem ser 
utilizadas as equações: 

uxCtk+1/tk+1) = uxCtk+1/tk) + 

umK C tk + 1 ) [ y C tk+ 1 ) - h C tk+ 1 ) ] (21) 

umKCtk+ 1) = uuPCtk+ 1 /tk)MT (tk+ 1) [M(tk+ 1 )P(tk+ 1 /tk) 

T )]-1 M Ctk+1) + RCtk+1 . C22) 

No caso da pro~agação entre instantes de amostra 
gem apenas da partiçao uup da matriz de covariância do 
erro, seria necessario que se dispusesse da matriz atua 
lizada completa no instante anterior ao propagado. Como 
se dispõe desta matriz totalmente atualizada apenas nos 
instantes de renovação, pois nos instantes intermediá 
rios somente se dispõe de sua partição uup atualizada~ 
sugere-se a propagação, via matriz de transição de est~ 
do, do instante de renovação, ti, para o instante tk+1 



p~ra as parti~ões desconhecidas . Em função das parti 
çoes, a equaçao deduzida a partir das equações (6) e 
(9), a ser utilizada para esta finalidade englobando 
já as citadas aproximações, é dada por: ' 

. ~ aproximação efetuada refere-se à propagação das 
part1çoes vvpCti/~i) e llVp(ti/ti) do instante ti, cor 
r~spondente _ a ultlffia renovaçao , ao instante_tk+1, atra 
ves da matr1z ~Ctk±1,ti). Esta aproximação e introduz! 
da em virtude de nao se dispor de valores atualizados 
n~s ins t antes tk para estas partições, pois estas só 
sa? ~tualiza~s nos instantes de renovação . Na equação 
or1g1nal do f1ltro de Kalman estas propagações devem 
ser feitas se~pre de tk a tk+1· 

A equaçao para a atualização da partição uup de 
duzida a partir da equação (8) é: 

(24) 

Nas equações (23) e (24) o símbolo "*" indica 
q':le se trata de um valor proveniente de um cálculo apro 
x1mado . -

O algoritmo foi testado através de simulação nu 
mérica na estimação da Órbita de um satélite artifT 
cial . O modelo matemático do sistema possui dimensãO 
6. Utilizou- se ainda técnica de compensação de erros de 
modelagem (4] que estima, juntamente com o estado do 
sistema, acelerações não-modeladas, elevando a dimensão 
do estado para 9. Foram consideradas observações simu 
ladas do tipo distância entre estações de rastreamento 
e satélite , considerando três estações que observam si 
multane~ente o satélite, à taxa de amostragem de uma 
o~servaçao por segundo . Este tipo de observação é fun 
çao apenas das tres primeiras componentes do vetor de 
estado, sendo assim satisfeita a hipótese (13),na qual 
se baseia o algoritmo. 

APRESENTAÇÃO OOS RESUL TAOOS OBTIOOS 

_ A figura 2 apresenta as curvas dos erros em posi 
ç~o estima~o e real, obtidas ~o~ a aplicação do al~ 
r1tmo do f1ltro de Kalman or1g1nal e com a aplicaçao 
do. algoritmo de compressão de dados, considerando reno 
vações a cada seis período de amostragem, isto é N = 6-:
Note- se que em termos de precisão ambos os algo;itmos 
praticamente se equivalem. Parte-se de um erro inicial 
de aproximadamente 1000 metros, caindo este erro rapi 
damente para valores da ordem de 1 metro, assim perma 
cendo. Os erros em velocidade caíram de valores inT 
c1ais de 100 m/s para valores da ordem de 0,05 m/s . õ 
algoritmo original consumiu um tempo de processamento 
da ordem de 44,6 segundos, enquanto o algoritmo de com 
pressão consumiu 36,4 segundos. 
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Testou-se o procedimento consider ando a 
matriz de transiçao constante durante N períodos de 
amostragem , N = 6. Obtiveram-se prat icamente os mesmos 
resultados em ·termos de precisão , porém, neste caso 
o tempo de processamento caiu para 22 ,6 segundos. ' 
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Figura 2 - Erros estimado e real resultantes : a) algo 
ritmo original do filtro de Kalman ; b) ai 
goritmo para redução do tempo de processa 
mento . -

O algoritmo foi também testado para valores de 
N que variam de 2 a 15 . A partir de N = 12 os resulta 
dos passaram a se deteriorar em termos de precisão . Em 
termos de tempo de processamento o menor valor obtido 
foi 34,1 segundos para N = 10. Ainda para N = 10, con 
siderando a matriz de transição constante por 10 períO 
do de amostragem, o tempo de processamento caiu para 
18,4 segundos . 

CONCLUSOES 

_ O procedimento desenvolvido pode, através da re 
duçao em termos de tempo de computação , permitir que 
se efetue um Erocessamento em tempo real em casos em 
que isto não e possível com a aplicação direta do fil 
tro de Kalman usual . Por utilizar as aproximações evT 
denciadas na descrição, trata-se de um procedimento su 
bótimo . Porém, através dos resultados obtidos nos tes 
tes efetuados, percebe-se que na aplicação em questãO 
ele apresentou praticamente a mesma eficiência do fil 
tro de Kalman original. 
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INTROOOÇÃO 

O procedimento proposto visa eliminar em parte 
os problemas relativos à aplicação do Filtro de Kal 
man em problemas de identificação dinâmica. Para isto 
emprega-se, para o caso de sistema contínuo e medidas 
discretas, um processo sequencial composto de duas par 
tes: propagação das estimativas e suas covariâncias no 
tempo; e a inovação, onde se processam as estimativas e 
suas covariâncias Eara incorporar as informações das 
medidas. A al teraçao proposta é que se alterne uma apli 
cação das equações tradicionais do filtro de Kalman pa 
ra a inovação, a uma ou mais aplicações de um conjunto 
alternativo de equações para a inovação, onde se inovam 
apenas os parâmetros e deixa-se de inovar o estado, de 
forma análoga ao filtro de Kalman-Schmidt [3]. No tipo 
de problema abordado, o aumento da taxa de amostragem 
não implica necessariamente em melhoria na estimativa 
dos parâmetros, pois à medida que a taxa de amostragem 
sobe diminui a influência das incertezas do modelo na 
estimativa do estado. Além disto, com altas taxas de 
amostragem, a queda da covariância do erro na estimati 
va do estado é muito mais rápida que a queda da cova 
riância do erro nos parâmetros. Isto exige frequente 
mente o uso de adição adaptativa de ruído ao estado~ 
muito antes de qualquer redução significativa no erro 
da estimativa dos parâmetros ou sua covariânci~ A adi 
ção de ruído ao estado representa, por sua vez, a ado 
ção de um modelo incerto, o que, se por um lado permi 
te melhorar a estimativa da partição relativa ao esta 
do, por outro lado, dificulta a estimativa dos parâffie 
tros. o procedimento pr~osto permite reduzir a neces 
sidade de adicionar ru1do ao estado (ou reduzir o nT 
vel de ruído adicional), o que permite uma melhora no 
processo de identificação. Outra vantagem do procedi 
mento proposto é a simplicidade do algoritmo emprega 
~. -

Desenvolveu-se este procedimento com o propósito 
de identificar modelos térmicos de satélites. Existe 
vasta literatura sobre este problema, como os trabalhos 
de Ishimoto e Pan [8], Ishimoto et alli [6], Toussaint 
[7], Yoneda [9]. 

FORMUlAÇÃO 00 PROBLfMA 

Estimar um vetor de parâmetros de um modelo dinâ 
mico xb, que obedece a: 

(1) 

com incertezas nos parâmetros devidos a fenômenos nao
-modelados da forma: 

xb u , (2) 
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onde xa é o vetor de estado do sistema e u e w são ruí 
dos brancos de média nula e covariâncias W e Q respe~ 
tivamente, a partir de observações discretas: 

z(t) = g(xa (t)) + v , (3) 

onde v é um ruído branco de média nula não-correlacio 
nado com u e w. 

PROCEDIMENTO PROPOSTO 

Considere o filtro estendido de Kalman no qual 
adota o seguinte esquema: 

Propaga-se a estimativa xa, a partir dos valores 
estimados mais recentes de xa e Xb, integrando a: 

(4) 

Define-se o vetor de estado estendido x por: 

(5) 

Lineariza-se o sistema estendido em torno da Úl 
tima estimativa obtida de x, x, que resulta em: 

X= 

af (x (t.),xb(t . ) 
- a 1 1 
axb 

o o 

Propaga-se a covariância P do erro na estin~tiva 
do vetor de estado estendido, via: 

~T(t. 
1
,t.) P(t.) ~(t. 

1
,t.) + Q', 1+ 1 1 1+ 1 

(7) 

onde ~ é a matriz de transição de estado associada ao 
sistema linear apresentado pela equação 6; e Q' dá a 
contribuição do ruído de estado ao aumento da incerte 
za na e·stimativa de Xa. 

Define-se H por: 

H 

H a 

o 
(8) 



576 

Chamando PQa, ~b· · Paa e ~b as covariâncias_ do 
~rro nas estimat1vas a priori ~ e ib) e finais Cxa e 
Xb), respectivamente, e definindo: 

p ab !J. p~a !J. E { (ia- xa) CXb - xb) T}, r (9) 

T - - T P b A Pb A E { (x - x )(xb - xb) } , a- a- a a (1 O) 

podem-se escrever as equações para a inovação da estima 
tiva do vetor de estado estendido x e da covariância do 
erro na estimativa P, como: 

x = x + K (z - H x ) , a a a a a (l1) 

xb = xb + Kb (z - Haxa) , (12) 

K 6 P HT (H P HT + R)- 1 

a = aa a a aa a ' (13) 

K 6 P HT (H P HT + R)- 1 

b = ba a a aa a ' (14) 

P =P -KHP aa aa a a aa ' 
(1 5) 

Pb=P:b-K.HP a a ·b a aa (16) 

- T T 
Pb=Pb-P H K: a a aa a · ·b (17) 

Pbb = pbb - ~ Ha pab (18) 

A idéia básica do método prooosto é melhorar a 
estimativa de xb e diminuir os problemas 
de divergência do filtro quanto ã partição do- estado, 
inovando apenas a estimativa dos parâmetros Xb, a cova 
riância de seu erro ~b e as correlações cruzadas Pab 
e Pba· Isto é feito com o seguinte esquema: 

i 

ii 

Processar uma única observação z(ti)inovando to 
das as variáveis com o filtro de Kalman normal 
(equações de 11 a 18). 

Apesar de as informações z (ti+ i), p/i < n permiti 
rem melhorar a estimativa da partição xa relati 
va ao estado, força-se durante n intervalos de 
tempo (n dado de entrada) que: 

X =X a a 

P =P aa aa ' 
(19) 

uma vez que se deseja conhecer com precisão somen 
te os parãmetros. 

iii) Processar durante estes n intervalos de tempo to 
das as demais variáveis c~._Pab• Pba. ~b), noE 
malmente com o uso das equaçoes 12, 14, 16 e 18. 

Utilizar as equações 19 corresponde a fazer Ka nu 
lo, ao invés de calculá-lo por 13. Este esquema permi 
te que se incorpore as observações apenas à estimativa 
dos parâmetros. Como se deseja conhecer bem apenas os 
parâmetros, ao contrário do caso de problemas de esti 
mação de estado onde .se deseja conhecer o estado, jus 
tifica-se o esquema proposto, justamente o inverso do 
filtro de Kalman-Schmidt [3] e também o oposto a vários 
outros procedimentos como o de Orlando e Bar-Itzhack, 
nos quais se inova com maior frequência a partição xa. 

OONSIDERAÇOES TE0RICAS SOBRE O DESEMPENHO 

Adotando as hipóteses de que v, w e v sejam ruí 
nos brancos de média nula e de que v seja não-correla 

cionado com \.1 e w, inerentes ao próprio filtro de J<all 
man, EOde-se provar qu~ a matriz Pab• calcul~da pelas 
equaçoes 13, 15 e 16, e realmente a correlaçao cruza 
da definida na equação 1 o, quando se força xa igual a 
Xa· Substituindo xa em 10 e substituindo~ pelo valor 
fornecido em 12, pode-se reescrever Pab como: 

T 
P ab = E t (ia- xa) CXb + Kb (z - HXa) - xb) } . 

Adotando a hipÓtese de sistema linear,pode-se es 
crever z como: 

z = Ha xa + v , 

e, portanto, com a hiEÕtese de não-correlação entre w 
e v e a definição de Paa• tem-se: 

- ~:: T P b =E { (x -X ) lxb- K H ~X - x )+ K. v) } a a a o a a a ·b 

- - T T = P b - P H K: cnd . a aa. a ·b = 

M:>stra-se a seguir que o filtro proposto pode ser 
de mínima variância, quando já se faz necessária a adi 
ção de ruído adaptativo ao sistema. Inicialmente, se 
guindo as demonstrações de mínima variância do filtro 
de Kalman propostas por Battin [1,2], Schmidt [3] e 
Sorenson [ 4] , tomando ~ e Kb da forma: 

K* = P HT (H P HT + R)- 1 + K 
a aaa aaaa a 

- T - T -1 Kb* = Pb H (H P H + R) + Kb , (20) a a aaa a 

pode-se escrever a matriz de covariância do erro na es 
timativa fornecida pelo filtro proposto na equação 20~ 
como: 

Paa pabl \Paa pab Ka(Ha15aaH! +R)K! Ka(Hal'aaH! +R)~ 
__ + -T T T T 

pba pbbl JPba pbb Kb(HaPaaHa + R)Ka Kb(HaPaaHa + R)Kb 

P H1 CHP H1 +R)- 1HP aa a a aa a a aa 
P HT (H P HT +R) -

1
H P b 

aa a a aa a a a 
-1 -l 

Pb HT (H P" HT +R) H P a a a aa a a aa 
P: HT (H P HT +R) -lH P 
baa aaaa aab 

(21) 

_ Qesta equação, pode-se notar que para Paa. Pab. 
Pba e Pbb dados, Ka nulo minimiza a variância do erro 
em Xa, qualquer que seja Rb, e que Rb nulo (esquema 
proposto) _minimiza a variância do erro em xb, qualquer 
que seja Ka· Assim, para idênticos valores iniciais, 
o filtro proposto e o de Kalman fornecem estimativas 
Xb derresma variância, a qual é mínima. 

Decompondo ~ como abaixo: • 

~ I 
~aa ~ab I 
O I ' 

onde I é a matriz identidade de dimensão igual ã do ve 
tor de parãmetro xh e ~aa ã matriz de transição do es 
tado ligado ao sistema nao-estendido, podem-se defi 
nir: 



L (U,V,M) <I> U<l> T + <I> VT<I> T + <I> V<l> T <I> M<l> T (23) 
aa aa ab aa aa ab + ab ab ' 

T T T 
J (V,M) = <l>bbv <l>aa + <l>bbM<I>ab (24) 

Pode-se escrever, para o caso em 
xa = Xa em ti, que: 

que se força 

p . 1 = L(P . ,P b.,Pbb.) + Q' ' aa1+ aa1 a 1 1 p (25) 

pb . 1 = J (P b . 'pbb . ) ' a1+ a 1 1 (26) 

(27) 

Na hipótese de inovar x em ti, ~ai+ 1 e ~bi+ 1 
ser~~ t~bém fornecidos por 2g ~ 27! enquan~o ~ n~~~) c~ 
var1anc1a Paai+1 do erro na est1mat1va a pr1or1 xa1+1, 
fica: 

-p(K) 

aai+ 1 

(28) 

A imposição de não-divergência exige a não-negati 
vidade de: 

E {z- Hia) (z- Haxa) T} - (z - Haxa) (z - Haxa) T 

= H P HT + R - (z - H x ) (z - H x ) T. aaaa aa aa 

Desta forma, embora o segundo membro da direita de 28 
seja não-negativo, os procedimentos adaptativos adicio 
narão ruídos QP e Qk diferentes nos dois casos, de for 
ma que não se pode garantir qual dos dois filtros terã 
na segunda iteração um valor de Paa mais propício à 
maior redução da covariância do erro nos parâmetros. 
Comparando as equações 25 e 28, é fácil verificar que, 
devido ao fato de o segundo membro de direita de 28 ser 
não-negativo, o ruído adicionado ao estado é em geral 
de nível mais baixo para o procedimento proposto. 

RESULTAOOS NUMbRIOOS 

Tentou-se o procedimento com dois sistemas térmi 
cos. O primeiro correspondente a um cilindro oco, com 
vácuo, dividido para efeito de modelagem em cinco nos 
(tampas e três anéis) que podiam trocar calor entre si 
e com o espaço (69 nÓ). Os modelos resultantes tinham no 
ve acoplamentos condutivos e radiativos,cinco capadida 
des térmicas e cinco termos de geração de calor. o se 
gundo sistema correspondia à câmara de sensoriamente re 
moto ''MEOSS", onde se trabalhou com dois modelos: o prT 
meiro com 21 nós e 71 acorlamentos condutivos e radi atT 
vos, e o segundo com 52 nós e cerca de 300 acoplamentos ~ 

Geraram-se dados em fitá para o caso do cilindro 
oco, a partir de modelos de 6 nós com coeficientes nomi 
nais, integrando o sistema para diversas condições 1n1 
ciais e funções de geração de calor interno. Os dados 
destas fitas eram lidos por um programa que acrescenta 
va a cada temperatura um ruído aleatório com 1°C de va 
riância (típico de termopares). O resultado deste pro 
grama era por sua vez gravado em disco e usado como da 
do de entrada para o programa de identificação. Desta 
forma, comparou-se exaustivamente o procedimento propos 
to e o filtro de Kalman [5). Verificou-se que o procedi" 
mento proposto fornecia melhores estimativas dos parâme 
tros para altas taxas de amostragem e piores para fre 
qüências mais baixas. As Tabelas de 1 a 4,escolhidas co 
mo exemplo, mostram que, para a freqüência de amostra 
gem de 2Hz, o filtro proposto é visivelmente superior. 
Para 0,25 Hz, no entanto, obtiveram-se melhores resulta 
dos com o filtro de Kalman. As Figuras de 1 a 4 estao 
ligadas às Tabelas 1 e 2 e mostram a evolução no tempo 
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da estimativa de alguns parâmetros. 

Tabela 1 - Filtro proposto aplicado ao ajuste de 12 pa 
râmetros n = 4; Temperatura medidas = 4; Ta 
xa de amostragem = 2 Hz. 

r.IRI,t.IEil«J ·VALOR VAI.DR VALOR \ 
JN ICJAL FINAl. OORRETO [RR() 

G 11 1,6000 1,352 1, 381 2 ,4 

G 10 0 , 8140 0,6661 ,6546 1, 8 

G 20 4, 263 E- 09 3 , 172 E-09 3 , 863 E-09 7 , I 

G 19 3 ,484 E-09 3,210 E-OS 3, 184 E-08 2,1 

G 40 3 , 90 1 E-08 3 , 697 E-08 3 , 70 1 E-08 0 ,1 

G 10 1 , 476 E-09 5 , 246 E-09 1 ,1 76 E-09 1,4 

G 30 1,277 E-09 1,1 40 E-09 1, 177 E-09 3 ,1 

M I 1 ,2000 1,0068 1,0000 0 , 7 

M 3 1,2000 1,0170 1, 0000 1, 7 

~~ 2 0 , 9000 o , 9952 1, 0000 o,s 
M 4 1, 1000 0 , 9790 1, 0000 2 ,1 

M 1 1, 1000 1, 0131 1 ,0000 1,3 

Tabela 2 - Filtro de Kalman aplicado ao ajuste de 12 
parâmetros taxa amostragem 2 Hz; Temper~ 
tura medidas = 4. 

PAJWIITRO VALCil VALOR VALOR \ 
I ~ I CIAL FIN\1. CORRETO EJ(RO 

G 11 1 , oooo 1, 394 1,381 0, 6 

G 10 0 , 8 146 ,6819 ,6146 4, 2 

G 20 4 , ?63 E-09 4,291 E-09 3,863 E-09 11 ,2 

G 19 3,484 E-08 3, 264 E-08 3,184 F.-08 1,5 

G 40 3,901 E- 08 3,831 E- OS 3,701 E-08 3,5 

L 50 S,4io E-09 4 , 386 E-09 5 ,1 76 E-09 15 , 3 

G 30 1, 277 E-09 1,187 C-09 1, 17i E-09 0 , 9 

~~ 5 1, ZOOO 1, 0046 1,0000 0 , 5 

M 3 1 , 2000 0,9483 1, 0000 5 ,2 

M 2 o , 9000 1, 0364 1,0000 3 , b 

~~ 4 1 ,1000 1, 0187 1, 0000 1, 9 

M 1 1,1 000 1, 0055 1 ,0000 0,6 

Tabela 3 - Filtro proposto aplicado ao ajuste de 12 pa 
râmetros n = 4; Temperaturas medidas = 4;T~ 
xa de amostragem = 0,25 Hz· 

PARÃNEll«J VALOR VAJ.DR VALOR I 
I~ICIAL FINAL CORRETO ERRO 

G 15 1,6000 1,339 1, 385 3 , 3 
G 10 0,8146 0 ,672 ,6546 2 ,7 

G 20 4,263 E-09 3 , 91 7 E-09 3 , 863 E-09 1, 4 

G 19 3,484 E-08 3 , 093 E-08 3 ,1 84 E-08 2,9 

G 40 3 ,901 E-08 3 , 589 E-08 3,70 1 E-08 3 ,0 

G 50 5,476 E-09 5,130C-09 5 , 176 E-09 0,9 

G 30 1 , 277 E-09 1,4 54 E-09 1 , 177 E-09 23,5 

M 5 1,2000 1, 0009 1, 0000 0 ,1 

M 3 1, 2000 0 ,9765 1,0000 2, 4 

M 2 0,9000 0,9622 1 ,0000 3,8 

M 4 1,1000 1,0048 1,0000 0 , 5 

M 1 1,1 000 1,099 1,0000 ~.9 

Tabela 4 - Filtro dE> Kalman aplicado ao ajuste de 12 pa 
râmetros 11 = O; Temperatura medidas = 4; Tã 
xa amostragem= 0,25 Hz· 

PARÃ' IF.TRO VAI DR VALOR VAI DR I 
INICIAI. FI!\.'U. OORJU,TO [RRO 

G 15 1,~000 1,3R1 1,385 0 , 3 

G 10 0 , 8146 0,6826 , 6546 5 , 7 

G 20 4, 263 E-09 3,404 E-09 3,863 E-09 11,9 

G 19 3,484 E-08 3,209 [-08 3,184 E-08 0,! 

G 40 3,901 F.-08 3, 61 1 E-OR 3 , 7 01 E-08 2,l 

G SO 5 ,4 76 [ - 09 1,483 L-OQ 5, 176 E-09 1,9 

G 30 1,277 E-09 1,208 E-09 1, 177 E-09 2 ,6 

M 5 1,2000 o , 9941 1,0000 O, b 

~· 3 
1,2000 1, 01 7 1,0000 1, 7 

M 2 0 ,9000 0 , 9686 1 ,0000 3, 1 

M 4 1, 1000 1,009 1 , 0000 0,9 

M 1 1,1000 1,0 16 1, 0000 1 ,b 
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Figura 1 - Filtro modificado para condutores 
radiativos (G40 e GSO). 
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Figura 2 - Filtro de Kalman para condutores 
radiativos (G40 e GSO). 
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Figura 3 - Filtro modificado para condutores 
radiativos (G20 e G19). 
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Figura 4 - Filtro de Kalman para condutores 
radiativos (G19 e G20). 

Para o caso da câmara MEOSS, foi possível melho 
rar a estimativa dos parâmetros como filtro proposto: 
pois este permitiu trabalhar com 0,05 Hz detaxade amos 
tragem. Esta taxa já era demasiadamente alta Eara o uso 
do filtro de Kalman, pois levava à deterioraçao dos r~ 
sultados obtidos com este e taxas mais baixas. Para os 
casos de estimar 68 parâmetros do modelo de 21 nós, com 
erros iniciais de 5 a 15% e de zero a quatro parâmetros 
não-estimados com erros até 4%, é que a diferença de 
desempenho entre o filtro proposto e o de Kalman ficou 
mais acentuada. . 

Para a câmara de ~SS, testou-se também o filtro 
na identificação do modelo ae 21 nós com a geração de 
trajetórias a partir do modelo de 51 nós, obtendo-se re 
sultados satisfatórios. 

CONCLUSClES 

Com base nos resultados teóricos e numéricos pode 
-se verificar que o procedimento proposto é uma alterna 
tiva interessante quando se desej a identificar modelos 
de sistemas dinâmicos. E possível obter resultados me 
lhores com este procedimento quando se sobe a taxa de 
amostragem, do que com o próprio filtro de Kalman . 

Para trabalhos futuros, sugere-se o estudo de quan 
do ou a partir de que taxas de amostragem é mais inte 
ressante o uso do procedimento aqui descrito e o estudo 
do efeito de inovação da partição referente ao estado na 
observabilidade dos parâmetros. 
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SIM4ARY 

In this work we introduce new dynamic systems 
identification technique where one to improve the 
parameters estimates by not assing the measurements 
information to the state estimation , doing this onty 
to the parameters estimation . Numericat resutts, 
obtained with this procedure appZied to thermat 
systems , and a theoreticat discussion about this 
method, are presented. 
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SUMÃRIO 

O ~baiho a~~enta o ~ojeto, a con6~ção e o t~te de um amo~ecedo~ mecâ
nico do tipo P-iAtâo com oJU.{I.U.0-6 caU.bMdo-6. A con6tarl-te de amo~eCÁ.men;to õ.t<.mo pa
M o .6-Wtema mecânico 6o.<. det~.<.na.da a ~ da teow ~d.<.U.onai de v..LbMÇ.Õ~. 0.6 
oJU.6ZU.o.6 do P-iAtâo 6o~ d..Lmen6.<.onado.6 ut..Ll..Lzando-.6e a teo!Úa de mecânica do-6 6iu.<.
do.6. F.<.naimen;te, o amo~ecedOA apÕ-6 con6~tit.do 6o.<. t~tado no taboMtÕ!Úo de v.<.bM
çõ~. 

INI'RODUÇÃO 

Foi desenvolvido no Departamento de Engeru1aria 
Mecânica da Universidade Federal de Santa Catarina um 
dispositivo mecânico destinado a detectar as variações 
dimensionais de pisos cerâmicoslll. Tal dispositivo 
consta fundamentalmente de um apalpador, ligado a um 
sistema mecânico de amplia~ão . . 

A medição dos pisos e efetuada sobre uma correia 
transportadora em movimento . O choque entre p~sos e 
apalpador pode provocar vibrações inadmissíve1s deste, 
comprometendo o processo de medição . Tais vibrações fo 
ram reduzidas a um nível satisfatório acoplando-se um 
amortecedor ao dispositivo. 

1\{)DELO MATEMÃTI CO 

O comportamento dinâmico do dispositivo de ~di 
ção pode ser comprovado pela análise de sect modelo ma~ 
temático . Fazendo-se as simplificações admissíveis, o 
dispositivo foi reduzido a um modelo com 1 grau de li
berdade, conforme mostra a figura 1. 

e 

Figura 1 . Modelo matemático 

Dê acordo com o modelo matemático, da figura 1, 
obtém-se a equação diferencial do movimento 121 . 

(1) 

Algw1S dos parâmetros da equação (1) foram obtidos do 
dispositivo construído 111 e valem: R= SOO mm; t = 
260 mm; k = 38,4 kgfm- 1

;, I= 0,017 kgfms 2
• O momento 

de inércia "I" foi determinado a partir da frequência 
natural do dispositivo Wn = 12,40 s- 1 correspondente 
ao período medido de vibrações livres não amortecidos. 
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O amortecedor fo1 determinado a part ir do amorte 
cimento crítico 121 da equação (1) que vale Cc = l,o 
kgf s m- 1

• Como o amortecedor recomendável está na fai 
xa de O, 7 a 0,8 Cc tem-se para o mesmo: -· 

C = 1,2 kgf s m- 1 

CONSTANTE TE0Rl CA DE AMJRTECIMENTO 

(2) 

A energia decipada pelo escoamento de um fluido 
em um orifício cilíndrico por peso unitário de fluido 
131 é dado pela equação (3) 

Ed = 8\l Cm S (3) 
I Y ro2 

onde u = Viscosidade absoluta do fluido; 
y = Peso específico do fluido; 
Cm =Velocidade média do fluido; 
S = Comprimento do orifício; 
r 0 = Raio do orifício (ver figura 2) . 

Figura 2. Orifício cilíndrico 

O peso do fluido deslocado em cada orifício em 
um tempo ót pode ser calculado a partir da figura 3 co 
mo sendo 

6G 

onde CP =Velocidade do pistão; 
z = Número de orifícios . 

(4) 

Combinando as equações (3) e (4) pode ser calculada ~ 
energia dissipada nos orifícios do pistão em um tempo t: 
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Ed J
t 8)1 s an c;, 'TI r 2 dt 

r 2 o o 

Cm 

-· : 8 Cp 

Figura 3. Fluido deslocado pelo 
movimento do pistao. 

(S) 

1 

Considerando-se a equação da continuidad~ ZCmr~= 
r 2Cp e o posicionamento do amortecedor CCp = R8) , a 
equação (5) pode ser simplificada para 

J
t. 

Ed = K 8 2 dt 
o 

d K _ 8rr11 S R
2 

C r) " on e - Z ro 

(6) 

Considerando-se as expressões das energias ciné
tica e potencial do modelo da figura 1 e a energia eis 
sipada calculada pela equação (6) obtém-se a equaçãO 
da conservação da energia do dispositivo como sendo: 

iiG 2+KJtê 2dt~ l 282 = cte 
o . 

(7) 

Derivando-se a equação (7) chega-se a equação di 
ferencial : -

I0+Kê+kt28 = o (8) 

Comparando-se as equações · (1) e (8) verifica-se 
que o amortecedor pode ser calculado teoricamente pela 
equação seguinte: 

c=~ (....!:..)4 
L To 

(9) 

DIMENSJONAMENI'O DO .AMJRTECEDOR 

Conforme a equa~ão (9),deduzid~a constante de 
amortecimento do pistao depende de 5 parãmetros. As 
dimensões do amortecedor foram arbitradas em função 
dos materiais disponíveis no laboratório (ver figura 
4). Para se ter o amortecimento recomendável (2) isto 
é C= 1,2 kgf s m- 1

, o Óleo deverá ter a seguinte vis
cosidade obtida da equação (9) : 

11 = 7,5.10- 3 kgf s/m 2 (lO) 

As dimensões principais do amortecedor projetado 
estão apresentadas na figura 4. 

ENSAIO DO .AMJRTECEDOR 

O amortecedor construído conforme a figura 4 foi 
testado no laboratório de vibrações e acústica da 
UFSC, para tal foi montado conforme a figura S. A par
te superior do amortecedor está presa a uma estrutura 
rígida. A parte inferior é interligada através de um 

50 

__j 7,5 ~ 

Figura 4. Amortecedor construído. 

AMORTECEDOR 
EM TESTE 

TRANSDUTOR 
DE FORÇA 

1 
1 1 I ACELEROMETRO 

EXCITADOR 

Figura 5. Montagem para teste do amor 
tecedor. -

transdutor de força a um ·excitador eletrodinãmico. 
O amortecedor foi testado com uma força senoidal 

de frequência 2 Hz (12,57 s- 1
) que é aproximadamente a 

frequência natural do dispotivo de medição (12,40 s-I~ 
Para várias amplitudes de força excitadora mediu-se a 
aceleração correspondente que após integrada fornecia 
a velocidade relativa no amortecedor. A constante de 
amortecedor foi calculada então usando-se a equação 
(11) 

c = !. 
v 

(11) 

Na falta do Óleo recomendado conforme a expres
são (10) utilizou-se para teste um Óleo SAE 50 disponí 
vel. Este Óleo na temperatura de trabalho de 259C ti~ 
nha uma viscosidade de 5.10- 2 kgf s m- 2 ISI. Para ele 
a constante teórica calculada pela equação (9) vale: 

cteórico = 8 kgf s/m (12) 

Na figura 8 estão apresentados os resultados teó 
rico e experimental do amortecedor. 

OBSERVAÇOES FINAIS 
Conforme a referência 111 a velocidade inicial 

no amortecedor devido ao choque da peça contra o apal
pador é da ordem de 50 mm/s . Nestas condições a cons
tante de amortecimento é praticamente igual ao valor 
teórico. Como o Óleo utilizado tem a viscosidade apro
ximadamente sete vezes maior do que o necessário ~a 



o 40 
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lO TEÓRICO 

6 8 10 20 40 v (mm s) 
0,55 1,19 2,38 x( mm) 

Figura 8. Constantes de amortecimento 

fornecer o amortecimento ótimo, estamos em presença de 
um amurtecedor super crítico. Tal amortecedor mostrou
se ainda assim satisfatório para a redução das vibra
ções e como tal foi utilizado. 

A constante de amortecimento experimental (ver 
figura 8) cresce Eara velocidades baixas o que corres
pçnderia a condiçao de atrito estático 141. 

O presente trabalho teve a finalidade de resol
ver um problema particular de redução de vibrações 
111 . Para tal desenvolveu-se a equação (9) que permite 
o dimensionamento teórico de um amortecedor tipo pis
tão com orifícios . A limitação da fórmula no presente 
caso pode ser observada pela figura 8. Pretende-se em 
um trabalho futuro testar outras combinações de parãme 
tros ~. r, r 0 , S, Z de modo a poder se levantar o cam~ 
po de aplicabilidade da fórmula (9) deduzida. 

REFERENCIAS 

III 

121 

NEVES, B.M., "Desenvolvimento de um Modelo de Sele 
cionador de Peças Cerâmicas", Tese de Mestrado, 
UFSC, 1984. 

TI-Ia.!PSON, W.T., ''Vibration Theory and Aplications", 
Prentice Hall Inc., N.J., 1965. 

CRUZ DA COSTA, E., ''Mecânica dos Fluidos", Escola 
de Engenharia Mecânica da URGS, Porto Alegre, 1963. 

141 KAUDERER, H. , "Nicht Lineare Mechanü. ", Springer
Berlin/GOttingen/Heidelberg, 1958. 

I 5 I VOGEL POHL, G., "Betribssichere Gleitlager", 
Springer-Berlin/Heidelberg/New York, 1967. 

SU1>f.1ARY 

This work describes the design, construction and 
tests of a hydraulic damper prototype of piston type 
with calibrated orifices. The optimum damping constant 
of the system was determined from vibration theory 
fundamentais. Dimensions of piston orifices were calcu 
lated based on fluid mechanics principies. The prototz 
pe was tested at the Acoustics and Vibration Laborato
ry. 
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FREQUENCY DOMAIN ESTIMA TION 

OF STRUCTURAL PARAMETERS 

JOSÉ ROBERTO DE FRANÇA ARRUDA 
GEPROM/UNICAMP. SP 

Mo dai. a.nai.yú.A a.nd "riútect" rwrt paMme»úc. model. -i.del'l.ti.6J..c.iliort :tec.hrtiquu: Me 
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arte VOF ~y~:tem Me utima.:ted 6Mm ili c.ai.c.uia.:ted 6~equenc.y ~upoMe. A me:thod 6M u
timilirtg a. Linú.t.ed numb~ o6 ~~~e paMme:teM 6Mm ortly arte FRF ~ pMpMed. The 
me:thod ~ ~ed to utima.:ted .the arte VOF ~y~:tem ex.a.mp.te. PMúb.te a.ppUc.ilioM o6 the 
pMpoud me:thod Me ~c.~~ed. 

INfRODUCIION 

Theoretical analysis of the vibrational behaviour 
of structures using mathematical/m.nnerical methods like 
finite element to predict natural frequencies, mode sh~ 
pes, transmissibilites, etc. is frequently done in the 
design stage. When a representative model of a built-up 
structure is needed for vibration analysis and control, 
the problem aríses of finding the best values for model 
parameters. Parameters are generally measured and con
sist basically in geometric sizes and material proper
ties. Although sometimes we may not be aware of the fact 
even these parameters are estimated because of statisti
cal errors involved in the measurement procedures. 

Some s'trucmre e.1emem:s llke mechanical joints 
are very difficult to characterize and often some more 
complicated measurement procedure involving the applica 
tion of a known dynamic force and measurement of struc
ture response displacement, velocity or acceleration 
are necessary (1]. 

The increasing interest in parameter estimation 
techniques aríses from both the need for increased mecha 
nical system performance and the availability of modern
computer hardware and software facilities ( 2). 

This paper presents some simple methods for struc 
ture parameter identification from measured frequency -
response functions by least-squares curve-fitting. Clas 
sical tecru1iques for non-parametric model (modal analy~ 
sis and "direct") parameter estimation are presented and 
some simple examples treated. 

Classical techniques need N frequency response 
functions to be measured for an N degree-of-freedom sys 
tem. In some applications, however, not all the points
of the structure are accessible for measurement or exci 
tation. A technique allowing the estimation of a limited 
nurnber of system parameter of a parametric model from 
only one frequency response function is proposed. As an 
example this technique is used to estimate parameters of 
a one degree-of-freedom structure. 

FREQUENCY RESPONSE OF A STRUCIURE 

With the assumptions of linearity and internal 
damping proportional to stiffness, the dynamic behaviour 
of a strúcture may be represented by the well-known ma 
trjx equation (3] : -

(M]\x} + (K+iD] {x} = {f} (1) 

where (M] ,[K] and [D] are the inertia,stiffness and 
damping matrices respectively, { x} is the displc.cement 
vector and { f} the force vector. 

Transforming equation ( 1) to the frequency domain 
and using the properties of linear frequency transforma 
tion [ 4] we can obtain: -
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-w2 [M] {X} + (K+iDJ {X} = {F} (2) 

where w is frequency in rad/sec and capital letters deno 
te variable in the frequency domain. 

Using the properties of orthogonality of modal vec 
i:tors, with[4>] being the modal matrix conveniently norma-
lized, we can write [ 3] : -

-w2 [I]{n} + [w~j{n} = [4>] T {F} (3) 

wfiere 

{X}=[4>] jnJ. 
[I] is the identity matrix and w2 are the complex natu-
ral frequencies • n 

Equations (3) may be arranged to be expressed in 
frequency response terms : 

(4) 

It is easy to show from equation (4) that the frequency 
response function between excitation applied to station 
j and displacement measured at station i is given by: 

X. 4>n 4>n 
H .. (w) 1 E i j =--= 

1J 
Fj 

n wz-wz 
n 

(5) 

h n · h · th 1 f d E · (5) w ere q>. 1s t e 1-- e ement o mo e n. quat1on may 
then be~itten as: 

H .. (w) = E 
1J n 

(6) 

It is clear from equation (6) that only one row or col
lumn of matrix H(w) is needed for obtaining the whole 
matrix. This means that in order to identify the whole 
structure an excitation rnust be applied in any station 
and the response measured at all stations or vice-versa. 

MJDAL ANALYSIS 

The general problem of curve-fitting measured FRF 
by equations (6) has been comprehensivily treated in re 
ference r 51 . As the purpose of this paper is to introdu 
ce parameter estimation techniques in a simple, easy-to
-understand way, the modal analysis method will be for
mulated for only a one DOF system. Generalysing to N 
DOF systems is straightforward [ 5]. 
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The one DOF dynamic system has an equation of mo
tion that may be written as: 

mx + (K+iD)x = f (7) 

where the only frequency response function is given by: 

H(w) 1/m (8) 
__!_ + iD _ w2 
m m 

wr·itting equation (8) in terms of equation (6) gives: 

H(w) 
<Pn 

ul - w2 
n 

(9) 

where Re [ w~J= k/m; Im [ w~J= D/m; <Pn = 1/m 

The difference between measured FRF M(w_.) and model va
lue H(wk) at frequency w = wK = kw

0 
is given by : 

<Pn 
ek=---~ 

w~-u{ 
(10) 

where the subscritpt k denotes the value at fre~uency 
~· In order to linearize the error function with res
pect to parameters <P and w2 we can writte; n n 

ek = wk[ <Pn - (w~-u{) ~] (11) 

where wk = (w~-w~)-1 is the weighting functíon that can 
be calculated from values of the previous iteration in 
an iterative process. The error function for least-s~ 
res estimation is: -

* E = E ek = E ek ek 
k k 

and from equation (11) we have: - · 

E= ~lwki 2 {<P~-<Pn[Re[w~J+ ilm[w~] - wk) ~-<Pn[Re[w~J-

~-· - ilm[w~]- wk]Mk+l~l 2 [[Re[w~J-wkJ2 
+ [ Im[w~l] 2J} 

(12) 
where * denotes the complex conjugated. The parameters 
that minimize the error function are obtained by solving 
t..lJ.e linear system of algebraic equations : 

fiO[ t 

aE = 0 
aRe[w~] 

aE = o 
arm[w2

] 

a E 

íl<Pn 
= o 

(13) 

equations (13) can be put 
where: 

in the matrix form: [A} { ~l =(b} 

o ~lwki 2 Re [MS 
k 

El"\1 2 1~1 2 

k 

A= I · O 

-Eiwki 2Re[~) 
k 

~-lwkl 2 1~[ 2 

Elwki 2 Im[~] 
k 

E I wk I 2 Im.fMkJ 
k 

Elwkl
2 

j(14) 
k 

2 Re [wn 

{ <P } "' \ Im (w~] 

<Pn 

{b}= 

Elwkl 2 1~1 2wk 
k 

o 

• 
1
- Eiwkl

2 Re(~]wk 
k 

The estimated parameters are given by equation A.7: 

H}=[[A] T[AJ]=-1 CAJT {b} (15) 

Using a microcomputer the equations above were solved. 
Equation (8) was used to generate ·~asured" FRF. Table 
1 shows the results obtained. 

Table 1. Estimation by Modal Analysis with 50 
points in frequency and 10 rad/sec. 
increment. 

~ 
I 

K ' M D n 

Initial values 5, 000 . 5. 30. 

15 t Iteration 10,000.000 10.0000 20.0000 

. r , 

Theoretical values 10,000. 10. 20. • 7:1 

r:t ~ 

DIRECT PARAMETER ESTIMATION 

Equation (2) may be used directly to formulate the 
estimation problem: 

( -wk \Xk}T \{xk}T \ i {Xk}Tn~~l] = [{Fk}T] 

l[DJ 

(16) 

where Xk denotes X(wk) and Fk denotes F(~) . Equation 
(16) corresponds to N standard identification problems 
.like the one shown in the Appendi:x. Formulating for an 
excitation at one station i and response measurement at 
all stations: 

[ .-wk { Xkt T l {Xk} T ! i txk} T ]{tMij}l = { Fjk} 

{Kij} 

{Dij \ 

(17) 

where Fjk=O if jfi. For j=i the problem can be 
solved by equation A.7. For jfi the equation is homoge
nous and one collumn of the matrix containing response 
variables must be passed to the right hand of eguation 
(17) so that it can be solved. [M], [k], and [D] matri 
ces are generally symetric and so there are only N(N+I)/2 
elements to estimate for each one. 

As an example, let us apply the method to the one 
DOF system of equation (7) : 

[-u{ xk i xk ! iXk] m 
= { Fk} (18) 

Matrices in equation (18) are complex but in order to 
solve the problem in BASIC language where the complex 
statement is not available, we can take: 

Fk = Fo k = l,N (19) 
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a pseudo random periodic signal with real constant spec 
trum. The problem can then be decoupled: -

(_20) 

(21) 

The estimation can be done using only equation (2Q}. The 
measured response may be generated from: 

Re[xk] 
F 

0 
(k-mo2

) 

(22) 
T 

rm[xk] = 
-F

0 
D 

(23) 
T 

where T = )Ck-mo2
)

2 + D2 ' 

Results of estimated parameters are shown in Table 2. 

Table 2. Estimation by the direct method with 50 
points in frequency and lO rad/ sec. in
crement 

~ k m D 
n 

Ini tial values * - - -

Estimated values* 10,000.0000 lO .000 20.0002 

Theoretical values lO ,000. lO. 20. 

* This method is not iterative. 

1HE PROPOSED ME'THOD 

As it was shown in the previous example, working 
in the frequency domain with complex quantities means 
decoupling the identification problem in two. This red~ 
dancy is apparent in the fact that structure parameters 
can be estimated from the curve-fitting of only the mo
dule of the frequency response curve. For simplicity . 
the proposed method will be fonnulated using only the 
module of the FRF. 

Any measured FRF is a function of all structure 
parameters and may be more or less sensitive to changes 
of each parameter. So it should be possible to estimated 
any sys tem parameter from any measured FRF , provided i t 
is enough sensitivc to produce a good estimation. 

The number of parameters that can be estimated is 
limited and depends on the number of natural frequencies 
of the structure in the observed frequency range. To 
each complex natural frequency correspond a complex re
sidue, totalising four parameters per natural frequency 
that describe uniquely the FRF. TI1e identifiability of 
a given set of structure parameters is thus dependent 
upon the number of parameters to be estimated and the 
sens±tivity of the measured FRF to them. 

A given FRF may be written as: 

H(w, a) i = l,p (24) 

where p is the number of parameters ai to be estimated. 
Linearising H with respect to the parameters by Taylor's 
expansion gives: 
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The error function to be minimized is: 

where M(~) is the measured FRF. Minimizing E leads to 

the system of linear algebraic equations: 

a E 
aa. 

1 

o i = l,p 

Equations (27) may be arranged to give: 

where: 

A .. 
1J 

b. 
1 

l: 
k 

Hk
0 = H(w , a~) n 1 

da. 
J 

(27) 

(28) 

Equation (28) is used in an iterative process where the 
parameter vector of iteration t, {a}t is calculated 
from: 

(29) 

It is easy to show that t,his is equivalent to ghe Gauss
-Newton method of error minimization [6] . This method 
does not always present convergence and the choice of 
the initial values must be carefull. 

Derivatives in equation (28) may be calculated by 
numerical methods from FRF values at neighbour points. 
As an cxample, the sarne one DOF system was identified. 
Derivatives were calculated by a forward Newton-Gregory 
fornula [ 7] : 

Using equation (29) and ·equation (8) to generate "measu 
red" FRF the results obtained are presented in Table 3--: 

Table 3. Estimation by the proposed method with 50 
points in frequency and lO rad/sec.increment 

~r 
J 

D i K m 

:!:nitial values 5,000. S. 30. 

l 5 t iteration 7,500.1859 7.5004 38.3815 

2nd iteration 9,375.2412 9.3757 35.6151 

3rd iteration 9,960.9081 9.9609 25.7546 

4th iteration 9,999.8499 9.9999 20.6869 

sth iteration 9,999.9998 10.000 20.0113 

rneoretical values 10,000. 10. 20. 
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IHSaJSSION 

The proposed method is very po.verfull as i t permits 
estimating a limited set of actual parameters of complex 
structures. These parameters may be of any kind like si 
zes, dynamic coefficients, mass distribuition, etc. Fini 
te Element or any other structure modelling meti1od may -
be used to calculated the frequency response function 
for a given frequency and a given set of parameter values. 
This is possible because there is no need for an analyti 
cal formulation of the system's equations of motion. -

The usual practice of adjusting mathematical mo
dels to measured responses is an exhaustive search pro
cess. The proposed meti1od do not replace experts in this 
job but is instead a tool to help them to do it more 
quickly and efficiently. The problems of choosing the 
good response function to be measured, the best measure 
ment procedures, the br.oad-frequency excitation type -
and the initial parameter values are still quite depen
dent upon the skill of the expert. 

CONCLUSION 

Two classical frequency domain structure parame
ter estimation techniques were presented in a comprehen 
sible, simple way. These methods need N frequency respÕ~ 
se functions to be measured in arder to identify an N 
degree-of-freedom structure. A third alternative method 
that allows estimating a limited number of structure 
parameter from only one FRF was presented. As an example, 
the parameters of a one DOF system were estimated using 
the three methods . 
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APPENDIX 

The generalized inverse least-squares problemmay 
be stated in matrix notation as follows: 

{b}t = (AJ(~} (A.l) 

where bt are theoretical values a••1d ~ the parameter 
vector. The measur_ed value of b can be written as: 

{b}= [A]{~}+ (z} (A.2) 

We take the sum of the squares of the differences bet
ween theoretical and measured values as the errar func
tion E: 

E= E zf = {z}H {z} 
i 

(A.3) 

where H denotes the transpose conjugate. The best esti 
mation gives the minimum E, so that: 

a E 

Cl<jl i 
o 

Replacing (A.3) into (A.4) gives: 

(A.4) 

E= [b}H{b_} - {b}H(A]{<P}- {<P}H(A}H{b}+(<P)H(A}H[A]{<P}(A.5) 

Deriving with respect to <P gives: 

~ = -2 [A)H b- 2[A)H (A] ~ = {o} (A.6) 
íl{ <P} 

where{b}H[A]{<P} = {<P}H[A]H{b) because this is~ real 
scalar. Equation (P.6) may be arranged to give the fa 
miliar generealized inverse least-squares solution: 

{~}=[(A) H [A]] -l[AJH{b} (A. 7) 

which gives the least-squares estimators[~} of parame
ters {<PJ. 
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1. INrROOOÇÃO 

UM ESTUDO DE VIBRAÇÕES LIVRES DE CASCAS 
ESFÉRICAS USANDO UM ELEMENTO FINITO MISTO 

ELISEU LUCENA NETO 
WOLF ALTMAN 

IEAE/IEA/ITA- SP 

SUMÃRIO 
Um óunuonal de. HeU.i.ngVt-RWMVt mocüó.i.c.a.do é: a.plte..6mta.do pa!La. c.aJ..c.a.6 e6Ó~ 

c.a.6 ó.úta.6. Uma. óoJtmula.ç.ão m.ú.ta. de. e1.e.me.n.to6 6.-i.nJ;tM é: de.unvoR.v.i.da. a. pal!-ti.Jt de.6t.e. ó~ 
c..i.onal. A c.oncüç.ão de. c.on.t.i.nu.i.da.de. C 0 do óunc..i.onal é: 6a.;tJ.A 6e..i.ta. a.66um.útdo pol.útâm.i.o6 
bil.úte.a.JtM pa.Jta. a;., vaJr.-iJivw de. c.a.mpo. O el.e.me.n.to qua.d.ltiliLt.Vtal c.UJtvillne.o obtido é: ~ 
plic.a.do a. p!tobR.e.ma;., de. v.i.b.1ta.ç.Õe..6 liv!te..6 de. c.aJ..c.a.6 e6óê:.lt.i.c.a.6. Em :t.odo6 o6 Jte..6ulta.d06 dM 
ta. a.náe.i.6e., ob;te.ve-6e uma. p!te.c..i.6ão muito boa.. 

+Jl{N [-1-(~+ vcos<P)-w]l+ N (Clv- w)l e sen<P ao a <P Cl<P a 
sm 

Clv Clu 1 } 2 +Ne<P Ca<P + ~sen<j>-ucos<P) asen<P a sen<j>ded<j> 

Uma dificuldade básica na aplicação dos princípios 
variacionais [1] ao método dos elementos finitos é a de 
satisfazer a continuidade das variáveis de campo nas in 
terfaces dos elementos bem como a de suas derivadas ate 
uma ordem inferior a m~is alta ordem apresentada n9 fun 
cional. Assim, um func1onal que apresenta apenas der1vada-:s
de baixa ordem tem como grande vantagem sobre os demais o 
fato de as funções de interpolação poderem ser mais simples. 

ff{ [ Clu 1 â 
2w Clw ] 1 Clv Cl 2w 1 

- Me ae+ sen<j> -aez+(v+ ~)cos<P a2 sen<j>+~ C~-+w)az-

Baseado nesta idéia, Herrmann [2,3] estudou proble 
mas de flexão de placas através de uma formulação mista 
de elementos finitos derivada de um funcional de Hellin 
ger-Reissner [4,5]. Uma extensão dessa formulação à anã 
lise de cascas foi feita pelo próprio Herrmann e Campbell 
[6] e por Prato [7]. 

Vários outros trabalhos sobre a formulação mista 
surgiram subseqUentemente. Merecendo, ainda, ser incluí 
do entre os primeiros, o de Cook [8] aplicado ao proble 
ma de estabilidade e de vibrações livres de placas. -

Prager [9) estabeleceu os fundamentos teóricos da 
formulação mista de elementos finitos para placas usando 
princípios variacionais com as condições de continuidade 
relaxadas nas interfaces dos elementos. 

Baseado no trabalho de Prager, apresentamos um fun 
cional de Hellinger-Reissner para cascas esféricas onde 
a condição de continuidade da rotação normal é relaxada. 
A condiçãc de continuidade C0 do funcional é satisfeita 
assumindo polinôrnios bilineares para as variáveis de cam 
po. O uso de funções de interpolação simples confere a 
formulaçã0 desenvolvida uma vantagem sobre o método dos 
deslocamentos que é a simplicidade algébrica na obtenção 
da matriz do elemento. O elemento quadrilateral curvilí 
neo obtido é aplicado a problemas de vibrações livres de 
cascas esféricas. Dois exemplos são apresentados : (i) u 
ma casca hemisférica engastada e (ii) um painel esférico 
com uma borda engastada e as demais livrpc 

2. RINCIONAL 

Suponha que a superfície média S de uma casca es 
férica seja dividida em N elementos s1 ~ s2 , ••• ,~ por ~ 
ma malha de paralelos e meridianos. Consiaerando a casca 
como uma combinação desses elementos e usando a notação 
da Fig. 1, o funcional de Hellinger-Reissner 7T para a cas 
~!i~~~a~·~~~i~ã~o~ac~ntinuidade da rotação normal B~ 

, 
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s 
m Clv a 2w Clu Clw 2 } 2 

+Me<P Cae+aea<P+~<Psen<P-ucos<P-aacotg<P)a2 sen<j> a sen<Pded<P 

-JJsmpw;h(u2+v2 +w2 )a2 sen<j>ded<j> 

-JJsmCqeu+q<Pv+qww) a2 sen<j>d9d<P 

-EJB MnBndo 
n 

-Jc ONnôn+Tntôt-MnBn+Vnw)dC+Mntw!c 
a a 

-fc (N (ô -'E ) +T t (ôt-'Et) -M (B -B ) +V (w-W)) dC ônnn n nnn n 

(1) 

~ . 
I --í 
~-- \ I 
', \ I 
', I 

'-- 1/ "• --'------/ 
Figura 1. Esforços, deslocamentos e carregamentos 

onde E é o módulo de Young: v o coeficiente de Poisson; 
h a espessura da casca e o a massa específica. Na borda 
n, ôn e ôt são os deslocamentos normal e tangencial, re~ 
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pectivamente; N o esforço de membrana normal; M e M 
os momentos fle~or e torçor por unidade de comp~imen~b 
e T t e V os esforços de cisalhamento efetivo. C e C 
são~ resp~ctivamente, os contornos da casca onde 8s e~ 
forças e os deslocamentos e/ou rotações são prescritos~ 
cujas quantidades estão indicadas pelos seus símbolos 
com' uma barra. A notação ()\c (y=cr.~) indica que a di 
ferença dos valores nas extrem{dades de Cy é tomada e 
rfR_M 6 da é a integral de M 6 nas interfaces dos ele '"'Ilnn -Bn - ~ -mentos onde a rotaça B e descont~ua. 

No funcional (1), desprezou~se os efeitos de de 
formação de cisalhamento transversal e de inércia à rota 
ção e assumiu-se um movimento harmônico com freqUência 
natural w. Integrando por partes os termos : 

JJ8 M6 -Je(u+ se~cp ;)dedcp e IJsMcp~Cv+$)sencpdedcp 
m m 

e considerando as condições de contorno de bordas li 
vres, simplesmente apoiadas e engastadas, o funcional 
(1) reduz a : 

n=-JJs ~[N~+N~+2(l+v)N~cp-2vNeNcp]a2 sencpdedcp 
m 

-JJsmJ-[M~+M~ + 2(l+v)M~cp-2vMeMcp]a2 sencpdedcp 

Jf { [ 1 ílu J 1 ílv 1 
- sm Ne sencpCae+ vcoscp)-w a+ N<P(íl<P- w)a i 

+Necp ( ~ + ~~sencp-ucoscp) as;ncp} a 2 sencpdedcp 

Jf ílw cos<P 3 1 aw 1 
- Sm [Me (v+~) a2sencp- a e (u + sencp ãe) a2 sencp '• 

-M C + aw) coscp _ ílM<Pc + ílw) 1 
cp v ~ a2 sencp íl<P v íl<P ã7 

av íl 2w ílu ílw 2 l 2 d +Mecp C as+ íleílcp + ~sen<j>-ucoscp- ~otgcp)ã"sen<P a sencpde cp 

-JJsmpw;h(u2+v2+w2)a2sencpdedcp. (2) 

As simplificações ocorridas são devidas as seguintes con 
siderações : -
(i) O termo M t(w-~IC e as in~egrais em C~ e C0 d~ 

saparecemnporque o~ campos assumidos satisfazem as 
condições de contorno de bordas livres, simplesmen 
te apoiadas e engastadas. -

(ii) O termo~ wlc e a integral JJSm(q6u+ q v+ 
q w)a 2 sen~aedcp 0 são omitidos J:<lr se tratai de um 
p~oblema de vibração livre. 

Uma vantagem apresentada pelo funcional (2) é a simpli 
cidade computacional devida a ausêncja de integrais de 
linha. 

3. MA1RIZES 00 ELIMENTO E GLOBAL 

Para o elemento da Fig. 2, assumindo funções de 
interpolação bilineares, os deslocamentos e esforços PQ 
dem ser escritos nas coordenadas locais 

e-em cp-cpm 
n=-- e ~=--8o <Po 

como 

[u v w N8 Ncp N6cp Me Mcp M8cp]= 

i[(l+n)(l+~) (1-n)(l+~) (1-n)(l-~) (l+n)(l- t )J[C], (3) 
onde 

u. v. w. Ne. N~. Ne~- M8 . M~. Me~-
1 1 1 1 ~1 Y1 1 ~1 ~1 

u: v. w. N N N Me M Me 
[CJ~I J J J ej <Pj ecpj j <Pj <Pj 

~ vk wk Nek N<Pk NS<Pk Mek M<Pk Mecpk 
ut vt wt Ne N~ Ne~ Me M~ Me~ 

i ~i ~i i ~i ~i 

e a matriz dos valores nodais das variáveis. 

(4) 

Figura 2. Geometria do elemento de casca esférica 
e coo1denadas locais 

Designando por n: o funcional para um elemento i, 
o funcional n para a càsca pode ser escrito na forma 

N e 
n =ih ni. (5) 

As equações do proble~a são estabelecidas da condição : 
K e ôn =ihôni = o. • (6) 

Substituindo a eq. (3) no funcional (2) e fazendo a va 
riação do funcional do elemento com relação aos valores 
nodais dados na eq. (4), a seguinte equação matricial 
para o elemento i é obtida : 

e T T [[[O l [gl2]] 2[fmnl [o]]j{{r}} (7) 
ôni=[{ôr} {ôf} ] [g12]T-[g22] -w [O] [O] {f} , 

onde {r}=[u. ,u . ,uk,u" ,v., ... ,w., ... ]T, 
1 J "' 1 1 T 

{f}= [N6i, ... ,N<Pi, ... ,Necpi' ... ,Mei' ... ,M<Pi' ... ,Me<Pi··· .] 

e as ma!rizes [g12 ], [g22 ] e [m11], por limitação de e~ 
paço, sao dadas na Ref. [10]. 

Das eqs. (6) e (7), utilizando o processo de acu 
mulação e espalhamento e aplicando as condições de con 
torno, obtemos o seguinte problema de autovalor para a 
casca : 

[[
[ O ] [G12 ]]-o/[(M11] (O]J] {{R}}={{O}} 
(G12 ]T-[G

22
] (O] [o] {F} {O} . (8) 

Eliminando {F} da Eq. (8), resulta: 
C[H]-w2 [M11j){R}={O}, (9) 

onde 

[H]=[Gl2] (G22]-l[Gl2]T 

e [ G] , [M] , {R} e {F} são as matrizes e os vetares glo 
bais. -

4. APLICAÇX)ES NlMERICAS 

Dois exemplos são apresentados nesta secção e os 
resultados obtidos são comparados a resultados de solu 
ções numéricas ou de outras formulações de elementos !I 
nitos. 

O primeiro exemplo é uma casca hemisférica engas 
tada, como mostrada na Fig. 3. Os resultados para as 
seis primeiras freqUências naturais e formas modais cor 
respondentes são apresentados na Tabela 1 e Fig. 4, res 
pectivamente. A Ref. [11] utiliza um elemento axi-sime 
trico de casca esférica onde os deslocamentos u, v e w 
e as rotações B e B são interpolados na direção meri 
dional por pol~ômio~ cúbicos e na direção circunferen 
cial por séries de Fourier; os efeitos da deformação de 
cisalhamento transversal e da inércia à rotação foram 
considerados no problema de autovalor. A Ref. [121 uti 
li za o método de Holzer para a análise de vibraçoes li 
vres de cascas esféricas. Os resultados da presente anã 
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Fipura 3. Casca heJ'ljsfêrica engastada 

lise são obtidos considerando os termos de inércia tan 
gencial. A dupla simetria permitiu que apenas um quarto 
da casca fosse discretizado. 
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Modo 3Cn=l) Modo4Cn=2) 

O segundo exemplo é o painel esférico da Fig. 5, 
com uma borda engastada e as demais livres. As freqUên 
cias naturais foram calculadas (i) considerando a inéT 
cia tangencial e (ii) desprezando-a . Os resultados sãO 
apresentados na Tabela 2 para as seis primeiras freoUên 
cias naturais e na Fi~ . 6 para as formas modais corres 
pondentes. Na Ref . ll3J, onde a inércia tangencial é con 
siderada, as freqUencias naturais são obtidas utilizan 
do o método de Ritz combinado com o princípio da energia 
potencial estacionária para cascas achatadas; polinô 
mios algébricos satisfazendo as condições de borda en 
gastada são utilizados como funções admissíveis para os 
deslocamentos u, v e w. A geometria do painel da Ref. 
[13], cuja projeção é retangular, não permite um modela 
mento exato utilizando o elemento, aqui, desenvolvido-:
Devido à simetria, apenas metade do painel foi conside 
rado . Pode ser observado na Tabela 2 que os modos pre 
dominantemente de flexão podem ser obtidos desprezando 
os termos de inércia tangencial . Isto reduz, considera 
velmente, o esforço computacional. Quanto mais achatado 
for o painel, menores são os erros introduzidos por des 
prezar esta inércia (14]. -

-10~~---r-----~~ 

Modo6 Cn=3) 

Fj !'llnl 4. Casca hemisférica engastada 
Formas modais 

Em todos os resultados apresentados, pode-se ob 
servar que o elemento desenvolvido fornece uma boa pr~ 
cisão . 
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Tabela 1. FreqUências naturais em Htz da casca hemisférica 

REFERENCIAS 
RESUL TAOOS OBTIDOS REF. [ll] REF. [12] NESTE TRABALHO 

+ 10 MALHAS 2 X 4 4 X 4 4 X 8 ELEMENTOS -
GDL CONSIDERANDO 28,24 52 ,48 104,96++ 

I 

A INERCIA TANGENCIAl - -

moo 1 Jn=lJ 0. 8772xl0 3 0. 8753xl0 3 0. 860lxl0 3 0.8633xl0 3 0. 8622xl0 3 

MODO 2 (n=O) O . ll87xl0~ O. ll87xl0" O. ll54xl0" O. ll62xl0" O.ll56xl0 
MOOO 3 (n=l) 0.1380xl0 4 0.1380xl0 4 O.l35Sxl0 4 O. l367xl0 4 O. l357xl0 4 
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+ (número de elementos na direção circunferencial) x (número de el ementos 
na direção meridional). Discretização de um quarto da casca pela aplic~ 
ção das condições de sim. e ant. 

++ ordem do problema de autovalor final para os casos sim-sim e sim-ant, 
respectivamente (GDL + graus de liberdade ativos) 

n número de ondas circunferenciais 
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Tabela 2. FreqUências naturais em Htz do painel esférico 

REFERENCIAS RESULTADOS OBTIOOS REF. [13] NESTE TRABAlH) 

MAU!AS 2 X 2 4 X 4 6 X 6 
+ 

-

GDL CONSIDERANDO A 16,14 56,52 120,114++ 72,72 INERCIA TANGENCIAL 
++ 

p -
GDL DESPREZANDO A 6,4 20,16 42,36 INERCIA TANGENCIAL 

61.58 48.74 47.89 47 .40 MOOO 1-S ' (62.84) (49. 76) (48.89) 
121.74 56.52 51.59 51.32 MOOO 2-A (122. 89) (57. 89) (52.82) 

- 166.68 160.50 159.92 
I 

MODO 3-S - (169. 81) (163.47) 
181.17 176.21 178.40 MODO 4-A - (192.33) (186. 73) 

' 275.75 260.77 258 .37 MODO s-s - (281. 30) (265. 87) I 
~ 

382.45 . 396 .17 379.15 MOOO 6-A - (407 .76) (393. 20) 
' ---

+ discretização de uma metade do painel pela aplicação das condições 
de sim. e ant. em relacão à linha central 

++ ordem do problema de autovalor final para os casos sim. e ant., res 
pectivamente 

( ) fregUências calculadas desprezando a inércia tangencial 
S simetrico, A anti-simétrico 
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Sl»fARY 

A modified Hellinger-Reissner functional for thin 
spherical shells is presented. A mixed finite element 
farmulation is developed from this functional. The C0 

continuity requirements of the functional is satisfied by 
assuming bilinear trial polynomials for all field 
variables. The quadrilateral curved element here 
obtained is applied to problems of free vibration of 
spherical shells. ln all the results of this analysis 
the accuracy is quite good. 
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Um e.tement:o 6-i-n.Uo mú,.to c.ompa;t1.vel ê deJ.>ertvolv..í..do , a paJt.t..út do 6 u.rtc..<.o rtal de 
Hel.UrtgeJt- RWl>rteJt, paJLa. artãL<.6e de v..í..bJta.ç.Õe;., l..í..vJteJ.> de c.au.M c.Ôrt..í..c.a.6 6.-í..rtM. A6 c.ort 
d..í..ç.õe;., de c.ort.t..í..rtu...í..dade Jtelax.adM e;.,.tã.o c.ort.t..í..dal> rtel>.te 6u.rtc...í..ortal. 0.6 de;.,loc.ament:0-6 e ii 
60Jtç.M 1>ã.o ..í..nt:Vtpolado-6 polt poürtôm..í..o-6 b..í..ürteaJteJ.>. 0.6 JteJ.>u.Uado-6 ob.t..í..d0-6 rteJ.>.te .tlta.b"ã, 
lho, mel> mo paJLa. u.m rtúmeJtO Jtedu.z..í..do de gJta.U6 de übeJtdade , .6ã.o bem c.ortc.oJtdant:e;., c.om o!; 
de ou..tlta..6 6oJtmu.laç.õ e;., de e.temert.to-6 6-i-n.Uo-6 . 

1. INI'RODUÇÃO 

O estudo da formulação mista de elementos finitos, . 
baseado no princípio variacional de Hellinger - Reissner 
[1-3] ,começou com cs traballusde Herrmann[4,S]aplicado à 
análise estática de placas . Uma extensão dessa formula 
ção à análise de vibrações livres e de estabilidade de 
placas foi feita por Cook [6] .Prager [7] estabeleceu os 
fundamentos teóricos da formulação mista de elementos fi 
nitos para placas utilizando princípios variacionais com 
as condições de continuidade relaxadas nas interfaces 
dos elementos . 

-fJ P~2h(u2 + v2 +w2)scosadeds 

sm 

-f J (q9u + qs v+ ~w)scosadeds 
Sm 

+ IfM 8 da n n 

l3n 

- ( (N ó + T ó - M 13 + V w) dC + M w I C l n n nt t n n n nt 
c o 

o 

- J [~Ct>n-ón)+Tn t (ót- Ót ) -Mn( i3n- Bn) +Vn (w-W]dC 
có 

+ M (w-W) I C ' nt 6 
(1) 

Neste artigo, utilizando as idéias de Prager , apre 
sentamos um funcional de Hellinger-Reissner para cascas 
cônicas onde a condição de continuidade da rotação nor 
mal é relaxada. Um elemento trapezoidal curvilíneo com 
patível [8] é obtido,assumindo polinômios bilineares pa 
ra os deslocamentos e esforços, e aplicado a problemas 
de vibrações livres de cascas cônicas . Uma vantagem da 
formulação desenvolvida sobre o método dos deslocamentos 
é a simplicidade algébrica na obtenção.da matriz do ele 
menta, podendo todas as integrações numéricas serem evi 
tadas . f apresentado um exemplo de painel cônico com 
uma borda engastada e as demais livres . 

2. FUNCIONAL 

Seja TI o funcional de Hellinger-Reissner para uma 
casca cônica.Vamos dividir a superfície média Sm da cas 
ca em um número finito de elementos formados por uma ma 
lha de paralelos e geratri zes . Considerando a notação da 
Fig.l , o funcional TI , com a condição de continuidade da 
rotação normal Bn relaxada, tem a forma: 

onde E é o módulo de Young; v o coeficiente de Poisson; 
h a espessura da casca e p a massa especí fica . Na borda 
n, ón e ót são os deslocamentos normal e tangencial, 
r espectivamente; Nn o esforço de membrana normal; Mn e 
Mnt os momentos fletor e torçor por unidade de compri 
menta e Tnt e Vn os esforços de cisalhament o efet.ivo .Ç 
e Ct, são, respectivamente, os cont ornos da casca onde 
os esforços e os deslocamentos e/ou rotações são pres 
critos, cujas quantidades estão indicadas pelos seus s:ím 

TI =- J I;k[N~+N~+Z (1 +v)N~ s -2vNaNs] scosadeds 

- JJ~[~~+M!+Z(l+v)~s-ZvMaMs]scosadads 
Sm 

+ JJ[N (- 1- au + v_ sena w) _!+ N av 
a cosa ae cosa s s as 

Sm 

1 av au u ] + N (- - - +- - - ) scosadeds as scosa aa as s 

- JI{M [~ L (u sena+ aw)+ aw J .!_+ M a2w 
e scos a ae ae as s s as2 

m 

a2 w au sena 1 aw] 2 + M (--+ sena - - -- u- - - --} scosadeds as aeas as s s ae scosa 

Figura 1. Esforços, deslocament os e carregamentos 
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bolos com tmla barra. A notação ( ) I Cy (y =a ,t.) in~ica 
que a diferença dos valores nas ext1~ffitdades de Cy e t~ 
mada e IJ6 MbSn da é a integral de MbSn nas interf~ 

n - - .,. ces dos elementos onde a rotaçao Sn e descont1nua. 
Na obtenção do funcional (1) , foi asstullido tm1 mo 

vimento harnônico com freqüência natural w e foram des 
prezados os efeitos de deformação de cisalhamento trans 
versal e de inércia à rotação. Integrando por partes os 
termos: 

fJMe ~e(usena + ~~)sc~sa deds e JJM
5 

::~ scosadeds 
Sm Sm 

e considerando as condições de contorno de bordas livres, 
simplesmente apoiadas e engastadas, o funcional (1) re 
duz a: 

11=- Jf~[N2 +N2 + 2(l+v)N2 - 2vN N ]scosadeds 
~n1 e s es e s 

sm 

- fJ~ 3 [M~+M;+2(l+v)~ 5 - 2vMeM
5

]scosadeds 

Sm 

+ JJ[N C 1 au sena )1 + N av 
e cosa as + v- cosa w 5 s as 

sm 

+ N (-1- av au u es scosa ae + as-s)]scosadeds 

- JJ [ M .! aw - _aM_e ( u sen a + aw) __ l __ 
e s as ae ae s2cos2a 

Sm 

1 aw aMs aw 
- Ms sãS- asas 

a2w au sena 1 aw 2 ] + M (--+sena--- --u ---)-- scosadeds es aeas as s s ae scosa 

: fJ P~2h(u2 + v2 +w2)scosadeds . 
. Sm 

(2) 

As simplificações ocorridas são devidas as seguintes 
considerações: 

(i) O termo Mnt (w-W) I cl'l e as integrais em Ct. e Ca des~ 
parecem porque os campos asstullidos satisfazem as 
condições de contorno de bordas livres,simplesmente 
apoiadas e engastadas. 

(ii) O termo ~t wl Ca e a integral J L (qeu + q5 v 

+~w)scosadeds são omitidos por se tratar de tm1 

problema de vibração livre. 
Urna vantagem apresentada pelo funcional (2) é a simpli 
cidade computacional devida a ausência de integrais de 
linha. 

3. MATRIZES 00 ELEMENTO E GLOBAL 

Definindo as coordenadas locais do elemento da 
F. 2 e-em s-sm . do 1. - . b. 1g. por Tl = aQ e I; ----sQ e assumm po lnOffilOS ~ 

lineares para os deslocamentos, esforços de membrana e 
momentos: podemos escrever: 

[u v w Ne· Ns Nes M9 Ms Mesl • 

{[Cl+t~)(l+F,;) (1-n) (L~F,;) (1-n)(l-F,;) .(l+n)(l- ~;)] [c],(3) 

onde 

Figura 2. Geometria do elemento de casca cônica 
e coordenadas locais 

ui vi wi Ne· Ns· Nes· t-1e· Ms· Mes· 
~ 1 1 1 1 1 

[C] 
u. v. w. Ne N Ne M M Me 

J J J j · Sj sj ej Sj Sj 

u.vwNNN MMM 
K k k ek sk esk ek sk esk 

uR. v R. w R. Ne N Ne Me M Me 
R, SR, SR, R, SR, SR, 

é a matriz dos valores nodais das variáveis. • 

(4) 

Designando por 11~ o funcional para tm1 elemento i, o 
funcional 11 para a caSca discretizada em N elementos é 
dado por: 

N 
11 = I 11~ 

i~l 1 

O princípio variacional envolvido estabelece 

011 = o . 
Substituindo a eq.(S) na eq .(6) , temos: 

N 

~ 
i=l 

011~ = o 
1 

(5) 

(6) 

(7) 

Introduzindo a eq .(3) no funcional (2) e fazendo a va 
riação do funcional do elemento com relação aos valo 
res nodais dados na eq. (4), a seguinte equação matri 
cial para o elemento i é obtida: 

~ (o] [g12]] [[mli][O]l~!{r}} 
611~ = ( {6 r}T{ 6f}Tj T -w2 , 

1 [&tzJ -(gzzl [O] (o] {f} 
(8) 

onde 

{r}= [ui, uj' uk, uR. , vi, ... , wi, ... ]T 

{f} = (Ne ., ... ,N .•... , Ne , ... ,Me , ... , M _, ... ,Me , ... ]T 
1 s1 si i s1 si 

e as matrizes [g 12 ] ,(g22 ] e [m11]são dadas na Ref. [9] 
Das eqs. (7) e (8) ,utilizando o processo de actm~u 

lação e espalhamento e aplicando as condições de contor 
no,obtemos o seguinte problema de autovalor para a case~ 

[

[O] [Gtz] ] [ [Mtt] 
[GtzlT-[Gzz] - w

2 

[O] 

[o] 

[o] 
J {R} ) = { {O} ) • l { F} L {o} 

Eliminando {F} da eq. (9), resulta: 

((H]- w2 (M11]) {R} = {0} , 

(9) 

(lO) 



Figura 3. Painel cônico com uma borda engastada 

onde 

(ll) 

e [G] ,[M],{R} e {F} são as matrizes e os vetores globais. 

4. APL! CAÇ1ID NI.WERI CA 

O exemplo apresentado nesta secção é o painel co 
nico da Fig. 3, com uma borda en~astada e as demais li 
vres. As cinco primeiras freqüencias naturais e as for 
mas modais correspondentes são apresentadas na Tabela I 
e na Fig.4, respectivamente. Os resultados são obtidos 
(i) considerando a inércia tangencial e (ii) desprezan 
do-a. Os autores não encontraram na literatura qualquer 
exemplo de vibração livre de painéis cônicos. Assim, pa 
ra comparar os resultados, discretizou-se o painel com 
o elemento STIF63 do sistema ANSYS [10]. Devido à si~ 
tria,, apenas metade do painel foi considerado. 

Os modos com predominância de deslocamento trans 
versai w podem ser determinados desprezando os termos 
de inércia tangencial, como pode ser observado na Tabe 
la 1. Isto reduz o problema de autovalor a, aproximadã 
mente, um terço do original. Quanto mais achatado for 
o painel, menores são os erros introduzidos por despre 
zar estes termos [11] . -

Os resultados obtidos neste trabalho, mesmo para 
um número reduzido de graus de liberdade, são bem con 
cordantes com os de outras formulações de elementos fi 
nitos. 
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Tabela 1. Freqüências naturais em Htz do painel cônico 

REFERENCIAS RESULTADOS OBTIDOS NESTE TRABAU-10 REF. [10] 

MAlHAS 2 X 2 4 X 4 6 X 6+ 12 X 12 

GDL CONSIDERANDO A 16,14 56,52 120,114++ -
INERCIA TANGENCIAL 
GDL DESPREZANDO A 6,4 20,16 42 ,36++ 156,144 
INERCIA TANGENCIAL 

t-tlOO 1-A 
~L.!:>4 1!1.1!1! 111.11 81.69 (92.74) (82. 07) (81. 30) 

M::JOO 2-S 143.29 128.86 127.79 128.64 (144. 33) (129 .82) (128.74) 

t-tlOO 3-S 252 .97 245.12 244 .16 244.51 (254. 33) (246 .41) (245 .46) 

M::JOO 4-A 361.98 346.45 339 .17 341.68 (362. 80) (347 . 27) (339.96) 
422.Y2 402.31 394.04 394.34 M::JOO 5-s (423.52) (403 .0 2) (394 . 74) 

+ Discretização de uma rretade do painel pela aplicação das condições 
de sim. e ant. em relação à linha central. 

++ Ordem do problema de autovalor final para os casos sim. e ant . ,re~ 
pectivamente. 

( ) F~eqüêr:cias calcu~a~ ~de~ prezando a inércia tangencial. 
S S1metr1co, A ant1-s1rretr1co. 
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SUMÃRIO 

Revê-~e a 6o~uta~ão do p~oblema de vib~~ão de uma c~ca cilln~ca ~e6o~~ada 
pM ~.ttún~VL6,_ Ul>ando-u m~ze6 de .tlta.YL66~ência. O _método ~p0-ca-~e indi6~en;temen
.te de o~ '~:ttúngVL6 "_~~em .<.gua.ônen;te a6~.tado~, ou. nao . A6 di6.<.cutdade6 compu..tauo
~~ .i.n~en.:te-6 ao me.todo d~ ma.ttúze6 de .tlta.YL66~ência, ~ão con.tMnad~ pela elimina
~o do gMu. .tlta.YL6veMal de tibeJ!;:dade no~ ~.ttúngeM. Re6ut.tado~ nu.mVúco~, obtido~ a.tJta. 
ve6 de u.m compu..tado~ digi.tal, ~ao com~do~ com o~o~, ~eviamen;te pu.bticado~ . 

INI'ROOOÇÃO 

Cascas cilíndricas,reforçadas por stringers,for
mam parte de uma fuselagem de avião.Cascas desse tipo 
são geralmente excitadas por campos acústicos e cama
das_limite turbulentas ou por perturba~ões de_fluxo 1~ 
cal1zadas (por exemplo, pas~age~ da~ pas de helice per 
to da fuse!agem) . Essas exc1taçoes 1nduzem respostas
localizadas na fuselagem (chamadas vibrações em altas 
frequências) que podem redundar em fadiga estrutural e 
injeção de ru1do para dentro da aeronave . 

Grandes esforços tem sido empreendidos para se 
entender o comportamento dinâmico de tais estruturas , 
bem coro as consequências desse comportamento 111 , 121, 
131, 141, 151, 161 . Clarkson 121, por exemplo, demonstrou 
a ~rtante propriedade de que as vibrações de cascas 
cilrndricas, separadas por um montante ("frame") são 
fracamente correlacionadas . 

Em contrapart1da, os paneis da casca, separados 
por "stringers" têm suas vibrações altamente correlaci 
onadas . Este fato permite a modelagem de uma secção 
de fuselagem, compreendida entre dois montantes, como 
sendo simplesmente apoiada nestes . 

O instrumento matemático a ser usado neste traba 
lho serão as matrizes de transferência. Para um elemen 
to de casca, comereendido entre dois stringers, a ma~ 
triz de transferencia será computada numericamente,uti 
lizando-se subrotinas desenvolvidas pelo primeiro au~ 
tor . O cálculo das matrizes de transferência se ini
cia com a solução de um problema de autovalores da ma
triz de estado, esta sendo complexa e não simétrica. O 
algorítmo usado ê aquele de Leverrier, com modifica
ções de Faddeev ISI . 

Os autovalores e autovetores, à direita e à es 
querda da matriz de estado, são usados então para o 
cálculo da matriz de transferência de campo 16) . A ma
triz de ponto, isto ê, aquela que relaciona os vetores 
de estado à direita e à esg.uerda de um "stringer" ê 
aquela desenvolvida por )41. 

A figura 1 mostra um trecho de casca cilíndrica, 
simplesmente apoiada nos contornos, conforme o modelo 
já explanado . 

A matriz de estado 161, (A), para tal casca rde 
ser determinada a partir das equações de FlUgge 19 . 

A matriz de transferência de campo, para o ele 
mento dé casca, compreendido entre dois stringers, se
rã então dado por 

(1) 

onde[U] e [v] são as matrizes dos autovetores à direi
ta e à esquerda da matriz de estado [A] , respectivamen 
te, Àj, j = 1,8, são os distintos autovalores de [A] e 
~ ê o comprimento do campo (distância circunferenci-
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al entre "stringers") . 
Enfatiza-se que a matriz de estado (A] ê comple 

xa e não simétrica, de sorte que também são complexos
os autovalores e autovetores de [A] . 

Figura 1 . Casca cilÍndr1ca reforçada com 
"stringers". 

DESENVOLVIMENI'O 00 ~TOOO 

A figura 2 mostra a secção da casca _cilíndrica 
carregada por uma força harmônica f(t) = felnt, onde 
F ê a amplitude complexa e n,a frequência circular. 

to 

Figura 2. Carregamento da casca ci
líndrica . 

Pode- se construir o seguinte vetor de carregame~ 
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T {F}= LO ,O ,O ,o ,O ,F ,o ,OJ 

e o seguinte vetar de estado, para uma posição 
quer entre dois "stringers": 

T {Z}=lu,v,w,a,M,V,Ns,Nsxl 

• 

(2) 

qual 

(3) 

onde u,v,w são deslocamentos al longo de x,y e z, res
pectivamente, a e M são as rotações e momento fletos 
em torno de x, V e Ns são os esforços transversal (di
reção z) e longitudinal (direção y) e Nsx é o esforço 
ao longo de x. 

A relação entre os vetares de estado, à direita 
e à esquerda de f(t) é, obviamente, 

{Z}~ ={Z}~ -{F} (4) 

onde De E significam direita e esquerda de f(t). 
São válidas também as seguintes relações: 

{Z}~ =[T Cc;1,0)) {Z}~-l (S) 

{Z}~ =[T(q,O)j{Z}~ (6) 

Substituindo-se (4) e (S) em (6), obtém-se 

{Z}~ =[T(R.,O)] {2}~_1-[T(q,O)]{F} (7) 

A expressão acima se aplica a um vão carregado . 
Num vão livre, o segundo termo do segundo membro não 
aparece. 

Far-se-á,a seguir, a hipótese de que o movimento 
vertical, nos stringers, sejam nulos. Isto implica em 
supor que estes sejam infinitamente rígidos à flexão , 
na direção considerada. 

Estudos anteriores J6J mostram que esta hipótese 
é bastante boa, para o tipo de estrutura em considera
ção. 

Com esta hipótese a expressão (7) se altera para 

{Z}~ =['fJ {Z}~-l -{TD} F (8) 

onde o sinal (-) significa vetar ou matriz reduzidos , 
tais como: T 
{!}= lu .v wB,M,Ns,NsxJ 
fr}= Matriz de transferência de campo reduzida (6x6) e 
friT} =Vetar, cujos elementos são obtidos da matriz 

[T(q,O)). 
As expressões para os elementos de [T] e {TDJsão 

omitidas, neste texto, por brevidade. 
Tomando-se a matriz de ponto para um "stringer", 

derivada em 4 , pode-se escrever a sua reduzida. Como 
{2}~ = [P]{Z}J, a expressão (8) fica 

fZ}~ = [TP] {Z}~ 1-{TC} F (9) 
J J-

ande t~ : ~~1 Ji:frJ matriz de período reduzida e 

A expressão (9) pode ser generalizada, conside
rando-se que existam n períodos estruturais antes e m 
depois do vão carregado: 

{Z}~ = (TP](n+m+l){Z}~ - rTPlm{TC} F (10) 
J+m J-(n+l) - -

Como antes de começar o primeiro vão tem-se um 
stringer, pode-se modificar a expressão (10) para 

{Z}~ =[TP](n+m+l)[P]{Z}~ -['i'P]m{TC} F (11) 
J+m J-(n+l) 

ou ainda 

{Z} ~ +m = [Rj{Z} ~- (n+ 1)-{Q} F (12) 

onde[R]= [TP] (n+m+l)[P] e 

{Q}= [TP]m{TC} 

À direita do Último "stringer", bem como à es
querda do primeiro, os esforços M, Ns e Nsx são nulos, 
logo a expressão (12) pode ser reescrita assim: 

D E ç:l u u 
v v t-·l~j Q.2 
a e - Q.3 ~ F o R21 i R22 o Q.~ o o Q.s o . 0 j-(n+l) Q6 J+m ~ 

Dessa expressão se tira: 

[ ~~ =[R2 -d [ ~~ - [E~J F ou 
0 a j-(n+l) QG 

[R 2 !){~} = {24
} F 

f\ j-(n+l) Q! 
(13) 

A expressão (13) representa um sistema de tr~s 
equações que ,resolvido, fornece o vetar lvw~.O,O,Oj , 
à esquerda do primeiro stringer. 

A partir deste, qualquer outro vetar de estado , 
ao longo da estrutura pode ser determinado. 

A pesquisa das frequências naturais pode ser fei 
ta de duas maneiras : -
a - Fazendo-se n variar enquanto as quantidades u , v e 
a são observadas. Para se evitar "overflow" recomenda
se que uma pequena quantidade de amortecimento seja 
considerada na estrutura. 
b -Nas ressonâncias, o det[R21 ]=0. 

Esta é uma equação altamente transcendental que 
pode ser resolvida satisfatoriamente pelo método de 
MUller jlO J • 

RESULTADOS NUMeRIOOS 
Com o objetivo de testar o método acima apresen

tado, trunou-se uma estrutura com cinco vãos, com o 
carregamento atuante no primeiro. Neste caso, j = 1 , 
n = O e m+l = S. Os dados numéricos da estrutura são 
aqueles apresentados em J4J. 

A tabela 1, abaixo, compara os resultados numéri 
cos: 

Freq. Naturais Henderson &McDanielJ4J ~ste Trabalho 

1~ 113,4 112,6 
2~ 121,2 1 - . 117,2 . • 3~ . I 143,9 137,6 
4~ 187,7 '-'- 178,5 

(' . ' ~ ~ 

Os resultados obtidos pelo presente método são 
levemente inferiores àqueles de Henderson & McDaniel , 
mas a diferença não é significativa (um máximo de 5% 
para a quarta frequência). 

Considerando-se, entretanto, a hipótese de rigi
dez transversal infinita nos "stringers", feita neste 
trabalho, era de se esperar frequências levemente maio 
res do que aquelas tomadas por comparação. -

Acredita-se que o método aqui apresentado, por 
sua simplicidade conceituai, seja mais preciso do que 
aquele apresentado por Henderson & McDaniel. 

CONCLUSÃO 
Apresentou-se un1 método, baseado na eliminação 



de um grau terminal de liberdade, para o estudo das vi 
brações de uma casca cilÍndrica reforçada por -
"stringers". 

O método foi testado em computador digital e os 
resultados comparados com aqueles apresentados em 141. 

Ambos os resultados são bastantes próximos, sen
do os do presente método levemente inferiores. Conside 
rando-se, entretanto, a considerável simplificação com 
putacional do presente método, acredita-se que os re~ 
sultados aqui obtidos sejam mais precisos, embora ape 
nas marginalmente. -
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INI'ROOOÇÃO 

SUMÃRIO 

Uma aná.R.i.M. nã.o-.Une.aJr. U-6ando o mé.todo dtu, mú.R..:ti_pfJu. uc.a.fu6 de .tempo ê ado.tada 
paM. .i.n.vuligaJL a& o.t.cil.a.Ç:ÕU -i.nduúda.& pOli.. võmc.u em e.t..tltu.:twr.a..6 cil2ndlúc.a.t. eútc.ul.a 
ILM. O model.o ma.temá:ti.c.o e uma veMã.o mod-<.6-i.c.ada da equaç.ã.o de Van deli. PoR.. a qual go:: 
ve11.na a 60Jr..ç.a de .t.U-6.ten.taç.ã.o -i.nduúda no ci.li.ndl!.o pel.o uc.oamen.to . E.t..ta equaç.ã.o ê ac.o
p.tada a equaç.ã.o do mov-i.men.to o.t.c.ila.tÕIL-i.o do ci.li.ncvw montado numa .t.U-6penMo el.Mti.c.a . 
O método pl!.opo.t..to detecta e c.a.tc.ul.a o.t. c.-i.c.R..o.t.-.t-i.m-i..te do mov-i.men.to pkÓximo da 61Lequên
c.-i.a na.tul!.a.t do ci.li.ndllo. Re.t.u.t.tado.t. .tZpic.o.t. .6ã.o apl!.e.t.en.tado-6 e c.ompal!.ado-6 c.om o-6 obti.
do-6 expel!.-i.men.ta.tmen.te poli. ou.ti!.M -i.nve.t.ligaç.õu. 

O MODEW MATEMÁTICO 

Estruturas cilíndricas sob a ação de um escoamen
to transversal (Fig . 1), frequentemente apresentam osci 
lações induzidas por vórtices . Alguns exerrq::>los de onde 
estas oscilações ocorrem, são os mastros, torres, feixe 
de tubos de trocadores de calor, cabos subrrersos, li
nhas de transmissão, etc. 

Na tentativa de rrelhor conhecer a natureza deste 
tipo de oscilação, vários pesquisadores [l-6] estudaram 
-na, utilizando cilindros montados numa suspensão elás:: 
tica . Esses estudos revelaram, urna complexa interação 
fluido-estrutura, caracterizada por uma faixa de veloci 
dade do fluido, onde a frequência de desprendimento dos 
vórtices e a frequência de oscilação do cilindro se sin 
cronizam em um valor proxino da frequência natural do 
cilindro . Para esta faixa de velocidade, as amplitudes 
tanto do cilindro COJJO da força de excitação, apresen
tam um caráter ressonante, com acrésciJJOs significati
vos de suas arnpli tudes. 

Recentemente, alguns JJOdelos matemáticos foram 
propostos [7-9], tentando reproduzir os resultados exp_g 
rimentais encontrados . Dentre eles , o mais conhecido é 
o de Hartlen e Currie [9], onde admi\e-se que a _força 
de excitação sobre o cilindro, satisfaz a equaçao de 
Van der Pol. 

Figura 1 . Cilindro rÍ~do oontado numa suspensão elásti 
ca sob a açao de um escoamento uniforme . 

Sl<op e Griffin [10 ,11], verificaram que o JJOdelo 
proposto por Hartlen e Currie ere inadequado por dois 
ooti vos . Prirreiro pon::J.ue os resultados experirrentais o~ 
tidos, somente concordaram qualitativamente com os valo 
res previstos pelo JJOdelo. Dn segundo lugar pon::J_ue ne:: 
nhurna relação foi desenvolvida entre as constantes errq::>i 
ricas do modelo, que variavam de experimento para expe
rimento, e as constantes fÍsicas do sistema em estudo . 
Esses rresoos autores, propuserem então um novo JJOdelo, 
visando a superação das dificuldades encontradas pelo 
JJOdelo de Hartlen e Currie . 

O JJOdelo_proEOsto por SI<?P.e Grif!in [10,111 para 
a força de exc1 taçao sobre o c1l1ndro, e urna versao JJO

dificada da equa~ão de Va:J <;J.er Pol. Além disso, também 
postularam relaçoes matemat1cas envolvendo as constan
tes errq::>Íricas e as constantes fÍsicas do sistema. Uma 
boa correlação quantitativa entre este JJOdelo e os re
sultados experirrentais foi encontrada. 

O presente trabalho, se propõe a fazer um estudo 
analÍti~o do JJOdelo de Sl<op e Griffin, ressaltando o 
seu caráter não-linear e tentando visualizar o oovimento 
do cilindro cooo um ciclo-limite. Para tanto, um método 
analÍtico adequado aos sistemas fracamente não- lineares 
será errq::>regado. Além disso, algumas simulações com o JJO 

delo serão conduzidas, para oostrar qÚe o sistema pos:: 
sui ciclos-limite independentes das condições iniciais. 
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O JJOdelo matemático proposto por Sl<op e Griffin 
para representar a dinâmica de um sistema cuja configu
ração é oostrada na Fig . 1 , pode ser escrito na forma 
adirnensional, desde que as seguintes variáveis sejam in 
troduzidas: -

X = c1 Y = y/D T = wnt 

o~de c1 é o coeficiente de sust~tação ind~id? no ci
llndro pelo processo de desprendimento de vort1ces, y 
é o deslocamento vertical do cilindro, D o seu diâmetro 
e t o tempo. 

onde: 

nz 
o 

a1 = 

a3 = 

as 

81 = 

O modelo adimensional se escreve: 

Y" + Y r;{B1X - 2Y'} 

w~ (l + HCt.o) 

2 
wogS:.o az 

2 
a1 IS:,

0 
a4 

w2 a o 4 aG 

w/SG ].J 

r; << l 

= 

= 

w = w /w o s n 

g/w o 

ç/SG 

( 1) 

(La) 
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CLo , §e H são as constantes ~e~íricas_do ~e~o , cujas 
rel açoes com as constantes f1s1cas estao def1n1das em 
[ll] (ver Tabel a l) ; ç é o amortecimento estrutural do 
s i stema e SG o seu amortecimento reduzido , d~finido por 

S = ( 2nS )2ç ~ 
G pLD2 

(l.b) 

onde S é o número de Strouhal , p a massa especÍ fica do 
f l uido , m e L a massa virtual e o comprimento do cilin
dro , w é a frequência de fo:rnação dos vórtices e w a 
frequêRcia natural da estrutura. A linha representandi
f erenciação em rel ação ao tempo adimensi onal T . 

Mtl'ODJ UtiS MÜLTI PLAS ESCALAS DE TEMPO 

Skop e Griffin , testaram vários sistemas , onde os 
val ores numéricos atribUÍdos ao parâmetro ç são sempre 
quantidades muito pequenas . Ist o sugere uma expansão as 
sintótica tendo como parâmetro pequeno o próprio ç. -

ma: 

onde : 

Admitiremos para Cl) uma solução da seguinte for-

X= x0CT0,T1 ,T2) + çx1CT0,T1,T2) + 

ç2x2 (TO ,Tl ,T2 ) + .. • • 

y = Yo (TO ,Tl ,T2 ) + çyl(TO ,Tl ,T2 ) + 

ç2y2 (TO ,Tl ,T2 ) + .. • . 

' 

( 2 ) 

T . = ÇjT 
J 

j = o, l, 2 /. (2 . a) 

xjCT0,T1 ,T2) e yjCT0,T1,T2) j = o, l, 2 , 

são funções desconhecidas e ç é um parâmetro pequeno 
mas f init9 . 2 

d d -Os operadores -- e --2- sao dados por: 
dT dT 

d 

dT 
DO + çDl + ç2D2 + 

d 2 2 2 
- 2 = Do + Ç( 2DODl) + ç (Dl + 2DOD2 ) + 
dT 

n. =_a_ ; j = o, 1 , 2 , ... 
J élT. 

J 

( 2.b) 

Substi tuindo (2) em (l ) e igualando em ambos os membros 
das equações os termos de mesma ordem em ç, obtemos : 

2 
Doxo 

2 
DoYo 

+ n2x = o o o 
+ Yo = o 

2 2 - ( ) DOxl + nOxl - alDO - 2DODl xO + a2 DOyO + 

2 3 3 
(a5 - a3DD + a4DO - a6DO) xO 

2 
DOyl + Y1 = - 2(DO + DODl )yO + BlxO 

( 3) 

(4 ) 

D~x2 + n~x2 = ( a1 D1 - (Di + 2D0D2)] x0 + a2D1y O + 

CalDO - 2DDDl)xl + a2DDyl + 

(-a3D1 + 2a4D
0
D1 -

2 3Ca5 - a3D0 + a4D0 

2 3 3a
6
n

0
n

1
) x

0 
+ 

3 2 
- a6DO ) xo~ 

(5) 

D~y2 + y2 = -[2CD1 + D0D2) + niJy0 - 2CD0 + D0D1)y1 

+ Bl~ 

As soluções de C 3) podem ser escritas na fo:rna 
jnOTO 

x0 = A0CT1 ,T2)e + cc 

jTO 
y0 = B0CT1 ,T2)e + cc 

( 6 ) 

onde cc é o complexo conjugado da quanti dade anterior. 
Substituindo (6) em (4 ), obtemos: 

2 2 . -
DOxl + nOxl = [JnoC - 2Aa + alAa ) + 

3(~ - ja3n0 - a4n~ + 

3 2 - jnoTo 
ja6no)Aõ Aa] e + 

jTO 
ja

2
B

0
e + (7 ) 

Ca5 - 3ja3n0 - 9a4n~ + 

3 3 3jn0TO 
27ja6n0)A

0 
e + cc 

2 - jT 
DOyl + yl .= - 2j(BO + BO) e O + 

jnOTO 
B1A0 e + cc 

onde o til representa diferenciaç~o em relação ao tempo 
T1 e a barra o complexo ·conjugado ·da quantidade . 

Ao analisar (7 ), devemos separar duas situações 
~stin!a~ . o caso não ressonante ,onde no assume valores 
nao proXll!Os de l . O caso ressonante , onde no + l. Por 
considerações de natureza f Í sica , o caso ressonante é o 
que maior interesse apresenta e somente este caso será 
estudado neste trabalho. 

Caso Ressonante 

Quando no + l , podemos definir um parâmetro de 
dessincronia a , para a frequência da seguinte fo:rna : 
n0 = l + oç . Isto implica em que n T0 = T0 + oçT0 = 
= T0 + aT1 • Substituindo este res~tado em ~7) e elimi
nanao os 'Lermos seculares em ambas as equaçoes resul t~ 
tes , obtemos: 
. - jaTl 
Jn0C-2A0 + a1Aa )e = 3C - a5 + ja3n0 + a4n~ - ja6n~) · 

2- jaTl . 
AõAa e - Ja2BO ( 8) 

. jaTl 
2J CB0 + B0) = B1Aae 

1 j 0o 1 Ho 
Fazendo A0 = "2" a0e ; Bo. = 2 b0e podemos 

separar a parte real da imaginaria em C 8 ) . Diferenci
ando ~ e . B0 em relação ao tempo_ T 1 e usar:do estes re
sultados Juntamente com as relaçoes anter1ores , obte-
mos : 

3 2 3 
ao = (al/2)ao + (a2/2no )bocosr + 8 (a6 no - a3 )ao 

3 3 a0e0 = (-a2/2n0)b0 senr + 8 Ca4n0 - a 5/n0)a0 (9) 

b0 = - b0 + CB1/2 )a0 senr 

b0~0 = C- B1/2 )a0 cosr 

onde r = 00 - ~o + aTl 

Eliminando 00 e ~O através da definição de r , ob
temos : 



, !, 

:: 
, i 

li 1 

(10 ) 

Caso existam os ciclos- limites , as seguintes con
dições devem ser satisfeitas : 

(11) 

Aplicando (11) em (10 ), obte110s o seguinte proce
dimento para o cálculo m.u-OOrico das arnpli tudes dos ci
elos- limites : r deve satisfazer a seguinte equação cú
bica 

Cll.a) 

onde : 

Yo = 4rl01a281 

yl = [2alrl0(a4í.!O - a51n0)] /[a281 Ca6n~ - a3)]-

4í.!0ala281 

(a4í.!O - as/ 
2 

- a3 ) + y2 = 11o)/Ca5no 

bo 
Calculado r , podeJTOS obter Po = aO = ( 8112 ) senr • 

Finalmente , a e eo podem ser determinados 
vés das seguintes ;]laçoés : 

atra-

(11 .b) 

RESULTADOS E COMPARAÇOES 

Os valores numéricos para as constantes fÍsicas e 
empíricas usadas neste trabalho, com a finalidade de 
testar o método analítico proposto, encontram- se em 
[10] e são aqui reproduzidas na Tabela 1. 

Tabela 1( a) . Constantes fÍsicas 

Hz] [mls] 

Sistema fn 1; j.l v R res res 

I 52 , 2 0 , 0 0435 0, 00862 1 , 91 730 

II 30 , 2 0 , 0 0251 0, 00243 1 ,15 440 

III 9,1 0,0 0144 0 ,00148 4 , 20 20 . 000 

IV 9, 1 0 , 0 0356 0, 00148 3, 60 17 . 000 

Tabela J,(b) . Constantes empíricas 

S=0, 21 ' ~0= 0,20 
-1 h=Hç- l g=Gz; ; 

Sistema 
G H 

I 1 , 42 0 ,02 

II 1 ,10 0 , 006 

III o ,97 0 ,003 

IV o , 62 0 ,01 
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As figuras 2(a), 2(b) e 2(c), 110stram algumas si
mulações efetuadas com o 110delo matemático C 1) , usando 
o algorÍ tJTO de Runge- Kutta , com os valores numéri cos do 
Sistema I . 

x l 

CONDIÇÕES X' • O 

t
x •l,S 

INICIAIS y K 2 

..,«-to::· !--:·f.·"- y' : o W' .. , .. L.. ,; ·•. CICLO LIMITE' 1,0 (: 1'/í _,:· -~ "Íh~ 
1,> .\ ,:,.J X ,., 

' . 
·,··\~.v7 
-~ 

Figura 2(a ) 

l' 
I CONDIÇÕES l :. :::: 
I IN ICIAIS Y • Z 

y';: 2 

I 
' RAIO DO 

~~CO,)IMITE • l,O 

~-, 

Figura 2(b) 

'!'.' CONDIÇÕES X'•l. l
X•l 

INICIAIS Y:0,7 
y'co 

Figura 2(c) 

A Figura 3, 110stra a corrparação entre os resulta
dos experimentais que estão reportados em [12] e o méto 
do das múltiplas escalas de tempo . 
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Figura 3. Comparação entre resultados teóricos e experi 
mentais pana o deslocamento vertical do cilín 
dro . 

COMENTÁRIOS E CONCLUSÃO 

Os resultados apresentados no i tem anterior , per
mi tem fazer os seguintes comentários : 

a) O método das múltiplas escalas de tempo provou ser a 
dequado à solução do modelo proposto por Skop e 
Griffin, pois este modelo é fracamente não- linear. 

b) A solução analítica do modelo, como a que foi apre
sentada, ou qualquer outra equivalente, é o caminho 
mais apropriado para a determinação dos ciclos- limi
te do sistema . Isto ficou demonstrado quando a inves 
tigação foi feita pela integração numérica do modelo 
completo . Embora os resultados sejam praticamente os 
mesrros. , a integração do modelo consome mui to tempo 
de computação além de ser um método de tentativas . 

c) A integração numérica mostrou que o sistema possui 
ciclos- limite estáveis, independentes das condições 
iniciais . 

d) As comparações apresentadas na Figura 3, dizem res
peito a uma série muito grande de experimentos reali 
zados por vários pesquisadores, com estruturas cilín 
dricas com configurações semelhantes a da Figura 1-: 
Os resultados foram sistematizados ~r Skop e 
Griffin e apresentados na referência (_12] . A linha 
sólida representa a tendência dos pontos experimen
tais pana este conjunto de experimentos . A linha pon 
tilhada representa os resultados obtidos pelo método 
das mÚltiplas escalas de tempo pana os quatro siste
mas da Tabela 1 . 

e) As discrepâncias entre os resultados teóricos e expe 
rimentais , residem tanto no modelo como nas simplifT 
cações introduzidas na sua solução . No modelo heuríS 
tico ' existe um certo grau de incerteza sobre as 
constantes empíricas . No presente trabalho , o valor 
de CL que melhor se ajusta aos resultados experimen 
tais, 

0
é O, 20 ao invés de O , 30 , corro propõem com alg\1 

ma cautela Skop e Griffin . -
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SUMMARY 

NonLi.rte.aJt artt:t.R.yó.ú> cLú.rtg .the. muLUpte .:time óc.a.fU 
app~oach .ú, adop.te.d .to irtve.ó.tiga.te. vo~ex-irtduced 
o6úf.1.a.t,WM o6 cuV.rtdMca.l ótltu.c..tu/lu. The. nonLi.rte.aJt 
ma.thema.tica.l model .ú, a modi6ie.d Vart de.4 Pol e.qua.tiort 
which govMM .the. e.qua.tiort 6o~ .the 6fucti.La.tirtg li6.t ort 
.the. cylirtdM artd .ú, couple.d .to .the. e.qua.tiort 6o~ .the. 
oócil1a.:to~IJ motiort o6 a cylirtdM ort elaótic 6Uópe.Miort. 
Thió ana.lyó.ú> de.te.w artd e.va.lua.te.ó .the. lleóportóe o6 .the. 
61J6.tem irt ó.te.ady ó.ta.te motiort (limil-cycl.ul cl.oóe .to 
.the rta.tuJta.l 6Jte.q ue.rtclf o 6 .the. bo dy. T ypica.l !tU uU6 Me 
~e.po~e.d artd compaJte.d wi.th .the. exp~ert.ta.l 6irtdirtg6 o6 
o.thM JtU e.aJtchu. 
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The. pa.pVt p!tue.n.:á a me-thod wfúc.h a.ll.o~ ú.riúr.e.c:t de.te.!Unina.tion o6 oc.cuNte.nc.e. 
aYLd ex.tent o 6 -6udde.n c.Jtac./u, .Ln v.i.bltating me.c.harúc.al f..ljf...te.mf... The. me.thod .i.f.. bM e.d on 
de.te.Jtm.<.rúng c.hangu .<.n .<.ne!Ltia, f..tinnnU-6 and damp.<.ng c.ha!tac:tVt.i.f..tic.f.. by me.MU!t.<.ng 
.the. v.<.bJtationf.. alone. , wWe. exc..<.ting 6o!tc.U Jte.ma.<.n unlmown. The key c.onc.ep.t .<.nc.Oit
po!ta.ted .<.n .the me-thod c.onf...i.f..-t-6 .<.n ob.óeJtvation and p!toc.uúng o6 .tltanf...<.tion v.<.bJtationf.., 
wh.<.c.h 6ollow f..udden c.ltac.k.<.ng. The. deve.l.ope.d pJtoc.e.duJte maku uM. o6 f..ljf...te.m .<.dentiM
c.ation .te.c.hrúquu wh.<.c.h have been app.Ue.d .to equationf.. duc.!t.<.b.<.ng d.<.66Vten.t 6ea.tuJtu 
o6 .the. pJtoc.U-6e.d v.<.bltation f..ignal.-6. 

INTRODUCTION 

The paper deals with dynamic mechanical systems 
whose operation is being monitored by measuring vibra
tion signals. The topic of the paper is focused on 
determining the presence and extent of sudden cracks in 
the vibrating mechanical system. The importance of the 
problem cannot be underestimated as the occurrence of a 
crack can be fatal to the operation of the system . 

The key concept ~n determining origin of cracks 
consists in detecting abrupt changes in vibrating mass, 
and stiffness and damping characteristics which accomp
any the cracking . A sudden crack in a vibrating mec
hanical structure will result mostly in changes of 
stiffness and damping characteristics. It may result 
also in redistribution of vibrating masses and in 
severe cases even in reduction of vibrating masses. 

The method has been designed to utilize the dis
placement measurements alone, while the exciting forces 
remain unknown, The reason for this specification lies 
in the fact that in real life situations it is a very 
difficult and costly task to incorporate a force trans
ducer in the system structure. Further, even if such 
a transducer is installed, it is still difficult to 
have satisfactory measurement results. Thus, eliminat
ing exciting forces from entities which have to be 
measured is very advantageous. This feature of the 
presented method distinguishes it from other methods 
used in the field of engineering described as fault 
detection . In fact, in most cases, the determination of 
the extent of the fault, requires either full knowledge 
of the inputs or excitations of the system [1] or 
application of special test signals [2]. 

The system considered here are assumed to be 
linear. It is assumed that the observed transition 
vibrations die out within one observation record. It 
is assumed also that the exciting forces are stationary 
and deterministic in nature. 

USE OF TRANSIENTS 

A sudden crack appears to a vibrating mechanical 
system as a shock or impact which in turn produces 
transient vibrations being superposed on normal motion 
of the s ys tem. The main idea behind the developed 
method is to detect, extract and analyse these 
additional vibrations which may be hardly noticeable 
in fact . The key problem faced at that point is to 
find an answer to the following question: How are the 
changed parameters reflected in the transient vibra
tions? From the computational and conceptual point of 

* Visito~ from Design Institute of Cement Industry, 
Tia nj in, People 's Republic of China. 
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view, it would be convenient to be able to model the 
transients by the solution of an initial value problem 
or in other words, by free vibration. It has been 
shown analytically [3], that this can be done as 
follows . 

The mathematical model of the transient vibrations 
has a form of homogeneous equation describing the new 
(after the occurrence of crack) system. The initial 
values, to be considered together with these equations, 
have to be equal to differences in dis·placements and 
differences i n velocities of the steady state vibra
tions characterizing motion of the system before the 
sudden cracking and after it. The differences are 
taken at the very instant of the cracking. 

EXTRACTION OF TRANSIENTS 

The recorded vibrations can quite naturally be 
partitioned into 3 sections (Fig. la, 2a): the 'old' 

old new steady state , x , the 'new' steady state , x , and 
the transition vibrations between the previous two. To 
produce data which will be used with the free vibration 
model, the transient vibrations have to be exposed 
explicitly, It can be done as follows. First the 
presence of the transients has to be detected by visual 
inspection or in case of computer assisted analysis by 
executing a program which first learns the 'old' steady 
state and then indicates deviations from the learned 
pattern . Then, a series of mutual algebraic subtrac
tions will follow. First the 'old' steady state vibra
tions are subtracted from the whole vibration record 
(Fig. lb, 2b), then the 'new ' steady state vibrations 
are subtracted from the sarne record (Fig. lc, 2c). Now 
the steady state regions are shown nicely up as the 
'zero' line . The moment of the cracking has been 
exposed too (Fig. lb, 2b). The transient vibration 

( . transient . 
F~g. ld, 2d) , x , can now be eas~ly 'cut' out 

from the processed signal of Fig. lc, 2c. 

EXTENT OF CRACK 

The changes due to the sudden cracking can be 
determined by applying system identification techni
ques. Such techniques are based, generally, on solving 
mathematical equations describing the problem for 
parameters in question, while the 'independent' vari
ables (here displacements) are measured and its valucs 
inserted into the equations. The equations involve 
usually so called ' error functions'. Then, the solu
tion of the problem consists in minimizing the 'error 
functions '. 

Assume that a mechanical system can be described 
by the matrix equation: 

Mi + Cx + Kx = F (1) 
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where: M,C,K - mass, damping and stiffness matrices, 
respectively 

x,F - displacement and force vectors, 
respectively. 

Using the above equation the first 'error function' 
describing the relation between the system parameters 
M,K,C and the transient vibrations can be defined as 
follows: 

' c
1 

= (x _ xtransient) (2a) 

transíent . 
where, x , comes from measurements (F~g. ld, 2d) 
and x is defined by a free vibration model: 

Mx+Cx+Kx=O x(O) = à , i(O) = v (2b) 

Above, the vectors whích define the initíal values, d, 
and, •· are the measured differences of the steady state 
displacements and velocities at the instant of 
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cracking, T: 

d = (xnew _ xold) I , 
t=T 

(2c) ( .new .old)l V = X - X 

t=T 

It should be noted here that any minimization of c
1 from Eq. (2a) wíll involve solving the initial value 

problem defined by (2b). Further, it can be seen that 
the accuracy of that solution depends very much on the 
accuracy of the ínitial values. These, in turn, depend 
very much on the accuracy of the determination of the 
instant of cracking, T (Equation (2c)). That instant, 
however, not always can be determined with the required 
accuracy. In that case another 'error function' can be 
defined: 

" = (MX + Ci + Kx)l transient El x=x 
(3) 

Minímization of this 'error function' requires pre
calculation of the first and second derivatives of the 
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transient signal (Fig . ld , 2d) . 
The parameters in Eqs . (2) and (3) are the ' new' 

parameters . To indicate the ' old ' parameters the star 
symbol, * , will be used . 

Assuming, for a while, that the signal is periodic 
with the period, T, another ' error function' can be 
formed by using the steady state vibrations : 

* * * c2 = H x + c x + K xl t=T 

x =x 

where m is an integer . 

- Mi 
old 

+ Cx + Kx /t=t+mT 
new x=x 

(4) 

In the above equation, the advantage has been taken 
from the fact that the forcing function is stationary 
and periodic, so in moments separated by an interval 
equal to the period , T, its value is the sarne. Thus, 
the left hand sides of Eq . (1) have to be equal too. 
In case the vibrations are not periodic, Eq . (4) has to 
be written for inrlividual harmonic components . 

The extent of the crack will be known if the 
following ratios of matrix elements are found: 

~ 
M~ . 

l.J 

~ 
K~. , 

l.J 

:u 
C~. 

l.J 

(5) 

This can be done by taking the vibration data xold 

x transient,and xnew from measurements and minimizing 
squares of the ' error functions ' , c

1
, t 2 with respect 

to the above ratios. 

EXAMPLE 

To illustrate and test the method a simple two 
degree of freedom system has been chosen which can be 
modelled by the following matrix equation : 

* (6) 

The vibratiqns of the above system have been simulated 
on a digital computer with . OOls sampling interval . It 
has been assumed that at time t = 7.03s a chunk of one 
of the vibrating masses (M

11
) cracked off. The values 

of the parameters were set as follows: 

Mll M22 cu c12 c21 c22 Kll Kl2 K21 K22 

old 3 4 1.8 -.5 - . 5 1.2 7 -9 - 9 18 

new 2 . 4 4 1.8 - . 5 -.5 1.2 7 -9 - 9 18 

Fl 0.2 sin w t + 1.4 sin 2w t + 27 sin 4w t 
o o o 

w 1.534 o 

The produced vibrations have been presented in Fig. la 
and Fig . 2a. 

Vibration signal processing. The ' old' and 'new' 
st·eady state vibrations have been recovered in terms of 
sums of sinewaves using a Fast Fourier Transform . The 
results were as follows: 

.053 sin(l . 534t + 2 . 602) + .118 sin(3.068t 
- 1 . 802) + . 278 sin(6 . 13t - 0.861) 

. 053 sin(l.534t - 2 . 806) + .053 sin(3.06~t 
- 0 . 905) + . 019 sin(6 .13t - 3 . 601) 
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.048 sin(1 . 534t - 2 . 273) + .166 sin(3 . 068 t
- 4 . 020) + .361 sin(6 .136t- 0 . 827) 

.049 sin(1.534t - 2.482) + .074 sin(3 . 068t 
- 0.450) + . 025 sin(6 .136t - 3 . 562) 

The phase-shift reference in the above formu1ae was 
the first data point in t he vibrat i on record. The 
next step in the procedure invo1ves the s ubt r actions 
of recorded signals . To do this the ' old ' and ' new ' 
steady states have been reproduced for the time i nter
val equal to the record length. Then, the subtraction 
followed . First the ' old' steady states were subtract
ed from the original record (Fig . lb, 2b) and t hen t he 
'new' steady states were subtrac t ed from t he sarne 
original record (Fig. lc , 2c) . Af t er the star t of the 
transition period has been determined , Fig . lb , 2b , 
the transient vibrations of Fig . ld , 2d were extrac t ed 
from Fig . lc, 2c . 

Estimation. In order to determine changes in 
parameters, the following ' error functions ' have been 
defined using the system model eq uation (6): 

where, x
1 

transient 
xl 

where, 

transient 
x2 x2 

transient 
xl = xl 

transient 
X2 X2 

t=t 
old 

x=x 

l Mll Mll Mll Mll t=t+9T 

xl c11*1 c12*2 Kllxl K12x2 I 
(- + -- + -- + - -+ --)I 

new x=x 

t= t 
old x=x 

M22x2 c21*1 c22*2 K21x1 K22x2 
(---*- + ---*- + ---*- + ---*- + ----*-) 

K21 K21 K21 K21 K21 t=t+9T 

* 

new 
x=x 

The star, , in the equations above denotes the 'old' 
parameters, and the period T = 2n/1 . 534 . 

To find the ratios of the ' new' parameter over the 
'old' parameters (5) a Least Square Optimization 
technique has been used. The technique is based on 
minimization of the square of the ' errors ' defined 
above with respect to the respective parameter ratios . 
The ' error functions ' above have been defined in the 
way shown not only to solve the problem but also to 
reduce the number of ratios being searched at a time . 
The ' error functions ' have been minimized successively 
starting from El through E4 . Results of an application 
of this procedure are shown in Table 1. 

The results revea1 that it is quite feasible to 
determine abrupt changes in parameters of a multi
degree of freedom system from output data alone. It 
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can be seen that the accuracy of the results is very 
high (1% error for M and K, 4% error for C). But it is 
due to the sterile condition of the test based on 
simulated data. In practice, the measured signals will 
be contaminated with noise and it may be even difficult 
to have any results unless the number of parameters 
which are considered to be subject to changes is limited 
to a small figure or unless some of the parameters are 
known iú advance. These requirements are in most cases 
easy to fulfill. 

CONCLUSIONS 

The paper has shown how relying on measured vibra
tion signals alone with the existing forces remaining 
unknown, sudden cracks in mechanical structure of an 
observed system can be determined. The method is 
designed to sense changes of quite general character
istics of a dynamic system: vibrating mass, stiffness 
and damping. However, the presence of cracking can be 
deduced from the abrupt nature of the change. 

As the vibration data considered are digital, not 
analog, the subtraction of signals, which is essential 
to the method, must be preceeded by recovery of the 
steady state signals into any analytical form such as 
a sum of sinewaves or a Linear Prediction Filter [6]. 
The reason for that lies in the fact that the sampling 
of data is, generally, not synchronized with the signal 
components. 

Though the purpose of the paper is not to detect 
just any sudden changes related to the operating system 
but changes related to cracking, few comments can be 
made on other possible changes which can be revealed 
in vibrations. For example, an impulse or a step input 
added to a normal excitation force wi11 result in trans
ient signa1s too, but the steady state followed will 
have the sarne features as the 'old' steady state (the 
ohase shift will be all the time the sarne for instance). 
Thus, a misinterpretation can be avoided. 
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TABLE 1. Results of the Test 

Mll M22 cu c12 c21 c22 Kll K12 K21 K22 
Parameter Ratio: -*- ~ -*- -*- -*- ~ -*- -*- -*- -*-

~1 M22 cu c12 c21 c22 Kll K12 K21 K22 

True Value: _I 0.8000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

Calculated 

I 
0.8003 0.9982 0.9964 1.0321 1.0131 0.9775 1.0008 0.9993 1.0008 0.9932 

Value: 



VIII COSEM - S. J. Campos, SP (Dez. 1985) 

8 
FREQUENCY RESPONSE MEASUREMENTS ON A 

TURBOCHARGED AUTOMOTIVE DIESEL WITH 
V ARIABLE-GEOMETRY TURBINE 

R.J. BACKHOUSE 
UM IST, MANCHESTER, ENGLAND 

Frequency r esponses have been measured for boost pressure and engine speed responses 
to fuel rack position and turbine inlet area, on an automotive diesel with variable 
geometry turbine . The shape of these responses is discussed. 
A dynamic mean effective pressure is defined and its ~esponse, based on measurements 
of shaft torque and speed, is presented in frequency response and step input response 
forms . This indicates the transient reduction in m. e . p., and allows er.gine response 
to be isolated, to some exten~ from the load dynamics . 
Turbine inlet temperature and exhaust opacity responses to rack motion are compared 
with a calculated dynamic fuel/air ratio; the effect of rack motion amplitude on speed 
response is shown. 

INTRODUCTION 

The requirements of the turbocharged automotive 
diesel are best met by varying the turbine inlet area -
maximum area being needed at rated output to reduce back 
pressure and moderate turbocharger speed, and minimum 
area at peak torque speeds to maximise the boost. 

This paper covers part of the frequency response 
testing carried out on an 11 litre direct-injection 
turbocharged automoti ve diesel engine with variable 
geometry turbine . The resul s give insights into the 
dynamic behaviour of the engine, andare part of a wider 
investigation being carried out at UMIST into the 
feedback control of multi-input multi-output 1C engine 
systems . 

EXPERIMENTAL 

Engine and test cell are fully instrumented 
(figure 1) . Engine details are in tab l e I . 

Ambient 
Ai r 

lnlet 
Hanifold 
Pressu.re 

ENGINE 

V1bromc t er 
t:o rque 
signal 

Flywheel ( 120 t e eth ) 

rack ac tua to r 

Hydrostat1c 
s wa s h-plate 
pwnp 

Figure 1 . Diagram of the Engine/Dynamometer ~ig . 

Dynamometer. This is a hydrostatic swasl,-plate 
pump with good dynamic response; syste~_ pressure is 
contro ll ed by spool valve wilh electro-hydraulic servo . 
Electronic control of the supply pre ssurc , via spced 
feedback , is usecl o give a steady-sLatc torque 
proportional to the 1 . 6 power of speed . 1nertia of the 
pump with j:>rOpellor shaft and one coupling is '"'0 . 1 kg . 

Table T. Engine Data 

Leyland TL11, direct inject ion 

Configura tion: 6 cylinders in- line, 4-stroke 

Swept vo 1 ume: 11.1 litre 

Injection pump : CAV type NN , gove rnar removed 

Nax . fuel: 13 8mm3 /stroke 

ttax . power : 210kl-1 at 2200 rev/min 

Turbocha rge r : Holset H2C, 2 :1 area turndown 

Inertia: 2.95kgm incl . flywheel 

Actuators . Fue l rack position and turbine inlct 
area are actuated by small hydraulic pistons with 
position feedback control via electro-mechanical servo 
valves. The rack actuator acts directly onto the fuel 
rack; the turbine area actuator acts through a 
pin-j ointed linkage . Both have bandwidths above 10Hz. 
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lnstrume ntation . Eng ine flywhcel speed is by 
magnetic pick-up on a 120-tooth wheel, and s haft torque 
by Vi brometer TG200 torquemeter . Boost pressure is by 
Oruck strain ga uge tra nsducer, water cooled , and 
c xl,aust opacity by in fr a-red absorption, 3 . 3m down
s t.ream from turbine . A mineral insulatecl 1. 6mm chromel
alume l rhermocoup l e meas ur es turbine inlet temperature . 

Frequency respon se work . The frequency response 
method of identification was chosen sin ce two widely 
used methods of multivariable system analysis and 
co ntroller design , t he lnverse Nyquist Array and the 
Characteristic Locus techniques, use the fre quency 
doma in. ln addition, although frequency response 
analysis is time consumin g , it enables all harmonics of 
the driving freque ncy in the outputs to be rejected . 
This is important where non-linearities may be 
significant [1] . ln systems where samp l ing occurs- in 
this case the injection pump samples the position o f the 
fuel rack each time injection takes place - interference 
occurs if the test frequen cy coincides with the half 
sampling frequency or any integer multiple of it [2]. ln 
thcse tesls the minimum samp l ing frequency was 50 l!z, 5 
times he maximum tcst frequency. Whe r e the test 
frequency coincides with the engine cyc l e frequency 
(c . g . 10 Hz at 1200 rev/min) variations in fuelling from 
cyl indPr to cy linder may significantly affect the 
ne asured response . 
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Frequency response tests were carried out with a 
'F eedback' signal generator and transfer function 
analyser . The sine-wave signal with suitable DC offset 
was used as the actuator position demand signal. 
Responses were obtained in the frequency range likely to 
be significant in automotive diesel t r ansients (0 .1 to 
10Hz) . 10-cyc l e averageing was used to increa se accuracy 
and r e jecti on of harmonics but , in some cases above 4 
Hz, outp ut signal amplitudes were too smal l to be 
measured with this equipment . More accurate measurements 
of small signals were possible later using a Solartro n 
1250 Frequency Response Analyser . 

RESULTS AND DISCUSSION 

After obtaining actuator responses, the responses 
of the engi ne speed and boost pressure to rack and 
turbine area perturbation were measured over a wide 
range of engine operating conditions. At some conditions 
shaft torque , exha ust opacity and turbine in l et 
temperatur e responses were obtained . The results 
presented here relate to en~ine speeds near peak torque 
speed (1200 rev/min) «here combusti on is most likely to 
be marginal. High load at these speeds involves 
combustion at air-fuel ratios below 25:1 and, since 
optimum for b.s.f.c. is 30:1, boost pressure can have a 
sign ifican t effect on combustion . Act ua tor and known 
instrumentation responses have been removed from the 
results which are presented ln the form of Bode diagrams 
(log gain and phase plotted against l og-sca l e 
frequency). Gai ns shown are relative to the steady state 
gain . Lines at - 3db and -45deg are included to aid the 
measurement of time constan ts . Dashed lines of slope 
- 20db/dec are sometimes drawn for comparison with the 
gain plots. 

Speed Response . Fig.2 shows the speed response to 
rack movement at 1200 rev/min, medium and high l oad . 
Asymptotic gain slope is -25db/decade; a first arder 
l ag due to the respons e of the inertia of engi ne plus 
dynamometer accounts fo~ a s l ope of -20db/dec. The 
discrepancy is due to several factors : 

1. Dynamometer response 
2 . Variati on of fuelling with engine speed 

(at co nstant rack po s iti on) 
3 . Bmep amplitude affected by variations in 

a/f ratio amplitude . 
4. Bmep amplitude affected by pumping lasses. 
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figure 2. Speed Response to Fuel Rack Perturbation. 
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Figure 3 . Speed Response to Turbine Area Perturbation 

Fig 3 shows speed response to turbine area 
perturbation at 1000, 1200 and 1600 rev/min near full 
load . lligh frequency gai n slope is much nearer to 
-20db/dec and represents the response of the engine plus 
load inertia to variations in back-pressure due to 
changes in turbine inlet area. The time constant of the 
filling of the exhaust manifold is too short to 
significantly affect the back pressure response below 
10Hz. At low frequencies boost amplitude affects the 
response, through its effect on a/f ratio and pumping 
la sses , but at frequencies above 2 Hz the turbocharger 
inertia has removed any significant variation in boost 
pressure at the test frequency . 

Depending on engine operating point, the effect of 
boost on steady state speed may be greater or less than 
the effect of the increased back pressure. \olhere the 
effect of boost is the greater of the two, as here, the 
steady state gain is positive; at high engine speed and 
l ight l oad , steady state gain is negative (area 
restriction taken as positive) . ln both cases the higher 
frequency responses are similar with the speed 
responding as a simp le first arder lag to the 
back-pressu re fluctuations; the phase includes an extra 
180 deg la g since back pressure is inversely related to 
engine efficiency • 
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Torque Response. ln order to remove the effects 
of dynamometer response from fig . 2 the acce l eration 
torque of the engine and flywheel was added vectorally 
to the measured shaft torque response . Fig 4 shows the 
resultin~ responses which may he called dynamic torque 
or dynam1c m.e. p . These dynamic values are 
friction-corrected but not equal to the brake values · 
the difference is accounted for by the acce l eration ~f 
the flywheel and engine. With infinite l oad inertia the 
'dynamic' and brake values are identical . 

Fig 4 indicates a significant fall-off i n dynamic 
m. e .p. with increasing frequency . Below 0 . 4 Hz the slope 
is -2 . 5 db/dec with a break point close to that of the 
boost resporise indicating that this attenuation is a 
result of boost related effects - pumping lesses and 
combustion efficiency (through air-fue l ratio); a sma ll 
effect may also be due to the thermal inertia of the 
cylinder walls. Above C. 4 Hz the slope is greater with a 
break point similar to that of the speed response (0.4 
Hz); this extra attenuation appears, theo, to be soeed 
related - i . e. due to the change in fuelling with ~peed 
and possib l y also to dynamic effects in t he f . m. e . p . 
The gain becomes fl at above 2Hz, 8-10 db below the 
steady state gai n. The corresponding step i nput 
response, obtained by inverse transformation, is shown 
in fig 5 . 

1.0 

Dyniunic 
m.e.p./ 
s teady 
sta. te 
b .m.e.p. 

0.5 

Figure 5. 

0 . 1 o. 2 

rise time 0.75 sec. 
1180 rev/min , medi\DI load. 

Obtained by inversa transform of dynamic 
m. e. p. frequcncy response (response to 
rack perturbation). 

0.3 0.4 0.5 0.6 o. 7 

seconds. 

Normalised Dynamic 1. e . p . Response to a 
Step Change in Rack Position 

Ideally the gain response should be flat with the 
phase response that of a pure time delay i . e . the delay 
between sampling of the rack position by the injection 
pump and the median point of the resulting torque [3], 
[4]. This is the diesel torque delay (not the same as 
ignition delay) . By subtracting from the phase response 
the phase lag that is attributabl e to the gain curve 
shape the remaining phase takes the form of a pure time 
delay within experimental error (dashed curve in fig 6) . 
Values of the torque delay determined in t hi s way var ied 
between 70 and 120 degCA; some of this variation must be 
experimental scatter since the actual delay is unlikely 
to vary by more than 20-30 degCA. The mean value, 95 
degCA, is far smaller than the 90 degCA plus one firing 
period suggested by Gant [5] . Gant 's value, however, 
approximates the total phase lag above 2Hz (chain dotted 
line in fig 5) . 

With the hydraulic actualor no l ock-up of the rack 
motion was observed so that rack position sampling 
occurred at the end of injection . ln engines with 
mechanical governors , lock-up of the movement is 
conceivable , in which case sampling occurs near start of 
injection and the delay is longer [3] , 

Boost Pressure Response . Fig 6 shows the responst 
of boost pressure to rack perturbation . The hiRb 
frequency slope is -28 to -32 db/dec of which -20 db/dec 
is due to the ! nertia of the t urbocharger in the 
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Figure 6 . Boost Pressure Response to Fuel Rack 
Perturbation 
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presence of turbine torque fluctuations (assuming 
constant torque amplitude). Due to the effect of engine 
speed on exhaust mass flow, turbine torque amplitude 
falls as frequency increases; this accounts for at least 
2/3 of the extra slope . A first order lag due to the 
filling of the inlet manifold also begins to affect the 
gain above 2Hz . The in l et manifold time constant varies 
inversely with engine speed ( 5Hz at 1200 rev/min). 

Fig 7 shows that the boost pressure response to 
turbine area perturbation has a slope much nearer 
- 20db/dec, reflecting the much smaller fluctuations in 
engine speed . 
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Area Perturbation 



Exha ust Opacity Response . Both exhaust opacity 
and turbine inlet temperature are functions primarily of 
a/f ratio . ln fig 8, l og gain plots of both are compared 
with the dynamic f/a ratio gain, obtained by vector 
subtraction of the boost pressure response from the rack 
motion. Apart from an unidentified first order lag in 
the temperature response (break freq . at 1 Hz), all 
three plots are nearly parallel indicating that opacity 
and probably turbine inlet temperature are proportional 
to a power of the dynamic f/a ratio. For opacity the 
index varies between 2 and 4, but may reach 10 at high 
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Figure 9 . Effect of Rack Motion Amplitude on 
Engine Speed Response 

f/a ratios. O'Neill observed a value of 3 . 25 for steady 
state opacity from a turbocharged engine [6] . 

Degree of Non-linearity . Fig 9 shows the effect 
of rack motion amplitude on speed response at 1200 
rev/min medium load. lncreasing the amplitude from +/-3 
to +/-10 per cent has no effect on the responses 
relative to the steady state gain; increasing the 
amplitude up to +/-43 per cent does affect the response 
shapes a little. The steady state gains are 9 and 30 per 
cent lower respectively at middle and large amplitudes. 
The effect of rack amplitude on boost response is less . 

CONCLUSIONS 

The speed and boost transfer functions of the 
turbocharged automotive diesel engine are dominated by 
the first order lags due to the inertias of the engine + 
load and turbocharger rotor respectively. 

While filling of the inlet manifold does affect 
eng ine response below 10Hz, exhaust manifold dynamics 
appear not to (apart from a small contribution to the 
exhaust transport deAay) and can probably be ignored in 
control models, provided that allowance is made for the 
effect of the pulsed nature of the exhaust flow on 
tur6ine eff"1ciency . 

Transient exhaust opacity was found to be 
proportLonal to a positive power of the f/a ratio with 
the power varying with operating conditiqn. 

A dynamic m.e.p. has been defined, being that 
m.e.p. that is available during engine t~ansients to 
overcome loád torque and accelerate the

1
dombined inertia 

of the engine and load. DeterminatÍon oi the d .m.e . p. 
enables the engine dynamic respon~e to be isolated, to 
some extent, from the dynamics of the load. The d.m .e.p . 
amplitude was found to fall by 8-10 db between steady 
state and 2 Hz and this appears to be due mainly to 
speed related effects, with boost related effects also 
co n t ribut i ng. 
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INrRODUÇÃO 

O estudo do comportamento dinâmico de sistemas me 
c~icos ve~ ~e constituindo em área de ~rande importân~ 
c1~ ~ecnolog1ca. O problema do comportamento dinamico 
de h1drogeradores constitui-se em assunto de interesse 
principalmente para os usuários deste ti~o de sistema, 
e o Brasil, como um dos maiores deles certamente deve 
ria desempenhar papel importante nest~ área de pesquisa. 

No.presente tra?alho entende-se por hidrogerado
res os s1stemas rotat1vos de uma central hidroelétrica 
(máquina hidroelétrica) , sendo formado basicamente de 
um eixo, dois rotares (gerador e turbina) e mancais 

(guia e escora). 
A elaboração de modelos matemáticos que simulem 

os fenômenos d1nâmicos dos hidrogeradores faz-se neces 
sária uma vez que, devido às grandes dimensões dos mes 
mos, torna-se impraticável, em função do custo, o pro
cesso d~ otimização do projeto a partiT de um protótipo 
constru1do. 

DESCRIÇÃO DO MODELO F!SICO 

_ As. máquinas que servem de base neste estudo [ 1] 
sao de e1Xo ~ertical ti~ "umbrella", turôina tipo fran 
cis_c~ 12 pas, ro!or de gerador com 13 ,2 m de diâmetro, 
potenc1a de cada maquina de 160 MW, velocidade controla 
da de operação 85,7 rpm e com peso total das partes gi-
rantes de aproximadamente 715t. -

Os mancais de guia são do tipo hidrodinâmico seg 
ment~do send~ que o efeito de amortecímento e rigidez 
do f1lme ~e oleo, bem como a rigidez da estrutura de 
sustentaçao podem ser modelados de forma simplificada. 

Modelou-se o sistema para o estudo das vibrações 
livres em flexão sem amortecimento e considerando os 
mancais como molas de rigidez constante . As máquinas mo 
deladas possuem eixos de secção circular vazada confor~ 
me indicado na Figura 1 . 

Os valores dos parâmetros utilizados foram: 
Momento de ]nércia diametral (Kg.m21 

gerador - 4,8 E 6 
turbina - 5,0 E 4 
mancal de guia do gerador - 1,37 E 4 
mancal de guia da turbina 0,5 E 3 

Massa (Kg) 
rotor do gerador - 4,95 E 5 
rotor da turbina - 1,45 E 5 
mancal de guia da turbina - 2,87 E 3 
mancal de guia do gerador - 2,1 E 4 

Rigidez (N/m) 
mancal de guia do gerador - 1,5 E 11 
mancal de guia da turbina - 1,5 E 11 
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X 
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Mecânico 

'------.-+--r--..:;.;._....J - Forças Magnéticos 
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Mancai de Guio do 

TLrbino 

Forças Hidróulicos 

Fig . 1 Modelo Físico de um Hidrogerador 

Diâmetro (m) 
externo do eixo - 1,3 E O 
interno do eixo ·- O ,4 E O 

Propõ~-s~ também neste trabalho simular a respos 
t~ em frequenc1a em deslocamento de um dado ponto do -
s1ste~ onde pode-se medir a resposta experimentalmente. 
Assim,é necessário apresentar as características das 
forças que aparecem no sistema. As excit~ções transver 
sais consi~eradas mais significativas são forças hidrãu 
l~c~s, desbalance~ento mecânico e~desbalanceamento mag 
net1co [2] . Tambem de origem magnetica podem surgir 
forças com frequência igual ao dobro da frequência de 
rotação devido ã ovalização do rotor do gerador. As ex 
citações de origem hidráulica aparecem na turbina e põ 
dem ser consideradas como funções aleatórias com um es 
pectro de frequência de banda larga. Para a análise dã 
resposta em frequência acrescenta-se o efeito do mancal 
de escora do gerador, modelada através de uma mola com 
rigidez torcional tomada com o valor de 4Ell N.m. 

DESCRIÇÃO 00 KJDELO 'MATEMÁTICO 

O método das matrizes de transferência (MMT) per 
mite descrever o sistema estrutural subdividido em esta 
ções. A cada estação associa-se uma matriz de transfe-
rência que contêm as informações referentes àquela par 
te da estrutura e que relacionam as variáveis de esta~ 
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do em estações consecutivas de uma estrutura. As variá 
veis de estado contêm as informações do sistema mecâni 
co e estão armazenadas em vetares denominados vetores

_ae estado. 

{ S}T = {z, lj!, My• Vz} (1) 

Para a representação matemática das estações ti
po eixo, aplicam-se modelos contínuos, com solução exa 
ta, derivados diretamente da equação diferencial do mo 
vimento de um eixo [2] : 

onde 

~+ 
dx4 

o+T 
R.2 

d:z.z 
dx2 

84-0.T .z 
R.4 

o (2) 

a = lJW2 R.2 -- _,. ' (3} 
GAs 

l.li 2w2 
T =-y- R.:,_ (4) 

F.J)' 

2 

84=~ R.4 , (S} 

F.Jy 

z - deslocamento na dire~ão z 
w - frequéncia de vibraçao 
J - momento de inércia de área 
iy- raio de giração 
l.ly_ massa por unidade de comprimento 
G - módulo de elasticidade transversal 
E - módulo de elasticidade 
R. - comprimento do eixo 
As- área efetiva da secção 

A partir desta equação diferencial ordinária po
de-se deduzir a matriz de transferência de campo relati 

•Na a uma estação tipo eixo. Supondo-se que as oscilações 
são harmênicas, a solução da equação diferencial é do 
tipo: 

z = c eÃXIR. (6) 

Mostra-se que a matriz de transferência desta es 
i;tação incluindo-se os efeitos de deformação devido ao
cisalhamento e inércia de inclinação é dada por [ 2, 3] 

c
0

-oc2 I ' I i Ct-(O+T) C3 

84 
' •:-rror C0 -TC2 -c3 

' I --

F ,o I R. 
~t 

84E.f l rr_.·· 
F.Jy 

~C2 ' I 
" -TCt+(84+T 2)c3 I 

R.2 • I R. 
I 

84F.J I F.J 
~ (c-oc3) I 84____y C2 I R. 3 1 I R.2 

I ' 
i 2C2 ~ ~ : J I R.3 

-OC1+(84+o2)C3 -- ;. I. +r- I --

F.Jy .. I 84F.J 
I y 

' ( ...: 

i(Ct-TC3) I R.2 
-- C2 1(7) 

F.Jy 

c
0
-TC2 i T R. c1-(o+T)C3 

84 
C

0
-0Cz -- C3 - - I: 

R. 

onde 

À 

c o (À 2 ~oshÀ +À 2cosÀ ) I (À 2+À 2) 2 1 2 2 1 2 

À2 À 2 
c =(-2- selli'À + - 1- senÀ ) I (À 2+À 2) 

1 À !À 2 12 
1 2 

c ., ccoshÀ -cosÀ) 1 (À 2+À 2) 
2 1 2 1 2 

( 
senhÀ senÀ ) c= ___ 1 ___ 2 I 

3 Â ' 
(À2+À2) 

1 2 

1 

1 '2 
~ O+T : I _1_ (o+T)2+(84-0T) 

2 ~ 4 

(8) 

(9) 

(lO) 

(ll) 

(12) 

A transferência das variáveis de estado de uma 
massa concentrada é feita usando-se uma matriz de ponto. 
Usa-se este tipo de estação para a representação de tur 
binas, rotares, etc. -

Usando-se o Princípio de D'Alembert da mecânica 
clássica e supondo-se a massa concentrada como um corpo 
rígido com dois graus de liberdade (deflexão e rotação) 
pode-se obter a matriz de transferência deste tipo de 
estação [2]: 

1 o o o 
Q 1 o o 

I PI= I 
-r w2 I (13) 

o 1 o y 
mw2 o o 1 

L. 

onde 
m - massa concentrada 
I -y momento de inércia de massa 

Para obter um modelamento matemático do mancal seg 
mentado considerou-se as seguintes hipóteses: massa do 
sistema eixo-turbina-gerador muito maior que a massa do 
segmento do mancal, rigidez do filme de Óleo próxima da 
r~gidez da estrutura de suporte e constante com a rota
çao. 

Usando-se as técnicas de impedância mecânica, po
de-se obter os valores de rigidez e amortecimentos equi 
valentes, para um segmento do mancal : -

2 2 

Keq 
(K2K1) (K2+K1)+K2w Gt (14) = 

(K2+K1) 2+ w2C ~ 

ceq = k 2wC I (K +K ) 2+w2C2 (15) 
2 1 2 l 1 

onde K1 e C1 são os coeficientes de rigidez e amorteci
mento do filme de Óleo e K2 é a rigidez da estrutura de 
suporte. 

Considerando ainda que os segmentos em número de 
12, são pivotados, pode-se desprezar a existencia de 
forças tangenciais e modelar o sistema sem acoplamento. 
Considerando isotropia radial tem-se : 

Kz 2K +4K cos 230°+4K cos260° = 6K eq eq eq eq (16) 

~= 2C +4C cos2 30°+4C cos 2 60° = 6C eq eq eq eq (17) 

Com esses valores de K e C pode-se montar a ma 
triz de ponto do mancal: z z 



1 o 
o 1 

p 
o o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

1 

(18) 

Com estas matrizes e as excitações já definidas 
na descrição do modelo físico , pode se represewtar mate 
maticament e os sistemas estudados. -

MElTOOO DE RESOLU~ 

Aplicando- se o método convencional de resoluçao do 
MMT observa-se que para algumas aplicações, caso de man 
cal intermediário com rigidez elevada, surgem erros nu~ 
méricos de "round-off': O 1\M['-modificado propõe- se a eli 
minar esses problemas. -

O MMT-modificado, é um método que estima os valores 
do vetor de estado na estaçâo inicial e aplica uma condi 
ção de dependência linear entre as linhas da matriz do -
sistema [ 3 ] . 

No cálculo da resposta em frequência inclui-se no 
modelo termos complexos nas matrizes de transferência, 
como é o caso dos termos proporcionai s ã velocidade . Usa
-se também a forma estendida~ que é usual,onde incluem-
-se as excitações no modelo L2, 3 ] : 

l~W-;l r-n, Ht C1'l 

onde :{q }- vetor das forças de excitação 
Levando em conta a equação (19) conjuntamente com 

as condições de contorno, pode-se obter os valores de 
{ S }o , e posteriormente transferi-los para qualquer pon
to do sistema . 

Variando-se a frequência de excitação obtém-se o 
espectro da resposta. 

RESULTAOOS OBTID05 

Para a resolução do problema de vibrações li-
vresdo modelo físico mostrado na figura 1 usando o MMT~ 
modificado , desenvolveu-se uma rotina com o modelo dos 
eixos contínuos de secção ci rcular vazada . Na represen 
tação do gerador e da turbina considerou-se massas con
centradas com efeito de inércia de inclinação. Calculou
-se as frequências naturais e os ~05 prdprios e os re 
sul tados são apresentados na Tabela 1. -

Tabela 1. Frequências naturais e modos próprios de vi 
bração 

Modo Nt 1 

Freq. 8,08 Hz 

Modo N'l2 

Freq. 31,48Hz 
Modo N2 3 

Freq . 65,86Hz 
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Para o cálculo do espectro da resposta incluiu-se 
o efeito do mancai de escora através da mola de rigidez 
torcional, e os mancais de guia foram representados , co 
mo mancais hidrodinâmicas segmentados, com : 

Rigidez do filme de Óleo (K1) l,SEll N/m 
Amortecimento do filme de Óleo CC1) 0,75Ell 

N. s/m 
Rigidez do suporte do segmento CK2) l ,SEll N/m 

No hidrogerador real as forças de excitação são 
de magnitude desconhecida . 

Para uma cor.~aração qualitativa com o resultado 
do modelo teórico foi t omada a superposição das respos 
tas às excitações de desbalanceamento e forças hidráu~ 
licas, conforme o_esguema da Figura 1. Para o desbal~ 
ceamento na frequenc1a de rotaçao (85 .7 epm) e efeito 
de ovalização no dobro desta foi tomada amplitude uni
tária . Para as forças hidrául icas foi tomado um espec
tro de amplitude constant e e unitária . A Pigura 2 mos 
tra o espectro de resposta resultante bem como o espec 
tro medido no hidrogerador real . -

lE-U 
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lO 

( b ) Frequincio [ Hz) 

Fig. 2 Espectro da Resposta (a) teórico 
(b) medido 
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Observa-se que, fundamentalmente, o espectro teó 
rico obtido, Fig . 2 (a), é coerente com o espectro me~ 
dido2(b) sendo que o ajuste dos valores das frequências 
naturais pode ser feito por métodos de identificação 
que não são tratados neste trabalho . 

Os métodos de resolução utilizados no trabalho 
(MMT - modificado e MMT estendido) são eficientes para 
ultrapassar as dificuldades numéricas inerentes ao MMT . 
Os modelos contínuos do MMT mostram um bom desemperu;o 
na representação estrutural . 
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VIBRAÇÕES EM LINHAS D~ 

TRANSMISSAO DE ENERGIA ELETRICA 

ROBERTO JORDAN 
DEPTO. DE ENGENHARIA MECÂNICA- UFSC 

Este trabaLho apresenta o 
ciLatória 
trizes de trans f erência . 

INTRODUÇÃO 

. Neste trabalho é apresentado o comportamento di
nâmico de um vão de linha de transmissão, com extremos 
apoiados ou engastados, obtido através de análise rea
lizada com o auxílio de matrizes de transferência. 

E..IMFNI'OS BÃSICOS: 

Para um elemento retilíneo sob flexão, as pro-
priedades necessárias para descrever o estado de um 
ponto ao longo de seu comprimento são o deslocamento 

iwt iwt lateral (w. e ) , o deslocamento angular (1j; • e ) , o 
momento fletor (M. eiwt) e o esforço constante (V. 

. eiwt), conforme a figura 1. Tais elementos, descon
siderada a sua variação temporal harmônica, são agrup~ 
dos em forma de vetar, o "vetar de estado", que para 
um determinado ponto i assim se apresenta: 

{z.}={z}. 
1 1 

-w. 
1 

lj!. 
1 

M. 
1 

v. 
1 

(1) 

onde foi tomado o deslocamento lateral com sentido ne
gativo para gue as matrizes subseqUentemente obtidas 
resultem simetricas. 

X 

Figura 1 . Componentes do vetar de estado 

Os vetares de estado de dois pontos distintos do 
cabo, afastados de uma distância x, são relacionados 
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por uma matriz de transferência de campo, conforme a 
equação: 

[c ex) J {z}. 
1 

(2) 

A matriz [C(x)] , que representa portanto as pro
priedades do elemento de cabo de comprimento x, foi de 
senvolvida [1,2] e se apresenta assim: -

cl 
C4mJ/D 
c3mJ 
c Jll.l)2 

2 

onde: 
cl 

c2 

c2+C4S/D 
c1 + C3S/D 

C2S+C4 (muf+S 2 /D) 
c3m J 

C3/D C4/D 

(C2+C4S/D)/D C3/D 
C1+C3S/D C2+C4S/D 

c4m w2/D c1 

= [C(x)] 

À2 - 2 cosh (À1x) + À2 
1 cosh (Ã 2x) 

(À2 -
1 

À2 
2 

-À3 
2 senh (À1x) + À{ senh(Ã2x) 

ÀlÀ2(ÀÍ - Àz) 

À2 senh (Ã1x) - Àl senh (Ã 2x) 

Àl À2 (Ài - Àz) 

(3) 
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~' 1:' .... .. . ... 

À = I s - / sz + 4Dmw2 
2 2D 

m = massa do cabo por unidade de comprimento. 
S = força axial (tensão) no cabo, 
w = freqUência angular do movimento harrnônico, 
D = E I C 1 + i n ) = rigidez complexa do cabo, 
n = fator de perda. 

~ 

Pode-se verificar que para x = O a matriz [C(x)] 
e igual à matriz identidade. 

Será analisada posteriormente a influência da adi 
ção de um neutralizador dinâmico do tipo Stockbridge aõ 
cabo. Este neutralizador, cujo efeito pode ser conside 
rado puntual, provoca uma variação entre os vetares de 
estado à esquerda e à direita do ponto de aplicação. Da 
da a sua massa equivalente ffieq (uma função da freqUên-=
cia [3]), o neutralizador é levado em consider~o a
traves de uma matriz de transferência de ponto LPJ, con 
forme a equação abaixo: 

{z}~ [PJ 
E = {z}i 

1 
(4) 

onde: 

[ w't 
o o 

!] 1 o 
[P] = o 1 

o o 
(5) 

O Último elemento a ser apresentado é o vetor ex
citação, que permite considerar a atuação de uma força 

i~ lateral f . e sobre o cabo: 

{F} " {!f l (6) 

Se a força é aplicada em um determinado ponto i, 
tem-se conseqUentemente a seguinte relação entre os ve
tares de estado à esquerda e à direita: 

{z}~ = {z}~ + {F} 
1 1 

(7) 

CÁLCULO DAS ~U!NCIAS NATIJRAIS: 

Com o auxílio das matrizes de transferência pode 
ser escrita a seguinte relação: 

{z}L = [T] {z}
0 

(8) 

onde os índices L e O indicam as extremidades direita e 
esquerda respectivamente. A matriz [T] é igual a: 

[T] = [C(L)] vão sem neutralizador (9) 

[T] :! [C(R.1)] [P] [C(L- R.1)J vão com neutralizador (10) 

onde L é o comprimento total do vão e R.1 é a distân-
cia do neutralizador à extremidade direita do mesmo, 
sendo R.1 normalmente bem inferior a L. 

Para extremos apoiados (condições de contorno 
w=O e M=O) a equaçao (8) resulta: 

o Tll T12 T13 

T141 
o 

ljiL 
= 

T21 T22 T23 T24 ljio ~ (11) o T31 T32 T33 T34 o 
VL T41 T42 T43 T44 v o 

Da equação (11) acima se obtém o sistema de equações: 

J T12 ljio 

1 T32 ljio 

+ Tl4 Vo 

+ T34 Vo 

o 

o 

que fornece a seguinte equação característica, ao 
se admitir a solução trivial: 

Tl2 T34 - Tl4 T32 = O 

(12) 

na o 

(13) 

Seguindo o mesmo procedimento, para extremos en
gastados (condições de contorno w= O e 1jJ =O) chega
-se a: 

T13 T24 - T14 T23 = O (14) 

Através das equações (13) e (14) foram obtidas as 
seguintes equações para cálculo das freqUências natu
rais, sendo que apenas a primeira pode ser explicitada. 

Para um vão sem neutralizador e extremos apoiados 
tem-se 

senh senh(À2L) 
o (15) 

2 

Conclui-se que a equação (15) é verdadeira quando 

senh (À2L) = i sen (ôL) = O (16) 

onde ô = À2/i e i r-1 

A partir da equação (16) chega-se a: 

w = ~ /! (nzlTzD + S) 
n L m Lz (17) 

Para um vão sem neutralizador e com extre 
mos engastados obtém-se: 

tg ôL 
2 D Àl ô 

s (18) 

Na dedução da equação (18) tomou-se senh (À1L) = 

cosh (À!L), já que os seus valores são praticamente 
coincidentes para valores elevados de L, como aqueles 
encontrados na prática. Além disso, como tais valores 
são extremamente elevados, as equações características 
(13) e (14) foram divididas por senh (ÀlL)= cosh (À1L), 
eliminando-se assim os termos onde eles não aparecem. 

As freqUências naturais para vãos com extremos 
engastados (equação (18)) são levemente superiores às 
obtidas para vão correspondentes com extremos apoiados 
(equação (17)). Isto se justifica pelo aumento da rigi 
nez . do sistema que, no entanto, não é significativo •. -



pois é percebido apenas em regiões adjacentes às extre
midades, em frmção do baixo valor de EI (o cabo se co~ 
porta quase como tun fio flexível). 

Para tun vão com neutralizador e extremos apoiados 
a seguinte equação permite o cálculo das freqUências na 
turais: -

sen (ôL) - ffieq · li { 
DÃlô (Ài ~ 

- ô sen (~L) senh (Ã1t 1) e-Àl~l} = O (19) 

Para tun vão com neutralizador e extremos engasta
dos, de forma semelhante, se obtém: 

Comparando os resultados das equações (19) e (20) 
com os das (17) e (18) verifica-se que: 
a) o neutralizador tipo Stockbridge (com 2 graus de li
berdade) acrescenta 2 freqUências naturais ao vão; 
b) a maior influência do neutralizador é verificada nas 
freqUências que se aproximam das suas freqUências anti
-ressonantes, isto é, quando meq é elevada; 

c) o neutralizador qua~e não tem efeito qu~do é intro
duzido em tun ponto que correspondia a tun no . 

RFSroSTA 00 VÃO 

Seja tun vão excitado, conforme a figura 2. 

Neutrol izodor r 
' J l 

I: l o I I a I la 

I L 

Figura 2. Vão sendo excitado 

Os vetares de estado dos pontos O e 1 são as
sim relacionados: 

(21) 
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Desdobrando ['P'} na soma da matriz identidade 
mais a matriz [PcJ, us~o ainda a propriedade de que 

[c(r)] . [C(s)] [C(r+s)], obtêm-se: 

• (22) 

A partir da equação (22), pela aplicação das con
dições de contorno, chega- se a tun sistema de equações 
em ~o e V0 (extre~s apoiados) ou em _Mo e v0 (extr~ 
mos engastados) . Ta1s valores podem entao ser determi
nados, visto que o sistema é não-homogéneo . 

Uma vez determinado o vetar {z}0 , obteve-se ana
liticamente o vetar {z}1 através da equação (22) . Tam 
bém analiticamente foi obtido o vetar à esquerda do ROn 
to 2, {z}~, pela pré-multiplicação de {z} 0 por [C(R.l)]-:-
0 vetar {z}~ pode então ser facilmente obtido, pois 
ele é igual ao vetar {z}~ pré-IIUlltiplicado por [PrJ . 
As expressões que definem os valores dos elementos não 
nulos doE vetares {z}0 e {z}1 e dos elementos do ve 
tor {z} 2 podem ser encontradas na referência [2] . -

Foram desenvolvidos {z}l e {z}~ por motivo de 
precisão de cálculo. Se a determinação de tun vetar de 
estado em tun ponto qualquer do cabo, especialmente jrm
to aq ponto 1, fosse feita apenas a partir do vetar 
{z}0 , através de uma série de IIUlltiElicações de matri
zes de transferência, o resultado nao seria satisfató
rio. Portanto agora se tem tun vetar de estado na extre 
midade de cada segmento do cabo (de comprimentos R-1, R.z 
e R-3). Por conseqUência o vetar de estado de qualquer 
ponto do vão pode então ser obtido simplesmente pela 
multiplicação de tun destes vetares de extremidade pela 
matriz [C(i)l, onde R. (ou -R.) é a distância do pon
to à extremidade identificada do segmento. 

Foi desenvolvido tun programa de computador que, 
com base nos procedimentos indicados anteriormente, cal 
cula os vetares de estado em vários pontos ao longo do 
vão. A figura 3 mostra o comportamento dos parâmetros 
ao longo de tun vão sem neutralizador e com extremos a
poiados, excitado na 14e freqUência natural . Os dados 
indicados na legenda da figura 3 foram obtidos da refe
rência [3] e aproveitados através das equações (23) e 
(24). 

U~n n n n n n a l Ê 1\ '' 1s n ''n/\ , o.J 1 f I I I f 1 I 1 I I I 1 
-' \I \f\f\f\f\1\ 
:. \f \f \f \I \1 \1 11 
•

5
vvvvvvv 

- 7, 

' 'Ól A Ã A A A A ~ :; ' \ n r\ n J\ n ' ' <1 @1 I I ( 1 T 1 I I ( 1 I -9- \1\1\1\1\1\1\1 
\i \I \f \I \1 \I \1 

~.~ v v v v v v v 

· ~ Ti Ti Ti Ti (\ Ti 1 ~ on n nntlíll 
i f\f\1\1 \1\f\1 _4v v v \1 v \7 v 

I!50 ~ A A A A A A A l 
1\ n r' 1\ ' ' r' r' z 0 f\ (\ f\ {\ (\/\I\ 

_./11\f\1 \1\1 \I L 
> I \[ \/ \( \/ \1 \1 \ v v v v v v -l !50 .___ _ ___:. ________ :..._ _ __::....__~---' 

Figura 3. Cabo com extremos apoiados vibrando no 
149 modo de vibração (w = 118,2rad/s). 

Dados: S = 2,21 lO~ N. a= 0,15 10- 3
, 

m = 1,46 kg/m, L = 46,43 m, 
H=9,8110 3Nm,f=S N eR.1=4,64m. 
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EI 

e Tl 

~12 
7T2 

H À 

16 1r
4 EI 

(23) 

(24) 

onde À é o comprimento de onda. 
No exemplo correspondente ã figura 3 o vão foi di 

vidido em cem partes iguais. 
Na tabela 1 é feita uma comparação entre os valo

res obtidos através do método modal desenvolvido por 
CLAREN e DIANA [3] e os valores obtidos através do mé
todo aqui proposto, para a 14a e a ISª freqUências na~ 
rais e uma freqUência intermediária. Na geração destes 
valores foi utilizado um vão com as mesmas característi 
cas daquele correspondente ã figura 3. 

Tabela 1. Comparação entre as freqUências e 
entre as amplitudes de deslocamento 

FreqUência Amplitude Mâxima 
(rad/s) (nm) 

Número de Modo 1 2 e3 1 2 3 
14 116 118,2 5,0 6,09 6,09 
- 120,8 122,9 0, 21 0,225 0,216 
15 124 ,9 126,9 4,0 5,21 5,21 

1 - Valores apresentados por Claren e Diana [3] 
(as amplitudes são aproximadas, retiradas de 
gráficos); 

2 - Valores obtidos com dados e equações forneci 
dos em [3 J; 

3 - Valores obtidos através do método aqui pro
posto, dados de [3 J. 

Acerca da tabela 1, observa-se que: 

a) as diferenças entre os valores das colunas 1 e 2 so 
podem ser explicadas por algum equívoco no repasse dos 
dados; 
b) a freqUência de 122,9 rad/s (colunas 2 e 3) foi esco 
lhida de forma a manter uma relação com as freqUências 
de 118,2 e 126,9 rad/s igual ã relação que existe entre 
a freqUência de 120,8 rad/s e as freqUências de 116 e 
124,9 rad/s (coluna 1); 
c) as freqUências obtidas das colunas 2 e 3 são iguais , 
pois as equações de cálculo se revelaram equivalentes; 

d) garantido o uso dos mesmos dados, as amplitudes ob
servadas nas colunas 2 e 3 alcançaram valores próximos. 

Repetiu-se a aElicação do programa para o 149 mo
do do mesmo vão, porem com os extremos engastados. A va 
riação na forma se verificou apenas nas regiões muito 
próximas aos extremos. Os valores máximos de w, ~ e V 
foram reduzidos de 20 a 30%. Contudo o momento fletor 
máximo nesta Última condição é da ordem de 2 vezes o va 
lor máximo observado para extremos apoiados (ver figura 
4). E, condição agravante, ocorre justamente no extre-

60r------------~ 

E ~ ' zO' ~. Jl" - ~ I 
:1 

-so~--~------~-~ 
Oiat8ncio ao lonvo do vlló-

Figura 4. Comparação entre os momentos fletores; 
---extremos apoiados e---- extre 
mos engastados. 

mo do vão, ponto em que na Erática o cabo já se encon
tra mais solicitado em funçao de sua fixação. 

Para confirmar o comportamento do programa quando 
no vão há um neutralizador, tomou-se um vão com extre
mos apoiados e foram computadas as suas respostas sob a 
9ª e a 15ª freqUências naturais. Comparando os valores 
~imos de deslocamento lateral com os obtidos por Cla
ren e Diana naquele seu mesmo tr*balho, foram obtidas 
variações, respectivamente, de 11,3 e 19,4% [2]. Con
tudo não foi considerada neste programa a massa do gram 
pode fixação do neutralizador, em adição a IDp , pois 
o seu valor não foi fornecido. Tivesse ela sia~ consi
derada provavelmente os valores de amplitude teriam di
minuído, e assim também os erros percentuais acima. 

Utilizando o vão do exemplo anterior, sem o neu
tralizador, foi computada a sua resposta sob a 14a fre
qUência natural. O modo de vibração assim obtido se as 
semelha ao modo correspondente ã 1sa freqUência naturaT 
do vão mais o neutralizador (lembrar do aumento do núme 
rode freqUências naturais pelo neutralizador). Verifi 
cou-se que os valores máximos dos parâmetros aproximada 
mente quadruplicaram com a retirada do ne~tralizador 
[2]. 

CONCLUSOES 

A resposta do vão com ou sem neutralizador, compu 
tada a partir das equações aqui desenvolvidas, mostrou 
uma boa aproximação com a obtida na bibliografia. 

O método seguido possui a vantagem de permitir 
também o estudo de vãos com extremos engastados, ao pas 
50 we no método modal simples (inclusive na referência 
r3J) só podem ser analisados vãos com extremos apoia
~os. A condição de extremo engastado pode ser observa
da, na prática, quando uma linha de transmissão de vã
rios vãos estiver vibrando sob algumas de suas freqUên
cias naturais. Neste caso fica evidente o perigo que 
representa o elevado momento fletor que acontece junto 
ao extremo. 

Com o uso do neutralizador foi percebida, em um 
exemplo, uma redução de 75% no nível de vibração de um 
vão. Portanto este elemento mostra-se viável, podendo 
ser otfmizado teoricamente com o auxílio do programa de 
senvolvido a partir deste trabalho. -
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INTRODUÇÃO 

Na determinação de frequências naturais e modos 
normais de vibração de estruturas não-lineares, é co
mum a representação da solução aproximada por meio de 
uma série truncada dos modos lineares correspondentes. 
Se o número de termos na série é reduzido a apenas um, 
este procedimento é conhecido como "single mode 
method". Sua principal característica é admitir que a 
fonna do modo não é afetada pela não-linearidade. Em 
muitos problemas entretanto o modo e a frequência asso 
ciada são fortemente afetados pela não-linearidade, o 
que torna a hipótese de modo linear inadequada. Análi
ses teóricas e computacionais destes problemas levaram 
ao conceito de modos normais não-lineares e "single 
non-linear mode method". 

APROXIMAÇÃO COM M:lOO LINEAR 

Considere um sistema elástico não-linear conser
vat i vo descrito pela equação do movimento em sua forma 
geral 

pÜ + Au + F(u) = O , (1) 

com condições de contorno homogêneas apropriadas onde 
u(x,t) é o campo de deslocamento, A é um operador li
near simétrico, positivo definido, limitado inferior
mente e contínuo e F(u) é um operador não-linear. A 
forma variacional da equação (1 ) é 

(pü,v)+a(u,v)+<F(u),v> =O (2) 

válida para todo deslocamento virtual v. 
De acordo com a técnica do "single mode method", 

o problema de vibrações não-lineares (1) é resolvido 
adotando-se uma aproximação do tipo 

(3) 

onde se admite que a autofunção u (x) é igual ao modo 
normal do sistema linear associado (i.é., com a parte 
não-linear ignorada). Portanto, fixada a amplitude as 
em (3) , apenas o parãmetro ws é incógnito, e é referi
do como,frequência natural do sistema não-linear (ou 
"frequência natural não-linear") . 

O ponto de partida para a determinação da fre
quência ws com a amplitude é o princípio de Hamilton, 
que consiste em se obter uma formulação fraca no tempo 
da forma variacional (2), integrando esta equação en
tre dois instantes apropriados t 1 e t 2. Procedendo des 
ta maneira, obtém-se: 

J

t2 . . ( t 2 Jt2 
- (pu,v)dt+ j a(u,v)dt+ <F(u),v>dt O , 

tl tl tl 
(4) 
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onde v é uma variação admissível, tal que v(x,t 1 )= 
=v(x,t2)=0. 

Substituindo (3) em (4) e admitindo que o inter 
valo que vai de t 1 a t 2 corresponde a um período T~ 
obtém-se: 

J

1
a(a u sen w t,u sen wst)dt + o s s s s 

+J:<F(asussen wst),ussen wst>dt 

= w~J:(pasussen wst,ussen wst)dt (S) 

onde T=2n/ ws. Através da mudança de variáveis 6=Wt, 
pode-se escrever 

a J
2
na(u sen e ,u sen 6)d6+ 

s o s s 

+J
2
n<F(a u sen e),u sen 6>d6 = o s s s 

= w2a J
2

TI (pu sen e ,u sen 6)d6 , 
s s o 5 s 

(6) 

donde resulta 

l J2TI wz = w2 +- <F(a u sen e),ussen 6>d6 , 
s os nas 0 s s 

(7) 

que representa uma aproximação da frequência natural 
w do modo não-linear, que como se pode observar depen 
de da amplitude as . Este método funciona bem quando a 
frequência do problema linear está isolada dasdemais. 
Quando porém ocorrem frequências repetidas ou muito 
próximas, torna-se necessária a consideração de mais 
de um modo linear na representação aproximada do modo 
não-linear . 

APROXIMAÇÃO ATRAvES DE M:lOO NÃO-LINEAR 

Como já foi mencionado na introdução, em muitos 
problemas não-lineares a própria forma do modo é alt~ 
mente dependente da sua amplitude, o que torna o pro
cedimento anterior inadequado. Neste caso pode-se ado 
tar uma aproximação para u(x,t) da forma 

u(x,t) = U(x)sen wt , (8) 
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onde U(x), chamado modo não-llnear, é uma função in
cógnita e w, que também depende da amplitude, é refe
rida como frequência natural não-linear em primeira 
aproximação. Substituindo a aproximação (8) na ex
pressão do princípio de Hamilton, chega-se ao proble
ma de autovalor não-linear variacional, 

1 f27T aCU,v) +- <FCU sen 8),v sen 8>d8 = 
71 o 

= w2CpU ,v) (9) 

que pode ser resolvido através de métodos variacio
nais combinados com algoritmos iterativos, por exem
plo. 

Visando a obtenção de soluções aproximadas des
te problema para um determinado intervalo de energia 
[O,~], apresenta-se a seguir um procedimento incre
mentAl iterativo. Para tanto, torna-se necessário con 
siderar além da equação (9) uma equação de energia,en 
volvendo U e w, que no presente trabalho admite-seque 
é a expressão da amplitude da energia cinética do sis 
~ma, -

1 2 w2(pU,U) =E* 
' 

C lO) 

onde a energia E* é um valor pré-fixado. 
O intervalo [0,~] é dividido em N sub-interva 

los ~E=Er/N . Supondo cÓnhecida a resposta (UE,wE) pa~ 
ra o nível de energia E, procura-se determinar 
(UE+~E,wE+~E), correspondente à energia E+~E. Portan-
to, define-se: 

UE+~E = UE + ~U Cll) 

wE+~E = wE + ~w Cl2) 

onde ~U e ~w são os incrementos do modo não-linear e 
da frequência, respectivamente. Além disso, tomando a 
aproximação linear para F(U sen 8) , no nível de ener
gia E+~E, têm-se: 

F(UE+~Esen 8) F((UE+~U)sen 8) F(UEsen 8)+ 

onde 

+G (UEsen e MU 

G(U,8) = ílF(U,8) 
au 

(13) 

Substituindo as equações (11), (12) e (13) nas 
equações (9) e (10), particularizadas para o nível de 
energia E+~E, chega-se a forma incremental lineariza
da 

a(~U,v)-wÊCp~U,v)-2wE(pUE,v)~w+ 

1 f27! + TI 
0 

<G(UEsen e)~U,v sen 8>d8 

1 f27T = w~CpUE,v)- TI 
0 

<F(UEsen 8),v sen 8>d8-

-a(UE,v) (14) 

~~(pU~,~U)+wE(pUE,UE)~w =E*- i w~ (pUE,UE) (15) 

A solução de (14) e (15) fornece uma primeira 
aproximação dos incrementos do modo e da frequência 
(~U.~w). Aproximações superiores podem ser obtidas 
realizando-se iterações dentro de cada incremento. Pa 
ra tanto, define-se: 

UCk) _ uCk-1) •uCk) c16) 
E+~E - E+óE + u ' 

. .. (k) - Ck-1) (k) 
~+~E- wE+~ + ~w , k=l,2,3 ... 

onde 

(O) 
UE+~E = UE 

(O) 
~+~E=~ . 

(17) 

Pode-se, então, construir ·a forma incremental 
iterativa das equações ('i4) .e (15) 

(k) (k-ll2 (k) (k-1) (k-1) (k) 
a(óU ,v)-(wE+~E'J (f~U ,v)-2wE+~E (pUE+~E ,v)~w + 

• 

~ ~ J:71<G(U~:~})sen 8)~U(k) ,v sen 8>d8 

C Ck-1))
2

(U(k-l) )-
wE+~E E+~E ,v 

1 J
271 

(k-1) (k-1) -TI 
0 

<F(UE+~E sen 8) ,v sen 8>d8-a(UE+~E ,v),(l8) 

c Ck-1))
2 c uCk-1) ~uCk)) Ck-l)c uCk-1) uCk-1))~ (k)_ 

wE+~E P E+~E ' +WE+~E p E+~E ' E+~E w 

_E*- l C Ck-1))
2 

C uCk-1) uCk-1)) 
- 2 WE+~E p E+~E ' E+~E (19) 

onde k é a ordem da iteração que está sendo reali~~da. 
A convergência é atingida quando 11 ~u(k) 11 e 11 ~w.l. ) 11 
estiver dentro de uma tolerância pré-fixada. 

VIBRAÇOES DE VIGAS COM MOLAS NÃO-LINEARES 

Considere um sistema conservativo consistindo de 
uma viga uniforme sujeita a várias molas não-lineares, 
tal como a mostrada na figura abaixo 

L----e~ 

~ lI I 
=1 

Figura 1. Modelo mecânico de uma viga bi-apoiada com 
molas não-lineares 

Para um sistema como este, a forma incremental 
iterativa , representada pela expressão (18), toma a 
forma, 

JLEI d2 ~U(k) d2v dx-2 (k-l), .. Ck)JL U(k-1) dx-
0 dX2 QX2 WE+~E uw om E+~E v 

-(w~:~~)) 2 J~~uCk)vdx+ 
~ 9 1 (k-1) 2 (k) + L [K.+ 4 K. (UE ~E .) ]~U . v. 

i=l l l + ,l l l 

L L d2U(k-l) 
= (w(k-1))2f uCk-1) dx-f EI E+~E 

E+~E Om E+~E v O dX2 

d2 V 
QX2 dx-

~ [K 3 K'(UCk-1) )2]U(k-l) 
-L .+-4 . E'E. E'E.v. i=l l l +u ,1 +u ,1 1 

(20) 

e para a equaçao da energia, tem-se: 
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(w(k-1))2J mU(k-l)~u(k)dx+~k-l)J m(U(k-1))2dx·~w(k)= 
E+~E O E+~E t+~E O E+~E 

* 1 (k-1) 2 JL (k-1) 2 
= E- z (wE+~E ) Om(UE+~E ) dx , (21) 

onde se admite que a força na i-ésima mola é dada por .. 
F. (y.) = K.y . + K!y~ , l l l l l l (22) 

com .. 
' (23) 

sendo K. e K! a rigidez da par:te linear e da. part·e·.não-
linear. l l 

Aproximação de elementos finitos. A estrutura é 
discretlzadã em Ne elementos flnltos de comprimento h. 
Dentro de um elemento genérico (e), a função U(x) é 
aproximada por 

4 
u ex) = I u~e)~~e)cx) 
e j=l J J 

(24) 

onde uje)(s~o os Earâmetros nodais do elemento (e) e as 
funções ~.eJ(x) sao os polinômios cúbicos de Hermite . 
Levando J(24) em (20) e (21), chega-se a aproximação 
global de elementos finitos, 

~0 (k) _ 2wCk-l)~w(k)MU(k-l)_(w(k-1)) 2 MôU(k)+ 
- - E+~E --E+~E E+~E - -

-K"U(k-1) 
- -E+~E 

onde M e K são respectivamente as matrizes de massa 
rigidez dã viga, enquanto que as matrizes K' e ~· 
provenientes das molas. - -

(2S) 

(26) 

e 
sao 

Exe~lo . Apresentam-se os resultados obtidos para 
uma viga e seção tubular como a mostrada na figura 2. 
O material da viga tem peso específico Y=7,8Sxl0- 9N/mm' 
e módulo de Young E=2xl0 5N/mm2. Neste estudo foram uti
lizados uma discretização de elementos finitos composta 
de 16 elementos iguais, cada um com comprimento de 
62,Smm. Para a mola, adotou-se K=6,1SN/mm e K'=6,1SN/ 
mm'. 

l-------1000m m 

Figura 2. Modelo de uma viga com mola não-linear numa 
extremidade 

A variação da frequência com a amplitude do modo 
é mostrada na figura 3. O gráfico em linha cheia corres 
pendente a hipótese de modo não-linear e o gráfico em 
linha tracejada , a hipótese de modo linear. 

, .. 

---
c=> 

~ ._----~~-~---+-----
0.00 0.40 0 .80 1.20 1.60 

RFUAO OE FREO.(I.J/I.JNl 

Figura 3. Relações amplitude-frequência 
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Na figura 4 está.mostrada a forma do modo não-li 
near para três valores diferentes da amplitude. As his 
tórias no tempo do deslocamento do ponto onde se loca~ 
liza a mola, obtidas pela solução harmônica e por inte 
gração numérica via algoritmo de Ne\~rk para um deter 
minado valor de energia, estão mostradas na figura s.
A condição inicial adotada na integração numérica é a 
mesma da solução harmônica, e foi obtida através desta 
solução, calculando-se os deslocamentos e velocidades 
iniciais para o instante t=O . 

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 
COORO. AXIAL 

Figura 4. Modo normal não-linear: a=O -
a=l,2Smm ---- ; a=6,2Smm ------

0.00 0.10 0.20 0~~0 
TEMPO !X1D11 

1.20 

0.40 

Figura S. História no tempo de deslocamento: solução 
harmônica ---- ; integração numérica --
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Pode-se observar através dos gráficos das figuras 

3 e 4, que sob a hipótes~e modo nao-linear, as varia
ções que ocorrem na forma do modo afeta de maneira sig
nificativa a relação frequência-amplitude. Pode-se ob
servar também que, como a rigidez da mola aumenta com a 
amplitude, o modo não-linear tende ao modo de vibração 
de uma viga bi-apoiada, assim como a frequência natural 
tende ã um valor limite, igual àquele da viga bi-apoia
da. Já a figura 5 mostra que a frequência, obtida de 
uma primeira aproximação com dependência hannônica no 

· tempo, é razoavelmente próxima daquela que a solução nu 
mérica sugere, e que, teoricamente, seria muito mais 
próxima do valor exato. 

CONCLUSOES 

O exemplo analisado mostrou a possibilidade de 
discrepâncias significativas entre a frequência w5 , de
terminada sob a hipótese de modo normal linear, e a fre 
quência w, determinada pelo presente método, conforme
mostra a figura 3. Este fato ocorre porque a própria 
forma do modo varia com a amplitude como mostra a figu
ra 4. 

Por outro lado, a figura 5 evidencia que a forn~ 
do modo no tempo, obtida pela solução harmônica é em mé 
dia razoavelmente aproximada daquela obtida por uma so~ 
lução numérica, quando se considera a mesma condição 
inicial. Melhores resultados podem ser obtidos se for 
adotada uma aproximação com dependência no tempo fixada 
por uma série harmônica. Este será o procedimento utili 
zado em futuros trabalhos. -
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Non.-lineaJL 6Jte.e. viblta.lioYIJ.J o6 el.M.tic. .6rp,tem;., a.tte. 
.6.tw:üe.d ~U>in.g t.he. c.on.c.e.p.t o6 n.on.-lirteaJL mode.-6 with 
6ixe.d ha!tmon.ic. de.pe.n.de.n.c.e. on. .time.. The. n.on.-lin.e.a.tt 
úge.n.vafue. p!Z.Obiem in. t.he. va.ttia..tion.al. 6oJtm o6 
Ha.millon.' -6 Pltin.c.iple. .i.-6 Mlve.d ~U>in.g a 6-<-Ylile. e.leme.n..t 
fuc.Jte..tiza..tion. an.d de.Jta.live. p!toc.e.dwte.. Th.i.-6 an.ai.y-6.<.-6 
.6how;., a ;.,.t!Z.On.g de.pe.n.de.n.c.e. o6 t.he. 6Jte.que.n.c.ie.-6 an.d mode. 
.6hape.;., on. .the. viblta.lion. amplitude.;.,. The. 6ac..t .i.-6 
il!U>.tlta.te.d with a úmple. e.xample. o6 a be.am with a n.on.
lineaJL lte.-6.tltain..t. 
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INI'RODUÇÃO 

Por isolamento em altas frequências entender-se
á, neste trabalho, de medidas visando reduzir a trans 
missão de forças através de elementos resilientes (iso 
ladores), em frequências de tal ordem elevadas que es7 
tes (os isoladores) apresentem efeitos ondulatórias. 

Nessas frequências os isoladores comportam-se co 
mo estruturas dinâmicas eles próprios, sua resposta em 
frequência sendo função do fator de perda, da distri
buição de rigidez e de massa. 

Essas frequências caem geralmente na faixa de au 
dio, tornando-se a estrutura (em geral de grandes su 
perfícies) na qual se apoia o equipamento isolado, em 
irradiador de som, (ruido). 

O isolamento de vibrações em altas frequências 
insere-se, pois, no conjunto de técnicas que, em sua 
totalidade, se denomina controle de ruidos. 

O seu estudo é de 1mportanc1a como uma técnica 
em si mesma, bem como por fornecer subsídios para a 
identificação de fontes de ruidos e vibrações em protó 
tipos e sistemas existentes. -

EQUAÇOES 00 MJVIMENI'O DE CORPOS R!GIOOS M:JNTAOOS RESI
LIENTIMENTE 

As equações do movimento de um corpo montado em 
isoladores foram desenvolvidas por vários autores, em 
diferentes graus de generalidade III, 121 , 131 , 14 1, I SI 
161. 

Nas cinco primeiras referências, feitas acima,os 
isoladores eram constituídos de molas simples, ou mo
las em paralelo com amortecedores viscosos. 

Estes modelos são inadequados para descrever o 
comportamento de isoladores fabricados com materiais 
viscoelásticos e totalmente inúteis quando se tratam 
de altas frequências. 

Podem, entretanto, ser adequadamente substituí
dos, nas eqURções. por impedâncias generalizadas, ser
vindo ao propósito descrito acima. 

As clássicas equações do movimento de um corpo 
rígido montado em isoladores, em número, direção e pon 
tos de aplicação genéricos, podem ser encontrados nas 
referências 4, 5 e 6 e serão omitidas, aqui,por brevi
dade. 

ISOLAOORES GENERALIZADOS 

Para os fins deste trabalho, um isolador será 
considerado uma estrutura tridimensional, com três ei
xos principais elásticos, cruzando-se no centro elást~ 
co. 

Três rigidez , Kp(n), ~(n) e Kr(n), ao longo dos 
eixos principais elásticos, àevem ser definidas. Com 
essas, os coeficientes de influência de rigidez em 
qualquer direção podem ser definidos. 

A dependência da frequência da rigidez dos isola 
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dores se deve a possível dependência do módulo dinâmi
co de elasticidade, do fator de perda, bem como do 
efeito de massa. 

A figura 1 mostra um isolador sendo excitado nu
ma das direções principais (p) por uma força harmônic~ 

o.(\f 
f ( t) • ife 

Figura 1. Isolador excitado na dire 
ção principal p. -

A rigidez dinâmica na direção referida será: 

(1) 

onde F e X são, respectivamente, as amplitudes comple
xas da força e do deslocamento. · 

A rigidez Kp ( n) é pois complexa e yode ser deter 
minada experimentalmente, pela via analogica e/ou dig1 
tal 161, ou analiticamente, para isoladores de geome-
tria simples. 

Considerando-se o isolador como uma barra e f(t) 
agindo longitudinalmente, pode-se demonstrar que 

Kp (n) = TrfE- cotg lnt) (2) 

onde M é a massa da baTra, R., o comprimento n=n2p/IT(n). 
Nesta Última expressão p é a densidade e E(n)é o módu
lo complexo de elasticidade, assim expresso: ~(n) = 
E(n)(l+in(n)), onde E(n) é o módulo dinâmico de elasti 
cidade, n(n), o fator de perda e i é a unidade imagina 
ria. -

Expressões equivalentes à (2), podem ser deriva
das para as demais direções principais do isolador. 
CUrvas teóricas e experimentais, da rigidez complexa , 
para isoladores constituídos de molas helicoidais, fo
ram deterniandas em (6), mas não aparecem neste artigo, 
por economia de espaço. 

TRANSMISSIBILIDADE 

As equações diferenciais que regem o movimento 
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do equipamento, suspenso em isoladores, podem ser colQ 
cadas na seguinte forma 

•[ [K(n))-n2 [M)j .{X}= {F} (3) 

onde [K(n)] é uma matriz 6 x 6, complexa, determinada 
a partir dos dados dos isoladores: número, coordenadas 
dos centros elásticos, cossenos diretores dos eixos 
~rin~ipais elásticos e as rigidez principais elásticas; 
lM] e uma matriz 6 x 6 que depende das propriedades i
nerciais do equipamento suspenso e {F} é um vetar dos 
amplitudes complexas das forças e momentos, referi
dos ao centro de massa; {X} representa um vetar comple 
xo dos deslocamentos do centro de massa, bem como di$ 
rotações do corpo em torno de um sistema de eixos orto 
ganais, cruzando-se no centro de massa. -

Determiando {X} , pode-se calcular as componen
tes das forças transmitidas por cada isolador à base, 
nas direções dos eixos principais elásticos e, eviden
temente, as resultantes jSj. 

A transmissibilidade de cada isolador é definida 
aqui como o módulo da razão entre a resultante da for
ça transmitida e aquela resultante, também transmiti~ 
supondo os efeitos dinâmicos do sistema nulos (isto é 
o equipamento de massa nula e a rigidez dos isoladores 
sendo a estática). 

A transmissibilidade mede pois, em cada frequên
cia, a efetividade de cada isolador. 
RESULTAOOS 

A análise teórica acima descrita, foi aplicada 
ao caso de um compressor hermético de fabricação nacio 
~. -

Tal compressor consta de um bloco onde se encon
tra o motor elétrico diretamente acoplado ao mecanismo 
de acionamento do pistão. Este bloco é suspenso por um 
conjunto de molas helicoidais, inclinadas em relação à 
vertical e fixos, no outro extremo à carcassa. Essas 
molas são extremamente flexíveis, quando comparadas 
com os isoladores de borracha que fixam a carcassa ao 
exterior. Como razoavelmente boa aproximação, portan
to, a carcassa pode ser considerada como uma impedân
cia infinita (as amplitudes de suas vibrações são da 
ordem de 2~ , enquanto que as do bloco são da ordem 
de 100 vezes maiores). 

A figura 2 mostra um esquema de tal compressor. 

Figura 2. Esquema de compressor 
hermético. 

As vibrações em altas frequências, transmitidas 
pelos isoladores (molas) à carcassa induzem resposta 
elástica desta Última, que se torna uma fonte de irra
diação de som . 

. A densidade modal da carcassa, em alta frequên
cia, é considerável, de sorte que uma ressonância sua, 
~om a forças transmitidas pelos isoladores, não é uma 

• possibilidade .remota. 
As transmissibilidade em baixa e alta frequencia 

iara tal compressor foram computadas, mediante um pro
grama para computador digital especialmente elaborado 
para tal fim. 

Os dados fornecidos ao pro~ama foram determina
dos experimentalmente no laboratorio de 1ibrações e 
Acústica da UFSC , em experimentos que e~ó relatados 
em j6j. 

A figura 3 mostra um exemplo de curvas obtidas 
(note-se que estas curvas representam o valor absoluto 
da força transmitida à carcassa , referida a 1 Newton). 

O valor do fator de perda de mola, medido, é de 
0,0008 mas, para verificar a importância do amorteci
mento ~alares maiores também foram fornecidos ao compu 
tador. · -

As~ curvas mostram que um aumento do fator de per 
da para 0,008 implica numa atenuação de cerca de 10 dR 
Aumentos dessa ordem (e maiores!) podem ser obtidos 
por técnicas relativamente simples. 

A figura 4 mostra uma curva experimental, obtida 
pela via digital,do nível de aceleração da carcassa do 
compressor. 

Alguns dos picos aí encontrados foram claramente 
identificados como davidos à transmissibilidade das mo 
las (644Hz, 1231, e 1817Kz). -

A figura 5 mostra o nível de pressão sonora irra 
diado, pelo compressor em câmara reverberante.Os picos 
devidos à transmissibilidade das molas estão claramen
te presentes e são da maior importância. 
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CONCLUSOES 

Discutiu-se um modelo matemático capaz de rece
ber impedâncias generalizadas para a análise de trans
missibilidades em altas frequências. 

Um programa para computador digital foi desenvol 
vido, tendo em vista o cálculo das transmissibilidadeS. 

Os resultados numéricos, referentes a um compres 
sor hermético de fabricação nacional, foram cotejados 
cam medi~ões da aceleração na carcassa e com o nível 
de pressao sonora irradiada do compressor. 

Verificou-se uma excelente correlação entre os 
picos de transmissibilidade computados e os picos de 
aceleração e pressão sonora medidos. 

Esses Últimos detacam-se no espectro e são indi
cativos da importância do isolamento em alta frequên
cia na redução do nível de potência sonora irradiada 
pelo compressor. 
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Em geral, uma estrutura unidimensional sujeita a sumindo-se que a solução de (1) seja dada por 

uma força ~stática, assimétrica em relação ao centro da 

estrutura , experimenta solicitações (deflexão , momento 

fletor, velocidade transversal, etc .) assimétricas. Já no 

caso de excitação por uma força de caráter aleatório, é 

possível a ocorrência de simetrias e de máximos localiz~ 

dos. 
Este fenômeno foi estudado experimentalmente por 

Crandall & l~ittig 111 e analiticamente por Wedig & Rie

mer 121 e pelo autor 131. 
No presente trabalho será examinada a influência 

dos harmônicos da ordem superioT sobre a variança da de

flexão, velocidade e aceleração transversais de vigas e~ 
citadas aleatoriamente por uma força concentrada , sendo 

apresentados resultados analíticos e experimentais. 

Considera-se a viga de Euler-Bernoulli da Fig.l. A 

viga é tracionada, sujeita a um amortecimento viscoso e~ 

terno e excitada por uma força aleatória p(t). Admite-se 

constante: Tigidez à flexão EI, comprimento L, densidade 

linear de massa ~. coeficiente de amortecimento d e for

ça normal N. 

~~-h ___,---=--L 

..,.N._~=--x _ . ~(t~ . 

w(x,t) 

Figura 1. O modelo mecânico. 

As vibrações transversais da viga são governadas p~ 

la equação diferencial 

Eiw1v (x, t) -Nwii (x, t) +dw(x, t) +~w(x, t) =p (t) o (x-h) , (1) 

onde o( •) é a Função Delta de Dirac.Ponto significa derl 
vada em relação a t e linha derivada em relação a x. As-
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(2) 

o que corresponde a um desenvolvimento nos modos próprios 

da viga não amortecida, obtém-se o sistema de equaçoes di 
ferenciais desacopladas 

Aqui, w são as freqüências naturais da viga, s os coe-
r r 

ficientes modais de amortecimento e fr(t) as forças mo-

dais de excitação. 
Admite-se que o processo de excitação seja estaci~ 

nário e ergódico, normal distribuído com média nula e um 

ruído branco de banda limitada com freqüência de corte wc . 

Admite-se também que o sistema seja subamortecido . 

A função de autocorrelação para w(x, t) é dada por 

l T/2 
J\v(x,T)=f!!r J w(x,t)w(x,t+T)dt 

-T/2 
(4) 

Empregando-se o método da densidade espectral e o 

teorema dos resíduos, obtém-se de (4) a variança da de

flexão transver$al: 

n n 
0~(x)=J\v(x,0)=4Spr~ls~lWr(x)Ws(x) 

(5) 

W (h)W (h)B/(w /l-s 2 (A2 +B 2
)) r s s 

onde Sp ~ a função de densidade espectral de p(t) ; Tem-

-se tambem 1 

(6) 

(7) 

Wr(x)=sen(r~x/L) . (8) 
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As varianças da· velocidade e da aceleração trans
versais,obt idas anal ogamente, são dadas por 

e 

n n 
o~(w)=R . (x, 0)=4Spr~ls~lWr(x)Ws(x) · 
w w 

·Wr(h)Ws(h)Bws/(/l-~ 2 (A2 +B2 )) 

a:.(x) =R • .Cx ,0) =4Sprfls~l Wr (x)Ws (x) • 
w w 

•W (h)W (h)Bw 3/ (/l-~ 2 (A2 +B2 )) r s s s 

(9) 

(lO) 

No estudo de vibrações aleatórias de sistemas com 

vários graus de liberdade , a influência entre as formas 

próprias de vibrar depende do amortecimento e da posição 

relativa das freqüências naturais do sistema, assim como 

da função de densidade espectral da excitação . No caso 

desta não apresentar nenhum máximo acentuado, a influên

cia entre as formas próprias pode ser desprezada tendo-se 

amort eciment o modal pequeno e freqüências não muito pró

ximas das outras . Como este é o caso estudado aqui , as 

varianças podem ser simplificadas para séries simplesj41 . 

As varianças da deflexão , velocidade e aceleração 

podem, então, ser resumidas na função f(x) definida por 

f(x) = 
02 

(x) = ~ K(r)W2 (x)W2 (h) 
~ r-1 r r ' (11) 

segue: 

EI=EI/L2N êi1=d1L//{~N} , 

p=pL/N , t=t/{N/~1 2} , (12) 

x=x/L , W=w/L , h= h/I 

As varianças mostram uma característica de simetria 

f(x) = f(L-x) , (13) 

que segue diretamente de (11) , com o que a análise das 
séries trigonométricas podem se restringir ao intervalo 

O~x.h$1/2 (O~x,h~l/2) . A análise do comportamento de cog 

vergência das séries mostra para n~ convergência unifo~ 

me de f(x) em x para b~-2 e divergência para b>- 2 ISI, 
com 

K(r) = r b , r € N , b € Z . 'L ,, (14) 

No caso de séries convergentes pode-se mostrar que 
f(x) converge para polinômios de Bernoulli ~ no caso de 
séries divergentes a variança apresenta oscilação de am

plitude ao longo da viga , com a predominância do Último 

termo considerado j3j. Neste caso a variança apresentaum 

"comprimento de onda" L/n, onde n representa o Último 

termo considerado na série (11). No caso de série conve~ 

gente a freqüência de corte wc da excitação não tem in 

fluência sobre a variança e no caso de série divergente 

sendo os parâmetros ~ e K(r) apresentados na Tabela 1 a variança cresce com o aumento de wc. 

para o deslocament o, velocidade e aceleração, assim como 

para rigidez a flexão grande e pequena . Rigidez pequena 

aqui significa um valor tal, que o sistema se comporta c~ 

mo uma corda (P .ex. EI = O. 001, correspondente a uma viga 

de aço de seção reta circular com grau de esbeltez À 

= 2240) . 

Ri~idez à flexão Rigidez à flexão 
(' L grande pequena 

~ K(r) ~ K(r) 

Deslocamentc 2S r - 4 2S r- 2 
drr 4EI drr 2 

Velocidade 2S 1 2S 1 .. 
d d 

Aceieração 2Srr 4EI r4 2Srr 2 
r 2 

d d 
-- ---

Tabela 1. Parâmetros~ eK(r) de (11) para as varianças 

do deslocamento, velocidade e aceleração. 

As grandezas de (1) são adimensionalizadas como se 

t<x 
I 1-" 

) ·~ 
/ 

v 
5 

t 

/ 
0,6 

/ 
~ 

v 
~' n :> ;o n.T 0 .4 o o 0,1 

Fig. 2 --Expressão (11) para b=-4, h=O, 3 e n=SO . 

• Valores experimentais . 

f(ij i 

o,s111 11 11 1\ /f J, A A A N A A A I I 11 I 1\ r. K - i l 

o 

Fig. 3 -- Expressão (11) para b=4, h= O, 3 e n=SO. 

• • Valores experimentais . 

5 
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A Fig. 2 mostra a expressao (11) para a variança 

do deslocamento no caso de rigidez ã flexão grande (b=4) 

e a Fig . 3 mostra a expressão (11) para a variança da 

aceleração também no caso de rigidez ã flexão grande 

(b=4) . Ambas as curvas foram normalizadas em relação aos 

valores máximos respectivos. 

Os resultados analíticos aqui obtidos foram com

provados em experiências realizadas na Faculdade de Mecâ 

nica da Universidade Técnica de Darmstadt. 

Foi empregada nos ensaios uma viga de aço de 2 m 

de comprimento e secção reta retangular de 35 x 4 mm . A 

viga foi articulada em ambas as extremidades sendo adi

cionalmente tracionada por uma mola. A excitação foi fei 

ta através de um excitador eletrodinâmico , a medida de 

deslocamento através de transdutor de deslocamento indu

tivo e a medida de aceleração através de acelerômetro 

piezo-elétrico (Fig. 4). 

TRANSDUTOR 
11 DESLOCAMENTO 

ACELEROMETRO ,.~ 

~~· ======~ =====;::::~~ 
k Ji,"::' 

Figura 4. Esquema do banco de ensaios. 

o conjunto de excitação compôs-se de um gerador de 

ruídos tipo 1027, um amplificador tipo 2707 e um excita

dor eletrodinâmico com corpo tipo 4801 e cabeça tipo 4812, 

todos da Brüel & Kjaer. 
O conjunto de medida compôs-se, na medida de acel~ 

ração, de um acelerômetro tipo 4344, um pré-amplificador 

tipo 2616 e um amplificador tipo 2603, todos da Brüel & 
Kjaer e um analisador digital de sinais tipo 5420 A da 

Hewlett-Packard. Na medida de deslocamento foi empregado 

um transdutor indutivo tipo WlO e um amplificador ~vs 

20-A2, ambos da Hottinger Baldwin Messtechnik e o mesmo 

analisador de sinais da HP . 

O sistema foi excitado por um ruído branco com fr~ 

qüência de corte igual ã 50~ freqüência natural da viga 

e as varianças foram obtidas dos gráficos das funções de 

auto-correlação correspondentes calculadas pelo analisa

dor de sinais. Para cada curva foram feitas 100 medidas 

sucessivas com o cálculo da média aritmética entre elas. 

Não foi feita a calibração do conjunto de medida, de for 

ma que os resultados obtidos só podem ser comparados qu~ 

litativamente. 
Nas Figs. 2 e 3 os valores experimentais são mos

trados através dos pontos, o que comprova os resultados 

analíticos. No caso do deslocamento a variança assume v~ 

lores máximos no centro da viga. No caso da aceleração, 

tem-se valores máximos nas proximidades dos extremos da 

viga e do ponto de excitação, sendo que na região cen-
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tral da viga a variança apresenta valores aproximadamen

te constantes . Com o aumento da freqüência de corte do 

ruído de excitação os máximos nos extremos da viga são 

atenuados e a variança da aceleração passa a ser máxima 

no ponto de excitação e no ponto simétrico em relação ao 

centro da viga , fenômeno este detectado por Crandall & 
Wittig 111 em vibrações de placas. 
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lhe .i.Jl/.A.u=ce of_ the bed nzM-1 of_ the UMUC bed on the nat.wwJ.. 
/Aeq,u=c.i..e-1 of_ a -1i.mply -1uppo/l.:l:.ed /l.ec:l:.~a/1. pla:te on an. eA.a-1:U..c bed 
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/l.aUOn., a -1:1:./l.ong. di.nz.i.Jtu:U..on o/. the f_i.AA:t natu/l.al /A.eq,u=c.i..e-1 and a we
ah.e/1. di.m.i.Jtu:U..on /.o/1. the IU..g.he/1. one-1 a/l.e p/l.odu.ced. 

INTRODUCTION 

In the specialized literature, 111 ••• 181, when
ever elastically supported plates are considered, the 
~ass of the elastic bed is never taken into considera
tion. 

The purpose of this work is to analyze the influ
ence of the bed mass on the natural frequencies of an 
elastically supported rectangular plate simply suppor
ted at the boundaries. It is found that when the bed 
mass is taken into account, a strong diminution of the 
first natural frequencies and a weaker diminution for 
the higher ones are produced. 

I·IATHEI·IATICAL IIODEL 

The potential energy of the whole system (plate 
and elastic bed as shown in Fig.1) may be expressed 

a 

as: 

v 
a b 

2 
(D/2)f r (v

2 
+v + 2gv v + 

O O XX yy XX yy 

2(L-g)v2 )dx dy 
xy 

m n h 
+2 L (kh/2)ju•~. dz . . 

i=1 j=l o 1 J 
1

J 

where: 
D 
g 
v 

flexural rigidity of the plate 
Poisson's coefficient 
deflexion of the middle plane of the 
plate 

v = second partial derivative of v with 
xx respect to x 

v = second partial derivative of v with 
YY respect to y 

x,y = axes of coordinates in the middle 
plane of the plate 

v = ;)
2

v /dxdy 
xy 

k rigidity of one spring 
h = natural length of one spring 

(1) 

Ln -.o o o o o o o f - u .. 
1J 

= displacement function of spring loca
ted at xi , yj 

N 
11 o o o o o o m= 

>-N .o 

I 
o o o o o o n = 
o o o o o o 

x3 = 3 a/ 7 

I I I I I I 
FIG. 1 SII1PLY SUPPORTED PLATE ON AN F:LASTIC nED 

mn = TOTAL NUMnER OF SPRINGS 

6 

4 

631 

z .. 
1J 

a,b 
mn 
X. 

1 

= axial coordinate along spring located 
at xi , yj 

= partial derivative of u .. with respect 
1J 

to zij 

edges of the rectangular plate 
number of springs (see Fig.1) 
ia/(m+l) 

yj jb/(n+1) 

Assuming a linear distribution of the displa
cement function uij it is found that: 

so that: 

h 2 J u ~ . dz .. o 1J 1J 
(1/h) v2(x.,y.,t) 

1 J 

(2) 

(3) 
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and equati on (1) becomes : 

a b 2 2 2 
V = (D/2) f { ( v + v + 2gv v + 2(1- g)v ) dx dy 

O O XX yy XX yy xy + 

m n 
2 

(k/2)L ,I: v (x. , y. , t) 
i=1 j=1 ~ J 

(4) 

for A similar reasoning leads to the expression 
the total kinetic energy (T) of the entire system 
te and elastic bed) . 

(pla-

a b 
2 

T = (M /2ab) J J (dv/d t) dx dy + 
p o o 

m 
O·l/6l .L 

i=1 

with t 

M 
p 

~~ 
s 

n 2 L (dv/dt) (x. ,y . ,t) 
j=l ~ J 

time 

mass of the plate 

mass of one spring 

(5) 

Taking 
at the edges 
a particular 

into account that there is no deflexion 
of the plate, it may be assumed that in 
mede of vibration , v(x , y , t) is given by: 

-v(x , y , t) A sin(r TT x/a) sin(s1Ty/b) cos(prs t) 

with prs = natural frequency of the plate 

A = maximum deflexion 

(6) 

Finally, substituting equation (6) into equations 
(4) and (5) and applying Raileigh ' s method , it is found 
that: 

=(B/C)1/2 
prs 

with B and C given by : 

B 3~4abD(r2/a2 + s
2
/b

2
)
2 

c 3M + (n+1)(m+1)M 
p s 

CONCLUSION 

(7) 

+ 3k(n+1)(m+1) (8) 

(9) 

If there was no elastic bed , equation (7) furni
shes the well known relation \11 ,J2\,J3l 

p = rl(r2/a2 + s 2/b2 )(abD/!1 )1 /
2 

rs p 
(l O) 

For low f r equencies (small values of r and s) 
all terms appearing in equations (8) and (9 ) may be of 
the sarne order of magnitude and particu1ar1y, the 
effect of the bed mass is to decrease the natural fre
quencies as compared with their values when no elastic 
bed is present at all . 

For high frequencies (great values of r and s) 
equation (7) furnishes : 

p2 = 3rr
4

abD(r2/a2+ s2/b2 ) 2/(31~ +(n+1)(m+l)H ) (11) 
rs p s 

where it is easily perceived that the bed mass reduces 
the natural frequencies . 

Finally , it is interesting to note in equation 
(7) that when the quantity of springs is very impor
tant , the expressions k(n+1)(m+1) and (n+1)(m+l)!l 
represent respecti vely the ,'igidi ty and rnass of 
the entire e1astic bed taken into consideration. 
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S~IO 

Con6.tltÔ.i.-4e. e. e.YI.6a..úl-4e. um modelo e.x.pe!Úme.ntai. de. uma. ubtutWLa. fucJle..ta. , 04 4i4 
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( obtido4 via. computa.dolt d.i.g.i..ta..t) • 

INfROOOÇÃO 

Este trabalho descreve um experimento visando com 
parar seus resultados com aqueles obtidos numericamente 
via computador digital. 

O MJDELO EXPERIMENTAL 

A figura 1 representa o modelo experimental dis
creto e periódico . Fixaram-se massas nas extremidades 
livres de vigas em balanço com comprimento L e rigidez 
q', ligadas entre si por molas circulares com diâmetro 
D e rigldez q. Para garantir a periodicidade do siste 
ma, ajustou-se as vigas em balanço de modo a terem ã 
mesma freqUência natural. Construiu-se o modelo com mo
las de aço e rr.:1ssas de alumínio (1). 

Figura 1. Modelo experimental discreto e períodico. Diâ 
metro interno da mola circular (D) = 90 mm ; 
comprimento da viga em balanço (L) = 180 mm; 
massa de alumínio (M) = O, 211 kg; massa de 
viga em balanço (m) = 0,0986 kg; comprimento 
do período ( t ) = 133 mm. 

SISTEMA DE r.EDIÇOES IlA. RESPOSTA EM FREQlJENCIA 

A figura 2 representa o sistema de medições do ' mo 
dela experimental, que pode ser descrito da seguinte 
forma: do gerador o sinal (senóide Eura) foi amplifica
do e enviado ao excitador de vibraçoes. O sinal de exci 
tação foi captado na cabeça dê impedância colocada e~ 
tre o excitador e o sistema (ver figura 2). A cabeça de 
impedância fornece dois sinais: força e aceleração. O 
sinal da força é amplificado e em seguida comprimido 
no gerador tornando-se constante com a freqUência. A va 
riação do sinal com a freqUência é feita pela sicronizã 
ção mecânica do registrador de nível com o gerador. O 
sinal da aceleração foi gravado no registrador de nível 
via pré-amplificador e analisador de freqUência (1). 
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Fi&rura 2. Sistema de medi~ão do modelo experimental. l
Cabeça de Impedância tipo 8001 B 1 K. 2- Exci 
tador de vibrações Tipo 4809 B 1 K. 3- Ampli 
ficador de carga Tipo 2626 B 1 K. 4- Amplifi~ 
cador de mediçoes Tipo 2807 B 1 K. 5- Gerador 
Tipo 1027 B 1 K. 6- Amplificador de Potência 
Tipo 2706 B 1 K. 7- Analisador de FreqUência 
Tipo 2120 B 1 K. 8- Pré-Amplificador de Micro 
fones Tipo 2619 B 1 K. 9- Re~istrador de n~ 
vel Tipo B 1 K. 10- Osciloscopio Tipo H2Vl3A 
HBM. 11- Modelo Experimental . 

CALIBRAÇÃO 

A calibração correspondente ã aceleração foi fei 
ta pelo mêtodo comparativo . Excita-se o modelo experi~ 
mental e faz-se a leitura da amplitude no analisador de 
freqUência; o valor lido (em mV) é tomado como referên 
cia no registrador de nível. Para converter o sinal de 
referência de mV para m/s2 usa-se o calibrador de acele 
rômetros 4291 (ver figura 3), -

Ajustando-se o calibrador â massa do acelerômetr~ 
este vibra com uma aceleração senoidal de amplitude 
igual a 10 m/s2• Esta aceleração corresponde a uma am
plitude (em mV), lida no amplificador de medições. 

a) Acelerômetro tipo 4366 n9 811717 que seria fi 
xado na primeira massa. Para este acelerômetro usou-se 
o pré-amplificador de microfones n9 840568. CALIBRAÇÃO: 
41,8 mV = 10 m/s2. 

b) Acelerômetro tipo 4366 n9 811720 que seria fi 
xado na segunda massa. Para este acelerômetro usou-se o 
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amplifica~ de microfones n9 840567. CALIBRAÇÃO 38,8 
mV = 10m~. 

A calibração correspondente ao fluxo de força, foi 
feita pelo método direto. Usou-se a cabeça de impedân
cia tipo 8001 n9 831307 com sensibilidade de carga 
igual a 325 pC/N. Após o sistema ter sido ajustado a es 
ta sensibilidade, escolheu-se uma força de amplitude 
igual a 0,1 N, que deveria ser mantida constante ao lon 
go da faixa de freqUências de interesse, pelo circuito 
de compressão (1). 

2 

= 3 

Figura 3. 1- Calibrador de Acelerômetros 4291 B ~ K. 2-
Pré-Amplificador de Microfones 2619 B ~ K. 3-
Amplificador de Medições 2807 B ~ K. 

DISCUSSÃO OOS RESULTAOOS 

Excitando-se o modelo experimental obteve-se cur
vas de resposta e freqUência como as das figuras 4 e 7. 
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Figura 4. A curva (a) representa a resposta na primeira 
massa. A curva (b) a força aplicada na primei 
ra massa. Usou-se potenciômetro de 50 dB, Re~ 
tificador RMS, limite inferior de freqUência 
2Hz, Velocidade de escrita 4 mm/s e velocida 
de do papel O,ü03 mm/s. 

A curva (a) da fig. 4 representada a resposta em 
freqUência, ou seja, o quociente da aceleração pela for 
ça. Nas estruturas com baixo fator de amortecimento es 
te quociente tende a infinito nas ressonâncias, isto iffi 
plica que a força aplicada tende a zero, tornando impos 
sível ao circuito compressor mantê-la constante. Por es 
ta razão, nota-se uma certa variação na força aplicada~ 
nas freqUências de ressonância da curva (b) da figura4. 

Na verdade, o que interessa na prática são as fre 
qUências naturais, tendo em vista serem estas os pontos 
petigosos; mas com a finalidade de tornar mais adequada 
a comparação das amplitudes numéricas com as experimen 
tais, introduz-se amortecimento no modelo experimental: 
Para isto colou-se fita adesiva de alumínio encruado ao 
longo do comprimento de cada viga (1). 

Mediu-se o amortecimento pelo método do decaimen
to exponencial, representado pela figura S. 

·, 

Figura S. 

O..loco,..nto 
Inicial -2 

Medição do amortecimento pelo método do decai 
mento exponencial. 1- Acelerômetro tipo 436o 
B ~ K. 2- Amplificador de Microfones tipo 2619 
B ~ K. 3- Analisador de FreqUência tipo 2120 
B ~ K. 4- Registrador de Nível tipo 2305 B ~ 
K. 5- Sistema. 

Aplicando-se um certo deslocamento inicial ao sis 
tema (figura 5), este vibra em seus vários modos. As vi 
brações são captadas por intermédio de um acelerômetro~ 
localizado numa das massas; o sinal captado pelo acele
rômetro é amplificado e analisado no analisador de fre 
qUência. Na análise escolheu-se f 0 = 23,3 Hz como fre~ 
qUência central e o filtro com banda de 1%. O sinal é 
registrado no registrador de nível que fornece a curva 
de decaimento exponencial (ver figura 6). 

dB t 

20 

lO 

0~----------------~----~~~ 

Figura 6. Velocidade do papel 10 mm/s. Velocidade de es 
crita 100 mm/s Retificador RMS. Potenciômetro 
50 dB. Limite inferior de freqUência 10 Hz. 

Pode-se medir o fator de amortecimento da figura 
6, pela expressão abaixo (2). 

1 1 f;=w, (1) 

onde f 0 é a freqUência central e r60 é o tempo necessá
rio para a curva cair de 60 dB. 

Aplicando-se os resultados da figura 6 na expres 
são (1), tem-se: -

F; = 0,0035 

As curvas das figuras 7 e 8 representam a respos
ta experimental e numérica, respectivamente, referentes 
ao fator de amortecimento introduzido. 

Pode-se ver claramente a importância do fator de 
amortecimento, comparando-se as figuras 4 e 7. Nota-se 
uma atenuação bastante acentuada nos picos, e a força 
aplicada (figura 7 b) tende a um valor mais constante. 
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7. A curva (a) representa a resposta em freqUên
cia na primeira massa. A curva (b) a for~a 
aplicada na primeira massa. Usa-se Potencio
metro de 50 dB, Retificador RMS, limite infe 
rior de freqUência 2 Hz, velocidade de escri~ 
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.. ,,2 
to" 

3 
lO 

to2 

td 

10 20 

la l 

:50 

11Hz) 

Figura 8. A curva (a) representa a resposta em freqUên
cia na primeira massa, computada com base nos 
resultados teóricos. 

Para comparar os resultados experimentais (figu
ra 7) com os resultados numéricos (figura 8) registrou
se estes resultados nas tabelas 1 e 2. Os resultados ·nu 
méricos da tabela 2, foram obtidos pela teoria do Apên~ 
dice A. 

Nota-se, portanto, que as freqUências naturais 
são aproximadamente iguais, garantindo assim o êxito dos 
resultados. No entanto, as àmplitudes (correspondentes 
à5 ressonâncias) diversificam para a maioria dos picos. 
Pode-se, no entanto, melhorar estes resultados, desde 
que se aumente o fator de amortecimento. 

Outra razão desta discrepância provém do sistema 
de medições . 

Para que o circuito compressor do gerador !ipo 
1027 B i K funcione dentro da faixa de compressão, e ne 
cessário diminuir o máximo possível a velocidade do pa~ 
pel do Registrador de Nível tipo 2305 B i K. Esta velo 
cidade está diretamente relacionada com a velocidade de 
escrita, isto é, quanto mais baixa a velocidade do pa
pel, mais baixa será a velocidade de escrita da pena do 
registrador 2305 B i K. Desta f~rma. para velocidade de 
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. escrita muito baixa, aumenta-se o amortecime91P na pe
na. Como neste caso o amortecimento da pena e bem maior 
do que o amortecimento do sistema, os valores dos picos 
(ressonâncias) medidos serão bastante defasados dos cal 
culados. Estes ~roblemas não afetam, entretanto, os va~ 
l~res das_freqUencias naturais, que são realmente os p~ 
rametros ~ortantes. 

Tabela 1. Resultados Experimentais (figura 7). 

FreqUência (Hz) 

19,50 
21,40 
24,40 
28,40 
33,80 
36,80 
39",30 
42,10 

Amplitude (m/s2) 

19 Massa 

Tabela 2. Resultados Numéricos (figura 8). (ver Apêndl 
ce A). 

FreqUência (Hz) 

ffiNCLUSOES 

19,65 
21,01 
24,37 
28,62 
33,10 
36,93 
39,91 
41,83 

Amplitude (m/s2) 

19 Massa 

78,68 
201,37 
229,16 
72,51 

190,97 
152,05 
90,64 
21,42 

Os resultados são excelentes no que concerne às 
freqUências naturais, mas, como se esperava, são sofrí
veis quanto às aiDElitudes dos picos de ressonância.Atrl 
hui-se as discrepancias aos erros computacionais das am 
plitudes perto das ressonâncias, bem como a não lineari 
dade no sistema experimental. 
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(Obta..i.rr.ed th.ltought a. dig.i.tat computeJt). 

APENDICE A 

RESPOSTA DE SISTEMAS PERidDICOS 
~ 

INTRODUÇÃO 

As derivações aqui apresentadas são bastante ge-
rais, e representam uma variante daquela apresentada 
por ESP!NOOLA (3). 

FORM.JLAÇÃO DA RESPOSTA 

Suponha-se que uma onda propaga-se ao longo de 
uma estrutura periódica. Uma quantidade (por exemplo, 
um deslocamento) na enésima estação será representada 
por (3), (4). 

z(nL, t) = z(nL)ei21f(ft - knL) = z(nL)i21fft (A.l) 

onde z(uL) é a amplitude na enésima estação e z(nL) 
z(nL)e-ln~. onde~= 21fK1. Considerando todas as grande 
zas envolvidas em cada estação, ter-se-á: -

{ z(nL • t)} = { z(nL) }ei21ff( t - KnL) = {z(nL) }ei21fft (A. 2) 

O problema de propagação livre é formulado de tal 
sorte que 

{z(nL)} = {z(O)}e-in~ (A.3) 

onde {z(O)} é um vetor considerado numa estação de refe 
rência. -

Como a fase é uma grandeza relativa, pode-se, sem 
perda de generalidade, e observando (A.l) e (A.3), fazer 

{z(O)} = {z(nL)}, n =o, ±1, ±2, . .'. (A.4) 

Suponha-se que ITI seja a matriz de transferência 
de período. Então, (A.4) é de fato autovetores do pro
blema de autovalores (1): 

ITI{z(O)} = e-i~{z(O)} (A.S) 

Suponha-se agora que o sistema em tela tenha M 
graus terminais de liberdade (5). Isto implica em que a 
matriz ITI será de ordem 2M, bem como os autovetores. 

A ortogonalidade dos au~vetores (6) permite ga
ran~r que qualquer vetor {z(nL)} de ordem 2M pode ser 
escrito como uma combinação linear dos mesmos: 

2M 
_r c.{z(O)}.e-in~j 
J =1 J J -

{z(nL)} (A.6) 

Note-se que {z(O)}·, j = 1, 2M são os autovetores 
à direita de ITI. Sejam J{z(Olf:r os aut9vetores à es
querda ITI e suponha-se que {Z(Q)}j e {z(0)}1 sejam no! 
malizados de tal sorte que 

- T - L . 
{z(O)}j{z(O)}k=~jk' J,K=l,2, ... ,2M (A.7) 

onde ~-k é o delta de Kronecker. : 
J T 
Pré-multiplicando (A.b) por {z(0)}1 e levando 

em conta (A.7), obtém-se: K 

LT . 
{z(O)} {z(nL) l = ~Ci(O) }ke-m~k. k = 1, 2, ... , 2M 

k 
(A.8) 

As expressões (A.8) permitem determinar ~ e jus 
tificam a expressão (A.6). -

Suponha-se agora que a estação n = O seja carre
gada por forças conhecidas e suponha-se também que 
{z(nL)} seja considerado à direita de cada es~ação. En 
tão, {z(OL)} contará todos os deslocamentos da estaçãõ 
zero (desconhecidos) , todas as forças (e momentos) à 
direita da estação zero, bem como todas as forças apli 
cadas. -

Fazendo pois n =O em (A.6), ter-se-á um sistema 
de 2M equações lineares com 2M incógnitas, C. mais M 
deslocamentos e M forças elásticas. lhn totalJ de 2 x 
(2M) incógnitas. 

As condições de contorno (duas) introduzem (cada 
uma) M incógnitas e 2M equações. Ter-se-á um total de 
6M equações com 6M incógnitas. 

•, 
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IN1RODUCTION 

In the effort of identifying jet noise source 

structure use has been made of correlations of the far 

field sound pressure p(~,t) peTCeived by two observers 

~and~' Cl~l = 1~'1 =x). Recentworks [1, 2] dis
cussed model implications brought by the existence of 
negative values of peak correlation coefficient ob

tained experimentally by Maestrello [3] for a subsonic 

round jet. 

The basic model used considers turbulence as 

acoustically equivalent to a distribution of lateral 

quadrupoles as proposed by Lighthill [4] and Powell 

[s], should the sound radiated be produced by isovolu
metric deformation of the fluid. For this model it was 

shown that the occurrence of pos i tive and negative 

correlation for different ranges of the angular separ~ 

tion ~ would be related to conservation principies. In 

this work, some results for such model are compared 

with experiments . Directions for model sophistication 

are pointed in the analysis of di screpancies. 

BACKGROuNDlt 

The basic ideas concerning the modelling of far 

field sound pressure correlations were discussed in 

[6] and recently rediscussed in [2, 7], where it was 

pointed that, for a point quadrupolar source !· at 

l = Q with stationary random principal axes, the sound 

pressure being proportional to T (t- /x-yj /c) where 
XX - - O 

Txx T ~·~·~· ~ = ~~~ and c 0 is the sound soeed, the 
correlation R(~.~· ,T) = p(~,t) p(~' ,t+T) can be written, 
in an orthogonal cartesian system a ,S,y with unit vec 

tors '=.a/1~. '=.s·C~') =O and '=.y • as : w 
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where cos~ = n.n'. 

Neglecting the third term in (1) (which is asso
ciated with nonsphericity of the source directivity 

D(0) . - 0 is the polar angle with the jet axis), R can 
be modelled from the knowledge of D(0) and the central 

term, which is associated with compressibility, in-

volving the diagonal components of r.since for a 
comuact (low Mach number) jet! can-be aproximated by 

the integral over the flow region of the momentum flux 

tensor pvivj, it follows that trCf) =O, from where 
one gets easily the relation: 

(2 

which is valid independently of the oropagationGreen'~ 

function. This source relation has a far fieldacoustic 
pressure counterpart, straightforward if the source 

and its immediate environment are at rest with respect 

to the observers, when it is given by equation (6) in 

[2]. 

CDMPLEI'E BASIC M::>BEL 

The approach adopted in [2, 7] i;s very convenient 

since it separates the correlation in two parts, one 

positive and the other, in most situations, negative, 

both weighted by functions of ~. In order to facilita te 
subsequent inclusion of flow interaction effects and 

not to be bound to the neglect of the third term in 
(1) ,it i s preferable to work with a fixed axes system, 

x
1

, coincident with the jet axis, x 2 , x 3 • 

The product TxxT , , = n.n.nkn0T . . T,_. can be much 
X X l. J -<. l.J M.. 

simp!if ied having in mind that, for a round jet, it 

must be even in the azimuthal seoaration ó~ = ~·-~ . 
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Hence many of the T .. T,_ 0 terms (or their combinations) 
~] ~ 

will be null (a result independent of T). Terms dif-
fering by permutations of the 2 and 3 indexes are 

identical and ~ can be taken e~l to zero,so that one 
can write 

él4 -
-T T élT4 XX x'x' (T) él

4 
{T2 cos 2EJcos 2e' + 

11 élT 4 

+ T T (cos 2esin2e'+ cos 2e'sin2e) + 
11 2 2 

-
+ T~ 2sin2esin2e'cosll~ + (T~ 2 cos 2ll~ + 

+ T22T 33 sin2ll~) sin2esin2e'} (T) (3) 

The adimensional direct}vity D(e) can be written 
as (T ) 2/6: )2 and since (T )2 is given by 

XX 22 XX 

él4 

élT 4 

T=O 

T2 (T) 
XX 

=~ 
élT 4 

T=O 

T1lT22 - T~2 

{T2 + (T2 -T2 )cos 4e + 2 2 11 2 2 

(T; 2 + )sin22e}(T) 
2 

the general formula for D(e) follows 

D(e) = 1 + Bcos 4e + Asin22e 

(4) 

(5) 

If the net longitudinal quadrupole strength 

(tref)) is zero, either the complete or the simplified 

model allow the modelling of the correlation coeffi

cient r(e,e• ,ll~,T) : R(~.~· ,T)/1 R(~.~.O)R(~' .~' ,O)for 
T =O from the knowledge of D(e), the intercorrelation 

terms being obtained with the aid of equation (2) as 
-.. - .. - -.. - -.. - .. - -.-. --2 -::----; 
T11T2 2 =- (T11) 2/2 and T22T33 = CT1d /2- (T 22 ) • 

THE NON-CDMPACf JET - MACH Nl.MBER CORRECTION 

As the Mach number M increases, two new effects 

come into play: compressibility and~compactness of 

the source region. Since the ratio (Tii) 2/(Txx) 2 is 
proportional to M4 [5] it can be shown that, for the 

isotropic case (D(e) = 1), an O(H4) correction will aE 
ply to the correlation coefficient for~= 90°, T =O. 

This correction can be assumed to suit also the aniso

tropic case. As the Mach number of the principal 

sources is aproximately their convection Mach number 

M (M /M = 0.5 to 0.7), the correction dueto compres-c c . 
sibility may be taken as O(M~). n~gligible for sub-

sonic jets. Though the whole source region becomes o -
non-compact when M is not << 1, one can still think of 

compact independent emitters, equation (2) applying to 

each correlation region, which, in tum, is no more 

equidistant from the two observers. The effect will be 

a loss of correlation which can be approximated for a 

point source in r by modelling its correlation func

tion as R (~.~',T) =R(~.~· ,O)h(T+cr), where cr, the dif

ference in sound travel times f rom the source to the 

microfones, is given (in the quiescent medium approxi

mation) by Cl~-ll - 1~'-r i)/c 0 = ro·C~-~')/co. 
CrnPARISON WITH EXPERI~1Í:NI' 

The experimental data published in [3] were ob

tained mostly for M = 0. 75 and for the frequency band-

with 125 Hz ~ f ~ 40 KHz. ln Figure 1 are shown the 

plots of peak correlation coefficient for this Mach 
number and e = e•. 

Due to the difficulty of properly accounting for 
the effects of sound propagation inside the flow in 

the actual value of cr and the variation of the source dis 
tribution h, only a qualitative analysis will be made, 

the agreement of the positive and negative regions of 

experimental peak correlation values being compared 

with the predicted for a single point source for T=O. 

The procedure is justif i ed since, for the data in Figu

re 1, evidences point out to the fact that all negative 

correlations are due to source structure, and not to 

non-compactness. These evidences are: 1) The only set 
. o 

of data for reduced bandwith (f ~ 5 KHz, e = e • = 60 ) 

shows an increase in lrl with the filtering of higher 

frequencies, while the zero crossing point remains 

unaltered. 2) For e = 90°, ll~ = ~ = 180°, where (for 

e = e • andnegl ecting effects of convected sound speed) 
the values of cr are maxima, 10\ of positive correlation 

is obtained 3) For e > 90°, where flow interaction ef

fects can lead to larger values of cr, the most unfa

vorable case shown (e = 120°) is very similar to the 

e = 60° data. 

Shown in Figure 2 are the theoretical curves ob

tained from equations (2) and (3), with D(e) taken as 

1 + cos 4e + (sen22e)/8, a form which agrees wel1 with 

one microphone measurements [gJ, 

For e ~ 60°, the agreement between theory and 

experiment is excellent, while, for e = 30° and 45° 

the experimental data show an "excess" of positive 

correlation presumably caused by a dominant T
11 

com

ponent. The data for other values of M (shown in(3]only 

f or e=e ' =30°)suggest t hatthe relativeimportance ofthe 

T 11 component increases with M, even more than does the 

non-comnactness effect. Another strikingfeature is that 
not all the differences between the data for an angle 
e and for 180° - O (which, for sources in a medium 

at rest, should be identical) can be explained in 

terms of flow ef fects on the actual value of retarded 

time differences. A comparison of the data for e = 45° 

and 135° shows clearly that convection effects in sig

nal amplitude are not totally eliminated by normaliza-
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Figure 2 - Correlation coefficient for zero time delay, 

lateral quadrupole model . 

tion, the relative contribution of T
11 

being more 

important downstream than upstream. This could be ex-plained by different frequency bands having dif ferent 
convection amplification factors, (1 - ~1çcos0) -n (a 
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fact justified by theory) and also different directi

vities, so that the contribution of lowe.r frequencies 

(higher n) would dominate downstream, and that of the 

higher frequencies, up~eam . But as no distribution 

of lateral quadrupoles could match the relatively high 

positive and negative correlations measured for ó<P = 
= 180°, 0 = 30° and 60° respectively (the required va

lue of B would be around 5, while the maximum B satis

fying (2) is 3), andas the compressibility correction 

applying to (2) must be negligible, the discrepancy 

pointed for e ~ 45° must be due to flow interactions 

effects in the generation process . 

Ma.ni [9], Goldstein [10] and D.::>wling et al. [ll] 
have shown that a quadrupolar source emitting near a 

velocity gradientftas its low frequency sound affected 

by it . The effect can be expressed as a transmission 

coefficient, which accounts for shear layer impedance 

and is more influent for the !ongitudinal component 

aligned with the mean flow direction for which it is 

given, in the low frequency limit, by an extra conve~ 

tion factor with n = 2 (n decreases as the frequency 

increases). This emphasis on the downstream emission 
of the low frequency sound dueto the T

11 
component 

would explain all commented discrepancies and al so the 

apnarently odd increase of r(30 ,30,6<P,0) with M (from 

0. 35 (M = 0. 59) to 0. 56 (M = 1.0) for 6<P = 150°) . 

DIRECTIONS RJR M:lDEL EXTENSION 

To incorporate these ideas in the modelling of 

acoustic pressure correlations , one must face a new 

problem. For a source I placed in a jet, equation (2) 
applying, the relation beuveen sound pressures can be 

obtained by inclusion in (2) of the transmission coef-

ficients . ln the jet noise problem, adopt ing a new 

reference situation (that is , another Green ' s func-

tion , if the operator is linear) , implies also the 

adoption of a new source, say 2• since part of the 

original Tij would be now in the propagat ion operator . 

Furthermore , an eventual reformulation of (2) is de
pendent upon the choice of g, which is not unique 

(compare, for instance [10] ~d [nJ) . 
A first step towards model modification is given 

by calculating source correlations as before but , when 

using equation (3), multinly cT11)
2 by (1-M cose)-

4
and - - . c .. . • - 2 

T 
1
T

2 
by (1-M cose) . The results, shown in Figure 

I 2 C 

~re satisfactory. Although the use of the sarne 
T . . Tkl is not justified , for low e , due to the extra 
lJ .. 

correlation factor, T1 1 dominantes, independent ly of 

the other terms, while, for 60° ~ e ~ 120°, on the 
other hand, as both the sources and the operat or ap

nroach Lighthill ' s, independent ly of the choice of g 
equat ions (2) and (3) can be used . Only th~ low fre 

quencies will be subject to such a high extra convec

t ive amnl ification (or reduction, for e> 90° ) , so 
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that very large values of r(e,e',l80°,0) (as for e 

30° and 135°),will be much reduced. 

, e 

8 . 1 

8 . 11 
r 

111 . 4 

8 . 2 

a 

-8. 2 

....... 
-e.e 

...... 
e 30 118 98 128 ISIII 

L'l<P 

Figure 3 - Modified lateral quadrupole model, low 

frequency limit. M = O. 75, Me = 0.6 M. 

CONCLUSIONS 

I IIII 

The lateral quadrupole model is consistent with 

the experimental data of [3] for e~ 60°. Near the jet 
axis the sound field seems to be dominated by mean 

flow - sound interaction effects. The inclusion of 

these effects in the model is not a simple task,and a 

first step is suggested which provides goodquali ta tive 
comparison with experiment. The analysis show that 

correlation measurements are a powerful tool in ide~ 

tifying jet noise generation mechanisms. They may 

prove specially useful in the study of flow interaction 

effects, sound generation by flow inhomogeneities and 

by vortex pairing in low Mach number jets. A more de

tailed analysis should include narrow band correlation 

measurements together with the correspondently filtered 
directivities for different jet Mach nunbers and dia

meters. This could clarify many aspects of sound and 

flow interaction effects. 
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DECONVOLUÇÃO HOMOMÓRFICA DE 
DADOS HIDROACÚSTICOS 

MARTHA MARIA DIAS VEIGA 
JULES GHISLAIN SLAMA 

PEM-COPPE/UFRJ 

Ap~e6e~~a-6e um 6i6~ema de deeo~volu~ão homomÕ~6iea de6e~volvi-
do pa~a o ~~a~ame~~o de dado6 hid~oacÚ.6~ico6. São de.6 c~i.to6 o6 pa.66 o.6 
do.6 algo~.tmo.6, bem como a6 e.tapa6 de ex.t~a~ão de um 6i~al mi6.tu~ado 

com 6eu eco po~ um cami~ho de p~opaga~ão u.tiliza~do o cep6.t~um com
ple xo ~a dec o ~v olu~ã o . 

INfROOOÇM). 

A deconvolução homomórfica já foi utilizada para 

o processamento de sinal superposto com seus ecos e 
pode ser assim extraído o sinal ou estudados os cami

nhas de propagação [1] . Um programa computacional de 
deconvolução homomórfica está sendo desenvolvido e im
plantado, já tendo sido testado com alguns sinais s~ 

lados [2], [4]. 
Neste trabalho, alguns casos de deconvolução re

lacionados com a propagação de sinais hidroacústicos f~ 

ram estudados como o efeito de nrudança de fase de PI 
correspondente a reflexão na superfície livre, o efei
to da duração finita do sinal, e o efeito de coincidê~ 
cia entre a duração do sinal original e a defasagem do 

eco em relação ao sinal original. Neste caso foi ava

liada o desempenho da deconvolução homomórfica na rec~ 
peração do sinal original. 

CEPSfRlJM COMPLEXO. 

O cepstrum complexo de um sinal é definido como 

a transformada inversa de Fourier do logaritmo 
transformada de Fourier do sinal. 

x(t) ! x(f) ~g Log x(f) 

da 

onde F é a transformada de Fourier e e a "quefren
cia", que tem a dimensão do tempo. 

CEPSTRlJM E DEQ)NVOLUÇÃO OO~RFICA. 

O cepstrum é o primeiro passo no sistema de de
convolução homomórfica desenvolvido. 

Considerando o sinal z(t), a deconvolução homo

rrr5rfica consiste em calcular o cepstrum de z (t) , pon
dera-lo e depois aplicar a transformação inversa. 
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onde C é o operador que transforma o sinal em seu Ce
pstrum complexo, e P um operador de ponderações tal que 

no caso em que z = x * y (z é expresso como o produto 
de convolução de x com y) teremos: 

Fase 1 : cálculo do Cepstrum de z. 

x * y ! x(f) • y(f) ~g Log x(f) + Log y(f) 

! -l F-l (Log x(f)) + F-l (Log y(f) 

ou 

Fase 2: Ponderação 

Fase 3: "Anti Cepstrum" 

P(T) Cz(•) + P(T) Cy(•)! F (P(T)(Cx(•)) + 

F(P (<) Cx(<)) 
rt I 
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F-1 
~ F -l (exp F(P(T)) • c (T) exp F(P(T) C (c))) 

X y · 

No caso que 

P(T) C/T) 0 e P(T) CX(T) CX(T) 

Teremos 

-1 
F (exp (P(T) CX(T))) = X(T) 

Neste caso pode-se constatar a possibilidade de 

recuperação do sinal x(t) por um processo de deconvo
lução homomórfica. 

ffiNSIDERAÇOES PRÁTICAS SOBRE O CEPSTRUM COMPLEXO. 

A principal dificuldade no cálculo do cepstrum 

complexo é o uso do logaritmo complexo dentro do alg~ 

ritmo de cálculo. O algorítmo é sensível aos erros na 

fase do sinal aparecendo como uma componente linear de 

fase indesejável no espectro e à introdução de desco~ 

tinui.dade se a fase for calculada à partir do arco t~ 
gente. A existência de zeros no espectro do sinal im

possibilita o cálculo do cepstrum. 
Todos estes aspectos foram discutidos por va

rios autores e neste trabalho foram escolhidos algumas 

das soluções mais eficiente. O algorítmo de Tribolet 

que calcula a fase através de sua derivada foi esco

lhido e implantado [ 3 J . 

DECONVOLUÇÃO ~RFICA E SISTEMAS <D1 ECOS. 

No caso de ecos perfeitos caracterizados por uma 

mudança de amplitude e uma defasagem em relação ao s~ 

nal original, verifica-se que ao Cepstrum do sinal são 

superpostos picos característicos dos ecos. A deconvQ 

lução neste caso consistirá em localizar os picos de

vidos aos ecos e elimina-los com uma ponderação ade

quada. 
Neste trabalho foi considerado o caso de um si

nal superposto com um eco e a sua recuperação através 

da deconvolução homomórfica. A ponderação mais adequ~ 

da consistiu em eliminação dos picos ("Liftragem"Comb~ 

seguida de uma interpolação da curva onde estavam os 

picos. 

RECUPERAÇÃO DE SINAL. 

Foi testado o programa de deconvolução homomór

fica em vários casos, A seguir o caso de um sinal da 
-at -forma t e e exposto. 

A figura 1 mostra um sinal composto de sinal or_! 

ginal e do seu eco: 
-at -at x(t) = t e + a (t - t ) U (t - t ) e (t- t ) o o o o 

onde a0 é a atenuação na reflexão, e U(t) é a função 
degrau unitário. 

o 
o 2 4 6 8 lOms 

Figura 1. 

Na figura 2 a fase do sinal composto, obtida 

através da função arco tangente é representada. Notam-· 
-se as descontinuidades introduzidas pelo cálculo. 

3.12t 

1. 87 

.62 -
I 

1--.63 

~ j~ . ij -1. 9 ~ . J ij ij~ I .ij .~ 
-3.1 

o 5KHz 10KHz 15KHz 20KHz 25KHz 

Figura 2. 

Na figura 3 é apresentada a fase do sinal, 

constituida como uso do algorítmo de Tribolet 3 

remoção do componente linear da fase. 

w .29 

-.33 

-.96 

-1.59 

-2.23 

-2.86 

re-

e a 

. 

o 5KHz 10KHz 15KHz 20KHz 25KHz 

Figura 3. 

Na figura 4, o cepstrum complexo do sinal é apr~ 
sentado, terminando assim a primeira etapa da deconv~ 

lução homomórfica. 
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161. 

120. 

80 
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o 2 4 6 8 10ms 

Figura 4. Cepstn.un complexo. 

A próxima etapa consiste na ponderação do ceps
trum, que pode ser do tipo passa curta, passa longa ou 

"Liftragem" em pente (Corrb.) • Conn se trata de elimi

nar o eco escolhe-se a ponderação tipo pente , consis
te-se a ponderação dos picos regularmente espaçados 

que aparecem no Cepstn.un devido ao eco. 
Na figura 5 é apresentado o Cepstrum complexo 

apos a Liftragem do tipo pente. 

201 

161 

120 

80 

40 

o 
o 2 4 

Figura 5. Cepstrum ponderado. 

6 8 lOms 

A figura 6, oostra o sinal recuperado apos a 

aplicação do procedimento inverso (Anti cepstn.un) ao 
sinal liftrado. 

6.13 

4.90 

3•. 67 

2.45 

1. 22 

o 
o 2 4 6 8 lOms 

Figura 6. Sinal recuperado. 
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Constata-se a semelhança com o sinal original t 
e-at Out~os exemplos se enco~ram na referência [2] 

onde foi constatado que a reflexão com inversão de 

sinal (superfície livre), corresponde no cepstrum a 
um conjunto de picos com amplitude negativa. Também 

foi constatado que o processo de recuperação dos si
nais pode ser dificultado quando a duração do sinal é 
próxima ao atraso do eco. 

OJNCLUSÃO. 

O programa apresentado já foi testado para várias 

situações simuladas avaliando assim a eficiência da 
deconvolução honnmórfica, salvo para caso de coinci
dência, foi possível recuperar o sinal original com o 
uso de uma ponderação adequada ao caso estudado. 

Agradecenns ao Instituto de Pesquisa da Marinha 
especialmente seu Diretor CARLOS E. PARENTE RIBEIRO , 
e à FINEP, que tornaram possíveis a realização deste 
trabalho. 
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SUMMARY. 

In thi6 wo~k, ~ homomo~phic deconvo· 

.tution 6!f.Stem to 6e u.sed i.n ftyd~o~cou6tic6 

6i.gn~.t p4ocehhing ih de.sc4i.6ed. 

The ~.tgo4ithm 6o4 deconvo.tution u6ing 

comp.tex cepht4um, and a~ exemp.te o6 echo 

e.timination in mu.tti.path p4opagation ih 
p4e6ented. 
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DECONVOLUÇÃO APLICADA A ENSAIOS DE IMPACTO 

ROBERTO A. TENENBAUM 
MOYSÉS ZINDELUK 

PEM-COPPE/UFRJ 

1 

1 

Ap~e~enta-~e uma anâli~e da que~tãa da ~ecupe~açãa - via decanva-
luçãa - da conteúdo e~pect~al de um pul~a ~e6letida em um en~aia expe~i 
mental pa~ impacta. E~tuda-~e a aplicabilidade da técnica na identi6i~ 
caçãa de ~namageneidade~ a pa~ti~ de en~aia~ dinâmica~. Saa ap~e~enta-
da~ algun~ ~e~ultada~ obtida~ na t~atamenta de ~inai~ ~e~ultante~ de uma 
~imutação numê~ica da p~ace~~a de p~apagação. 

INTRODlJÇM:l. 

A crescente disponibilidade de recursos de comp~ 
tação digital vem favorecendo o desenvolvimento e a 

aplicação de técnicas de tratamento numérico do sinal, 
abrindo-se novas alternativas para a solução de probl~ 

mas clássicos. 
Na abordagem do problema de identi6icação de um 

perfil ~ variação contínua de parâmetros via propaga

ção de ondas mecânicas, várias técnicas podem ser in

vestigadas. Aqui, busca-se determinar o perfil de va

riação da impedância mecânica de um meio elástico uni

dimensional, a partir de sua resposta a um pulso de 

tensão conhecido. 
Em trabalho recente [1], ficou demonstrado que 

um modelo físico - matemático simplificado - denomina

do ~6lexão de p~wa aMem (RPO) - fornece uma sol~ 

ção analítica para a resposta (eco) a uma excitação g~ 
nérica de um meio não-homogêneo contínuo e limitado 

com resultados bastante próximos dos obtidos pela int~ 

gração, por diferenças finitas, do sistema completo de 

equações diferenciais, exceto para drásticos gradien

tes de impedância. Em particular, a solução para a 

resposta impulsiva tem a vantagem de ser facilmente i~ 
visível, adequada portanto como primeira aproximação 

para a identificação do meio. 
Neste trabalho, apresenta-se um método para, a 

partir da resposta do meio a um pulso de c~rta porém 

fini~ duração - tal como seria gerado experimentalme~ 

te , - obter-se, por deconvolução numérica, sua resposta 

impulsiva e daí a recuperação do perfil de impedância . 

FORMULAÇAO . 

Suponha-se um meio elástico unidimensional, var 

rido pela variável de posição x, homogêneo em suas pr~ 

priedades necânicas exceto na região O <"x < L , deno-

minado ob~tâculo . A impedância mecânica será 
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z(x)=p(x) c(x) A(x), sendo p, c e A, respectivamente , 

a massa específica, a velocidade de propagação e a se
ção transversal do meio. 

Tomando como variáveis dependentes as componen

tes progressiva e regressiva - normalizadas por IA/pc 
-da tensão propagante, respectivamente 4>(x,t) e'l'(x,t), 

o sistema de equações diferenciais parciais que regem 

o problema, no plano das variáveis características ~. 

n é [1] : 

z' 
z 

z' 
z 

(1) 

A suposição de serem pequenas as contribuições 

das mÚltiplas reflexões da onda regressiva sobre a on

da progressiva permite a supressão do termo em 'I' da 

primeira equação e o sistema (1) passa a ter integral 

exata. llissa solução pode-se obter o eco R( t) = 'I' lt, F,), 

ou seja, a onda regressiva que passa pela estação x =O. 

Para uma condição inicial do tipo 4> (x ,0) = 4> 
0 

(x) 

'l'(x,O) =O, a resposta fica: 

- 1 R(t) - ---;r 

onde X(t) = -I 
T 

IDENTIFICAÇAO. 

r(t) 
X( -t) 

(t), sendo 

cz' 
z 

[X( T(s; + t )] 4>~ (s)ds 

(2) 

(t) r ds/c(s) 
o 

(3) 

A ~MpMta impulúva h(t) pode ser obtida de (2) 

e é da forma: 
_ 1 cz' h(t) - - 4- --z [X(t/2) J (4) 
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Pode-se dellYJnstrar [ 2 J que, para p e c variáveis, 
a identificação do perfil de impedância se limita à d~ 
terminação da função Z(T) onde T, definido em (3), r~ 

presenta o tempo de percurso da frente de onda. Assim, 
para Z(T(x))= z(x): 

1 z 
h(t) = 4 --z- (t/2) (5) 

onde o ponto denota diferenciação com respeito a T. 
Esta solução pode ser invertida, obtendo-se o perfil de 

variação da impedância em termos da resposta impulsiva: 

Z(T) = Z
0 

exp { 4 · JT h(2r) dr 
o 

} (6) 

Em particular, para o caso pc constante,T =x/c 

e o perfil A(x) pode ser identificado por : 

A(x) = A
0 

exp 4 
c J: h( 

2~ )ds} (7) 

DEffiNVOLUÇÃO. 

Do ponto de vista experimental, pretende-se ide~ 
tificar um obstáculo a partir da análise dos sinais de 

tensão - pulso incidente e seu eco - oriundos de um en 

saio de impacto gerado em barra Hopkinson. 

Como se trata de um pulso experimental, de c~ 

teúdo espectral limitado, o eco obtido será uma convo
lução do pulso com a resposta impulsiva do meio. 

De fato, submetendo-se o meio à excitação 
f(t) = <1>(- X(t)), cruzando a estação x =O a partir do 
instante t =O, a solução (2) para o eco se expressa 

por : 

t ( ) f 1 cz' [ t- r ] g t = -t 4 -z X(-2-) <1>
0 

(-X(r)) dr 

Jt f(r) h(t-r) dr 

o 

= f * h (8) 

A determinação de h(t) exige pois um procedimen

to de deconvolução. Passando ao domínio em frequência 
e retornando ao domínio tempo via transformação 

Fourier (f(t) ~ F(v)), teremos: 
~ 

h(t) F-l { G(v) • F*(v)/ I F(v) I 2 } 

de 

(9) 

O procedimento numérico é trivial, utilizando-se 
um algoritmo FFT. Surge entretanto a questão de inde
finição da resposta em frequência H(v) p·ara as frequê~ 
cias em que F(v) é muito pequeno e nufb. 

Adotou-se então uma técnica de deconvolução hei~ 
tiva que consiste em submeter-se o meio a dois pulsos 
de tensão de suportes não múltiplos de modo que as fr~ 
quências de indefinição de H não coincidam. A opera -
ção numérica correspondente a (9) é então efetuada s~ 
letivamente, obtendo-se assim a função de transferên

cia do meio para todas as frequências inferiores à me
tade da frequência de amostragem. 

SIMULAÇAO. 

Apresenta-s~ a seguir um exemplo de aplicação do 

método acima de?crito na identificação da um obstáculo 
de comprimento L com variação cosenoidal de seção. A 

figura 1 indica o perfil de variação do parâmetro 
A(.x) , O < .x < L. Num primeiro teste do método, foram 
gerados numericamente dois pulsos retangulares <I> (x) 

01 
<1> 0 2 (x) de amplitude unitária e suportes 9/32 L e 

11/32 L. Procedeu-se, para cada um dos pulsos, o cál
culo do eco R(t), a partir de (2). Calculadas a 
transformada rápida de Fourier para a excitação e para 
o eco, em cada caso, determinou-se a função de recupe-
ração, ou seja, 

1 _ F(v)* 
F(_v) - F(v) 2 

IH~51 < 3%. 

AC><) 

Ao 

o inverso da transformada da excitação 

, desconsideradas as frequências em que 

L 
Figura 1 Perfi 1 •imulado • recon•tituido 

A figura 2 indica o módulo da função de recuperaçao 

obtida para os dois pulsos. Cabe observar que o algo
ritmo impõe valor nulo nas frequências de indefinição. 
A recuperação de H(v) será possível devido à não coin
cidência das frequências com amplitude nula. O cálculo 
da deconvolução (9) seguida da inversão da resposta ~ 

pulsiva (7), identifica A(x). O resultado está traçado 

na figura 1 e a superposição dos perfis traduz o peq~ 
no erro numérico do processo , mesllYJ para transformadas 
realizadas com poucos pontos (2 7). 



11/F(v)l 

t6C/L. 
Figura 2 Funfão de reeupera~ão para doi• 

pul•o• de •uporte• di•tlnto• 

Num segundo teste do método, passa-se a aplicá-lo• 

a identificação propriamente dita do perfil A(x). A ri 

gor, para tal dever-se-ia proceder a um ensaio de im 

pacto com dois ou mais projeteis de comprimentos distin 

tos e aplicar a deconvolução seletiva aos ecos obtidos 

experimentalnente. No presente trabalho, realiza-se 

uma simulação numérica do experimento via integração , 

por diferenças finitas do sistema completo de equações 

de propagação (1) cujo resultado, como já verificado~ 

terioFmente [3], reproduz com nitidez os experimentos. 

Utilizam-se, neste ensaio, os mesmos pulsos inciden

tes do teste anterior e, portanto, as funções de recu

peração são as mesmas indicadas na figura 2. A figura 

3 apresenta o eco simulado para os dois pulsos incide~ 
tes. O período total de observação do eco corresponde 

ao dobro do tempo de ida e volta da onda no interior do 

obstáculo (To) . A persistência de sinal após o inst~ 

te t = To + À/c indica a presença de reflexões múlti -

plas no seu interior. A figura 4 mostra o ~esultado 

obtido com a deconvolução seletiva daqueles ecos, com

parado à resposta impulsiva teórica do modelo RPO. 

F i gura 3 Eco •i~ulado paro doi• 
pul•o• de •uporte• di•tinto• 

"'LI e 
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Observa-se que o processo de deconvolução "encolhe" no 

tempo o sinal,reduzindo o seu conteúdo principal ao in 

tervalo (O,To), já que À(ô) =O. 

h(t) 
~I' 

I I 

:t 

Eco deeonvoluido ver•u• 

re•po•ta impul•iva RPO 

'I') 

Finalmente, a figura 5 apresenta o perfil A(x) 

identificado, comparado ao perfil simulado. Incluiu

se aqui o trecho homogêneo, de comprimento igual ao do 

obstáculo, após o mesmo. O perfil identificado sugere 
um obstáculo mais longo. Isto se deve ã diferença das 

respostas obtidas pela integração completa e a solução 

RPO. A persistência do eco deconvoluido após o tempo 

To, tal como observado na figura 4, leva o algoritmo 

de identificação a intepretar a presença de variação de 

impedância além de x = L. 

A 

.A.Cx) 

Figuro 5 Perfi I identificado 
ver•u• perfi I •i~ulado 

CDNCLUSÃO. 

2L 

A identificação de um meio não homogêneo unidi

mensional via propagação de ondas requer um procedime~ 
to iterativo de aproximações sucessivas. Arb~trado 

um perfil de variação de parâmetros, a integração nu
mérica do sistema de equações parciais fornece um eco 

~imulado, cuja distância ao eco obtido em ensaio de im 

pacto deve ser minimizada. O perfil identificado a 

partir da técnica aqui apresentada fornece uma boa 
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aproximação - particularmente na região de efetiva va
riação de parâmetros - para o perfil verdadeiro. Um 

algoritmo de otimização partindo destes resultados con 
vergirâ sem dúvida, muito mais rapidament 
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~IO .. 
t de6envolv~a uma equacão p~ dét~ o coe6iciente de ab~o~cão ~ono~ a-

.tltavê.l. do.t, .6.i..rttú6 de d.cW, ltÚ.c.JLo6one6. o modelo e bMeado M ~eo~ de ondM P-0n~ 
mcidente6 e ~e6lelidM no~almente ã .6u.p~6Zcie da amo.6.tlta em um d~o. 0.6 -6-<.nlU.ó 
d0.6 doi.6 ltÚ.c.JLo6one6 .6âo pMce6.6ado.6 úmu..Uâneamente pM um a~ado~ digaal de 6~e 
qu.ência. 0.6 ~e6~0.6 obWo.6 .t,ão com~do.t, com o mdodo ci.ã.l>úco bMeado na Yl.o~li 
ASTM - 384. 

INfRODU(:ÃO 
O método clássico para medição do coeficiente de 

absorção sonora de materiais em tubo de impedãncia, am 
plamente utilizada nas Últimas três décadas, é baseado 
na norma AS1M-384 (American Society of Testing Materials 
-Standard Method of Test for Impedance and Absorption 
of .Acoustical Materials by the Tube Method) [1]. As me 
dições otilizando este método consomem muito tempo e 
são efetuadas em frequências discretas com tons puros. 
Além de fornecerem resultados somente nestas determina 
das frequências, nem sempre mostram os comportamentos 
expectrais dos materiais, uma vez que podem ocorre~ em 
frequências intermediárias, fenômenos como: ressonân
cia, coincidências, etc .... 

Com o advento da técnica digital de análises de 
sinais, é possível medir o coeficiente de absorção 
acústica de materiais em um tubo utilizando dois micro 
fones. O tubo é excitado com ruído branco e os sinais 
dos dois microfones são analisados simultâneamente em 
um analisador digital de frequência com dois canais. 
Além de reduzir o tempo de medição por um fator maior 
de dez, o coeficiente de absorção sonora é determinado 
em uma curva contínua com boa resolução. Neste traba
lho, é apresentada a técnica dos dois microfones e são 
vistos resultados de mediçÕes do coeficiente de absor
çãó sonora com a técnica proposta, utilizando o anali
sador de frequência HP 5451C, que são comparados com 
resultados obtidos através do método clássico do tubo 
de ondas estacionárias fabricado por B & K tipo 4002 
[2], usando norma AS'IM-384 [1]. 
FORMULAÇÃO MATfMÃTICA 

Este trabalho é baseado na teoria de ondas pla
nas incidentes e refletidas normalmente à superfície 
de uma amostra de material acústico localizada na ex-
tremidade <b um d.tta Para o melhor entendimento desta 
formulação matemática é aconselhável ver figura 1. 

f 
+ bi 

MIC. 2 

Figura - 1 Aparelho e Instrumentações 
1- Amostra de Espuma 
2- Tampa Rígida 
3- Tubo de d=10 cm 
4- Alto-falante 
5- Amplificador de Potência (B & K Tipo 2706) 
6- Gerador de Sinal (B & K Tipo 1027) 
7- Dois Canais Microfone Pré-Amplificador 

(B & K Tipo 2807) 
8- Analisador de Fourier Digital (HP 5451 C) 
9- Dois Microfones (B & K Tipo 2619) 

As ondas acústicas incidente "P." e refletida 
"P r" são dados por [ 3) . 1 As pressões acústicas captadas pelos microfones 

1 e 2 são dados, respectivament!e, por: 

onde: 

pi = A.ci(wt-kx) 

P = B.ci(wt+kx) 
r 

A- Amplitude da onda incidente (valor real). 

(1) 

(2) 

B - Amplitude da onda refletida (valor complexo). w- Frequência circular (w = 2nf). 
f- Frequência (Hz). 
k- Número de onda acústica (k = w/c). 
c - Velocidade do som no meio. 
t - Tempo 
x - Distância _(ver figura 1); 
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( e
-ikx1 ikx1 ] . 

P1 = A + (~/A) e e1 wt (3) 

(~/A) e 
1 

2 'kx ] 
(4) 

A funçãn de transferência em frequência entre os 
sinais de microfones 1 e 2 é dada por [ 4] : 
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• Portanto, o módulo d·a razão das amplitudes é da
do por: 

I~!AI = I H1z - eiks 
elks 

- H12 
(6J 

Onde s é a distância entre os dois microfones 
(ver figura 1), a qual deve ser menor que a metade do 
comprimento da onda acústica para evitar a medição de 
dois valores iguais. 

O coeficiente de absorção acústica "a" é defini
do pela razão entre a energi~ acústica absorvida e a 
energia acústica incidente [3]: 

a 
E 

a 
r 

1 

E r 
1.- r 

1 

onde: Ea - Energia acústica absorvida 
Ei - Energia acústica incidente 
Er - Energia acústica refletida 

A razão entre a energia acústica refletida e 
energia acústica incidente é dada por [3]: 

..5:=} 1! }2 
Ei A " 

a 

Portanto, o coeficiente de absorção acústica é 
por: 

dado 

q_ 

a = 1. -
H1z - eiks 

elks 
- H12 u (7) 

A equação (7) desenvolvida aqui é confirmada por 
Seybert [5] e Chung [6,7] através de análise mais ge
ral da impedância acústica. 

MEDIÇÃO DO COEFICIENTE DE ABSORÇÃO SONORA. 

A fi~ra 1 mostra a instrumentação necessária pa 
ra a mediçao do coeficiente de absorção acústica com a 
técnica dos dois microfones. 

Para de garantir a existênc1a de somente ondas 
planas propagando-se dentro do duto, é importante ve
rificar o seguinte: em um duto uniforme,de seção trans 
versai circular, a frequência de corte do duto é dada 
por [3]: 

fc 
1,84 c 
rr.d 

r 
(8) 

f ...... { 

onde d é o diâmetro interno do duto. Pode-se garantir 
que se o duto tem paredes rígidas, como neste experi
mento, s~mente ondas planas são propagadas abaixo des
ta frequencia. Neste experimento, foi empregado um du
to co~ d~âmetro interno d=0,1 m correspondendo a uma 
frequenc1a de corte de ondas planas de aproximadamen
te 2 KI-Iz. 

Foram medidos os coeficientes de absorção sonora 
de duas amostras de espuma com densidades 34,2 e 30,3 
Kg/m3 , respectivamente. 

O procedimento experimental consiste em excitar 
o duto com ruído branco na faixade 20 Hz a 2 KHz. A 
função de transferência H 2 é computada e o coeficien
te de absorção a é dete~nado pelo analisador através 
da programação da equação (7) . 

Os resultados obtidos são mostrados nas figuras 
2 e 3 juntamente com valores obtidós usando a técnica 
clássica do tubo de impedância, baseada na norma AS'fi\1-
3}4 (~j.Nota~e que ocaimento na frêquencia de 800 Hz 
e causado I? ela Tesposta do auto-falante usado. R>ra 
desta frequencia, uma boa concordância é obtida entre 
os dois resultados. 

'JlA\!:lJ +"' 

.. 
o 2' 

o~·· 

0,4 

o o L.___....L ___ __JL.__ ___ _,_ ____ .L-___ ....J.__, 
, 200 600 1000 1400 1800 

Figura-2. 

a 

0,1 

0,4 

Frequlncia( Hd 

Comparações dos Coeficentes de Absorção de 
Espuma 3~,2 Kg/m3 • Técnica de dois Microfo 
nes ,Método de Onda Estacio~ 
nária o o 

I I I I I 0,0 L -~- --- ·--- 1400 110() 

f'requlncla( H ri 

Figura-3 Comparação dos Coeficientes de Ab~orção de 
Espuma de 30,3 Kg/m3 • Técnica de dois Micro-
fones , Método de Onda Esta-
cionária o o . 

CONCLUSOES 
A comparação entre os resultados obtidos pela 

técnica dos dois microfones e método clássico de tubo 
de impedância (ou aparelho da onda estacionária) basea 
da na norma AS'IM-384 revela as seguintes conclusões: -
1 - A técnica dos dois microfones tem mesma precisão 
do método clássico de tubo de impedância; 
2 - As medições com a técnicadosdois microfones e a
proximadamente 10 vezes mais rápida; 
3 - Os resultados obtidos através da técnica dos dois 
microfones são , em forma de curvas contínuas com alta 
resolução, que· mostram todos os comportamentos acús
ticos espectrais dos materiais, uma vez que podem ocor 
rer, em algumas frequência, fenômenos como:r.essonâri:1a, 
cGincidencia_ , etc ... 

Existe um grupo de trabalho formado por especia
listasda AS1lvl (American Society of Testing Materiais )o 
qual está elaborando norma da técnica dos dois microf~ 
nes apresentada aqui [8]. 
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Sl..IMAAIO 

~ .Este traba~ho .apresenta as potenciaZidades da técnica de medição de intensidade 
acust~ca, onde sao :zustrados r~su~tados de apZicaçÕes na detenninação de potência so 
~ra em saZas nonna~s e_na avaZ~açao da perda na transmissão utiZizando somente uma 
camara r~verberante. _sao most~dos argumentos que justificam que, não é necessária a 
construçao de novas camaras acusticas para a maioria das mediçoes em acústica. 

INfRODUÇÃO 

_ Este trabalho apresenta as mÚltiplas aplica·ções 
da tecnica de medição de intensidade acústica. A prin
cipal vantagem do emprego desta técnica é vista a se
guir. A simples medição da pressão sonora indica o ní
vel de pressão sonora total no ponto de medição. Por ou 
tro lado, a medição da intensidade acústica revela a 
propagação da energia sonora, portanto ela indica a con 
tribuição de cada fonte sonora individualmente. -

. _A medição da intensid~de acústica foi feita pela 
pr1me1ra vez por Lord Rayle1gh, conforme citou UPTON[1] 

Este fato foi realizado ainda no século passado 
quando era utilizado o disco de Rayleigh. Recentemente 
a med~çªo de inte~idade acústica começou a suplanta; 
a mediçao de pressao sonora em diversas aplicações. 

Isto se deve ao progresso na tecnologia eletrôni 
ca digital e analÓgica que em muito tem contribuído pa 
ra medições mais práticas (rotineiras e rápidas). -

Os autores desenvolveram um medidor de intensida
de acústica no Laboratório de Vibrações Acústica da 
UFSC. Para este instrumento, a intensidade acústica I é 
determinada a partir da densidade espectral cruzada en 
tre os sinais de dois microfones separados . Nesse caso: 

(1) 

onde G1 2, - densidade espectral cruzada dos sinais dos 
microfones 1 e 2; 

p - densidade do meio acústico; 
w frequência circular (w=2nf); 
~r - espaçamento entre os microfones. 
O procedimento empregado é visto, em seus deta

lhes, em [2;3;4]. Nessas publicações são encontradas 
informações sobre: desenvolvimento matemático; análise 
de erros; medição da diferença de fase entre os dois ca 
nais da cadeia de instrumentação; comparação dos resul~ 
tados com a teoria; calibração e aplicações. 
APLICAÇOES DA MEDIÇÃO DE INTENSIDADE ACOSTICA 

Considerações Iniciais. O medidor de intensidade 
acústica fornece 1nformaçoes sobre o fluxo de energia 
sonora_de uma fonte de :uído. Não~ difícil ~otar que, 
a part1r dest~ dado, diver~os paramet~os acusticos po
dem ser deteTffilnados. Isto e bast~te util num programa 
de con!role ~e ruído pois, conhecendo-se aqueles parâme 
tros,~e poss1vel adequar um pro~ama visando o controle 
de ru1do, ou seja, reduzir os n1veis de ruído a valores 
aceitáveis. 

Potência Sonora . Uma das principais aplicações do 
m~didor de 1ntens1dade acústica é a determinação da ~ 
t~nc~a so~ora irradiada por ~a fo?te de ruído. A poten 
c1a 1rrad1ada por uma fonte e determinada a partir da 
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medição da intensidade acústica. ~ escolhida uma supe! 
fície que englobe a fonte. Desde que a intensidade a
cústica descreva a potência sonora passando através da 
superfície, vale a relação abaixo : 

(2) 

Assim, a potência sonora W passando através de 
~ s~erfície S é determinada a partir da intensidade 
acustlca normal I , perpendicular a dS~ 

A integraçãB (na prática, o somatório) da compo
nente normal I sobre a superfície S, descrita anterior 
mente, forneEe diretamente a potência sonora emitida 
pela fonte. 

_ Os m~to~os clássicos utilizados para a determina 
çao da potenc1a sonora empregam medições de pressão so 
nora, n~<;:essitando o emprego de câmaras reverberantes 
ou anec~1c~s. Algumas das vantagens do uso da intensi 
dade acust1ca sobre aquelas medição são vistas a se~ 
guir: 

- não há restrição sobre o campo sonoro como 
por exemploÂ campo difuso (câmara reverberant~) ou cam 
po livre (<;:~ara anecóica), o que ~nplica no fato de 
que as med1çoe~ ~adem ser feitas em quaisquer salas; 

- as mediçoes podem ser realizadas tanto no cam
po próximo como no campo distante; 

- não há restrição sobre a superfície que englo
ba a fonte, ou_s~ja, qualquer forma pode ser utilizada; 

- as med1çoes nao sao suficientemente prejudica
das pela presença de ruído de fundo [5] . 

Para mostrar a grande vantagem econômica do uso 
da_técnica de intensidade acústica, será mostrada uma 
analise aproximada de custos. 

O_cu~to d~ uma câmara reverberante típica de 
20~ m3 e, 1ncl~ndo o custo adicional de qualificação 
e 1nstrumentaçao necessária para as medições de potên
cia sonora, de aproximadamente US$ 80,000 00. O custo 
de uma câmara anecóica típica, incluindo ~ custo de 
qualificação e instrumentação, é de aproximadamente 
US$ 130,000.00. Em comparação, um medidor de intensi
dade acústica (por exemplo BrUel & Kjaer tipo 3630) 
custa US$ 34,000. 

Foi concluído nas reuniões de mesa redonda sobre 
intensidade acústica no INTER NOISE 83 (na Inglaterra) 
e 84 (nos EUA), que a técnica de intensidade acústica 
já está sendo utiliz~da para várias aplicações, especi 
almente n~ d~senvolv1mento de produtos como aparelhos 
eletrodom~s~1cos e seus componentes (geladeirasz apare 
lhos cond1c1~nadores ~e ar, compressores hermeticos: 
etc.) e tambem para maquinas como redutores de veloci
dades, motores elétricos, etc .. Uma outra aplicação 
da intensidade acústica é a análise de ruído em máqui-
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nas muito grandes, como tratares, grupo motor-gerador~ 
etc .. 

Perda na Transmissão. A perda na transmissão TL 
está diretamente l1gada com a razão entre as intensidâ 
des acústicas incidente e transmitida. Desta forma, é 
o parâmetro indicado para descrever a transmissão de e 
nergia sonora através de uma estrutura. -

O método clássico empregado para a determinação 
de TL utiliza duas câmaras reverberantes. A técnica 
da intensidade acústica sugere um método que utiliza 
somente uma câmara reverberante. A perda na transmis 
são é definida como [6]: 

w. 
TL = 10 log10 {wl} 

t 
(3) 

onde Wi é a potência sonora incidente; 

W. = <I. >.S 
l l 

(4) 

e Wt, a potência sonora transmitida; 

ql}e 
ves 

•t . j J.r··dA (5 ) 

O termo <I .> é a intensidade acústica incidente 
é determinadà dentro da câmara reverberante, atra
da seguinte equação: 

?2 
<I.> = ~ 

l 4pc 
(6) 

onde PRMS é o valor RMS da pressão sonora e pc é a im
pedâncla do meio, que é o produto entre a densidade do 
meio p e a velocidade do som c. S é a área do painel 
a ser medido. 

I é a componente da intensidade acústica trans
mitida Rormal à superfície de controle de medição A, 
medida no lado de fora da câmara. 

Como, usualmente S = A, obtém-se uma simplifica
ção da Equação (3); 

<I. > 
TL = 10 log10{----1 } 

<It>S 
(7) 

onde ~It>S e a intensidade_acÚStica transmitida média 
em tempo e espaço sobre a area S. 

Desta forma, a intensidade incidente é determina 
da a partir da medição da pressão sonora em campo diíü 
so e a transmitida, através da medição de intensidade 
acústica. Consequentemente, somente uma câmara acústi
ca é utilizada. 

Absorção Sonora. A medição do coeficiente de ab
sorção sonora pode ser mencionada como uma terceira a
plicação. Este coeficiente é definido como a razão en
tre a energia sonora absorvida e a energia sonora inci 
dente [6]. A energia sonora absorvida pode ser determi 
nada a partir do valor médio da distribuição da inten~ 
sidade sobre a superfície a ser medida. A energia inci 
dente pode ser determinada a partir da medição da pres 
são sonora na sala de medição. Como um exemplo, em uffiã 
câmata reverberante, ver Equação (6). 

Watkinson [7] e Sato [9] formularam o proble 
ma de medição de absorção sonora utilizando intensida~ 
de acústica. Gerges et ali [8] mediram o coeficiente 
de absorção sonora utilizru1do a técnica de intensida
de acústica em uma câmara reverberante. Nessa publica
ção, o coeficiente de absorção sonora a de uma amostra 
de material acústico, com uma superfície de absorção i 
gual a A , localizada dentro de uma câmara reverberan~ 
te, é determinado pela razão entre as intensidades ab
sorvida e incidente- I e I. , respectivamente- con-
forme é visto a seguir:a 1 

I 
a = a 1 -

I 
r 

I. I. 
l l 

(8) 

onde I é a intensidade refletida. 
Através de manipulações matemáticas simples, 

também pode ser escrito da forma: 
a 

a = 2 
I. l+r 

I. 
l 

(9) 

sendo I. , a intensidade acústica incidente mais a 
refletidà: 

A intensidade acústica incidente é obtida pela 
medição da pressão sonora média em tempo e espaço <P2 >, 
em um campo reverberante; 

I. 
1 

<P'> 

4pc 
(1 O) 

onde os termos desta Equação já foram definidos anteri 
ormente. 

A intensidade acústica medida acima da amostra 
(utilizando-se a técnica dos dois microfones) fornece 
a intensidade incidente mais a refletida: 

I. l+r 
-Im(G12) 

p w t.r 
(1) 

Identificação de Fontes de RuÍdo. Uma aplicação 
importante do medidor de 1ntens1dade acústica é a loca 
lização de fontes de ruído, ou a detecÇão de partes de 
uma estrutura com predominante emissão de ruído [1,10]. 

Considerações Finais. Conforme foi observado, a 
técnica dos do1s m1crofones possibilita muitas aplica
ções da medição de intensidade acústica. Quase todos 
os parâmetros acústicos podem ser facilmente determina 
dos. 

Neste trabalho, serão apresentados resultados 
das aplicações: potência sonora e perda na transmiss~ 

DETERMINAÇÃO DA POTENCIA SONORA À PARTIR DA MEDIÇÃO DE 
INTENSIDADE ACOSTICA. 

A intensidade acústica originada de uma fonte so 
nora está diretamente ligada com a sua potência acústT 
ca emitida, conforme equação (2). -

A técnica de experimentação escolhida para a de
terminação da potência sonora foi a da integração em 
temp:> e espaço. Isto é justificado pela rapidez na ex!:_ 
cuçao do experimento bem pela sua facilidade. 

Nas medições práticas, o procedimento consiste 
em escolher uma superfície imaginária S em torno da 
fonte de ruído de tal forma que a contenha. A forma da 
superfície escolhida é completamente arbitrária, desde 
que se conheça sua área. Devem ser escolhidas superfí
cies com geometria simplificada, o que facilita a de
terminação de suas áreas. 

A intensidade acústica passando por S é determi
nada através da passagem do conjunto de microfones, de 
forma contínua, ao longo de toda a superfície. Durante 
esta passagem, os sinais dos dois microfones são pro
cessados em tempo real, possibilitando a integração em 
tempo e espaço. Para se conseguir este tipo de integra 
ção pode-se colocar a fonte de ruído sobre um "bafflen 
rotativo. As medições são feitas ao longo de uma linha 
que, com a rotação da fonte, forma uma superfície que 
a engloba. 

O experimento montado para 
determinação da potência sonora de una fonte de 
é mostrado na Figura 1, onde a mesa rotativa 
3922 simula o "baffle" rotativo. 

a 
ruído 
B & K 



(1) 
(2) 
(3) 

(4) 
(5) 

Mesa giratória B & K 3922; 
Fonte de potência sonora B & K 4205; 
Conjunto: 2 microfones 1/2 pol. B & K 4165, 

2 pré-antElificadores B & K 2619; 
Fonte de polarizaçao .de 2 canais B & K 2807; 
Computador HP 5451C - Analisador de Fourier. 

"Cadeia de Instn.unentação" 

Supert:cie de mediç!!o 

7 
I 
I 

''Detalhe da orientação dos microfones" 

(5) 

Figura 1- Arranjo experimental para medição de potên
cia sonora à partir de Intensidade Acústica. 

Os resultados obtidos para a fonte de 
sonora B & K 4205, após a sua calibração, sao 
nas Figuras 2 e 3. 
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Figura 2 - Espectro de potência sonora da fonte B & K 
4205 - Freqtiencia central de 1KHz em 1/1 
oitava. 
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Figura 3 - Espectro de potência sonora da B & K 4205 -
FreqUência central de 2 KHz em 1/1 oitava. 

DETERMINAÇÃO DA PERDA NA TRANSMISSÃO A PARTIR DA MEDI
ÇÃO DA INTENSIDADE AaJSTICA. 

A Equação (7) sugere um método para a determina
ção da perda na transmissão utilizando somente uma câma 
ra reverberante. A intensidade transmitida atravéS 
do painel pode ser determinada diretamente pela Equa
ção (1). A intensidade acústica incidente é determina
da pela medição da pressão sonora na sala reverberante 
utilizada, conforme Equação (6). 

O experimento mostrado na Figura 4 foi utilizado 
para a determinação da perda na transmissão de uma pla
ca de alumínio, cujo resultado é ilustrado na Figura S. 
Nela, pode-se fazer uma comparação co~ a curva teórica 
determinada pela lei da massa e pelo método do "pla
teau" [11]. 

7 

3 

(1) Fonte de potência sonora B & K 4205; (2) Microfone 
B & K 1/2 pol. 4165; (3) Conjunto: 2 microfones B & K 
4165 + 2 pré-amplificadores B&K 2619; (4) Fonte de po 
larização de dois canais B & K 2807; ÇS) HP 5451C- An~ 
lisador de Fourier; (6) Placa de alummio, t = 1/16 pol.; 
(7) Câmara reverberante; (8) Mesa giratória B & K 3922. 

Figura 4- Esquema de experimentação para medição de 
perda na transmissão (TL). 
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--Curva medida . 
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f 1 = 1.250 Hz; f 2= 13.750 Hz; H= 29 dB; B= 11 vezes. 

Referentes ao método do "plateau1'. 

Figura 5 - Perda na transmissão de lD1la placa de altunÍnio 
- com espessura 1/16 pol. 

O EFEITO DA TlDUCA DE MEDIÇAO DE INTENSIDADE ACOSTICA 
NA CONSTRUÇAO DE NOVAS CÃMARAS ACOSTICAS. 

A técnica de medição de intensidade acústica cau
sou grande impacto na área de acústica aplicàda. Um 
grande número de pessoas está envolvido em pesquisas 
no sentido de anrimorar esta técnica. Somente no INTER 
NOISE-84, realizado no Hawaii (USA), em dezembro/84, 
cerca de 30 (trinta) publicações abordaram o assunto 
[12 J. 

Neste trabalho, são ilustradas as principais apli 
cações do medidor digital de intensidade acdstica. ne 
uma forma simplificada, podem ser enumeradas as vanta
gens-~o uso deste metlidor: 

a) na medição de "potência sonora", não é necessá 
rio o emprego de câmaras acústicas (anecóica ou reverbe 
rante). As medições podem ser feitas em qualquer sala~ 
mesmo na presença de ruído de fundo, especialmente em 
fontes muito grandes, como tratares, etc.; 

b) na determinação de "perda na transmissão", so
mente lD1la câmara reverberante ê empregada. As medições 
são rápidas; 

c) na determina)ão do "coeficiente de absorção so 
nora", o emprego da tecnica dos dois microfones reduz 
em muito o tempo de medição. A resposta é um esnectro 
contínuo e não dividido em faixas de freqtiéncias, con-· 
forme o método clássico; 

d) na identificação de fontes de ruído, as inves
tigações são feitas no próprio local onde estas estão o 
perando . -

Os argumentos expostos formam lD1la base para a se
guinte afinnação: "a partir de agora, não é necessária 
a constru~ão de novas camaras acust1cas para a ma1or1a 
dãs medíçoes arusticas ". 

Isto e just1f1cado nelo fato de que estas constru 
ções são muito caras, além das múltiplas aplicações dõ 
medidor de intensidade acústica. Estas aplicações não 
exigem o uso de câmaras acústicas grandes. Fahy [13] m! 
diu perda na transmissã'o utilizando uma câmara reverbe
rante de 14 m3 e Gerges et alli [8 J, ao medir o coefi
ciente de absorção sonora, empregou um modelo de câmara 
reverberant.e com aproximadamente 2 m3

• 

Convém lembrar que, dentre as aplicações da técni 
ca dos dois microfones, não consta a determinação da 
difecionalidade de lD1la fonte sonora, que exige o empre
go de uma câmara anecóica. 

Existem no Brasil. câmaras acústicas qualificadas. 
Estas salas são de grande importância para o estudo de 
acústica, sobretudo para serem feitas medições através 
dos métodos clássicos, possibilitando uma base para com 
paração com as medições utilizando a intensidade acústT 
ca . 

.CONCLUSOES. 

• 
das conclusões apreciáveis. . 

A técnica de medição de li1tensidade acUstica, ae
vido às suas múltiplas aplicações, é uma ferramenta for 
te num programa de .. controle de ruído. E poss:úMrt';' tam-=
bém, observar que, atualmente, não é necessár~ á cons
trução de novas câmaras acústicas para a maioria das me 
dições. A normalização dessa técnica per.mitirá.o seu em 
prego rotineiro com a garantia da p.çronização destas 
medições. 

E fácil observar que, dentro de poucos anos, esta 
técnica será utilizada em todo o seu potencial conheci
do. 
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This paper shows the potentiaZity of measuring 
the aaoustia intensity, where resuZts are presented 
suah as, the determination of sound power in normaZ 
rooms and the measuring of sound transmission Zoss 
using one reverberation room onZy . This work aonfirm 
that it is not neaessary to buiZd new aaoustia 
for the majority of sound measurements. 

rooms 
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PREDIÇÃO DO ISOLAMENTO ACÚSTICO 
DE PAREDES DUPLAS 

ULF HERMANN MONDL 
SAMIR N.Y. GERGES 

DEPTO. DE ENGENHARIA MECÂNICA, UFSC + 

s~o 

DesenvoLve-s~ um fo~Lário p~ cáLauLo da pQrda de transmissãO acústica at~
vés de 5 meios·, para ondas pl-anas nomalmente incidentes, simplificando-se poste"t'ior>
mente a fÓrmuLa p~ o caso ~ isoLamentos acústicos formados de pare~s dupLas com 
espessuras e materiais variados, com massa espec{fica muito maior que o ar. 

INI'ROOOÇÃO 

O cálculo da perda de transmissão para paredes 
simples é tm1 problema já bem solucionado [1]. Todavia 
para o caso de paredes duplas, ainda não existem resul
tados definitivos, estando atualmente o assunto em pes
quisa e desenvolvimento. 

ft.!i fÓrnulas existentes na literatura [2] [3] [5] 
[6] [8], baseiam-se na lei das massas e geralmente vem 
apresentadas em forma tripla, tendo cada qual, uma fai
xa de freqUências válida, apresentando todavia desconti 
nuidades na passagem de uma faixaJeara outra. -

Outro conjunto de fórnulas Ll] r9] baseia-se em 
métodos que usam análise estatística de energia (SEA), 
sendo sua utilização na prática todavia tm1 pouco compl~ 
xa. 

Neste trabalho desenvolve-se uma fÓrmula siffielifi 
cada que baseia-se na lei das massas, mais a influencia 
do acoplamento do ar existente entre um isolamento com
posto de paredes duplas. 

Considere-se 5 meios acústicos adjacentes, confor 
me mostrado na figura 1, cujos materiais tenham irnpedáli 
cias características Zn = PnCn• e que sejam atravessa
dos por uma onda plana normalmente incidente, a qual é 
parcialmente refletida na fronteira entre dois meios. 
Sendo Pn a massa específica do meio 'n" e cn a velo
cidade do meio 'n". 

(I) (][) (ml (lll:) 

Pil Pt2 P13 .. ... 
Prl Pr2 - -
z 1 z2 z3 

:í 

Figlira 1. Configuração Física do Modelo Matemático 

As equações das pressões acústicas da onda inci
dente e das transmitidas , podem seF e-sc ri tas como [ 1] : 
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ptl A1 e 
j (wt- k1x) 

(1) 

Pt2 A2 e 
j (wt- k2x) 

(2) 

pt3 A3 e 
j [wt- k3 (x- R- 2)] 

(3) 

pt4 A4 e 
j[wt- k4 (x- R-2- R.3)] 

(4) 

Pts As 
j úut- ks C;x:- R-2 - R-3 - R-4)] 

(5) e 

Sendo os tennos "Ao" a amplitude complexa da pres 
são acústica, k ê o numero de onda, "w" a freqUên=
cia circular, "tn o tempo e x a distância da origem da 
fronteira entre os meios I e II , j = I=I , "e" é a base 
dos logarítmos naturais e' "R.u" a espessura do meio 'n" 
considerado. Nesta formulaçao considera-se R-1 e R-2 = "'· 

As equações das pressões acústicas das ondas re
fletidas, podem ser escritas como [1] : 

prl B1 e 
j (wt + k1x) 

(6) 

Pr2 B2 e 
j (111t + k2x) 

(7) 

Pr3 B3 e 
j [wt + k3 (x- R- 2)] 

(8) 

pr4 B4 e 
j [Y.lt+ k4(x- R-2- R-3)] 

(9) 
+ 

Sendo "Bn." a amplitude complexa da pressão acústi 
ca das ondas refletidas. 

As condições de contorno na fronteira entre dois 
meios adjacentes, é fisicamente definido como a igualda 
de da pressão e a continuidade da velocidade da parti~ 
la. 

Usando-se as equações (1) a (9), fazendo-se as e
liminações do tempo e diversas simplificações chega-se 
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a um conjunto de eqUj&Ões que relacionam"em função das 
impedâncias caracter!Sticas dos meios (Zn) e o fator de 
propagação 6n= tnkn, as pressões acústicas da onda in
cidente, ondas transmitidas e refletidas. Matematica
mente as equações são escritas como: 

Al 

A2 

B2 

A3 

B3 

A2 (Z2 + Zl) + B2 (Z2 - Zl) 
2 z2 

A3 (Z3 + Z2) + B3 (Z3- ,22) 

2 z3 

A3 (Z3- Z2) + B3 (Z3 + Z2) 

2 z3 

j62 
e 

-j e2 
e 

A4(~4 + Z3) + B4(Z4- Z3) jS3 
_.2._----"----'~---"----"'----"-e 

2 z4 

A4 (Zç Z3) + B4 (Z4 + Z3) e -j63 

2 z4 

A4 
(Zs+Z4) j64 

As e 
2 zs 

B4 A (Zs- Z4) -j64 
S e 

2 zs 

(lO) 

. 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

Substituindo-se (16) e (lS) em (13) e (14), estes 
sucessivamente em (11) e Çl2) e por fim estes em (10), 
obtêm-se uma relação expl1cita entre as pressões acústi 
cas A1 e As_. usando-se adicionalmente a seguinte rela 
ção de impedâncias para simplificação da notação: -

Al 

As 

+ 
r;; (n+ 1) 

l;;(n+l) 

z(n+l1 + ~ 

2Z(n+l) 

- z ZCn+l) n 

2Z (n+ 1) 

Em termos matemáticos obtêm-se: 

(17) 

(18) 

+ + + + j(64+e3+e2) -- + + -j(e4-e3-e2) 
r;;Sr;;4r;;3r;;2 e + r;;Sr;;4r;;3r;;2 e + 

+-- + j(e4-e3+e2) - +- + -j(e4+e3-e2) 
+ r;;Sr;;4r;;3r;;2 e + r;;Sr;;4r;;3r;;2 e + 

+ +-- j(e4+e3-e2) ---- -jC~4-e3+e2) 
+ r;;Sr;;4r;;3r;;2 e + r;;5r;;4r;;3r;;2 e + 

+ - + - j C.e4-e3-e2) - + + - -j C~4+63+e2-l 
+ r;;Sr;;4r;;3r;;2 e + r;;~r;;4r;;3r;;2 e 

(19) 

Como a relação de pressões acústicas é complexa, 
para simplificação di notação, resume-se (19) em 

Al 

As 
r;;R + jr;;c (20) 

onde 1 r;;R e r;;C são as partes reais e imaginárias de 
(19). 

A fÓrmula final da perda de transmissão entre os 
meios (I) e (V) ficará então como: 

a 
PT = 10 tog [ ~~ (r;;~ + r;;c 

2
) J (21) 

ootl'l 

FORMULA SIMPLIFICADA 

As fórmulas (19) e (21) são bastante complexas e 
extensas, havendo apenas justificativa no seu uso, quan 
do as impedâncias características dos cinco meios nãõ 
forem multo diferentes uma da outra. No caso de iso 
lamentos acústicos formados de paredes duplas de mate~ 
riais como alvenaria, gesso, metais, vidro, etc., sepa
rados por intervalo de ar, é possível fazer-se signifi
cativas simplificações com poucas perdas na exatidão 
dos· resultados finais [ 4], que no entanto redundam em 
equações simples de fácil uso. 

Na simplificação da equação (21) e (19), conside
ra-se os meios II e IV fonnados de materiais com impe
dância característica muito maior do que o ar que com
pÕe os meios I, III e V. 
- Deste JJPdo tem-·se os seguintes pressupostos sim-
plificadores: 

z3 -= zl e Zs = zl 

z2 » zl e z4 » zl 

Voltando-se às equações (10) a (16) pode-se sim
plificar as relações de impedâncias que afetam os valo
res das pressões acústicas. Sem grande erro pode-se e~ 
crever: 

z2 ± zl "'_1_ (22) 
2z2 2 

z3 ± z2 ± z2 ,_ (23) 
2z3 2Z1 

'I ~ 

-~ 
z4 ± z3 

"' __!_ (24) 
2Z4 2 

zs ± z4 ±Z4 __ ,_ 
(25) 

2z5 
2z1 

Simplificando-se a notação das relações de impe
dância característica para: 



z2 
= 1,;2 

zl 
(26) 

24 
1,;4 

zl 
(27) 

Substituindo-se (26) e (27) em (22) a (20) e es
tes nas equações (10) a (16) e fazendo-se todas as subs 
tituições de modo idêntico ao feito na dedução da equa~ 
ção (19), chega-se a uma relação entre as pressões acús 
ticas da onda incidente no meio (I) e a transmitida ao 
meio V, sob a seguinte forma: 

(28) 

Para isolamentos acústicos compostos de paredes 
duplas de materiais como alvenaria, concreto, gesso, vi 
dro e chapas metálicas, para freqUências até 5000Hz, ra 
ramente os valores de e2 e 84 ultrapassam 0,25~ 

Tendo-se em vista que neste caso temrse a condição que 
o valor do ângulo 6 é nrui to próximo de seu seno, po
de-se simplificar (28) para: 

1:: I (29) 

O termo "83" refere-se ao intervalo de ar entre 
as duas paredes e na maioria dos casos ultrapassa-se 
0,25, não sendo deste modo possível substituir-se o an
gulo pelo seu seno . 

Explicitando-se todos os termos da equação (29) 
tem-se: 

ç2 
z2 p2c2 

zl plcl 
(30) 

1;4 
z4 P4C4 
-
zl plcl 

(31) 

e2 
2rrf t 2 (32) 

c2 

(33) 

(34) 

Onde "f" é a freqUência da onda acústica em Hz. 
Substituindo-se (30) a (34) em (29) e consideran

do-se para o ar condições normais de pressão e tempera
tura chega-se a: 
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I 
• 

1 2 2rr .2 2rrH3 
- p222 p4R.4 f ( 2 343) sen --2 l, lx 343 

(35) 

I 
1 2rrfR.3 -2 
- m2 m4 f

2 sen --(1, 51391xl0 ) 
2 343 

(36) 

A perda de transmissão entre os meios (I) e (V), 
pela fÓrmula simplificada ficaria como: 

(37) 

Interpretando-se a equação (37) chega-se a con
clusão que (37) pode ser reescrita como: 

I 

2rrH3 1 PI' = Pl'2 + Pl'4 + 20 R.og sen 343 + 6,0 (38) 

onde PI'2 e Pl'4 são as perdas de transmissão de pare 
des simples dos meios II e IV; sen(2rrfR.3 /343) é a par-=
cela referente ao intervalo de ar e 6,0 um coeficien 
te para adequar a soma dos coeficientes fixos de Pl'2 e 
Pl'4. 

O tenno com seno, corno é uma fun~ão CÍclica, tem 
valores nulos, sendo seu significado fisico a ocorrên
cia de ressonância na cavidade de ar entre as paredes 
duplas, o que redundará em baixas perdas de transmissão 
(ver figura 21 . 

CCMPARAÇÃO COM OUTRAS FORMuLAs 

Como a fÓrmula (38) é típica de leis de massa 
comparou-se seus valores com os calculados por fÓrmulas 
triJ?las [ 2 J e [ 3 ] oDtendo-se melhor aproximação com 
[3 J. 

Se~e--se uma tabela com valores de perda de 
transmissao calculados para uma parede dupla de gesso 
com 2,5 cm e 5,0 cm de espessura e intervalo de ar 
com 10 cm e seu gráfico (figura 2). 

Tabela 1. Perda de Transmissão dB 

~- ~· (38) [2] [3] 

125 46,6 35,3 46,7 

250 64,5 53,3 64,8 

soo 81,6 71,4 82,9 ., 
1000 95,3 84,5 89,7 

2000 101,6 96,5 101,7 

4000 118,5 108,5 113,7 
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Figura 2. Comparação entre as perdas 
de transmissão calculadas 
com (38), [2] e [3] 

A fÓrmula simplificada tem boa aproximação em re
lação às calculadas por .[2 J e [3 J, tendo a vantagem 
de ser contínua o que nao ocorre com as fórmulas tri
plas de [2] e t3] que apresentam saltos nas freqUên
cias lim1tes entre faixas de validade. 
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An equation for the prediation of t ransmission 
Loss of doub'le waU is derived. The mathematiaa'l mode'l 
is basedan pLane waves inaident, ref'l eated and transmit 
ted through fiVe medium. A simp'li f ied equation is az= 
so obtained f or the praatiaa'l aase of t!Jo wa'l'ls formed 
by d~fferent materiaL and thiakness, seperated by an 
air gap . 
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INTRODUÇÃO 

A demanda do mercado de aparelhos condicionadores 
de ar com alta eficiência térmica, porém pequenos,com 
pactos e simples de montar e instalar em janelas e pa 
redes, é grande, entretanto, o nível de ruído at.nnentã; 
consequentemente diminuindo o conforto humano. 

Os aparelhos são um conjunto de vários elementos 
elétricos e mecânicos que são as fontes de irradiação 
de ruído. 

Vários trabalhos tem sido desenvolvidos no 
intuito de identificar [1] e atenuar o ruído irradia
do [2] por um aparelho con~icionador de ar. 

O controle do ruído é um aspecto importante no de 
senvolvimento de equipamentos condicionadores de ar.Em 
aparelhos condicionadores de ar compactos existe t.nna 
real possibilidade de diminuir o nível de ruído irradi 
ado. 

Foram estudadas as possibilidades de atenuação do 
ruído emitido utilizando: a) rotor de fluxo laminar [~ 
4]e b) silenciador externo [5]. 

EQUIPAMENTOS E TECNICAS DE MEDIDAS 

l-Câmara Reverberante - As medições da potência 
sonora 1rrad1ada foram realizadas na câmara do Labora
tório de VibraçÕes e Acústica (LVA), da Universidade 
Federal de Santa Catarina (UFSC), para identificação 
das fontes de ruído. Foram observadas as recomendações 
da norma IS0-3742-1975, para medição do nível de potên 
cia sonora nas bandas de um terço de oitava. -

A câmara possui um volume de 405.22 metros cúbi
cos e paredes rígidas dando uma superfície de 328.56 
metros quadrados. 

Sistema de medição - Foram utilizados 7 microfo
nes B&K 4165, t.nn pre-amplificador B&K 2619 e um compu
tador digital HP-5451 C, onde era processada a filtra
gem digital em filtros de t.nn terço de oitava desenvol
vidos pelos autores segundo recomendações da norma 
ASA- S1.11- 1966. 

2-Sala de Testes - Para medição dos níveis de 
pressão sonora fo1 utilizada uma salanormal de escri
tórib com as seguintes dimensões 4.00 x 3.50 metros , 
localizada no LVA. 

Sistema de Medição - Foi utilizado t.nn microfone 
B&K 4165, t.nn ~ed1dor de nível sonoro B&K 2209 e um con 
junto de filtros de oitava B&K 161"3 para obtenção dos 
níveis de pressão sonora. 

EXPERIMENTOS 

Com Rotor ue Fluxo Laminar - O aparelho condicio
nador de ar fo1 testado para as condições or1g1nais , 
com as subtistuições dos rotores originais pelos roto-
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res laminares mostrados na figura 1, e também com cada 
fonte (compressor, ventiladores) em funcionamento, sen 
do que, quando testada uma fonte era~ retiradas as ou~ 
tras, para identificação de sua contribuição no nível 
total. 

Em todos os casos os níveis de pressão sonora 
nas bandas de um terço de oitava foram medidos para 7 
(sete)diferentes posiç6es de microfo~es dentro da câma 
ra. O cálculo do nível de potênciasonora para cada ban 
da foi efetuado segundo a equação abaixo [6]: -

NWS = NPS- 10log10 (T/To) + 10log10 CV/Vo) + 

+ 10log10 (1+SÀ/8V) - 10loglO (B/1000)-14.0 dB (1) 

onde: 12 
NWS - Nível de potência sonora. Ref. 10- watts. 
NPS - Nível de pressão sonora. Ref. 20~Pa. 
T - Tempo de reverberação. 
To -E igual a 1.0 segundo. 
V - Volume da câmara, em metros cúbicos . 
Vo -E igual a 1.0 metro cúbico. 
S - Superfície da câmara em metros quadrados. 
À - Comprimento de onda, em metros. 
B Pressão barométrica, em millibars. 

VO!.UTA 

ROTOR 

(CONJUNTO DE DISCOS J 

ENT~ADA Df A~ 

PARAF. DE FIXACÂD 

Figura 1 - Esboço do rotor de discos paralelos. 
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Figura 3 - Nível de potência sonora em bandas de um terço de oitava. 

Com Silenciador - Com o aparelho condicionador de 
ar instalado na parede de uma sala normal, nas condi 
ções originais e com o silenciador externo acoplado ~ 
veja figura 2, foram realizadas as medições dos níveis 
de pressão sonora nas bandas de oitava para três posi 
ções diferentes de microfone. -

RESULTAOOS E Ca.1ENTÁRIOS 

Foi observado que não há praticamente diferença al 
guma entre os níveis de potência sonora quando da mud.aii 
ça da condição de flUl.cionamento do aparelho, assiiil 
sendo, na figura 3 são apresentadosos níveis com ponde 
ração A (dB (A)) para as condições: a) Ventilação alta 
máxima-completo, b) Ventilação alta máxima - só rotor 
radial, c) Ventilação alta máxima -só rotor axial e 
d) Refrigeração alta máxima - só compressor. 
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Figura 4 - Nível de potência sonora em bandas de um terço de oitava. 

Não são apresentados os níveis de potência sonora do 
motor elétrico que aciona os dois ventiladores devido 
ao fato de seus níveis serem praticamente os mesmos do 
nível do ruído de fundo medido durante a madrugada . 

Como o ruído gerado pelo fluxo de ar através do 
aparelho é também uma das principais fontes de ruído , 
o nível do mesmo não foi medido em separado, uma vez 
que o nível para os ventiladores já leva em considera
ção a contribuição do ruído irradiado pelo fluxo atra
vés do dutos. 

Observa-se um nível máximo de 70.0 d.B(A) nas ban
das de 800 e 1.000 Hz, além de se verificar que o ro
tor axial é a principal fonte de ruído, possuindo pra
ticamente os mesmos níveis de potência sonora quando 
do funcionamento do aparelho completo. 

Com a utilização de retores laminares tem-se uma 
atenuação total de aproximadamente 12.0 d.B(A) para a 
condição de v~ntilação alta máxima, veja figura 4, on
de é observada uma atenuação média de 10.0 d.B(A) em ca 
da banda de frequência de terço de oitava. -

Comparando-se os níveis totais, há um aumento de 
5.0 d.B(A) para a condição de refrigeração alta em rela 
ção a ventilação alta, tornando-se portanto, o compres 
sor como a Erincipal fonte de ruído. Observa-se ainda
~ atenuaçao em torno de 12. O dB (A) nas bandas de 800, 
1 . 000 e 1. 250 Hz, mas com uma atenuação mínima nas fre 
quências abaixo de 800 Hz e acima de 1 • 250 Hz. 

Segundo as referências [3 ,4] o espectro do ruído do 
ventilador laminar é do tipo banda larga e seu nível 
não depende da taxa de fluxo, sendo o espectro domina
do pela frequência de passagem dos parafusos de fixa
ção dos discos e por seus hannônicos. 

Foi observado que a vazão do ar diminui com o uso 
dos rotores laminares. A vazão pode ser aumentada usan 
do-se um motor com velocidade maior, ou aumentando o nü 
mero de discos. -

Com a utilização do silenc~ador externo> veja fi
gura 5, onde foram plotados os valores dos n1veis mé-

... 
o 

~30 
-~ 

e RUÍDO DE FUNDO 

/ REFRIGERACÁO ALTA· SI SILENCIADOR 

'VENTILAÇÃo ALTA· SI SILENCIADOR 

o REFRIGERAç.lO ALTA· Cl SILENCIADOR 

.. VENTILAÇÃO ALTA·CISILENCIADOR 

Figura 5 - Valores médios para o nível de pressão sono 
ra, sem e com o silenciador acoplado. CuwãS 
Noise Criterion (NC). 
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dios de pressão sonora obtidos para as três posições 
de microfone, observa-se una queda da qualificação NC-
56 para NC-52. Observando-se os níveis totais, verifi
ca-se uma redução d~ aproximadamente 4.0 dB(AÃenquanto 
que o nível de pressão sonora total praticamente se 
manteve constante em torno de 64.0 dB, 12ara a condição 
refrigeração alta, com e sem a utilizaçao do silenci
ador externo. 

Observa-se uma mudança de posição dos valores má
xiloos nas bandas de frequência, ocorrendo um aumento 
nos níveis das bandas abaixo de 250 Hz e atenulção nos 
níveis das bandas superiores a SOO Hz. Com isto obser
vou-se que o ruído irradiado pelo aparelho condiciona
dor de ar passou a ter som Earecido com um "ZULM.f'. 

Nota-se que a instalaçao do silenciador externo 
não afeta grandemente o fluxo de ar, apenas provocando 
uma mudança na direção elas linhas de fluxo, o que tam 
bêm foi verificado pela referência [2], quando da uti
lização de silenciador para o ruído irradiado para o 
ambiente externo. 
CX)NCUSOES 

As fontes geradoras de ruído em um aparelho condi 
cionador de ar foram investigadas. A princiJ2al fonte e 
a componente da frequência de passagem da pas dos ven
tiladores, sendo o ventilador radial (6 pás) a fonte 
principal de ruído. . 

Os tons das frequências de passagem foram elimina 
dos com a utilização de rotores laminares, quando ob~ 
têm-se uma atenuação de 12.0 dB(A). 

Com a utilização do silenciador externo foi conse 
guida uma atenua;ão de 4.0 dB(A) e uma queda na qualí 
fiaação acústica de NC-56 para NC-5 2 sem que se fizesse
alterações no projeto do aparelho condicionador ae ar. 
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SUMÃRIO 

E6te. :tlta.bal.ho ~e. yYt.opõe. a. a.na..U6aJt M c.a.u.6M de. tc.ul.do e. vi..blta.çã.o de. ve.n..t..ihui.9_ 

./tU c. e.I'LtJtióugo~ de. upi..~ i..Ylte.JtnM. P.ltoc.U.Itou-~e. i..de.YllióJ..c.aJt. ~uM c.~M e. b~c.aJt 

Mluçõu palta. um mel.h.OII.ame.nto a.CÍÚ;tic.o, c.om obje.tivo de. a.c.JtUc.e.Jt a.o novo tipo de. 

ve.n.:ti.la.do.lt M va.nta.ge.~ do c.onve.nuortal.. 

INfRODUÇÃO 

Desde o fim da década de 70 um grupo de pesquisad~ 

res da EFEI desenvolveu uma nova forma de ventiladores 

centrífu?os [1] • Este novo ventilador tendo ou não a me~ 
ma forma do rotor, difere dos convencionais na forma da 

espiral de captação do fluxo de ar.A Fig.l mostra um ve~ 
tilador centrífugo convencional onde a espiral se dese~ 
volve na periferia do rotor e para comparação o novo ve~ 
tilador com a espiral se desenvolvendo na lateral do ro 

tor. 

Figura 1. A esquerda ventilador centrífugo convencional 

com espiral externa.A direita o novo tipo com 

espiral interna. 

A vantagem principal é o menor tamanho do ventila 
dor de espiral interna para as mesmas característica a~ 

rodinâmicas [2] . Tal diferença de tamanho resulta em ec~ 
nomia de material (Cerca de 30%) e maior facilidade de 
instalação. 

Os projetas e testes confirmaram as espectativas. 

Os ventiladores de espiral interna são equivalentes em 
desempenho aos de espiral interna [3]. Porém, apresenta 
ram-se com maior vibração e mais ruidosos [3]. A Fig. 2 
mostra uma foto para comparação de dois pr otótipos comr~ 

tação especifica (~= 200). 

Figura 2. Foto comparativa entre dois protótipos de es 
pirais externa e interna com nqA = 200. 

N!VEIS DE RU!Do E VIBRAÇÃO 

Da análise dos espectros de vibrações, que são do 

tipo mostrado na Fig. 3; pode-se perceber que existe pr~ 
ticamente grande número de componentes de vibração, ou 

seja: 
Acentuada vibração na rotação de funcionamento, vi 

brações em múltiplos da frequência de rotação, vibração 
na frequência de passagem das pás, vibração em múltiplos 

da frequência de passagem das pás, e em outras compone~ 

tes de menor importância. 
Algumas conclusões podem ser deduzidas : 

A presença dos múltiplos das frequências derotação 

e de passagem das pás, representam problemas mecânicos, 
tais como : Folga nos assentos dos mancais, desalinhame~ 

tos, folgas ou falta de rigidez das partes não rotativas. 
~ evidente o efeito do estrangulamento da espiral, esse 
efeito f ica mais acentuado naqueles de rotação específ~ 

ca mais baixa, ou seja, ventiladores de maior pressão. 
Como o ventilador sob teste possui grandes painéis 

em sua estrutura é óbvio que existirão componentes de rui 
do correspondentes em intensidade e frequência às comp~ 

nentes de vibração. 
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Figura 3. Espectro de vibração do ventilador de espiral interna
vibração radial no mancal. 

Para estudar esses níveis sonoros foram obtidos es 
pectros como o da Fig. 4. 

Para caracterizar melhor o ruído dos ventiladores 
de espiral interna comparativamente aos de espiral exte! 
na, é conveniente mostrar a evolução do ruído com a rot~ 
ção, conforme Fig. S. Para isto, foi suficiente usar as 

medidas de ruído em frente ao coletor de sucção do venti 
lador. 

Representados graficamente, os níveis de ruído dos 
dois tipos de ventiladores apresentam grandes diferenças. 
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O ventilador de espiral interna mostrou-se mais barulhe~ 
to, mas com uma evolução do ruído com a rotação semelh~ 
te aos de espiral externa. Isto pode representar que as 
fontes de ruído possuem algumas características comuns e 
também que deve existir um ou mais fatores agravantes. 

Por exemplo, para os ventiladores de rotação es~ 

cÍfica 150, o espectro de ruído em 2800 rpm, mostra dif~ 
renças acentuadas a partir da 5~ oitava,ou seja, depois 
de 353Hz, conforme Fig. 6. Nesta condição, a rotação é 
de 46, 6 Hz e a frequência de passagem das pâs de 

'I li 
1 

D 200 400 tiDO BDD lOOD 
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Figura 4. Espectro de nível de ruído do ventilador de espiral interna
Medidas em campo livre. 



46,6 x 9 pás = 420 Hz e seus múltiplos 840 Hz, 1260 Hz, 
1680 Hz. A diferença de ruído na região da frequência de 

passagem das pás chega a 17 dB e depois fica em torno de 
10 dB nas oitavas superiores. Cumpre notar que ossegundo 
e terceiro múltiplos estão contidos em uma mesma oitava, 
a de frequência central 1000Hz, e o acréscimo de ruído 
é bem menor do que aquele provocado pela componente fun 
damental. 
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Figura S. EvoluÇão do nível do ruído com a rotação.As s~ 
tas indicam os pontos experimentais de máximo 
rendimento. 
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Figura 6. Espectro de frequência em faixas de oitavas p~ 

r a os ventiladores de espirais externa e inte~ 

As componentes de ruído foram atribuidas as: 
a) Características acústicas do ambiente:Reverbera 

ção da sala de medidas, reverberação na câmara depressão, 
ruído de fundo do freio eletrodinâmico e ruído de fundo 

do ventilador exaustor. 

b) Ruído devido as fontes mecânicas: Desalinhamen 
to, imperfeições no assento dos mancais e falta de rig~ 

dez da base. 
c) RuÍdo aerodinãmico: No fluxo em torno das pas, 

nas superfícies internas e externas do rotor, nas supe! 

fícies internas da espiral e no interior da espiral. 
Na Fig. 7 nota-se que a superfície externa do rotor 

do lado de sucção está confinada pela carcaça do ventil~ 

dor com pequ~na folga. A turbulência nesta região atinge 
para cada rotação um estado estável e provoca um ruído, 

semelhante aos ventiladores de espiral externa.Nos venti 
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!adores de- espiral interna; uma parte da face posterior 
do rotor .fica fora do labirinto durante a maior parte do 

giro. Quando o rotor passa pelo duto de saída, as cond~. 

ções de turbulência são alteradas bruscamente pois aface 
do rotor mergulha totalmente no labirinto. Como as faces 

do rotor são praticamente lisas o ruído gerado é contínuo 
e aparece em banda larga. 

Ta 

~~ 
c7/~~ \ 
Dt:TALIW 4, 

Figura 7. Detalhes do ventilador centrífugo de espiral 

interna. 

Pode-se notar durante os ensaios que nas proximi~ 

des do estrangulamento (cut-off), veja Fig. 7, a espiral 

tem seção muito alongada e o fluxo de ar sendo forçado a 
passar por este estreitamento gera um ruído semelhante a 
um apito de grande intensidade. Este é o maior agravante 

em termos de potência sonora. 

CONCLUSOEs E OOMENT~OS 

Para abaixar os níveis de vibração a ruído desses 

ventiladores resolveu-se: 
- mudar a folga no estrangulamento mostrado na 

Fig. 

Figura 8. Estrangulamento da espiral interna. 
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- inclinar a aresta do estrangulamento, bem como REFEReNCIAS 
aplicar um raio de concordância na aresta - mostrada na 

Fig. 9. 

Figura 9. Vista frontal da aresta de estrangulamento 

- reforçar a estrutura, ou seja. aumentar a rigidez 
da carcaça utilizando-se de cantoneiras, veja a Fig. 10. 

"1 

Figura 10. Reforços na carcaça do ventilador. 

Após essas modificações foram repetidos todos os 

testes [5]. Os resultados foram excelentes, ou seja, os 

níveis de vibração e ruído cairam bastante. Esses resu~ 

cados comparativos podem ser vistos na Fig. ll.Em termos 

gerais conclui-se que a espiral interna substitui comv~ 

tagens as espirais externas . A concepção da·espiral inte_E 

na é revolucionária no campo de ventiladores e como tal, 

várias frentes de pesquisa podem ser sugeridas [6] • 
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Figura !!.Evolução donível de ruído com arotação.As setas 

indicam os pontos experimentais demáximo rendi
mento . 
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AMORTECIMENTO DE VIBRAÇÕES EM FERRAMENTAS 
DE TORNO COM AUXÍLIO DE POLÍMETROS 

VISCOELÁSTICOS 

A.J.V. PORTO 
J. LIRANI 

ESCOLA DE ENGENHARIA DE SÃO CARLOS - USP 

t 
SWAXRIO 

E.<. te tJr.abalJto apli.U enta. o U.tudo da aplica.ç.ão de amoiLtec.edoJtU em neMamentah 
de toJtno, quartdo em Jteg..úne de tJtepidaç.ã.o com a uillizaç.ã.o de mateJL.i.al. vÁ.A c.oeláh.ti.. 
c.o c.omo demento dÁ.A~ipadoJt de eneJI{}ia. ( demol'lhtltado o ganho de pJtodu.ç.ão da mã.qu-t
na atJtav~ da p~ú.bilidade de aumento na.6 concü.ç.õu de coiLte. 

A teMia da tJtepidaç.ão de TLUSTY e o Método d~ Elemento~ Findcu, ~ão U6~ 
c.omo método de e.s .ti..ma.ti..va da c.apac.idade mãx...úna de c.oiLte, ap11.u entando JtU uUado~ ex 
c.epc.ionaÁ.A c.ompMvadcu, polt el'lh ~ expeJtimentaÁ.A • 

INTRODUÇÃO 

O sistema elástico de uma máquina feE 
ramenta (M.F.) quando solicitado dinamicamen

te apresenta no espectro da resposta um conju~ 

to de frequências naturais que dependem da ma~ 
sa e da rigidez do sistema. 

A zona de cantata ferramenta-peça e um 

dos pontos mais críticos no comportamento de 

uma M.F., afetando diretamente o desempenho 
desta e também outros fatores como a defini 

ção de um volume de produção, a. qualidade da 
peça usinada e a própria vida da ferramenta e 
da máquina. 

~ na conexão do sistema ferramenta-peça 
que está localizada a maior das fontes de peE 

turbação para o processo produtivo em uma M.F. 
ou seja, as vibrações geradas pela mecânica 
do processo de corte. 

Um outro fator que torna crftica a zona 
de cantata ferramenta-peça, é o fato de ser 

nessa região onde parte da energia utilizada 

pelo processo de corte é realimentada para a 
estrutura da M.F. 

A profundidade (ou largura) de corte(B) 
em uma operação de usinagem está entre os pri~ 

ci~ais fatores influentes na instabilidade di 
nâ~íca ou trepidação. A identificação de val~ 
res limites (B

1
. ) de tal fator determina o 
lm 

limiar da trepidação, e conduz à definição da 

máxima produtividade da M.F .. Quando ocorre a 

trepidação o processo de corte excita grand~ 

mente o sistema elástico alterando complet~ 

mente o comp~rtamento da M.F., elevando os nf 
veis de tensões nos elementos estruturais e 
diminuindo o volume de produ·ção e a qualidade 
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das peças usinadas. Associada a Blim acha-se 
wlim frequência de trepidação. 

Identificados estes parâmetros, torna 
se Útil a obtenção de dispositivos que redu 
zam as amplitudes das vibrações. 

Em geral, dispositivos de absorção din~ 
mica são muito aplicados, no entanto, trazem 

consigo a desvantagem de exigirem a sintonia 
a frequências específicas. 

A engenharia de materiais, no entanto, 
fornece materiais que possuem a vantagem de 
executarem absorção de energia de um sistema 
vibratório em largas faixas de frequências. 
Tais materiais são classificados como polím~ 

ros viscoelásticos e a sua aplicação tem sido 
bastante promissora em todas as áreas de con 

trole de vibrações e ruídos. 

ESCOLHA BOS PARÂMETROS 

O parâmetro de controle utilizado foi o 
Blim ou seja a profundidade máxima de corte 

em regime estável pois ela é diretamente rela 
cionada com a potência máxima de corte e com 

a função transferência ~ da estrutura da ma 
quina ferramenta, segundo J. Tlusty 121. 

R • Blim = - 1 (1) 

onde: G . m1n 

R 

Valor mínimo da parte real de ~ 

(m/Kgf) 

coeficiente de corte referente ao 
material e cond. de usinagem(Kgf/m 2

) 

O corpo de prova utilizado foi um eixo 
com 1/D = 2,5 (L = comprimento, D = diâmetro). 
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preparado com conicidade de 4° e acabamento 
de retífica mole, o material utilizado foi o 

aço 1045, e é apresentado na Figura 1. 

• As condições de usinagem utilizadas f~ 

ram escolhidas de maneira a propiciar o surg! 
mente da trepidação, com um mínimo de gasto 

de material 141. 

c:) ... 
' 

-Avanço = 0,06 mm/volta 
- Rotação = 460 rpm 

Prof. corte iniciando nula e aumen 

tando atê a trepidação, por usinagem 
paralela ao ~ixo do corpo de prova. 

- Ferramenta: 
suporte - T - - 1919 - Sandivik max 
pastilha- T 160 308 - Sandivik. pun 
135 P35 022 

- Refrigerante - sem refrigerante 
- Usinagem com uso de contraponto. 

a · I'· r~ 
l 50 l 90 J 

Figura 1 - Corpo de Prova 

DESENVOLVIMENTO DOS AMORTECEDORES 

O desenvolvimento do amortecedor prete~ 
deu definir um dispositivo que fosse o mais 
simples possível e que não acaretasse para o 
seu uso a necessidade de se modificar a mãqu! 
na-ferramenta. 

A alternativa encontrada foi um elemen 
to do tipo compressão, ver figura 2, fixado 
entre a ponta da ferramenta e a pa1·te superior 
a torre porta-ferramentas. 

Figura 2 - Amortecedor do Tipo Compressão 

Os materiais viscoelásticos utilizados 
foram: o silicone e o poliuretano, cujas c a 

racterísticas são descritas na Tabela 1 . 

FATOR DE FAIXA DE TEMPERA1URA 
MATERIAL PERDA ATUAÇÃO IDEAL DE 

MÃXIMO D-Iz) TRABAlHO 
Silicone 0, 35 100 - 1000 zou 

Poliuretano 1,8 10 - 10000 25° 
40 SHORE A 

Poliuretano 1,0 10 - 10000 zo0 

60 SHORE A 

Tabela 1 - Características dos viscoelásticos 
utilizados 

RESULTADOS DOS ENSAIOS 

Os ensaios foram reali zados em 50 corpos 
de prova , em um torno NARDINI TIPO MASCOTE -
350 no Laborat6rio de Máquinas Ferramentas 

(LAMAFE) , e a frequência de trepidação foi 
calculada para cada ensaio pelo método de anã 
lise dos picos de ondulação 161. 

onde: 
v 
.e. 

f 16.7 . v lc/se g l 

velocidade de corte (m/min) 
distância entre marcas de trepidação 

(mm) 

O resultado dos ensaios é apresentado na 
tabela 2, onde; L é o comprimento de corte us_! 
nado atê o início da trepidação, B1 . é a pro 

1ID -

f undidade de corte no comprimento L e w é a 
frequência de trepidação calculada no corpo 
de prova. A primeira frequência natural do to!_ 
no, foi determinada por um ensaio de 
ção harmônica como sendo de 115 Hz. 

MATERIAL a:MPRIMENTO Bum FREQIJENCIA 
VISCOELÃS DE CXlRTE TREPIDAÇÃO 
TICXl L (mm) (mm) w (Hz) 

Sem amorte 40 2,096 107 cedo r 

Silicone 42,3 2,217 115 

Poliureta 
no 60 SI-IÕ 50 2,620 115 
REA 

Poliu reta 
no 40 SHÕ 52,5 2,751 92 
REA 

excita 

PORCENrA 
GEM DE' 
VARIAÇÃO 
DE Blim 

100% 

+105,7% 

+125% 

+131,2% 

Tabela 2 - Resultados dos Ensaios de Corte 
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MATERIAL . AVANÇO ROTAÇÃO VELOCIDADE COMPRIMENTO Blim PERCENTUAL 
mm/V rpm DE CORTE DE CORTE L 

• · (mm) 
DE VARIAÇÃO 

m/màon (mm) % 

Poliuretano 90,0 4,717 Comprimento 
40 SHORE A 0,06 60 li 7,54 total do cor 
Sem amorteci .,., 90,0 4. 717 -
mento po de prova 

r 

Poliuretano 49,9 2,615 
40 SHORE A 0,06 J 170 li 21,36 29% 
Sem amorte.ci ,,, 38,6 2,023 
mento -

- - -~ - l 
I I 

Poliuretano 
40 SHORE A 

52,5 2,751 I 
0,06 460 57,80 31% 

Sem amorteci 30,8 
mento - 2,096 

I rrl 
Poliuretano ~ 30.8 1,577 
40 SHORE A I) 

' Sem amorteci 0,06 1310 t 
164,62 51% 

mento - 19,9 1,043 

t1t • 

) - rr l -Tabela 3 Ensaio com variaçao da velocidade de corte 

Após comprovada a validade de adição de 

amortecimento na ferramenta, como demonstra 

o ganho de 31, 2% na capacidade de corte db to r 

no, novos ensaios de corte foram realizados , 

desta vez variando-se a velocidade de corte, 

com a finalidade de se determinar o comport~ 

mento do amortecedor nas várias condições de 

trabalho que normalmente são utilizadas. O re 

sultado destes ensaios são apresentados na Ta 

bela 3. 

Ao se analisar os resultados da Tabela 

3, em termos de produtividade, verifica-seque 

na faixa de velocidade de 150 m/min, condição 

normal em operações de torneamento de desbas 

te e portanto uma condição de corte muito utl 

lizada, obteve-se um ganho de 50% na capacl 

dade de corte da máquina. Isto, com a utiliza 

ção de um equipamento extremamente simples e 

de fácil manuseio, pois não precisa ser sinto 

nizado, e de custo muito baixo. 

Ml:TODO DE ESTIMATIVA DA CAPACIDADE MÁXIMA DE 

CORTE 

A estimativa da capacidade máxima de 

corte de uma máquina pode ser obtida com a de 

finição do valor B1 . como condição máxima de 
Im 

corte no limiar da trepidação 121. 

A equação 1 mostra a relação 

com dois outros parâmetros; ReG .. O Parâ min 

metro R é uma constante experimental cujos v~ 

lores foram obtidos por Tlusty 121 e o param~ 
tro G . é o maior valor negativo da parte min 
real da função transferência da estrutura da 

máquina. 

Para a determinação do valor teórico de 

G ·. é utilizado o método dos Elementos Fini 
min 

tos. 

Inicialmente é feita uma modelagem com 

pleta da máquina e são determinados os modos 

e as frequências naturais. Posteriormente é 

considerado o amortecimento, determinando- se 

então a resposta em frequência da estrutura, 

cuja parte real levará ao valor G . desejad~ min 

Estes procedimentos utilizam-se do pacote de 

programas disponível no LAMAFE ISI. 
Com este método, pode-se simular a atua 

ção de amortecedores e verificar a sua influ 

ência na capacidade de corte da máquina, ana 

lisando as características abaixo descritas; 

- tipo de amortecedor 

- valores de amortecimento 

- pontos de aplicação e posição do amor 
tecedor . 



672 

Pode-se também determinar as caracterís 
ticas de trabalho (B 1 . ) de qualquer máquina 

lm -
ferramenta, ainda na fase !e projeto. 

Realizaram-se os testes do método pr~ 

posto com a modelagem do torno com 112 eleme~ 

tos e 81 nós, e os resultados foram compar~ 

dos com os ensaios de corte, como pode ser vi~ 
to na Tabela 4. 

' Blim VARIAÇÃO FREQl$.NCIA • PERCENruAL NA1URAL t 
(mm) Blim (Hz) 

Sem valores 
teóricos 1,920 95 

Amor te calculados 9% 

cedo r valores 
reais 2,096 105 
medidos 

Com valores 
teóricos 2,350 95 
calculados 

Amorte 11% 
valores 

cedo r reais 2,620 105 
medidos 

Tabel·a 4 - Comparação dos valores teórico e 
reais. 

Os valores da ~abela 4 mostram que a di 
ferença máxima de 10% do valor estimado de 
B

1
. para com o valor real, indicam que o mé Im 

todo utilizado ê uma potentíssima ferramenta 
de projeto de máquinas-ferramentas. 
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Sumâlúo 
Nu.te .ttr.a.balho 4e 6az um u-tudo 4oblt.e o Mé-todo da Cwr..to4e paic.a. de.tecç.ão de de-

6W.o4 em Jr.of.amen.to4. Ap!t.e~>el'l.ta-4e um modelo ma.temã.:ti.co 4..únp.U6i_cado pa.lta o únal. de 
viblt.a.ç.õu medido MbJr.e um Jr.o.tamen.to, a pall-túr. do qu.ai. a. c.wc.to4e do llil'la1. é: Jr.elacio
na.da com pa.Jr.âme.t.Jr.oll da moY!.ta.gem e ca~tac.tett14.ticM do de6W.o poJr.veY!t:LLJr.lt e:úll.teYI.te 
Em 4egtúda ê 6ú.ttt uma 4..únui..a.ç.ão do únal. em um compu.ta.dOJr. com o obje.tivo de checM 
a coMeç.ão dall ex.p!t.e~>4Õe4 ob.tidall. F.i.nal.meY!.te, Jr.Uui.ta.do4 expJr.imeYI.taill 4ão compaJr.a
do4 com o4 .teÕJr..i.co4 e é: p!t.opo4.to um mê.todo a.l.t.eJr.na.tivo pa!ta de.tecç.ão de de6W.oll em 
Jr.o.tamen.to4. 

INTRODUÇÃO 

Na manutenção convencional,o intervalo de visto 
rias deve ser escolhido bem menor do que o tempo médio 
entre as falhas [1].No caso de rolamentos,eles são sim 

lesmente substituídos periodicamente em uma destas 
~istorias,para evitar paradas não programadas.Devido ã 
grande dispersão na expectativa de vida e o grande nú
mero destes elementos existentes nas mâquinas,um núme
ro significativo de peças ainda em bom estado é subs
tituído,o que implica um desperdício considerável.A
lém disso,há sempre a chance de uma falha inesperada 
entre as paradas para manutencão,acarretando risco pa
ra o maquinário e até mesmo para o pessoal de opera
cão,em alguns casos. 

A aplicação do monitoramento das condições de 
operação do maquinário além de permitir o aproveitamen 
to de toda a vida útil dos rolamentos, apresenta as se 
guintes vantagens: 

-Elimina a possibilidade da introdução de falha 
humana nas paradas para manutenção em máquinas 
que vem funcionando bem e estão em perfeitas 
condições; 

-A possibilidade de previsão de falhas permite 
que o pessoal de manutenção seja preparado an
tecipadamente; 

-Redução de capital empatado em pecas de reposi 
ção,já que a previsão de falhas possibilita sa 
ber-se da necessidade de determinada peça com 
antecedência suficiente. 

Ha informações de que se apenas 2000 empresas 
Britânicas implantassem tais sistemas, haveria uma eco 
nomia anual de 180.000.000 de libras esterlinas contra 
um investimento e custo operacional de 30.000.000(2]. 
No caso de rolamentos,o retorno de capital é sobremodo 
significativo,motivando estudos específicos.Dyer e Ste 
wart (3] estudaram a técnica da curtose,estudo este 
que serviu de base para a construção de um aparelho pa 
ra detecção de falhas em rolamentos [4). -

Neste trabalho procura-se estudar o comportamen 
to da curtose ou quarto momento estatístico central 
normalizado pela quarta potência do desvio padrão do 
sinal de vibraçÕes (aceleração),medido sobre um rola-
mente. 

A partir de um modelo matemático simplificado , 
propoe-se uma modificação no coeficiente de curtose,ca 
paz de detectar defeitos em rolamentos utilizando-se a 
penas equipamentos comuns em laboratório de vibrações 
(5].0s testes foram conduzidos em uma montagem simples. 
Um passo seguinte será aplicação do método em situa
çÕes em que o ruído de fundo no sinal seja significat~ 
vo. 
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MODELAMENTO MATEMÁTICO 

Curtose em função de Parâmetros do Sistema. Um 
illOdêlo simplificado do sinal medido sobre um rolamento 
com um defeito localizado (não distribuído) nas pistas 
ou elementos rolantes de um rolamento,y(t),pode - ser 
descrito por uma sequência de pulsos gerados pelo de 
feito é descrito pela Equação (1) (6],somados a um ru1 
do aleatório ,r(t), gerado pelo contato das superfícies 
em boas condições. 

oo -a(t-jT ) 
x(t)= ~Ae k senw(t-jTk)U(t-jTk) 

J=1 
( 1) 

onde A é a amplitude dos pulsos,a ê o amortecimento mo 
dal da estrutura,w e a freqUência dominant e da estrutu 
ra ,Tk é a taxa de repetição dos pulsos eU é a função 

degrau unitário. 
A curtose de y(t),ou seja,o quarto momento esta 

tístico central de y(t),normalizado pela quarta poten
cia do seu desvio padrão é definido como [3) 

K = 
y lim ( _1_ J 

T-+= •rcr~ 
(2) 

onde Te o comprimento da amostra de y(t) (duração), y 
é a média de y(t) e o é o desvio padrão de y(t). 

Demonstra-se [5] que a curtose da soma de duas 
variáveis x(t) e r(t) ê dada por 

K =K y x+r 

].l ~+J.l ~+6V V 
X y X r 

v + v ) 2 

x r 
(3) 

onde p~é o quarto momento central e V é a variância cr 2 • 

Demonstra-se [5] que,para x(t) e r(t) confor
me definidos anteriormente,com boa aproximação 

e 

K - 3 
K = 3 + --~x __ __ 

y 
(1+V /V ) 2 

r x 

V= A2 w2 /4aT (a2 +w2 ) 
X k 

A figura (1) mostra a variação teórica de K 
função da rotação para alguns valÕres de A e a, y 
w= 7800 rad/seg. ,que é a freqUência dominante. 

(4) 

(5) 

(6) 

em 
com 
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Fig.1- Variação de Ky em funcão da Ro t acão ;~1 ,A e Am 

as amplitudes máximas,méd i a e mínima medidas. 

Teste do Modêlo • Para se verificar a validade 
das simplificacoes que foram necessárias para a obten 
cão das expressões (5) e (6),foi feita uma simulação 
do sinal y(t) no processador de sinais HP-5451C, cal
culando-se a curtose do sinal através de um programa 
que usa a definição da equação ( 2).A Figura (2) mos 
tra os resultados obtidos para w= 22000 rad/seg. pa~ 
ra diferentes valõres de a e Tk. Os pontos sobre as 

curvas são os resultados obtidos através da equação 
(4). 

13 

11 
9 
7 
5 
3 

---~·350 
---·'700 

0.35 0.70 1.40 2 . 80 5.60 11. 20 A 

Fig.2 - Variação de K em função da Amplitude. 
y 

Discussão do Modêlo. Dyer e Stewart (3] fize 
ram pesquisas que culminaram na confecção de um apare~ 
lho para detecção de defeitos em rolamentos [4] basea 
do no comportamento da curtose do sinal medido sobre 
o rolamento .Demonstra-se que a curtose do sinal do ro 
lamento sem defeito esta em torno de 3.0 (5].Com o a~ 
parecimento do defeito,Ky tende a crescer,constituindo 
assim um parâmetro para se detectar o defeito. Outros 
parâmetros como o nível rms e pico das vibrações tam
bém crescem.Entretanto, o primeiro parãmetro que varia 
é exatamente a curtose [3,7],daí sua vantagem.Entretan 
to,a Figura (1) mostra que Kydepende de Tk, a taxa de 

repeticao dos pulsos,que é diretamente proporcional à 
rotacao,ou o número de defeitos adjacentes,já que 
dois defeitos produzirão dois pulsos no mesmo tempo em 
que um defeito produz um pulso.Assim,para dois defei
tos,Tk fica reduzido a metade,diminuindo o valôr de Ky 

Estas conclusões puderam ser verificadas em medições 
preparadas com este objetivo e que serão relatadas a
diante,onde o valor de K chega a valôres próximos de 
3.0 (três ),que é o valo~ esperado para o caso de rola 
mento em bom estado. 

A diminuição do valor da curtose do sinal medi
do em uma faixa ampla de freqUências ,para um defeito 
extenso,pode ser notada nas referências [3-4], ainda 
que não explicadas. 

Método Alternativo. O método de avaliação das 
condições do rolamento proposto por Dyer e Stewart [3] 
baseia-se na medição da curtose do sinal filtrado em 
várias faixas de freqUências .A forma da curva de K 

y 

versus faixa de freqUência é que indicará a condição 
do rolamento [4].Neste trabalho será mostrado que uma 
maneira alternativa mais simples consiste na medição 
de um outro parâmetro K

1 
dado por 

K1= Ky.rms • 

onde rms e o valor raiz média quadrática do 
y(t), concomitantemente com a medição de K .A 

y 

(7) 

sinal 
proposi:_ 

cão acima se justifica pelo seguinte fato: a afirma 
cão de que, para um rolamento em bom estado, K esta 
em torno de 3.0 é correta mas ã reciproca não Yé ver
da~ira,conforme se afirmou ac ima,Sob certas condi
cões,um rolamento defeituoso pode apresentar valÔres 
de curtose também em torno de 3.0 • Em contrapartida, 
o parâmetro K

1 
conforme definido acima,será sempre m~ 

ior em um rolamento com defeito que em um rolamento 
em bom estado (ver Figura (7)).Surge a seguinte per
gunta: porque não usar somente K

1
7 A resposta esta no 

fato de que K
1 

tem uma variância muito maior que K ,o 
que o torna inadequado para a detecção de um defelto 
incipiente.Em outras palavras,um defeito bastante pe
queno é capaz de ~r~vocar uma mudanç~ sensível em ~ •• 
mas a mudança ver~f~cada em K

1 
estara dentro da faf

xa esperada de um rolamento em bom estado. 

MEDIC0ES E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Para a confirmação das conclusões teor~cas 
ram feitos dois tipos de experimentos conduzidos 
um banco de teste simples mostrado na Figura (3) 
a cadeia experimental completa mostrada na Figura 
Na Figura (4) esta mostrado num diagrama de bloco 
detalhes principais da Figura (5). 

Fig.3- Banco de Testes 

pré-ampl ificador 

Fig.4- Cadeia Principal de Instrumentação 

fo
em 

com 
(5). 
os 
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Fig.S- Vista Geral do Sistema de Medição 

O primeiro experimento consistiu na medição dos 
parâmetros Ky e K1 para uma rotação fixa de 1000 rpm 

nas cinco seguintes situações: rolamento novo , rolamen
to com .1,2 , 4 e 8 defeitos,colocados na pista externa 
do rolamento. Os resultados deste experimento estão 
mostrados na Figura (6). O segundo experimento foi fei 
to medindo-se os mesmos parâmetros para um defeito na 
pista externa, variando-se a rotação . Os resultados sao 
mostrados na Figura (7). 

A titulo de comparação , a Figura (8) mostra a 
faixa teórica que compreende os resultados experime~
tais , limitada por duas curvas obtidas com a equaçao 
(4).0s parâmetros A,a,w,Vr e Tk foram medidos para as 

condiçÕ.es de teste . A necessidade de se representar 
uma faixa em vez de uma curva teórica decorre do fato 
de que parâmetros como a,A e Tk para um sinal rea l (não 

simulado) são de determinação bastante incerta. Com 
cerca de 90% de probabilidade, a curva teórica do sis
tema de medição usado esta dentro da faixa mostrada 
[S] . Conforme se pode ver nas Figura (5) e (6) , o parâme 
tro~Kl é crescente com o nümero de defeitos e com aro 
taçao. 

Ky ,K1 
30 

25 

20 

15 

10 

5 

O\ D K1 
Fig.6-Variação de K e K1 em função do 

número de def~itos . 

Fi g . 7- Variação de Ky e K1 em função da 
rotaçao. 
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Fig.8- Faixa Teórica e Resultados 
Experimentais. 
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CONCLUSOES 

1.Como parâmetro absoluto, a curtose· K do si-
y 

nal medido sobre um rolamento nâo é segura pa
ra informar acerca de suas condições; 
2.0 parâmetro K1, se usado concom1tantemente 

com K ,prove um método para se obterem informa 
y -

çÕes sobre o estado de rolamentos em montagens 
relativamente simples; 
3.0 modêlo matemático desenvolvido, a despeito 
de sua simplicidade serve para descrever o com
portamento da curtose do sinal medido sobre um 
rolamento,tanto que foi a partir dele que se 
propôs uma modificação na curtose para mais se
guramente usá-la na detecção de defeitos em ro
lamentos; 
4.Sem se recorrer a importação de aparelhos es
pecíficos para este fim, de posse de um proces
sador de sinais e de outros aparelhos comuns em 
um laboratório de vibrações, pode-se projetar 
um sistema de monitoramento de rolamentos efi
ciente para sistemas relativamente simples ba
seado na medição periódica de Ky e K1 do sinal 

de vibraçoes medido sobre os rolamentos. 
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Este t~alho é o primeiro de uma série de publ i cações sobre análise de vibra
ção com o obj etivo de diagnosti car falhas em engrenagens. são apresentadas as fre
qUências naturais) modos de vi bração e amor tecimento de um redutor de velocidades) me 
didos no HP545lC. Também) é desenvol vi do um mode lo matemático do sinal de vibraçãõ 
gerado em um engrenamento e é apresentada a sua simulação. Es te modelo permite anáU 
s e no domtni o de tempo) freqUência e cepst ral. 

INIRODUÇÃO 

Em virtude da impossibilidade de se fabricar com
ponentes mecânicos isentos de imperfeições e de se exe
cutar montagens absolutamente perfeitas, as máquinas fi 
cam sujeitas a vibrações. 

No processo de transformação de energia em traba
lho útil, além das forcas que participam do processo, 
surgem outras devidas às imperfei<iões mecânicas. Estas, 
por sua vez, irão provocar vibraçoes e/ou ruído que for 
necem indicação da condição de funcionamento da mágui= 
na. Portanto a medição e análise de sinal de vibraçao é 
uma ferramenta poderosa para detectar e diagnosticar fa 
lhas antecipadamente. -

Em indústrias que Eossuem equipamentos caros e de 
grande porte, a manutençao corretiva é mais dispendiosa 
do que a manutenção preventiva. Nesta, o intervalo de 
tempo entre reparos baseia-se em dados estatísticos, o 
que tem sido questionado nos Últimos anos [1,2]. Se 
for desejada uma boa comfiança para o período de tempo 
entre reparos, este deverá ser menor do que o intervalo 
de tempo entre falhas [2 J. Assim, um grande número de 
reparos desnecessários serão executados em máquinas que 
poderiam ser mantidas em operação por longo tempo. O mê 
todo ideal será fazer a manutenção preditiva em inter= 
va.los irregulares dependendo das condições reais da má
quina. A medição e análise do sinal de vibração e/ou 
ruído são considerados a chave de tal sistema de manu
tenção [2 J. Entre os componentes de máquinas a serem 
monitorados, encontram-se as engrenagens. 

~!SE M)DAL 

Todos os sistemas mecânicos possuem característi
cas próprias de vibração. A identificação destas atra
vés da análise modal toma-se importante, principalmen
te, por três razões: 

a) Com a análise das configurações espaciais dos modos 
de vibração do sistema mecanico, ê possível determinar 
situações críticas deste [3 J; 
b) Obtém-se informações que são importantes para a pos
~erior eliminação de ruídos e vibrações indesejáveis 
[3 J; 
c) Por fornecer uma configuração espacial do sistema me 
cânico , que permite examinar os efeitos da mudança de 
massa, rigidez e amortecimento com detalhes [3]. 

A análise modal ê baseada na determinação e pro
cessamento das funções de transferências obtidas atra
vés de medi~ões das excitações e das respostas [4]. 

Istó e conseguido discretizando o sistema em um 
número de elementos, de tal maneita que estes represen
tem da melhor forma o sistema no espaço. 
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A figura 1 mostra o redutor de velocidades de en
~enagens sobre o qual foram feitas as medições. As me
dições são executadas colocando-se um acelerômetro em 
um ponto fixo ou variando a sua posição no sistema em 
estudo. Este por sua vez é excitado com um martelo de 
impulso. 

Figura 1. Redutor de engrenagens 
FALI< 2050Y 3 - B - 194 

Ele produz uma excitação de banda larga a cada ~ 
pacto. O sinal de e~itação é captado por um transdutor 
de força colocado no martelo e a resposta do componente 
pelo acelerômetro. 

Os sinais captados em tempo real passam simulta
neamente por pré-amplificadores de cargas, em ~eguida 
por filtros para evitar-se erros de "aliasing" e defi
nir a faixa de freqUências a ser analisada; daí, simul
taneamente, são digitalizados em dois canais e process~ 
dos pelo sistema do HP5451C. 

Uma disposição completa das funções de tr~sfe
rência medidas, uma para cada posição de excitaçao (ou 
resposta) no sistema, fornecem um conjunto .bási~o de 
dados com os quais as formas dos modos de v1braçao, 
freqUências naturais e fatores de amortecimentos podem 
ser identifacados através do sistema de Análise Modal 
do HP5451C. 

Dois modos típicos de vihração são mostrados nas 
figuras 2 e 3. As freqUências naturai~ e fatores de 
amortecimento para cada componente estao apresentados 
na tabela 1. 
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Figura 2. Primeiro modo de vibração da carca 
ça, vista (1,1,1), freqUência 25Hz 

Figura 3. Sexto modo de vibração do eixo 
de saída, freqUência 1216 Hz. 

Tabela 1. FreqUências naturais e amortecimento 
de cada componente do redutor. 

Eixo de Entrada 

.M:>do Freq. (Hz) Amortecimento (%) 
1 593,5 9,6721 

Se_E1.1I!_do Eixo 

.M:>do Freq. (Hz) Amortecimento (%) 
1 - -. 2 63,8 ~ 65,52 l 
3 91,09 52,02 
4 138,6 - 11,44 
5 686 61,16 
6 785 13,04 

Terceiro Eixo 

.M:>do Freq. (Hz) Amortecimento (%) 
1 - -

- 2 ... 103 • ~J 1 ·~ 11,39 ' 3 434 11,26 -
4 734 2,10 

Eixo de Saída 

.M:>do Freq . (Hz) Amortecimento (%) 
1 25 18,50 
2 37,9 L •'.._IX.L 9,12 ~o__l. _J 

3 ) 79,8 ~:!ii-H 16,85 . 
4 661 • ,!rf' 9,66 . 5 760 1- 4,19 
6 965 2,01 r 

Carcaça 

.M:>do Freq. (Hz) Amortecimento (%) 
1 25 18,50 
2 37,9 9,12 
3 79,8 ') c 16,85 
4 661 - J;; 9,66 
5 . 760 .. 4,19 ' 6 965 2,01 

- ----

MJDELO MATJMA:TICO 

Considera-se um engrenamento onde: 

w0 é a freqUência de engrenamento e 
wl é a fre~Uência de reQtação da engrenegem 

estudo LS J. 
em 

O sinal de vibração gerado em um engrenamento po
de ser representado em fonna matemática por [6]: 

fx(t) = Aocos ~0t + Bsen(WI. t)] 

onde: Ao é a amplitude do sinal modulado no tenqx> e 
80 é o índice de modulação. 

(1) 

A ~ção (1) pode ser expandida na seguinte for
ma [7,8]: 

fx(t) = Ao{J0 (8) cos(w0 t) + Jz(B) cos(w0 t + w1t) 

- J1(f3) cos(w0 t-w1t) +Jz(B)cos(Wot+ 2WJ_t) + 

+ Jz(.B) cos(w
0
t- Zw1t)} (2) 

A equação (2) mostra um pico na freqUência de en
grenamento (w9) e lóbulos laterais nas freqUências 
(w ± w1) e LW0 ± Zw1). A variação da amplitude dos ló 
bu~os laterais podem ser utilizadas como um indicador 
da condição de funcionamento da engrenagem (WJ..) em es
tudo. 

Para 6 < 1 a maioria das infonnações estão 
contidas nos dois primeiros pares de lóbulos laterais 
rs,lOJ. A transfonnada de Fourier da equação (2) (ver 
{:igura 4) é dada por : 

fx (w) = AoJo (.6) 7T õ(w- w0 ) + AoJ1 (.6) 7T ô. ~- (Wo + wl)] 

- AoJ1C6) rr ô[w-~0-wl)]+AoJz(B)rrô["""CWo+21a!1)] + 

+ 

fxlu>l 

o 

AoJz(B) rr ô[w- (Wo- Zw1)] 

30 .... 
3 3-

N 

1 

'3-

~ 
3 

r 
+ 
30 

(A) 

Figura 4. Representação gráfica da equação (,'3) • 

(3) 

Uma das definições do cepstrum é dada por [10 ,12] : 

C(T) = (} .F. Üog Fxx(f) }) 
2 

ondt: T. F. é a transfonnada de Fourier, e 
Fxx(f) ê o espectro de potência do sinal no tem 

po fx(t), 

isto é: Fxx(f) = (}.F.{fx(t)}]
2 



A variável independente, T, do cepstrum, possui ames
ma dimensão do tempo mas, é conhecida como qUefrência 
(quefrency). Alta e baixa qUefrências significam res
pectivamente pequeno e grande espaçamento entre os lÓ
bulos laterais. A qUefre~cia, T, do pico no cepstrum 
de uma família de lÓbulos laterais, é igual ao período 
do si~al modulado, e o seu inverso, 1/T, será igual à 
freqUencia da engrenagem em estudo [ 5, 9 J . A principal 
vantagem do uso do cepstrum, é que uma família de lóbu
los lat~rais e harmônicos destes pode ser observada co
mo um so pico (o primeiro) o que simplifica sensivel
mente o monitoramento de tal sinal. 

O c~strum do sinal representado na equação (3) é 
dado por Lll]: 

C(T) 

+ + 

+ {sen(w 0 T) + sen(w0 + w1h + sen(w 0 - w1h + 

(4) 

A figura 5 representa a equação (4) para 8 = 0,8. 

Figura S. Representação gráfica do 
cepstrum, equação (4). 

SIMULAÇÃO 00 MJDFLO MA.TIMÁTIOJ 

A equação (3) foi simulada no computador HPS451C 
com Wo=2rrx359,3rad/seg e wl=2rrx29,8rad/seg (ver 
f i gura 6. 

v 
1,0 

o,a ~ 

0,6 

0,4 { 
w 2 tw, 

/ 
0,2 Ir w2· 20) 

/ 
o 

-0,2 ~ .. CAlo- w, 

-0,4 I 
o 400 800 1200 1600 2000 2400 

Hz 

Figura 6. Espectro usado como dado de entrada 

679 

~ O sin~l no tempo mostrado na figura 7 é obtido a
traves da T.F.I. (transformada de Fourier inversa) do 
espectro mostrado na figura 6. 

2,0 

1,0 

o 

-1,0 

-2,0 

-3,0 

0,0354 0,0754 0,11!54 0,1!5!54 

Figura 7. Sinal modulado no tempo L. 

O cepstrum do sinal mostrado na figura 8 apresen
ta picos repetitivos de duração "T" com amplitudes apro 
ximadamente iguais. O primeiro pico pode ser usado para 
indicar a condição da engrenagem em estudo. 

0,4 

0,2 

-0,2 

-0,4L---~--~--~--~--~--~~~~~~L_~~ 

o 400 800 1200 1100 2000 
10"4 SEG 

Figura 8. Cepstrum do espectro da figura 6. 

OJNCLUSOFS 

Foram medidas as características de vibração de 
todos os componentes do redutor de engrenagens, isolada 
mente e em conjunto. Tornaram-se conhecidas as freqUên-=
cias naturais, os modos de vibração e os fatores de a
mortecimento para cada componente do redutor. 

Recomenda-se que sejam evitadas aproximações en
tre as freqUências de excitação (freqUências de engrena 
mente, freqUências de rota~ão de entrada e saída do re-=
dutor, etc .•. ) e as freqUencias naturais do sistema. 
Pois, surgindo uma falha em um elemento envolvido na ge 
ração de freqUências de excitação, será produzido um 
pulso que poderá excitar as freqUênci~s naturais do co~ 
ponente em contato, provocando ressonancias. Estas pro
vocarão aumento de níveis de vibração, favorecendo a fa 
diga e chegando até a provocar quebra ao componente. -

O modelo matemático aEresenta o sinal de vibração 
no tempo, espectro em freqUencia e cepstrum. O espectro 
apresenta picos, os quais possuem amplitudes dif~ren
tes. O pico de maior amplitude represent~ a freq~encia 
de engrenamen~o e, os outros restantes sao os lobulos 
laterais. 
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O cepstrum do sinal é ca1lcterizado pela presença 
de espaçamentos iguais entre os picos. Conclui-se que 
o valor da amplitude do primeiro pico e qUefrência, T , 

poderão ser utilizados para indicar a condição de opera 
ção de engrenagens. Em geral o espectro possui famílias 
de lÓbulos laterais em torno da freqUência de engrena
mente. Estes estão relacionados com as· freqUências de 
rotação e imperfeição das engrenagens em estudo. 

O cepstrum do sinal apresenta um pico para cada 
família de lÓbulos laterais, conseqUentemente reduzindo 
a complexidade do espectro; portanto é considerado uma 
ferramenta poderosa para detecção de falhas em engre~ 
gens. 
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Sm.MA.RY 

Thia is the first artiaLe in a aeries of pubLiaa 
tions deaLing with the vibration of geara for fauLt -
diagnostica. The naturaL jrequenaiea, mod shap and 
damping have been measured, for a gear box, using the 
modaL anaLise system of HP545LC. ALso, a mathematiaaL 
modeL for the vibration signaL of gears is presented, 
together with a aomputer simu~tion. This modeL per-

• 
mits investigation of th6 vibration signaL in the time 
domain, frequenay dOmain and aepatrum anaLise. 
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A PRELIMINARY DESIGN AND DYNAMIC ANALYSIS 

OF AN ELECTROHYDRAULIC SERVO ACTUADOR 
FOR MOVING AIRCRAFT CONTROL SURFACES 

FRANCIS JOSEPH HALE 
MECHANTCAL AND AEROSPACE ENGINEERING, NCSU, RALEIGH, USA 

A pJLeli.m-útalt!f du.{,grt a.nd dyrr.a.mi..c. a.na.i..yt.-<..6 a6 a t.eJtva ac;tua,taJt. w.i;th a twa-t..tage 
el.ec:t.Jt.ahydJt.lli.Llic. vai.ve (EifV), a hydJt.a.u.eic. ac;tua,toJt., a.nd a.n LVVT 6aJt. CÜ!lp.f.a.c.emen-t 
6eedbaek. The EHV eLün.<.natu mec.h.a.n.i.c.ai. linkagu a.nd ac.c.ept.6 el.ec.búc.ai. t.-i.gYLai.t. 
6Jt.am .the 6ligh-t c.an-tJt.a.t t.yt.:t.em, úgYLai.t. .that eart be eortciUi.orted by we.U-krtaWYL c.am
pe.YLt.a.üart .te.c.hrúquu. The c.amb-i.n.ailart a6 a t.haJt..t-t..tJt.ake vai.ve a.nd a t.atu.Jt.at.útg 
ampli6-{.e.Jt. pJLavidu a t.lewúr.g (ape.rt-laap) made 6aJt. i.Mge e.Jt.Jt.aM .that Jt.eve.Jt.t6 .ta a 
pJLOpaltÜ.artai. c.an-tJt.a.t made. ato .the. p-U,.tart appJLaac.hu .the du.{}l.ed pat..<;üart. 

INTRODUCTION 

Design is an iterative process and this paper 
presents a first look at the dynamic behavior of an 
electrohydraulic servo actuator that has been sized to 
meet a set of steady-state performance specifications. 
Since this is a preliminary analysis, linearized equa
tions and expressions are used and a worst case 
approach is employed. Examples of the latter are the 
neglect of leakage and piston damping, the evaluation 
of hydraulic spring rates at their lowest values, and 
the decoupling of the extend and retract performance 
of the unbalanced piston. English units are used, as 
is still the custem in much of United States industry. 

The servo actuator discussed in this paper is 
designed to drive a control surface (a flaperon) with 
different extend and retract requirements, thus the 
need for an unbalanced piston. The major components 
are a two-stage electrohydraulic servovalve (EHV) and 
the unbalanced hydraulic piston (the actuator) with 
outer-loop feedback of the piston position by means 
of a linear variable differential transformer (LVDT). 
The schematic of the servo actuator in Fig. 1 shows 
the servo loop being closed within the flight control 
computer (FCC), which implies that the servo actuator 
designer and supplier would be responsible for every
thing to the right of the vertical dotted line. How
ever, in examining the dynamic response of his portion 
of the loop, the servo actuator designer must consider 
certain internal aspects of the FCC, as will be sub
sequently seen. 

Externa! 
Force (lb) 

Fig. 1. The major elements of the servo actuator. 

ln the interests of brevity, only the performance 
in the extend mode will be discussed in this paper. 
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PERFORMANCE SPECIFICATIONS AND INITIAL SIZING 

The specifications for this servo actuator call 
for a nominal hydraulic supply pressure of 5000 psig 
and 125 psig return. The full stroke of the piston is 
to be ± 8.725 in with the fol1owing velocities: 

Velocity with no load: Extend: 13.0 in/s 
Retract: 18.0 in/s 

Velocity with 2000 1b load: Extend: 9.7 in/s 
Retract: 11.1 in/s 

The minimum stall force is to be 4500 lb extending 
and 3252 lb retracting. The rated input current to the 
EHV is ± 20 mA about a null bias of 20 mA and the out
put flow is to be linear with respect to the input 
current out to the rated current. Fina1ly, the outer-
1oop gain shall be 31.4 s-1 for normal operation with 
the static gain of the LVDT equal to 1.146 V/in. This 
is the primary dynamic performance specification. 

Without going into the details of the sizing, the 
initial piston areas are 0.9168 in2 for extension and 
0.6733 in2 for retraction. The relevant flow rates 
for extension are 11.92 in3/s (3.1 gpm) for the no-load 
condition and 8.89 in3/s (2.31 gpm) with a 2000 1b 
applied load. The corresponding flow rates for re
traction are 12.12 in3/s (3.15 gpm) and 7.47 in3/s 
(1.94 gpm). The maximum valve displacement is± 0.015 
in, a short stroke indeed. 

THE ELECTROHYDRAULIC SERVOVALVE (EHV) 

The schematic of a typical two-stage electrohy
draulic servova1ve is shown in Fig. 2, with the input 
current coming from the FCC (see Fig. 1). 

Fig. 2. A typical two-stage electrohydraulic servo 
valve. 
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ln Fig. 2, the positive feedback of a magnetic 
spring rate current (which is inherent in the motor) 
indicates the possibility of instability in the valve. 
An examination of the characteristic equation of the 
servovalve and the application of the Routh-Hurwitz 
criteria confirm this possibility and establish the · 
relationships and conditions necessary for e table oper
ation of the EHV . Using typical values, the Routh
Hurwitz criteria indicate that the servovalve will be 
stable f or input frequencies of the order of 2000 Hz 
or less. This dependence of the absolute and relative 
stability of the servovalve upon the frequency of the 
input signal can be observed qualitatively in the root
locus-sketch of Fig. 3. 

Symbol 
X 
• 
Á 

• 
• 

Wf (Hz) 
o 

10 
20 
40 
00 

4,000 

3,000 
(r/s) 

J.,OOO 

. l I < 4 (a; I • •=1 v ' o 

Fig . 3. Root-locus sketch of a typical EHV for 
varying in~ut f r equency, wf. 

The transfer function for the EHV is fourth-order 
but has a frequency response that (because of the de
pendency of the transfer function upon the input fre
quency) resembles that of a first-order system, as can 
be seen in Table 1 . 

Table 1. Frequency Response of Typical EHV 

Input Frequency Normalized AR Phase Angle 
Hz r/s (db) (deg) 

~-~ .. .. , 
0.24 1.5 o v' -1 

10 62.8 -0.06 -7.4 
20 125 . 6 

,} _:_ I ,]', 

-0.22 -21 
40 251.3 

~. n -0 . 53 -25 
80 502 .6 • u ' -2.13 ' '· -51 

200 
1 

1256 . 6 y -~I ~ -3.5 
r--. 

-76.4 --

It should be noted that a command within the FCC 
for a step change in the actuator position results in 
a constant input into the EHV only at the time the com
mand is given or only when the input to the EHV remains 
at the maximum (saturation) value of 20 mA. ln other 
words, the frequency of t he EHV input is that of the 
actuating signal, which is the difference between the 
command and feedback signals. Since the frequency re
sponse is flat ou t to frequencies in excess of 300 r/s, 
(48Hz) , corresponding to a time constant of 0.003 s, 
and since the servovalve is stable, it seems reasonable 
to neglect all of the dynamics of the EHV and to repre
sent it by a static gain only, which can be expressed 
in terms of system variables as: 

~HV 

X 
v 

max 
i 
v max 

(1) 

With xv established as 0.015 in and iv ~ 20 mA, 
KEHV ha~~ value of 7.5 x lo-4 in/mA, whi~can be 
obtained by the proper combination of EHV variables. 

THE ACTUATOR 

Using the linearized flow equation, neglecting 
the lea~ge and piston damping, and considering only 
an inert!a load, the Laplace transformed expression 
for the piston displacemen~ can be written as: 

x (s) 
p 

• 2 
(Kv/A)xv(s) ~ (Kc/A )(T1 s+l) FL(s) 

(
m· 2 Kcm ] 

s ~ s +----;!" s+l 

(2) 

where Ky is the flow (valve) gain and Kc is the flow
pressure coefficient in the linearized flow equation: 

Q = K x - K P 
L v v c L 

(3) 

ln Eq. (2) kh is the hydraulic spring constan"t, which 
at the center position can be expressed as: 

~ = 4BA 
L 

(4) 

where 8 is the bulk modulus (270,000 psig) and L is the 
stroke length in inches. 

If the quadratic term in the denominator of Eq. 
(2) is expressed in conventional parametric forro, 
expressions for the hydraulic undamped natural fre
quency and the hydraulic damping ratio can be written 
in terms of the actuator characteristics and order of 
magnitude values obtained. If flow-pressure curves are 
not yet available, approximate values for the extension 
flow coefficients can be obtained as follows: 

QNL 11.92 = 794.6 in2/s K g; X-- z 0.015 
v v 

(Sa) 

max 

ln the vicinity of the critical flow, Kc can be approx
imated by: 

K , 11.92 - 8.89 -3 5 
c - 2000/0.9168 = 1.39 x 10 in /lb-s (Sb) 

and at stall by: 

K g; 11.92 - -3 5 
c 4.900 - 2 ·43 x 10 in /lb-s (Se) 

With these values, the approximate values for the 
actuator dynamics (during extension) can now be found 
to be 337 r/s (53.6 Hz) for the unàamped natural fre
quency and 0.28 for the damping ratio, which yield a 
settling time of the order of 0 . 03 s. As a matter of 
interest, during retraction the undamped natural fre
quency is only slightly lower (337 r/s) but the damp
ing ratio is considerably higher (0.5). 

THE SERVO ACTUATOR (THE SYSTEM) 

The EHV and actuator can now be combined to form 
the servo actuator. ln order to close the loop for a 
system analysis, it is necessary to introduce some de
tail into the large block reptesenting the FCC, as is 
done in Fig. 4a. 

ln the FCC block, Xcmd represents the desired 
position with respect to a reference position and Kin 
represents a device (physical or abstract) for corre
lating the "command" voltage, ecmd• to a desired 



683 

•• 
X 

xcmd + E 1 

K m ) 
+ Ac2 S+l 

(b) 

Fig. 4. The servo actuator: (a) physical schematic; (b) reduced block diagram. 

piston displacement. The summation symbol provides for 
the comparison of the command voltage with the feedback 
voltage from the piston LVDT. Ka represents the gain 
of a servo amplifies whose output is a current and 
that saturates at ± 20 mA, the rated current, to avoid 
damage to the torque motor of the EHV. Note that the 
actuator dynamics have been retained but that all other 
component dynamics have been neglected. 

Figure 4b is the block diagram of the equivalent 
unity feedback system which requires that Kin be equaJ 
to Kfb· Remember the limits on Ív and xv and note that 
the servo loop is a Type 1 system. Reducing this block 
diagram yields a Laplace-transformed expression for xp; 
namely, 

x (s) 
p 

(6) 

where K* is the open-loop gain (velocity constant) and, 
in accordance with the stated performance specifica
tions, is to be equal to 31.4 s-1. 

Applying the Routh-Hurwitz criteria to the third
order characteristic equation of Eq. (6) yields the 
stability condition that the open-loop gain (K*) be 
less than Kckh/A2, which, with the numbers of the 
preceding sections, has a value of 188 s-1. As the 
piston moves away from center, kh increases and this 
stability condition becomes even less restrictive and 
there should be no question as to the absolute sta
bility of the system. A root-locus plot for positive 
values of K* confirms the conditional stability re
vealed by the Routh-Hurwitz criteria and also shows 
that there will always be a single real root (a first
order time lag) and an underdamped second-order tran~
ient mode. 

With K* set equal to 31.4, the characteristic 
equation for extension can easily be factored into a 
real root with a time constant of 0.03 s and a second
order root with an undamped natural frequency of 329 r/s 

(52.4 Hz), a damping ratio of 0.24, anda 5% settling 
time of 0.04 s. Consequently, it is not unreasonable 
to assume that the servo actuator responds as a simple 
first-order system, an assumption that is confirmed 
by Bode plots. 

SYSTEM PERFORMANCE 

Neglecting the dynamics of the actuator and of 
the load (the time constant associated with the load 
is of the arder of 0.003 s), the block diagram of 
Fig. 4b can be further simplified, as in Fig. 5 

Fig. 5. The simplified servo actuator. 

Reducing this block diagram results in the following 
transformed expression for xp: 
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2 
K* xcad (s) .... (K/ lf. ) FL (s) 

xp(s) = s + K (7) 

-1 With the open-loop gain equal ' to 31.4 s and 
with Kfb set equal to 1.146 V/in by the procuring 
agency (which retained responsibility for the FCC), 
the amplifier gain, Ka, should be set at 42.14 mA/V. 
However, the amplifier saturates at 20 mA, which repre
sents a difference between the desired and actual pis
ton positions (the error) of only 0.414 in. As a con
sequence, the valve will be fully open whenever the 
piston displacement is more than 0.414 in away from 
the desired position. Until the error becomes less 
than this value, the servo actuator will operate as an 
open-loop system and the piston velocity will be at a 
maximum. The expression for this maximum velocity is: 

~ = (K /A) 
p v 

X 
v max 

(Kc/A2) FL (Ba) 

where FL is assumed to be a constant applied force. 
With the substitution of numbers, the extension maximum 
velocity becomes: 

X 
p 13.0 - 1.19 Kc FL (Bb) 

where the first term on the right represents the no
load velocity of 13.0 in/s. With an FL of 2000 lb and 
a Kc of 1.39 x lo-3, the maximum velocity is 9.7 in/s, 
as specified. With a stall force of 4500 lb and a Kc 
of 2.43 x lo-3, the velocity is zero. 

The combination of the short-stroke valve and a 
saturating amplifier means that the servo actuator 
acts as a relay-controlled servo (or has a slewing 
mode) whenever the piston is more than ± 0.414 in from 
the desired position. ln this mode, the piston quickly 
reaches its maximum velocity and maintains this veloc
ity until the proportional control takes over when the 
error is equal to or less than 0.414 in. This two
mode operation reduces the effective time constant of 
the servo actuator, speeding up the response of the 
system for large actuator displacements without affect
ing the terminal portion of the response. 

With respect to the steady-state accuracy of the 
system, application of the final-value theorem to Eq. 
(7) for step (constant) inputs in Xcmd and FL yields 
the relationships that xp/xcmd is unity and that the 
load compliance, xp/FL, is equal to Kc/(K*A2). Apply
ing the latter expression to the case of extension 
against a load of 2000 lb, the deflection will be 0.1 
in. 

ln conclusion, this preliminary and approximate 
dynamic analysis indicates that the initial sizing is 
fundamentally sound, that the dynamic behavior is 
reasonable and well-behaved, and that the performance 
specifications can be met. With this assurance, the 
designer can now proceed with a detailed design that 
can be used to produce this servo actuator. 
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DEVELOPMENT OF A COMPENSATING AL~ORITHM 

FOR LOAD INDUCED DEFLECTIONS lN ROBOTS 
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SUMMARY 

InveJL6e. fUne.ma.ti.ct. aJLe. de.vel.ope.d wfúc.h c.ompe.n6a.te. 6011. ma.n.i..pui.a.toJt de.6.te.ctúJn6 
c.a.U6e.d by .6~c. .toa.d6 _wlúc.h oc.c.Wl .<.n .the. joi..n.U a.nd .ti..nlú o6 .the. ma.ni..pui.a.toJt. The. 
PUJ!.f?0.6e. o6 .thi..-6 .6.tu.d~ -<Ã .to Jte.du.c.e. .the. e.MOJt J..n .the. p0.6J...tion a.nd oJti..e.n.ta.ti.on o6 a. 
mll.YU:pui.a.toJt' .6 .tM.t .ti..nk. c.a.lL6e.d by a.pp.tyi..ng J..nveJL6e. fUne.ma.ti.ct., bMe.d on a. Jti..gi..d 
~p~oJt a.Mu.m~.ti..~n, .to a. ma.ni..pui.a.toJt wfúc.h de.6.f.e.ct6. The. Jte..6u.U6 o6 .the. 
~.unui.a..ti..o n ~.tu.~ .(.ttdi.c.a.te. .tha..t a.pp.tyi..ng .the. c.ompe.n6 a.ti..ng J..nveJL6 e. fUne.ma.ti..c.-6 Jte..6 u.U6 
.(.tt a. Jte.du.c..ti..on .(.tt .the. .te.vel. o6 e.MOJt J..n a. fúgh pe.Jtc.e.n.ta.ge. o6 c.Mu a.na..ty.se.d. 

INTRODUCTION 

When the inverse kinematics based on the 
assumption of rigid manipulator joints and links is 
applied to a manipulator which deflects, the position 
and orientation of the last link will have errors [1]. 
The errors are the differences between the desired 
position and orientation, and those achieved by the 
manipula to r. To reduce these errors, inverse 
kinematics which compensate for the effects of 
manipulator joint and link deflections have been 
developed. The deflections considered in this work 
are those due to static loads and can be calculated 
using the theory developed. 

FORCES IN MANIPULATORS 

Each link of a manipulator may be acted upon by 
moments m.k' concentrated forces f.k, and distributed 
forces f ~ lX, y, z) see Figure t where "i" is the 
number of\;he link, "k" is the number of the force and 
moment acting on the link and x,y,x is the position 
along the link. 

Forces and moments must be described with respect 
to co-ordinate frame Fik' Therefore 

m.k = m .ki.k + 1 X1 1 ~ikiik + mzikkik 
(1) 

fik = f xikiik + f 'ki'k + f ziiik y1 1 

where I.k' Jik' k.k are the unit vectors of 
co-ordiftate Traml F. k measured with respect to the 
base co-ordinate frlme. m. k and f. k may be combined 
into a generalized force ve~Eor; 1 

acd.ng at the origin and described with respect to 
co-ordinate frame F .. 

The distribut€5 force fd.(x,y,z) is described 
with respect to coordinate framlFdi' so that 

(3) 
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where ~di' Jdi' kdi are 
co-ord1nate frame-Fdi' 

the unit vectors of 

Figure 1. Illustration of a Link Subject to Forces. 

Transformation of forces 
In order to determine the deflecton of the 

manipulator it is necessary to transform generalized 
force vectors and distributed forces from one 
co-ordinate frame to another. Paul [2), [3) uses the 
method of virtual work to solve this problem. The 
method involves differential displacements. Consider 
a generalized force P applied to a point of an object 
causing a virtual displacement D, performing virtual 
work ôW. Since the body is in static equilibrium, the 
sum of the virtual work performed by all forces acting 
on the object is zero. The virtual work refulting 
from the application of a force P is: ôW = P D. If 
the sarne virtual displacement was caused by another 
generalized force acting at some different point on 
the object, described by a co-ordinate frame C, then 
the sarne virtual work would result. 

(4) 
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Considering that, 

CD= JD f_',~c l. ·.-:.·.~ ~~r t(/"1~-1 (5) 

where c is the transformation from reference 
co-ordinates, and J is the Jacobian matrix of the 
manipulator. It follows that: .. 

F~ = CytJD 

Ft = cFtJ 

F = JtcF 

and 

c 
(p:xii)x (pxn\ Cpxii) z I I mx m n n n 

X X y z 

c (pxo) (pxo) (pxo)x I I my m o o o y X y z X y 

c (pxã) (pxã)Y (pxã)z m m a a a 
z X y z X z 

= ~7) 
cf o o o n n n f 

X X y z X 

cf o o o o o o I I f 
y X y z y 

cf 
~ 

o o o a a a I I f 
z X y z z 

It is necessary to+1 know the equi valent 
generalized force vector P~ ,n acting at the origin 
of, and described with resp€ct to link i's co-ordinate 
frame F . , which would have the sarne effect on link i 
as all lhe forces, moments, and distributed forces on 
the links i+ 1 through to link n, se e Figure 2 . The 
distributed force function acting on link i, fd., can 
be broken down into three components f d.ty,z); X ~ 
f d.(x,z) and f . (x,y). These components can be 
t!e~ted as generaz.tllzed force vectors fxD . , f D. , f D. 
a.!:_ting ~hrough_ their r_!!spect_!ve c~nteà ol \o_!'c~ ~ 
(xxDf' Y~i' zxDi), (xyDi' YyDi' zyDi) and (xzDi' 
YzDi' zzDi · 

Clearly: 

R. R. 

fxDi = SZ JY f d.(y,z)dydz 
0 0 X ~ 

(8) 

R. R. 

zxDi = 

R. R. 
fz z[fy f d.(y,z(dy]dz 
0 0 X ~ 

R. R. 
JY fz f d.(y,z)dzdy 
0 0 X ~ 

ftll•l ( • ,, , l) 

'• 

(13) 

Figure 2. Illustration of Forces Acting on a Manipu
lator . 

To find the equivalent generalized force P~+n,n 
one could find the transformation from ~each 
generalized force's frame to F . and proceed to 
transform each force to frame Fi ts descr ibed. This 
can be done in a less direct way. Let link k be a 
l i nk between link i and the end link n. The 
generalized force vectors acting on 1ink k, were first 
transformed to co-ordi nate frame Fk. The distributed 
force act i ng on l i nk k, after be~ng converted into 
generalized force vectors acting through their centers 
of force, were first transformed to co-ordinate frame 

F k-1. Th th 1 " d f P . 1" k k e t genera ~ze orce act~ng on ~n 

passes through the origin of, an~ is described with 
respect to Fkt" x,k+1 refers to the orientation and 
positi on vectors with respect to FxDk+l of Fk. The 
force fxDk+l i s described with respect to FxDk+1 . 
Simi larly y ,1t+1 and z , k+1 refer to frames FyDk+1 and 
FxDk+l . 

Once the generalized force vectors Pk are es~ib-
lished, then the generalized force vector P~ ' 0 

acti ng at the origin of , and described with respe~t to 
co-ordinate frame Fi, can be found. Clearly : 

i+1,n 
P . 
~ 

n 
I 

r= i 
J p 

r r 

j 
I J. p 

t=l ~t it 
(14) 

fyDi = fz fx f d.(x,z)dxdz 
o o y ~ 

(9) where J is the matrix which wi ll transform forces P 
in fram~ F to frame F. and J . t is the matrix whicfi 
will transform generalÔ:edforcl!s on link i, P. t to 
co-ordinate frame F . . ~ 

R. e 
- y fx - f t d.(x,y)dxdy 

o o z ~ 

= .myDi = mzDi = o 

R. R. 
JY y[fz f d.(y,z)dz]dy 
0 0 X ~ 

= R. R. 
JY fz f d.(y,z)dzdy 
0 0 X ~ 

(10) 

(11) 

(12) 

~ 

Deflections in Links 
If a link is considered Lo be a generally shaped 

body acted upon by a number of forces, moments and 
distributed forces, then the resulting deflections may 
be solved for by numerical techniques such as Finite 
Element Analysis. 

If the l i nk is considered to be a beam then there 
are some cases where non-numerical techniques can be 
applied in solving for link deflections . Patwardhan 
[4] used a variational method to relate the link 
deflections to link 1oads. The principie of 
superposition is very useful since it states that 
deflections due to different loads may be computed 
separately and added algebraically, provided that the 
proportional limit of the material is not exceeded and 
the structure remains stable. 



Figure 3 shows some beam-like link acted upon by 
moments m . , m . ,m . concentrated forces f . , f . , f . 
and distrftuteJ'~of~es fd . (x,y), fd i(x,z)xQhe!ê iz! 
l, j . Using the princip~~ of sup~rposition, this 
general problem can be broken down as follows. 

(i) Considering only the effect of the moments m . , 
then we have a case of pure torsion. For tfie 
general straight beam of uniform cross-section, 
the angle of twist e is related to torque t by 
the expression: t 

- t.2 
et - KGt (15) 

where K is a factor dependent on the form and 
dimensiona of the cross-section. G is the 
modulus of rigidity. If the torqde varies 
discontinuously along the beam as is the case 
with more than one mxi' then sections of constant 
t can be treated separately and the total 
deflection will be the algebraic sum of these 
deflections. Discontinous changes in K of R can 
be treated similarily. t 

Figure 3. Illustration of Forces Acting Upon a Beam
like Link. 

(ii) Beam bending occurs in the x-z plane and the x-y 
plane. x-z plane bending is affected by 
concentrated forces f . , moments m . and 
distributed forces fd .~x,y). To appfj beam 
theory, fd . (x,y) musfl· be reduced to fd . (x) 
acting onlyz\n the x-z plane. The two functlons 
are related to each other by the expression 

+.e 
Fdzi(x) = fy fd . (x,y) 

-.e z~ 
(16) 

y 

where 2.2 is the y-direction dimension of link i. 
If L(x) Yis the function of the distributed and 

concentrated loads then 

X X J 
M (x) = f f L(x)dxdx + I 
y o o i=1 

L(x) is expressed as 

J 

ô(x-e )m . (17) 
myi y~ 

L(x) = fdzi(x,y) + I ô(x-ef . )fzi (18) 
i=l z~ 

where e and ef . are the points of appl i cations of 
myi z~ 
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m . and f . and the z-direction deflection of the beam 
il~ z~ 

X 

dz = f (dz)dx 
0 dx (19) 

when calculating angular and translational deflections 
due to beam 

0
be9lding in the x-y plane, moments m . , 

concentrated · forces f . , and distributed for~ês 
fd .(x,z) must be conlrdered. Fo1lowing the sarne 
prZ~edure as in the case for x-z bending, then: 

d 
y 

x x Mz(x) 
f f I (x)E(x)dx o o z 

(20) 

(21) 

j 
The remaining force to consider is f = .~1 f . 

which will cause on axial deflection x dx~- T~ê 
deflections of an axially loaded bar will be 

fx(x)dx 
dx(x) = f A(x)E(x) (22) 

o 
where A(x) is the cross-sectional area and; 

(23) 

This equation for dx(x) is adequate for bars which are 
not tapered more than 20°. 

Deflections in Manipulator Joints 
If a joint is considered to be two or more 

generally shaped bodies acted upon by severa! forces 
and moments then as in the case of generally shaped 
links , the deflections may be solved for by numerical 
techniques. If the joint is known to be a certain 
type such as revolute or prismatic, then analytical 
approaches may be used . 

INVERSE KINEMATICS OF DEFLECTED MANIPULATORS 

The method used in solving for the inverse 
ki nematics of deflected manipulators is analogous to 
the method of solving for the inverse kinematics of 
rigid manipulators. Joint co-ordinate solutions are 
obtained by equating transform expressions. The 
solution is obtained in a sequential manner, isolating 
each variable through premultiplication by a number of 
transforms in each equation . 

A computer algorithm was created to demonstrate 
and evaluate the effectiveness of the inverse 
kinematics which compensate for manipulator 
deflections. The manipula to r used as a~ example is 
the Elbow Manipulatord [5] . The algorithm first 
randomly generates a T

6
. It then calculates the T6 

achieved when inverse kinematics based on a rigid 
manipulator assumpion is used on a manipulator which 
deflects, T~. This is the T before compensation . 
The errors ~n the position beiore compensation with 
respect to the desired position are evaluated by 
comparing polar co-ordina te R, a , ~. The erro r in 
the orientation before compensa tll.on wi th respect to 
the desired orientation is evaluated by comparing the 
angular rotation, e , about a vector K . The 
relationsip between e r and the vectors n, o , ~nd a of 
the T

6 
orientation suimatrix is 

e 
r 

(o -a ) 2 + (a -n ) 2 + (n -o ) 2 

[ z y X Z Y X j 
arctan (n + 0 + a _1) 

X y Z 

(24) 
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This is less complex since it requires comparing 
one scalar rather than 3 vectors. 

Next, t:!te algorithm calculates the T
6 

achieved 
using inverse kinematics which compensate for 
manipulator deflâctions, T~. The error in T~· with 
respect to the T6 is evaluated in a manner simi~ar to 
that of the erro r in the Ta. The algo ri thm repâats 
this process for a number of randomly generated T

6
's. 

RESULTS 

Different approaches were used in evaluating the 
effectiveness of the algorithm to compensate for 
deflection in a manipulator. ln each approach, the 
errors in the three variables for position and errors 
in the one variable for orientation were analyzed 
independently. The errors before and after 
compensation can be important sice they can be used to 
calculate the percentage of errors which will fall 
into a given range. However they do not give any 
further information, such as whether or not there is a 
reduction in the magnitude of error in each individual 
case. Therefore, the improvement in erro r, which is 
the magnitude of the error after compensation 
subtacted from the magnitude of the error before 
compensation, is used to represent the improvement 
achieved. The statistical properties, mean, and 
standard deviation, are necessary in calculating the 
probabilities of error being within a certain range . 
It is also necessary to know how the different errors 
are distributed. 

ln the test run there were 100 desired T
6 matrices generated. ln each case the erro r due to 

deflection in the angular rotation e about vector K 
was calculated before compensation Jas applied . Thê 
computed mean error in the angle is -0.0055775 and the 
standard deviation is 0.0596937. The error in e 
after compensation has a mean of -0.0019048 and ã 
standard deviation of O. 0220807. Both distributions 
are normal. Using standard methods of statistics, the 
probabilities of error occurring within different 
ranges before and after compensation, were calculated. 
This result shows that at each different set of error 
limits, there is a reduction in error after 
compensation has been applied. The improvement in the 
erro r in e has a mean of O. 02844 and its standard 
deviation i~ 0.02728. Alternatively, the output of te 
improvement in each of the 100 cases indicate that 
there are 96 positive and 4 negative values. ln the 4 
cases of negative imrrovement, the average is 
-0.009086. 

Before compensation, the mean error in R is 
-0.45939 and its standard deviation is 0.20349. After 
compensation, the mean error in R is 0.04708 and its 
standard deviation is 0.0224. Considering both 
distributions before and after compensation to be 
normal, the probabili ties and erro r limits can be 
calculated. For each set of error limits, there is a 
reduction in error after compensation has been 
applied. The improvement in the error in R has a mean 
of 0.41231 and standard deviation of 0.18133. 
Considering this distribution to be normal, the 
percentage of positive improvements is expected to be 
98.8%. The computed values of the imrpovement in the 
error in R shows that all 100 of the values are 
positive. 

The erro r in the angle, a before compensation 
has a mean of 0.0000002 and a l?;tandard deviation of 
O. 0000007. The erro r in the angle a after 
compensaton has a mean of 0.0000002 and a l?;tandard 
deviation of O. 0000006. Neither distribution can be 
treated as normal. The improvement in the error in a 
has a mean of O. 0000 and a standard deviation o~ 
O. 0000. From the output of the improvement in the 
erro r in a there are 79 zeros, 12 positive and 9 
negative vflues. The magnitudes of the non-zero 
values are very small. 

The error in ~ before compensation has a mean of 
0.03144 and· a standard deviation of 0 .01662 . The 
error in ~ after compensation has a mean = 0.00620 and 
its standard ·deviation is O. 00422. The erro r before 
compensation has a normal distribution while the error 
after compensaton does not, so that statistical 
comparisons cannot be made. The improvement in the 
error in ~ has a mean of 0.03144 and a standard 
deviation of 0.01662. The distribution does not 
appear to be normal . The output of the improvement in 
the error in ~ shows that all 100 of the values are 
positive. 

CONCLUSIONS 

Inverse kinematics which compensate for 
manipulator joint and link deflections have been used 
in an algorithm developed in the pape r. The 
deflections compensated for, are due to static loads. 
The algorithm is useful, since when the inverse 
kinematics based on the assumption of a rigid 
manipulator is applied to a manipulator which 
deflects, the position and orientation of the sixth 
link of the manipula to r, T6 , will have errors. The 
errors are the differencas between the desired 
position ~nd orientation, T

6
, and the T6 achieved by 

the manipulator . The purpose of the algorithm is to 
reduce these errors. 

The errors in R and e before and after 
compensation were normally distrributed and showed a 
reduction in error for each range considered. The 
improvement in the error in e was not normally 
distributed but its output showed ~ositive improvement 
in 96 out of 100 cases. The average mangitude of the 
4 negative values was small compared to that of the 
positive values. The distributions of the error in R, 
before and after compensation, were both normally 
distributed. A reduction in erro r was shown in each 
range considered. The improvement in R was normally 
distributed and positive improvement was expected in 
98 . 8% of the cases based on statistical analysis. For 
this run, 100 out of 100 showed positive improvement. 
None of the other errors analysed in the 100 sample 
run were normally distributed. The output of the 
improvement in the error in ~ shows improvement in 100 
out of 100 cases. 

The errors, other than those associated with a , 
had a substantial overall improvement aftgr 
compensation was applied. However, the errors were 
not reduced to zero and in some cases there was an 
actual increase in error. This is due to the ignoring 
of second order terms in the inverse kinematics 
solution and it is due to computer inaccuracy. 
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ESTUDO COMPARATIVO DOS DIVERSOS 

ACIONADORES HIDRÁULICOS E ELÉTRICOS 
PARA ROBOTIZAÇÃO INDUSTRIAL 

H.CUNHAJR. 
L.A. MARTIN GONÇALVES 

EESC-USP 

SUM1\ru:o 

são apresentados neste artigo, de inicio, um panorama geral dos acionadores elé 
tricos e hidráulicos. Fln seguida são rrostrados os rrodelos na temáticos dos acionadores 
e são feitas considerações sobre o controle de rooos e a canplexidad.e dos rrodelos. Fi 
nalizando tares um quadro canparativo dos acionadores e as conclusões sobre o seu de-= 
serrpenho. 

PALAVRAS QIAVES: Acionadores elétricos e hidráulicos, acionadores para rooos, esttdo 
canparativo de acionadores para rooos. 

l - IN1'RCDUÇÃO 

A produção autamtizada tan anpregado em crescen
te escala os rranip.lladores industriais e rooos can graus 
variados de inteligência artificial. O projeto e estudo 
de tais máquinas está sendo realizado em suas prilreiras 
etapas nas i.rrlústrias e universidades brasileiras. No 
quadro geral das opções de projeto uma delas é referen
te à escolha dos acionadores. Esta escolha pcrle recair 
sobre as diversas tecnologias: hidráulica, ~urnãtica, 
elétrica e canbinações destas, pcderrlo sua avaliação 
ser feita cem base em diferentes aspectos, dentre os 
quais o enfoque de controle. 

Num levantamento p:>r nós realizado entre 97 robôs 
industriais hoje em operação em diversos p:úses, 51 são 
acionados hidraulicamente, 24 eletricamente, 15 de for
na eletro-hidráulica e apenas 7 são classificados c:aro 
~umáticos. Estes núrreros, p:>r si só, rrostram uma si
tuação atual em que os acionadores hidráulicos se cons
tituem na rraioria absoluta devido à suas vantagens rela 
ti vas nas, ao t:e.mro em que isto ocorre, nas áreas de 
J::esquisa e desenvolvilrento muitos trabalhos têm sido 
realizados empregando atuadores elétricos, o que nos 
permite prever um incremento considerável na sua utiJi
zação. Os acionadores pnellll'áticos, p:>r sua vez , tem sua 
utilização restringida devido às limitações na pressão 
de trabalho que irrpedem a transmissão de grandes rotên
cias, além de não permitir boa precisão no controle de 
força e velocidade. _ 

Dentre as diversas rossibilidad.es de utilizaçao 
de acionadores, na rraioria das aplicações tares rrais de 
uma tecnologia viável, sendo a escolha geralrrente feita 
em função direta e eSJ::eCÍfica da forrração de base do 
projetista (Engenheiro Elétrico ou Engenheiro Mecânico) 
ou então levando em consideração a alternativa rrais CO!! 
sagrada J::elo uso. 

Can base no quadro acirra descrito, e considerando 
as aplicações de acionadores para rooos i.rrlustriais sob 
0 ronto de ViSta de controle 1 parece-noS de grande Uti
lidad.e a apresentação de um estudo canparativo entre os 
elenoentos do tiro hidráulico e os elétricos. 

Nesse artigo apresentarros inicialmente, a título 
de revisão bibliogrãfica, um panorama geral dos aciona
dores eH~tricos e hidráulicos utilizados em rooos. Fln 
seguida são exrostos os rrodelos rratemáticos dos aciona
dores na forrra de variáveis de estado e são feitas con
siderações sobre o controle dos rooos e a complexidade 
do rrodelo dos acionadores. Na terceira oarte é rrostrado 
um quadro canparativo dos acionadores elétricos e hi
dráulicos temo em vista suas características dinârni
cas, rraleabilidade, rendilrento, relação J::eSO/rotência, 
corrlições de trabalho, controle de velocidad.e, conjuga
do, etc. Por fim são apresentadas as conclusões gerais 
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e referências bibliográficas. 

2 - ACICW\OORES EIZrluCOS E JITDAAULICOS 

2 .l - Acionadores Elétricos 

Diversos rrotores elétricos têm sido considerados 
para aplicações i.rrlustriais, tais c:aro rrotores de passo 
lineares (ref.l), rrotores à relutância variável (ref.2) 
máouinas ass!ncronas autooilotadas (ref. 3) e rrotores de 
irrlução lineares (ref .4). - Dentre as diversas :oossibili
dad.es, sanente as máquinas à corrente continua, os rroto 
res de passo e as máquinas sincronas autopilotadas en:: 
contram aplicações irrlustriais em núrrero apreciável. 

1-btores CC. Os rrotores à corrente continua são os a tua
dores rrais conhecidos dentre os elétricos. Nas aplica
ções de rooos são utilizados rrotores à ímã ~nte 
na rraioria dos casos. Estes ímãs são canumente do tiro 
ferrite, em alguns casos nateriais terras raras produ
zi.rrlo elevados campos can menos voll..lire, nas a altos pre 
ços. Nos rrotores à corrente contínua duas soluções fô= 
ram encontradas para redução das inércias, uma J::ela re
dução do diâmetro do rotor e alongarrento no sentido axi 
al, outra J::ela produção de campo axial e realização dO 
rotor a disco. Os rrotores à corrente continua são produ 
zidos em todas as gamas de conjugado e rotência necessa 
rios nas aplicações de rooos. SUa principal qualidade e 
a facilidad.e de canando eletrônico. O principal proble
na é a existência de canutação mecânica por escovas que 
produzem rraior dispêrrlio can rranutenção. A figura lO a
presenta um esquema da estrutura de um rrotor à corrente 
contínua e ímã oennanente can rotor cilírrlrico clássi
co. 

r-t:>tor de Passo. Os rrotores de passo funcionam a nartir 
de uma fonte de corrente contí.ima associada e um canuta 
dor eletrônico que produz -p1lsos de corrente nas fases 
do rrotor. A cada -p1lso de corrente o rotor evolui de um 
passo de ângulo fixo, pré-determinado pela construção 
do rrotor (ref. 5) . Os rotares são geralmente can ímã 
~ente do tip:> ferrite. 

A operação dos rrotores de passo pcrle ocorrer em 
rralha aberta ou fechada, sendo que, no segurrlo caso 
tem-se um rraior aproveitamento do conjugado disroffivel 
e rraior segurança de rosicionarrento . Os rrotores de pas
so sãc aplicados can o eixo diretamente solidário à ~ 
ga, sem redutores ou embreagens. Fln baixa velocidade e~ 
tes rrotores produzem conjugados elevados. As constru
ções canerciais de rrotores de passo têm conjugado limi
tada a 15 Nm e velocidades da ordem de 3000 rpn. Uma 
das dificuldades do emprego de rrotores de passo é o ca
ráter oscilatório arrortecido da evolução de cada passo, 
pcrlerrlo, entretanto, esta característica ser corrigida 
ror frenagern do tiro "Bang Bang" (ref.6). Os rrotores de 
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passo apresentam inércia relativamente elevOOa, anbora 
oonstruções do tip:> rotor a disoo devam brevarente ser 
ocrnercializados (r«. 7) • Estes rrotores apresentam a van 
taga:~ de preço relativo mais baixo que os outros atuadÕ 
res elétricos. -

M::>tores Síncronos. As máquinas do tip:> sincronas têm si 
dõ utilizadãS para controle de p:>sição devido à vanta= 
gens relativas aos rrotores de oorrente oontínua. Estas 
vantagens são a eliminação da canutação mecânica, a uti 
lização de rotor sólido, rrerx:>r volume, facilidades de 
ventilação, alto conjugado em baixas velocidades, eli.mi 
nação dos redutores e embreagens, e p:>ssiliilidade dê 
faixas de velocidade até 14. 000 rpn. Alguma das vanta
gens oonstrutivas podem ser deduzidas da observação~ 
parativa das figuras la e lb. 

Os rrotores síncronos em diversas aplicações são~ 
peradas de fonna autopilotada (ref.8) serrlo dencrninado 
ocm::> "Brushless M::>tor" . Nesta operação a canutação ele
trônica das fases é executada a partir de um sensor de 
p:>sição aplicado ao eixo do rrotor. 

As dificuldades de oontrole dos rrotores síncronos 
são canparativamente maiores que as dos demais acionado 
res elétrioos. As variáveis de controle são pelo rrenos 
duas, nlvel de oorrente de estator e ângulo de canuta
ção das fases. Este sistana exige maior número de info~ 
mações realilrentadas para obtenção do controle da p:>sf
ção. 

IMÃ 
PERMANENTE 

FLUXO 
MAGNETICO 

Figura la 
Motor C.C. com í~ã permanente no estator. 

Figura lb 

ESTATOR 

ROTOR 

I MA 
PERMANENTE 

FLUXO 

MAGNETICO 

Motor síncrono com lmã permanente no rotor 

2.2 - Acionadores Hidráulioos 

O emprego da torça fluida tem sua origem a alguns 
milênios atrás, cem as prilreiras rodas d'ãgua. O fluido 
sob pressão, para a transmissão de p:>tência, teve p:>rêm 
um desenvolvimento bem mais recente, cem um grarrle im
r:ulso após a Primeira Grarrle Guerra. O seu emprego em a 
cionadores vem desde fins do século XVIII cem a prilrei= 
ra prensa hidráulica construída pelo inglês Joser:fl Bra
nah. o uso de eletricidade para o acionamento das válvu 
las de oontrole direcional e o desenvolvilrento de e1e= 
Jrelltos para banbearnento de fluido, já neste século, é 
que fizeram cem que os acionadores hidráulicos tivessem 

ex:tão sua • dlização bastante anpliada e rrelhorada, 00,!! 
tr:ib.lirrlo t:arnl::ân decisi vaJrel1te para isto o arprego de 
têcnicas adv.irrlas da teoria de controle autal'á.tioo. Po
de-se nesrro dizer que nas illtiroas dêcadas a história do 
desenvolvinento no enprego de acionadores hidráulioos 
se confunde can a própria história da evolução das ser
voválvulas (ref.9). 

Os atuadores hidrãulicos têm ocm::> função especifi 
ca realizar a conversão de força, energia ou rot~iã 
hidráulica em força, energia ou p:>tência mecânica, mais 
adequadas às aplicações. O rrovinento de salda de um a
tuador pode ser linear, rotativo, ou canbina~s desses 
dois rrovilrentos poden:io, desta forma, levar a uma clas
sificação desses atuadores em dois grup:>s prin::ipais: 
lineares, orrle estão os cilirrlros hidráulicos, e rota ti 
vos, que fXrlem ser rrotores ou osciladores hidráulicos.-

Os cilindros, apesar de produziran rrovinento li
near, podem ser associados a diversos rrecanisrros para 
produzir saídas lineares, rotativas, ou éÚJl:1a canbina
ções dessas duas. Eles podem ser p:rojetados eSPeCialJrell 
te para aplicações específicas ou- podem ser unidades -rã 
dronizadas. Estas são auase sanore uma opcão mais ecoro 
mica ror oferecer uma gama muitÕ grarrle dé opções e u= 
p:>s para larga variedade de aplicações. Para á seleção 
de cilirrlros deve-se levar em conta, alân dos cuidados 
a serem observados cem cargas laterais, a mecânica do 
rrovi!rento, força, trabalho, p:>tência e rrontagem, alân 
de fatores de rrenor i.mp:>rtância relativa ocm::> tipos de 
fluido, cargas de choque, materiais, etc. Os tip:>s de 
cili.rrlro mais canumente enoontrados são de efeito si.m
ples ou de efeito duplo e, quanto às caracteristicas 
oonstrutivas, os mais utilizados são os de haste sim
ples, haste dupla, telescõpioos, p:>sicionais e macaoos 
hidráulioos (ref .lO) • Q.Ianto à faixa de trabalho pode
se enoontrar facilJrellte cili.rrlros operarrlo à pressões 
de até 350 bar ou mais, canpriJrelltos de curso da haste 
de até 15 netros, e dispomo de forças em torno de 700 
KN. As aplicações mais canuns são no acionamento de 
prensas, guilhotinas, sopradoras, injetoras, extruso
ras, calarrlras, gu.irrlastes, scrapers, escavad.eiras e mâ 
quinas operatrizes em geral. Alân destas funções ctire= 
tas de acionarrento, os cilindros podem também ser ele
Jrelltos constituintes de robôs e outros tip:>s de manip.l
ladores irrlustriais, orrle desen;:enham um papel furXIamen 
tal. Neste tipo de aplicação é i.mp:>rtante ressaltar ã 
facilidade de controle que estes atuadores oferecem no 
que diz respeito à velocidade, alán de oferecer forxas 
bastante elevadas em vista de suas pequenas di.mensbes 
relativas. 

Fiqura 2a 
Cilindro hidráulico controlado 

..----------- olimontoçõo 

Figura 2b 
Motor hidráulico controlado por válvula 



OS ITOtores hidráulicos convertem a energia hidráu 
lica em rrecânica sob a fonna de torque e rotação conti:: 
nua. Esses ITOtores p::xlem ser unidirecionais ou bidire
cionais e t:aml::lér.l p::xlem ser de vazão fixa ou variável. 
Dentre os ITOtores de vazão fixa encontram-se os de en
grenagens, palhetas, e de pistões radiais e axiais. Os 
de vazão variável podem ser de palhetas ou de pistões. 
Todos esses ITOtores hidráulicos atuam devido à pressão 
hidráulica produzindo então um torque e girando de acor 
do cem a variação do fluxo de entrada para produzir urrã 
rotação de saída. 

O processo de aplicação dos ITOtores corno acionado 
res rotativos requer um at:endirrento dos elementos de p) 
tência do acionador, da sua fonna de obtenção, uso e 
controle. OS parânetros principais de um acionador rota 
tive são a potência, o torque e a velocidade. O centro=" 
le de pressão e do fluxo pennite então o controle des
ses parânetros fundarrentais. 

Para alguns tipos e tamanhos de ITOtores hidráuli
cos encontrados carercialnente, pode-se obter rrr:::trentos 
torçores da ordem de 1200 Krro, rotações de até SOOOrpn, 
e pressões de trabalho em tomo de 400 bar (ref .11) . 

Os ITOtores hidráulicos têm já inúrreras aplicações 
consagradas, caro por exerrplo, em guindastes, perfurado 
ras, serras, esteiras rolantes, dragas, laminadores, 1:::0 
binadeiras, misturadores, máquinas agrícolas, rnáquina"Er 
opera trizes e, mais reoentarente, ~am a ser empr~ 
gados caro acionadores para uso em robõs industriais, 
principa]nente nas aplicações que requerem paradas e 
partidas constantes can carga, reversão rápida no senti 
do de rotação, conversão do torgue, controle de veloci:: 
dade, e outras, onde seu desempenho é ban :rrelhor que o 
de outros ITOtores. 

Os osciladores hidráulicos, também atuadores rota 
tivos, transformam a energia hidráulica em :rrecânica pro 
duzindo um alto torque e um giro do eixo de saída a'õ 
longo de um arco limitado, requerendo pequenos espaços 
e ITOntagens bastante simples para sua utilização (ref. 
1~). Devido a sua fonna de trabalho, os osciladores são 
reversíveis e devem ser controlados por válvulas de qua 
tro vias. Eles consistem de câmara ou câmaras, contendO 
o fluido e urna superfície nóvel da qual o fluido atua .
A superfície móvel é conectada a um eixo de saída para 
produzir o ITOVi:rrento de saída. 'Estes atuadores '[XJdem 
ser de ação direta, àtravés de palhetas rotativas, ·OU 

ainda cem pistões cujo movimento de translação reti~í
nea é interna:rrente transfonnado em rotação por :rreio de 
roscas san-fim 011 por :rreio de cremalheiras. Einbora' 'al
guns tipos can pistão possam produzir mais do que urna 
volta do eixo de saída, os atuadores rotativos can pa
lhetas estão. limitados a menos de 360°, geralnente 270° 
a 300°. A capacidade de atuadores rota ti vos can palhe
tas varia desde 3 lb.in até 1.000.000 lb.in. Os oscila
dores, alêm de aplicações gerais, têm também urna varia
da gama de aplicações na autanaç.ão industrial servindo, 
por exanplo, caro elemento acionador de válvulas, posi
cionador, conversbr de direção, alimentador de prensa, 
alimentador intermitente, misturador, esticador, produ
tor de rotação constante, entre ootras. 

3 - MDEI.a3 MA'I.'EMÂTICXlS OOS ACICNAOORES 

O projeto do sistema de controle dos acionadores 
necessitam a obtenção de um m::xlelo materrático da planta 
a ser controlada. Este m::xlelo necessita ser simples, 
san no entanto perder as principais características es
táticas e dinâmicas do sistema. 

3 .1 - r-t::rlelo de 1\cionador Hidráulico 

Considerando-se um cilindro alimentado por urna 
servo válvula, tel!Os para seu desloca:rrento linear x(t), 
cem velocidade x(t) e aceleração :lt(t). Para servo vál~ 
la consideraiTOs y (t) e y (t) os desloca:rrentos e veloci~ 
des respectivarrente. Das equas;ões de continuidade nas 
câmaras do pistão, da aplicaçao da 2a. Lei de Newton pa 
ra as forÇPS atuando no pistao, da Equação de Berrroulli 
entre fluxo e carga, e das relações entre a variável de 
controle u (t) da servo válvula e do seu desloca:rrento po 
dem:>s escrever as seguintes equações (ref. 13). -

x1 (t) = x(t) 

X.- (t) 
"' x
3

(t) 

x
4 

(t) 

xs (t) 

*3 (t) 

*s(t) 

= x
1 

(t) 

= x
2

(t) 

= y(t) 
' 

= *4 (t) 

- w2x (t) 
oz 2 

- w2. x (t) 
os 4 

• 

20zv~zx3 (t) + Vzw0~x4 (t) 
20 w xs(t) +v wl.u(t) 

s os s oz 
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(1) 

Oz' Os e woz' w
0

s são coeficientes de aiTOrteci:rrento, 

frequéncias naturais dos sistemas cilindro e válvula res 
pectivamente. -

Nas equações açima foram realizadas linearizações 
para simplificaç.ão dos ITOtores (ref.l3 e 14). Este sis
tema serve tanto oara desloca:rrento linear caro anaular. 

O mod.elo matemático em ecruacões de estado é~ da se 
guinte fonna: ~ • 

al o 1 o o o xl o 

xz o o l o o x2 o Eq.2) 

x3 : o 2 -20 vi V w2 l -w + o .U(t) oz z oz z oz 

x4 o o o o l o 

o o 2 2 x5 -w VW os s o 

o m::xlelo em questão pode ser reduzido à terceira ordem 
nos casos em que a dinâmica da servo válvula seja des
prezível em relação a do cilindro. 

3. 2 - r-Ddelo Matemático do ~tor de Corrente Contínua 

Para um ITOtor de corrente contínua a ímã permanen 
te, as equações elétricas e :rrecânicas podem ser escri:: 
tas da seguinte fonna clássica (ref. 15). 

V(t) =Ri(t) +L di(t)/dt +E (3) 

onde E = cL w, can w = velocidade angular 
c;létrica = K.i(t) ·para equação do conj. elétrica. 

J dw/dt + Dw = c; - ~ 

9 = dw/dt 

das equações acima obtel!Os: 

di(t)/dt =R/L i(t) - ri.../L w(t) + V/L 

dw(t)/dt = K/J i(t) - 0/J w(t) + l/J S, 

d 9(t)/d(t) = w(t) 

utilizando a representaç.ão de estado temos: 

(4) 

(5) 

Entretanto, este rrodelo pode ser simplificado para um 
de segunda ordem. 

3. 3 - Motores de Passo 

Os ITOtores de passo podem ser representados rx:>r um 
mod.elo simples envolvendo sa=te as características ~ 
cânicas sobre um passo para a aplicação em malha al:er-
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ta (ref.6). 

n.K.i = J d
2
&(t)ldt2 + D d&(t)ldt (7) 

onde n representa o núrrero de fases alinentados a cada 
instante. 

Nas operações em I!'alba fechada os valores da cor
rente rrédia ~ (t) são função do ângulo de c:x::rrutação de 
fase Of(t). 

im (t) = GL.ef (t) 

Sendo portanto, 

.t.ef(t) = J d
2
e(t)ldt2 +o de(.t)ldt 

(8) 

3. 4 - r-Ddelo Matemático de Máquina Síncrona a Rotor ! -
ma Permanente 

Para uma máquina de corrente alternada, não satu
rada e alinentada por uma fonte trifásica simétrica e 
quase senoidal, podares escrever as seguintes equações, 
onde os ternns cem índice 

1 
s' referem-se ao estado n, e 1 R' 

ao rotor (ref.l6). 

~is + Ls.d!gldt + L
0

.dldt(IRejfl = vs(t) 

~rR + ~.díJ.(<It + ~.dldt( f'8e-jtl = vR(tl 

J .dwldt + Dw = c;; - S, = 213 .M. IM{ ís. (íReje l *) -cL 

darrlo dtldt = "' = velocidade angular no eixo e 

r ( ) - - (t) - ( ) j21tl3 - ( ) j4 13 
5 t - lsl + l 52 t e + l 53 t e 

!'R(t) =-~(t) + íR2(t)ejZ•13 + IRJ(t)ej4 13 

com isl + i 82 + is3 = O e ~ + ~ + iR3 = O 

sendo em ( 9) ~ 

j2WI3 4~13 
VS(t) = vSl (t) + v

82
(t)e + vS3 (t)e 

. * 

(9) 

(lO) 

(11) 

(12) 

Na equação (11) (j.ReJt) é o conjugado cx:.mplexo. 
Simplificações no rocdelo anterior podem ser intro 

duzidas. Primeiro desprezando as equações de corrente 
do estator rela suposição que o inversor é capaz de .l.Jn
r:o-las. Muitos sistemas r:ossuem I!'alba de corrente facili 
tando a :imposição desta. -

As correntes do rotor podem ser representadas por 
um m::rlelo simplificado de duas fontes de correntes (ref 
17) e as equações (10) podem ser s:implificadas para: 

~(t) = ~ - y2 (ej 2~13 + e-j21f/3) = 312 ~ (14) 

onde ~ representa os equivalentes às fontes de corren
tes. 

As equações correntes de estator e rotor podem 
ser representadas nos eixos da eq. (ref .18) • 

Utilizando a expressão da corrente em função do 
ângulo de torque ot taros para i : .sq 

isq = rm [ -rse -J] = is senGL (15) 

subs~ituindo (14) e (15) em (11), 

J dwldt - Dw = M ~·isq - S, = K.isq - S, 

3. 5 - carentários Sobre a canplexidade dos r-Ddelos 

o controle dos diversos atuadores de um rob6 pode 
ser realizado de forma descentralizada, tendo um micro
processador para controle de cada atuador. 

Os m::rlelos dinâmicos de atuador não devem possuir 
cx:.mplexidade para facilitar os cálculos a serem realiza 
dos durante a operação. -

Dentre os m::rlelos apresentados, o mais simples é 
do rrotor de passo, onde nenhuma realimentação é necessã 
ria para controle do rrotor em I!'alba aberta e arenas a 

realimen~o de posição é nece~sfu:ia em malha fechada, 
Nas operaçces em malha aberta o rrotor ª q-erado a 50% 
do conjugado mãxirro dispon!vel, caro tredida de seguran
ça. 

Em segundo lugar, quanto à cx:.mplexidade de m::rle
los, aparecem os rrotores de correntes continuas, no ca .... 
so simplificado sendo um segunda oroem. P.ara operação 
destes rrotores são habitualmente necessárias informa~ 
ções realimentadas sobre três variáveis. No caso de uti 
lização encoder de posição a velocidade pode ser obti;:" 
da sem o dispên:lio de outro transdutor. 

Os atuadores hidrãulicos são representados por um 
m::rlelo simplificado de terceira oroem, sem rruita canple 
xidade de controle, sendo necessárias realimentaoões de 
posição e velocidade para q:e.ração do sistema. • 

No caso de rrotores sincronos de !rnã rennanente 'te 
rros o m::rlelo mais cx:.mplexo, onde oelo menos duas variá.=" 
veis têm aue ser controladas. hlenais os rrotores sincro 
nos intrcrluzem cx:.mplexidades de controle devido à nece5 
sidade da transformação de cooroenadas a ser realizadâ 
relo processador. Além das realiment.aç.&s de corrente, 
posição e velocidade, a operação dos rrotores síncronos 
:implica oo cãlculo do ângulo entre as tensões ou corren 
tes de estator e a força eletrcJrotriz induzida. A des-= 
reito da canplexidade de controle dos acionadores sín
cronos, eles são atraentes devido à rossibilidade de al 
tas velocidades. ... 

4 - a.JADID CXMPARATIVO ENl'RE ACICNADORES ~cn> (E) E 
ACICNADORES HIDRÂULicn> (H) 

(1) Acúmulo de Energia, (E) Difícil, (II) L:ilil.i.tado; (2) 
Transporte de Energia, (E)Fácil, rápido, barato, grandes 
distâncias, (H)Fãcil, lento, caro, distâncias até 100m, 
(3) Custo de Prcx:lução, (E) Baixo, (H) Inicial elevado; (4) 
Obtenção de M::Jvimento Retilíneo, (E)Dificil, .necessitõ. 
transmissão rrecânica, (H) Fácil (cilindros hidráulicos -
requenas dimensões pa:.:a forças elevadas) , fácil contro
le de velocidades; (5) Obtenção de M::Jvimento Rotativo, 
(E) Fácil (rrotores elétricos)- largas faixas de velocida

de, (H) Fácil (rrotores hifráulicos)rotas;ões não rruito al
tas, facilidade de regulagan e variaç.ao de velocidade -
torques altos; (6) Constante de Tem);:o, (E)OCisíncrono -
baixa, step-média, (H)Média; (7) Conjugado de Partida, 
(E) Elevado, até 2 vezes o nani.nal, (H) Até 80% do nani
nal; (8) Rendimento, (E)Alto - 90 a 95%, (H) Regular- 65 
a 90%; (9) Relação Peso/Potência, (E)Grande-13,6 Kg/Hp, 
(H)Pequena - 5,4 Kg/Hp . 
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DYNAMIC POSITIONING SYSTEMS 

NABEEL R. ELlAS 
MECH. ENG. DEPT. , UNIV. OF KHARTOUM 

Dynamic positioning is the technique of maintaining the position of a vesset, 
barge or fioating p!atform by means o.f thrust . Dynamic positioning systems provide 
a highty versatite anchoring system .for vessets , etc ., that must remain on a given 
!ocation in the deep ocean . One very specific requirement for a!Z offshore drit-
ting equipment is that the equipment, ship or ptatform, barge or semi-submersibte 
shoutd be cnvabte o~ retain~na a statio~u position at sea, Conventionatty, ships 
are steer ed automat~ca!Zy us~ng gyroscop~c feedback of heading to compare with de
manded course, and the resuUant error signaZ is processed by standard three term 
controzter be.fore activating the steering gear to produce rudder denection and cor
rect course 

INTRODUCTION 

The technique of dynamic positioning can best be 
understood by considering the problem of control in ge
neral • In the most general terms, a control system can 
be described as a device which regulates the flow of 
energy in such a manner as to achieve some desired goal. 
Usually the system to be controlled is fixed and the 
designer has the capability of chossing the energy prod
ucers(actuators) and the manner in which to regulate 
this energy(controller). These elements are tied togeth
er to form the closed loop control system. The control 
problem becomes dynamic because of the presence of dis
turbing forces which are constantly changing. 

The dynamic positioning system main components 
are :-

1. Position measurement system1 including all d 
devices for generating the ~formation to be 
processed by the controller. 

2. Controller; the output of which is sent to the 
actuators. 

3. Actuators(Propulsors); which povide the necess
ary counteracting forces and activity of stear
ing gear. 

The ship is controlled in the horizontal plane; 
in the longitudinal x (surge) and Lateraly y (sway) 
directions, and about the z-axis (yaw), Fig.1. The 
system input are the ships position,surge and sway, 
and heading,yaw. The error is a positional deviation 
determined by coparing a measured value of position and 
heading with the desired value. This error is processed 
by the controller, which calculates the required thrust 
and inputs control signals to the propulsion system. 
The propulsion system produces the commanded thrust to 
counter the disturbing forces. 
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SYSTEN RE!UIR.:!:MENTS 

During the actual dri l ling phase the automatic 
control system should be capable of :-

1. Controlling the propulsors for maintaining a 
reference position and heading under specified 
adverse weather conditions, 1rith a maximum allow
able radial position error of 6% of water depth so 
that not to exceed the allowable bending of the 
drilling string. 

2 . Avoiding high frequency fluctua tions in the thr4st 
demand ( ;> 0.05 cps) since this may cause 
unnecessary wear of the propulsors, moreover the 
poNer plant may not be capable to follo~1 these 
fluctuations which may result in power interuption. 

3 . Controlling the propulsors for changing the 
position of the ship in case a new reference 
position is selected. 

4. Cont rolling the rudder deflect i on during steering. 

A very specific feature of dynamic positioning 
accuracy is essentially independent of the water 
depth, but that it depends only on the environmental 
conditions and the properties of the ship and its 
propellers . As a rule the accuracy with which it is 
possible to determine the actual position depends on 
the depth of the water, these b1o properties have for 
a re sult that the pos~tioning accuracy as a percenta
ge of water depth decreases according to the water 
depth decreases. 

DISTURBING FORCES 

Since the behaviour of offshor e structures 
results from environmental conditions it is essential 
to consider these conditions. Environmental forces 
are produced by current, wind and ~/aves. The result 
of these forces are ship motions in six degrees of 
freedom, pitch, roll, yaw, surge, sway , and heave. 
For dynamic positioning the motions of primary 
concern are t~ planar motions of surge, s~1ay and 
yaw only which are affected bY. the direction of 
current and 1·1ind [ 1] , ( 2] , [3] . 
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POSITION MEASUR»>ENT SYST:EN 

ln the case of a drillship, the positional 
requirement will generally be that the centre of the 
rotary table is directly above well.Thus lea~itudinal& 
transverse displacements of the centre of the rotary 
table, with respect to a fixed reference, must be 
measured as well as the heading of the ship. 

The source of the heading data is the ship 's 
normal gyrocompass. For linear displacements, 
techniques fall into three categorias; electronic, 
mechanical, and acoustic. Electronic measurement 
has the disadvantage of requiring proximity to land 
gi ving ri se to ·~ecrease in accuracy wi th increase in 
range. Mechanical means (such as the inclinometer) 
and acousticsonar-techniques have shown itself to 
meet the requirement of dynamic ship positioning 
systems. 

Obviously the position measurement system need 
not employ only a single technique. If the ship 
is to be used over geographical areas that are near 
shore and in mid ocean, a combination of several 
techniques can be used so that sufficient accuracy is 
obtained for all locations and all water depths [ 4]. 
Both, acoustic ( 5] and taut-wire techniques could 
be used. 

THRUST ACTUATORS 

Dynamic ship positioning systems counter 
external environmental forces by the use of thrust. 
The thruster configuration must be such that it can 
provide forces for control of the three motions, 
surge, sway, and yaw. ln addition, the thruster 
system must meet the following :-

1. The total thrust magnitude must be great 
enough to counter expected environmental 
forces. 

2. The dynamic response of the thrusters must 
be rapid enough to follow the changing 
external forces. 

There are several thruster types and configura
tions which meet these requirements. 

Thruster system can be divided into the 
following categories [6] :-

1. Fixed bladed propellers for longitudinal 
thrusts, fixed bladed thrusters for trans
verse thrust. Thrust magnitude control by 
variation of r.p.m. 

2. Controllable pitch propellers and thrusters 1 
thrust magnitude control by variation of 
pitch. 

3. Cycloidal propellers (voith Schneider), 
thrust magnitude and direction control by 
means of control of kinematics of blades. 

4. Rotatable thruster units, (either retractable 
or fixed), thrust magnitude control by 
variation of r.p.m. thrust direction control 
by rotation of the unit. 

The thrust attained by all these thrusters 
is normally in the region of 8-12 kgf(H.P., depending 
upon the propeller loading which by consequence, 
renders it necessary to instar longitudinally, roughly, 
6000 h.p., and transversely 4500 h.p. forward and 
3000 h.p. aft. 

~/ater jets have not been considered by re.;lson 
of insufficient efficiency. 

As it is required that an arder for change of 
thrust would have to responded to with the greatest 
po sible speed, fixed bladed propellers were deemed 
the least suitable solution for this particular 
problem. 

Rotatable or steerable thrusters are similar in 
concept to inboard/outboard motors where thrust 
direction is varied by changing the direction of the 
propeller. The disadvantages of steerable units is 
the additional complexity of the hardware needed to 
control the propellers orientation. 

The rema ining possibilities are controllable 
pitch propellers and cycloidal propellers. Cycloidal 
propellers control both thrust magnitude and direction 
through blade kinematics. In concept these units 
seem ideally suited to positioning application due to 
their excellent dynamic response. However, their 
efficiency ( thrust/horspOiver) is not as high as 
controllable pitch propellers and they are some what 
expensive. Cycloidal propellers produce a thrust 
of 8 kgf/hp. This efficiency can be improved by 
mounting a nozzle-plate under the propellers or jet 
guides above the propellers . 

Contollable pitch propellers (or thrusters) are 
the most commonly used thruster system. Longitudinal 
thrust is provided by the ship main propulsion and 
lateral thrust is produced by thrusters mounted 
transversely to the ship axis. Yaw correction is 
achieved by commanding unequal thrusters, thus 
producing a turning moment on the ship. 

The thrusters can be mounted directly on the 
hull or in tunnels . Tunnels afford thruster 
protection and reduce drag when the ship is in transit 
However , tunnels slightly decrease the thruster 
efficiency due to increased bydrodynamic flow 
resistance. 

The control concept using these two types of 
propellers will be considered in the next section. 

THE CONTROLLER 

In general the controller performs the functions 
of processing and analyzing the errar signal informa
tion, computing the necessary control orders and 
operating the ship 1 s propulsion system. 

These functions could be implemented by the use 
of either an analog or digital computer. Analog 
computer is believed to be more dependaple on board a 
ship than a digital computer, as it is less sensitive 
to electric current variations, heat and humidity. 
But , the present trend is to use small general 
purpose, digital machines due to other reliability, 
versatility and ease of expansion by the purchase of 
additional core storage . ln addition to the central 
processing unit computer must include interface hard
ware which allows the compu ter to communica te \·Ti th 
the epera tor, and various external sensors. The 
computer is to be programmed for specific application 
of ship positioning. 

The position measuring systems gives the 
position of theship with reference to a fixed set of 
coordinates. This information must be transformed 
into something more readly usable by the thrusters, 
i.e., the coordinates of the selected point with 
respect to the fore~aft and port-starboard axes of 
the ship. This is dane by the computer and the 
output of which are ~x, ~. (the coordinates of the 
selected point with respect to these axes) and ~ Q 
(the discrepancy between the actual and the desired 
r.eading). 



These information signals, 6 x, 6 y and 6 Q, 

mu~t be filtered from noise. There are various 
reasons for the noise. Vibrations of the taut-wire, 
scattering of , the measurements given by the acoustic 
sensors, pitch and roll of the ship. Left unfiltered 
the noise would be amplified in the subsequent stages, 
giving rise to hunting of the servo-mechanisms which 
would shorten their life expectancy. 

If F and F are respectively the projections, 
on the for~-aft aftd port-starboard axes of the ship, 
of the external forces acting on its center of gravity, 
and R and R are the projections, on the sarne axes, 
of th~ count~r balaning thrust, and if C is the 
external torque acting on the ship and T the torque 
provided by the thrusters, we can write :-

F 
X 

F 
y 

c 

would 
[7] 

R k1 6, X ( 1) 
X 

- R k2 6. y (2) y 

T k3 6. ~ (3) 

However, merely solving equations(~)and(3) 
not lead to a satisfactory positioning system 
for the following reasons :-

1. The motions of the ship are very little 
damped by the sea. Some kind of artificial 
damping must thus be introduced. 

2. Current and wind forces are r elatively 
steady and would blow the ship off position 
if lif unchecked. 

3. According to equations 1, 2 and 3, the 
counter balancing thrusts would be equal to 
the external forces only when ~ x, ~ y, and 
~ Q reach a certain value which dependa on 
coefficients K1; K2 ; K

3
• Since these 

coefficients cannot be made very large without 
provoking a dangerous hunting back and forth 
of the positioning system, it fo~lows that a 
positioning error, proportional to the 
external force, would be systematically 
maintained. 

For these reasons, the classical solution, 
P I D controller is used. The control term propor
tional to the measured deviation is the basic feedback. 
the derivativa term is added, to increase the damping 
of the control system, and consequently acts as a 
stability factor. The function of the integral term 
is to compensate for steady-state disturbing forces. 

The proper choice of the gain constante K , K. 
and Kd for each of the control loops is the resElt Õf 
control system design and simulation. High gains 
result in tighter position keeping with adverse effect 
of increased thruster activity. Low gains can be 
used in mild sea conditions without adversely affecting 
positioning. Normally, sets of gains for each loop 
are provided for operator selection. This allows a 
degree of latitude in control system performance 
optimization depending on site weather conditions and 
required positioning accuracies. The three term in 
each loop are summed to determine the forces Rx' Ry 
ahd couple T. 

In addition to the error-force terms, wind-feed
forward must be used. A wind force correction term 
is computed for each axis. The wind-force is 
determined from measurements of wind magnitude and 
direction and ship characteristics. The wind term 
counteracts wind forces before it has an opportunity 
to blov off position. Inclusion of wind compensation 
greatly increas~s position keeping accuracy, as wind 
is the predominate disturbing force acting on ship. 
Fig. 2 shows a diag., of such a system. 
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FIG. 2 SOPHISTICATEO .CONTROL SYSTEM 

The thrust componente, R and R , and torque T 
necessary to control sur~e, swaJ and yaw are the 
result of error-force and wind terms. 

Also it would be possible to feedback a current 
term. Current rorces like wind forces are relatively 
steady. Although this extra loop has not been 
applied to dynamic positioning systems in operation, 
but it promises an increase in accuracy of positioning. 

From the total thrust and torque requirements 
R , R and T, the last stage of the controller 
d~ter~ine the individual output of each thruster. 
This dependa upon the type and configuration of 
thrusters. As discussed earlier, the thrusters to 
be used are either controllable pitch propellers or 
cycloidal propellers. 

Once the required thrust per propeller 
(knowing the number of propellers in operation) has 
been calculated, the corresponding control signal of 
each propeller is determined using the propeller's 
manufacturers data. 

However, the developed thrust may deviate 
from the reçuired thrust in many cases. One reason 
may be the saturation of the propulsora since the 
available power to generate thrust is limited. 

Another reason is the limited rate of change of 
propeller's thrust. Also the performance of thrusters 
depends upon the influence of current magnitude and 
direction. It would be possible that this variation 
in performance is considered by the controller, so 
that corrections of the control signal to the propell
ers could be done. 

Saturation of the transversa propulsor will 
affect the heading of the ship, and to avoid this, the 
heading is given a priority at the cost of position 
control (named sway). This is done by introducing a 
heading priority loop in the control system. However 
in some situations the heading priority is less useful, 
this is the case when due to the saturation in stern 
thrusters, the ship will head up into the wind. 

CONTROLLING THE SHIP DURING COURSE MOTION 

Conventionally ships are steered automatically 
using gyroscopic feedback of heading to compare with 
a demanded course, and the resultant error signal is 
processed by a standard three-term controller before 
activating the steering gear to produce rudder 
deflection and correct course. Similarly independent 
active fin stabiliaer systems are fitted, measuring 
roll gyroscopically and using the fins to reduce roll. 
Significant cross coupling has been observed in this 
multi-variable system, and this has been used to some 
advantage in an active rudder roll stabilisation 
system. 
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An analogue computer study can be made to assess 
the advantages of various fin central strategies 1 to see 
if significant course keeping improvements were possible, 
and hence to synthesise an integrated ship central 
system. 

Gowley and Lambert ( 8] were responsible for 
developing a roll stabiliser system using the rudder 
for fast container ships. This work was based on 
observations by Taggart ( 9] and Lewison {. 10] who 
noted that the rudder 1 will apply roll moments as it 
ia used te ateer. These are induced moments. Roll 
moments are nQt normally a problem, as the frequency of 
rudder motions required for automatic course central is 
often as much as a decade below the ship roll natural 
frequency, and so the rudder excited roll amplitudes 
will be small. If, however the rudder is fast ' enough 
to excite the roll natural frequency of the ship it may, 
by applying moments in the correct phase, be used as a 
roll stabiliser. 

The roll stabiliser system developed by Cowley has 
been proved by extensive sea trials mainly abroad 
Manchester Concorde. For ships fitted with active fin 
stabilisers which are inclined to the horizontal, one 
would expect a similar eross coupling into the lateral 
motions of yaw and sway. This is because with incliÓed 
fins the horizontal componente of the fin force are 
additive and therefore produce a lateral force causing 
sway motions and unless the yaw axis of the ship, yaw 
moments will also be produced by this lateral force. 
Thus as far as yaw and sway effects are concerned, incl
ined fins produce the sarne qualitative effects as the 
rudder, although the magnitude of the force and momeent 
may be less. One is therefore faced with the situation 
where ~wo separately controlled hydrodynamic surfaces on 
the ship each effect the motions in sway, yaw and roll 
and it therefore seems likely that if suitable control 
strategies could be developed, reductions both in roll 
amplitude and in yaw errors may be obtained. The 
reductions in lateral motions would of themselves help 
reduce roll motion due to the hydrodynamic coupling 
between these two channels. 

The use of two distinct systems for fin stabilisa
tion and auto-pilot has been suggested by Carley and 
Duberley ( 11] to be a possible cause of poor fin 
effectiveness. Lloyd [ 12] makes some suggestions 
regarding modifications necessary to counteract these 
interactions. Also Allan [ 13] noted in an early 
paper on fin stabilisers that in some circumstances 
their use could make the ship almost unsteerable. 

The independently-designed roll stabilisation 
system aims to minimise ship roll, whereas the auto
pilot attempts tominimise yaw excursions from a selected 
heading. Both are attempting to minimise propulsive 
lasses due to additional resistance incurred from 
unnecessary ship motions and 1 as the two systems are 
often fighting one another 1 this criterion is not met. 

An initial pilot study was conducted by Cowley 
using a fictious model generated from previously deter
mined derivatives for Manchester Challenge but with the 
assumption of a fin stabiliser package fitted, the 
information for a fin system for a vessel of this type 
bei~g supplied by Measrs. Brown Brothers. This study 
indicated that worthwhile improvements in both yaw and 
roll control could be obtained by cross coupling yaw 
rate to the fin controller and roll rate to the autopilot. 
Manchester Liner's containerships were perhaps a little 
unusual in that the rudder is capable of exercising very 
effective roll control and for this reason it was decided 
that further work should be carried out on a different 
type of vessel, preferably one which would normally be 
fitted with active fin stabilisers. Paper (14) 
describes an analogue computer simulation study to assess 
an integrated control system for stearing. 

A block diagram of the integrated controller is shown 
in Fig. 3. 
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OPTIMIZACION PARAMETRICA DE REGULADORES 

DE VELOCIDAD DE TURBINAS HIDRAULICAS 

RUBEN H. MILOCCO 
EDGAR WILLIS 

LABORATÓRIO DE CONTROL AUTOMÁTICO, LA PLATA, ARGENTINA 

Fn este trabajo se analiza eZ ajuste optimo de un controlador de velo
cidad tipo proporcional mas integral mas derivativo de una turbina hi
draulica utilizada para generacion electrica . EZ optimo se realiza en 
eZ sentido de minima varianza de la frecuencia electrica considerando 
las perturbaciones estocasticas normales deZ sistema electrico y la es 
tabiZidad deZ mismo . Se plantea una alternativa adicional de controZ me 
diante la inclusión de una avanacción que permite mejorar la conducta 
de la frecuencia y la estabilidad deZ Zazo . 

I ~~ T R O D U C C I O N 

E n 1 os s i s tem as e 1 e c t r i c os de p o 6t_ e ~ ... c.}.:!.,. 
el loÇJro de una buena cal iciad de cont~
ductas poco oscilatorias son objetivos desea
bles de alcanzar ,pero que no es facil satisfa
cer s imultaneamente.F.n aquellos sistemas con 
predomínio de qeneracion hidraulica estos pro
blemas se agudizan por las características di
namicas de tas tufbin~s de este tipo de centra- , 
les(respuesta inversa, variación de sus parame
tros en funcidn de la carga),que no admiten 
una respuesta rápidas in comprometer la esta
bilidad del s ist ema en el cual actuan.La res- " 
puesta necesariamente lenta de este tipo de 
centrales respecto de tas perturbaciones pre
sentes en el ststema provocan un desbalance 
cf1námico entre la potencia demandada y la po
tencia generada que se refleja en grandes apar
tamientos de la frecuencia electrica.En este 
trabajo se busca optimizar los parámetros del 
controlador convencional de velocidad de las 
turbinas hidraulicas para lograr miníma varian
za de la frecuencia e léctrica cuando esta s u
jeta a las perturbac1ones e stocas ticas norma
les (pot e ncia demandada), observando la esta
blli<'acf del lazo para distintos puntos de car
ga. 

OPTIMIZACION PARAMETRICA 

La mayoria de las turbinas electricas 
instaladas poseen controladores convencionales 
tipo proporcional mas integral mas derivativo 
(P+I+D) ,por ello este analisis lo réa\izare

rnos o p t i m i z a n d o,4s'8~~a ,ju s te s de . e s te par a . ~ b te
ner mínima varianz 1"ft) ateno1endo tamblen 
la varianza de la pos1cion de lo s alabes direc
tores de la turbina(i'MJ.Para el anal1sis supo 
ndremos que todo el sistema electrico esta 
constituído por una turb1na hidraulica equiva
lente segun se Muestra en la figura l.En ella 
f. es e 1 valor deseado de frecuencia;Tw es la 
constante de tiempo de la turbina [Ref ij ~Ti 
es la constante de Inercia dei grupo;'>.'es el 
punto d~ operac1on de la turbina;.Pd'es la po
tencia demandada;'Pg' es la potencia generada por 
el grupo;Kc,TI.-~d',bp son l os parametros del 
controlador:(ganancia transitor1a,tiempo lnte
gral,tiempo derivativo y estati s·mo permanente} 
·;·M'es la posic1on de l os alabes directores y 
'f'es ta frecuencia electr1ca del sistema. 

r----·- ---· ------- -- -----------i 
I : 

' ' 
!__ ------------- ---- ---------- -· 

F1gura 1. 

La opt1m izac1 Ón paramétrica consiste en encon
trar la terna kc,Ti,Td que minimize la suma 
pesada de las varianzas de la trecuencia(i'f) 
y de la posicion de alabes directores(l'>~).El 
proced1miento utilizado consistió en expresar 
la varianza como la integral del espectro de 
potencia de la seiia l l.Ref 21: 

·~ .~ 

'tM= h,MM(w}dw; 'Ôfi= L~ff (w) dw \.11 

donde" (I> ff ( w) '• es e 1 espectro de potencia de 
la frecuenc1a electrica y"<l>MM(w)"es el espec
tro de potencia de la seiial de posición de los 
alabes directores de la turbina.Luego se buscó 
el mínimo de(a.'i'f + b.!t1) donde a[o,11 y b[O,l} 
con a+b=1 

min l]a (i\ff(w jKc ,TI,Td)+b~MM(w,Kc,li,ld~ dw[z] 

donde: [Ref z) 

~ff(w, Kc, Ti ,Td)=~PdPd(w) 

(J>t1M(w,Kc,Ti ,Td)=~PdPd\w) 

z I GP d f ( w, Kc , 1 i , T d ~ [3] 
2. 

jGPdM (w, Kc, Ti, Td Jj [4] 

·~PdPd(w(es el espectro de potencia de la po
tencia demandada ;"GPDf (w,Kc,Ti,ld)"es la fun
cion de transferencia entre'Pd"y'f";"GPdM(w,Kc, 
T i , T d ( e s I a f u n c i Ó n de t r a n s fere n c i a e n t r e • P o" 
y "M: 

E 1 cá 1 cu 1 o de I a i n te g r a I í.z1 h a s i do r e a-
lizad o e n forma recursiva segun la [Ref z].La 
busqueda de la terna Kc,Ti,Td que minimiza la 
suma pesada h a s 1 do rea I i zada por e 1 me todo de 
busqueda aleatoria [Kef 3] que consiste en cal
cular la integral [z) para un numero finito de 
pos i bles ternas elegidas en torma aleatoria 
so bre un intervalo dado de las variables.La re
petición de estos calcules reduciendo el inter-
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• v a 1 o de 1 os pos i bl es v a I ore s · que pueden toma r 
las variables de la terna ,permite obÍ:ener el 
min1mo buscado.En estos calculos ,los valores 
adoptados para las constantes del sistema . son 
las típicas que recomienda la b1bl1ografia 
[Ref 1]: Ta=10 seg. ; Tw=3 seg. 0,1 ; =.1 
;bp=O . o4 

· -~ 

Para que la busqueda se realize teniendo 
en cuenta las perturbaciones estocasticas nor
males de potencia demandada que 1nterv1enen en 
el sistema·, debemos conocer el espectro de po
tencia de esta (~PdPd(w)) para luego ser usa
do en las ecuaclones(31yl_4}.El modelo quere
presenta este espectro de potencia ha sido 
extra ido de la bibl iografía [Ref 41: 

g,PdPd(w)= K 
~~ 

~u Mw12 

Los coeficientes que se han adoptado para este 
modelo fueron obtenidos hallando el espectro 
de potencia de la sena! de trecuencia dei Sis
tema Nacional Interconectado muttiplicado por 
la inversa de la funciÓn de transterencia en
tre la potencia demandada y la trecuencia.En 
e s te pro c e d i m i e n to se c o n s i de r o a I c .o n t r o l ado r 
ajustado segun el criter1o de Ziegler-Nichols. 
Los valores tinalmente obtenidos son: K=0.063 
; B=O. O 31 

Una vez obtenida la terna de valores de 
lqs parametros dei controlador que minimizan 
la ecuacion[2}, se realizá el cálculo dei margen 
de gananc1a y del margen de fase para evaluar 
la estabi I idad del lazolMG y Mf). 

La busqueda dei Óptimo ha sido realizada 
teniendo en cuenta diferentes pesos para la 
varianza de la frecuencia y de la varianza de 
la posicion de alabes directores (a y b).Tam
bien se realiza la busqueda dei Óptimo para 
diferentes puntos de carga (i\ var1able) que 
van de plena carga(/1=1.) al mínimo técnico 
(11=0 . 4). 

KESULTADOS OB .IENIDOS 

Los resultados obtenidos en la minimi
zacion se muestran en la labia I 

IABLA I 
----------------------------------------------

Kc T1 Td MG MF i't 'li' l'\ a 11 
~~M 'w]f?eg1 [s eg1 \_•j [fo ~~Y L\'o ~wJl PpHz 

2.8 5.8 1.85 2.17 25 .(>]2 2.044 l. 1. 
2.75 7-9 1.78 2. 18 27 .704 2.028 -9 1. 
2 . E-3 ?. l 1.H 2.27 27.1 . 77f 2.024 . 8 1. 
2 . 58 10.~ 1-73 2 . 32 27.6 .832 2.023 . 7 1. 
2. 51 1 2. 1.72 2.31:! 28 . 1 .904 2.022 . 6 1. 
2. 51 13.2 1.67 2.3tl 28.6 . g6o 2. o 21 . 5 1 . 
2. 5U 1 6. 1.63 2.3E 29.5 1.05 2.020 . 4 1 . 
2.43 19.3 1 . f3 2.42 29.1 1. 21 2. o 1 9 . 3 1. 
2.41 25. 1 1 .b2 2.43 29.2 1.45 2.01~ . 2 1. 
2.3 3 2 . 6 l . 6 2.45 29.3 1.85 2.018 . 1 1 . 

De la observación de esta tabla surgen 
las siguientes consideraciones: 
.-La varianza de la sena! de posición de ala
bes directores (f~J permanece practicamente 
consta>nte para a [0, 1] . 
. -La varianza de la sena! de frecuencia elec
trica ('$f) aumenta,porcentualmente mucho,para 
variaciones de a ()250 % para a[O,l]) . 
. -Para los diferentes Óptimos hallados,la es
tabil idad queda definida por un margen de ga-
nancia entre 2.17 y 2.45 ,y un margen de fa-
se entre 25 y 29 grados (relacion de atenua
cion 1/4 ). 
De estas consideraciones se concluye que para 

a=l obtenemos la miníma varianza de la frecuen
cia sin aumento percentual significativo de la 
varianza de la sena! de entrada a la turbina 1 

t'I'K).Por otro lado el margen de ganancia y de 
fase estan dentro de lo s valores aceptables. 
L a Ta b 1 a I I m u e s t ra 1 a v a r i a c i o n que de be n te n e r 
los parametr o s dei controlador para mantener 
miníma la varianza de la frecuencia en dife
rentes puntos de carga cuando consideramos uni
camente la minimizacion de la sena! de frecuen-
cia electrica (a=l ;t\[1,0.4}) 

TABLA I I 
----------------------------------------------

Kc Ti Td MG MF 'ff l i\1 ,a (\ 

[fuMwJ~eg] [segJ [o1 [r., ~h1 [Pu t\~ PuHz 

2.8 5.8 1 . 8 2. 1 7 25 .672 2.044 1. 1. 
2 . 84 4.6 1.~2 2.13 25 -578 2.035 1. . 9 
2. 92 3 . 4 1.82 2.10 25 .503 2.033 1 . . e 
2. ~5 2. 6 1.87 Z.05 25 .444 2.030 1. . 7 
3.04 2.12 1.76 2.00 26 .400 2.020 1. . 6 
3-23 1.84 1.76 1.98 28 .368 2.016 1. . 5 
3 - 43 1.~4 1.76 1.82 32 -352 2.010 1. . 4 
----------------------------------------------

En esta tabla observamos una gran varia
clon en los parámetros dei controlador que dan 
los o'ptimos para diferentes puntos de carga. 
Esto se convierte en una gran desventaja pues 
al no ser un controlador adaptivo (no posee 
la abil idad de poder adaptarse automaticamente) 
deberá elegirse un ajuste que será Óptimo en 
un punto de carga pero no lo será cuando la 
carga varie.Este ajuste seleccionado debera 
ser tal que no deteriore la estabil idad dei 
!azo cuando varie la carga.Es decir que para 
toda carga deberá adoptarse el ajuste corres
pondiente a funcionamiento de plena carga(~=!) 
con la desventaja que cuando la carga varie 
los ajustes queden muy fuera de los optimos. 
Un calculo para estas condiciones muestra que 
e! valor de 'ti para À=.4 es de .4816 10-8 [PuHz}Z 
en vez de .352 Jo-8[PuHz}2 que se obtendría 
cone! optimo , es decir que existe un dete
rioro de 35 %. 

INCLUSION DE AVANACCION 

Sin modificar la estructura dei contro- ~ 
lador ,es pos ible mejorar la respuesta dei sis
tema si tenemos en cuenta que podemos medir 
la potencia demandada en bornes dei generador 
electrico.Esta sena! es posible usaria para 
que actue en avance sobre la respuesta de la 
turbina.En este trabajo se considerará el in
greso de esta sena! a través de un filtro 
de primer orden segun muestra la figura 2 

Figura 2. ln c lusiÓn de avanaccion sobre e! 
esquema de la Figura 1. 



Seguiremos el mismo proced1miento que en 
el caso anterior para hallar los Óptimos tanto 
dei controlador como dei filtro y poder compa
rar las mejoras obtenidas.La minimización se 
realizará ahora teniendo en cuenta una quintu
pla de parametros Kc,Ti,Td,K,T2 .En la tabla 
III se muestran los resultados obtenidos en 
la minimización para diferentes pesos de la 
varianza de la senal de frecuenc1a electrica 
y de la varianza de la sena i de pos icion de 
los alabes directores de la turbina.Seconsidera 
el caso de funcionamiento a plena carga (~=1.) 

De I a o bs e r v a c i ó n de 1 a ta b I a I I I pode
mos decir que la varianza de la senal de posi
ción de alabes directores se mantiene practi
camente constante y de valor algo inferior a 
.los hallados en las tablas I y 11 .Encontramos 
tambien que la varianza de la frecuencia es 
un 10 % menor que la ha llaaa en el caso presen
tado en la Tabla I para todos los opt imos ca
lculados.Finalmente obsevamos que el sistema 
es menos oscllator1o que en el caso de no 
tener la avanacción , esto queda reflejado por 
el notorio aumento dei margen de ganancia para 
todos los Óptimos hallados. 

Para anal izar la variación de los para
metros dei controlador y dei filtro de la 
avanaccion para diferentes puntos de carga,se 
real izaron los calcules que dan los Óptimos en 
esas condiciones.La Tabla IV muestra los re
sultados obtenidos para el caso de considerar 
en la minimización unicamente la varianza de 
la senal de frecuencia (a=1.),este es el caso 
mas apropiado de tener en cuenta pues se ob
tiene minima varianza de la frecuencia sin 
deterioro de la varianza de la senal de entra
da a la turbina. 

En la Tabla IV podemos observar que no 
existen variaciones apreciables en los para
metros dei controlador para los diferentes 
puntos de carga.Esto es debido a que con la 
senal de avanacción la respuesta dei grupo 
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ante perturbacion~s de potencia demandada es 
suf ·icientemente tápida sin la acción energica 
dei controlador(caso diferente de considerar 
al r.ontrdador sin la avanacción).El controla
dor se encargará de llevar lentamente las va
riables dei sistema a su punto de repeso o es
t a c i o n a r i o . S i b i e n s e o bs e r v a u n a v a r i a c i ó n e n 
la ganancia dei filtro en el camino de la ava
nacciÓn entre 7 y 1. , pruebas realizadas en 
este sentido permiten asegurar que la varian
za de la serial de frecuencia y la de posiciÓn 
d e a 1 a be s d i r e c t o r e s n o s o n s e n c i b 1 e s a v a -
riaciones pequenas de este parametro.Por eje~
plo si utilizamos un valor fijo de K=.8 ten-
dremos ff=.1514 1o-8 [puHz)2 en vez de 
.1508 10-H[PuHz}2 para 1\=1. y /ff=.0832 10-!i 
[Pu H z] 2 e n vez de . O H 3 O 1 O- 8 [Pu H z) 2 p a r a 

i\= o 4 o 

CONCLUSIONES 

Se han obtenido los ajustes Óptimos para 
un controlador tipo proporcional mas deriva
tivo mas integral en el sentido de minima va-
rianza ae la frecuenc1a eléctrica cuanao este 
reg u 1 a I a v e 1 o c i d·a d de una tu r b i na h i d r a u 1 i c a 
uti 1 izada para generación electrica.En la op
timizaclón se ha tenido en cuenta la varianza 
de la senal de entrada a la turbina(posiciõn 
de a I a be s d i recto r e s ) . 

Se ha verificado que la optimización 
puede real izarse teniendo en cuenta unicamen-
te la senal de frecuencia electrica ya que 
n o h a y i n f 1 u e n c ia a p r e c i a b 1 e s o b r e 1 a s e n a 1 
a la entrada de la turbina.Surge como incon
veniente la gran variabilidad de los ajustes 
de los parametros dei controlador para dite
rentes puntos de carga. 

Se plantea una alternativa de control 
sin afectar la estructúra dei controlador.Es
ta alternativa esta dada a través de la in
clusión de una avanaccion de la senal de po
tenc 1 a. La avanacc 1 ón se rea I i za a traves de 
un filtro de primer orden. En la optimización 

TABLA I I I 
-------------------------------------------------------- ---------------------------------------Kc Ti Td K T2 MG MF ~-~- 1 toJ. • a ~ 
~PuM~ ~egl ~ egl [s egj Lru\l~ Lf.._H .. } 
PuHz 

2.B 11 o 2 1 o 9 .b9 ou 1 2 L. 5 27.6 .6 z.o4 I. 1 o 
1 o 97 I 1. 9 1 o~ .6L o o 1 3 2 o 94 26.6 .648 2.027 .9 1 o 
1 o 7 9 I 3. H 1 o~ .63 .013 3 o 2 26.b .6!i8 2.024 .8 1 o 
1 o 52 15.H 1 o 9 .65 o 012 3.74 25.5 o 772 2.021 o 7 1 
1 o 3 9 I 9. 2 1 o 9 .67 .010 3-75 2 5o .83b 2.020 o 6 1 
1 o 33 24. 1 o 8 o 6 9 .008 4 o 25.5 o 908 2 o o 1 9 o 5 1 
1 o 2 9 26.7 1 o 8 .b6 .008 '1.3H 25.6 1 o o 5 Z.018 o 'I 1 
1 o 2) 2 9 o 1 1 o 8 .b5 . 007 '1.8 zs . 1 o 1 !i 2.u18 o 3 1 
1 o 1 9 3Z.4 1 o 8 .65 .007 5-3 24.8 1 o 28 2.018 o 2 1 o 
o 98 )7. I. 9 .64 .OO!i 5.88 24.5 1 o 82 zoo 1 7 .1 1 o 

TABLA IV 

Kc T1 Td K T2 MG MF 't.ç ... '6',_._ a ~ 
~uMwJ@eg] f.S eg] [s eg] ~u '"'~ ~v l'{,.y 
PuHz 

2 o 3 9 I 1 . 2 1 o 9 .69 .012 2.5 27.6 .6 2.04 1 o 1 o 
2 o 3 9 1 2 o 1 o 9 .73 .012 Z.5 2 9 o .52 2.035 1 o o 9 
2 o 3 9 1 2 o 1 o 9 o 78 .012 2.5 2 9 o .46 2.033 1 o .8 
2.39 1 1 o' 1 o 88 o 81 .012 2 o 41 2 9 o .41b 2.030 1 o o 7 
2.J9 1 I . 9 1 o 9 o 8 ~ o o 1 2 2.5 2 9 o o 3 8 2.02 1 o .b 
2.J9 1 z o 1 o 9 o 98 ou 11 2.5 3U. .348 2.016 1 o o 5 
2.B 1 2 o 1 o:; 1 o .01L 2 o) 3 1 o o 3 j 2 2.010 1 o o 4 
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de los parametros del contro'lador s~gún esta 
nueva estructura de control se observa una 
leve mejora en la varianza de la frecuenc1a 
e I e c t r i c a de 1 o r de n de I 1 O:!; . De be o bs e r v a r s e 
que la avanacción no empeora el valor de la 
var1anza de la sei'ial de entrada a la turb1na. 
Presenta tamoien una aprec1ab1e mejora en la 
conducta osci l atoria dada por un aumento dei 
margen de ganancia.En lo que respecta a las 
variaciones de carga ,este esquema presenta 
la 1nteresante venta~a de no necesitar auto
ajuste para mantenerse en el 6ptimo. 

Finalmente diremos que se han realizado 
simulaciones dinamicas para observar el com
portamiento frente a perturbaciones typo esca
lón de pequena magnitud de potencia demandada 
ooservandose que la avanaccion permite aumen
tar la velocidad de respuesta de la turbina 
sin aumentar el sobrevalor inicial de la fre
cuencia electrica respecto a lo que sería de 
no considerar la avanaccion. 
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SUMMARY 

The optimal set of a speed governor pro
portional plus integral plus derivative type 
of hydroturbine used in electric generation 
systems IS anal1zed in the present work.The 
optimal set is in the sense of the minimal va
riance of the electric frequency taking into 
account the normal stochasric load disturban
ces and its stab1liti.An aoditional control 
s c h em e i s p r o p os e d by a d d i n g a f e e d to w a r d a c -
t i o n wh i c h a 1 1 o ws t o i m p r o v e t h e t r e Q u e n c y a n d 
staoi 11 ty loop perfomance. 

l 
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ASPECTO§ DA CONCEPÇÃO DE UM CENTRO DE 
INFORMAÇOES DE USINAGEM (CINFUS) NO BRASIL 
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Para aumentar a eficiência e o grau de automatização da fabricação o planeja'" 
mento ~ p~cesso nece~~ita de dados de ~orte atualizados de acesso fáciÍ e rápido. 
NC: faj:>r1-caçao moderna Ja se chegou a tal nweZ de desenvolvimento com a utiUzação de 
maqu1-nas CN,que os tempos mortos representam uma pequena parcela cb cido de trabalho. 
C~~equentemente,a quase ~o~r;_Udade def!_te ciclo é usada pela us.inagem,que deve ser e 
f'~-01-ente. Buscando tal .ef'Z-~7-encia propoe-se a formação do CINFUS. o presentetrabaZnõ 
akorda sua forma organ1-zac7-onaZ~ as font es de dados,a padronizaçãO doa ensaios de u-
87-nagem e coleta dos dados,a anaZise e processamento dos mesmos bem como o desenvoZ 
vimento de "s~e" para a determinação das condições de cort~ mais adequadas. 

1 • INTRODUÇÃO B OBJBTIVOS 
Nos Últimos anos foram realizados grandes inves 

timentos no setor metal-mecânico brasileiro, os quais 
proporcionaram un~ modernização dos meios qe fabrica
ção e melhoria das condições de trabalho no setor da 
usinagem. 

Segundo levantamentos realizados recentemente 
(1), existem no Brasil 1606 máquinas CN incorporadas 
à fabricação no setor metal-mecânico. Não estão in
cluídas nesta soma as máquinas importadas em 1983 e 
1984. na mesma fonte obtem-se informações de que o 
Brasil possui atualmente mais de 550.000 máquinas fer 
ramentas no citado setor. Este número de mâquinas Ln
dica um grande volume de trabalho e o envolvimento de 
uma elevada soma de capital. 

Com as modernas máquinas ferramentas de coman
do numérico e pro~amação assistida por computado~.jâ 
se chegou a tal n1vel de desenvolvimento que os tem
pos mortos representam uma parcela bastante reduzida 
do ciclo de trabalho. A quase totalidade do tempo do 
ciclo de trabalho é, portanto, na grande maioria dos 
casos, ocupado ineficientemente pela usinagem(remoção 
de material). 

A usinagem em máquinas convencionais da mesma 
forma deixa muito a desejar quanto a um melhor apro
veitamento do potencial disponível. 

A baixa ficiência dos processos e as dificul
dades enfrentadas pelo setor de planejamento da usina 
gem no Brasil são atribuídos aos seguintes fatores: -

Inexistências de dados de corte atualizados. deta
lhados de acesso fácil e rápido. Dados estes obti
dos em trabalhos realizados com máquinas ferramen
tas, materiais e ferramenta~ todos nacionais; 

- Falta de dados obtidos em exemplos e condições de 
usinagem idênticas às que são realizadas na indús 
tria; 
O planejador ou programador da usinagem não possui 
os conhecimentos necessários para desempenhar a fun 
ção que ocupa ou está desatualizado em relação aos 
nbvos desenvolvimentos tecnológicos que surgiram 
após o seu treinamento profissional. 

Países industrialmente desenvolvidos, como: Es
tados Unidos, Alemanha Ocidental Alemanha Oriental , 
Japão e França, tem conseguido aumentar considerai
mente a eficiência dos processos de usinagem median
te o apoio de centros de informações(bancos de dadrn) 
de usinagem(Z). 

No Brasil, o Centro de Informação de Usinagem, 
"CINFUS", tem como metas: 
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- Realizar uma coleta centralizada de dados de corte 
(banco de dados de usinagem), analisar estes dados 
e posteriormente colocâ-los a disposição dos usuá
rios de forma que o seu manuseio seja simples e rá
pido; 

- Desenvolver "software" para determinação e otimiza 
ção das condições de usinagem; -
Promover periodicamente treinamento pessoal na área 
de usinagem; 

- Elaborar material bibliográfico. 

2. ORGANIZNJfCJ 00 CINFrn 

Existem dois tipos de organização a considerar: 
A organização externa, ou seja, fo!1llação de um grupo 
de trabalho e a organização interna do banco de da
dos. O banco de dados CINFUS será abordado no item 5. 

Na fase inicial da organização externa, pre-
vê-se, a nível nacional, a criação do grupo de tra
balho CINFUS, constituído por representantes dos seto 
res: 1ndustrial, ensino, pesquisa e desenvolvimentõ 
bem como representantes de Ôrgãos governamentais, fi} 
gura 1. 

NICO 

•INDÚSTRIA 

00 SETOR OE 

~lOS OE 

FERIW'[NTAS 

Periodicamente estes representantes deverão se 
reunir, afim de elaborar os planos de atividades e de 
finir os prazos e requisitos exigidos na apresentaçãõ 
dos resultados das pesquisas a serem desenvolvidas pe 
lo CINFUS. -
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O desenvolvimento e a manutenção do CINFUS são 
tarefas que no decorrer da sua realização apresenta
rão dificuldades de ordem técnica, financeira, mate
rial e htunana. Para vencer tais oostâculos e o CINFUS 
atingir um elevado grau de eficiência é necessário um 
intenso engajamento dos diferentes setores envolvido~ 
no grupo de trabalho formado com a finalidade de S()

lucionar problemas de interesse conrum. Um trabalho co
operativo certamente será o mai~ pT()veitoso para to
dos e a melhor forma de transpor barreiras de toda natureza. 

3, roNTES DE DAOOS 

O CINFUS buscará os dados de usinagem em duas 
fontes distintas, quai~ sejam: a fonte primária deda
das e a fonte secundária, figura 2, 

fONTE PRIH,R I A OE DADO S I 
DE US INA GO 

e iWXIS Plll([JlHTES ll ENSA IOS 7 
"""'~ I G= : ~ 

~~ 
~ " • PERHITEH DETERHIHAR VALOIIES PARA COND IÇÕES I 

DE USIIIAGEI! DIFERENTES DAS USADAS NOS EH 
SAIOS 

e JWX)S OBTIDOS HA PIIIDUÇÃO 
E LJIERATURA 

~ 

~ 
RESTRITO AS 

FIG, 2-FDHTES DE IWXlS DE IISIIIAGEI! DO C I H f U S 

A procedência dos dados, é um dos aspectos pe
los quais os bancos de dados de usinagem se dist~em. 
O INR)S(3), na República Federal da Alemanha, um dos 
principais bancos de dados da Europa, tem co100 fonte 
principal de dados os ensaios sistemáticos de usina
gero (fonte primária de dados), Ensaios estes reali
zados em laboratórios e na produção, Dados individu
ais, vindos da pT()dução e da literatura são conside
rados dados complementares, 

O banco de dados SWS(4) na República IleJOOcráti
ca da Alemanha, obtém os dados em ensaios sistemáti
cos de usinagem, realizados em laboratórios próprios. 
USillATA(S) na Franca e CRIF na Bélgica(6) têm a lite
ratura como principal fonte da dados. MDC(7) nos Es
tados Unidos e COROCUT da Sandvik-Coromant na Suécia( 
8) usam em primeiro plano dados individuais proceden
tes de produção • 

Para o CINFUS, serão considerados dados perten
centes a fonte primária, os dados obtidos em ensaios 
de usinagem conduzidos de form2 sistemática em labo
ratórios de universidades, institutos de )Pesquisas e 
na produção. Os dados de ensaios sistematicos apre
sentam as seguintes vantagens: 
- Possibilitam determinar valores de corte para con

dições de usinagem diferentes daquelas usadas nos 
ensaios. 

- Permitem otimizar as condições de corte em termos 
de custos e tempos de fabricação: 

- Criam um "know-how" para o desenvolvimento de novas 
ferramentas , materiais e máquinas ferramentas : 

- Formam a base para a elaboração de material biblio
gráfico, tendo como fonte dados nacionais, 

Os custos e o tempo necessário para sua realiza
ção são as principais desvantagens deste tipo de ensaios. 

Os dados individuais da produção e literatura 
constituirão a fonte secundária de dados. Estes,ser
vem como valores de referência, principalmente quando 
se trata da usina~em de 111ateriais caros e de pouca u
tilização nas industrias, onde a sua obtenção por en
saios sistemáticos se torna proibitiva devido aos e
levados custos, Estes dados devem ser utilizados tam
bém para efeitos de comparação com os obtidos em en
saios conduzidos de forma sistemática. 

4. PADIDNIZAÇ.Nl IDS ENSAIOS DE ~INAGEM 
A elaboração de uma norma para a realização de 

ensaios sistemáticos de usinagem ê uma das prime iras 
tarefas a serem realizadas pelo grupo de trabalho CIN
FUS, Esta norma deve serobedecida por todos que sepro
puseram reali:::ar ensaios de usinagem, visando o apro
yeitamento dos resultados pelo banco de dados CINFUS. 

A padronização torna-se necessária para que os 
critérios a serem utilizados pelas diferentes fontes 
de ensaios sejam os mesmos, permitindo desta forma com
parar os dados procedentes de diferentes origens e a
nalisá-los quanto a sua repetibilidade e canpati.bilidaie. 

A norma CINFUS deve ser elaborada tendo como 
bas·e normas internas de outT()s bancos de dados , nor
mas internacionais (ISO), normas nacionais, as necessi
dades e condições existentes no paístfigura 3. Pe
riodicamente deverão ser efetuadas reavaliações e re
adaptações em função dos novos desenvolvimentos cien
tíficos e tecnológicos que surgirem. 

c I H f U S H O R H A C I H f U S 
HO R HA C IN F US 

·~lBUA. ~O PIAII PAR A E H S I OS e A 10110 llJfllJI llfllltl(iis 
~~IIJII> CIHFUS: SI S TE HÁTICO S SJR:: 

DE U S I H AG E H 
~II:R"' III!EIM> lE lliTRli 

~ I~ 
•~lE III!IE 

8IIIDS lE Dlim 

I E L A B O R A C A O: •l'liiJIIflffll!lftlfJA ·- I SO 
GRUPO CINFUS •IIIIll\ttS lE IIl!IE 

•II:R"' AIH T 

eii:R"'lEIIITRli ~ÍSES 1 N •lfllB!IA.. A USIIIII ( 1111'0 

~Efj 
lEPR!II l 

erAWms lE fM!ICMTES 

~ · · 
eiHSl1U011l> lE lllllçio I 

!ERJIWtJflAS,IfllB!IAIS 
iWJJINIS RJIWtJflAS E •IÚell lE Jlllll) EII'ERI-

IHSl1U011li lE lllllçio C I H f U S- U f S C IOOAIS 

FIG. l - HORIII C I H f U S PARA ENSAIOS DE US IIIAGEI! 
-

A norma deverá descrever a ferramenta de corte, a 
máquina ferramenta, o material a usinar, as condições de 
corte ,os instrumentos de medição e os dados eJ<perimentais. 

S. CDLETA, ~ISE E PIDCF..SSAWNIU IDS IlAOOS 
Os dados obtidos em ensaios sistemáticos deus:inagan 

ou dados individuais da li ter atura e produção deverão ser 
registrados em formulários apropriados eprotocolados ,H.g4 

u s 

C OLE TA D E OADOS DE USINAGEM 

e r, . r1, rP 

e vB , T 

e a,p, y,E IIZ{./1 TORNEAMENTO 11111\?:JI eHB, HV 

• 
• 

BAH CO DE DADO S C!IHU S 

e r,. rf. rP 

e vB , T 

e HSS, HD 

e HB, HV 

e a,p,y,E 

• 

F 1 G. 4 - COLETA, ANÁLI SE E PROCESSAMENl O DOS DAOOS 



A ~tilização de formulários padronizados torna-se 
necessário afim de evitar que informações relevantes 
que possam influenciar nos resultados do processo de u 
sinagem não sejam registradas. Estes formulários faci~ 
litarão a análise sistemática das li1formações disponí
veis e reduzirão o tempo para realização da mesma. 

Dois tipos distintos de formulários são necessá
rios. O primeiro, o mais abrangente, é aquele no qual 
são registrados os dados obtidos na fonte primária. 
Descreve detalhadamente o material a usinar, a ferra 
menta, o meio envolvente, as condições de corte e no 
final apresenta espaço apropriado para registrar os da 
dos da experiência de usinagem com as devidas observa~ 
ções. Um segundo formulário é utilizado para registrar 
os dados individuais da produção e literatura. Este, a 
presenta sucintamente as principais informações sobre 
a ferramenta de corte, material a usinar e as condi
ções de trabalho, 

Ambos documentos deverão ser submetidos ao centro 
de processamento de dados CPD do CINFUS, figura 4. A
pÓs a análise pelo sistema de contrôle,o qual tem a 
função de testar os dados quanto a sua exatidão e dis
persão, estes serão armazenados no banco de dados em 
discos e fitas magnéticas de computador, através de 
programas diálogo do CPD. Numa etapa seguinte, os da
dos deverão ser processados pelo banco de métodos. No 
banco de métodos os dados sofrerão uma compactação, ou 
seja, serão determinadas as constantes e expoentes de 
equações que descrevem matematicamente o processo de 
usinagem, figura 4, parte inferior. A compactação dos 
dados facilita seu manuseio e análise reduzindo o tem
po de manipulação dos mesmos pelo centro de processamen 
~. -

6. ''~Fl'WARE" PARA J:El'EININAÇAD .MS <DIDI~ES DE lliiNA 
~ -

O desenvolvimento de "software" de aplicação cons 
titui-se em uma das atividades mais importantes do Cen 
tro de informações CINFUS. -

Bancos de dados de usinagem de países industrial
mente desenvolvidos, concentram esforços no desenvolví 
mento de programas para a determinação de valores de 
corte e condições otimizadas de usinagem em função de 
tempos e custos de fabricação. Tais programas sao ela
borados para grandes, mini e micro computadores (9) • 

O desenvolvimento da eletrônica e a redução dos 
preços de mini e micro computadores, tem contribuído 
para que mesmo no Brasil cada vez mais pessoas tenham 
acesso a esta fascinante tecnologia na área de proces
samento de dados. Apesar do acima citado, certamente e 
xistirão muitas indústrias que dentro dos próximos a~ 
nos ainda não utilizarão o planejamento da usinagem as 
sistido por computador. Por este motivo, no desenvolvi 
mento de "software" deve-se considerar empresas conven 
cionais e as que utilizam meios computacionais para õ 
planejamento da usinagem. 

O primeiro programa aplica~o a_ser dese~v~lvido 
pelo CINFUS se destina a determ1naçao das cond1çoes de 
corte, para empresas de toda natureza. Tal programa,de 
termina valores de corte neutros e independentes de u~ 
suários, a partir dos dados na forma compacta do banco 
de dados. Uma vez definido o critério de desgaste( VB, 
VBrnax ou KT) e vida da ferramenta T, o programa calcu
la a velocidade de corte v , profundidade de corte a , 
avanço f, força de corte fc , potência de corte p e Po 
volume de cavaco V. c c 

A velocidade de corte é calculada através da eq~ 
çao expandida de Taylor(lO). 

E F G H 
v = C.f • a .T .vB (1) 

Esta equação J eva cem conside~ação o efeito do avanço, 
profundidade de corte ,vida e desgaste da ferramenta s~ 
bre a velocidade de corte. Os expoentes E, F, G, H e a 
constante C, expressam o grau de influência das cita
das variáveis sobre a velocidade. O avan~o e a profun
didade de corte são determinados em funçao da forma de 
cavaco, espessura h, a largura b máximas e mínimas de 
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corte e_a força admiss!vel pela ferramenta de_usinag~ 
A veloc1dade de corte e calculada para variaçoes de 10 
em 10 m/min, com escalonamentos de profundidade de cor 
te de 1 em 1 mm e ·avanços que variam segundo uma série 
geométrica R 10/10. 

A força de corte é determinada pela fórmula de 
Kienzle (11): 

(2) 

onde k 1 1 é a força específica de corte do material 
da peçà • e o expoente 1 - me o coeficiente que deter 
mina a influência da espessura de corte sobre a forçã 
específica de corte. 

A potência de corte é obtida pela equação conheci
da da física: 

P = F .v (3) 
c c c 

na expressão 3, Fc é a força vc a velocidade de corte 

O volume de 'material rerrovido(cavaco) por unidade 
de tempo é obtido pela equação: 

v= b.h.vc (4) 

As variáveis b, h e vc já foram anteriormente defini
das. 

Os valores calculados pelo programa descrito podem 
ser apresentados na fo~ de tabelas, figura 5, ou ar
mazenadas em discos e fitas magnéticas para computador. 

Os valores de corte da tabela a seguir foram gera
dos a partir de dados obtidos em ensaios realizados na 
UFSC e utilizando o programa RICHT de propriedade da 
EXAPT na Alemanha Ocidental. 

DADOS OE COR][ PARA O PROCESSO OE IORNEI."ENIO EXTERNO 

P E C A FERRAMENTA 

MATERIAL , Aco ABNT 1038 Cl.ASSL TX L· P 20 

FABRICANTE: Eletrome81 FABRICA~TE: Brassin~r 

OURUA : 1116 HB FORMA, SNCN • 1W.OS 

RESIS. TRAC~O, 608 tN IMM·I 

TAYlOR 

C• 910, 11 

INF. DIVERSA S C 

kcl.l-17701NIM I 

E• ·O. JJ 

F· ·O. 036 

l ·m,a0, 85 N 

Ycm.Jxa2201,m/m inl F 

G· -O, )I vcmm•lOOim/minl U 

TRAT. T!R i\\ : hl de fornecimento CEOtt'fTRtAI " 6° ,,) 6° H• O, IR CRIT . DES, •VB S 

SUP ERFI CIE: Prt -usinaóil i. - 6° lx 75° I r·0, 8 mm 

Prol. de Cor» tmml ,, 
:!;!1 221 :!21 '" '" '" "' , .. ... "' . . " .. " .. "' :! ... ,. ... ;! ,?1 :! 11 211 :! U :! U 

'5 1 lll 171 :!li :!fi 
l 4 • I 11 

.... 14 th I •• 211 

2'51 211 zu ,,, ... ,,, 
,. t41 211 211 n1 

3 '5 7 • li 
;: '5I III 142 lfl 2'37 
~ -~;; --;;;·-- ;;;·--;;;--- ~;; ·- -;;; 
e 81 171 2'51 341 411 
- J " I H ll 
0 '59 tU 171 .?:!6 :.'83 !! ........ -........... _ ...... -.... . 
<'11 4 UI 17 1 1? 1 t ? l UO 161 
: tiO :.' 11 lll 4:!1 '531 

J " ' 11 14 
" ' tl6 :! 14 H6 l:!l 

\tU 211 2 11 211 :!11 2 11 
lll 2 ?1 411 '5'51 ... 

'5 ' 14 18 2 1 
11'5 2 10 lU U I Slt 

····· ~~:::::,: 
Vot III Cavaco lcm)lmlnl 

'511 11>1 161 151 ISI t 'iO 
1:!0 .?'SI llt '5 11 6 40 

4 7 10 ll 11> 
!yB· O 40 mm f· 10 mm! 

81 l U 2:!5 l U l7'i 

t 'SI 1'51 141 14 1 141 
t SI Jtl UI ~~ 78f 

• a tt t 'i ta 
.. 189 .!6 4 l 'i2 441 

I Vb· o ]Q mm I· lo mlrl 

FI G. 5 - VALORES DE CORTE ~RA O PROCESSO DE TORHEAI'UlTO 

Tabelassão mais indicadas para usuários de ~qui
nas convencionais, máquinas ferramentas CN com progra
mação manual e planejamento não assistido por computa
dor. Dados de corte armazenados em discos e fitas mag
néticas devem ser preferidos por usuários de máquinas 
CN com programação assistida por computador e determi
nação automática das condições de usinagem. Esta tam
bém é a forma necessária para conexão de sistemas CAD/ 
CAM. 
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7. CDNCLUSOES 

Para aumentar a eficiência dos processos e agi 
lizar o setor de planejamento da usinagem no Brasil~ 
a indústria necessita de dados de corte obtidos •por 
ensaios em materiais, .ferramentas e máquinas · ferra
mentas nacionais. Os ãados deverão ser colocados a 
disposi~ão dos usuários de forma q~estes tenham a
cesso rapido e fácil aos mesmos. 

Mediante uma coordenação e coleta centralizada 
"banco de dados de usinagem" , será possível realizar 
uma atualização periódica e distribuição rápida dos 
dados aos usuários. 

A otimização das condições de usinagem, em fun 
ção de temJO OU CUStOS de fabricação, é viável Somen 
te a partir de dados de corte obtidos em ensaios de 
usinagem conduzidos de forma sistemática. . 

O Centro de Informações de Usinagem -CINFUS,de 
verá proporcionar através do seu banco de dados sub~ 
sídios para a criação e desenvolvimento de uma tecno 
logia e bibliografia nacional na área de usinagem. IT 
armazenamento de iniorma~ões de usinagem contribuirá 
si0nificativamente para o desenvolvimento de novas 
ferramentas, materiais, máquinas ferramentas e uma 
nova filosofia de comandos para máquinas C N. A exis 
tência de um banco de dados de usinagem certamente 
será u.1 passo importante para a integração de siste
mas "CMJ/CA.f'. 

A manutenção e desenvolvimento do Centro de In 
formações de Usinagem - CINFUS. serão possíveis so~ 
mente se houver uma união de esforços dos membros do 
grupo de trabalho (figura 1) na busca de soluções pa 
ra necessidadES connms . -
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SUMNARY 

In order to inarease the manufaaturing effiai
ency and automation degree. the proaess planing ne
eds an easy and fast aaaese to update autting data. 
Today. using modem NC maahine tools. int is , possi
ble to reduae the non-pvodutive timé to a small per-

. aentage of the total working aiale. leading to ahigh 
ahip removal rate. if the right autting aonditions 
are used. In order to aahieve suah desirable opti
mum situation the areation of a MACHINNING INFORMA
TION CENTER (CINFUS) is proposed. ~is paper dis~ 
CINFUS organization. the data souaers. the maahi~ 
test standardization. the data aoleation, proaessing 
and analysis. as weU as. the software development ta 
obtain the proper autting aonditions. 
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SUMÃR1.0 

E&te .tJr.abal.ho a.plleAen.ta. a pMpo~ta de um S.iótema de 1n6oJunaç.ão de Vado.6 de Fa 
bM.c.aç.ão que- ~ at.i6 6aç.a at> nec.eAúdadeA .ti.pic.at> de útdu.6 .tJr.iat> de 6abM.c.aç.ão mec.âYil. 
c.a de pollte pequeno a mê.dio palla ~ elL implementado inci.u.6 ive em c.omputadol!. .ti.po mbu 
ou .ti.po mic.M que d.i6 ponham de d.i6 c.0-6 wbtcheA tel!.. A 6ilo.6 o 6ia de deA envolvimento do 
~.<Atema ê. ducxUa. ~wc.intamente, aMim como a M:tJtu:twr.a. gellal do mMmo, c.om ~e-Uh 
lLeA pec.üvo~ MquivM e mÕdulo.6 de pl!.Ogl!.amat> pM.núpa.ió • Atu.aimertte e.6 tão em 6at. e de r 
teAtM 5 do.6 8 módu.tM de pl!.OgJt.amat>, em ambiente indw.tlr.ia.t. ~ 

INTRODUÇÃO 

O mercado atual da livre iniciativa exi 

ge que todas as indústrias pos suam a capacid~ 
de de rápidas "tomadas de decisão", quer se 
jam no âmbito econômico, de projeto ou de fa 
bricação, afim de poderem enfrentar o mais ~ 

gilmente possível uma vari ação do mercado con 

sumidor. 

As indústrias que atuam na área de tran~ 
formação mecânica são as que sentem os maio 
res problemas quando precisam decidir sobre 

uma mudança na área de produção. Estas difi 
culdades advém da complexidade em se manufat~ 
rar um produto composto de muitas peças dife 

rentes sendo estas peças executadas por uma 
sequência de operações diferentes em máquinas 

e locais diferentes. 

Essa diversidade de ações produtivas co~ 
du z a uma alta complexidade no sistema de in 

formação sobre a área de fabricação das indu~ 
trias mecânicas, sendo necessário pois a ela 
boração de um sistema que integre todas as in 
formações pertinentes às decisões na area de 

Fabricação. 

Hoje em dia quase todas as industrias, 

mesmo as de pequeno/médio porte, já tem seu 
computador, seja ele micro, mini ou mainframe 
O objet.ivo da compra do mesmo é quase sempre 
baseado num estudo custo/benefício e sua uti 
lização segue depois a mesma linha. Ou seja,o 

computador é usado para correr programas de 
folhas de pagamento, emissão de notas fiscais, 
controle financeiro etc. Com menos frequênci~ 

então é controlada a produção, geralmente de 
forma parcial e não sistemática porque a ob 
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tenção de um sistema amplo, demanda muitos re 
cursos financeiros ou humanos. 

Atentos a este quadro, a proposta do 

presente trab·alho é proporcionar que todos os 

dados tecnológicos pertinentes estejam armaz~ 
nados adequada e eficientemente e definir um 
sistema de informação integrado da fabricação 
o qual deverá possuir os seguintes objetivos: 

- integrar os dados da produção e info! 
mar de forma "on-line" a sua situação 
a qualquer momento. 

- otimizar a carga de utilização e a di~ 
tribuição das máquinas, dado um certo 
programa de produção. 

padroni zar e codificar as operações e 

as máquinas visando uma futura ger~ 

ção automática de processos de fabri 

cação e evitando a proliferação e du 

plicação de processos e de informações 

de fabricação. 

- gerenciar os programas de produção e 
simular as capacidades limites de fa 
bricação. 

FILOSOFIA DE DESENVOLVIMENTO 

A filosofia de desenvolvimento do Siste 
ma tenta harmonizar as seguintes premissas: 

- arquivos de dados independentes . 

- módulo de gerenciamento central. 

-módulos de programas específicos. 

- não interferir com outros sistemas de 

informação existentes. 
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nao necessitar de treinamento de pe~ 
soal. 

-não acarretar alterações ' de procedi 
mente usuais. 

- utilizar como dados apenas as informa 
ções tecnológicas básicas. 

Possibilidade de dimensionamento para 
implementação em quaisquer tipos e t~ 
manho de computador, inclusive micro 
computadores com discos rígidos. 

A ESTRUTURA DO SISTEMA 

A estrutura do Sistema pode ser vista 

na Figura 1, onde é apresentado um esquema g~ 
ral que mostra a sua abrangência e a interc~ 

nexão entre os programas e os arquivos. 

Os cinco arquivos da esquerda contem os 
dados do Sistema. O módulo central realiza as 

funções de entrada e saída do Ststema e os s~ 

te módulos à direita realizam funções especf 
ficas. 

Os dados do Sistema são armazenadas em 

cinco arquivos: Programa de Produção, Progr~ 
ma Unitário, Parque de Máquinas, Cobertura de 
Máquinas e Código de Peças por Tecnologia de 
Grupo . 

O arquivo Programa de Produção possui 
as informações rela'ti vas a : código dos prod~ 

tos, nome dos produtos e quantidade dos prod~ 
tos a serem fabricados. · 

No arquivo Programa Unitário estão as i~ 
formações referentes a: produtos, peças que 

compõem os produtos, tempos de fabricação das 
peças, máquinas em que as peças são fabrica 
das e tempos de preparação de máquinas. 

As informações relativas a: código de 
máquinas, localização das máquinas, tempo di~ 
ponível por turnos, quantidade de máquinas e 
porcentagem de utilização das máquinas, estão 
no arquivo Parque de : Máquinas. 

• · O arquivo CobeTtura de Máquinas possui 
as informações referentes às operações de f~ 

bricação opcionais existentes: produto, peça, 
operação, máquina, tempo de fabricação e tem 

po de preparação. 

As informações pertinentes à todas as p~ 

ças existentes codificadas por um Sistema de 
Codificação e Clas~ificação, preferencialmen 
te do tipo KK3 es\ão .no arquivo Código de P; 

ças por tecnologia de grupo . 

O módulo de entrada/saída do Sistema,de 
I -

nominado Atualização e Controle, é um dos mais 
importantes e entre as suas finalidades estão: 

- manutenção dos arquivos do sist~ma(i~ 
efusão, exclusio, alteração de dados) 

consulta on-line de dados dos arqui 
vos, proteção (sigilo) de dados atr~ 

vés de senhas e grávação de log men 

sal. 

Figura 1 - Estrutura do Sistema 
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- acesso a todos os outros módulos (com 
as respectivas senhas). 

- geração de relatórios dos status dos 

arquivos do Sistemas. 

As funções específicas do sistema sao 

realizadas por sete módulos independentes: O~ 
çamento de Processo, Carga de Utilização de 

Máquinas, Capacidade Limite de Fábrica, Análl 

se de Cobertura de Máquina, Programação da Pr~ 

dução, Requisição de Material e Arranjo FÍsi 
co da Fábrica. · · · -;- • 

O módulo de Orçamento de Processo utili 
za os arquivos Programa Unitário e Código de 

Peças por Tecnologia de Grupo para realizar 

as estimativas de tempos e custos de fabrica 

ção por peça ou operação semelhante. A utili 

zação deste módulo permite a otimização e a 

padronização da geração de processos e orç~ 

mentos de fabricação. 

O módulo de Carga de Utilização de Má 
quina utiliza os arquivos Programa de Produ 
ção, Programa Unitário e Parque de Máquinas 

com o objetivo de determinar a necessidade de 

tempo de cada máquina envolvida no programa 

de produção. A utilização deste módulo perml 
te o gerenciamento do parque de máquinas ins 

taladas, detectando automaticamente os garg~ 

los na produção e indicando a necessidade de 

compra de máquinas ou a má utilização das ma 

quinas. 

O módulo de Capacidade Limite de Fábri 

ca utiliza os mesmos arquivos que o módulo an 

terior e tem o objetivo de maximizar o progr~ 
ma de produção através da otimização dos ga~ 

galos na produção e programação das máquinas 
com baixa taxa de utilização. 

O módulo de Análise de Cobertura de Má 

quina utiliza o arquivo Cobertura de Máquinas 
para otimizar em defini ti vos os resultados dos 

dois módulos anteriores através da program~ 

çao das operações opcionais para as as máqul 
nas que são gargalos do plano de fabricação. 

O módulo de Programação da Produção utl 

liza todos os arquivos do Sistema com o obj~ 

tivo de estabelecer a programação e o acampa 

nhamento da produção, executadc de modo inte 

rativo. O módulo permite a programação em gr~ 
po com a utilização do Sistema de Codificação 

e Classificação. 

O módulo de Requisição de Material uti 

707 

liza a programação da produção estabelecida 

pelo ~Ódulo anterior com o objetivo de defi 

nir o Plano.de Requisição de Materiais para 

Fabricação, permitindo alocar a materia prima 
qevidamente preparada junto à máquinas que irá 

processá-la, com um tempo de armazenamento mí 
nimo. 

A utilização dos dois módulos ant~rio 

res em conjunto permitirá obter a redução do 

material em processo e a redução da matéria 

prima em almoxarifado, que são dois objetivos 

primordiais da administração de uma industria 
de transformação mecânica . 

O módulo de Arranjo Físico da Fábrica 

e responsável pela definição e otimização do 

arranjo físico do parque de máquinas, através 

de análise do tipo FROM-TO nos processos de 

fabricação, estabelecendo a distribuição das 

máquinas pela minimização do transporte de p~ 
ças entre operações produtivas. O módulo ain 

da possui opção para definir um arranjo- físl 
co de Grupo ou seja Famílias de Máquinas e Cé 

lulas de Fabricação. 

O Sistema emite para quaisquer dos módu 

los relatórios de três tipos: resumido, pa! 

cial e completo. Os principais relatórios que 

podem ser emitidos sao: 

Eficiência de utilização de máquina 

Processos de Fabricação de Peças 

- Capacidade Limite de Fábrica 

- Carga de utilização de Máquinas 

- Coberturas de Máquinas 

Tempos de Montagem de Máquinas 

Status de arquivos. 

ESTÁGIO ATUAL 

O sistema atualmente encontra-se na fa 

se de implementação, já tendo sido desenvol 

vida, especificado e detalhado. A implementa 

ção está ocorrendo em um computador IBM 370 I 
148 da EESC-USP e já estão em funcionamento 

para testes os arquivos de dados, o Modulo de 

Atualização e Controle e os módulos específl 

cos de Carga de Utilização de Máquina, Capacl 

dade Limite de Fábrica, Programação da Produ 
ção e Análise de Cobertura de Máquina. Os tes 

tes operacionais estão sendo realizados com o 

apoio de uma indústria mecânica de médio po! 

te. 
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O desenvolvimento deste Sistema 
com o apoio do CNPq e da FAPESP. 

conta 

O Sistema, de maneira completa ou pa! 
cial, poderá ser implementado e~ computadores 
de qualquer tamanho (inclusive micro-computa
dores com apoio de discos rígidos) e deverá 

atender às necessidades de apoio à tomada de 
decisão na área de fabricação da grande mai~ 

ria das industrias de transformação mecânica 
brasileiras. 

O sistema deverá estar completamente i~ 
plementado e testado no final de 1.985. 
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. 
MODELING AND ANAL YSIS OF EDM PROCESS 

K.P. RAJURKAR 
UNIVERSITY OF NEBRASKA- LINCOLN, USA 

SUMMARY 

Th.ú pa.peJt ill.uJ,tJc.a..tu .the a.pplic.a..tion o6 a. .6.tochcu,tic modeling a.nd a.nai.y.6-i..6 
.techn..i.que .to a.ddJtu-6 .the ba.úc pltob.tem o6 .the dependence be..tween .6uccuú.ve d-i..6e~te.te 
a.nd 1ta.ndom d-i..6cha.ltgu dwúng e.tec.tlto-d-i..6cha.ltge ma.chúúng (EVM) pltocU-6. The .6Uit6a.ce 
p!to6ile a.nd ga.p voUa.ge a.-6 weU a.-6 CU/tlten.t úgna..t-6 ha.ve been mode.ted by Va..ta. Vependen.t 
SyM.em-6 (VVS). The mlÚn. cha.lt.a.c.teJL,ú,tie-6 o6 .the VVS mode.t-6 Me 1te.ta..ted .to .the cha.lta.c
.teJL,ú,tic .6ha.pe ( Clta..teJt) o6 .the .6Uit6a.ce a.nd M e de.tection pa.!ta.me.telt-6. 

1. INTRODUCTION 

Electrical Discharge Machining {EDM) is a 
process of material removal by a series of nonstation
ary, time-spaced electrical discharges of varying 
strengths between two electrodes immersed in a liquid 
dielectric. Although a slow machining process, 
the recent technological advances related to EDM 
hardware have increased its application potential 
in diverse fields. Presently, efforts are being 
made in EDM manufacturing industries and research 
laboratories to develop adaptive control systems 
for improving the performance of the process. An 
on-1 i ne compute r contro 1 and an appropri ate ma chi n
ability data base are required for the successful 
i ntegration of the EDM process into the future flex
ible manufacturing systems. The off-line optimization 
schemes are either based on the existing machinability 
data or thermal analysis [1,2]. The identification 
function of the adaptive control optimization scheme 
usually involves the measurement of gap voltage 
at a few reference instants. Additional are detection 
methods are radio frequency and acoustic emissJ,on 
signal and inductive probe measurement [3,4]. 

Receritly a stochastic methodology called Data 
Dependent' Systems (DOS) has been applied to model, 
analyze, and control the EDM process [5-9]. This 
pape r descri bes the present status of the resea rch 
efforts in developing quantitative expressions for 
machinability parameters, are detection, and pulse
train analysis using DOS. Section 2 outlines the 
main features of the DOS methodology applicable 
to EDM process modeling and analysis. The development 
of quantitative expressions for the technological 
parameters (such as erosion rate and surface damage) 
and their experimental verification is given in 
the third section. The reliable and accurate sensing 
parameters provided by DOS for identifying the change 
in gap condition from sparking to arcing are discussed 
in the fourth section. The various characteristics 
of 'a spark and a pulse-train resulting from DOS 
analysis are discussed in the sarne section. The 
last section summarizes this paper. 

2. DATA DEPENDENT SYSTEMS 

The basic physical phenomenon of metal erosion 
in EDM involves discrete and random discharges . 
The experimental evidence indicates that the majority 
of discharges are affected by the quality and spatial 
location of the previous sparks [8 ] . Hence, a 
technique which addresses this dependence between 
successive discharges is requited for the modeling 
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and analysis of the process. Data Dependent Systems 
is a technique which accounts for the dependence 
in the data and provides the difference and differen
tial equation representation of the system directly 
from the data . The important features of the DOS 
methodology related to EDM process analysis are 
outlined in this section from [10]. 

The DOS modeling procedure consists of fitting 
successively higher order difference equation, Auto
regressive Moving Average (ARMA) models, to the 
data by the leas..t square method until the increase 
in the order fails to provide significant improvement 
in the fit. The resulting adeq1.0ate ARMA(n,m) repre
sented by, 

n m 
xt = L 4> • xt . + at - L e . at-i ( 1) 

i=1 1 - 1 i=1 1 

conta i ns the dynami cs of the system and can be ana
lyzed to fi nd these dynami cs and the corresponding 
properties of the system. 

ln equation (1), xt. xt-1'' ..• are the data 
values at times (or space) t, t-1, ... , 4>i and e i 
are the autoregressive and moving average parameters. 
at represents the random disturbances. 

Equation (1) can also be written as, 

{2) 

where G. is the Green' s functi on o r impulse response 
functio~. Equation (2) represents Xt as a convolution 
of the white noise at with the kernel Gj. Thus, 
the Green's function can be interpreted as represent
ing the characteristic shape of the random data. 
A detailed characterization of the data can be 
obtained if the Green's function form and the variance 
of the random disturbances are known. 

The Green's function or impulse response func
tion describes the time response of the system to 
a single discrete impulse. lhe Green's function 
indicates how well the system remembers the past 
disturbances and how quickly it returns to the equi
librium position. 

The characteristic roots (1-1.) of the differen-
1 

tial equation representation of the underlying system 
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are related to · the characteristic roots (A;) of 
the difference equation (1) by, · 

A. = el1;ll 
1 

(3) 

where li is the sampling interval. A complex conjugate 
pair of roots gives a corresponding natural frequency 
(wn) and damping ratio (ç): 

111' 112 = - çwn ± jwn/~ (4) 

where j = T=T 

The autospectrum or power spectrum which is 
the fouri e r transform of the autocovari ance functi on 
gives the distribution of the power (variance) of 
the data over the frequency bands. The spectral 
density plots provide a visual comparison between 
different conditions (models) of the sarne system. 
The autospectrum of an ARMA(n,m) process is given 
by, 

f(w) 
2 

lloa 
271 

I emjwll _ e 
1
e(m-1)jwll_ ... _ e 12 

m ' 
I enjwll - cp1ern:njwll_ ... - <Pn12 

-..!!. ::; w ::; ..!!. (5) 
li li 

Data Dependent Systems (DDS) methodology also 
provides Extended ARMA or EARMA (that is, a simplified 
Autoregressive Moving Average Vector) model for 
the multiple input, single output systems. The 
form of·the EARMA model is the sarne as the multivari
ate mode1 except that cross terms re7ating the differ
ent series are added to the model. The general 
form of the model for an arbitrary series p is given 
by, 

NSER 
x + L <P • x.t pt i=p+1 p10 1 

NSER 
L 
i=1 

n . 
,p1 <P • • x1.t-j 
L P1J j=1 

mp 
L e .a . +a 

j=1 PPJ pt-J pt 
(6) 

where NSER is the number of series, n . is the auto
regressive order associated with i pth series, m 
is the moving average order associated with th~ 
p th se ri es. cp i j k represents the effect on the i th 
ser i es from the j th se ri es at 1 ag k. The i nterde
pendence between input and output se ri es is, there
fore, quantified by cpijk parameters. 

Two types of signals related to the EDM process 
have been digitized and modeled by DDS as shown 
in Figure 1. The surface profile signals provide 
the characterization of the surface and the history 
of the process. The pulse current and voltage signals 
describe the characteristics of the pulse-train 
in real time. The off-line analysis of both of 
these signals is discussed in the next sections. 

3. SURFACE PROFILE ANALYSIS 

The digitized surface profile data have been 
found to be adequately represented by AR( 1) model. 
The Green 1 s functi on of thi s fi rst order mo de 1 is 
of exponential form, which represents the characteris
tic shape of a typical crater found on the electro
discharge machined surface. The exponential shape 
of the c'haracteristic crater is integrated with 
the well-known solution for a thermal model of a 
circular heat source on a semi-infinite solid to 

• 

obtain the following expressions for the depth and 
radius of the melting boundary of a crater [5]. 

OFF-LINE 
OPTIHIZATI~ , ~ 

CONVEN
TIONAL 

THERMAL 
I«JDEL 

MELT DEPTH 

MELT RADIUS 

THERMAL 
STRESSES 

ON-LINE 
COMPUTE R 
CONTROL 

SURFACE DAMAGE 

Figure 1. Analysis Stages of EDM by DDS 

z = (1- - 1- + ~ 
m v /TI 6v3/ n 

2 
\} ---r 

-2 2 9 v
4 

v
3 

rm = 1.75v - K [~+ c1 --r- + 

2 2 3 c1 + + (c 1 - c2)v]; when v> 1 

(7) 

(8) 

where the parameters are 

rm rm ' zm z ..!!! • \} 
a 

= 2/ati , and 
a ---a 

4qt. K = __ 1 

cpaem 

where c and p are specific heat and specific gravity, 
q is the heat supply, a is the heat source rad1us, 
a is the therma 1 diffus i vi ty, r and z represent the 
cyl indrical coordinates, and subscript m denotes 
melting. The melted volume per discharge, Vwf' for 
a crater of exponenti a 1 shape gi ven by the Green 1 s 
function, therefore, is 

vwf = 0.512 z3 R2 m 
(9) 

where R is the ratio of the diameter to the depth 
of the crater. 

and 

Considering the metal removal efficiency 

the effective discharge efficiency (nd)' 

machining rate can be calculated by, 

( nm) 
the 



v vwf 106 
w = 11 m11 d 

ti+ to 
(10) 

where ti and t
0 

are the pulse on-time and off-time, 
respectively. 

lhe depth of damage layer, d, is 
[ 1]' 

given by 

( 11) 

lhe calculated values of the machining rate, 
damaged layer and RMS (assuming RMS to be 1/4 of 
the Rmax o r the depth of the era ter) are p T otted 
in Figures 2-4. lhe values of metal removal and 
discharge efficiencies used in these calculations 
are based on [2]. For a given current, there is 
a range of pulse on-time which results in the maximum 
erosion rate. lhe increment in the duty factor 
results in higher erosion rate due to the increase 
in the sparking frequency. lhe comparison with 
experimental results [2,5] shows the usefulness 
of the expressions (7-11) for developing machin
ability data base. lhe thermal distribution developed 
in [5] is used in obtaining thermal stresses also. 
lhe overall objective of the surface analysis has 
been to develop an off-line optimization scheme 
as shown in Figure 1. 
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lhe gap voltage and current signals during 
machining have been digitized and modeled by DOS. 
lhe experimental details are given in [6,7]. lhe 
ARMA(14,13) models of the pulse-trains provide three 
distinguishing features for are detection--Green' ,s 
function, damping ratio, and autoregressive paramete'r 
4> 120 . lhe Green's function of the current signals 
for sparks decay to equilibrium position faster 
than that of the ares. During arcing, the gap 
condition due to inadequate flushing and the presence 
of erosion products strongly affects the subsequent 
pulses. ln sparking, however, the process of 
ionization and deionization is continuous and 
homogeneous which results in a stable process as 
indicated by the Green's function's behavior. 

lhe autospectrum of the DOS mo de 1 s a 1 ong with 
the relevant quantitative information provide another 
identification parameter in the form of the damping 
ratio of a particular frequency of 32KHz which i.s 
which is corrmon to all types of pulses. lhe damping 
ratio for effective discharges or normal sparks 
ranges between 0.24 and 0.45, whereas the damping 
ratio during arcing has a lower value range of 0.04 
to 0.16 (lable 1). lhe high damping is related 
to the lower conductivity of the dielectric during 
sparking . A low resistance during arcing due to 
incomplete deionization of the dielectric is reflected 
in the low values of the damping ratio . 

lable 1. Sensing Parameters (Pulse On-lime: 60 ~s) 

Pulse lype Damping Ratio 4> 120 
Spark 0.45 0.18 
Spark 0.41 0.22 
Spark 0,34 0.19 
Spark 0.28 0.16 
Spark 0.24 0.16 
Are 0.16 0.01 
Ar.c 0.15 0.03 
Are 0.07 0.01 
Are 0.04 0.05 

lJ 
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The spa·rks and ares can be further · classified 
into subgroups depending on the damping ratio. Three 
main characteristics (ignition delay, rise time 
and fall time), besides the level of breakdown vol
tage, have been proposed for the classification 
of sparks and ares [3]. The variation of the damping 
ratio with these characteristics is shówn in Figures 
4-6. The optimal range of the damping ratio corre
sponds to the most desirable ignition delay of 10% 
of the total pulse cycle (Figure 5). During arcing 
the ignition delay is almost zero, and the correspond
ing damping ratio is also very low. The low conduc
tivity as represented by very small rise time in 
Figure 6 indicates arcing conditions. A very large 
rise time, however, results in the reduction of 
effective duration of current for the sarne ignition 
delay. Pulses having relatively shorter fall time 
tend to produce more volumetric tool wear [3]. A 
large fall time results in lesser pulse energy. 
Hence, an approximate range of 0.4 to 0.45 of the 
d·amping ratio can be used for rough machining and 
0.35 to 0.4 for semi-finish and finish machining 
conditions (Figure 7). 

The multiple series modeling of voltage and 
current signals [7,9] taken together provides an 
autoregressive parameter ~ 120 which shows a trend 
similar to that of the damping ratio. The values 
~ 120 parameter which corresponds to the resistance 
at the gap are shown in Table 1 and are plotted 
against ignition delay, rise time, and fall time 
in Figure (5-7). 

Since the Green's function calculations are 
complex, presently efforts are being made to develop 
control strategies using damping ratio and ~ 120 
as the identification parameters. The calculations 
for ~ 120 are · simpler and faster as compared to the 
calculations for the damping ratio. Hence, it is 
a better sensing parameter. 

5. SUMMARY 

This paper outlines the main characteristics 
of the DOS difference/differential equations of 
electro-discharge machined (EDM) surface profile 
and gap voltage and current signals. The Green's 
function has been shown to provide a characteristic 
crater which leads to the technological parameters 
such as machining rate and surface damage. The 
Green's function also provides the are detection 
parameter. Additional sensing parameters that are 
more suitable for on-line control are provided by 
the autospectrum and the vector model. The relation 
of these parameters (damping ratio and the parameter 
~ 120 ) with the main characteristics of a pulse (such 
as ignition time, fall time, and rise time, are 
studied. 
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ASPECTOS TERMODINÂMICOS DO 
PROCESSO DE USINAGEM POR ELETROEROSÃO 

JOÃO TELÉSFORO NÓB REGA DE MEDEIROS 
DEM!CT!UFRN 

SUMÃRIO 

A .tempe/Ul.tu!ta do banho cüei.êttúc.o no pJt.oc.eAM de Uúnagem pOJt Ue:tlweJWÚ.o (UEE) 
.t.nQlu.enM.a. deuúvamen.te na vei.oúdade de Jtemoç.ã.o de ma.teM.al. ( VRMJ , c.omo .t.n6eJt.t.do da 
UA-<.nagem de aç_o-c.aJtbono c.om ei.e.tJtodo-6 de c.obJte. ApJteAen.tam-.6e e .6e fuc.utem ai.gwnM 
c.a.~tac..te!t26üc.~ do pJt.o c.eAM e Jte.Auliad0.6 o btido.6 !LtU<.zando -.6 e .6.t..6.tema.6 de Ú.ltc.ulaç.ã.o 
do 6i.u.i.do cüei.e..tJt.{.c.o c.om e .6em Jte6Jt.{.ge.Jtaç.ã.o ã: água, JtepJtOduúndo-.6e c.oncüç_ÕeA ope.Jta
Uo nM-6 da p.ltá.üc.a .t.ndu;,.t)[..{.al. 

INIIDIXJÇXl 

_ Hã alguns segmentos da físico-química, da hidrodi-
namica e da termodinâmica, dentre outras, cuja complexi
dade fenomenológica é de tal m:mta que, não raro torna
-se mui to difícil, rres!ll) com as ferramentas em ~o atual 
mente, quantificar com precisão todas as variáveis impor 
tantes integrantes em un mesmo processo, simul taneamen:: 
te. 

Recursos matemáticos de elevada sofisticação e/ou 
árduo tLatamento são às vezes empregados como una tenta
tiva de representar confiavelrrente determinado problema 
real, sob condições "ideais" ou "clássicas" bastante rí
gidas e, por isso mes!ll), alienadas da realidade . 

A convergência entre os comportamentos preditos e 
as~les_experirrenúalmente obtidos com todo o rigor cien
t1f1CO e certo haver melhorado substancialmente nos Últi 
mos tempos, desde que observadas determinadas sistema ti:: 
zações, nem sempre compatíveis com as características c
peracionais de campo. 

_ O alto custo dessa convergência, comparada à preci 
s~o . oferecida, viabiliza, em algunas oportunidades, a a:: 
nal1se q~titativa em que se inclui a medição de uns 
poucos parametros significativos, com precisão ligeira
mente inferior, mas em condições perfeitamente REPRODUZ! 
VEIS seja nos mais Jll)destos laboratórios ou nos mais a:: 
vançados e bem aparelhados do mundo, seja no interior de 
uma instalação industrial. 

Este trabalho insere-se no âmbito deste Últi!ll),com 
o especi~ propõsi!o de estimul~r a pesquisa tecnológica 
de real ~nteresse a pequena e media empresa nacional que 
conduza a melhoria da produtividade e da qualidade do 
produto . A abordagem do assunto é feita levando-se em 
conta. condições operacionais utilizadas corretamente, pa 
ra mawr aplicabilidade das inferências salientadas. -

Apresenta-se ainda una síntese das linhas de pes
quisas proeminentes que têm sido feitas na Última década 
no afã de se estabelecer uma ou mais funções descritoras 
do _processo de erosão de metais através de descargas elé 
tncas, dos seus efeitos e das tentativas de se melhorar 
a predição dos parâmetros operacionais do processo, via 
um balanço de energia representativo da ação termo-elê
trica nas superfícies dos rretais intervenientes e no 
meio dielétrico que as separa. 

mDELO IaJNICD 00 PROCESSO ELETROEIDSI\U 

A essência da usinagem por eletroerosão (UEE) está 
esboçada na Figura 1, onde se representa a zona de usina 
gem. Ali, o eletrodo-ferramenta (1) desloca-se contra o 
eletrodo-peça (2) , mantendo-se folgas nominais lateral 
(3) e frontal (4) entre ambos . 

_ Na execução de um furo cego, como o esboçado, a re 
laçao entre a profundidade de usinagem (p) e cada dimen:: 

são (D) da seção transversal, produz um efeito de arre
dondamento dos cantos do eletrodo-ferramenta (7) que é 
progressivo (:Cgiões a: b, c, d,) à rredida que (p/D) au
rrenta, reflet1ndo-se diretamente na forma final da peça
-obra, quer arredondando-lhe proporcionalmente os cantos 
(5), quer introduzindo um efeito de conicidade (6) em 
s:ms pare~s laterais. Isto re~ul ta das condições de ser 
V1ÇO selecwnadas, que ensejarao um maior ou menoT fluxo 
das f~e~ líquida, sólidà e gasosa ao longo do canal 
const1tU1do pelo espaço entre os eletrodos . Esquematiza
-se na Figura 1, pois, o Jll)delo icônico da zona de usina 
gem que peculiariza o processo UEE. 
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1-Eletrooo-f e r rotnento 

2- ( le.trcdo-peço IPeçol 

3-FOIQo lohrot entre os t ltlrodot 

4 •Fot oo fronlol entre os eletrodot 

5•[fetlo de orredondomenlo 

Oo• conto• no pe~ 

tolero•• do peça 

7-(0,b, C, d) Duoo•tt proQreUtiiO 

do elelroao - frrromtnlo 

fous hqu.bo. 

Figura 1 - A zona de usinagem no processo eletroerosi vo . 

No espaço de separação frontal e lateral dos ele
trodos, 
a) hã um gradiente de temperatura e pressão ao longo de 

toda a "camisa dielétrica" que envolve o eletrodo
-~erramenta, favorecendo o surgimento de una difusão 
termica e de uma difusão de pressão na zona de usina
gem. Através dos efeitos "Soret" e "Dufour", um deter 
minado tipo de moléculas tende a se mover à região de 
temperatura mais alta, enquanto outro à de temperatu
ra mais baixa, fo:nnando um gradiente de t emperatura 
e um transporte de massa; 

b) a presença dos canais de alta condutibilidade elétri
ca ("streamers") fomentados pelo campo elétrico fonna
do entre o eletrodo- ferramenta e a peça-obra, ante a 
presença do fluido dielétrico, exerce um efeito de di 
fusão forçada; 

c) as partículas metálicas erodidas e os gases 
do processo, disversos no fluido de lavagem, 
ciam uma difusidade molecular. 

oriundos 
propí-
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")i ~r. 

Taxas de erosão de ânodo ou 
cátodo de vários materiais. 
Estados superficiais dos ele
trodos e do isolante. 

~vaporação e expansão de vapo 
res oriundos de superfícies 
metálicas sujeitas a altas 
densidades de energia 

Propriedades elétricas de o
leos isolantes saturados com 
gás a alta pressão. 

• 
~ 

[ 

Temperaturas e distribuições 
potenciais de elétrons no âno 
do de arco elétrico. -

--.. - .., 

Aspectos físicos e químicos 
da degradação de materiais i
solantes. 

. . 

Comportamento da auto-excita 
ção do campo de temperatura.-

l Técnicas Util~adas 

~bdelagem matemática fundada 
no fluxo de calor por condu
ção bidimensional levando em 
conta a variação do raio da 

• ' fonte de calor face a altera
ção no tempo do canal de pl~ 
ma. 

Formulação JTI.atemâtica baseada 
no estabelecimento de parâme
tros adimensionais através do 
estudo termocinético do pro
cesso. 

u 

Análise físico-matemática do 
processo, através da técnica 
dos sistemas de Dados Depen
dentes (DDS), admitindo crate 
ra esférica. -

Câmara de descargas com atmos 
fera gasosa controlada,ã pres 
são atmosférica. -

!M:>delagem teorica baseada na 
temperatura da superfície do 
metal, na taxa de evaporação 
e nos parâmetros hidrodinâmi
cos do vapor próximo à super
lfície 
Dissolu:;ão de gãs a alta pres 
são em Óleos submetidos ã 
pressões hidrostáticas eleva
das. ~dições dos pulsos de 
luz da descarga, da tempera
tura e das pressões hidrostâ
lticas 

~âição das correntes de ele
tron coletadas por um fio de 
tungstênio recoberto com uma 
camada de safira. ~dições es 
pectrométricas próximo ao ânõ 
do. Monitoração das vazões e 
temperaturas da água de refri 
geração dos eletrodos. Os ar~ 
cos elétricos operam em atmos 
fera de argônio. -

Inserção de isolantes em zo
nas de descarga de alta ten
são em atmosferas controladas 
e análise dos depôs i tos de i
solantes nos eletrodos e vice 
-versa . 

Cãlculo da frequência de autol 
-oscilações da temperatura 
por meio de modelagem matemá
tica do fenômeno. ·· 

Objetivos 

Investigar de modo sistemãti 
co a influência de vários pa 
râmetros do processo sobre ã 
remoção de material. 

,,, Ci 

Fornecer um guia !?reliminar 
na escolha dos parametros o
peracionais do processo de u 
sinagem por eletroerosão. -

Estabelecer relações funcio
nais entre a distribuição de 
temperatura, as tensões tér
micas desenvolvidas na peça, 
a profundidade da camada afe 
tada e a corrente da descar~ 
ga e a duração do pulso, ne
cessárias a um processo ele
troerosi vo com controle ada~ 
tativo. 

Gerar um banco de dados quel 
encerre características e va

1 

lores da erosão de diferen~i 
tes eletrodos através de pul 
SOS de descarga de alta ener 
?ia. -

!Predizer o fluxo ae vapor e 
a distribuição como uma fun
ção da tenperatura SUIJerfi
cial de metais sob fontes de 
alta densidade energétiqt. 

Avaliar os efeitos do gás 
sob pressão dissolvido no ó
leo e da pressão hidrostáti
ca do meio fluídico sobre os 
fenôrrenos da condu:;ão elétri 
lca e pré-ruptura dielétrica:-

Elaborar um balanço de ener
gia consistente. Avaliar 
quantitativamente as taxas 
de transferência de calor do 
ânodo. Avaliar os efeitos de 
difusão axial e perdas oo e
rergia do plasma do arco pa
ra o ânodo. 

Determinar a inflooncia de 
corrbinações diferentes de na 
teriais dos eletrodos dos i~ 
solantes, da admosfera con
trolada e das característi
cas da descarga sobre o pro
cesso. 

Examinar a física da ação 
térmica de um fluxo de ener
gia concentrado incidindo em 
metais. 

Figua 2 - Sinopse dos principais tipos de linhas de pesquisa recentes sobre descargas 
elétricas e ação térmica de energias incidentes em rretais. 



A descarga elétrica no meio dielétri uídico in 
terposto é produzida em consequência da rupt da resis 
tência imposta por esse meio à passagem elétrica. A teo7 
ria eletrotérmica desenvolvida para explicar o fenômeno 
ressai ta, dentre outras, a importância da temperatura na 
zona de usinagem (necessária a fusão e vaporização loca
lizada de uma micro-região) bem como o papel da tempera
tura do fluido de lavagem 1responsáve1 pela recondensa
ção e resfriamento dos coloides formados) cuja abordagem 
será feita a seguir. 

A Figura 2 apresenta um quadro sinoptico das prin
cipais linhas de pesquisas teóricas e experi~ntais, de
senvolvidas recentemente, que dizem respeito a fenomeno
logia da descarga elétrica entre elétrodos metálicos e 
sua correlação com aspectos físims e químicos do proce~ 
so. Em todos os trabalhos, ressaltam-se as dificuldades 
em se determinar um JIDdelo matemático representativo do 
processo, mediante seus recanisJIDs de aleatoriedade, com 
ramificações di retas à física dos plasmas, à hidrodinâmi 
ca, à termodinâmica, à transmissão de calor, à eletrosta 
tica e ao magnetismo [11,12]. 

~O DE ENERGIA 

A energia disponível - exergia (Ex) - da descarga 
elétrica depende da fonte elétrica supridora, da r i gidez 
dielétrica do meio interposto entre os eletrodos e ·da 
folga entre estes, para erodir a peça. 

A energia não disponível - anergia (An) - da des
carga elétrica depende do nível de contaminação do diel~ 
trico na folga entre os eletrodos, da temperatura e va
zão do banho dielétrico na zona de usinagem e da pres
são hidrostática da "cunha fluídica" entre os elétrodos. 

A energia total fornecida pelo gerador (Etg),pois, 
é igual a 

(1) 

O fluido que entra na zona de serviço com uma mas
sa específica (pf) e, calor específico (Cf) e, vazão (Qf) e 

e temperatura (Tf) e' fornece uma quantidade de calor 

(Ef) ao volt.DTe de controle definido pela zona de usina-e 
gem igual a 

Efe = 1t (pf.Qf.Cf.Tf)e dt (2) 

Analogamente, o fluido que sai do volt.DTe de contro 
le caracterizar-se-á por uma energia Efs' a saber 

Efs = 1t (pf.Qf.Cf.Tf)s dt (3) 

Assim, o balanço de energia na zona de usinagem 
fornece 

(4) 

onde 

t.E = (Ex) fe- (Ex) fs + (An) fe- (An) fs (5) 

e a expressão ( 4) toma a forma 

Er = (Ex) g +(Ex) fe + (An) g + (An) fe 

que equivale a (7): 

Er = (Ex)g,fe + (An)g,fe 

(6) 

(7) 

Definiu-se que a energia disponível ou exergia é 
responsável pela erosão da peça. Da mesma forma, ela re~ 
ponde pelo desgaste do eletrodo e rugosidade superficial 
da peça-obra. À exergia, aqui, associa-se uma temperatu
ra (hipotética) da fonte elétrica supridora da descarga 
- a fonte quente do ciclo. 

Similarmente, à aner~ia, a~. associa-se uma tem
peratura, a do fluido dieletrico a saída da zon~ de usi
nagem. Em um ciclo de Carnot, essa temperatura e a am-
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biente, conferindo-lhe máximo rendi* nto. No processo 
eletroerosi vo, contudo, má ' rendirento termodinãmico 
não traduz o equilÍbrio entre mâxirra velocidade de reJID 
ção de material da peça e mínimo ~gaste da ferramen7 
ta. Mas certamente há uma temperatura de saída do flui
do dielétrico, mantidas constantes as demais variáveis, 
na qual se situa o valor eficaz para cada usinagem. 

Essa variável é facilrente mensurável em qualquer 
instalação fabril, daí porque a sua monitoração encerra 
fundamental importância. 

MEDIDA DA TEMPERATIJRA 00 FLUIOO DIELETRICD 

Foram executados diversos ensaios de desbaste e a 
cabamento em uma peça de aço-caroono com eletrodo-fer7 
ramenta de cobre eletrolítico comercialrente disponíveL 

A máquina utilizada, neste caso, com gerador do 
tipo relaxação, possui um trocador de calor no interior 
do tanque de suprirento do dielétrico, que é constituí
do de serpentinas de cobre por onde circula água prove
niente do sistema de abastecimento d'água da oficina. 

Apesar da pequena capacidade de resfriamento pro
porcionada (temperatura do fluido dielétrico, com o sis 
tema funcionando, foi cerca de 10% em média renor qoo a 
quela verificada sem refrigeração), notou-se que há uffiã 
efetiva variação da velocidade de avanço linear cumula
tivo do eletrodo e da velocidade de remoção de mate
rial. 

Utilizou-se baixo nível de energia específica de 
descarga no ensaio de acabamento (16,39 J/metro quadra
do) para salientar o efeito do abaixamento da temperat~ 
ra do banho dielétrico. Uma diminuição de 17% na tempe
ratura do fluido fez com que o tempo total de usinagem 
fosse reduzido em 28%. As valocidades de avanço do ele
trodo (aa/at) encontradas foram: 

..0 aa m/ A 2:, c at = o ,46 s 

...o aa m/ A 2 1 C fi = 0 , 33 s 

A Figura 3 apresenta o comportamento do av~ço li 
near do eletrodo-ferramenta em função do tempo redio de 
usinagem. Ele é dito cumulativo por representar não so
mente o deslocamento descendente do cabeçote coJID tam
bém o desgaste progressivo do eletrodo, nessa direção. 

AY'ANÇO êUMULA,.I\1'0 

00 lU TRVOO 

lmml 

~ente: zz .s•c 
limo Rei A.. 59'4 
Cweu~to SuPf"mento. 
53 nF, 160V, 0.35A 

•.o l---------l--~·AI-----<'14--+---+----+ P.. S..~ Clooti!nco:0.7 kgf/an
2 

- Pr. Jnj . 0.tÍfrico:0,3kgflcm2 

Árco fronllal Eiltrodo .4~39mm2 

Ruvo••dode Peço: Ro 1,3)Jm 

l EMPO MÉDIO DE USINAGE~ 

Figura 3 - Avanço cumulativo do eletrodo-ferramenta 
duas temperaturas médias diferentes. 

a 
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A utilização de tm1 trocador de calor no tanque de 
suprine- de diilétrico pernú tiu que hQuvesse tm1 res-
friamento do flmdo de serviço, propiciando · tm1a · varia
ção palpável na velocidade de avanço do eletrodo e, con
sequentenente, na velocidade de remoção de material. 

Na obtenção dos pontos assinalados levantou-se a 
temperatura em lDil único ponto do reservatório de servi
ço situado no quadrante oposto à entrada do fluido. 

Para isso, e~regou-se tm1 tenn3netro de mec;cúrio 
em vidro (marca ~), faixa de leitura - 10 a 150 C, a 
curacidade +- 0,5 C), um relÓgio comparador (marca SQ7 
MET, faixa de leitura de O a 1000 ~m. acuracidade + - 1 
,um) e tm1 cronônetro digital (marca CASIO fx-5 8, f aixa de 
leitura O a 100 h, acuracidade 0,01 s). As demais medi
das foram efetuadas através do uso dos instrunentos que 
acompanham toda instalação eletroerosiva. 

A distribuição de temperatura no entorno da zona 
de usinagem depende das dinensões e tipo dos eletrodos, 
da energia de descarga fornecida e das características 
hidrodinâmicas da lavagem. Por isso nesmo, foram manti
das constantes as variáveis sobre as quais há possibili
dade de controle direto, tendo a temperatura ambien5e e 
a lDJlidade relativa do ar flutuado em torno de + - 1 C e 
3%, respectivanente. 

Embora hajam sido executados ensaios de desbaste e 
acabamento deteve-se, para análise, no regine de acaba
nento, por ser significativa a redução de alguns pontos 
percentuais em relação ao tempo total de usinagem, o que 
não acontece no desbaste. 

No que tange ao desgaste do eletrodo, depreendeu
-se que não foram expressivas as variações em peso de
tectadas, notadamente nos ensaios de polaridade inverti
da. De observações visuais, constatou-se tm1 maior efeito 
de arredondamento dos cantos a temperaturas mais baixas. 

Lascoe~3], utilizando o querosene como fluido de 
traball).o, constatou que maiores velocidades de remoção 
de materisl ocorrem a temperaturas ~s baixas do dielé
trico (lO C). À temperatura de 23,3 C, ele obteve neno 
res relações de desgaste (quantidade de material removi7 
do do eletrodo-ferramenta em relação àquela erodida na 
peça). 

CONCLUSOES 

Foram apresentadas alg1.ID1a5 características da zona 
de serviço na usinagem por eletroerosão e tm1 modo eficaz 
e simples de nelhorar suas condições operacionais. 

Verificou-se ser important~ o abaixamento da temoe 
ratura do fluido de serviço quando se deseja minorar -o 
tempo de usinagem. Isso pode ser conseguido utilizando
-se tm1a extensão do sistema de hidrocanalização da insta 
talação fabril para trocar calor com o tanque de supri7 
nento do fluido dielétrico. 

Com polaridade invertida, usinando-se aço de baixo 
teor de carbono com ferramenta de cobre, não se notou in 
fluência significativa da temperatura sobre o desgaste 
(em peso) do eletrodo-ferramenta. Sob polaridade normal 1 
visll.Dllbrou-se um maior efeito de arredondamento dos can
tos quando se empregou temperaturas mais baixas do flui
do, compensado pela maior velocidade de remoção de mate
rial assegurada à usinagem. 
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USINAGEM A QUf:NTE POR ARCO DE PLASMA 

-UMA SOLUÇÃO PARA A USINAGEM DE 
AÇOS DE ELEVADA RESISTÊNCIA E ELEVADA DUREZA 

• 
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DEPTO. ENG. MEC.,-UFSC 

SUMÃR[O 

A U6ina.gem a. que.rt.te. _e.r~.tl!. eme.rt.te-6 ê: um p~oc.~M~ de. 6~b~c.a.ç.ão a.p.Uc.a.do c.om va.rt.ta.
ge.l'!.6 na. U6ina.gem de. ma..t~ _de. ~e.va.da. ~lte-6-U>.te.nc.A.a. _me.c.a.ru.~a. e. e.te.va.da. dulte.za.. Ob6e.Jt
va.ndo-6e. c.e.Jt.tM pltemil>l>M bM-tc.M e. p066-<.ve.t ob.te.Jt v-<.da.l> ma.-<.6 long~ de. 6~e.rt.ta.6 em 
Jte.la.çã.o a. U6ina.gem a. 6/tio (u.6ina.gem c.onve.nuona.l), !>em no e.rt.ta.rt.to -<.n6lue.nua.Jt a. c.a.ma.da. 
6Upe.Jt6ic.ia.l da. pe.ça.. 

INIROOOÇÃO 

A usinagem convencional de materiais de elevada 
resistência, como por exemplo, aços de alta lig~ tempe
rados,ou ferros fundidos coquilha~s, só é possível a~ 
mitindo-se custos de produçoes multo elevados. As sol~ 
citações mecânicas das ferramentas de corte - sejam e~ 
táticas ou dinâmicas - e o desgaste abrasivo relativa
mente alto, exigem velocidades de corte que podem ser 
consideradas extremamente baixas para vidas econômicas 
Ótimas. 

Consegue-se diminuir a solicita~ão específica no 
gume, dtminuíndo-se o ângulo de posiçao - como no des
cascamento - distribuíndo-se a solicitação total sobre 
tun comprimento maior do gume. 

Em alguns casos a usinagem com ferr~nta de co~ 
te de geomet~ia definida pode ser substit~da_pelo p~ 
cesso de retifica por mergulho de alta potencia. Pore~ 
se a peça a ser trabalhada for de grande porte, este 
processo é possível, mas está associado a tun investi
mento muito elevado. 

un~ possibilidade para a usinagem de materiais 
de elevada resistência,com ferramenta de corte de geo
metria definida,é a usinagem a quente com aquecimento 
localizado. 

O material da peça é aquecido a uma temperatu:a 
na qual ocorre uma diminuição da sua resistência mecan~ 
ca. A usinagem é procedida enquanto o ~terial . esta 
aquecido, de forma que as ferramentas sao submetidas a 
esforços menores. 

DESENVOLVIMENTO HISTORICO DA USINAGEM A QUENI'E 

Há aproximadamente 100 anos Tilghman reconheceu 
nos EEUU que aquecendo-se a peça, obtem-se uma dimin~ 
ção da força de usinagem (1,2), figura 1. 

Mas só durante e após a Segunda Guerra f.!undial 
foi iniciado um estudo sistemático da usinagem a quen
te, utilizando-se tanto o aquecimento pleno como tam~ 
bêm o aquecimento parcial das peças, empregando-se d~ 
versas fontes de aquecimento (3 a 8). 

Porém,a principal deficiência no processo deus~ 
nagem a quente era que até há poucos anos não se d~spu
nha de ferramentas de corte as quais resistissem as so 
licitações térmicas alternantes elevadas: _ 

O desenvo vimento no setor da fabncaçao de fer
ramentas de cc _ cerâmicas,nos Últimos anos,nos trou
xe novas ferramentas cerâmicas , com uma resistência a 
flexão sensivelmente maior e com isto menos suscetí
veis à quebra (9). Existem várias referências recentes 
na literatura em que se relata ser a vida na usinagem 
a quente várias vezes superioE a da_usina~em convencia 
nal, ao passo que em publicaçoes mais antigas tal nao 
era a regra. 
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USINAGEM A QUENI'E CThl ARCO DE PLASMA 

O termo usinagem a quente comp:eende todos_ os 
processos de usinagem em q~e o materi~l da ~~a e aqu~ 
cido antes ou durante a us1nagem por Intermedio de uma 
fonte de calor suplementar. E possível efetuar-se uma 
subdivisão das diversas formas de aquecimento em fun
~ão da densidade de energia da fonte rpotência P?r 
area de troca de calor} Os diversos metodos de aqueci
mento tem uma ação desigual sobre as propriedades do 
material da peça. Aumentando-se a densidade de ~nergia 
-mantendo-se a potência constante- Eür diminuiçao da 
superfície e de tro~a de calor, obtem-se ~.aumento da 
temperatura local maxima, e consegue~se l1m1tar a re
gião termicamente afetada na peça, figura 2: Esta con
centração da fonte de calor pode ser aproveitada c?m 
vantagens na usinagem a quente,efetuando-se um aqueci-
mento localizado durante a usinagem. _ 

o arco de plasma, o raio LASER e o arco TIG sao 
as fontes de calor que sob este aspecto melhor se ada~ 
tam à usinagem a quente com aquecimento_lo~aliz~do. P~ 
rém, atualmente so o arco de plasma esta disponivel 
com tuna potência suficientemente elevada para atender 
a necessidade do processo. 
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Otimização dos Parâmetros de Posicionamento da 
Tocha. No estudo dã us1nagem a quente com aqueCimento 
por arco de plasma foi utilizado urna tocha com urna po 
tência nominal de PBr = 25 kW, adaptada a um tomo pa-:
ralelo convencional com uma potência de acionamento de 
PT = 30 kW. O sistema de fixação da ferramenta está in 
tegrado em urna plataforma piezoelétrica de três cornpo-=
nentes que é mantido ã urna temperatura constante por 
um fluído refrigerante (circulação interna). 

Na figura 3 tem-se a representação esquemática da 
tocha e da ferramenta em relação a peça . No circuito 
elétrico da tocha de plasma, a peça ocupa a função de 
ânodo. A transmissão da corrente elétrica para a peça 
é efetuada por escovas de cobre Jrafitado , dispostas 
tangencialmente na árvore principal. Com isto se evita 
a cavitação elétrica dos mancais de rolamento da árvo
re,que irremediavelmente ocorre para urna ligação anódi
ca do barramento da máquina ferramenta. Na tocha, o cá 
todo, um elétrodo de tungstênio, é fixo e centrado por 
urna pinça cerâmica em urna cavidade isolada e refrigera 
da. Coaxialrnente ao cátodo teu-se um fluxo de argônio e 
hidrogênio corno gás de proteção e plasma,respectivamen 
Jte . O fluxo de gas é expelido por urna tubeira frontaT 
na tocha . Para a ignição do arco de plasma,urna alta 
tensão pulsativa de alta frequência entre a tubeira 
e cátodo se incumbe da ionização da atmosfera entre o 

Figura 3. 
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cátodo e o ãnodo, permitindo o fechamento do circuito 
principal . A tubeira de cobre estrangula o arco elétri 
co, de forma que toda a transmissão da energia elétri-=
ca se dá por um canal restrito. O fluxo de gás refrige 
ra o cátodo e serve também corno meio complementar de 
transporte de ene~gia . 

Para a otimização dos parâmetros de posicionarnen 
to da tocha de plasma e para a determinação de urna geõ 
rnetria adequada da ferramenta de corte deve -se consi 

,rar vários fatores. Em primeiro lugar tem que ser 
antido que o fluxo de gases superaquecidos do arco 

de plasma não entre em contato com a superfície já u
sinada da peça. Além disto, a geometria da seção usina
da deve ser adaptada o máximo possível aos contornos 

material aquecido, de forma que o calor remanescen
te na peça seja pequeno, porém a temperatura de pré
aquecimento no plano d~ cizalhamento deve ser suficien 
temente alta. As leis de condução de calor em sólidos 
porém não permitem que o campo de isoterrnas se adapte 
ao formato rômbico da seção de usinagem. Um estudo de
talhado porém permitiu determinar empiricamente que se 
consegue otirnizar os contornos das isotermas variando
se a posição de contato do arco de plasma na peça (11). 
A representação no lado direito da figura 4 mostra que 
o desvio do jato quente de plasma para regiões ainda 
não usinadas da peça, é garantido, se o ângulo de posi 
cionamento da tocha for Ka ~ K + 209, Corno deve ser e-=
vitado o contato entre a tubeira e a peça, o que acon
tece para um ângulo de posicionamento Ka muito grande, 
deve-se diminuir o ângulo de posição da ferramenta 
de corte, para obter o. desvio desejado do gás aquecido. 
A configuração das isotermas para esta disposição da 
tocha é bem mais propícia em relação as isotermas obti 
das com posicionamento da tocha normal à superfície dã 
peça, (lado esquerdo da figura 4). Supondo-se a mesma 
temperatura para as isotermas que passam pelos pontos 
1 ~ 2,tem-se que, pa:a a remoçã? de urna s~ção ap x f, 
a area remanescente Interna as 1soterrnas e rnenot para 
a figura do lado direito. Isto é, tem-se urna quantidade 
de calor removida maior (12) . 

Para garantir que a temperatura da peça pronta 
seja baixa,a usir~gem do material aquecido deve ser 
procedida num intervalo de tempo apos o aquecimento pa 
ra o qual o calor transferido da tocha ainda não tenhã 
se expandido muito além do plano de cizalhamento. Isto 
é, deve-se reduzir o tempo de resfriamento . A redução 
do tempo entre o aquecimento e a usinagem ~e ser ob
tido dirninuíndo-se a distância da tocha a ferrament~ 
ou aumentando a velocidade de corte. Uma análise da 
distribuição de calor entre peça e cavac~ bem corno a 
determinação das temperaturas máximas durante a usina
gem pode ser vista em publicações anteriores (11,12,13, 
14). 
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Parâmetros ara Otimiza áo da Usina em a ente 

J:><>r Arco e asma. orno parametro e aquec1mento 01 
defini clã a quantidade específica de calor. Ela é obti
da do quociente da potência nominal do arco de plasma 
pelo volume de material usinado na unidade de tempo. 

A quantidade específica de calor não define a 
temperatura na seção de usinagem, já que nem toda a 
energia da tocha que é transferida para a peça é remo
vida pelo cavaco, pois tem-se uma parte que passa ã p~ 
ça como calor remanescente. Apenas 30% a 50% do cal~ 
que entra na peça é removido pela usinagem. 

No entanto,ela representa uma grandeza que faci~ 
mente pode ser-regulada e reproduzida, permitindo anali:::
saro resultado dos componentes da-f~rça de usinagem,a 
formação dos cavacos, dureza superficial da peça, mt
crodureza e estrutura da camada superficial da peça 
acabada, bem como a vida das ferramentas. 

Influência da tidade Es cífica de Calor So-
bre as o~nentes orça e s1nagem. 
das mediçoes dãS componentes dã força de usinagem mos
tram que a influência da quantidade específica de ca
lor não é igual para todos os materiais. No aço 42CrMb 

, 4V uma quantidade específica de calor qe = 5 J/mm3 
, a 

uma velocidade de corte de vc = 250 m/min,resulta em 
uma diminuição da força de corte por 16% em relação a 
usinagem convencional a frio. A usinagem do aço 
X40MnCrN19 para demais condições mantidas constantes 
apresenta uma redução de 30%, figura 5. A redução per-
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Material 

X40MnCrN19 

Ferramenta 
Ceram. SN 80 

SNGN 120820TOJOJO 

Vc ,J a 0 1 1 m/mln mm X "/ 

250 I 3 l4s1-s• 
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10 l-s5• I 45• 

~I~~ I A. 

2.51 20 1-2 
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b•r 1/min 

5 I 5 !1o I 4 

centual das componentes da força de usinagem para di
versos avanços pratican~nte permanece inalterada, par
te esquerda da figura 6. Para um aumento da velocidade 
de corte observa -se o mesmo comportamento na usinagem 
a quente como na usinagem convencional a frio. Isto é, 
com o aumento da velocidade de corte ocorre uma di 
minuição das componentes da força de usinagem, parte 
direita da figura 6. Observa-se também nesta figura 
uma limitação para o volume usinado na unidade de tem
po, decorrente da potência limitada,disponível para o 
aquecimento (linhas tracejadas na parte superior dos 
campos achurrados). Na usinagem a {rio de um rolo de 
laminação de ferro fundido coquilhado observou-se que 
à uma velocidade de corte superior a 60 m/min tem-se a 
quebra quase que instantânea da ferramenta de corte.Pa 
ra estas velocidades a usinagem só é possível à quente, 
e para uma variação da quantidade específica de calor 
de 4 à 6, 3 J /mm 3 tem-se uma diminuição da força de cor
te de 22% e da força de avanço e força passiva de 30%. 
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condições constantes, a dureza superficial da peça di
minua. Este comportamento, constatado na usinagem a 
quente de peças de aço X35CrMbl7,é mostrado na figura 
7. Mantendo-se a quantidade específica de calor cons
tante o efeito de revenimento superficial varia com a 
velocidade de corte. Para a velocidade de corte de 
120 m/min mantem-se a dureza original até qe=3,4 J/nm3

• 

Para a velocidade de corte de 160 111/min, no entanto po 
de-se aumentar a quantidade específica de calor ate 
4,2 J/mm 3 • Este aumento possível da quantidade especí
fica de calor, sem afetar a dureza superficia~ é decor 
rente da diminuição do tempo de resfriamento tR que pa 
ra a velocidade de corte de 120 m/min é de 35 ms e para 
v c z 160 m/min é de apenas 26 ms. 

A microdureza normal a superfície, do aço X35CrMo 
17 obtido por soldagem, apresenta uma dispersão de crn= 
50 HV. A figura 8 nos mostra que em decorrência da 
quantidade específica de calor qe, os corpos de pro
va usinados a quente apenas começam a apresentar uma 
queda não admissível na microdureza a partir de qe 
3,4 J/mm 3

• 

A microestrutura do corpo de prova usinado a 
frio mostra uma região plasticamente deformada na cama 
da superficial. Nos co~s de prova usinados a quente, 
a camada supercifical e menos afetada que para a usina 

55 
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gema frio, até o limite de qe = 3,4 J/mm3
• Isto pode 

ser explicado pela diminuição da componente passiva da 
força de usinagem. Apenas se aumentarmos ainda mais a 
quantidade específica de calor é que deparamos com uma 
camada revinida e plasticamente deformada, indesejada. 

Também a formação dos cavacos na usinagem do aço 
X35CrMol7 é afetada pelo aquecimento. Na usinagem a 
frio ocorre a formação de cavacos lamelares com la 
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melas sep~radas. Na usinagem a quent~para a velocida- . 
de de corte de 160 m/min observa-se que os cavacos au 
mentam de comprimento ê de resistênçia para um aumen~ 
da quantidade específica de calor. Um cavaco em forma 
de fita, no entanto não é obtido, mesmo para qe=40J/mm~ 

MATERIAL t 'd d Jf. d b
1 

• 
X3SCrMo 17 guan ~ a e espec~ ~ca e ca or 

~ 
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vc= 15 m/min ~~~~stam.ento da_~Sup~íc~ieV-J 
~ . . ,. . . . \: c frioJ o ~ . · ~ _f} 

vc=160 m/min t3 · ,· ' · : .. 
(quente) q = O (frio) 2 .6 • · 3 .4 s.2J/mm3 

e 
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Influência da Quantidade Es 
bre a Vúfu aa Ferramenta. Nos ensaiOS de Vlda de terra 
menta, efetuados com ferramentas de cerãmica SN80 , da 
Firma FeldmUhle,na usinagem do aço X40MnCrN19 ' verifi
cou-se que para 1uma quantidade específica de calor de 
qe = 3,15 J/mm 3 te. uma velocidade de corte de vc=l60 m/ 
min foi obtida uma vida, S vezes superior a usinagem a 
frio, figura 9. ~ara a velocidade de corte vc~250m/mi~ 
ainda obteve-se ·um aumento de 4 vezes, ou expresso 
de outr~ fprma,tem,se ainda a mesma vida que na usina
gero a frio à vc = 160 . m/min.Tem~se assim um aumento de 
produtividade de 58% por gume. Um aumento da quantida
de específica de calor acima destes valores ensaiados 
leva a um sucessivo aumento na vida da ferramenta. Por 
tanto;'é possível em alguns casos de aplicação específi 
ca, empregar a usinagem a quente economicamente. um 
usuário da usinagem a quente relata que obteve uma re
dução do tempo-de usinagem por peça de aço X35CrMol7 
.stmerior a 80% 115 I . 

25 
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CONCLUSÃO 

Materiais de elevada resistência de uma forma ge 
ral só podem ser usinados convencionalmente à uma velo 
cidade de corte muito baixa. ~ possível obter um aumen 
to da produtividade empregando-se a usinagem a quente~ 
Neste processo o material é aquecido localizadamente 
durante a usinagem por um arco de plasma, resultando 
em um amolecimento do material no plano de cizalhamen~ 

to. ibse1'Vando-se certas condições básicas.é possível 
obter-se vidas 4 a 5 vezes maiores que na usinagem a 
fr1o, representando isto um aumento de aproximadamente 
60% na produtividade, sem que se tenha observado a in
fluência negat~ do processo sobre a dureza, microdu
reza ou estrutura cristalina da camada s~rficial da 
peça. 
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SUMARU) 

En el Maquinado Eleet~o-qu1mieo (E.C.M.), al maquina~ eon una he
~~amienta de 6o~ma dada, e~ impo~tante la dete~minaei6n a p~io~i dei 
pe~6il ~e~ultante. Exi~ten método~ que p~edieen la 6o~ma de e~te p~ -
6il: método~ anal1tieo~ exaeto~, método~ g4~6ieo~, método~ de ~e~olu 
ei6n numé4iea, ete. 

La~ ~olueione~ obtenida~ po~ ap~oximaei6n numé~iea, implementada~ 
eomputaeionalmente, pe~iten eon~ide~a~ ~imult~neamente un maifo~ núme~o 
de va~iable~ que lo~ ot4o~ método~ de p~edieei6n, ent~egando 4e~ultado~ 
mM c.on6iable~. 

En e~te t~abajo, lo~ pe~6ile~ an6dieo~ ~on dete~minado~ mediante 
un p~og~ama eomputaeional eon~t~uldo e~peeialmente pa~a el c.a~o bidimen 
~ional eon he~~amienta~ ~eeubie~td~ y eleet~6lito de NaC1. El método
de la~ di6e~eneia~ 6inita~ e~ u~ado pa~a c.alc.ula~ lo~ c.ampo~ eléc.t~ic.o~ 
if l~ c.ondic.ione~ de maquinado ~e ~imulan en 6o~a di~c.~eta pa~a po~i -
c.ione~ e~t~tic.a~ de lo~ elec.t~odo~. Se c.onc.luife que el p~og~ama p~edi
c.e c.on buena ap~oximac.i6n el pe~6il ~e~ultante en pe~6o~ac.i6n c.on he~~a 
mienta ~ec.ubie~ta, al c.ompa~a~ c.on ~e~ultado~ expe~imentale~. 

INTRODUCCION 

El Maquinado Electroquímico (E.C.M.), 
consiste en una remoci6n controlada de metal 
en una celda electrolítica. El ânodo lo cons 
tituye la pieza de trabajo y el cátodo es lã 
herramienta que darã forma a la pieza. El E. 
C.M. puede ser usado en trabajos dificiles o 
imposibles de realizar por mêtodos tradiciona 
les, como por ejemplo: el maquinado de meta ~ 
les duros. Una de las características rele -
vantes de este mêtodo es la gran calidad su -
perficial que generalmente se obtiene en las 
piezas maquinadas. 

En la Fig.1 se muestran algunas herra
mientas usadas en el E.C.M. Fundamentalmente 
se pueden separar en dos grupos: las herra -
mientas desnudas y las herramientas con aisla 
ción lateral o recubiertas. Estas últimas se 
usan cuando se desea obtener una separación 
lateral mãs estrecha que la obtenida al usar 
las herramientas sin aislación lateral. 

En la Fig.2 se muestra un esquema de un 
E.C.M. con herramienta recubierta. En este 
proceso, el cátodo se acerca hacia el ânodo, 
a velocidades tipicas entre O. 01 a 1. 00 mm/s. 
En la separación interelectrodo, a travês del 
electrólito, circula una corriente eléctrica 
que produce la disolución del ânodo a una ta
sa determinada por las leyes de Faraday. Es
ta corriente eléctrica es gobernada por la 
ley de Ohm. 

El E.C.M. ha alcanzado en las últimas 
dêcadas un desarrollo significativo en el ma
quinado de materiales de gran dureza y en la 
construcción de piezas metálicas de geometri
as complejas. Las aplicaciones prãcticas de 
este proceso están limitadas, en parte, por 
el disefio de la herramienta. Al maquinar con 
una herramienta de forma dada, es importante 
la determinación a priori del perfil resultan 
te. El disefio de la herramienta, para obte ~ 
ner una geometria deseada del ânodo, es un 
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Figura 1. Herramientas usadas en E.C.M. 
a) herramientas desnudas b) herra -
mientas recubiertas. 1 herramien
ta, 2 pieza, 3 recubrimiento. 

problema complejo, el cual generalmente, se 
resuelve experimentalmente modificando la geo
metria de la herramienta hasta obtener el per
fil requerido. En algunos casos, se resuelve 
el problema, a partir de la predicción de la 
geometria final del ânodo, cuando la forma de 
la herramienta es conocida [1,2,3]. Entre los 
método de predicción de este perfil, se pueden 
nombrar entre otros, las soluciones analíticas 
exactas, los mêtodos gráficos, los mêtodos ana 
lógicos y los mêtodos de resolución numêrica.-

Los mêtodos analíticos exactos son muy 
limitados en su aplicación, dada la compleji
dad de las ecuaciones en juego. Los métodos 
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corriente anõdica se mantiene constante y que 
su valor queda determinado por la configura -
ciõn de los electrodos al comienzo del inter
valo. Al final del intervalo, la variaciõn 
de coordenadas en el plano (X,Y) de un punto 
cualquiera de la superficie del ânodo será: 

E11 KE(X) flX ,. __ f,t 
F p 

(4) 

ll 

t M. u · ~ j V' ·t ' j ET'l KE(Y) 

Figura 2. Instalaciõn básica de E.C.M. 

gráficos, como por ejemplo el del "cos e", son 
aplicables a problemas con herramientas de cur 
vaturas suaves. Los metodos analõgicos son vã 
lidos en condiciones simplificadas de E.C.M . ,-
[3] . 

Las soluciones obtenidas por aproxima -
ciõn numérica, implementadas computacionalmen
te, generalmente permiten considerar simultá -
neamente un mayor número de variables que en 
los métodos de predicciõn antes mencionados, 
entregando resultados de gran confiabilidad. 

El objetivo de este trabajo es obtener 
los perfiles anõdicos, al maquinar con herra -
mienta recubierta, mediante la simulaciõn com
putacional de E.C.M. y determinar la separa -
ciõn con respecto a la herramienta que se ob
tendria en un maquinado real. Los resultados 
se comparan con los valores experimentales de 
otros autores [4,5]. Se utiliza una versiõn 
mejorada de un programa computacional de un 
trabajo anterior [6] al cual se le ha incluido 
la opciõn de simular el caso bidimensional con 
herramienta recubierta. El método de las dife 
rencias finitas es usado para la determinaciõn 
de los campos eléctricos y el maquinado se si
mula en forma discreta respecto del tiempo pa
ra posiciones estáticas de los electrodos. 

DETERMINACION NUMERICA DEL PERFIL ANODICO 

La cantidad de material disuelto m en un 
tiempo t, durante el proceso de E.C.M . se de -
termina, a partir de las leyes de Faraday [2], 
por: 

E11It m ,. ___ _ 
F 

( 1) 

donde E es el equivalente gramo, 11 la eficien
cia de corriente [4], I la corriente eléctrica 
y F la constante de Faraday. 

Dado que los electrodos están inmersos 
en un electrõlito donde es válida la ley de 
Ohm: .. 

di .. 
J•--= 

da 
KE = -KVcj> (2 ) 

siendo J la corriente por unidad de ãrea, K la 
conductividad del medio, E el campo eléctrico 
y donde la funciõn de potencial electrostãtico 
4> se puede determinar conociendo la configura
ciõn de los electrodos, utilizando la ecuac i õn 
de Laplace [7]: 

V2 cj> ,. O ( 3) 

Por lo tanto para posiciones instantá -
neas de los electrodos se puede resolver el 
problema en forma discreta, haciendo uso de 
las ecuaciones (1), (2) y (3). Se supone que 
en un intervalo de tiempo flt, la densidad de 

f>Y =--· f,t 
F p 

(5) 

donde p es densidad del material. 
Las ecuaciones (4) y (5) permiten defi

nir la nueva configuraciõn del ânodo, inicial 
para el intervalo flt siguiente, en la cual la 
herramienta se ha acercado al ânodo en una 
distancia: 

Vf'bt (6) 

donde vf es la velocidad de la herramienta. 
Para la determinaci6n del campo electros 

tático en el programa computacional se utili-
za el método de las diferencias finitas. En 
la Fi g.3, se muestra el dominio considerado. 
Se usa una malla fina NxM, de tal manera que 
las lineas deben ser mantenidas fijas de ite
raci6n en iteraciõn. De esta manera, una vez 
determinada una nueva configuraci6n, se proce 
de a corregir la soluciõn mediante una regre7 
siõn l i neal, que permite mantener la geome -
tria de la malla. 

' hl ~----- l g 

k~l 

i i 
i! . I 

Figura 3. Dominio considerado en la simula -
ciõn. 

CONDICIONES DE BORDE 

Si se considera que la parte metálica 
de los e l ectrodos corresponde a zonas equipo
tenciales, el problema se reduce a determinar 
la soluciõn en la regi6n definida para puntos 
a-b-c-d-e - f de la Fig.3. Las condiciones de 
borde serán: 
a) Condiciones de Dirichle~. 

Potenciales fijos en los bordes de los elec 
trodos y en las lineas de cierres f-e y a-
b-c. 

b) Condiciones de Newman. 
En el eje de simetria h-d de la herramienta, 
real o imaginario, se anula la derivada del 
potencial según la normal a éste. 

c) Condiciones para límites de materiales. 
Los campos eléctricos en la superficie de 
separaci6n de dos medios 1 y 2 se deducen 
de las ecuaciones de Maxwell para el caso 
cuosiestático [7]. Estas condiciones son: 



( 7) 

(8) 

donde fi es el vector normal a la superfície 
de separaci6n de los medias. 

El programa computacional desarrollado 
considera los siguientes parâmetros. 
a) geometria inicial de el conjunto herramien 

ta-pieza discretizado según la malla. -
b) diferencia del potencial (U-Upol) aplicada 

entre la herramienta y la pieza. 
c) velocidad de penetraci6n de la herramienta 

Vf. 
d) tasa de remoci6n específica teórica del ma 

terial, VSP = e/pF. -
e) conductividad del electrólito (constante), 

X. 
f) eficiencia de corriente (constante) 

,=o. 95 [8]. 
g) caída de potencial a travês del dieléctrico 

en la.lfnea de cierre i-c àVi-c(se supone 
conoc1da). 

h) caida de potencial a través de la lfnea a
b-c. Se considera lineal. 

i) tiempo entre iteraciones àt. 

RESULTADOS 

A continuación se presentan los resulta 
dos de la simulación del E.C.M. En primer lu 
gar, se muestra una evoluci6n típica de la sí 
mulaci6n para distintos tiempos de maquinado
r en segundo têrmino, se compara la separa -
ción lateral entre la herramienta y la pieza, 
a la altura del dieléctrico g0 , con la obteni 
da experimentalmente por otros auto~es, lo
que permite cuantificar la desviaci6n de los 
perfiles simulados con los perfiles reales, 

En la Fig.4 se muestra la geometria ini 
cial del conjunto pieza-herramienta. La sim~ 
laci6n se realiz6 imponiendo una herramienta 
de radio 2 mm con dieléctrico que cubre toda 
la zona lateral recta. Los parâmetros de si
mulaci6n fueron los siguientes: 

(U-Upol) • 20,0 
VSP(acero) 0.0377 [s] 
K 0.012 
àVi-c 16.0 
Vf 0.0315 
M 1.5 
&e(inicial)= 0,45 

v 
mm 3 /As 
1/ílmm 
v 
mm/s 
s 
mm 

Figura 4. Geometria inicial herramienta-pieza 
discretizada. 

En la Fig.S se muestran los perfiles a
n6dicos obtenidos para distintos tiempos de 
simulaci6n de maquinado. En la resoluci6n nu 
mérica de las ecuaciones (4 1 5), se us6 una ma 

• 
!ITE 1(5) 9e Y , mm 

0
o 1 2 3 o o.o o.4S 
t~~~~lr,~x~A~.~~~-~.~-~-~-~.~.-7~3~4~.5-tO~h~44 

2 
E 
E 

r YA • )( • 
r::-x A e e X x A A A A A lo 14 21.0 0.33 

o+ à • >c 

o X A • • 
o-+,. X 6 

O X /; 

o • X t; 

o + X 
X o + 

o + 

><X 
)( )( )( )( 

• • • ••• 

26 39.0 0.30 

36 54.o l<nJ 

47 '705 0.30 

51'> 87.0 0.30 

61'> 102.0 0.30 

83 12L..5 0.30 
4~--------------------~--~--L---
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Figura S. Perfiles anódicos para distintos 
tiempos de simulaci6n de maquinado. 

lla de 70x76 elementos, por lo cual, cada per 
fil queda determinado en un plano (X,Y), por 
70 pares ordenados. En la tabla adjunta al 
gráfico, se indican: el número de la ~tera -
ci6n, el tiempo de maquinado simulado y la s~ 
paraci6n frontal instantánea. Se puede apre
ciar como el sistema computacional alcanzó la 
separaci6n frontal de equilíbrio en menos de 
39s, manteniéndose ésta hasta el final del 
proceso de simulaci6n. En éste y en todos 
los casos simulados, la separaci6n frontal de 
equilíbrio tuvo un valor similar al valor cal 
culado mediante la fórmula: 

(U-Upol) K VSP 
&e - (9) 

que corresponde a la separaci6n frontal de e
~uilibrio de dos electrodos paralelos planos 
L 4] . 

En la tabla 1 se presentan los valores 
obtenidos de la separaci6n de equilíbrio &e 
simulada, de la separaci6n calculada por la 
ecuaci6n(9),de la separaci6n lateral g0 Y del 
tiempo total de simulaci6n para distintas ve
locidades de la herramienta Vf, al usar herra 
mienta curva y recta. Los parámetros de s1mu 
laci6n no indicados son los mismos presenta -
dos anteriormente, 

TABLA 

Vf &e &e &o 
mm/s mm Cale. mm 

0.0400 0.26 0.23 0.53 
0.0315 0,30 0.29 0.65 

* 0.0230 0.39 0.39 o. 81 
0.0185 0,48 0.49 0.95 
0.0110 0.56 o.ss 1. 1 o 
0.0090 0.65 0.67 1. 30 

0.0350 0.20 0.25 0.41 
0.0300 0.32 0.30 0.78 

** 0.0200 0.50 0,45 1.1 o 
0.0150 0.65 0.60 1. 35 
0.0125 o. 72 0.72 1. 75 

* herramienta con R=2 mm 

t 
s 
97.5 

124.5 
168.0 
202.5 
500.0 
492.0 

130. o 
130. o 
105.0 

87.0 
130. o 

K 
1/ílmm 

0.012 

0.008 

0.012 

** herramienta con R=O y S=1 mm (Ver Fig.6-7) 

En las Figs.6 y 7, los valores de &e Y 
g simulados se comparan los resultados expe
r~mentales de otros autores. Se aprecia una 
buena correspondencia entre los ~alores simul~ 
dos y los experimentales en los 1ntervalos de 
validez de estos últimos. Cabe sefialar la co~ 
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• 
0.2 0.4 

98 ,mm 

R.2mm 
-exp. 
o Sim. 

0.6 

• 

Figura 6. Comparaciôn con valores ex~eriment~ 
les de Kõnig y Degenhardt L4). 

E1.5 
E 

J1.0 

0.5 

o 

~. 
0.2 0.4 

9e,mm 

S:1mm 
-exp. 
• sim. 

0 .6 

Figura 7. Comparaciôn con valores ex~eriment~ 
les de Ippolito y Fasolio [5]. 

veniencia, para obtener resultados confiables, 
de usar un ~t entre iteraciones igual o menor 
a un quinto del valor: 

ge(calculado ec.9) 

vf 

además, debe tomarse en cuenta que mientras 
menor sea ót más altos serán los costos de 
computaciôn. 

Por otro lado, los resultados obtenidos 
son bastante estables con respecto a variacio 
nes de las condiciones de borde como el 6Vi-~ 
y a la caida de potencial en la zona a-b-c y 
e-f lo cual valida los criterios utilizados 
en estos bordes. 

CONCLUSIONES 

La determinaciôn del contorno anôdico 
mediante la simuiaciôn computacional del E.C. 
M. con herramienta recubierta, para la geome
tria herramienta-pieza mostrada en la Fig.4, 
predice valores de la separaciôn lateral g0 
los cuales son casi idéntic'os a los que se ob 
tienen experimentalmente. Esto permite afir7 
mar que los perfiles anôdicos obtenidos en es 
te trabajo se asemejan en buena forma a los 
perfiles reales que se obtendrían al usar con 
diciones de maquinado equivalentes. -

En consecuencia, considerando tanto los 
resultados de este estudio como los publica -

dos en [6], se concluye que el programa desa
rroflado permite una buena simulaciôn del E.C . 

. M. al utilizar cualquier herramienta de geome 
tría bidimensional con o sin aislaciôn diel~c 
trica lateral . 
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SUMMARY 

The a priori dete~mination o6 the wo~k
piece p~o6ile du~ing ELect~o Chemical Machin
ing (E.C.M.), u4ing a given 6o~ming tool, i4 
ve~y impo~tant. The~e exi4t va~iou4 method4 
to p~edict 4uch a p~o6ile: analytic, g~aphic, 
nume~cal and othe~4. 

Nume~ical 4olution obtained by comput
e~4 pe~mit to take into account 4imultaneou4-
ly a g~ate~ numbe~ o6 va~iable4 than by the 
othe~4 method4 and to obtain ~eliable ~e4ult4. 

In thi4 wo~k, anodic p~o6ile4 a~e calcu 
lated th~ough a 4peci6ic compute~ p~og~am 6o~ 
the bi-dimen4ional ca4e, con4ide~ing coated 
tool4 and NaCl elect~olyte. The di66e~ence 
6inite method i4 U4ed 6o~ calculating the elec 
t~ical 6ield. The machining condition4 a~e-
4tep by 4tep 4imulated 6o~ 4tatic elect~ode 
po4ition4. By compa~ing thi4 4imulated ~e4ult 
with the expe~imental one4, it i4 concluded 
that thi4 p~og~am p~edict4 the ~e4ulting p~o-
6ile with g~eat accu~acy. 
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SUMÁRIO 

_ Eót:e .tlta.bai.ho v-{!>ou avai..úvL cu va/Úaç.Õu peAc.en.tu.a..ú, de maJL.teYL6..i;ta e cu. va!Úa-
ç.ou de .ta.m<::nho de 9'!M _que oc.oMem na _ZAC de uma junt:a .60-i.da.da. em aç.o SAE 4340 . Eó
t:M aUvu:tç.ou met:aliiAg-<-c.M 6oJtam ava1..ú:uicu. paJta. uma 6aü:a de t.t:800 _500oc at:ê. 604. 

Vu_t:e ut:udo 6oi poMZve-t det:eJr.mi.YIM. m~ p!Lewament:e cu. p!Lop!Liedadu mec.âni 
c.M deu JUitt:M M-tcia.da.4 do4 vMo4 de p!LM-bão que compõem o 6oguet:e SONVA IV . -

INrR::>IXX;ÃO 
Q rigor nos requisitos de qualificação de vasos de 

pressao para uso aeroesp:tcial, levou à necessidade oo 
conhecinento das variaçoes rretalúrgicas que ocorreriam 
na zona superaquecida de urra jtmta soldada, visto que, 
a soldagem ainda participa de urra maneira eficiente oo
rro urra das etapas de fabricação destes a:np::mentes. Es
ta ~ão, que Pf!:rtenoe à ZAC, é aquela próxima a linha 
de fusao oo cordéio de solda e que fica sujeita ao maior 
pico de tenperatura juntarrente a::m uma alta taxa de a
quec:i!rep.to. Esta característica faz a::m que seja inevi
tável, para qualquer que seja o processo de soldagem, a 
ocorrência maléfica de um crescirrento excessivo oo grão 
e consequentarente una perda de tenacidade, que é difÍ
cil de ser avaliada devioo à pequana extensão desta re
gião. 

Atendenoo ao programa aeroespacial brasileiro, on
de existiu particular interesse de se qualificar jtmtas 
soldadas em aço SAE 4340, procurou-se, a::m este traba -
lho, estabelecer um procedirrento para qualificação da 
zona super~ida destas juntas. 

Tal é a i..n;x>rtáncia oo CXXlhecirrento oo cx::np:>rtarren 
to rrecânioo-rretalúrgico da zona superêlq\ECida da ZAC &i 
urra junta soldada que inúrreros trabalhos tem sioo reali 
zados a::m este cbjetivo. Dentre eles existem os que ~ 
pliarn o aspecto rretalúrgico da ZAC em corpos de prova 
para ensaios rrecânicos, através de ciclos ténnicos simu 
lativos utilizando fornos convencionais (1) ou utilizan 
00 equiparrentos especiais de simulação, a:nn ror~ 
pl o o simulaoor Gleeble (2) , (3) • Ainda a::m o cbjetivo 
de analisar a zona superaquecida da ZAC foi feito um es 
tudo pela a:::missão IX oo IIW(4) ,que pennitiu dete~ 
as quantidades percentuais de perlita, ferrita, bainita 
e martensi ta que se foma.r:i.am nesta região em ftmção oo 
D.. t 800_500çç, através da a:JllX>Sição química oo rretal de 
base. o téíilo À t 800_500oc representa o t.en;x:> de resfri 
curento entre as t:.eifPef"at.uras de 8009C e 5009C,faixa on 
de as principais transfomaçx)es ocorrem. -

Este estudo foi feito a partir de resultaoos expe
rirrentais, que urra vez analisaoos e depuraoos via rrét.o-
005 corputacionais de regressão ror rnínirros quadraoos , 
penni.tiram a elaboração de procedirrentos para qualifi -
car [!Elrcentualrrente os teores 005 microconstituintes em 
funçao ooAt

8 
_ 

0 
, baseados nos teores oos elerren

tos de liga, S2sá& ~ satisfeita as seguintes faixas : 
Ca.rl:lotn máxim:> = 0,5%; Silício máxim:> = 1%; Manganes reá 
xim:J = 2%; Craro máxim:> = 1,5%; NÍquel máxim:> = 1,2% i 
M::>libidênio máxim:> = O ,5% e adiçêies de Vanadio, Titã -
nio, Nicbio e Aluninio. 

Can relação ao teor de martensita ficou estabele
cioo um procedirrento que baseia-se nos parârretrosA t;, e 
/3da equação (1), que descreve o decairrento percentual 
da quantidade de martensi ta an função deà t 800_500çç 
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% M = 100. exp - (j1 (ln t 800_500 - ln A t;,l l (ll 

senoo. ~~ t,... refere-se_ ao A. _t800~soooc a ~r oo 
qual J.ru.Cla-~ a fonnaçao de bãiiíi.tã_é_ o paranetro que 
afeta a inclinação da curva. Ass im sendo as curvas es
querráticas das quantidades percentuais de martensita e 
bainita, quanoo estas aparecem isolada!rente, são aque -
las representadas na fig .1, onde nota-se que a curva 
referente à martensita é cx:nposta de oois tredlos,aquele 
sera A.tRoo-soooc rrenores oo qt:e A ~ , onde ~se 
100% de mart.eMit.ã e aquele para A tROO-SOOQC maiores 
oo queÂt,... , onde a quantidade perc::etlt.Ual Clê-martensita 
é daoo pe~a equação (1). A curva de bainita é cbtida ~ 
la diferença. As equações rolinatú.ais prop::>Stas para & 
tenni.nar os valores deA 1, e fJ em função da <XlTp)Siçãõ 
química oo rretal de base são daoos ror (2) e (3) • 

(2) 

A~= exp ( 0,4176-2, 1913 Ni- 5,1502 A1 + 19,164 N:> 
+ 0,71165 Cu+ 108,88 B- 22,284 N + 1,9409MnC 
+ 7,3573 Sic- 3,5189 CrC- 3,6421 MoMn + 9,0380 
M::>Si + 9,973~ NiC + 0,74699 NiMn + 0,97021 NiCr 
- 0,94725 Si + 0,25388 Cr ) 

(3) 

= 0,19991 + 6,8616 C + 0,46386 Mn - 0,21983 Ni -
2,9382 v

2
- 3,5225 A1 - 2,467 Ti + 10,901 Nl -

2,7484 c - 2,8438 CMn- 6,0261 + 1,983 CNt-
0,97406 CrMo ~ 0,22386 CrNi 

A luz destes trabalhos procurou-se fazer um estucb 
das alterações rretalúrgicas que ocorrem na zona supera
quecida da ZAC de juntas soldadas em aço SAE 4340. A 
aplicaç..ão das equações (2) e (3) para este caso indica
ramfigual a 2,590 eÂt,... igual a 540s. Analisanoo o va
lor de A 1, notou-se uftla não confo:oni.dade a::m o cx::np:>r
tarrento deste aço, rois significaria uma tenperabili~ 
de mui to maior oo que aquela realrrente verificada. 

Caro existia a rossibilidade da inadequação das 
equações (1) e (2). , já que o teor de Ni no aço SAE 4340 
(tabela 1) fugiu da faixa dentro da qual estas equações 
foram válidas (Níquel max = 1,2%), foi a:nduzioo um Pl:!?. 
oedirrento ~rirrental para detenninar pontos da curva, 
quantidade percentual de martensita xAt800_500<;JC !. _que 
caíssem scbre o trecho exponencial daoo pela equaçao (1~ 
Isto rossibilitou, através 00 ITÉtoOO de interp::>lação 
ror mínirros quadrados, a detenni.nação eJq:Jerirrental oos 
valores de At;, e {J e cx::rtpará-los a::m aqueles indicaoos 
pela equações (2) e (3). Caro arreta prinCipal neste e~ 
tucb foi a avaliaç..ão da tenacidade, estucbu-se além da 
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%M'xAt · · . - -_ 800_500oc a vanaçao ·qp tam:mho de ~ao em fun-. 
çao do nesrro ll. t ~ . 

As quantidades percentuais de martensi ta e baini ta 
foram feitas através d~ análise netalográfica da zona 
superaquecida da ZAC pelo rrétodo da contagem pontual de 
fases (5), sendo que os parârretros dos çordÕes de sol -
da, (tensão, corrente, velocidade re soldagem, espessu
ra e tarperatura de pré-aqueci.rrento) foram escolhidos , 
de tal sorte que os A ~800_500QC detenninados através 
do diagrama IRSID, pen:.ena:m aó- trecho expon:!ncial da 
curva de quantificação micro estrutural dado pela equa
C"..ão(l). 
• Cem o conheci.rrento destes dois aspectos rretalúrgi
cos e a:::m a simulação em corp::>s de prova, tornou-se pos 
sí vel avaliar a:::m mais exatidão a tenacidade da zona su 
peraquecida da ZAC de j untas soldadas em aço SAE 4340.
Além disso foi possível verificar, se a:::m detenninados 
parâmetros de soldagem não se ultrapassaria o limite 
crítico de 80% M nesta região, e oonseguentarente a sus 
cetibilidade à ocorrência de fissura a frio. -

PRX:EDIMEN'ID EXPERIMEN'TIU. 

Teste de Soldagem 

Foram feitos testes de .soldagem para detenninação 
experirrental dos pontos pertencentes ao trecho exponen
cial da curva de decairrento percentual de martensita x 
Â tfl00_500c;c ie::r .1) an corpos de prova de aço SAE 4340, 
cuja catp::>Si.çao química está apresentada na tabela (1). 

TAB.I : COMPOSIÇJD QUÍM ICA METAL OE BASE (EM PESO) 

%C %Si 0/oMn 0/o Cr %Ni 0/oMO 0/o P 0/o S 

0.40 0 .35 0.71 078 1.75 0 .22 QOI% OOQ! 

Estes testes consistiram de cordêíes de solda sd:>re 
disco ( ~ = llOnm e espessuras variáveis : 4 • 3, 9 . O , 10 . O , 
10. 5,12. 2,12. 7,13. 9) , executados pelo processo TIG sem 
dE!J:X>sição de ararre, polaridade direta,eletrôdo de 'I\mgs 
tênio - 1.0% 'Ih, cuja ponta foi reafiada antes de cadã' 
cordão a:::m ângulo aproxilrado de 30%, sem pré aqueci.rren
to e cx::no gás de proteção foi usado ArgÕnio a uma vazão 
de 15 1/rni.n. A fig. (1) esquematiza a nontagem utiliza
da para execução dos cordÕes e na tabela {2) são a apre 
sentados os parârretros de soldagem de cada cordão. -

Tabela 2 : Parâmetros de Soldagem 

CDP lr ... elll] 
v I r~ [v] [AJ 

e [~} [11 ~~~ CDP lr ... .;.J 
I 4,5 14 ,, 2&,4 6 lO,~ li 510 IO,Z 

2 4,3 I~ 110 2&,4 7 12,2 li 510 10,2 

3 4,5 I~ 190 25,4 8 12,7 .. 510 10,2 

4 t,O .. 510 10,2 9 IS.I 11 510 IO.Z_ 

~ 10,0 21 500 12,7 
-

1/8" 

coP-r ~ u .'J~_;qc~:~-:~~•rrx::tf 

FIG. I : ESQUEMA DO TESTE OE SOLDAGEM 

levantarrento Microestrutural e Tamanho de Grão 

Esta etapa foi executada a partir de anostras reti 
radas transversalrrente d:::>s centros d:::>s cordÕes de sol :: 
das, sendo que para a cbservaç-..ão rnicroestrutural os a~ 
ques químicos foram feitos a:::m Ni tal 2%, a quantifica -
ção pelo rrétodo de contagem (5). Para cbservação do ta
manho de grão os ataques químicos foram feitos a:::m "AS
PERXlL", que consistiu de 6g de ácido Pícrico, lrnl de 
ácido clorídico, 100 ml de éter etílico, 100 ml de água 
destilada e 25 ml de "ASPEJ:mL". A avaliação de T .G. 
foi feita oonfome nonna francesa NF-A-04.102. 

Teste para simulação do Tamanho de Grão 

Can relação à simulação do tam:mho de grão, cbti -
dos na zona superaqueci da dos cdp 1 s soldad:::>s, foram ~ 
cutados testes a:::m o propSsito de se detenninar o ciclo 
ténnico, a ser aplicado em cdp para proporcionar um de
tenni.nado tam:mho de grão. Os ciclos ténnicos foram a
plicados an cdp' s a:::m 10xl0x20nm, e consistiram da va -
riacão da tarperatura e o tempo de enxarque seguido de 
res:Érianento ao ar. Na tab. (3) estão apresentados os 
ci clos com os respectivos TG's. 

rabelo 3 Clclol TeriiiiCOI !*O Sl_l.,... T.l. 

Tem...,.ture .... T.l . ~~t11r• r..,. 
T.l. c .... c .. 

12~0 to I 1100 40 5 

1250 50 2 ll'O .o • 
12~ 50 5 170 100 7 

1100 eo 4 170 I«) • - · - - ------

RESULTAOOS 

A partir dos parâmetros de soldagem foram detenni
nado~ os respecti~s CAe (calor aport.aào equivalente)a
traves da eJqJressao ( 4) 

CAe = f k ~-I • 60 (J/an), r. (4) 
s 

onde J? é o rendinento ténnico do processo, que neste 
caso foi considerado 70% e k é o fa1tor de correção da 
gearetria da junta dado pela expressão (5) 

180 
k = TI "t ,., (5) 

onde r é o ângulo sólido total da junta. o conheci.rrento 
do CA e da espessura do cdp soldado, peilllitiu, utili · 
zandoeo diagrama IRSID, detenninar o 6 t da 
zona superaquecida em cada teste. Estes ~uf~ jun 
tarrente a:::m o tamanho de grão, a quantidade percentual 
de martensi ta e baini ta da rresrra zona superaqueci da es 
tão apresentados na tab. ( 4) • -

CDP 

I 

2 

3 

4 

5 

Tabela 4 : .. _,..._ •• l..rfHt ..... 
lllllcrHftrllt.,.l • T.l. 

CAe At 188 
"'IIII ~I T.G. ~;.1 ~' K.Vc111} r;,· C DI" 

S. I 5, 100 - • 6 21,0 41,0 

4,~ 7,0 100 - • 7 2,.0 54,0 

4,7 ap 100 - ~ 8 21,0 JO,O 

25,0 eo,o .. li I 9 up 2~,0 

20,1 40,0 ~ 41 5 

"'. ~· u., 
11 41 I 

• IS 5 .. 4 5 

100 - 4 

. 



A fig. ( 2 ) apresenta em fonna <E gráfioo a Varia
ção da pora:mtagern de microa:mstituintes e cb 'IG em fnn 
ção cb A t 80o-soooc . Os parâmetros 6.. ~ e ft da equaçãõ 
(1), foram OOtêíilú.tiacbs a partir àos JXSntos experirren
tais usando o critério cbs mínirros quadracbs . Nas fig. 
(3), (4) estão ilustradas as micrografias d:>tidas com o 
cdp n9 6. N::>ta-se na fig' ( 3) a transfonnação de 50% <E 

martensita e na fig. (4) o tamanho <E grão 3. 

DI M(tK.l 

10 •oo I ~~ ri g ~·~~ 29 

9lsl ~ --... 
"" __. f\.7 . ., 

·"" ~ . ..... 
~ÃO(I \ 71 'ln "' 

~fll: EOU 

t>~ 1~ •2 
~53 \ . 6l~ • 2 !l90 

~- T. 4 
/ "r-- ~ ~ !I) 

4."0 "" \' 
' K ' 3 30 

2"~ 
r" t'-. 

\ 
!\,q -....... r-.:,, 

I 10 

~ ::.;... o D &. 'EKXJ-
1'18.2: (%)1MRTENIITA 1: T.t. I Ataoo-!DO-c5<JODC 

<XMENTJúuos 

o valor de~~ , <Etemdnacb a partir da expressão 
(2) não foi c:x::ntSativel com as características cb aço 
SAE 4340, uma vez que este valor foi aproximadarrente 
540s, significando uma terrperabilida<E excessiva para 
este aço. Por outro lacb este parâmetro, qua <Etennina
do experilrentalrrente neste trabalho foi <E 29s, =trou
se bastante coerente com o oarp:>rtarrento netalúrgico des 
te aço. Cem relação ao parâm_:trofl verifioou-se que o v~
lor determinacb pela expressao ( 3) e o valor detenni 
nacb experilrentalrrente reste trabalho são bastante pró=" 
xirros quais sejam 2,590; 2,553 respectivanente. 

Cem a utilização das curvas da fig. ( 2 ) torna po~ 
sí vel prever <Epois de <Efiniàos a gearetria da jnnta e 
os prováveis parâmetros de sol dagem, a possibilidade <E 
ooorrênci as de trincas a frio na zona superaquacida e 
tarrbérn <Etenninar com nelhor exatidão ~roprieda<Es necâ 
nicas destas região, tais cx:xro, resistencia necânica, a 
longanento, tenacidade, etc.. Cem o oonhecilrento des=
tes valores detennina-se os CA , confo:r:rre expressão ( 4) 
que juntanente com a espessuraeda jnnta permitem, atra
vés do diagrama IRSID, determinar o A t 800-SOOQC • Este 
valor quancb rrenor cb que 34s, confo:r:rre CürVã II fig. 
( 2 ) , significa a transfonnação de uma quantida<E supe
rior a 80% de martensita na zona superaquecida, e oonse 
quenterrente sucetível a ocorrência de fissura a frio,jã 
que o limite rnãx:ino <E 80% <E martensita nesta região 
é um critério c:x:m.mmte utilizado para evitar a ooorrên 
cia deste defeito. -

Cano A t 800-S009C é tarrbém pos sível determinar a-
través da cw:va I I:~g. ( 2 ) o 'IG da zona superaquaci-
da. De posse deste valor é possível determl nar es Dro 
priedades necânicas desta regi ão simulando o 'IG, atrã -
vês cbs ciclos apresentados na tab. ( 3 ) em cdp 1 s nor
nalizacbs. N::>ta-se qua, para a detemdnação das pro -
priedades necânicas ,não foi exigicb a simulaç..ão microe~ 
trutural, isto porqoo oarp:>rentes em aço SAE 4340 pref~ 
rencialrrente são swneticbs a um ciclo de bereficianen
to final qua anula o aspecto microestrutural da jnnta 
soldada-

A luz cb exp::>sto anterio:r:rrente foi feito uma análi
se para verif icar a possibilidade de otimização das jun-
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tas soldadas de um vaso ~ pres~ão atualrrente utilizado 
cx:xro CXJ!'!lOnente inportantíssillo no foguete S(N[)A IV. ~ 
te vaso de pressão que contán cb)-s oordÕes de solda ciE 
cnnferênciais é soldacb pelo processo TIG autanátioo 
com polaridade direta oonfo:r:rre parâmetros da Tab. (5) . 
Quando a corrente foi pulsante a relação tenp::> de pia:>/ 
tenp::> de base usada foi 1 (um) e a frequência de pulsos 
foi 2 Hz. 

Tabela ~: ,_._,, .. • lel4 .... 4• v.. • ,_._,t. 
, ...... 

--1 
~~~=---~--~~~--+-~=q~~~~ 

lO 

•• 

De posse destes valores determinou-se através das 
curvas da fig. (2) e tarrbém experilrentalnente, os 'IG 1s e 
as porcentagens de martensi ta de cada passe, que estão 
apresentados na tab. ( 6) • N::>ta-se qua os valores d:>tidos 
através das curvas da fig. (2) são catpatíveis com os 
valores experilrentais. 

TAB.t : l%l llol. E T.G. EICONT,.ADOS EM CADA MillE 
DO COfdo Clln!NFUENCIAL.-VAIODIE .-lO 

ITEM 111 PASSE 211"AUE 311"AIII 

• 
exp. te o. ex p. te o. exp. teor. 

TAM. GRÃO 
3 3 8 6 .5 6 ~ . 5 

txp. t.o . exp. te o. exp. te o. 
(%} MART. 

82 76 100 100 100 100 

I 800- SX)"C 35 5.5 e 
(I) -

Foram feitas sirmllações ào tarranho de grão de cada 
passe em cdp 1 s charpy ''V" oonfo:r:rre nonna AS'IM E 23-72 
secão transversal lOxlOrrm, os quais foram surretiàos ao 
ciêlo àe beneficianento final especificado para este va 
so àe pressão (nonnalização e T&R 38 OC) , e que depois 
de ensaiados à te!Tp:!ratura anbiente forreceram os valo
res da tab. (7). 

TA8 , 7 : RESULTADOS ENSAIOS C~,.py "v" 
VM/0 OE f'MSiio 

PASSE TENACIOlO 
.......,çio I!M~IEL.A-
çio KJ .,.,_ ... 

III 3.3 23 0/o 

2i 4.0 - 7 "lo 

3i 3.7 - 16 0/o 

METAL. BASE 4 .3 
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Pelos resultados dos tres passes de solda ,em ter -
JTOS microestruturais e · tamanho de grão, p:lde-se rrelhorar 
a tenacidade média da jtmta soldada do vaso em estudo u 
tilizando para o terreiro passe parânetros que fo:rneçéÜii 
At800..,..500c;c igual ao do segundo pas~, desde que não 
nreJOOique- õ aspecto externo do oordao. Inf-elizrrente a 
baixa tenacidade rredida no prirreiro passe não pode ser 
alterada p:Jis a diminuição do tamanho de grão causa un 
aurrento significativo da quantidade de martensita( 80%~ 
Isto para o prirreiro passe é crítioo, visto que a resis 
tencia aos esforços de oontração é baixa,ca\lSCIDÓ) ' fis= 
suras a frio. 

Fig.3 

Fig.4 

micrografia do càp soldado n9 6 
anpliação original : 400X 
ataque : nital 2% 
50% martensita e 50% bainita 

micrografia de càp soldado n9 6 
anpliação origlnal : lOOX 
ataque : "ASPERGJL" 
tamanho de grão n9 3 

CXNCIIJSÃO 

Confome os :r:esul tados da tabela 6 , a deteJ:m:inaçao 
perrentual do microoonsti tuinte (martensi ta + baini ta) 
e éb tarcanho de grão da zona superaqoocida de una jtmta 
soldada, em açx:> SAE 4340, p:Xlem ser avaliados _através 
das curvas da figura 2 garantindo boa oor:r:elaçao cx:m os 
valores reais. 

A utilização das curvas da figura 2 pellllitern redu
zir a quantidade de testes experi.rrentais, para a esco -
lha dos parârretros que proporcionem maior tenacidade ~ 
dia na zona superaqoocida de uma jtmta soldada em ~ 
SAE 4340, e daqueles mais indicados para evitar a ooor
rência de fissuras a frio. Neste Úl tiiro caso os parârre
t.:os indicados são éqlleles cujo A t 800_5009C são supe -
r~ores a 34s. 
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O p!I.Ue.nte. .tltabal.ho mo.6.tlta c.omo o mi.c.Mc.omptLta.dolt pode. a.u.xil..úvr. o puqu.Ma.dolt 
da. áJLe.a. do pito c.U.6 o de. -1> oi.da.g e.m MI G I MAG, pito poltuo na.rtdo a. e.i.e. um lt.á.p-i.do ac.u-1> o a.o-1> 
paJtâme..tJw-1> de. Mi.da.ge.m e. a.Jt.ma.ze.rta.rtdo o-1> da.do.6 pa.1t.a. .tll.a.ta.me.rr..to p0.6.tvúolt. Ertóoqu.e. 
e..ópe.Ual. é. da.do a.o plt.Oc.e.-6.60 MIG/MAG pu.l..óa.do ortde. .6e. plt.Opõe. o c.ort.tlt.oi.e. do de.rtomina.do 
plt.OC.e.-6.60 "Pu.l..óe.d Syrte.Jt.g..i.c. Alt.c. We.i.d..i.rtg" a..tltavé.-6 do m..i.CJtoc.omptLta.dolt u..t..i.i...i.za.rtdo-.6e. a. 
.te.olt...i.a. de. M. Am..i.rt, na. qu.al. o.6 da.do.6 de. .tlta.Y!.6 ó e.Jt.êrtc...i.a. de me.tal. e.m "SpJt.a.y" rtolt.mai. .6 ã.o 
.toma.do.6 c.omo uma. o1tde.m de gJt.a.rtdeza pa.1t.a. a. p!tev..i..óã.o do.6 pa.Jtâme..bw.6 de pu.l..óo • 

INTRODUÇAO 

Embora o processo de soldagem MIG/MAG ja tenha 
sido introduzido no mercado mundial há cerca de 40 
anos, hoje ainda é possível uma melhoria de seu estado 
de qualidade mediante medidas adequadas. Nesse processo 
existe um estreito relacionamento entre o seu desempe
nho e as fontes de energia, cujas propriedades podem 
restringir o seu perfeito funcionamento e, com isso, 
resultando em diminuição da qualidade da solda. A causa 
disto reside na tecnologia das fontes de energia que 
muitas vezes não atendem perfeitamente as exigências do 
arco voltaico. Todavia, o progresso no campo da micro e 
da eletrônica de potência possibilitam o desenvolvimen
to de novas fontes de energia, de maneira que, isto se 
torna uma razão para que novas pesquisas sejam feitas 
com a utilização dessas fontes visando se adequar o 
processoàs novas possibilidades . 

Além disso, devido ainda à crescente exigência 
técnica, não só o processo convencional MIG/MAG é a 
cada dia pesquisado e melhorado, como também técnicas 
adaptativas estão sendo a cada dia incrementadas. Um 
exemplo disto é a utilização da corrente pulsada que, 
devido ao progresso da microeletrônica e dos 
transistores, é hoje normalmente embutida nas modernas 
fontes de energia. Porém, existem ainda poucas 
pesquisas sobre o campo de trabalho adequado, n~ qual o 
processo MIG/MAG pulsado deve trabalhar. Em razao do 
grande número de parâmetros na soldagem com corrente 
pulsada, torna-se realmente dif{cil fazer uma 
formulação nítida sobre a dependência dos parâmetros 
entre si e sobre o efeito dos mesmos no processo. 

OBJETIVOS 

O presente artigo tem como objetivo precípuo di
vulgar o trabalho que o laboratório de Soldagem 
(LABSOLDA) da UFSC e a Divisão de Automatização em 
Processos de Soldagem (APS) da Universidade Técnica de 
Aachen estão realizando no momento. Esse trabalho 
conjunto é resultado do programa de doutoramento co
operativo promovido pelo Serviço Alemão de Intercâmbio 
Acadêmico (DAAD). 

Para contribuir na solução dos problemas citados 
na introdução deste artigo, o trabalho em sua amplitude 
compreenderá: 

1. Determinação do relacionamento entre os 
parâmetros de soldagem mediante a utilização de dados 
ja existentes na literatura e através de experiências 
adequadas que são conduzidas em um banco de ensaios [1 ] 
adequado para este fim. Este banco de ensaios (f- ig.1) é 
comandado por um microcomputador que possibilita o 
controle dos dados de entrada, bem como os de saída, a 
fim de que a precisão dos dados e o tempo dispendido 
para a execução da pesquisa se situem dentro do que 
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hoje é exigido. Todos os relacionamentos entre os 
parâmetros de soldagem devem ser armazenados em disco, 
de maneira que se possa começar a pensar em um banco de 
dados de soldagem. Para que se tenha um rápido acesso 
ao relacionamento entre os parâmetros entre si, o banco 
de dados deve permitir que sejam desenhados gráficos na 
tela do monitor do microcomputador. 

Fig. 1. Esquema do banco de ensaios de soldagem 
apoiado por microcomputador 

2. Desenvolvimento de um algorítimo, através da 
utilização desse banco de dados, a fim de que o 
processo a corrente pulsada seja sinérgicamente (Syn
ergic Are Welding) controlado por um microcomputador, 
onde sómente as grandezas: diâmetro e material do 
elétrodo, velocidade de avanço do elétrodo ou corrente 
média, comprimento do arco e volume das gotas serão 
solicitadas pelo microcomputador ao operador. 

3. Estabelecimento de vantagens e desvantagens do 
emprego de fontes de energia tiristorisadas e 
transistorisadas na soldagem MIG/MAG com e sem 
pulsação . 

DESCRIÇÃO DOS EXPERIMENTOS 

A elaboração do algorítimo para que o processo 
pulsado sinérgico possa ser controlado (objetivo 2), 
será apoiada nos seguintes critérios: 
1. A velocidade de avanço do elétrodo deve ser 

balanceada em acordo com o consumo do mesmo; 
2. Deve ser produzida transferência de metal em "Spray" 

em correntes abaixo da de transição. 
Por isso, a fim de que o objetivo 2 seja 

alcançado, dever-se-á atingir primeiro o objetivo 1. 
Assim, as seguintes experiências devem ser levadas a 
efeito: 
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Determinação do consumo de elétrodo para casos 
estratégicamente escolhidos. Para que esta deter~i
nação seja facilitada, foi desenvolvido um programa de 
computador com o objetivo de automatizar a experiênciá 
e medir e calcular os parâmetros de soldagem. Todos O! 
dados relevantes à experiência são transcritos em uma 
impressora e armazenados em disquete para tratamento 
posterior, o qual pode ser feito de várias maneiras. 
Uma delas é a elaboração de diagramas cartesianos ten
são-corrente (Fig. 2), onde cada curva, representando 
um determinado consumo de életrodo, é delimitada com 
base na estabilidade do processo que, por sua vez, em 
sua avaliação, foi tomado em conta os desvios padrão da 
corrente e da tensão emitidos pelo microcomputador. 
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fig . 2. Curvas de igual consumo de elétrodo 

~o 

Com a ajuda destes diagramas podem ser conduzidas 
uma série de diferentes análises [2], como por exemplo: 
- Através da inclinação destas curvas pode-se 

facilmente observar a compatibilidade com as 
características da fonte a ser utilizada; ou seja, se 
as curvas forem verticais, não se pode utilizar 
fontes de energia do tipo corrente constante sem que 
exista uma retroalimentação do sinal da tensão. 

- Determinação do campo de trabalho para determinados 
desvios padrão da corrente. 

- Influência da composição qu{mica do elétrodo sobre a 
velocidade de fusão do mesmo (consumo). 

- Comparação entre a velocidade de fusão com arco 
normal e arco pulsado. 

Além disso, estas curvas podem ser utilizadas co
mo ajuda ao estudo da transferência de metal de adição. 

Uma outra representação possível desta 
característica pode ser através de um diagrama 
cartesiano consumo de elétrodo-corrente. 

Em ambos os casos, as curvas podem apresentar 
diferenças dependendo de quais variáveis foram mantidas 
constantes, entre elas, o comprimento do arco, p 
comprimento do elétrodo e a tensão. A partir destes 
dados obtidos, será dado um tratamento matemático ao 
relacionamento entre as variáveis. 

Determinação de características estáticas de arco 
para diferentes combinuçôes entre elétrodos e gases . A 
meta é determinar o relacionamento entre tensão, cor
rente, comprimento de arco e comprimento de elétrodo. 
Assim, tendo-se tal relacionamento, pode-se, no caso do 
objetivo 2, fornecer ao início do processo, 
indiferentemente, a tensão ou o comprimento do arco. A 
fim de que esta determinação seja obtida mais 
facilmente, será também desenvolvido um programa de 
computador para que a corrente juntamente com a tensão 
variem segundo uma determinada equação que mantenha um 
mesmo comprimento de arco. Durante as experiências 
deverão ser tomadas fotos a fim de verificar se 
realmente o comprimento do arco foi mantido constante . 

Estudo e determinação da transferência de ma
terial de adição. A meta será determinar um fundamento 
para uma previsão dos parâmetros para a soldagem em 
corrente pulsada a fim de que se obtenha uma transfe
rência metálica de maneira controlada. 

Segundo trabalhos de M. Amin (Welding Institute), 
os dados de um "Spray Are" normal podem ser utilizados 
para uma previsão da ordem de grandeza da intensidade 
do pulso e do tempo de transferência de cada gota 
Diagramas, como o mostrado na fig. 3, devem ser obtidos 
a fim de que o intervalo de tempo entre cada gota e, 
por conseguinte, o volume médio da mesma seja determi
nado através de um tratamento estatístico como mostra a 
fig. 4. Embora os tempos de transferência entre as 
gotas variem entre 5,3 e 15,8 ms, é nítido que o 
intervalo preponderante é de 10,5 ms, designado como 
tempo modal. 
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Fig . 4. Distribuição dos tempos de transferência de go
tas para arame NG61 de 1,6 mm de diâm . em 251 A 
(8 m/min), C.C. constante 

Uma vez conhecido o consumo de elétrodo para uma 
determinada corrente, que no caso relacionado da figura 
4 é de 8m/min, e tomando como tempo de transferência 
entre cada gota o tempo modal, pode-se determinar o 
volume modal das gotas utilizando a fÓrmula segu~nte: 

2 v_Jr . d .C.T .. (1) 
- 240 



onde v, é o volume modal em (mm 3
), d, o diâmetro do 

elétrodo em (mm), C, o consumo do elétrodo em (m/min) e 
T, o tempo modal em (ms). Assim, para o presente caso, 
o volume modal é de 2,8 mm 3

• 

Com estes dados, pode-se produzir diagramas como 
os da fig . 5, onde obtém-se um relacionamento completo 
entre os parâmetros que comandam o fenômeno numa ampla 
fai xa de regulagem. 
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Características naturais de transferência em 
argônio para arame NG61 de 1,6 mm de diâm . : 
(a) Relacionamento vol . da gota- corrente; 
(b) relac. tempo de transf. - volume 

Previsão da corrente de pu1so e sua duração . Pela 
figura 5, para um volume de gota de 1,0 mm~ necessita
se de uma corrente de 334 A, resultando num tempo moda\ 
de transferência de 2,47 ms e, para um volume de 1,5 mm 
necessita-se de uma corrente de 300 A, resultando num 
tempo modal de 4,45 ms. Como ja foi mencionado, estes 
são os parâmetros necessários para se obter uma trans
ferência em "Spray" com corrente contínua cons t~nte . 

Dos relacionamentos entre o consumo de eletrodo e 
a corrente para o referido arame obteve- se, 
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rêlativa~ente a uma corrente média de 125 A, um consumo 
de ~létrodo de 4 m/min. Assim, aplicando a f~rmula 1, 
obtem-se, para volumes de gota de 1 e 1,5 mm , tempos 
de t~ansferência de 7,5 e 11,2 ms respectivamente. 
Todavia, na prática, com uma C.C . constante de 125 A, 
não se obtém os volumes de gotas citados. 

A idéia então é usar-se uma corrente pulsada, de 
maneira que os pulsos satisfaçam os valores obtidos da 
fig. 5 e que a corrente média seja igual a 125 A, 
satisfazendo assim o critério mencionado sob o numero 
(controle do processo sinérgico). 

A figura 6 relaciona todos os parâmetros do 
processo pulsado de maneira a que a corrente média seja 
sempre i gua 1 a 125 A [3] . 
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Para o caso do volume de gota de 1 mm 3 deve-se 
então ter uma corrente de pulso de 334 A e um te.mpo de 
pulso de 2,47 ms. Considerando os 7,5 ms necessários 
para o cumprimento do critério 1, chega-se a uma 
relação entre o tempo de pulso e o intervalo de tempo 
total entre cada transferincia de gota (perÍodo} · igual 
a 0,33. Assim, obtém-se a partir da fig. 6a uma cor
rente de base igual a 21,3 ~· Igua}mente, para o_caso 
do volume de gota de 1,5 mm , obtem-se uma relaçao Tp/T 
igual a 0.4 e uma corrente de base igual a 9,5 A. 

Nem todos os valores da corrente de base, assim 
obtidos, serão possíveis, pois um valor muito baixo da 
mesma conduz a uma possível instabilidade do arco. 

Determinação da dependência entre intensidade de 
pulso e tempo de pulso. Como mostra a fig. 7, pode-se 
estabelecer um relacionamento entre a corrente de pulso 
e sua respectiva duração para um determinado volume de 
gota. Embora os dois arames referenciados na figura 
sejam de naturezas distintas, pode-se formular para 
ambos os casos a seguinte equação: 

~3 ( I p Tp = K 2) 

M. Amin sugere como valores de Ip e Tp , a fim de 
que não haja necessidade de exaustivas pesquisas com 
corrente pulsada, os valores obtidos a partir de 
transferincia normal. Assim, para o volume de gota de 
1,5 mm 3

, o valor de K seria: 

K = 300
2

'
3

. 4,45 = 2216,86 
3 1.,3 

10 A ms 

Usando-se então este relacionamento pode-se 
determinar outros conjuntos de parâmetros de pulso que 
satisfaçam o critério do consumo de elétrodo . Assim, 
para correntes de pulso estipuladas em 320 A e 350 A, 
os tempQs de pulso e correntes de base correspondentes 
seriam de 3,84 ms e 23,1 A e 3,13 ms e 38,6 A 
respectivamente (Fig.6b}. 
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Fig. 7. Relação entre a corrente de pulso e sua respec
tiva duração para volume de gota de 1,5 mm 3 

: 

(a) escala linear; (b} escala logarítmica 

CONCLUSÕES 

Em virtude do presente trabalho ter sido iniciado 
recentemente, não épossível ainda formular-se 
conclusões definitivas, todavia, pode-se dizer que o 
controle do processo de soldagem MIG/MAG através do 
microcomputador revelou-se um meio adequado ao estudo 
do relacionamento dos parâmetros de soldagem . 

Todos os dados dos experimentos até agora 
desenvolvidos encontram-se armazenados em disquete sob 
cÓdi~os adequados de forma a facilitar um tratamento 
posterior dos mesmos. 

A pesquisa continuará a ser conduzida 
procurando-se manter como base a teoria de M. Amin 
(previsão dos parâmetros de pulso) tendo como principal 
meta a elaboração de "Software" adequado a fim de que 
os parâmetros de soldagem possam ser automaticamente 
selecionados pelo microcomputador conforme o objetivo 
2. Como um dos meios de verificação da correta escolha 
dos parâmetros de pulso far-se-áuso de diagramas como 
os da fig. 8. 
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Oscilogramas típicos de transferência de metal; 
corrente pulsada, arame de inconel de 1,2 mm, 
vol. de gota de 1,5 mm 3

, C=4m/min e duração de 
pulso de f ms : (a) transferência estável de me
tal em corrente de pulso de 244 A; (b} transf . 
instável de metal em corrente de pulso de 220 A 
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SUMMARY 

The present work shows how a microcomputer makes 
the research of the we~ding expert easier giving him 
readily access to the welding parameters and storing 
t hese data for future cases. 

This article also shows how it is an attractive 
alternative for the control of synergic pulsed MIG 
welding. The appropr i ate pulse parameters can be 
automatically regulated according to any given wire 
feed speed and are length, and the parametric constants 
needed to execute the synergic operation can also be 
automatically retrieved from the microcomputer memory . 
All the information required from the operator is the 
material, current or wire speed, diameter of the wire 
and drop volume . In this way the required skills from 
the operator are minimized. 
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I NTRODUCTI ON 

ln high speed of rotation applications, flexible 
rotors magneticall~ supported are presently found in 
many applications Ll], [2], especially in space and 
ultrahigh vacuum technologies. The vibration levei may 
be controlled by passive or active dampers in order to 
reduce resonance amplitudes. ln the case of active 
dampers they reduce vibrations amplitudes when the 
rotor runs throngh criticai speeds [3] , [ 4] and obser 
ves and controls the motion continuonsly. 

Electrically induced vibrations in rotor drive 
systems occur frequently due to different reasons such 
as rotor excentricity, unbalanced line voltage, loose 
s ta to r 1 ami nat i ons. 

This paper presents a four degrees of freedon 
analytical model representing a rigid disc mounted on 
a flexible shaft supported by ball bearings. The disc 
concentrated gyroscopic influences are taken into a~ 
count. The system excitation is provided by a magnetic 
non-linear externa! force acting in the radius directi 
on in the neighborhood of the disc trying to characte~ 
rize what happens in terms of excitation in electrical 
rotor drive systems and in magnetically supported ro 
tors because of the excentric motion of the rotor in 
relation to the fixed frames. Another externa] force 
presenting the sarne characteristics of the first one 
is also introduced showing the possibil ities of using 
this force as a control contactless force to reduce 
the amplitudes of vibrations. lt was developped a ma 
trix Runqe-kutta microcomputer program to integrate 
the equations of motion. The solution permits to 
an3lyse the dynamical behaviour of the system,especial 
ly the response to the non-linear excitations. -

MATYEMATICAL MODEL 

The physical model for the rotor-system is a 
vertical simple supported flexible shaft carrying a 
symmetrical rigid disc. Figure 1 shows the system 
geometric configuration and the fixed and rotating 
coordinate axes. 

m,J,I 

Figure 1 - Flexible rotor 
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The equations of motion are obtainned using 
Lagrange energy method and they are presented in 

lí"f nw}.[lJ. ! H m . 
+ r~a ~ad ~ ad a 

o o kd 
O O kad ;:,J m-m 

where: x,y,6,~ are the generalized coordinates 
m,j,l are the inertia terms 
n is the rotation of the shaft 

the 
the 

(1) 

kd,ka, k dare the shaft stifness coefficients 
F is thea excitation force. 

The magnetic contactless force may be represented 
by the equation F(x) = c/d2, where d is the ins1antanj 
ous gap and C is a magnetic field constant [~.m I A2 
For an electromagnet C= (NI)21Js/2, where Ni is the 
Ampére-turns, 1J is the magnetic permeability and S is 
the pole-area. The magnetic attraction can be used to 
modify the system stiffness and this is shown for a 
single degree of freedon system in [5] For the case 
where a permanent magnet is describing a sinusoidal m~ 
tion in the radial direction beginning from a starting 
gap do, the externa] force can be written as: 

F = F 
X 

C/(do - x 5inwt - x) 2 
o 

(2) 

ln the case where another externa! magnetical force is 
introduced for control purposes: 

F = F + C/ (d - x sin(w t+~)+x )
2 

= F +F (3) 
X OC OC C X C 

where x and x are the values of the amplitu jes of 
the per~nent 0 !fiagnet motion; wand w excitir;g freque~ 
cies and ~ is a phase angle considerfid when w = wc. 

EXPERIMENTAL MODEL-SYSTEM IDENTIFICATION 

The laboratory model is a vertical flexible steel 
shaft (~ 9mm, 0.461 m length). The shaft supports2 a 
rigid disc (~ 150mm, m = 1.333 kg, I = 0.0052 kg.m ) 
which can be placed as necessary between the two ends 
ball bearings. The disc position is adjusted such as 
.e.2 =O. 137m. Table 1 shows the stiffness parameters 
analytically calculated 6 ,and statically and dyn~ 
mi cal ly determined. Experimental results were obtainned 
when n = o. 
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Table 1 - Stiffness Parameters Values 

METHOD kd [ N/m J ka [N.m/rd] kad [N.m/m. rd] 

Theoretical 84883 2107 8878{*) 

Static 56470 - 13534 

Dynamic 50129{*) 2427 ( *) -
~ 1 

For ali calculations the values marked with ~)in Table 
1 are assumed. lt was verified that the damping factors 
associated to ~11 vibrating models are very small 
(ç: 5.0 X 10· ). 

The excitation is provided by a permanent magnet 
driven by an eletrodynamic shaker such as the adjusted 
initial gap is 3.0mm, and the amplitude of the imposed 
sinusoidal motion is kept constant by the exciter con 
trol system and is equal to l.Omm.The magnet ·ic constant 
C was determined using a micrometric cursor and a load 
cell in such way that the static gap and the related 
attractive force could be measured precisely. For the 
region close to the adjusted initial ga~ (~.0 ± l.Omm) 
the mean value of C is 1.048 x 10-5 N.m /A. 

The externa] force F acts on the disc in the radi 
ai direction. When the ot~er externa] force Fç is wá~ 
ted for control purposes, it is applied d1ametrally 
opposed to F and Fc presents the sarne characteristics 
of Fx. Thesexforces were monitored using two piezoele~ 
tric load cells. So, only the AC levei of the signals 
could be taken. 

The disc motion is measured by contactless 
proximity sensors. Figure 2 shows the experimental mo 
del. 

Figure 2 - Experimental Model 

ANALYTICAL RESULTS 

Considering the homogeneous systems (making F = O 
in Equation 1), the frequencies and criticai speeds are 
calculated using a classical polynominal roots 
determinatlon method. Here, the influence of the 
couplin.g stiffness terms is observed. These terms leads 
to an angmentation of the higher order frequencies and 
to a reduction of the lower ones when compared to the 
case where the coupling terms are neglect as shows 
Figure 3. 
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The non-homogeneous equation of motion is inte 
grated using a matrix Runge-kutta technique. Two díf 
ferent situatio~s are firstly analysed: a) the system 
is excited by F = F in the proximity of a criticai 
speed: n = w = 100 xrd/s; b) the system is excited by 
F = F far from the criticais: n = w = 300 rd/s. Figu 
res 4xand 5 show these two situations,respectively.As 
expected, the influence of the non-linear magnetic ex 
citing force is significantly more important in case 
(a), where it can be also observed that F develops 
more importantt values than in case (b). T~e other 
generalized coordinates are not shown but present ana 
logous behavior. 
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Figure 4- x(t) ,9(t)and F (t) for n=W= 100 rd/s 
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The influence of the application of another ma~ 
netic force superimposed to F (Equation 3), for con 
trol purposes trying to reduce xthe vibrations leveT 
is now analysed. lt is supposed that the shaft opera 
ting speed of rotation is 400 rd/s (between two critT 
cals), and w = n. The frequency of the control compÕ 
nent of F is taken as w = 1.2 n, and it is applied 
when t = 0.40 s. Figure~ 6 and 7 show x(t) and 9(t) 
respectively, and the reductions in the RMS values of 
x,A- amplitudes are 8.3 and 7.4 times respectively. 

Finally it is now presented the case where the 
control force is applied when t=0.405 and n=w=wc = 
400 rd/s. ln this case the phase angle of F (related 
to Fx) is 1T. The RMS of x-amplitude afteF the appli 



cation of F is 24.6 times smaller. A redu~tion of 15.9 
t i mes is fo5nd in the RMS value of 9- amplitude. Figu
re 8 shows x(t) . 

• 4.GE-I 

Figure 5- x(t), 9(t) and Fx(t) for S1 = w=300rd/s 

5.0E-4 

-li.OE-4 

Figure 6- x(t) S1 =w=400 rd/s and w 480 rd/s 
Control force applied whe~ t = 0.40sec. 

l.CIE-3 

Figure 7 - 8(t) for S1 = w =400 rd/s and Wç =430rd/s 
Control force applied when t=0.40sec. 

• 
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5.0E-4 

-li.CIE-4 

Figure 8- x(t) for Sl=w=wc = 400 rd/s- Control 
force applied shen t = 0.40 sec. 

EXPERIMENTAL RESULTS 

The main interest of the experimental verificati
on was to check the behavior of the system when the 
externa! force is represented by Equation 3. Figure 9 
shows the x(t) and 9(t) motions when the excitation 
force F (t) is applied radially to the disc with no 
controlxforce. Here n = w = 314 rd/s and the amplitude 
of the sinusoidal mouvement imposed to the shaker is 
± 1.0mm with do= 3.0mm. The influence of the other 
externa] force imposed for controlling the vibrations 
can be observed on Figure 10. Fc(t) in this case is 
applied by another shaker placed diametrally opposed 
to the first one for which w = 377 rd/s. A reduction 
of 2.7 times is obtainned incthe x-amplitude. ln Fi 
gures 9 C!,nd 10 Fx(t) and Fc(t) are characterized by 
the accelerations signals of the permanent magnet sha 
ker head. 

Figure 9- x(t),B(t) and Fx(t) when O and 
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An.alytical results corresponding to the above si 
tuations, show that a reduction of 2.3 tl~es is obtaTn 
ned in the x - amp 1 i tude5 .... -

CONCLUSIONS • 
The matbematical model represents very well the 

phenomenon and the experimental result's sbow good cor 
relation with the theoretical data. The non-linear ex 
citation and response are well represented and the te 
chnique used for integration is adequate. 

When running between two criticais in the presen
ce of an exciting force such that w = n, another exci
ting force introduced for controlling the motion can 
reduce the vibrations levei. The best results are ob 
tainned when w = w and the phase angle between F an~ 
F is TI. Howev~r this situation is not easily fea~ible" 
e~perimentally, but even when w # w good amplitude re 
ductions are gotten. c -

The control force model has to be better adjustea 
in such way that effective reduction in the amplitudes 
can be obtainned when crossing criticai speeds. lt 
see~s important to control the F phase angle related 
to the x - moti on. c 

Experimental verifications at criticai speeds we 
re not done for secúrity reasons. 
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RESUMO 

El>.te Vta.bai.ho apllU e.n..ta. um modelo ma.temâü.c.o pCVta 
um rü.J.c.o ll1gido montado e.m um uxo 6le.x1vel l.u.poll.tado 
poll manc.a..W de. JLOlamento. Vu.al> 6Mç.al> magn.é..ti c.al> não
Une.MU, l.em c.onta.to e. e.x.te.llrlal> ao é-i.ll.te.ma óâ~o ap.e..i.c.a 
dali ILa.!Ü.alme.nte. ao rü.J. c.o, lle.pJLU e.ntando a e.xc..U:aç.ão e 
a 6oJLç.a de. c.on.tllole., ILUpe.c..tivame.nte.. A 6oJLÇa de. con 
.tllole. é u.éada pCVta müúmi zaJt o .Ü:ve.l dM v.i.bMç.Õu ciõ 
M.tM. t 6e..i..ta uma ve.ll.i.6.i.c.ação e.xpe.ll.i.me.ntai. u.éando um 
modelo de. iaboM.tÕJL.i.o. 
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ABS,.~CT 
• 

Tw papVt p!tue.rr..t6 .:t.he. ~.>.tu.dy o6 a JÚg.id Jto:toJt :the. uppVt e.nd J.>uppolt:te.d by a ma.9. 
ne.tic. I.> UI.> pe.rtl.>.iort ac.ting ax-{a.Uy and .:t.h.e. o.:t.hVt e.nd p.ivo:te.d. The. magne.tic. 6oJtc.U Me. 
c.hMac.:te.JÚze.d by analytic.al ·~xp!t~Úortl.> c.onúde.!Úng :the. gap va!t.iatio rtl.> .in .:t.he. magn~ 
tic. 6.ie.ld d.i!te.c.tion and .irt w :tJtartl.>ve.Me. d.i!te.c.tion. The. non-lirt e.M ma.t:M.x e.qaation 
o6 motion .i!.> p!tue.n:te.d and .in:te.gJta:te.d uJ.>.ing a Runge.- K1.t:t:ta :te.c.hn.ique. . An e.xpe.!Úme.n:tal 
appMa.tu.l.> .i!.> uJ.>e.d to .ide.nil61J .:t.he. ~.>:tatic. and dynamú: .. pMame.:te.M o6 .:t.he. l.>ljl.>:te.m. 

1 . I NTRODUCT I ON 

Since the end of the si xt ie s with the air- space de 
velopments and with the new t echniques to puri t y nucle 
ar combustible, and during t he seve nti e s with the high 
speed flywheels for energy storage and with high speed 
special vehicles, a great interest on magnetic suspensi 
ons has been noted. -

Research activities in this field are de vê lo~ped 
mainly by air-space activities industries and the re 
sults concerning technical details for the design and 
the construction of magnetical devices are ke pt confi -
dential. ln Europe, many efforts are made in Germany 
[ 1] and i n France [2] , [l] and i n the Uni ted Stades 
organizations like NASA [4] are workin g hard on thi s 
subject and in Japan !SI many researches are conducted 
malnly related to magnetically suspended vehicles !SI . 
2 . MATHEMATICAL MODEL 

The i nfluence of a magne tic fi e ld intens i ty on the 
natural frequencies can be characterized by t wo s impl e 
one-degree of freedon systems [6] .Figure 1 represent s 
a ferroma gnetic mas s into an el e ctromagne tic field in 
two different situation s : (a) ax ial motion and (b)tran~ 
verse motion. 

( ., 
(a) 

Figure 1 - Ferromagnetic mass into an el ect roma gn e 
tic field (a) Axi al mot ion; (b) Trans-
ve r sa l motion 

For both situations t he equation of mot ion is: 

m .. x + kx + F( x) = o (1) 

where F(x) c (ca se a) ( 2) 
2 (do + x) 

F(x) = c (ca se b) ( 3) o r 
(do2+i) 3/2 

w'lere ê = c. 12 

737 

and C [N.m2/A2] is a magnetic constant representing the 
magnet ic flux, do is an initial gap

2
.For an eletromag

ne t C may be expressed by C = (N I) )..l s / 2 where N I is 
the Ampere-turns , 1J is the magnetic permeability arld 
S i s the pole area. Equation (1) is strongly non-line
ar and the solution is obtainned numerically by a Run 
ge -Kutta inte gr at ion technique . Figure 2 shows the in 
f lue nce of C on the natural frequencies w of the sy~ 
tem f or ca ses (a) and (b). n 

30 W(Hz) 

24 

18 

12 

C (W b , m.A) 
o 

o 6 9 12 15• f- 5 

Figure 2- The influence of C on wn 

lt can be seen that the magnetic attraction can be ~ 
se d t o modify the system stiffness. 

A rigid rotor with one fi xed end and the o t her 
e nd ma gnetically supported is presented on Figure 3 , 
for which two degrees of freedon are taken. ln this fi 
gure the fi xed and the rotating axes are shown. 

z 

Figu re 3 - Phi s ical Model-Coordinate axes 
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The equations of motion are obtainned using the e · 
nergy method developped by Lagrange. They are presen ~ 
ted in the matrix form: 

[
m L

2 
+ J o l{e.}Jo 1nl J ?} ={Qe} • c4) 

o mL
2

+J ~ l-ln ~ l ~ Q~ 
where: 

m,J,I are the inertia terms 
n is the rotation of the rotor 
e,~ are the generalized coordinates 
Qe , Q~ are the general ized Forces. 

Qe = mgLe -
(1 c do+ cJ 2)e - 1 c do e 

{do2 + 12e2) 3/2 (do2 + 1 2 ~2 )372 

2 
Q = mgL~ _ (1 C do + C 1 ) ~ - 1 C do ~ 

~ (do2+ 12 ~?)372 (do2+12e2) 372 

3. SYSTEM IDENTIFICATION 

(5) 

(6) 

The experimental model is an acri li c cylinder whe 
re in both ends two ferromagnetic poJes are fixed. -

The rotor is fixed to a rlgid framce the upper 
end beeing placed close to a drive coi 1 and the lower 
end is supported by an one end fixed flat blade as 
shows Figures 4 and 5. 

Figure 4 - Experimental model 

Figure 5 - Lower end support 

A strain gage fixed on the rotor lower end support is 
used to measure the magnetic attraction force as shows 

Figure .S . 
T.aole 1 shows the rotor geometric and phisical cha 

racteristics. 

Table 1 - Geometric and phisical characteristics 
of the rotor. 

r. 

Length 1 [mm] 250 
z 

Externa 1 Di ame 
ter ~ [mm] 95 ~ ~ 

Mass 2.13 M [kg] 1 • 
lL Center of Mass L [mm] 125 t;::: t:;-

,( 
y 

lnertia I ,J,K[kg.m2] 0.025;0.02 
0.013 

To determine the static and dynamic characteris 
tics of the system the experimental apparatus showed by 
Figure 6 is used. The goal was to determine the magne 
tic attaction force (F) and the instantaneous gap when 
varying the driving current in the magnetic suspension 
of the rotor. 

Figure 6 - Experimental apparatus 

Si x values for the initial gap where used(4.05 
3.80; 3.55; 3.30; 3 . 05; 2.80mm), represented by the 
curves 1,2, ... ,6 respectively in the following figures . 
Figure 7 shows the magnetic attraction force when vary 
ing the driving current. -

22 .0 forcoiNI 

.... 
18 .0 

11 .5 

18 .0 

IUI 

!3 .0 

11 . !1 

10 .0 

... 
7 . 0 ~I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 11.11 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ : N " • 

Figure 7 - Magnetic Force X Driving Current 

Figure 8 shows the variation of the instantaneous gap 
when varying the driving corrent. 



.... 

S. l'l 

3.00 

1.25 

Figure 8 - lnstantaneous Gap x Driving Curre~t 

The experimental data shown by the two preceding figu 
res were used to determine the variation of the magne~ 
tic field constant C IN.m2/A2 1 when varying the dr~ 
ving current as seen on Figure 9. 

... 
u 

... 

... 
••• ... 
1.1 

1.7 

1.1 

Figure 9 - Magnetic field constant(C) x Driving 
Current 

Other interesting information about the static be 
havior of the system can be taken, as the values ot 
the magnetic constant as a function of the instantaneous 
gap (Figure 10) and the variation of the instantaneous 
gap asafunction of the magnetic attrattion force(Figu
re 11). 

1.5 
CUI·4 *2/AZJ 

... . ,. 

... 

));~ ... 
... 
... 
1.1 

-./""' 
1.7 

... 

... 
~ IC 8 5 .. .; 
~~--~--~--~~---=--~--~~~~--~--~s wr• .. 

Figure 10 - Magnetic Constant x gap 
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.... 

3. 7!1 

3.00 

.... 

.... ,_ .. 
o m o .. o o .. . .. . 

.; !i :i ~ = ti = 
g lli 

Figure 11 - Gap X Magneti c Force 

The dynamical behavior of the system was analysed 
for the case where the rotation of the rotor n = O.The 
initial gap was fixed to 2mm and the driving current 
was set to 0. 40 A in such way that the instataneous gap 
was 0.95mm (C; 9.0 x Jo-6 N.m2). Using a proximity 
transducer the response of the rotor to given initial 
conditions was analysed. The data were automatically 
read using an automatic data aquisition system control 
led by a microcomputer. This way the time response was 
plotted as shows Figure 12. This procedure permitted 
the determinations of the damping factor~ a 0,0181 . 

1.00 

•• 00 

3.00 

2.00 

1.00 

o.oo 

·1.00 

-2.00 

-3.00 

-•.oo 

-i!.OO 

Volt 

DESI.OCAIENTO AHilUII 
Fotor 11e -rtoa1 .. to• s.I1E·2 

Figure 12 -Time Response 

1.00 ... 

The data where then treated by a FFT software, and the 
natural frequency of osci llations was determined-
fn 2.1875 Hz (Figure 13) . 

. 20 

.se 

.12 

.08 

.o• 

0.00 

1Voltl'2 

2.00 

FFT-ANGULAR DISPLACEMENT 
Natural Frequency=2. 1875Hz 

~ . 00 1.00 1.00 

Figure 13 - Frequency Response 

10.00 
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4. THEORETICAL RESULTS .. 
Equations (4) was integrated using a matrix Runge 

Kutta techni~ue and the theoretical time response ( FT 
qure 14), shows the generalized coordinates and the ge 
neralized forces as functions of the time. This was dÕ 
ne using the sarne conditions used before for the expe 
rimental dynamic response determination. -

flrr~fl ~ 

........ - lllutl• ,, tlll I'IUf'oO 

Figure 14 - Theoretical results 

• 10 

"' 

This way the value of the natural frequency theoretical 
ly determined is fn = 1.97 Hz. 

CONCLUSIONS 

The static and dynamic behavior of a rigiu rotor 
with one end magnetical ly suspended was studied. 

ln the theoretical model hysteretical damping will 
be taken into account in the future. 

The authors reserved for further investigations 
the cases where the rotation of the rotor is not zero. 
For this purpose two or more radial magnetic suspensi
ons have to be introduced. 

The mathematical model seems to well represent the 
phisical phenomenon. 
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RESUMO 

E4.te. .tlta.balho aplte.6 erU:a. o u.tudo de um Jto.tolt .tU 
g.<.do Hndo 4u.a extltemi..dade 4u.peM.IfiL 4MpenM magn~ 
c.amen.te e a in6e;úolt pi votada. A.6 6o"'lç.M magnê.t,{_c.Q4-
4ão c.a~tac..teltizadM polt explteA4ÕeA analZ.tic.M c.on6~de 
Jtando M valtia~õu do en.tlte6eltlt0 na dilte~ão do 6lu.xo 
mag~ê.t,{_c.o e pe!tpenclic.u.laltmen.te ao 6lu.xo. A equ.a~ão 
ma.tltici.a.i não Unealt lteplteAen.taliva do movimento ê. 
aplteA erU:a.da e in.tegJtada a.tlta.vê.4 de uma .tê.c.nic.a de Ru.n 
ge-ku..t.ta. Uma montagem expelri.men.tal ê. U6ada pa!ta ~ 
denü6ic.alt 04 pa!Úime.tlto4 u:tá:ti.c.o4 e dinâmic.o4 ciõ 
4i4.tema . 
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natu.Jta.<.J.J, auonando-o e.m uma 6a.<.xa de. Jtotaç.ao ;.,e.R..e.c.J..onada. 

INTROilJÇÃO 

Com o intuito de se obter sistemas de transportes 
com elevado rendimento estão sendo desenvolvidos veícu
los híbridos que usam volantes de inércia para armazena
mento de energia. A quantidade de energia armazenada é 
proporcional ao produto entre a inércia da massa girante 
e o quadrado da velocidade angular. 

Estes volantes, em sua maior parte de grandes inér
cias, vem sendo utilizados desde a antiguidade normalmen 
te em forma de discos. Muitos deles foram construídos de 
materiais que são essencialmente homogêneo e isotrópicos 
tal como o aço e possuindo características de alta rígi
dez e elevado peso. 

Os volantes de concepção modema são de baixa inér
cia e operam em altas rotações , devendo portanto, ser 
construídos com materiais de alta resistência. A tendên
cia atual é a utilização de volantes de forma anular em 
materiais reforçados. Esta tecnologia tem sido investiga 
da 111 com a construção de volantes dos mais variados ti 
pos e formatos montados em suspensões especiais com capa 
cidade de reduzir em até 90% o peso utilizando um alívio 
magnético de carga para melhorar a performance dos man
cais de baixo atrito, aumentando a previsão de vida. 

A grande motivação de uso destes materiais na cons
trução de volantes é a obtenção de grandes energia espe
cífica armazenada, baixo custo em grande escala de produ 
ção, fácil processo de fabricação e viabilidade de aqui~ 
sição destes materiais, além de simplificar as medidas 
de segurança contra falhas. 

A alta resistência permite um acionamento em rota
ções elevadas, frequenterente acima de algumas de suas 
velocidades críticas . Por outro lado, esta flexibili~ade 
inerente exige uma análise dinâmica detalhada do sistema 
volante- suspensão. 

Neste trabalho faz-se uma análise dinâmica de um vo 
lante de fibra, que consiste essencialmente de um aneT 
de fibra com seção transversal retangular fixado radial 
mente a um cubo central em alumínio st 37 por meio de 
faixas flexíveis também em fibra. 

Na ausência de perdas por atrito aerodinâmico e nos 
mancais com as características físicas e peométricas do 
anel,• garante-se uma capacidade de armazenamento de ener 
gia de 0,277 kwh, em 20000 rpm. 

MODELO F!SICD E MATEMÃTICX) 

Para analisar o comportamento dinâmico do sistema 
volante-suspensão adota- se um modelo físico simplifi~a~o 
que considera o cubo e anel do volante como corpos ngl
dos, enquanto o eixo e as faixas são assumidos como ele
mentos elásticos de massas desprezíveis. 

Além das simplificações acima, admite-se para faci
litar a análise matemática: 

•• 

- mancal rígidos nos planos diametrais; 
- simetria dos elementos rotativas; 
- efeito pendular desprezível. 

Desta forma o modelo considerado, para análise de 
"whirling", se limita inicialmente a oito graus de libe_! 
dade definidos pelas coordenadas generalizadas XC. 'iy, 
Wxc, ~c. xA, YA, ~. e ~A, correspondentes à transla
ção e inclinação do cubo e anel do volante no espaço trl 
dimensional XYZ. 

Com o uso de transformacões de coordenadas cartesia 
nas para coordenac1as ccmplexas reduz-se para quatro o n~ 
mero de graus de liberdade, definidos por r C, r A, Wc ~ e 
1jJA que representam respectivamente deslocamento radial 

e inclinação do cubo e anel com relação a sua posição de 
equilÍbrio estático. 

A figura 1 mostra o modelo físico adotado com os 
sistemas de referência usados para formulação das equa
ções do movimento. 

Figura 1 - Modelo físico e sistemas de referências 
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Usando as matrizes de transformação do sistema 
S(XS,YS,ZS) fixo ao volante para o sistema imercial 
I(XI YI ZI) de coordenadas 121 obtêm-se as ~quações de 

' ' momento para o mbo e anel do volante. 
•• • 

Me = Jc~c - i Ic nc ~c 

•• • 
MA=JA~A-iiAnA~A 

Os primeiros termos do se~do membro das 
(1) estão associados com as inercias rotativa, 
que os segundos termos estão associados com os 
giroscôpicos. 

(1) 

equações 
enquanto 
efeitos 

De acordo com a segunda lei de Newton, obtém-se pa 
ra deslocamento radial do mbo e anel respectivamente: -

•• 
FC = me rC 

•• 
FA =mA rA (2) 

As equações do movimento associadas com o vetar de 
coordenadas generalizadas, podem ser obtidas das equa
ções de equilÍbrio escritas com base na teoria da linha 
elástica. 

Para deslocamento radial e angular do cubo: 

- r C = '\ (FC + F A) + <Xz (MC + MA) 

- ~C= a2 (FC+ FA) + a3 (MC +MA) 
(3) 

Para deslocamento radial e angular do anel: 

rA = rC- FiKr 

~A= ~C- M/Ki (4) 

onde: 
ai= coeficientes de flexibilidade, definido de 121 

por: 

~ 

a2 

a = 3 

Le3 Le2 À Le À2 
--+--+--

3 Ee Je Ee Je Ee Je 

!L_+~À 
2 Ee Je Ee Je 

L e 
Ee Je 

Le - comprimento do eixo; 
Ee -módulo de elasticidade do material do eixo: 
Je - inércia diametral da seção transversal do ei 

xo; 
K .K. - rigidez radial e angular das faixas; r• 1 

À - metade do comprimento do mbo do volante . 

Substituindo as equações (1) e (2) nas equações (3) 
e (4), colocando-se na forma matricial e rearranjando os 
termos, tem-se: 

•• 
me rc 

•• 
mA rA 

•• • 
Jc ~c - i I~ ~c 

•• • 
JA ~A - i IAn ~A 

al ~ <Xz 

a1 a1 + 1/Kr <Xz 

<Xz 

<Xz 

a2 <Xz a3 a3 

a2 a2 a3 a3+1/Ki 

r c 
r A 

~c 

~A 

O sistema matricial de equações (5) representa as 
equações do movimento de "whirling" livre do volante em 
sua estrutura de suporte. 

Admitindo para (5) tm1a solução oo tipo 

onde i 
-se: 

~qd = ~Qi ~ eiwt 

1, ... , 4 e Q. é a amplitude de 
1 

(6) 

q. encontra 
1' 

([Mij]w
2

- [Nij]w- [KijJ){ Qi } ={o} (7) 

As matrizes IMij I e INijl são de ordem 4x4 com ele 
mentos definidos por: 

Mll = mC; M22 =mA; M33 = JC; M44 = JA 

Nll = N22 = O ; N33 = I~ ; N44 = IAn 

M .. = N .. 
1] 1] 

O para i ,j 1, ... ,4eirj 

A matriz [Kij] é a matriz de rigidez, de ordem 4x4 

obtida da inversa da matriz de flexibilidade [aij]· 
A equação matricial (7) , representa tm1 problema de 

auto-valores de segunda ordem, e os detalhes de sua so
lução encontram-se na referência 121. 

RESULTADOS ANAL!TilOS 

O modelo matemático desenvolvido anteriormente per 
mite calcular as frequências naturais do volante em fUn 
ção de sua velocidade de rotação. -

Os valores ntmléricos dos parâmetros característi
cos do volante, ou sejam, massas, inércias e rigÍde~ fo 
ram determinados experimentalmente 121 e encontram-se 
listados na tabela 1. 

Tabela 1. Parâmetros característicos do volante 

7 -2 2 mr=l,83 kg Kr=l,633xl0 N/m Ic=5,8xl0 kg.m 
6 -1 2 mA=l2,67 kg Ki=l,073xl0 Nm/rad IA=3,96xl0 kg.m 

-1 2 -3 2 JA=2,09xl0 kg.m Jr=B,OxlO kg .m 

A figura 2 mostra os resultados obtidos das fre
quências naturais em função da rotação do volante, para 
os quatros modos de vibrações considerados no modelo fi 
sico. -

Cada par de mrva de frequências naturais corres
ponde a um modo de vibrar, indicados por tm1 algarismo 
seguido das letras D ou R que indicam o sentido de pre
cessão ("whirl") direta para tm1a precessão no mesmo sen 
tido da rotação e retrógrada para precessão no sentidõ 
oposto. 

A interseção de cada par de curvas de frequências 
naturais com as retas, w = nn determina as velocidades 
críticas de n-ésima ordem do modo correspondente, retrô 
grada ou direta dependendo do ramo de frequência . -

No diagrama da figura 2 tem-se: 

19 modo - deslocamento radial do anel e cubo do vo 
lante em fase 

29 modo - inclinação do anel e mbo do volante em 
fase 

39 modo - deslocamento radial do anel e cubo do 
volante em oposição de fase 

49 modo - inclinação do anel e cubo do volante em 
opos~ção de fase. 

(5) Na figura 2 observa-se seis velocidades críticas 
de primeira ordem, das quais duas são diretas e quatro 
são retrógradas. As di retas em 248 e 30450 rpm corres-
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Figura 2 - Frequências de "whirl'·' em ftmção da rotação do volante. 

pendem respectivamente aos primeiro e terceiro modo de 
vibração. As retrógradas em 160, 560, 30450 e 40000 rpm 
refere-se aos primeiros, segundo, terceiro e quarto mo
do de vibração, res~ectivamente. 

Na referência !2\, encontra-se desenvolvida uma a
nálise de variação das frequências naturais obtidas em 
função de mudanças feitas nos parâmetros característicos 
ou de suspensão do volante. Com esta análise pode-se de
finir os parâmetros étimo de suspensão do volante. 

ANÁLISE EXPERIMENTAL 

Na análise experimental desenvolvida procura-se de
terminar a representatividade do modelo matemático de 
quatro graus de liberdade adotado para analisar dinamica 
mente os movimentos de "whirling" livre do volante. -

Para atingir o objetivo proposto, fixou-se o volan
te com sua suspensão em uma estrutura rígida adaptado a 
um poço de prova. No acionamento usou-se um motor de cor 
rente contínua acoplado a uma transmissão multiplicadora 
de velocidade por correias em V. 

A figura 3 mostra o resultado obtido da análise ex
perimental do volante. Os valores de amplitudes dos pi
cos mostrados não estão convertidos em unidades físicas, 
uma vez que nesta análise o interesse principal é a com 
paração entre as frequências naturais determinadas exp~ 
rimentalmente e as obtidas pelo modelo teórico. 

Nesta análise, o volante foi acionado até uma rota 
ção de 1200 rpm aproximadamente e em seguida desacopladõ 
do sistema de transmissão para evitar a influência tanto 
de massas quanto de excitações externa ao sistema, volan 
te-suspensão, não considerados no modelo teórico. -

A vibração do eixo na desaceleração do volante foi 
registrada em fita magnética e logo após processada em 
um -analisador de Fourier, de onde foi extraído uma análi 
se de assinatura do sinal, obtida com vinte valores de 
rotação variando na faixa de frequência de O a 50 Hz. 

Pode-se facilmente constatar picos na frequência de 
rotação do volante, como também nas frequências harmóni
cas de ordem dois, três e quatro, todos decorrentes de 
desbalanceamento residual no volante. 

O pico de frequência natural correspondente à velo 
cidade crítica de primeira ordem, do primeiro modo de vi 
bração do volante, precessão direta, observada com os re 
sultados do modelo -teórico em 248 rpm, não foi detectada 
diretamente nesta análise. A razão que levou o não apa
recimento deste pico de frequênci~na análise obtida, 
foi a redução brusca de velocidade de rotação, próximo à 
ressonância do primeiro modo de vibração, quando a extre 
midade inferior do cubo do volante atinge um limitador 
de amplitude do movimento radial colocado na estrutura 
de fixação. Esta redução brusca na velocidade do volante 
impossibilitou o processamento do sinal de vibração nas 
rotações de 200 e 250 rpm, pelo analisador de Fourier, 

no tempo de aquisição estabelecido. Este problema pode 
ser eliminado com a inclusão de um amortecedor externo, 
para limitar o nível de amplitude radial na passagem 
pela velocidade crítica do primeiro modo de vibração. 

Apesar de não ter se conseguido processar o sinal 
na passagem pela ressonância do primeiro modo de vibr~ 
ção do volante, pode-se garantir, em observação à figu 
ra 3, que a velocidade crítica do primeiro modo de vi~ 
bração, precessão direta está compreendido no intervalo 
de rotação entre 150 e 300 rpm, exatamente na interse
ção da reta de frequências do primeiro modo precessão 
direta com a reta w = n 

Na tabela 2 mostra-se uma comparação feita entre 
alguns valores de frequências naturais, dos modelos te~ 
rico e experimental em função da rotação do volante, p~ 
ra o primeiro modo de vibração precessão direta. 

0bserva-se, apesar do processo iterativo utiliza
do na obtenção das frequências naturais teóricas, pequ~ 
nos valores de desvios de frequências naturais,os quais 
podem ser justificados em virtude da boa coerência en
tre os model0s teórico e experimental e devido à preci
são numérica do algoritmo empregado na resolução da 
equacão (7) . 

lrn fato bastante curioso nesta análise é a não ob
servação das frequências naturais de rotação excêntrica 
inversa, denominada neste trabalho como frequências na
turais de precessão retrógrada. Den Hartog \3\ em seu 
livro se refere à precessão retrógrada como um fenômeno 
ainda parcialmente inexplicado e extremamente raro de 
ser observado. Entretanto, trabalhos mais recentes \4\ 
mostram que quando os mancais têm simetria radial as 
forças devido a desbalanceamento rotativo não são capa
zes de excitar os modos de vibração correspondentes a 
precessão retrógrada, não importando como este desbal~ 
ceamento esteja distribuído. 

Além do mais, se os mancais são levemente aniso
trópicos, os modos de vibração relacionados com a pre
cessão retrógrada são excitados junto com os modos de 
vibração correspondentes a precessão direta. 

Outra conclusão curiosa que Pedersen \4\ observou 
nos seus trabalhos, é que as forças do amortecimento~ 
terno podem simplesmente reduzir a amplitude dos modos 
ou vibração precessão retrógrada, enquanto que as for
ças ou amortecimento externo podem igualar os modos de 
vibração precessão retrógrada com os modos de precessão 
di reta. 
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Figura 3 - Análise de assinaturas do primeiro modo de vibração 
do volante. 

Tabela 2. Frequências naturais do primeiro modo de 
vibração, precessão direta 

Frequências Naturais (Hz) 
Rotação (rpm) 

Teórica 
Desvios (%) 

Experirental 

4.1 . ~ 3.9 I L 
+ 4.9 

4.3 I r ,,:, 4.2 ', + 2.3 
4.7 ,. l 4.5 . + 4. 2 
4.9 !I' .. 

' 
4.8 ry + 2.0 

5.2 ,, ;' 5.1 + 1.9 
5.5 .- t I. ,..:;~ 5.4 + 1.8 
5.8 .r ... ~ _:-:_ 5.7 + 1. 7 
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SU+IARY 

A supercritical flywheel for energy storage is 
analy~ed and its dynamical behavior obtained. The 
mathematical model of an elastically supported flywheel 
is presented. and frae whirling is investigated,to obtain 
criticai velocities. 

An experimental analysis of the flywheel is investi 
gated too, to obtain the naturais fi'equencies , turning 
at a range selected rotation. 



VIII COBEM- S. J. Campos, SP (Dez . 1985) .· 

8 
SIMULAÇÃO DO BALANCEAMENTO DE UM ROTOR 

FLEXÍVEL POR COEFICENTES DE INFLUÊNCIA 
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SlJI~IO 

Nu.te .tlr.a.bai.ho ê Jteali.za.da. uma. ~.únui.a.çãa compu..ta.c.-i.onal. de bala.ncea.mento de um 
Jt.O.toJt 6tex.1.vd peta. .têcn.<.ca. de coe6.(.c.<.en.tu de in6.tu.ênc.<.a.. ~ calcul.a.da., no domZn.i..o 
do .tempo, a. Jtupo~.ta. d.<.nâm.<.ca. de um Jt.O.tolt 6(.exl.vd duba.ta.ncea.do e a. pa.Jt.t.út ~ ampU 
.tudu e ãnguto~ de 6~e ê a.pUca.do o pJtocu~o de bai.a.ncea.mento. A ~.únui.a.ç.ão v~a. .tii 
.ta.Jt o mê.todo de bala.ncea.mento ~~.ún como teva.n.ta.Jt al.gun.~> ponto~ .teólt.i.co~ ILdeva.n.tu ll 
ga.do~ a.o plt.OCUM ex.peJt.únen.tai.. -

INfROOOÇÃO 

Balanceamento é o processo através do qual a dis
tribuição de massa de um corpo rotativo é modificada t 

para fazer com que o centro de gravidade destas pró
prias massas permaneça tão próximo quanto possível do 
centro de rotação do corpo. Deste modo, a vibração 
do corpo será reduzida a níveis pré-estabelecidos em 
determinadas rotações, abaixo da qual o corpo possa ser 
considerado corno suficientemente balanceado. 

As pesquisas de Balanceamento de Rutores Flexí
veis podem ser demarcadas de acordo com duas épocas di~. 
tintas. A primeira delas começou em meados de 1955 e 
foi até 1959, e teve como principal pesquisador K, Fe
dem. A segunda geração de Balanceamento de Retores 
Flexíveis teve inicio em 1959, com os trabalhos de R.E. 
D. Bishop, e se desenvolve até nossos dias. 

Durante todo este tempo, foram desenvolvidas duas 
técnicas principais de Balanceamento de Retores F!e~í
veis. A primeira delas depende diretamente da analise 
modal, e foi por isso chamada de Balanceamento ~1. A 
segunda técnica de balanceamento conhecida como Metodo 
do Coeficiente de Influência, não depende explicitamen
te da análise modal do rotor. 

RJRMULAÇÃOMATEMÂTICA 

O procedimento de colocar uma massa de prova em 
um dado ~lano para determinar seu efeito sobre uma dada 
rotação e uma técnica fundamental de muitos métodos de 
balanceamento. 

O método dos Coeficientes de Influência é uma for 
malização deste procedimento pelo qual: -
a) massas de prova são colocadas em locais selecionados 

ao longo de um ~tor. 
b) são medidos amplitude e ângulo de fase em locais co~ 

venientes ao longo do rotor. 
c) massas corretivas de balanceamento são determinadas 

e inseridas em locais pré-determinados. 
Um estudo dinâmico do sistema antes do processo 

de balanceamento não é necessário para o método, mas e! 
te estudo é útil para uma seleção efetiva dos planos de 
balanceamentos e dos lócais de medida (planos de medi
da). 

Submete-se o rotor a uma dada velocidade síncrona 
sob a influência de um dado desbalanceamento e com uma 
di storção modal. Esta análise requer somente que a am
pl itude de rotação e o ângulo de fase devam ser medi
dos nos planos de medida selecionados. 

O rotor mostrado na figura 1, pode ser considera
do, para propÓsito de discussão, como um número de mas
sas discretas, cada uma com espessura dz, Cada incre
mento de massa dz está localizada com_üma excentricida
de W do eixo elãStico do rotor, onde W é um vetor fun-
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ção da distância ~o longo do rotor, e pode portanto ser 
escrito na forma W(z), 

Figura 1. Distribuição do Desbalanceamento Residual 

A distribuição do desbalanceamento residual do ro 
tor é mostrado na Figura 1 no plano do papel, mas deve 
ser lembrado em toda discussão que esta distribuição é, 
em geral, tridimensional. 

O desbalanceamento lÍquido para cada elemento axi 
al do rotor, pode ser resolvido como um simples vetor 
de momento de desbalanceamento resultante Üp aplicado 
em p. , que pode ser expressado na forma: 

J
tp 

OP = P • Ap W(z) dz (1) 

o 

onde p - eeso específico do material do rotor 
Ar - area de secção transversal do local conside

rado 
W(z) - excentricidade do rotor em função de posi

ção (z) 
tp - comprimento do elemento considerado 
A distribuição W'(z) "desbalanceamento residual i

nicial" num rotor é, naturalmente, desconhecida, mas p() 
de ser determinada pela análise das amplitudes de vibri 
ção do rotor e/ou pelas forças dinâmicas as quais são 
transmitidas aos suportes do mancai e dos suportes para 
a fundação. 

Considere um sistema de coordenadas E;,n o qual 
gira com o rotor na velocidade w, O momento de desba
lanceamento UP fixado no sistema E;,n causa um desloca-
mento do rotor o qual gira em relação ao sistema de 
coordenadas x,y fixo, como é mostrado na Figura 2._ 

Na figura citada as quantidades VE;. e y . sao as 
componentes no sistema de coordenadas E;.~ (mo~JI), res
pectivamente. 

an qualquer ponto "j" ao longo do eixo do rot9r 
os deslocamentos V~- e V . podem ser transportados as 

'" J nJ 
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Figura 2. Sistema de Coordenadas ~.n 
Fuo 

coordenadas estacionárias pelas relações: 

vxj = v~j 

vyj = v~j 

coswt - V . senwt 
nJ 

senwt + V . coswt 
nJ 

Móvel e x,y 

(2) 

(~) 

A amplitude do rotor no sistema de coordenadas em 
rotação (~.n) pode ser expressa numa notação complexa 
como segue: 

V = V + ' V [V ) i4> Rj ~j 1 nj = Rj .e • • • " (4) 

ou 
VF. =V . + i v . = [v .J iCwt+4>) (5) J XJ YJ FJ ' · • • 

ll I'\. ANO DE IALANCEAMENTO 

z 

Figura 3. Rotor com os Momentos Desbalanceadores 

A Figura 3 mostra o rotor no sistema de coordena
das móvel ~.n. O desbalanceamento real está distribui 
do pelos momentos de desbalanceamento discreto em n ele 
mentos ao longo do euo. -

A amplitude de vibração e momento de desbalancea
mento podem ser relacionados por meio dos coeficientes 
de influência, [a], expressa na seguinte equação matri
cial. 

{VR} = [a] {Up} ... (6) 

Os ajp são coeficientes lineares os quais relaci~ 
nam na posição j , o efeito do momento de desbalanceamen 
to da posiçao p. Pode ser escolhido o número de planos 
de desbalanceamento, para o qual ambas as massas de pro 
va e de correção serão colocadas, que é igual ao númerõ 
de momentos de desbalanceamento n. Como mostrado nas 

equalões (5) e (6), as quantidades de desbalanceaJ'IIento 
VR sao. complexas, donde para qualquer plano p: 

ajp = a~.jp + i an,jp (7) 

Da mesma forma, 

V =V +iV 
P ~P np (8) 

Se v é o número total de deslocamentos no vetor 
{VR} e n como já definido previamente o número de 
planos ãe balanceamento, a dimensão da matriz [a] será 
v por n. 
- rr número de deslocamento, ou seja, amplitudes é 
dado por 

v=m,N ... (9) 

onde m ê o número de planos ao longo do rotor no qual 
os deslocamentos serão medidos. 

N é o número de velocidades de balanceamento. 
A equação matricial (6) pode ser escrita como se-

gue: 

-~ l r ·t, 1 1 
ul a12 ••• aln 

vl 1 1 
u2 2 a21 a22 •" azn 

u3 
vl 1 1 1 
m aml am2 ••• amn 

vZ ai\ 
2 2 

1 a12 ••• aln 
v2 = 2 a~2 ••• a~ I <. I ... (lO) 2 a21 

. • '.. . 
v2 2 2 2 
m ~1 ~2 ... amn 

~ N N N 
all al2 ••• aln 

~ N N N 
a21 a22 ••• azn 

I I 

um-1 

~J l ~1 N N I I un am2 '•' amn 
vxl 

Deve ser lembrado que a capacidade de obter ampli 
tudes de vibração baua em certos pontos es~cificados 
no rotor para dadas velocidades selecionadas é a ori
gem do nome do método de balanceamento exato de alguns 
planos do rotor flexível numa dada velocidade. 

O processo envolve medições de amplitudes e ãn~
lo de fase, cálculo dos coeficientes de influência [a], 
e finalmente a resolução da equação (10). 

Para ilustrar a técnica matemática já mencionada, 
m locais de medidas serão selecionados. Como primeira 
etapa na determinação da matriz [a] o rotor é posto a 
girar com velocidade w1 com desbalanceamento inicial e 
na qual são medidos nos m planos escolhidos do rotor,am 1 1 ...,., ~ ~ pli tude (V 10 , V 20 , .. • v ~0) e angulos de fase. 

Estas amplitudes são relacionadas com o desbalan
ceamento inicial pela equação (10). 

Em seguida, um momento de desbalanceamento T co
nhecido, é inserido no plano 1, em uma posição angular 
genérica, Novamente o rotor é movimentado na velqcida-



(11) 

b ~ . d 1 1 1 de oo1 e o tem-s!:: as amphtu es (V11 , V21• ... , Vml) e 
correspondentes angulos de fase, portanto: 

Subtraindo a equação (12) da 

(13) 

onde i - Índice da velocidade considerada 
j - plano de medida 
k - plano de balanceamento 
1 - plano da massa de prova. 
Repetindo o procedimento para todos os n planos 

de balanceamento, determina-se a matriz dos coeficien
tes de influência. 

Com a matriz [a] determinada, resolve-se a equa
ção (10): 
sev=n -1 

{U} = l(lJ {V} (14) 

se v I' n 
(15) 

O método do coeficiente de influência tem a van
tagem da simplicidade na aplicação, o qual o faz conve 
niente para uma grande gama de turbamáquina complexa -
(eixos de helicóptero, ultracentrífuga, etc) e na pro
gramação dos cálculos da massa de desbalanceamento. 

A eficácia do método não é influenciada pela pre 
sença de amortecimento no sistema, nem pelos movimen-=
tos vibratórios dos locais onde as leituras são toma
das. Rotores inclinados podem ser balanceados tão ra
pidamente como os rotores em linha reta, e nenhuma con 
sideração sobre as condições de balanceamento são en-=
volvidas para diminuir a qualidade do balanceamento ob 
t~. . -

SJM.JLAÇÃO DIGITAL 00 BALANC.EN-ffiNTO POR CX>EFICIENrE DE 
INFLuENCIA 

Com a finalidade de se testar o método de balan
ceamento, decidiu-se por uma simulação computacional , 
que permite um controle mais flexível e preciso sobre 
o comportamento dinâmico do sistema. Com isto, pode-se 
levantar facilmente algumas carac!erísticas relacion~ 
das com os asEectos teoricos do metodo. 

A equaçao de movimento do sistema pode ser escri 
ta matricialmente como: -

onde 

[M] {V} + [c] {"0"} + [K] {V} = {U}P senoot. (16) 

{V} - vetor dos deslocamentos e rotações nodais 

t

MI - matriz de massa 
K " " rigidez 
C " " amortecimento 

{U}p senoot - vetor da excitação devido ao desba
lanceamento. 

Na idealização estrutural_dd sistema utilizou-se 
um modelamento por elementos finitos (viga de Timoshen 
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ko). :Para a resolução da equação (16) w;ou-se o método 
da superposição modal e as equações diferenciais de mo
vimento nas coordenadas modais foram integradas exata
mente a partir da integral de convolução. O amorteci-

• ~ento estrutural foi considerado em coordenadas modais 
e portanto [c] é diretamente proporcional a [K] e (M]. 

A partir da integra~ão da equação (16) é possível 
determinar a amplitude e angulo de fase dos deslocamen
tos' nos vários planos de medição e consequentemente si
mular todo processo experimental de balanceamento. 

A partir de um modelo de laboratório considerou
se uma viga bi-apoiada com 3 rotores conforme a Figura 
4. 

0.135 

Figura 4. Rotor Flexível. 

Eixo: area - 1. 227E-4 (m2) 
IZ - 1.198E-9 (m4) 
E - 2.067Ell (N/m2) 
P - 7 800 (kg/m3) 

Disco: massa - 1.929 kg 
momento inércia- 2.713E-3 (kg.m2) 

Foi considerado uma razão de amortecimento de 5\ para~ 
dos os modos·. 

Tabela 1. Desbalanceamento do Rotor. 

Posição de Up 
(graus) o 

5 

1.125E-3 

120 

Os resultados das simulações estão nas tabelas que se 
seguem. As massas testes usadas (0.001125 kg.m) foram 
colocadas a 900, anti-horário em relação a um ponto do 
plano 3 e os planos de balanceamento foram 3,5 ou 7. 

Tabela 2. ~Wrlição em 3,5,7, n = 132 rad/s. 
-~ri 

~ 
;;-· 

3 5 7 

uP (kg.m) 1.117E-3 1.114E-3 1.122E-3 r, 

calculado 
Redução no 99.2 98.9 99.2 Desbal. (%) 

Da tabela 2 pode-se notar que se todos os planos 
de balanceamento coincidem com todos os planos desbalan 
ceados então o método é "exato" e independe das veloci-=
dades escolhidas. Da tabela 3 observa-se que os planos 
de balanceamento e de medição não precisam necessaria
mente coincidir para que o balanceamento seja "exato". 
Na tabela 4 foi simulado um caso em que o número de pla 
nos de balanceamento é menor do que o número de planos 
desbalanceados. Nesse caso o balanceamento deixa de ser 
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Tabela 3. Medição em 2,4 e ~. n • 132 rad/s. 

! " '· 

.....__. 3 5 .·1 

up (kg.m) I 1.117E-3 l.lllE-3 1.121E-3 
cal01lado 

--
Redução no I 99.2 I 98.7 - L 98,9 
Desbal. (\) 

Tabela 4. Medição em 3 e 7, n = 132 rad/s. 

3 5 7 
. l 

up (kg.m) 1.002E-3 l- -· .. I 9.974E-4 
cal01lado 

Redução da I 99.98 I , 97.90 I 99.98 
Amplitude (\) 
--
Redução do I 29.3 I o I 29.2 
Desbal. (\) 

Tabela S. Medição em 3,7, n = 132 e 510 rad/s 

Up :51 l.O~E-31 ..< I 
7 

l.OOOE-3 
cal01lado 
--
Redução arnpl. 
(0=132 rad/s) I 98.3 I 97.7 I 98.1 

\ 

Redução arnpl. 
1 (n=SlO rad/s) 97.5 !*aumentou 

-391 I 97.3 

\) 

Redução do I 28.9 I o I 7.19 
Desbal. (\) 

"exato", embora a redução das amplitudes dos deslocamen 
tos seja excelente para aquela velocidade de operação.
Na tabela 5 está mostrado um balanceamento nas mesmas 
condições da tabela 4 mas o 19 e 29 modos de vibração 
são balanceados simultaneamente, configurando-se o mé
todo de balanceamento por coeficientes de influência 
por mínimos guadrados. Nota-se, neste caso, que o ba
lanceamento e Õtimo nos planos 3 e 7, em ambos os mo
dos. Já no plano 5 o balanceamento é Õtimo no primei 
ro modo, e no 29 modo a amplitude tem a mesma grandeza
que nos outros planos, embora tenha aumentado mais de 
400\em relação a situação não balanceada. O programa 
computacional foi implementado em um micro-computador 
HP-9845 A com 64 Kb. 

CCMENI'WOS 

A partir de um programa computacional pode-se si 
mular o comportamento dinâmico de um rotor flexível e 
a seguir o processo de balanceamento. A simulação di
gital permite um controle preciso sobre as variáveis 
envolvidas e portanto apresenta-se como um instrumento 
Útil para a análise e avaliação de muitos aspectos de 
vários métodos de balanceamento existentes • 
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INfROOOCfiON 

While designing a rotating turbcrnachine, there is 
a great deal of concern aõout the staõility and level 
of vibration. Unstable vibration may occure caused by 
different effects, like internal darnping, oil filrn fo! 
ces, clearness excitation forces ,etc. There is also a 
big discussion about the ntllllber of'bearing~ used to gu~ 
rantee a safe level of vibration during operation. The 
classical ·rnethod~es assumption of symetric rnatrices 
or self adjoint operators and proportional damping, 
The expansion of the forced viõration in terms of the 
natural modes leads to a set of independent ordinary 
di:f;;Eerential equationsof second order [1] .1\l.though the 
method is not admissible in the case of rotating sys
tems Cnonsyrnetrical '11\atricesJ , i t is a very useful · tool 
to evoluate the modal parameters wfiile the systern is 
on rest. It also provides us with the necessary infor
rnation to adjust the mathematical model and to evalua
te its.validity. It is tfie atm of this paper to apply 
these inforrnation to adjust the parameters of a finite 
elernentmodel for a special designed laboratory test 
rig [2] in tfie early stage of modeling. 

It has been shown 13] that a generalized modal 
analysis in conectíon with an expansion in series of 
the right eigenvectors and the left eigenvectors, , 
allows the identification ofmodal parameters of a r~ 
tating systern. This 'Jilethod wíll be applied to the ro 
tor test ríg and the experimental data are presentea. 

RCJI'OR TEST RIG 

As an attempt to understand and to analize speci 
fie problerns from the dynamic behaviour of turõomachi
nery in ~eral, a special test :ig was designed. and co~ _ 
tructed L2] • The rotor systern 1s shown schematically m 
Fig. 1. The vertical shaft represents a õody with a rl 
gid upper and an elastic lower part. On the rigid se
ction there is axially clamped the rotor of an asyn
chronCll!S motor wi th 4 KW power. The stator i tself is 
hinged wi th leaf springs on swinging platforms. These 
leaf springs are adjustable and therefore allow us to 
way'the stiffness in 'a very wide range. The stiffness 
values are: 

K1 = 3.16 x 10 5 N/m 
1Y 

K2 = 2 • 86 x 10 5 N/m y 

K3 = 2.91 x 10 5 N/m y 
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Fig. 1 Test Rig (scaled 1:4e) 

MJDAL ANALYSIS OF 11-IE NONRal'ATINI- SYSTEM 

There are different possibilities in the descriE 
tion of the 'Jilentioned rotor with cont:inuous mass and 
stiffness distribution. The exact forrnulation is descri 
bed by a partia! differential equations together with -
appropriate boundary condit:i:on~. . . 

For practical ~al~ulat1o~_howeve: a Fllllte E~~ 
ment Mbdel is employed Wlth a f1n1te number of coordl
nates. 

FINITE ELEMENT IDDEL 

Basically the bending vibration of the rotor 
shaft is the focus of interest. Making use of scalar 
energy quantities in a variational form, the Harnilton's 
principle, leads us directly to the equations ofmotion. 
The unknown deflection func;jons are substi tuted by 
deflection shapes formed 3 order polynomials with 
free parameters. In this model the free parameters are 
the demection and the angle at the bmmdary .of the 
beam elements. 

11-IE UNDAMPED FREE ROTOR 

The prirnary mod.el using F .E .M.con_siders the ro
tor as a Free-Free body in space _ _lhaving ~stem rna
trices LM], [K] • The solution 6f the ordinary eiS?:enva
lue problem gives the natural frequencies and the co! 
responding modes. Fig. 2 shows the natural modes for 
the first 3 natural frequencies. 
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Fig. 2 The Natural ·Modes of theFree-Free Rotor 

IDENTIFICATION OF MJDAL PARAMETERS 

The aim of the method is to analyze a structure 
in its elementary medes and to determine its characte 
ristics. -

At first 9 measurement points in one of the coor 
dinates are chosen on the rotor. Tne rotor is excited
oy appling an inlpulse on the measurement point and the 
response is measured in a specific point. After trans
formation (FFT) of the input and the output signals in 
to frequency domain, different frequency response func 
tions can be determined. Analitical functions are fit
ted to the measured function by variation of the ,modal 
parameters. The results of this iterative fitting pro 
cedure are the modal parameters. In Table 1 these mo~ 
dal parameters are shown compared with F.E.M. re-
sults. We can see that the F.E.M. for modeling the ro 
tor brings out good results. 

Table 1. The Natural Preouencies of the Free-Free 
Rotor -

-

~1Y Hz Fzy Hz F3y H~ 

Finite Elernent Model 14.74 51.27 92. 29~ 
Identification of Modal 14.65 49.81 97.661 
Parameters j 

UNDAMPED MJUNTED ROTOR 

Ry simple modifications the Fi11ite Element Model 
• ·s:inulate the rotor mounted on the test stand by leaf 

springs . The natural frequencies and modes are again 
obtained wi th the sarne method. The natural 100des are 
shown in Fig. 3 foT the first 3 natural frequencies. 

1st 

2nd 

3rd 

-- .................. , 
...... 

.......... 

--................ ..... _____ _ 

---,.,. ........ 

. /'" ', 
/ '\. 

' ' ' 

Fig. 3 The Natural Modes of the M:>unted Rotor 

The results of applying the method for identifi
cation of modal parameters are shown in Table 2 in com 
parison with the result obtained by Finite Element Me~ 
thod. The theoretical resul ts are very elos e to the ex 
perimental ones except for the third frequency. Further 
investigation shows the influence of the flexibility of 
the test stand in this case. 

Table 2. The Natural Freouencies of the ~'bunted 
~otor · 

F1y Hz Fzy Hz F3y Hz 
Finite Elernent Model 8.22 14 .] 5 27 .57 

Identification of Modal 
zz .n I Parameters 8.38 13.01 



mDAL ANALYSIS OF ROTATING SYSTIM 

Due to gyroscopic effect and asymetry in damping· 
and stiffness matrices, the classical method for modal 
analysis fails 'to decouple the equations of motion of 
the rotor, while running. The modal parameters areal
so speed dependent in this case. 

However, working with eigenvalues and natural mo 
des of the nonconservative system leads to the desirea 
decoupling [3]. 

MJDAL PARAMETERS OF R.arORS 

The first step in modal analysis is always the 
determination of eigenvalues and eigenvectors. These 
parameters can be calculated by the homogenous equa~ 
tion: 

(1) 

where [M] , [D] and lK] are respectively mass, damping and 
stiffness matrices with order N x N. The solution of 
equation (1) is of the form : 

{x l= {4J}eu. (2) 

Suõstitution yields the quadratic eigenvalue problem· 

(3) 

wi th 2 N eigenvalues ), . and corresponding medes { 4> } J 
The eigenvalues as well as the eigenvectors mainly 
occur in conjugate complex pairs (real eigenvalues and 
eigenvectors are not considered) . 

Eigenvalues ), .= a .+iw.; >:.= a. -iw. (4) 
J J J J J J 

Eigenvectors 4> -= J sj+itj; ~-= s .-it. (5) 
J J J 

The part of the solution which belongs to such a conj~ 
gate complex pair can be written as: 

a-t 
x.(t) = B.e J {s.sin(w .t+a.)+t.cos(w.t+a .)} (6) 

J J J J J J J 1 

where w. is the circular frequency and a . the damping 
constant. The damping constant a . (real Jpart of )...) 
determines whether the solution Jx . (t) is stable J 
(ai<; O) or unstable (aj >O) • J 

The constants B. and the phase angle a. depend 
on the initíal conditfons. Nor.mally all of t~e conjuga 
te complex pairs contribute to the solution of the na~ 
tural vibrations. To explain the natural medes is not 
so easy as in the case of conservative systems. 

The expression in parenteses in equation (6) can 
be defined as natural ~odes representing a time depen
dent curve in space. 

IDENTIFICATION OF MJDAL PARAMETERS OF THE RUNNING R.arOR 

The natural frequencies and corresponding damping 
constants of the rotor shown in Fig.l are identified 
by the sarne method !3] and the resul ts are shown in 
Table 3. 

It is clearly shown that the natural frequencies 
and damping constants are speed dependent. It is curious 
to note that the natural backward whirl frequencies are 
more damped than the forward ones . 

751 

Table 3. The Natural Frequencies and the Damping Co~ 
tants of the Rotor 

Rotation Fl -al F2 a2 ~3 -ct3 
speed R.P.M Hz s -1 Hz s-1 Hz -s 

n=o 8.38 .172 13.0 .788 22.01 .628 

oackward 8.32 2.64 - - 18.30 .371 
~=402 forward 9.64 .675 13. 7l .362 22.42 .281 
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1. INTRODUÇÃO 

Sem auxílio de formulação matemática p~ 

de-se concluir que a capacidade de carga e a 

rigidez de um filme lubrificante de ar são me 

nores que um filme de Óleo, uma vez que o Óleo 

é um fluído incompressível apresentando uma 

viscosidade muitas vezes maior que a do ar. 

Para um desempenho satisfatório de um 

mancal aerostático (mancais lubrificados a ar 

pressurizado externamente), em termos de ri 

gidez, exige-se, pois, que a espessura do fil 

me lubrificante seja muito pequena, da ordem 

de micrometros. Espessuras de filme pequenas 

exigem, por sua vez, uma qualidade de fabric~ 

ção das superfícies extre~amente alta, norma! 

mente lapidadas com a rugosidade da ordem de 

0,1 RA, além do que, a utilização de ar extr~ 

mamente limpo e seco depende do método de 

compensação ou restrição o que, normalmente, 

se faz através de furos de diâmetros pequenos, 

com ou sem rebaixo, figura 1-a e 1-b, respe~ 

tivamente, da ordem de décimos de milímetros, 

cuja fabricação é difícil e cara. 

Figura 1-a 

Figura 1-b 
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O fator econômico, portanto, é o liml 

tante para o uso em larga escala na indústria 

mecânica desses mancais, já que são notórias 

suas vantagens em relação à lubrificação com 

fluído incompressível em aplicações onde se 

exigem: baixo atrito, utilização em temperat~ 

ras extremas, altas rotações • • limpeza e ou 

tras. Nesses casos as soluções convencionais 

não apresentam desempenho satisfatório, sejam: 

mancais de rolamento ou mancais hidrodinâmi 

cos. Nessas aplicações os mancais aerostáti 

cos seriam a solução ideal, já que hã quase 

total ausência de atrito, suportam altas e 

baixas temperaturas sem alteração na viscosi 

dade e suportam rotações extremamente altas 

sem aquecimento. 

A fim de se aumentar a rigidez do man 

cal aerostãtico sem, entretanto, manter fol 

gas muito reduzidas (que exigem qualidade de 

fabricação elevada), são propostos compensad~ 

res flexíveis que regulariam a vazão de ali 

mentação do mancal em função da carga aplic~ 

da. 

2. RESTRITORES FLEX!VEIS 

Laub 111 propos como método de compens~ 

ção o orifício elástico cuja variação do diâ 

metro em função da variação da carga no man 

cal controlaria a pressão no interior do man 

cal. Esses elementos eram construídos de bor 

racha. 

Nunn e Payton 121 propuseram um elemento 

em forma de tubo de borracha. Ambos abandona 

dos em vista de suas dimensões reduzidas, in 

viáveis, posto que os elastômeros possuem va 
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riação em suas . propriedades · em se tratando de 
pequenas quantidades. 

À luz desse fato, Ãl Bender 131 desenvol 
veu o restritor chamado Flexível d~ Elemento 

Cônico, construído com dimensões do elastôme 
ro (borracha de silicone) consideráveis. 

O compensador flexível de elemento côn~ 

co foi testado mostrando resultados satisfató 

rios em termos de se aumentar a rigidez dos 

mancais aerostáticos 141. 

Este trabalho visa otimizar o projeto 

do mesmo, solucionar os problemas inerentes à 
sua fabricação, tornando-os viáveis ao uso e 

ainda, procura dominar as variáveis para uti 

lização adequada e uniforme. 

O Restritor Flexíxel de Elemento Cônico, 

ilustrado na Figura 2 foi estudado por Purqu~ 
rio 141, verificando resultados satisfatórios. 

Figura 2 - Restritor Flexivel de 
Elemento Cônico. 

O elemento cônico de borracha (1) e c~ 

lado na placa suporte (2) através de sua base 

e preso por um parafuso no seu ápice. A placa 

com orifício (3) é montada no manca! (6) e fi 

xado pela placa suporte (2) e a tampa (4) . 

Princípio de funcionamento: Se uma ca! 

ga elevada for aplicada no manca!, vai-sere~ 
tringir o escoamento atr~vés da folga h do ma!!_ 

cal (Figura 2), fazendo com que a pressão P. 
1 

em (9) se aproxime da pressão P em (8) de mo s -
do que o elemento de borracha permanece quas~ 

sem deformação. Com a diminuição do valor da 

carga W, o escoamento será maior e a pressão 
P. menor, de modo que o elemento cônico se in 

1 -

fla em função de P., restringindo o escoamen 
1 -

to, não permitindo que a es?essura do filme 

aumente e isso significa aumentar a rigidez 

do manca!. 

Este compensador demonstrou resultados 

satisfatórios, porém não atraente à utiliza 

çao aevido a suas dimensões serem grandes, i~ 

so fez com que se estudasse outro modelo, co~ 

pacto, prático, sem porém, utilizar elementos 

de borracha de dimensões reduzidas, pelo moti 

vo colocado anteriormente. 

Este novo projeto visa também otimizar 

os meios de fixação do elemento cônico: Elim~ 
nação da cola e do parafuso que prendem o el~ 

mente cônico (1) à placa (2), Figura 2, os 

quais influem no m~dulo de elasticidade dabo! 

racha e ocasionam incertezas quando de cada 
montagem. 

3.RESTRITOR FLEX!VEL OTIMIZADO 

A Figura 3 mostra o modelo otimizado, 

com dimensões redu zidas (permitindo o uso me~ 

mo em mancais não muito grandes) e eliminando 

as fixações indesejáveis, sejam a cola e o pa . -
rafuso citadas no ítem 2, os quais acarretam 

nao uniformidade construtiva e de montagem. 

' )5 "'"' 

Figura 3 - Restritor Flexivel Otimizado. 

A montagem do restritor se processa da 

seguinte forma: A peça (4) é montada no int~ 

rior do corpo (3) através de um ajuste desl~ 

sante. Em seguida coloca-se o elemento flexf 

vel, cônico de borracha (1) que se apoia pela 

aba na peça (4) e pelo ápice sobre o corpo (3). 

A tampa (2) é roscada no corpo (3) até enco!!_ 

trar a peça (4), servindo como fixação da aba 

e do ápice do elemento cônico (1) . O conjunto 

é roscado no disco superior do manca! (5). F~ 

nalmente, é roscada a tampa (6) no mancal,se!!_ 



do que pela qual se faz a entrada de ar de ali 

mentação. 

4. O ELEMENTO FLEXfVEL (1), Figura 4 

O elemento flexível de borracha de Sili 

cone Silastic RTJ J (Figura 4), é moldado em 

três moldes de uma só corrida para evitar al 

terações nas propriedades do material. As bo 

lhas aprisionadas na massa são retiradas em 

uma câmara de vácuo apôs a fundição. Elemen 

tos de diversas espessuras de parede t foram 

construídos e testados: t = 0,8; 0,9; 1,0; 1,~ 

1,2; 1,3.10-
3
m. 

S. REGULAGEM DA FOLGA f 

A montagem do restritor, assim como des 

crita no ítem 3 resulta em uma folga f nula 

entre o elemento cônico e seu assento,detalhe 

A, Figura 4. Para se obterem folgas no restri 

tor, f determinadas, usam-se três anéis esp~ 

çadores I, II e III colocados nas posições i~ 

clicadas na Figura 4. 

DETALHE A 

.... rz .... J.__ __ +j ___ .. f2...,ZC+ • 

li ~Q~z~JC:~i==~wwzzaa=1:• 
m ~=*· 

ANÉIS ESPAÇADORES 

Figura 4 - .colocação dos anéis espaÇadores 

Os anéis colocados da maneira indicada 

na Figura 4 fazem com que o elemento cônico 

suba com relação à peça (2), Figura 4,de modo 

a aumentar a folga f, sem, entretanto,alterar 

as condições de fix~ão do elemento cônico. 

6. FUNCIONAMENTO 

O ar proveniente do sistema de alimenta 

çao à pressão P se introduz no restritor atra s -
ves da tampa (6), Figura 3. Esse ar se ' escoa 

(B) de por oito rasgos semicirculares 
-4 

S • 10 m dispostos circunferencialmente, 

sentido longitudinal no corpo (3) atê 

raio 

no 

encon 

trar um rasgo retangular transversal (D) que 

se comunica com quatro furos (E~ dispostos ra 

dial e simetricamente na peça (4). Esse ar en 

tão passa pela folga f, qu~ a partir de então 
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chamar-se-a Restrição do mancal agora a uma 

pressão P. ,e daÍ se escoa a través de F ( 4 furos 

de diámet~o 1,0; 10-
3
m) ·e G(furo de 3,0. 10-:n 

no disco sup~ior do mancal) para as superff 

cies do mancal,mantidas distantes de uma fol 

ga h pela película de ar assim formada. 

Por outro lado, a câmara (7), Figura 3, 

se comunica com o interior do elemento cônico 

(1) através de 4 furos (A) de diâmetro 1,0. 10-~ 
executados na tampa (2) , Assi~ o interior do 

elemento cônico será mantido à pressão P . s 
O princípio de funcionamento é semelhan 

te ao descrito no ítem 2: Se uma carga eleva 

da, W, for aplicada no mancal (Figura3)a espe~ 

sura da película de ar entre as superfícies 

do mancal tende a diminuir, restringindoo e~ 

coamento de ar, fazendo com que a pressão P. 
1 

tenda a se aproximar de P e o elemento côni s 
co tenda a não sofrer deformação (já que as 

pressões interna e externa a ele são iguais). 

Diminuindo-se a carga W,o escoamento aumenta 

de modo a tornar a pressão P. menor, acarretan 
1 -

do a inflação do elemento cônico (pressão no 

interior maior que no exterior do elemento) 

fazendo com que o escoamento através da res 

trição diminua, nao permitindo que a folga no 

mancal, h, aumente. Em outras palavras: com a 

diminuição da carga não há aumento de vazao, 

acarretando um aumento da rigidez do mancal. 

7. ENSAIOS E BANCO DE ENSAIOS 

O banco de ensaios é como esquematizado 

na Figura S. Projetado para ensaio do mancal 

de escora (I), Figura S. 

componente• ~ 

A· filtro 
1 - reeulodor dt PrtHio 
c- m..:Jidor 41t wazão 

Tome•u •• tr ct""'imMit: 
J · MlftCiil tlitie 
JE• f'lllftCIÍI NlllieÍI 
m .. ,a .... ,. •• , ..... 
m- contrt- rMMtl 

Figura 5 - Banco de Ensaios 

A variação da carga sobre o mancal far 

se-a através da variação da pressão na câmara 

de pressão (III). 

No mancal axial (I) é montado o restri 

tor flexível através de três parafusos cuja ~ 

justagem assegura o paralelismo entre o man 

cal (I) e o contra-mancal (VI) .O restritor fl~ 

xível é montado no mancal (I) e através do 
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qual o ar entra para suas s~p~rficie5. O ~o~ 
tra-mancal está fixado num eixo (1) sustent~ 

do por mancais aero~táticos alimentados pela 

tomada de ar (II). A outra extremidade do el 
xo se comunica com a câmara de pressão (III), 
formando assim um cilindro pneumâtico. A 
câmara (III) aplica uma pressão sobre o eixo, 
medida através do manômetro (2). A carga W que 

é aplicada no mancal (I) é então a pressão 
medida em (2) multiplicado pela área da seção 

do eixo. O deslocamento (e consequentemente a 
variação da folga h) do eixo e contra- mancal 
é medida através de um relógio comparador ml 
crométrico instalado em um furo executado no 
mancal (I). 

8. ENSAIOS E RESULTADOS 

Após montado o restritor no mancal d~ 

versas curvas de rigidez , ou seja, curvas que r~ 
lacionam a folga h com a capacidade de carga 

W do mancal para diversos valores de f, e, t 
e P entre 27 e 42.10~ N/m 2 , foram levantadas. 

s 
Através da análise das curvas obtidas 

chegou-se às condições ideais de dimensões e 
caracteristicas do material. A espessura de 

parede t ótima resultou aproximadamente l ml 

limetro, utilizando borracha de silicone RTV 

J da Dow Corning com dureza 40 na ~scala Sh~ 

re, módulo de elasticidade E = 1, 4 . 10 6 N/rrt e 
coeficiente de Poisson v = 0,28. 

Entre as curvas levantadas as melhores 

rigidizes foram conseguidas para folgas f no 
restritor equivalentes às espessuras de anel 

espaçador entre e=O, 6 a O, 7 .10 3 m. A Figura 6 
mostra as curvas para espessuras e= 0,61; 0,64 

e 0,7 . 10 3m. 

Analisando a curva 2, nota-se que no tr~ 

cho compreendido entre as capacidades de ca~ 
ga 147 N a 421 N a rigidez média K é bastante 

alta: K = ~W/~h = 1,37 . 10 8 N/m. 
~W = variação de W 
~h = variação de h 

Nota-se, ainda, que as folgas para estas 

capacidades de carga se mantêm entre 0,03 2 a 
0,034. 10 3m, ~onsideradas ideais. 

Para o mesmo mancal, provido de restr} 
tor de orificio rigido de diâmetr~ 0,2.10 3~ e 

pressão de alimentação 41,2 . 10~N/m 2 foi OQ 
tida uma rigidez máxima K = 4, 3 . 10 7 N/m para 
uma folga h=0,015.10 3m no mancal (curva 4, Fi 

gura 6). 

7o+ ' "b 

"'+ 4•~ '• 

+ • : o 61 ,rJ • 
0 • = o'1o. i' '\: C ' . I m 

caso orificio ' 

• 
d : 0,20 . 105m ' 

~ 

Ps =41,2 . 104N/m2 ~"'\ 
a 
u . o - l \ 

'O \ -,, ~ 

\ I\ 
IOt 

/1 \ 0"0 c(y (i) ~ 
lO 20 50 .o '-.; 10 

, •••• ~ (10 ,.,) 

Figura 6 - Curva~ de Capacidade de Carga, W 
ve rsus fol ga, h 

9. CONCLUSÃO 
Os mancais aerostáticos equipados com 

restritor flexivel reúnem alta rigidez, alta 

capacidade de carga e uma folga operacional 
grande aliadas ao baixo custo de fabricação. 

Contempla-se ainda a simplicidade e as dime~ 

sões reduzidas do compensador que o tornam ~ 

traente à utilização em mancais mesmo não mui 

to grandes. 
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INrRODUÇ1.0 

O conceito geral de mancais magnéticos, que con- · 
siste da utilização de forças magnéticas para manter o 
espaçamento entre as superfícies do mancal e do rotor, 
existe há vários anos [i] . Desde o final da década de 
60 quando a indústria aero-espacial tomou grande impul 
so, os projetas utilizando mancais magnéticos têm se al 
versificado e se aperfeiçoado cada vez mais [2] . Turbo
gerador, bombas de vácuo, sistemas espaciais (satélites 
de comunicação) são apenas algumas das utilizações mais 
comuns para os mancais magnéticos que, devido suas ca
ractertsticas,tendema sair gradualmente de um estado 
de pesquisas experimentais para as mais diversas aplica 
ções industriais [ 3 J e [ 4] . -

Características como: 
- atrito desprezível (reduzida perda de potencia 

através dos mancais): 
- não necessidade de lubrificantes; 
- rigidez controlada eletricamente(facilidade de 

passar velocidades críticas) ; 
- trabalho em meios corrosivos, vácuo e ambiente 

com elevada temperatura, etc , 
fazem do mancal eletromagnético o maior passo já dado 
na tecnologia de mancais. 

Contudo, as atividades de pesquisa nesta área são 
desenvolvidas, sobretudo, por indústrias que mantém sob 
sigilo os resultados obtidos. 

Assim, elaborou-se um plano de pesquisa nesta 
área, cujos primeiros resultados são apresentados aqui. 

DESENVOLVIMENTO ANAL!TICO 

Para determinação das propriedades de um eletroimã 
foi proposto um sistema de um grau de liberdade sujeito 
à força magnética produzida por um eletroímã (Fig. 1). 

Com o objetivo de diminuir as perdas magnéticas, 
o núcleo do eletroímã foi construído em chapas de aço
silício laminado com perfil "E" (Fig. 2) . Isto deveu-se 
ao fato de não se encontrar outros perfis compátiveis 
com o sistema no mercado. 

Fig. 1 Modelo FÍsico - Deslocamento axial 
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Seja B o vetar densidade de fluxo magnético e H 
o vetar intensidade de campo magnético. Estas duas gi~ 
dezas estão relacionadas pela expressão 

(1) 

onde ~ é a permeabilidade do meio c~ para o ar) 
A força F que age em qualquer 0superfície S da in 

terface ar-ferro é dada porLS]. 

(2) 

Esta equação é aproximada uma vez que não leva em 
conta a energia magnética armazenada no núcleo do ele
troímã. Contudo, (2) vale como boa aproximação se a per 
meabilidade do material do núcleo for muito maiôr do que 
a permeabilidade do ar (o que será o caso quando o mate 
rial do núcleo não estiver próximo à saturação). -

Se o entreferro e for pequeno podemos considerar 
que o campo B é constante ao longo de toda a superfície 
S. Assim, de-(2) temos: 

(3) 

Fig.2 Esquema do núcleo do eletroímã 

Esta é a força que age em cada secção s. do ele
troímã. A resultante que agirá na massa do si~tema será 
portanto: 

IB1I 2 1Bzl 2 IB31 1 

~~~ =-~--.SI+_.::._ -.Sz+ ----.S3 
2~0 2~0 2~0 

(4) 
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Da lei circuitai de ~te temos pa1ra um eletio 
ímã com enrolamento de Nespiras onde flui uma currente 
I. 

f~·2' = NI. l.f 'J l'~•P",,, (5) 

Como grande parte da energia do sistema é consu~ 
mida nos entreferros podemos escrever, baseados em (5) 
que 

~~-~ + ~2·~ + ~3·~ e= N1I1 + N3r3 , (6) 

onde N1 e N3 são o número de enrolamentosde cada ôobi 
na do eletroímã e I 1 e I 3 são as correntes que fluem -
por elas. 

Para que as forças nas secções 1 e 3 sejam as mes 
mas , devemos ter -

l~al = 1~31 N1I1 = N3!3 = NI. (7) 

Cano as bobinas são alimentadaspela mesma fonte 
temos : 

N1 = N3 = N. (8) 

Definimos fluxo magnético (~n) por : 

~n = JJ ~-d2 (9) 

Se B é constante ao longo da área S 

~n = B.S (lO) 

Analogamente a lei dos nós nos circuitos elêtri
cos, podemos escrever para o circuito magnético 

~n2 = ~n1+ ~n3 (11) 

onde os Índices 1 ,2 e 3 indicam as secções do eletroimà 
que o fluxo atravessa. A expressão (11) ê válida para 
o caso em que o vetor densidade de fluxo magnético nas 
secções 1 e 3 tenham o mesmo sentido. 

Substituindo (10) em (11) temos: 

B2S2 = B1S1+B3S 3. (12) 

Mas de (7) saoemos que IB1I=IB3I e das car acterís 
ticas geométricas 5}=S 3 • Assím- (12)~produz 

B2S2 = 2BJS1 B2= 2 _§___ B1. (13) 
s 2 

Subst i tuindo (1), (7) e (13) em (6) temos 

IBll = Jj __§_ NI (14) I 
-

0 (S2+St) e 

Substituindo (7) e (13) em (4) obtemos que 

1~1= 1+ 2 ~ -2.!_ 1~11 2 = (S 2+2Sl l . ~ IBI I: 
s2 s 2 '\.10 'Jj o - (1 5) 

De ( 14 ) e (1 5) concluimos que: 

1~1 (S2+2Sl) .Si .S2. fl (NI) 2' 
(S2+St) 2 0 e2 

(16) 

q~e e a força resultante que age sobre a massa do sis
tema. Podemos escrever (16) de outro modo, ou seja: 

I 2 
IRI=K.- . 
- e2 (17) 

onde K= (S2+2S1) .s1.S2.fl .N2 
o constante. 

(S2+SI) 2 

Lembramos q1e N é o número de enrolamentos de ca
da bobina e I a corrente que flui em cada uma delas. 

Podemos notar que calculando o limite guando S1ou 
S2 tende~~~ a zero, a expressão (16) fica compativel can 
a expressão (3) erue 8 a força que age em uma das secções 
tranversa:i:s. 

Mais ainda, conforme detalhado em [ 61 é possível 
linearizar-se a força de um eletroímã, quando por exem
plo, no controle das vibrações de um sistema rotativo. 

Neste caso é necessário integrar o eletroímã a um 
sistema de controle com realimentação, onde ele atuará 
como controlador de preferência com características li
neares. Apesar da relação entre a força e o deslocamen
to expressa em (16) e representada na Fig.S ser não li
near, foi demonstrado em [7] que a força magnética de
pende linearmente da corrente e do deslocamento segundo 
a equação 

1~1= ks e + ki i, (18) 

onde k e k . são parâmetros característicos do eletro
ímã detinidÕs, respectivamente, como fator força-deslo
c~ento é fator força-corrente representados pelas rel~ 
çoes: 

k =~i k .• k .= --E..s2 fl N~ 
s e 1 1 e 2 o 1 

(19) 

sendo c um fator de forma de eletroímã. 

EXPERIMENI'OS 

Com o eletroímã rigidamente fixo em uma mesa iner 
cial, intrumentou-se uma plataforma em molas elásticas~ 
conforme mostra a Fig. 3. Este tipo de apoio garante uma 
rigi dez infinita na direção vertical, enquanto as molas 
de lâmina propiciam um deslocamento linear sem que haja 
inclinação da mesa. A determinação da força gerada foi 
feita através de uma célula piezoelétrica, enquanto o 
deslocamento foi obtido do sinal de um transdutor de des 
locamento com contato (LVDT). 

Fig. 3 Montagem Experimental 

As características de entrada-saída do sistema 
(força gerada em função da corrente), bem como a influêu 
cia do entreferro no desempenho do eletroímã encontram-
-se nas Fig. 4 e S. Estes resultados permitem concluir 
que para uma determinada faixa de operação é razoável 
propor-se com lei de formação para a força a equação li 
near expressa em (18) . -

Para a determinação dos parâmetros dinâmicos ca
racterísticos do sistema utilizou-se da transformação 
dos sinais no domínio da frequência através de um Anali 
sador FFT. Como sinal de excitação utilizou~se uma "flln 
ção impulso" gerada pelo impacto de um martelo. -

A variação de rigidez e amortecimento em função 
da corrente encontra-se representado na Fig. 6.Resulta 
dos semelhantes são reportados em [8] . 
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OJNCLUSOES 

No intuito de se conhecer as ~aracterísticas de 
um eletrofmã efetuou-se uma montagem experimental sim
ples que possibilitou chegar aos seguintes resultados: 

- em uma dada faixa de variação pode-se supor uma 
relação linear força/conrente, possibilitando 
assim, integrar um eletroímã a um circuito de 
controle. 
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- Os resultados experimentais comprovam o procedi 
mento analítico proposto. 

- As discrepâncias entre a teoria e os experimen
tos foram da ordem de 8%. As fontes de erros 
mais significativas foram a ~ficuldade de se 
obter um paralelismo perfeito entre eletroímã 
e a plataforma, bem como a inviabilidade de se 
medir com exatidão entreferros pequenos . 
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~etat.i.ort.6 Me d~ved artd the.rt v~IJ6ied biJ exp~ertú. 
'f'Mc.e-di.6p.R.ctc.emertt artd 6Mc.e-c.UI!Jtertt c.hMac.t~t.i.e.6 ob 
ta.i.rted biJ .6tat.i.c. tut-6 Me t,(íowrt too. Some o6 the mairt
paJt.ameteM, Li.Qe damp.i.rtg artd .6t.i.66rtet..6, w~e ~eac.hed bw 
.i.mpulJ.>ive tut. The M-e o6 modeM c.orttMl tec.hrt.i.c.hu 
6M the lirt~zat-<.cm o6 that c.hMac.t~t-i.c.-6 .W di.6-
c.Uli~ed. 
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INTRODUCTION 

The annual expenditure for metal cutting in the 
United States alone. i,s approximately 40 billion dollars 
[1]. Proper selection of machining conditions would 
result in substantial savings by reducing the cost. 
The improvement of productivity is a task imposed all 
over the world. ln order to achieve this goal, 
industries are coming up with new machine tools with 
high speed and rigidity. This was demonstrated at the 
International Machine Tool show in Chicago (USA) in 
1980. ~t is expected that the tendency towards higher 
speed will be continued in future. 

Proper selection of cutting tool materials has 
great influence on the machining performance. The 
ceramic tool is becoming more popular for high speed 
machining due to the improvements in the too! toughness. 
The ceramic tools are classified depending upon the 
material components and the production methods [2, 3, 
4, 5, 6, 7] 

The recent method of manufacturing ceramics is 
the Hot Isostatic Pressing (HIP) method. The major 
advantage of the HIP method is that the material is 
compressed from all directions, whereas it is com
pressed along a uni-axis in the conventional methods. 
The ceramic tools produced by the HIP method can have 
a bending toughness of 75 to 80 Kg/mm2 [4] and are 
superior to the conventional ceramic tools in the tool 
l i fe characteristics. ln order to improve fracture 
toughness, new ceramic tools include matrices other 
than Aluminium Oxide like Zirconium Oxide. Ceramic 
tools permit high cutting speed without substantial 
loss in tool life. Machining at high speed will also 
provide a surface finish good enough to eliminate a 
subsequent grinding operation. The evaluation of 
machining conditions will include the study of large 
numbers of parameters (such as feed, speed and depths 
of cuts) on a given variable (e.g. surface finish). 

The majority of investigators in many research 
fields at present, use an inefficient method of testing 
the effect of only one factor at a time. A more 
efficient method is the response surface methodology 
whiéh is applied to metal cutting research in this 
paper. Response s~rface methodology was first pro
posed by Prof. G.E.P. Box in 1951 for optimizing 
problema in chemical process engineering [8]. The 
efficient experimental designs ma~ing full use of the 
recent advances in experimental statistics have been 
applied by few investigators [9, 10, 11]. 

POSTULATION OF THE MATHEMATICAL MODEL 

The effects of three independent parameters, 
speed, feed and depth of cut on surface roughness are 
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evaluated. The proposed relationship is 

R = K Vn fm db 
a 

The equation can be transformed into the following 
form: 

where n is the tfue. response of su\"face roughness in 
logarithmic scale, x1 , x

2 
and x

3 
are the logarithmic 

transformations of V, f and d respectively and s
0

, s
1

, 

S 2, s3 are the parameters. The estimated response c&n 

be written as 

where y = pr_edict.ea surface roughness 
b0 , l, 2 , 3 are the estimates of the parameters 

s0 , l, 2 , 3 respectively 

E is the experimental error 

The coefficients b
0 1 2 3 

can be determined by , , , 
the method of least squares. 

DESIGN OF EXPERIMENTS 

Only twelve (12) tests were conducted which 
constitutes a conventional 23 factorial design with 
an added center point repeated four times [12]. The 
arrangement of experimental points is shown in Fig. 1. 

where numbered points refer to standard trial numbers. 

,,, 

i 
I 
I 
I 
I 
I 

__ .®------
BLOCK TRIAL NUMBER 

1 2,3,5,3,9,10 

2 1,4,5,7,11,12 

FIG. 1 Trial Number of Design of Experimenta 
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the four parameters of Equation (1) was estimated by 
carrying out only the six experiments of Block 1. 
When another six experiments of the Blqck 2 were con
ducted, a more precise estimate of the parameters was 
obtained giving rise to better confidence interval for 
these parametets. 

The experiments were conducted on a lathe model 
COLCHESTER 2SOO with black ceramic tools of triangular 
shape. Tool insert specification was T C G N 16080T. 
Widia tool holder with specification 280 S T N 222SR 
was used. The workpiece material was S A E 104S. The 
workpiece was held between the chuck and the tailstock. 
The workpiece was 300 mm in length and 6S mm in 
diameter. The cutting conditions were selected as per 
the recommendation for ceramic tools. Each experiment 
was started with a new insert edge. Cylindrical 
turning was performed and surface roughness was 
measured by the instrument SURFTEST - B. No cutting 
fluid was used in the experiment. The experimental 
cutting conditions are presented in Table 1. 

TABLE 1 Experimental Conditions 

Level V (m/min) Feed f Depth of Coding 
mm/rev cut d xl x2 x3 

in min 

High soo 0.32 1.00 1 1 1 
Center 274 0.10 0.71 o o o 
Low lSO 0.03 o.so -1 -1 -1 

where 1 represents high level and -1 represents low 
level. 
ship 

xl 

x2 

x3 

x
1

, x2, x
3 

can be found out from the relation-

2(ln V - ln SOO) 
ln SOO - ln lSO 

2(ln f - ln 0.32) 

ln 0.32 - ln 0.03 

2(ln d - ln 1.0) 

ln 1.0 - ln O.SO 

+ 1 

+ 1 -(2) 

+ 1 

ESTIMATION OF THE PARAMETERS 

The parameters of the equation (1) can be 
estimated by using the basic formula 

b = (X1X)-l XLy -(3) 

Solving the equation (3) the parameters b can be 
determined for the first six tests (first block) as 
follows:-

b = l 
o 6 (y2 + Y3 + Ys + y8 + Y9 + Y10 

b = l 
1 4 (y2 - Y3 - Ys - y8) 

b = l 
2 4 (-y2 + Y3 - Ys + y8) 

b = l 
3 4 <-y2 - Y3 + Ys + y8) 

The sub letters of y denote the trial number. The 
cutting conditions, coding and surface roughness 
results are presented in Table 2. 

The fitted model of surface roughness predicting 
equation, for the first block of six tests is 
therefore 

y = 0.40S47 - 0.020318 x1 + 0.837083 x2 + 0.279713 x3 

Each combination of x
1

, x2, x3 for each of the six 

tes~s can be used to c~ulate a predicted value of 
y, y, surface roughness Ra and the appropriate 

confidence inFerváls. The 9S percent confidence 
intervals for the first six tests are listed in Table 
3. The calculation of confidence intervals is 
discussed in details [9]. 

DISCUSSION OF FIRST BLOCK OF SIX TESTS 

The postulated model was tested for adequacy by 
the F-test disc~ssed in details [9]. The ratio of the 
mean squares Õf lack of fit to th e mean squares of 
pure errar was found to be S.S37 which compares 
favourably with the 9S percent F-test with 1 and 1 
degrees of freedom, of 161. Therefore it may be 

' concluded that th~ postulated model is adequate. 
However, the 9S percent confidence intervals shown in 
Table 3 are too large to be of practical value. 
Further tests should be carried out in arder to reduce 
the size of these intervals. Therefore, the second 
block of six tests were performed (see Fig. 1). 

RESULTS OF SECOND BLOCK OF SIX TESTS AND COMBINED 
RESULTS OF TWELVE TESTS 

Second block of six tests were conducted. The 
parameters of the equation (1) may be calculated from 
the following equations: 

bo 
1 6 [y] + y4 + y6 + y7 + yll + yl2] 

1 
bl = 4 (-yl + y4 + y6 - y7) 

1 
b2 = 4 (-yl + y4 - y6 + y7) 

1 
b3 = 4 (~yl - y4 + y6 + y7) 

The fitted model of surface roughness prediction 
equation for t he second block of tests is therefore: 

y = 0.6167072 - 0.220S97 x1 + 0.913744 x2 
- 0.03481S x3 

The analysis of variance and calculation of 9S percent 
confidence intervals are presented in Table 4. 

The postulated model for the second block of six 
tests was also found adequate, but the 9S percent 
confidence intervals are found too large. Therefore 
the results from the first and second block of tests 
were combined and analysed. The parameters of the 
equation (1) were determined by taking the averages 
of the corresponding coefficients from the first and 
second blocks. This is because of the orthogonal 
property of the design. The combined equation is:-

y = O.Sll089 - 0.1204S8 x1 + 0.87S413S x2 
+ 0.1224S x

3 

The 9S percent confidence intervals for the twelve 
tests are presented in Table S. The model was found 
adequate. The fitted model of surface roughness 
predic tion equation, obtained from the twelve tests 
can be transformed into the following generalized 
equation: 

R 
a 

32.29177 f 0.7396432 d 0.3S3316 

v 0 . 2001 

which can be used for determination of surface 
roughness. 

CONCLUSIONS 

1. Surface roughness prediction can be conducted 
more effectively by the response surface 
methodology than by conventional one variable 
at a time methods. Only 12 tests were con
ducted to determine the first arder surface 
roughness prediction equation. 



2. It has been noticed that by using ceramic tools 
at higher cutting speed (SOO m/min) parts with 
high surface fin~sh (Ra = 0.4S )Jm) may be 
produced good énough to eliminate subsequent 
grinding opera·tion. 
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NOMENCLATURE 
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d 
f 
K 
m,n,p 
v 
Ra 
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TABLE 2 Cutting Conditions, Coding and Surface Roughness Results 

Trial Block Speed v Speed f Depth of Coding Surface Results Roughness 
No. No. m/min mm/rev cut d mm xl x2 x3 Ra (J.lm) 

1 2 lSO 0.03 o.so -1 -1 -1 1.00 0.0000 

2 1 soo 0.03 o.so 1 -1 -1 0.4S -0.798Sl 

3 1 lSO 0.32 o.so -1 1 -1 2.SO 0.91629 

4 2 soo 0.32 o.so 1 1 -1 4.00 1.386294 

s 1 lSO 0.03 1.00 -1 -1 1 0.82 -0.1984S 

6 2 soo 0.03 1.00 1 -1 1 0.60 -O.Sl082S 

7 2 lSO 0.32 1.00 -1 1 1 S.80 1.7S78S97 

8 1 soo 0.32 1.00 1 1 1 4.20 1.43S08 

9 1 274 0.10 o. 71 o o o 1. 68 O.Sl879 

10 1 274 0.10 o. 71 o o o 1. 7S O.SS962 

11 2 274 0.10 o. 71 o o o 1. 73 O.S481214 

12 2 274 0.10 o. 71 o o o 1. 68 O.Sl87938 
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Tria1 
No. 

2 

3 

5 

8 

9 

10 

Tria1 
No. 

1 

4 

6 

7 

11 

12 

Tria1 
No. 

2 

3 

5 

8 

9 

10 

1 

4 

6 

7 

11 

12 

TABLE 3 Fitted Mode1: y = 0.40547 - 0.020318x1 + 0.837083x2 + 0.279713x
3 .. 

Obtained 
Ra(IJm) 

0.45 

2.50 

0.82 

4.20 

1. 68 

y 

-0.79851 

0.91629 

-0.19845 

1.43508 

0.51879 

0.55962 

y 

-0.731644 

o. 983158 

-0.131582 

1. 501948 

0.40547 

0.405l.7 

. : ·· . ~ -
95i. Oonfidence IntePXa1s 

R a y • 
./"*•~ I • 

0.481117 ..... ;l.\49.5-7; 'to 
-0.14745 

2.6728à4 .0:'!652'3 to 
1.5674 • . #, 

0.8767Gl ~0 .8495 to 
0.45261 .· . 

~.490428 .. ~ · d : 7i402 to 

1: 5000 

1.5000 

2.08614 

0.22879 to 
0.80879 

0.26962 to 
0.84962 

~ ., 
Ra 

0.23467 M 
0.8629 

1. 3037 to 
4.7939 

.4276 to 
1.5724 

2.1902 to 
8.05377 

1. 2571 to 
2.24519 

1.30947 to 
2.33875 

TABLE 4 Fitted Mode1: y = 0.6167072 - 0.220597x1 + 0.913744x
2 

- 0.034815x
3 

95 i. Confidence Interva1s 

Obtained 
Ra (\lm) 

1.000 

4.000 

0.60 

5.80 

1. 73 

1. 68 

y y 

0.00 -0.0416248 

1.386294 1. 3446692 

-0.510825 -0.5524488 

1. 7578579 1. 716233 

0.5481214 0.6167072 

0.5187938 0.6167072 

R a 

0.95923 

3.8369 

0.5755 

5.5635 

1. 8528 

1. 8528 

y 

-0.4244 to 
0.4244 

0.9619 to 
1. 8107 

-0.9352 to 
-0.0864 

1. 333 to 
2.1822 
0.3671 to 
o. 7291 
0.3378 to 
0.6998 

Ra 

0.6542 to 
1.5286 

2.6167 to 
6.1147 

0.3925 to 
0.9172 

3.7941 to 
8.866 
1.443 to 
2.073 
1.402 to 
2.013 

TABLE 5 Fitted Mode1: y = 0.511089 - 0.120458x1 + 0.874135x2 + 0.12245x3 

95i. Confidence Interva1s 

Ra 

0.45 

2.50 

0.82 

4.20 

1. 68 

1. 75 

1.00 

4.00 

0.60 

5.80 

1. 73 

1.68 

y 

-0.79851 

0.91629 

y Ra 

-0.60723 0.54486 

1.38451 3.99287 

y Ra 

-1.188 to -0.40851 0.3047 to 0.6646 

0.5263 to 1.3063 1.693 to 3.6924 

-0.19845 

1.43508 

0.51879 

0.55962 

0.000 

1.386294 

-0.1214165 0.885665 -0.5885 to 0.19155 0.5552 to 1.2111 

-0.510825 

1.388495 4.0088 

0.511089 1.6671 

0 . 511089 1.6671 

-0.36631 0.6933 

1.14359 

-0.36233 

3.13802 

0.69605 

1.7578597 1.6294105 5.10087 

0.5481214 0.511089 1.6671 

0.5187938 0.511089 1.6671 

1.0451 to 1.8251 2.844 to 6.203 

0.35249 to 0.6851 1.423 to 1.984 

0.3933 to 0.7259 1.4819 to 2.067 

-0.39 to +0.39 0.677 to 1.477 

0.9963 to 1.7763 2.708 

-0.9008 to -0.12083 0.4062 

to 5.908 

to 0.8862 

1.36786 to 2.1479 

0.3818 to 0.7144 

0.3525 to 0.6851 

3.9269 to 8.566 

1.4649 to 2.043 

1.4226 to 1.984 
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INfRODUÇÃO 

A literatura tem apresentado na Última década, 
pesquisas realizadas em usinabilidaàe , explorando os 
chamados ensaios de curta duração [1;2,3,4]. Referidos 
trabalhos procuram objetivar a viabilidade de emprego 
de ensaios que em menos tempo e com menor dispendio d~ 
material possam apresentar uma indica~ão confiável so 
bre a usinabilidade. Uma caracterizaçao desta tendên 
cia , pode ser notada pela iniciativa relativamente r~ 
cente de alguns países, no sentido de normalizar tais 
critérios e ensaios de usinabilidade a exemplo da 
AFNOR [s] . 

O presente trabalho é uma contribuição do grupo 
de pesquisa em usinabilidade existente na Faculdade de 
Engenharia da UNICAMP, no sentido de procurar uma am 
pliação do conhecimento deste assunto, experimentand~ 
metodologia de ensaio de usinabilidade baseado nas com 
ponentes da força de usinagem: força de corte e força 
de. avanço. Tal contribuição se realiza pelo estudo de 
metodologia do ensaio procurando-se investigar a in 
fluência da velocidade de corte e do avanço na usinab1 
!idade baseado no critério referido. A literatura apon 
ta um estudo efetuado em 1958 [7] , no qual os crité
rios aqui desenvolvidos demonstram razoável compatibi
lidade quando comparados com ensaios de longa dura 
ção, conforme mostra a figura 1. 

.. 
o .. 
o 
:::; 
iii .. 
1: 
"' ::> 

"' o 

tl 
o 
õ ,,; 

20 

00 

e o 

ec 

40 

z 

r---

t--

e A C o r- e A 

1--

r-- -

- - - r--

co - e A - e A- 8 A!---

CD 

- -
cn 

r--

~ 
Ttmptroturo Forço de Forço ôt V Ido Avanço p/ 

cort~ ow~co forço coret. 

Figura 1. Comparação de alguns ín~ices de usinabilida 
de na usinagem de 4 tipos de aços [7] . 

MATERIAIS E Mm'OOOS 

Aços Ensaiados 
Os tres ·t1pos de aços selecionados foram submeti 

dos à análise química e os resultados comparados com 
os dados da norma ABNf e o A.S.M .. E. Hand book [8] , re 
sultando a classificação mostrada na Tabela 1. Estes 
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aços encontravam-se em estado bruto de laminação. 

Tabela 1. Composição química dos aços ensaiados 

Constituintes - Porcentagem em Peso 

c Si Mn s p C r Ni Mo 

0 ,14 0,100 0,510 0,013 D p10 

o ,s4 o ,22o o ,870 ·o .018 o ,o2o 

Classlf 

ABNT 

1015 

1050 

o ,42 o ,210 0,015 0,030 0,940 1,670 0,21 4340 

Cada aço foi submetido ao tratamento térmico de 
recozimento segundo especificação do A.S.M.E. Hand 
Book [8] , com rigoroso controle do tempo e temperatura 
interior do forno, estas especificações constam da Tabe 
la 2 . -

Desta forma foi possível comparar os aços em 
dois estados e tratamento térmico, brutos de laminação 
e recozidos. 

Tabela 2. Características do recozimento. 

Tipo de Aço 

1015 

1050 

4340 

Tenroeratura 
- o 

860 

900 

Tempo de perma
nencia (min) 

18,0 

18 ,o 

18 ,O 

O resfriamento foi realizado no interior do for.
no. Simultâneamente com os corpos de prova para usina 
gem foram colocados no interior do forno os corpos de 
prova para ensaio de dureza e tração. 

Os corpos de prova confeccionados na forma de 
anéis com diametro externo 72nm, interno de 40nm e es 
pessura de lOnm, foram montados, com interferência so 
bre um eixo de alta resistência temperado e retificado
alternando-os em função do estado de apresentação. 

Métodos de Ensaios 

En:;aios Mecânicos 
Foram real1zados ensaios de tração, cada um 

les executados sobre 3 corpos de prova distintos 
de -e 
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segundo as especificações da A.B.N.T .. Mediram-se por
tant'o , as propriedades dureza e limite de resistência à 
tração. • 

Ensaios de Usinabilidade 
As opcraçoes de us1nagem efetuadas foram de tor . 

neamento cilíndrico utilizando-se um torno com variaçãO 
contínua de rotações e potência de 220KW a 1800rpm. 

A ferramenta utilizada foi metal duro classe p30 
Coromant 54 (Sandivik) [9], referência Spun 120308, ti 
po incerto montadas num suporte tipo 174.2 do mesmo 
fabricante. 

Geometria da ferramenta (ABNT): 
o o o o a=75 I; y=6 ; 6= 79 I ; ~=90 ; r=O ,8nun 

As condições de usinagem utilizadas foram profun 
didade de corte p=l,Onun velocidade de corte v=&o; 75; 
90 e lOSmm/min e avanços a=O,lO; 0,20 e 0,28 nunlvolta. 

As forças de corte (Pc) e de avanço (Pa) foram 
medidas com auxílio de um dinamametro piezoelétrico de 
3 componentes marca "Kistler" com amplificador de si 
nais e indicador analógico, referências SN 61370150017 
SEA 3300. Além disto, utilizou-se um registrador marca 
S.E.I300615 para registro das forças medidas. 

O sistema de medição completo foi aferido e pode 
ser observado no esquema da Figura 2. 

A disposição utilizada para os corpos de prova 
era de tal forma que permitia comparar instantâneamen
te os estados recozidos e brutos de laminação para ca 
da aço. -

Os ensaios foram repetidos 12 vezes sobre cada 
montagem. 

Figura 2. Esquema do Sistema de Medição utilizado. 

!ndices de Usinabilidade 
Como uma ma1or força de corte ou de avanço signi 

fica maior dificuldade de usinar, os índices de usina~ 
bilidade expressos em porcentagem, foram definidos co 
mo segue: 

te; 
-Indice de Usinabilidade baseado na força de cor 

I U = Pc do material padrão x 100 · · Pc do mater1al ensa1ado 

- !ndice de usinabilidade baseado na força de 
avanço; 

I U = Pa do material padrão x 100 · · Pa do mater1al ensa1ado 

O padrão de usinabilidade adotado foi o aço 1050 
bruto de laminação usinado com velocidade de corte 
60m/min e avanço O ,lOumlvolta. 

Tratamento Estatístico 
~cada med1çao efetuada foram calculados os se 

guintes elementos estatísticos [10] média (x); desvio 
padrão (s) ; coeficiente de dispersão (x%) ; amplitude do 
intervalo de confiança da média e tamanho da amostr~. 

Além disto foram calculados DS coeficientes de 

correlaÇão (r) para os índices de usinabilidade. 

RESULTADOS 

Dureza e Limite de Resistência à Tração · 
Os lliDltes da dureza foram med1dos em Rb para ~s 

aços 1015 e 1050 e Rc para o aço 4340. Posteriormente 
os valores foram convertidos para a escala de dureza 
Brinell (HB). 

Os resultados destas medições podem ser observa
dos na Tabela 3. 

Aço 

Tabela 3. Valores da Dureza CHB) e Limite de Re 
sistência à Tração em (Ninun2

) 

Dureza Limite de Resistência 
Tratamento Térmico Tratamento Térmico 

Tipo Br.Lamin. Recozido Br.Lamin. Recozido 

1050 1019 ,2 989,8 772,2 690 ,9 

4340 233'2 .4 2587 .2 1021.4 888,9 

1015 1225,0 901,6 371,4 28'6 .2 

Ensaios de Usinabilidade 
õ padrao de us1nabilldade utilizado registrou pa 

ra as forças de corte e de avanço respectivamente os 
valores 266,6N e 116,6N. 

A precisão obtida para os ensaios, através dos 
coeficientes de dispersão calculados pode ser observa
da na Tabela 4. Verifica-se que a precisão dos ensaios 
para a força de corte é maior e que quando comparados 
aos resultados de ensaios baseados na temperatura de 
usinagem efetuadas pelos autores [6] , a precisão que 
estes ensaios apresentam é menor. 

Tabela 4. Coeficientes de dispersão encontrados. 

Tipo de Aco Pc Pa 

1050 4 ,7% 9,3% 

1015 ~ ,7% 8,7% 

4340 2,4% 4.6% 

média 4, 6% 7 ,5% 

Os resultados para os índices de usinabilidade 
calculados são apresentados nas Tabelas 5 e 6. 

Tabela S. Resultados dos fndices de Usinabilida 
de baseados na força Pc. 

Velocidade Aços Brutos de Lam. Recozidos 
de corte 

mlmin (ABNT) avanco [minM avanços 
Tipos o 10 o 20 o 28 0,10 0,20 o 28 

60 
1050 100 68 47 94 61 46 
4340 80 49 38 76 50 39 

' 1015 60 41 35 61 41_ _3~-.. 
1050 131 66 46 120 63 44 

75 4340 80 50 38 79 50 39 
1015 68 45 38 69 45 37 
1050 105 68 48 112 66 48 

90 4340 33 53 40 82 53 40 

1015 70 50 41 70 49 39 
1050 125 65 48 134 63 48 

105 4340 81 49 38 81 . 50 39 
1015 76 50 43 75 49 39 



Tabela 6. Resultados dos Indices de Usinabi 
lidade baseados na força Pa. 

~locidade Aços Brutos de Lam. Recozidos 
de corte (AlNI') avanços avanços m/min Tipos 

0.10 o 20 o 28 0,10 o 20 o 28 
lU !:lU 100 81 58 95 69 54 

60 4340 66 40 32 58 40 35 
1015 39 30 28 40 29 26 
1050 143 77 55 135 70 52 

75 4340 50 34 @9) 50 35 30 
1015 45 33 (3:i) 45 31 29 
1050 124 80 61 125 77 60 

90 4340 51 34 (29) (4_~ (3_~ M 
1015 46 36 (33) (45) (34) {30) 
1050 142 73 60 159 72 59 

105 4340 36 (2?) (24) (36) I (28) (2_5) 
1015 (g) ~. (!§) (48) (35) (3:9 

Análise dos Resultados 
Dos resultados resumidos anteriormente, podem 

ser constatados alguns fatos experimentais. Observa-se 
que o índice de usinabilidade baseado no critério da 
força de corte sobre uma esperada influência das condi 
ções de usinagem (Tabela 5).Todavia, não considerada a 
~xatidão dos valores numéricos dos índices, pode-se di 
zer que, independentemente de tais condições de usina~ 
gem, o aço 4340 tem usinabilidade inferior à do 1050 
e que o aço 1015 apresenta sempre usinabilidade infe 
rior aos outros dois aços ensaiados. 

A mesma influência esperada das condições de usi 
nagem sobre o índice de usinabilidade baseado em Pc~ 
ocorre quando se considera o índice de usinabilidade ba 
seado em Pa. Porém neste caso, observa-se um grande
número de situaçõe~ (assinaladas na tabela 6) em 
que ocorrem inversões nos valores dos índices de usi 
nabilidade, significando que, dependendo das condi~ 
ções de usinagem, um aço é melhor ou pior usinável q..e 
um mesmo outro. Observa-se ainda que tais inversões o 
correm para valores mais altos da velocidade de cor 
te. 

Com todos os cuidados, que as extrapolações de 
vem ser acompanhadas, os resultados deste trabalho pa 
recem indicar que um critério de usinabilidade baseado 
em componentes da força de usinagem é mais independen 
te das condições de usinagem , quando esta componente 
for a força de corte Pc, em ensaios de torneamento. 

De forma global, a influência da veloci~de de 
corte no índice de usinabilidade foi sempre no sentido 
de mantê-lo, com tendência a um crescimento de seu 
valor ao crescimento do referido parâmetro. Também de 
forma globa'l . um aumento do avanço sempre significou 
uma queda no valor do índice de usinabilidade. 

Observa-s~ ainda, quando se compara os resulta 
dos da tabela ·3, com os das tabelas 5 e 6, que para 
aços, diferentemente dos ferros fundidos , não existe 
qualquer correspondência entre as propriedades dureza 
e/ou limite de resistência à tração com usinabilidade, 
mesmo quando o critério seja baseado em força de usi 
nagem. 

Tabela 7. Valores dos coeficientes de correia 
ção (r) para os índices baseados 
nas forças Pc e Pa. 

Velocid. Brutos de Lam. Recozidos 

de corte Avanços (mm/volta) avanços 
(m/min) 

o 10 o 20 o 28 o 10 0.20 0,28 
60 0,998 0,9994 0,993 0,990 0,980 0,994 
75 0;991 0,980 0,998 0,991 0,984 0,970 
90 0,950 0,980 0,910 0,960 0,970 0,995 

105 0,998 0,988 0,982 0,984 o ,980 0,986 
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•· GONCLUSOES 

- As proeriedades dureza e limite de resistência 
à tração não sao adequadas para avaliar a usinabilida
de de aços, mesmo quando o critério se baseia em for 
ça de usinagem. 

- A influência que o avanço exerce nos índices 
de usinabilidade estudados se dá no sentido de reduzir 
a usinabilidade com o aumento do avanço. 

- A velocidade de corte também exerce influências· 
nestes índices, no entanto, esta influência é bem 
menos significativa e tende com o aumento da velocida
de provocar um aumento no índice de usinabilidade. 

- O critério de usinabilidade baseado na força 
de corte em operação de torneamento mostrou-se mais 
adequado que o baseado na força de avanço, por manter 
as informações sobre a usinabilidade de um metal mais 
independente das condições de usinagem. 

- Os autores recomendam como viável o critério 
de usinabilidade baseado na força de corte, bem como 
recomendam a metodologia de ensaios realizada no pre 
sente trabalho e método de cálculo do correspondente~ 
dice de usinabilidade. 
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INI'ROOUÇÃO 

A usinabilidade é uma grandeza tecnolÓgica compa 
rativa que expressa por meio de um valor numérico (ín-::: 
~ê:e ou porcentagem) a propriedade que um material tem 
dfe ser usinado sob determinadas condições de usinagem 
com maior ou menor facilidade [1 ,2] . O valor numérico 
é chamado índice de usinabilidade (I.U.) e é determina 
do sempre com base em um ensaio de usinabilidade que 
explora um dado parâmetro característico do processo 
que se coloca como um critério de usinabilidade. 

Vários são os critérios de usinabilidade existen 
tes , bem como os métodos de cálculo do I.U. Todavia-;
os valores dos I.Us., segundo os diversos critérios e 
ensaios referidds, não são necessariamente canpatíveis 
ou coerentes. 

O presente trabalho, é uma contribuição do grupo 
de pesquisa em usinabilidade existente na Faculdade de 
Engenharia da UNICAMP, no sentido de procurar uma am 
pliação do conhecimento deste assunto, propondo um cri 
tério, bem como um ensaio, além de um método de cálcu': 
lo do I.U. baseado na temperatura de usinagem que évo 
lue durante uma operação de torneamento. -

A medida da temperatura de usinagem bastante di 
vulgada na literatura e esta já foi relacionada ao des 
gaste da ferramenta por vários pesquisadores [3,4,5,6~ 
7] onde foram obtidas ótimas correlações. 

Segundo Ferraresi [2] o método de ensaio de usi
nabilidade baseado na temperatura de usinagem, só tem 
aplicação quando existe uma relação significativa e~ 
tre a temperatura e a vida da ferramenta, e esta rela
ção só foi encontrada para ferramentas de aço rápido 
por SCH\LLlROCH e REICHEL [2]. 

Em 1962 CZAPLICKI [10], comparou o ensaio de usi 
nabilidade baseado na temperatura de usinagem com Õ 
ensaio de longa duração baseado em vida de ferramentas, 
encontrando uma correlação muito fraca e irregular en 
tre os dois critérios. -

Uma outra pesquisa efetuada pelo BATELLE MEMORIAL 
INSTITUTE [il] em 1958. relata a comparação de vários 
ensaios de usinabilidade, para quatro aços distintos 
com•boas correlações .entre os critérios da temperatura, 
da força de corte, da força de avanço e o de longa d~ 
ração baseado em vida de ferramentas. 

Passados vinte anos desde a divulgação das duas 
pesquisas citadas acima [10,11] , a literatura possui 
atualmente uma lacuna com relação à metodologia de en 
saio de usinabilidade baseado na temperatura de usina-:: 
gem. No entanto, os métodos de medição da temperatura 
se aperfeiçoam e na atualidade são várias as citações 
que se encontram quanto a utilização da temperaturapa 
r a moni torar o desgaste [8, 9] . -

Dentre os métodos de usinabilidade de curta dura 
ção muito utili zados na literatura estão os métodos ba 
seados no aumento progressivo da velocidade de corte 

769 

no torneamento cilíndrico (ensaio TC) [12] e o método 
de ensaio de faceamento de RENALT- MATHON [12;13] ,que 
apresentam boas correlações com o ensaio de longa dura 
ção baseado em vida de ferramentas. -

METODOLOGIA UTILIZADA 

Ferros Fundidos Ensaiados 
Foram ensaiados ferros fundidos nodulares cujas 

compos1çoes químicas e estado de tratamento térmiCP C(rui 

tam da Tabela 1. -

Tabela 1. Composição Química e Carbono Equivalente dQS 
Ferros Fundidos Ensaiados. 

Materiais Porcerttagen5 em Pesó % Carbmo 
(códigos) Cu c Si Mn Mg s p equival. 

B 000 3,45 2,60 0,10 0,035 0,012 < 
R 000 a a a a a 0{17 ~ 

N 000 3,55 2,65 0,12 0,045 0,015 '-'..u 

B 034 3,45 2,60 0,10 o .035 0,012 < 4,33 
R 034 0,34 a a a a a O,Q7 a 
N 034 3,55 2,65 0.12 0,045 0,015 4,45 

B 070 3 ,45 2.60 0,10 0,035 0,012 < 
R 070 0,70 a a a a a 0,07 
N 070 3 ,55 2 ,65 0,12 0,045 o ,015 

Os estados de tratamento térmico utilizados são: 
B - Bruto de fusão 
R - Recozido 
N - Normalizado 
Em função da Tabela 1 verifica-se que os ferros 

fundidos utilizados eram hipereutéticos. 
Foram verificad9s proeriedades dureza Brinell e 

limite de resistencia a traçao segundo as normas da 
ABNT. Os ensaios de tração foram realizados em corpos 
de prova de ~nsaios obtidos a partir de blocos "y" f~ 
didos simultaneamente com os lingotes e posteriormente 
usinadas segundo as dimensões da norma NBR 6916. 

A dureza Brinell foi medida segundo as especifi
cações da ABNT MB 60 com carga de 3000 kgf e esfera de 
lO,Omm. Nestes ensaios foram utilizados corpos de pro
va obtidos das duas extremidades do lingote para ava 
liar a homogeneidade. 

As propriedades assim obtidas foram repetidas e 
determinou-se os valores da média, desvio padrão e 
dispersão em torno da média. Os valores médios destas 
propriedades constam da Tabela 2. 

Microestruturas dos ferros fundidos 



770 

Foram colhidas amo-stras dos dois extremos de cada 
lingote e após verificar-se ao microscópio a semelhança 
das amostras, foram fotografadas as amostras obtidas de 
um dos lados do lingote. Estas microestruturas constam 
da Figura 2. 

Ensaios de Usinabilidade 
Os ensaios de usinabilidade foram realizados se 

gundo o esquema da Figura 1. 
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Figura 1. Esquema da medição de temperatura nos en-
saios de torneamento. 

Como se observa na figura, os ensaios consistiam 
de operações de torneamento cilÍndrico sobre uma peça 
com a forma mostrada onde o ensaio começava no anel 1 
com velocidade de corte v1 e terminava no enésimo anel 
onde ocorria a distribuição da aresta cortante da ~e~ 
ramenta e tinha-se uma velocidade de corte vn. 

As dimensões da peça estão ilustradas na figu-
ra 1 ~ 1 = 13,7mm ~2 = 8,2mm 

D1= 60,0mm D2=40,0mm 
A ferramenta era de aço rápido Villares VKLON 

com 10% de Coba6to e com ângulo de posbção x=75°; ângu 
lo de fglga a=8 ; ângulo de saí~ y=25 ; ângulo de po~ 
ta f;=90 ;angulo de inclinação Ã=O ;raio da ponta r=0,4mm. 

A rugosidade superficial da ferramenta era no 
máximo 0,18 Ra e na reafiação da ferramenta o rebÔlo ~ 
cidia perpendicularmente ã aresta cortante da ferrame~ 
ta e utilizava-se fluido refrigerante adequado.Em cada 
reafiação removia-se Smm de material para garantir que 
a nova aresta cortante estaria isenta de alterações mi 
croestruturais provocadas pela aresta anteriormente des 
truída. 

Utilizou-se: avanço a=O,l04mm/volta; profundida
de de corte p=l,Omm; razão da progressão geométrica dos 
incrementos da velocidade de corte r=l,25. 

O método de medição da temperatura de usinagem, 
como se observa na figura, era o método do termopar pe 
ça-ferramenta que em outros trabalhos [_14 ,15] já mos 
trou excelente precisão nos resultados. -

Este método de medida da temperatura de usinagem, 
requer que peça e ferramenta sejam montados na máquina 
isolados desta, como ilustra a figura 1. Dois fios são 
conectados às juntas J1 e J2. Esta conexão pode ser 
feita por solda ou por pressão. Desde que estas juntas 
estejam numa mesma temperatura o sinal gerado pelo ter 
mopar peça-ferramenta (Q) é uma força eletromotriz, cu 
jo sinal pode ser registrado e que corresponde a tempe· 
ratura média da zona de contato peça-ferramenta. -

Com relação ao método inicialmente proposto na 
literatura, procedeu-se uma modificação que foi a uti 
lização de escovas de cantatas de prata em lugar de 
uma cuba com mercúrio. Esta substituição mostrou - se 
bastante adequada, visto que estas escovas possuem ex 
celente precisão e sua utilização é muito mais prática. 

Para utilização do método em materiais com carac 
terísticas termoelétricas diferentes, é necessário afe 
rir-se o termopar para que as temperaturas sejam obti~ 
das em °C. No caso deste trabalho , como os ferros fun 
didos ensaiados possuiam características termoelétricas 
semelhantes, as medidas foram realizadas em milivolts. 

Quando se desejar aferir, a literatura [14] abor 

-, 

• • f •• ~ 

da aspectos relativos às aferições. 
· O mesmo método poderá ser aplicado à ferramenta 

de metal duro [14] : . 
"Antes da execução dos ensaios efetuou-se o nive

lamento da máquina ferramenta e aferiu-se as cotações 
e deslocamentos. 

Utilizou-se Torno IMOR S/20- SCV- Romi; 
Universal AFUZ- Vigorelli; Tacômetro DEUMO; 
SK6-GR 410/01- Hottinger BM e Registrador 
1-ewlett Packard. 

Afiadora 
Escovas 
71SSB -

Todos os ensaios foram repetidos 3 vezes e calcu 
lados os valores da média,: desvio padrão e dispersão.-

!ndices de Usinabilidade 
Sao propostas, neste trabalho, duas formas de 

cálculo para o Índice de usinabilidade. 
A primeira, denominada de !ndice ev e que corres 

ponde a temperatura de usinagem para uma dada velocidã 
de de corte. -

A segunda, denominada de índice em e que corres 
ponde a temperatura de usinagem média ponderada em 
função dos tempos de corte. 

!ndice ev 
Este ind1ce foi calculado pela simples relação do 

8v médio, para uma dada velocidade de corte, entre o 
padrão e o metal ensaiado. 

!ndice em 
A med1a ponderada das temperaturas foi calculada 

em função dos tempos de corte e de acordo com a expres 
são seguinte: -

n n 
em =(I: Gitci)/(rtci) 

i=l i=l 

• onde 8i= temperatura de usinagem do enésimo anel 
tci= tempo de corte do iésimo anel. 
O índice de usinabilidade obtém-se pela relação 

dos 8m do padrão e do metal ensaiado. 
O padrão de usinabilidade adotado foi o ferro 

fundido nodular bruto de fusão sem cobre. 

RESULTADOS E ANÁLISES 

Microestruturas 
A Figura 2 mostra as microestruturas dos ferros 

fundidos ensaiados no trabalho. 

Figura 2. Microestruturas dos ferros fundidos 
aumento lSOx - ataque nital. 
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Dureza e Limite de Resistência à Tr.ação 
Os resultados da dureza Brinell~e limite de resis 

tência à tração constam da Tabela 2. 

Tabela 2. Dureza e Limite de Resistência dos Fofos 
Ensaiados. 

Materiais Dureza Limite Estrutura Variações 
Códigos Brirell re Resis Predanina Percentuais 

N/mm2 tência - na ll)atriz 
N/mm2 

* BOOO 1627 483 Ferrítica 100 100 

Per lítica ' B034 1921 560 118 116 

B070 2440 740 Per lítica. 150 153 

RODO 1548 456 Ferrítica 95 94 

R034 1558 456 Ferrítica 96 94 

R070 1637 464 Ferrítica 100 96 
NODO 2597 938 Per lítica 160 203 

N034 2813 1007 Per lítica 173 208 

N070 2891 1068 Per lítica 178 221 

* Padrão tomado como referência. 

Indices de Usinabilidade 
Os ~dices de usinabilidade calculados estão na 

Tabela 3, enquanto a Tabela 4 mostra os valores dos coe 
ficientes de correlação. 

Tabela 3. Indices de Usinabilidade Cv e Cm 

Mater:iais Indices 0v (%) Indice em 
Código (vl) Cv2) (v 3) 

23,5 m/min 28,3 m/min 35,3 m/mm ~ 

BOOO 100 100 100 100 

B034 82 85 86 87 

B070 75 77 78 83 

RODO 108 112 115 106 

RODO 106 110 109 103 

R070 100 101 101 94 

NODO 87 89 87 97 

N034 76 76 75 83 

N070 66 69 70 76 

Dispersão < 3,2% Disp < 3 ,7% 

Tabela 4. Coeficientes de Correlação entre os Indices 
de ijSinabilidade. 

Materiais Correlações (coeficiente r) 
estado de I.U. 0v I.U.8v(v2) 
trat.térm. V1 e v2 v2 e V 3 V1 e V3 r.u.em 
Bruto de 0,997 0,9998 0,9990 0,992 

Fusão 

Recozido 0,997 0.964 0,980 0,997 

Normalizado 0,990 0,9990 0,980 0,9998 

Geral 0.995 0,996 0,990 o ,96 

Análise dos Resultados 

1,. 

Em funçao dos resultados mostrados na Tabela 3 fo 
ram efe~adas as correlações para os índices de usinabl 
lidade 0v para as várias velocidades de corte e referên 
cia; v1, v2, V3. Tendo em vista os valores dos coeficim 
tes de correlação obtidos ; 0,990 a 0,995 pode_se dizer
que o índice 0v independe da velocidade de corte e qual 
q~er velocidade de corte poderia ser tomada como refe 
rencia. 

•. 
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Escolheu-se a velocidade de corte v=28 3m/min co
mo referência e comparou-se os resultados ootidos para 
os índices 0v e em (Última coluna da Tabela 4) através 
da correlação entre eles. 

Os valores obtidos para as correlações entre I.U. 
0v e I.U. em, mostram que os dois índices se correlacio 
nam muito bem nos vários estados de tratamento térmico 
do~ ferros fundidos ensaiados, e que ambos poderiam ser 
usados para avaliar a usinabilidade. No entanto, devido 
a forma mais simples de cálculo do índice ev, a sua uti 
lização é mais vantajosa. -

As figuras 3 a 5 apresentam comparações dos I.Us. 
propostos com I.Us. bastante utilizados pela literatúta 
e j â normalizados pela norma francesa "AFNOR A03 ·- 654" 
[10]. A figura 3 refere-se aos ferros fundidos no esta
do bruto de fusão, e a figura 4 refere-se ao estado re
cozido e a figura 5 ao estado normalizado. 

BAUTOS OE •us!o 

4- l. U. MAntON 

' ' .... 
' .... 

' .... .... .... .... .... .... .... 
'0 

' z~o~---~o~.z~~o~.4~--~o.7e--~o~ .• ~--~to~--~t7t~--J 

Figura 3. Comparação de diversos I.Us. mat.bruto de fu
são. 
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e o 
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RECOZIDOS 

lt-1( 
--x-x ___ x~ 

.................... 

·----. ' .......... ~ 
·--:::--.~ 

.............. ...Q2 

1- I .U. TORN. CILINO. 
2- I.IJ . e.., 
3- l.U . 9m 

4- l .U. MATHON 

0 .2 0.4 o. e 1.0 

Figura 4. Comparação dos diversos I.Us.- mat.recozido. 

NORMALIZADOS 
1 - I.U . TORN. CILINO. 
2-l.U. 8v 

3- LU 9m 
4- l .U MATHON 

--- ---------.0_ 
o .0.2 Q4 o. e 0 .8 

% coe~E 

Figura S. Comparação de diversos I.Us.-mat.normalizado 
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Nas .figuras 3 a 5 se verifica que os I.Us. propos . 
tos apresentam boa coerência com às resultados obtidos 
pelos índices propostos pela AFNOR em todos os estados 
de tratamento térmico e que o ensaio baseado na tempera 
tura de usinagem conduz a b~ resultados. • -

CONCWSOES 

-A metodologia de ensaio proposta para o I.U. ba 
seado na temperatura de usinagem conduz a resultados 
muito bons para a medida da temperatura de usinagem,dis 
persão máxima de 3,7% dentro de um intervalo de confian 
ça de 95% de probabilidade. -

_Os I.Us. propostos apresentam boas correlações 
entre si. 

-O I.U. ev ·pode ser obtido em um ensaio rápido e 
relativamente simples, pois não é necessário usinar até 
a destruição da aresta cortante da ferramenta. Neste 
sentido, os autores o recomendam ao invés do ensaio em. 

- ComparandO-se os equipamentos necessários ao en 
saio, tempo de execução, custo do ensaio, e precisão do 
mesmo, pode-se dizer que trata-se de um ensaio de custo 
relativamente baixo e de grande precisão. 

- Com relação à usinabilidade dos ferros fundido~ 
ensaiados de acordo com os índices propostos ela é redu 
zida pelo acréscimo do cobre em todos os estados de tra 
tamento térmico. 
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~lO 

A int~ação ent4e a·~ehpo~ta complexa de n~equên~ da mãq~na, e a ehtab~
do.de no p~ocehhO de ~eti.6-[cac;ão ~ndtúca, ê. a~ehentada nehte tMba..i.ho. VvU.6-(ca -
c;Õeh expvU.men:tlú.6 dM pMâme:tM~ que .útnluen~ a ehtab~do.de do p~oceh~o ~ão 
ap~ehenta~. o~ ~ehuUado~ obtido~ pvr.mi..tútam a ;.denU.6-{.cacão de ~eg;.õeh de ~.tab;._ 
-0:do.de ~egen~va do. peca e do ~ebolo, e ~eu ~elaúonamento com a v~cão da velo
cidade da peca. 

INTROOOÇÃ.O 

A instabilidade nos processos de usinagem é ca~ 
racterizada por fortes vibrações entre a peça e a fer
ramenta, comprometendo a capacidade produtiva do mes -
mo, e a qualidade da peça produzida. 

Em todos os tipos de retificadoras ocorrem vi
brações entre a peça e o rebolo, causando perda do aca 
bamento superficial e diminuindo a vida do rebolo. Em 
alguns casos estas vibrações são forçadas, excitadas 
por várias fontes e de amplitude constante. Frequente 
mente, no entanto, são observadas vibrações originá ~ 
rias dé alguma pertubação, realimentadas pelo processo 
e denominadas vibrações auto-excitadas. A amplitude 
destas vibrações aumenta com o tempo para uma retifica 
ção contínua, ou com o número de peças para uma produ~ 
ção seriada [1,2]. 

As aplicações de técnicas de sistemas de reali
mentação e controle na análise da estabilidade de má -
quina - ferramenta, e a previsão das condições de ocor 
rência de instabilidade no processo, têm se mostradO 
como uma ferramenta indispensável nos testes e compara 
ção das estruturas destas máquinas. Em retificação a 
análise de estabilidade se torna mais complexa devido 
à configuração de desgaste do rebolo que, em adição às 
marcas causadas na peça, provoca flutuações na profun
didade de corte. Assin,, com o intuito de também estu -
dar o efeito das ondulações produzidas no rebolo, um 
segundo ramo de realimentação é introduzido na análi-
se. 

Em retificação em mergulho existe uma limitação 
geométrica para o ocorrência de ondulações na peça, di 
tada pela velocidade da mesma e pela extensão do com ~ 
primento de contato entre o rebolo e a peça. Esta limi 
tação geométrica pode ser modelada por um filtro passa 
baixa, definindo duas regiões de instabilidade regene~ 
rativa, que são a da peça e a do rebolo. 

As verificações experimentais apresentadas per 
mitiram a comprovação do modelo teórico e comprovaram 
a ocorrência dos dois tipos de instabilidade na retifi 
cação. O parãmetro empregado para a avaliação do grau 
de instabilidade do processo foi a taxa de aumento de 
ampl~tude e sua variação em função da velocidade das 
peças foi apresentada. 

MJDELO TE(lRICO 

O modelo para análise de estabilidade do proces 
so de retificação cilíndrica aqui apresentado é basica 
mente o proposto por Snoeys e Brown [3], com a inclu~ 
são do mecanismo de avanço e das limitações geométri
cas da ocorrência da instabilidade. 

A fig . 1 mostra o diagrama de blocos representa 
tivo do processo de retificação, composto a partir das 
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equaçoes que descrevem o sistema. 

.... 

Detooete roto! 
da P.CO 

..... tun,._ 
rtatantõneo de cortt 

•• 

Figura 1. Diagrama de blocos completo do processo de 
retificação cilÍndrica 

A primeira equação é baseada na afirmação de 
que a qualquer instante de tempo a soma dos desgastes 
totais da peça e do rebolo, ô e ô respectivamente,de 

. 1 al w s 'd d-ve ser 1gua ao avanço tot u , menos a quant1 a e 
de deformação da área de contato~ yK, e da estrutura 
da máquina, Y m. 

A equação do avanço expressa que o avanço ins
tantãneo, õu0 , que é o avanço por rotação da peça , é 
dado pela diferença entre o avanço total (tempo t) e o 
avanço total que foi observado na rotação anterior(tem 
po t- ~w ) . Afirmações similares são válidas para as 
profundidades instantãneas de corte, ôÕw , e de desgas 
te, õôs· -

O terceiro conjunto de equações é baseado na hi 
pótese de um relacionamento linear entre a força de re 
tificação F, a profundidade de corte e o desgaste ins~ 
tantãneo. As constantes de proporcionalidade são a ri
gidez de corte da peça, ~ e a rigidez de desgaste do 
rebolo, Ks. 

O Último conjunto de equações relaciona as de
formações às forças aplicadas, em função da rigidez es 
tãtica da máquina, Kffi , da resposta complexa de fre ~ 
quência, Hm, e da rigidez de contato, K. 

A limitação geométrica devida ao avanço trans -
versal é expressa pelos fatores de recobrimento da pe
ça e do rebolo, ~w e ~s respectivamente, variando de O 
a ·l segundo o grau de recobrimento. 

O comprimento finito de contato, l, entre o re
bolo e a peça define outra limitaçãq ge~étrica,expres 
sa nelas características dê filtro ~ e s, para a pe~ 
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ça e para o rebolo respectivamente [3,4]. As frequên
cias de Cbrt~ são dadas pelas equações: 

fw 
VW 

2t 
(1) 

v, 
f ·--• 2t 

Uma vez que no processo de retificação cilíndrica a ve 
locidade periférica do rebolo Ys é muito maior que a 
velocidade da peça Yw, temos que fs » fw. 

A função de transferência completa do processo 
é dada pela equação: 

66w(s) 

Au0 (s) • Z5(s) .Kw 1-"w o ·<w 
1 

( •T ") [ 1 1 J KW 
1+ --- + 1-• • w - + -- H (s) --

Zw(s) .K, 1-•5 e ·ts 5 w K K
11 

11 Zw(s) 

(2) 

Rearranjdádo-se a equação característica da 
função de transferência, obtemos: 

-~ 
Kw 

~(iw) JC,. Z
5 

(iw) 

1-\Aw e-iwt., .. -x,- 1-lls illiiTs 

K _ __.!_ 
K " '\. (iw) (3) 

E conveniente observarmos a equação (3) como 
composta de duas expressões, cada uma delas descreven
do um lugar geométrico. A parte esquerda da equação (3) 
representa uma reta paralela ao eixo imaginário e de 
parte real definida pelos parâmetros do processo . A 
parte direita representa a resposta complexa de fre 
quência do sistema da retificadora. Quando ambos os lu 
gares possuirem pontos coincidentes, o limite de esta~ 
bilidade foi alcançado. Um deslocamento da curva de Hm 
pode favorecer a estabilidade do sistema [5]. 

Para o caso de uma retificação em mergulho 
(JJs = JJw = 1) e altas velocidades da peça CZw=Zs=l) , 
quando a parte real máxima negativa de Hm for indicada 
por R~, o limite de estabilidade é: 

-K --+--+- •Re 
( 

1 1 1 ) 

m ZKw ZX
5 

X 111 
(4) 

Para o caso de uma retificação em mer~lho e 
baixas velocidades das peças (e baixas frequencias de 
corte fw ) não há regeneração possível da peça e some~ 
te a condição de instabilidade regenerativa do rebolo 
pode ocorrer. Como a rigidez de desgaste do rebolo é 
da ordem de 103 vezes maior que a rigidez de contato , 
podemos, de uma maneira aproximada, afirmar que: 

K - __ .. _ 
w K' 

• Reli (5) 

onde w é a largura de corte. 

PROdilliMENTO EXPERIMENI'AL E RESULTAOOS 

Limite de Estabilidade. Para a verificação expe 
rimental do lunite de estabilidade foram determinados
os seguintes parâmetros: rigidez estática da retifica
dora, rigidez de contato e a resposta complexa de fre
quência do sistema. Estes parâmetros foram relaciona -
dos de tál maneira a verificar a condição de instabili 
dade regenerativa do rebolo, para uma retificação em 
mergulho. Os ensaios foram desenvolvidos em uma retifi 
cadora hidráulica FOR'IUNA, com uma potência máxima de 
0,6 KW. . 

A rigidez estática da retificadora foi determi-

nada através de uma peça instrumentada, de mesmas di -
mensões básicas . que a peça empregada nos ensaios de pro 
cesso. A influência da rigidez de contato foi elimina~ 
da pela utilização de uma peça de acoplamento, retifi
cada pelo movimento transversal da peça instrumentada, 
mantendo-se fixo o eixo árvore. 

A faixa aproximadamente estável da rigidez está 
tica indicou uma variação de 3, O a 4, 2 N/nm, Eara a 
força variando de 50~ 150 N. Estes valores ·sao meno
res que os usualmente observados, sendo devidos ao pe
queno porte da máquina ensaiada e ao comprimento da pe 
ça instrumentada. -

Para a medida da rigidez de contato empregou-se 
basicamente a mesma montagem utilizada para a determi
nação de Km. A peça de acoplamento foi substituída por 
uma peça retificada cilindricamente, após sua montagem 
na peça instrumentada. 

O rebolo empregado foi de fabricação da NORTON, 
tipo AA 80-J6-VlOK, a largura de contato igual a 30 mm 
e o di~et:o equi~a~ente igual a 86,2 mm. Observou2 se 
uma variaç~o da rigidez de contat? e~tre 8,4 . 10- e 
10,2 • 10- N/JJm/mm, para uma variaçao de força entre 
1,5 e 5,2 N/mm. 

A resposta complexa de frequência é de difícil 
medida direta, uma vez que representa o comportamento 
dinâmico de dois sistemas, o da peça e o do rebolo.As
sim, optou-se pela excitação dos dois sistema§ isolada 
mente e a curva de resposta complexa de frequencia dã 
receptãncia da retificadora foi obtida pela soma veto
ria! das curvas obtidas para a peça e para o rebolo, à 
cada frequência. 

A fig. 2 mostra a montagem experimental, e os 
instrumentos utilizados para a excitação da peça. 

Foi executada urna excitação senoidal a forçacon 
trolada, à um nível de força F=4N, e com urna varredura 
de frequência de 10 a 1000 Hz. Para a excitação do re
bolo empregou-se a mesma peça de acoplamento utilizada 
na determinação da rigidez estática da retificadora e 
o mesmo método de excitação. 

1- Excitador 

2- Celula de carga 

3--Pec;o in1trumentoda 

4-Acelerometra 

Figura 2. Montagem experimetal para a excitação da pe
ça 

O processamento dos sinais foi realizado em um 
computador digital, com os sinais adquiridos via um sis 
tema de aquisição de dados, como mostra a fig. 3.0s sT 
nais de força e aceleração foram filtrados em banda ~ 
entre 30 e 1000 Hz. O sinal de deslocamento foi obtido 
via um duplo-integrador e posteriormente amplificado 
30 vezes. O fasímetro mediu a diferença de fase entre 
os sinais de força e deslocamento, sendo estes Últimos 
adquiridos em seu valor médio quadrático. 



gravador 

frequencímetro 

faaímetro 

dado• OICiiOICÓpio 

Figura 3. Instrumentos para processamento dos sinais~ 
didos para determinação da resposta complexa 
de frequência da receptãncia da retificadora 

A fig. 4 mostra a disposição relativa dos dois 
lugares geométricos que definem a estabilidade do sis
tana. 

O primeiro lugar geométrico (reta parelela ao 
eixo imaginário) foi obtido pela aplicação da eq. (5). 
Tomando-se a faixa de valores medidos para~ e K', e 
considerando-se que a largura de corte da peça foi de 
28 mm, obteve-se um valor médio de R~ = -1,42. 

A curva de resposta complexa de frequência da r~ 
tificadora é também mostrada na fig. 4, e constitui o 
segundo lugar geométrico. O valor obtido para o máxi
mo negativo da parte real de~ foi de 0,674, a 236Hz. 
Este valor é compatível com o obtido por outros auto
res [5,6] que situam Rem entre 0,1 e 1,0. 

"1.11 
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-···· 

Figura 4. Verificação do critério de estabilidade 
O afastamento dos dois lugares geométricos da 

fig. 4 indica, segundo o cr~tério de Snoeys e ~rown,~ 
processo estável. Este criterio,_no entantQ, nao cons1 
dera dois aspectos: 1- A alteraçao dos parametros dO 
processo com o desenvolvimento dg mesmo, fazen~o _com 
que um processo inicialmente estavel torne-se 1nstav~l 
com o passar do tempo. A rigidez; de contato, em partl
cular, apresenta um aumento ~ignificativo com o ~e~e~
volvimento do processo. 2- Nao existe neste cr1ter1o 
de Snoeys e Brown uma expressão matemáti~a_do grau de 
instabilidade do sistema, sendo este def1n1do apenas 
pela posição relativa_dos dois lugares geométricos, o 
que constitui um criterio absoluto. 

Regiões de Instabilidade •. A velocidade da peça 
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ocupa um papel muito importante no tipo de ins.tabili~ 
de na retificação. Quando a frequência de ~stabilida
de observada for maior que a frequência de corte fw 
não poderá haver ondulações na peça, ocorrendo apenas 
a instabilidade regenerativa do rebolo. No caso em q~e 
a frequência de instabilidade for menor que Íw , entao 
ocorrerá, predominantemente, a instabilidade regenera
ti.va da peça. 

A fig. 5 mostra a montagem experimental para ve 
rificação da ocorrência das instabilidades da peça e dõ 
rebolo. A velocidade de rotação da peça foi ajustada 
para os valores de 90, 110, 180, 250 e ~50 r.p.m., e o 
nível de vibrações medido por um acelerometro montado 
no corta-ponta. 

Figura 5. M.:mt!agem experimental para ensaios da estab~ 
lidade do processo 

A fig. 6-a mostra o registro de erro de fqrma 
da peça retificada à uma velocidade de 16,7 m/min.Ob 
servou-se um lento aumento de vibrações, mas não se po 
de identificar após o ensaio quaisquer ondulações devi 
das à instabilidade regenerativa da peça . 

(a) (b) 

Figura 6. Erró de forma da peça, após o ensaio. (a) 
V= 16,7 m/min. (b) V = 69,2 m/min w w 

A análise de assinatura da peça retificada à 
16,7 m/min é mostrada na fig. 7. Duas faixas de fre_ -
quência apresentam maior densidade espectral de poten: 
cia (DSP). A primeira del~s,_em torno d~ 190Hz, esta 
entre 7 e 8 vezes a frequenc1a de rotaçao do rebolo 
(ns=_25,6 r.p.s). Já a segunda faixa, em !O~ de 850 
Hz, e de maior DSP e apresenta a caracter1st1ca de um 
número crescente de picos afastados de 50Hz, ou de um 
número de picos de frequência múltiplos inteiros da 
frequência de rotação do rebolo . _ 

Todas estas observações coincidem com a de va
ries autores [3,7] para a identificaç~o ~ instabilid~ 
~e regenerativa do rebolo, sendo a ma1s 1rnportante o 
intervalo de frequência entre os picos. 
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Figura 7. Análise de assinatura do processo de retifi
cação da peça à 16,7 m/min 

A fig. 6-b mostra o erro de forma introduzido 
na peça pela retificação da mesma a uma velocidade de 
69,2 m/min (alta velocidade). Observa-se claramente ~ 
ondulação devida à instabilidade regenerativa da peça, 
à uma frequência definida e com amplitude de aproxima
damente 1, 5 llm. 

Influência da 'Vel0cidade da Peça. Para a deter -
minaçao dã taxa de aumento de ampl1tude oEtou-se pelo 
processamento direto do sinal de aceleraçao, contornan 
do-se assim as dificuldades surgidas com a operação do 
integrador (necessidade de filtragem e amplificação). 

. D sinal médio quadrático foi adquirido via um 
voltimetro e foram selecionadas faixas de tempo repre
sentativas dos processos às várias velocidades da peç~ 

A fig. 8 mostra a curva aproximada para a varia
ção da taxa de aumento de amplitude com a velocidade 
da peça. Comparando-se os resultados obtidos com os 
publicados por Inasaki et alii [7], e Srinivasan [8] , 
observa-se grande compatibilidade de valores para a ta 
xa de aumento de amplitude durante a instabilidade do 
rebolo. Observa-se ainda uma grande variação da taxa 
de aumento de amplitude para a instabilidade regenera
tiva da peça, quando se aumenta a velocidade da mesma. 

.. 
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2,2 a: . . 1.4 . .. 
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B lB 2B 3B 4B SB 6B 7B BB 

Ve1ooldade da P•o• (...,•ln) 

Figura 8. Variação da taxa de aumento de amplitude em 
função da velocidade da peça 

O aumento da velocidade da peça implica no au
mento das forças que atuam nos grãos do rebolo, aumen
tando sua capacidade de corte e evitando danos térmi -
cos na superfície da peça [1]. Esta maior produtivida
de do processo deve no entanto ser contraposta ao ní
vel de vibrações introduzido após determinado tempo. A 
fig. 8 nos fornece elementos para estabelecer esta com 
paração e para otimizar o processo de retificação ci~ 
lÍndrica. 

t ' ,., - ' ' . ., ~,·· .. 
... ~ . 

~-~ -: 1-.i'\ '·. 
· tt!iCLUSOES !·' .,. ·· " · • 

- . . ... ~ · .. 
O modelo para· e,studo da· estabil~de empregado 

~e!ffiitiu a interpretação dos ~ipo~ _~e ,ipstabilidade do 
processo, ou das instabi~idades re$éner~tivas da peça 
e do rebolo. Este modelo, no entantp, se mostrou limi
tado por não considerar a alteração dps parâmetros com 
o desenvolvimento do processo, e pela falta de uma ex
pressão matemática d~ ·giau de instabilidade do siste
ma . . 

A resposta complexa de frequência do sistema pe 
ça rebolo apresentou vàlores compatíveis com os obti ~ 
dos por outros autores;-particularmente quanto ao va

' lor real máximo negativo. 
As condições de instabilidade da peça e do rebo 

lo foram claramente identificados, sendo o dado experi 
meptal mais significativo o afastamento dos picos de 
DSF em termos de mÚltiplos pares de frequência de rota 
ção do rebolo, como mostra a fig. 7. -

A taxa de aumento de amplitude se mostrou um pa 
râmetro Útil para a avaliação do gxau de instabilidade 
do Erocesso. O valor obtido para este parâmetro,na con 
diçao de instabilidade regenerativa do rebolo, foi de 
mesma ordem de grandeza que os publicados por outros 
autores. A forma apresentada da variação da taxa de au 
menta de amplitude com a velocidade da peça fornece ele 
mentos para a otimização do processo. 
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SUMÃRIO 

Na operação de retificaç~o o desempenho da superfície do rebolo é 
extremamente importante pois determina os esforços de corte, geração de 
calor, acuracidade dimensional etc. O método aqui apresentado (método 
Nakayama) avalia rapidamente a agressividade de cort.e do rebolo. São ~ 

presentados resultados relativos a condição ideal de dressamento. 

INTRODUÇÃO 

O bom desempenho de um rebolo durante o 

processo de retificação é indicado por: 

1. baixas forças de retificação,que acarretam 

baixo consumo de potência, baixa geração de 

calor e grande acuracidade dimensiorial; 

2 . bom acabamento superficial; 

3. A permanência prolongada nos Íntes 1 e 2. 

O desempenho da face do rebolo nao é da 

do somente pelas características do mesmo,mas 

também pelas condições de dressamento e compoE, 
tamento durante operações anteriores. Durante 

o processo produtivo algumas informações sao 

indispensáveis para garantia do acabamento de 

sej ado: [1] 

- Seleção do rebolo apropriado para a operação 

- Pesquisa de boas ferramentas para dressame~ 

to e condições de avanço e profundidade do 
dress,ador. 

- Determinação do tempo de re-dressamento do 

rebolo durante operações sucessivas. 

A medida da eficiência de corte do reb~ 

lo através da análise topográfica do mesmo e 

o método mais ortodoxo conhecido e considerá 

veis esforços têm sido concentrados nesta di 

reção. 

Entretanto a análise topográfica além de 

ser muito dispendiosa em termos de tempo, de~ 

xa a desejar na conecção entre a topografia e 
o desempenho prático do rebolo. 

Em 1983 o Dr. Richard L. Keeg . [2] apr~ 
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sentou um apanhado dos problemas de retifica 

ção na indústria chegando a conclusão que po~ 

co se tem aproveitado os dados ~tuais de pe~ 

quisa sobre o processo de retificação, não se 

sabendo o que fazer com as novas tecnologias 

e os novos materiais de peças. obra. Na mes 

ma época Kazuo Nakayama [1] apresenta o méto 
do da esfera retificada como método prático 

para avaliação da eficiência de corte de um 

rebolo, este método pode ser usado em situa 

ções industriais, com excelentes resultados 

para avaliação de condições de dressamento,i~ 

fluência da granulometria na rugosidade, fluí 
dos de corte etc. 

ü M~TODO NAKAYAMA (1) 

Uma pequena parte de uma esfera de aço 

é posicionada contra a face do rebolo,sob for 

ça constante, através da fixação em disposjt~ 

vo semelhante a uma balança, para ser retifica 

da. Ao penetrar na esfera o rebolo faz com que 

a área de cantata vá aumetando e, consequent~ 

mente, a pressão do cantata diminuindo. A p~ 

netração é plotada em função do tempo através 

de um comparador eletrônico e um traçador x(t), 

Figura 1. A Figura 2 mostra um exemplo do st 

nal traçado. 

Fig .l - A balançp da esfera retificada acopl~ 
da ao sistema de medição. 
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• 
Fig.Z - Exemplo de Plotagem 

Para a execução do método utilizou-se 

uma esfera de aço de rolamento · por suas cara~ 
terísticas de granile uniformidade de. dureza,r2_ 

petibilidade dimensional e baixo custo. A Fl 

gura 3 mostra um desenho de conjunto da bala~ 

ça com dispositivo de fixação da esfera. 

Fig.3 - A Balança da Esfera Retificada 

A área aparente de contato entre o reb~ 

lo e a esfera pode ser calculada a partir da 

profundidade de penetração o e os diâmetros 

do rebolo ds e da esfera db (Fig.4).A penetra 

ção o assume valores muito pequenos compar~ 

dos aos diâmetros ds e db e a área de cantata 

pode ser expressa pela equação aproximada: 

Fig.4 - Contato entre Esfera e Rebolo 

1T o db 
lmm 2

1 (1) A 
11 + db/ds 

Portanto a pressão normal de corte será: 

F n 
T 

• 

• 
. . . .. 

11 + db.,d ' n s 

1T o db ;.· · · ·. . IN/mm 2
1 ( 2) 

onde F n Força normal apl~cada na esfera 

Por · outro lado a taxa de remoçãq de ma 
teraial Z no tempo será: 

do 
lmm3/sl c 3) Z = A . Ot . 

e a taxa de remoçjp por unidade · de área de con 
tato V 

p 

~ = do = v 
A dt p lmm/sl (4) 

onde V também é a taxa de penetração da esfe 
p -

ra que pode ser obtida facilmente derivand~ 

se numericamente a curva o(t). Neste estudo a 

taxa de penetração V , ou taxa e material re 
p -

movido por unidade de área, e usada como índi 

ce de agressividade de corte do rebolo. 

A taxa de penetração V é muito variá 
- p 

de vel com o valor da pressao normal corte 
Fn/A. A relação entre Vp e Fn/A reflete as ~ 

racterísticas de corte de rebolo e pode ser 

chamada "curva característica do rebolo". (Fl 
gura 5) 

Na maioria dos casos testados pode-se 
,obter uma boa relação linear entre V e F /A, 

p n 

com coeficiente de correlação em torno de 
0,997 a curva característica pode ser então 

expressa por dois parâmetros 

-A Pressão Crítica Pc 

- A Inclinação K 

a) A Pressão Crítica P -------------------c 

Quando a pressão de contato assume valo 

res onde ~ = O os grãos do rebolo passam a 

deslisar sobre a superfície, nesse instante 

atua a pressão crítica de corte "Pc" (Figura 
5). Conforme o valor de F n/ A cresce a partir de 
P , os grãos começam a remover material. c 

b) ~-!~~!!~~ç~~-~-

A inclinação K indica a eficiência de 
corte, ou agressividade de corte, da face do 

rebolo. Para um pequeno aumento em Fn/A obtem 



..... ·· ~ .. . 

-se um aumento em Vp mu~ iplica por K. 

A inclinação IÇ:'p·~e representar o _quao 

aguda ou obtusa ·i a . ~~esta do grão abrasivo • 
assim como P pode .representar o quão grande c 
e a superfície do ~ topo do grão. (Figura 6) 

o O. I 

... 
0.2 

Fn/A INtm.JI 

Fig.5 - Um exemplo da relação entre a pressão 
normal e a taxa de remoção por unida 
de de área. [1] 

PEQUENO K GRANDE K 

PEQUENO ~ ~ Pc 

GRANO E M ~~~~~ Pc 

Fig.6 - Quatro tipos de geometria de grão as 
sociados a K e P e suas curvas carac 
terísticas. [1] c 

A força utilizada nos testes foi de0,6 
N, que para valores de P em torno de O, 1 N/rnm~ c 
proporciona 

F /P = 0,6/0,1 n c 6 mm 2 área de contato em 
p • 

c 

Portanto o diâmetro de contato ficou em 

torno de 2 ,8 mm e pode-se utilizar uma esfera 

de 15 mm de diâmetro. 

O EFEITO DA CONDIÇÃO DE DRESSAMENTO 

Muitas sao as variáveis que influenciam 
a agressividade de corte após o dressamento. 

Dentre elas pode-se citar o efeito do desga~ 

te do dressador na topografia do rebolo (Fig~ 

ra 7) [3] onde um aumento no raio de ponta do 
dr~ssador provoca um considerável abaixamento 

na agressividade de afiação. Procurou-se ado 

tar o raio do dressador de ponta Única como 
constante usando-se um dressador novo (o nume 

ro de operações em ensaio não foi suficiente 
para aumentar este raio) e girando o mesmo a 
cada dressamenta. 

.. . 
~ . 

• 
• 

Fig. 7 -Efeito do desgaste do 
gosidade superficial 
dois avanços. Grandes 
com o aumento do raio 
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dressador na ru 
do rebolo para 
mudanças ocorrem 
pelo desgaste. 

As variáveis analisadas no presente es 
tudo foram a profundidade do dressador e o 

avanço do mesmo. Foram levantadas curvas carac 

terísticas do rebolo a partir de cada condição 

de dressamento. A condição adotada como refe 

rência para cada re-dressamento foi a condição 
chamada "SPARK OUT" [1 J onde, para uma pro fundi 

dade de 0,01 mm e avanço de 0,11 mm/volta,pa~ 
sou-se o dressador pelo menos 5 vezes sobre a 
superfície do rebolo, provocando-se assim qu~ 
bra nas arestas dos grãos afiados anteriorme~ 
te e consequentemente o abaixamento na agre~ 

sividade de corte. 

RESULTADOS 

Dois tipos de ensaios foram executados, 

um variando-se o avanço A e o outro a profu~ 

didade do dressador P. A Figura 8 mostra as 

curvas ô(t) para vários avanços de dressador. 
Pode-se observar que a partir de um certo va 

lor a face do rebolo fica muito irregular 

(a 1,5 mm/volta) provocando vibrações duran 

te a medição. 

- Rebolo AA60 - J6 - VlOW 

A-0,02 mm/tire 
0 - 0,37 mm,/tir• 

a -1,so .... ~;,. 

- Esfera de aço 15 mm de diâmetro (11V 760) 

- Rotação do rebolo 1750 rpm 
Profundidade de penetração do dressador 

0,04 mm 

Fig. 8 - Curvas ô (t) variando avanço do dres
sador. 
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A Figura 9 mostra as curvas 8(t)ond~ v~ 
riou-se a profundidade do dressador · entre va 
lores de 0,02 mm a 0,05 mm. 

!.-- 1--~ 1--v 
v ~ 1:=-: fl:: t::-~ ~ ~ r::-- -v ~ 1::::: E:: 1--~ !"' 

h ~ ~ 
p- .. 

I ~ ~ lt 
e 
c 

~ 1-1-~ <> 1-c 1--• 

11 IJí I--1-- P•OFUNOIDADf 1~)1 

v v v "- SPARK-OUT 

11 / 
6- ZO.(m 

o-so .(m I•O,IIM!Iiro 

I so .. ,. 0-40 ,( .. 

I 
10 I 

0-50 ... 

Fig.9 -Curvas 8(t) variando a profundidade do 
Dressador. 

A partir das Figuras 8 e 9 foram traça 

~ . · d8(t) /A • das as curvas caracteristicas ~- Fn F1 

guras 10 e 11 e pode-se observar que valores de 
profundidade e avanço ideais estão em torno 

de Pideal = 0,04rnrn,aideal = 0,3 mm/volta. 

·~----------------------------------~-----, 
"l,m lo] /:,..- O,S7 """/giro 

Vp o- I,Sommlgiro 

O- 0,02mmlti"' 

AVANÇO la) 

o:oo 0;<>4 O",OS 

Fig. 10 - Profundidade constante. 

4 • -

Vp 

I 

Fig. 11 - Avanço constante. 

CONCLUSOES 

o;oe 

Fn/A [N/mm) 
0:11 àJa 

A partir de estudos ji realizados [3] e 

dos resultados obtidos conclue-se que a conJi 

ção ideal de profundidade e avanço é àquela 

que resulta em um rebolo onde a superfície de 

corte passa a ser uma pequena rosca.A penetr~ 

ção do dressador e avanço estão relacionados 

através do ângulo de ponta do dressador como 
mostra a Figura 12. 

a = Ângulo de ponta do D~e~~Pdor 

a 
tg 2 a 

21?·. 

• · 

Fig .12 - Relação entre ã e~"p -na .. condição id·eal 

Para os resultados obtidos · 

a= 0,3 mm/volta 

P = 0,04 mm/volta 

a= 2 are tg 3,75 

a = 150° que é aproximadamente o ângulo 

de ponta do dressador (medido a pa~ 
tir da posição de trabalho) . 
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INI'ROOOÇÃO 

O advento das máquinas controladas numericamente 

(CNC) e o constante desenvolvimento no campo da cons

trução de máquinas-ferramentas, técnicas de comando e 

processamento eletrônico de dados, têm exigido redobr~ 

dos esforços para a obtenção de maior número de dados 

e melhores conhecimentos sobre as condições de usina

gem para os diversos materiais e processos de usina

gern, fatores decisivos na produtividade destas máqui

nas. 

Dentre os diversos parâmetros que determinam as 

condições ótirnas de usinagern, destacam-se as forças de 

usinagem, indispensáveis para o cálculo da potência de 

usinagem e consequentemente, a determinação do rendi

mento da ·rnâquina para diferentes cargas de trabalho, 

encontrando aplicações no cálculo de estrutura e dos 

mecanismos de acionamentos das máquinas-ferramentas. 

A força de usinagem, que representa a resistên

cia oferecida pelo material à penetração do gume da 

ferramenta de corte, sofre influência de diversos fato 

res, tais co100: material da peça, material da ferrame~ 

ta, condições de corte, geometria do corte e o próprio 

processo de usinagem. 

Apes·ar dos esforços dos pesquisadores , não foi 

possível até o momento, construir um modelo de força 

de usinagem englobando todos os fatores de influência, 

sobre a força de usiuagem e que pudesse ser expresso 

por uma lei única. 

Destes trabalhos, merece destaque, a equação pu

blicada por Kienzle e Victorlll que compararam as for

ças específicas de corte no torneamento, no aplainame~ 

to e na furação, baseando-se na própria usinagem para 

obter um fator de usinagem "f", que possa ser usado em 

uma única lei de força de corte para os três proces

sos: 
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ps = f.b.hl-z . Ksl.l (1) 

Para o processo de furação, eles encontraram um 

fator de processo f c 1 em relação ao processo de tor

neamento, o que jã não pode ser aceito, pois sabe-se 

atualrnente que a força de corte na furação é superior 

à do torneamento . 

PLANEJ.AMENTO DO EXPERIMENTO 

Com o objetivo de determinar-se um modelo de for 

ça de usinagem válido para o torneamento e furação, b~ 

seado na equação de Kienzle, com um fator de usinagem 

representativo dos diversos fatores de influência, es

pecíficos da furação, planejou-se uma série de ensa

ios, onde os fatores de influência comum aos dois pro

cessos foram mantidos sob idênticas condições e fosse 

possível a determinação dos fatores específicos da fu

ração; 

ITGURA 1 

a) .Tomeamento e furação ortogonal. Fig. (1) 

- Experiência planejada para estudar a composição 
das componentes da força específica de usinagem, 
sem as influência~ específicas do process·o • 
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Com essa experiência, eliminou-se a influência 
do gume transversal e do atrito ·no gume lateral. O ân

gulo de saída y da broca, que é variável ao longo do ~ 
me principal, foi substituído por um ângulo de saída 
mediano y na ferramenta de tornear. O ângulo de inci
dência a, ângulo de inclinação À, ângulo de posição x, 
ângulo da ponta E, e a profundidade de corte foram i
guais para os dois processos, enquanto as demais vari
áveis foram mantidas sob idênticas condições. 

b) furação com pré-furo 
Para se determinar a influência dos componentes 

atritos do gume lateral e atrito do cavaco, planejou
-se o processo de furação com pré-furo, pois neste ca
so, apenas as já conhecidas forças do corte ortogonal: 
momento torsor e força axial, atuam sabre o processo. 
fig. 2. 

FIGURA 2 Experiência planejada para estudar a composição 

das componentes da força especÍfica de usinagem, 
sem a influência da ar~sta transversal. 

A força de corte na furação ortogonal e furação 
com pré-furo é medida com o auxílio do momento torsor 
Md e sob a suposição de que a força de corte resultan
te localiza-se no centro da largura de corte b, sendo 
calculada de acordo com as seguintes equações 121: 

força de corte relativa: 

FC 
4 . Md . senx 

Dz - dz 

A força de avanço Ff corresponde basicamente 

força axial parcial. 
força de avanço relativa: 

Pf = Fa . senx 

b D- d 

(2) 

à 

(3) 

Quanto ãs forças passivas Fp' não foi possível 
determiná-las, uma vez que estão colocadas umas contra 
as outras, impossibilitando, portanto, sua comparação 

com as forças passivas do torneamento. 

c) furação em cheio 

O corte transversal, que não aparece na furação 
com pré-furo, é visível na furação em cheio, de modo 
que com esta e xperiência pÔde-se determinar quantitati 
vamente a influência deste componente sobre a força de 
usinagem, para uma broca. (fig. 3) 

FIQJAA 3 

'urocàô em Chtfo 

Alrt!O 
Cavoco 

AltiiO 
Attsto 
Lattrol 

TOfl\tornMto L.onqirudinot 

Experiência planejada para estudar a composição das 
componentes da força específica de usinagem, sob a 
influência dos fatores específicos do processo. 

Para a determinação das forças na furação em 
cheio, utjlizou-se as seguintes equações J2J : 

força de corte relativa: 

FC 

b 

2 . Md . senx 
0,38 . D2 

força de avanço relativa: 

Ff = Fa . senx 

b D 

(4) 

(5) 

Como para o torneamento, usou-se um ângulo de s~ 
Ída igual ao ângulo de saída médio da broca, planejou
-se uma experiência com o ângulo de saída constante ao 
longo da largura de corte da broca, na furação _ em 
cheio, com o objetivo de verificar-se a sua influência 
sobre os componentes da força de usinagem. 

EqUipamentos para análise experimental 
Os ensaios de torneamento foram realuados em m 

torno horizontal com regulagem contínua de rotação, e~ 
quanto os ensaios de furação foram reali~ados em. cen

tro de usinagem comandado numericamente. Para a medi
ção das componentes da força de usinaQeU4 foi utiliza
do um dinamômet1o piezelétrico a cristal de quartzo, 
que gera uma carga proporcional à força aplicada, sen 

do este sinal amplificado por um ampli~icador de car
ga. Após a amplificação, o sinal analógico foi conver
tido em sinal digital por um "DATA AQUISfl'f'I:ON", sendo 

este armazenado em um micro-computador. 



Como material de teste, foi utilizado o aço ABNT 
1020 , sendo as ferramentas de tornear e iP brocas, de 
aço rápido. 

Com o objetivo de padronizar os ensaios, os avan 
ços e as velocidades de corte foram escolhidas dentre 
os valores da série normalizada R 10: 

v : 16 - 20 - 25 e 31,5 m/min c 
f : 0,052 - 0,061 - 0,077 - 0,097 - 0,121 - 0,153 

0 ,194 - 0,243 - 0,307 - 0,3&8 ITIIl/rot 
A proftmdidade de corte , os ângulos de saída , de 

folga, de inclinação e de posiÇão foram iguais tanto 
1 

para os ensaios de torneamento como para furaçao. 
Cada ensaio foi repetido três vezes. 
A aquisição, processamento e documentação dos 

dados foram realizados automaticamente por um micro
-computador, sendo o "software" desenvolvido em lin~ 
gem "basic", em que se procurou a máxima facilidade de 
operação e rapidez de aquisição. 

O programa para aquisição de forças no torneamen 
to e na furação é constituído de várias sub-rotinas, 
cada uma com função específica, de modo que com peque
nas alterações , o programa pode ser usado para medir 
os componentes da força de usinagem: força de corte, 
força de avanço e força passiva para o torneamento, ou 
medir a força axial e o momento torsor na furação. 

As leituras dos componentes da força de usinagem 
de cada ensaio foram armazenados em uma tabela de da
dos brutos e, após um cálculo matemático adequado, pc..
ra determinação das variáveis da equação de Kienzle, 
os resultados foram mostrados em um gráfico comparati

vo vc x Kcl.l e vc x Kfl.l para o torneamento e fura
ção , onde os resultados obtidos para as diversas expe
riências, puderam ser analisados. 

RESULTAOOS 

Os resultados obtidos estão mostrados nos grâfi· 

cos (4) a (1.), onde, para cada veloci dade foram plota
dos os diversos valores específicos de força, obtidos 
para as diversas experiências de torneamento e fura
ção, juntamente com suas res2ectivas incertezas de re-

sultado. .. 1 -~--~--+-----1 
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AN!U.ISE DOS RESULTADOS E CCNCLUSOES 

Verificou-se uma pequena dispersão nas forças e~ 
pecíficas de corte e de avanço para idênticas condi

ções de velocidade de corte, tanto no processo de tor
neamento, como no de furação. 

Esta dispersão é devida à constante mudança do 

ângulo de saída efetivo e das relações de atrito na s~ 
perfície de saída, durante a usinagem. 

Verificou-se uma pequena elevação das forças de 
usinagem na furação com pré-furo em relação às forças 

do processo ortogonal, justificada pelo fatn de a are~ 
ta lateral e a própria condução do cavaco aumentarem 
as forças específicas de corte e de avanço. 

Quanto às forças de usinagem da furação em 
cheio, ficou claro que, de maneira algtmJa, são igu·.üs 

às do processo de torneamento, como muitas vezes é en
focado pela literatura. As ações de todos os fatores 

de influência específicos do processo de furação e, e~ 
pecialmente do corte transversal, provocam um aumento 

de cerca de 65% nas forças específicas de corte e cer

ca de 260% nas forças específicas de avanço, em rela
ção ao torneamento. 

A utilização de brocas com ângulo de saída cons

tante, ao longo do gume, não apresentou alteração rel~ 
vante nas forças de usinagem, comparativamente à afia

ção normal. 

Verificou-se que a influência do gume lateral s~ 
bre a força específica de corte é pequena, para prof~ 
didades de furos inferiores a 2,5 vezes o diâmetro da 
broca, podendo se afirmar que estas sao iguais à do 

torneamento, variando de 1,01 a 1,17, em relação ao 
torneamento. 

Para a força específica de avanço, observou .. se 

uma elevação nos valores do processo de furação, vari

ando de 8 a 53%. 
Para a furação em cheio, a força específica de 

corte aumentou de 55 a 95% em relação ao torneamento. 
Conclmmos que, devido à grande semelhança exis

tente entre o corte de uma broca e o de uma ferramenta 

de tornear, é possível a determinação de um modelo pa
ra a força de usinagem na furação, a partir do modelo 

de usinagem do torn~amento, realizando-a com grande e

coaomia de material e de tempo. 
Respeitando-se as peculiaridades do processo de 

furação, aplicando-se fatores de correção, pode~se uti 
lizar o modelo de Kienzle para o torneamento, na fura

ção: 
força de corte: 

FC fFC.b.K hl-m cl.l' c (6) 

_. força de avanço: 

Ff fFP.b.Kfl.l'hl-mf (7) 

onde: 

fFP = fator de usinagem, representativo da infl~ 
ência da aresta lateral e do atrito provo
cado pela saída do cavaco. 

fFC = fator de usinagem representativo da influ
ência dos fatores específicos da furação 
em cheio. 

enconLrando-se os fatores de correção mostrados na ta
bela 1. 

Fator de 

corrcção 

Furação em 

cheio fFC 

Furação com pré

furo fpp 

ecífica 

de corte . I de avanço 

1,55 - 1,95 12,16 - 3,33 

1 .• 01- 1,17 1,08 - 1,.53 

Tabela 1 - Fatores de correção para a furação 
em relação ao torneamento. 
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INIRODOCCION 

En mucoos procesos de rranufactura y en rm.JChas 

plantas industriales dedicadas al maquinado de pi~ 

zas sus operaciones en general deben satisfacer ci~ 

tas cx:>ndiciones, a fin de obtener una producción e

ficiente, lo cual puede ser logrado si se cx:>noce el 

canport.amiento de la rráquina herramienta, cx:>n el oh 

jeto de que realice su trabajo garantizando, un a~ 

bado superficial acx:>rde cx:>n las especificacionesdel 

disefio, para lograr és to se propone hacer una expe

rimentación, que consiste en el disefio de un experi 

menta, características de los ensayos, análisis e 

interpretación de los resultados, pero desde el pun 

to de vista estadÍstico , aplicando el disefio facto

rial caro herramienta ext.renada!rente útil para eva

luar los resultados. 

Es posible cx:>n el auxilio de esta técnica es

tadística experimental analizar que tan significati 

vo es un efecto individual de m>~a variable o que t@ 

to es el efecto cruzado de interaci~ de dos o mas 

variables en el proceso. 

Gomo resultado de la aplicación de este expe

rimento sobre el planado de una superficie con una 

limadora se concluye que ~l efecto individual del 

avance resulta ser altamente significativo sobre la 

velocidad y profundidad de corte, que la interac -

ción de velocidad y avance tiene en su importancia 

ya no individual sino en forma colectiva sobre el 

acabado superficial dado a la pieza. 

ffiOCEDIMIENro 

Este experimento estudiará el efecto sobre el 

acabado superfical dado a una pieza maquinada con 

una limadora, analizando el efecto de tres factores 

o variable de suma importancia (1] , corro son: velQ 

cidad, avance y profundidad de corte. 
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prirrero se plantea la necesidad de identificar los ni 

veles de· variación de cada factor o variable, es de

cir delimitar la capacidad de trabajo dada por la rrá

quina herramienta; para la velocidad dispone del si -

guiente rango: 20, 28, 40, 56, 80 y 112 golpes/min. , 

avance 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0 mm./go1pe, la prof~ 

didad de corte puede ser variada a voluntad. Al dis~ 

fiar el experimento se decidió por optar en dos valo -

res para cada variable es decir la velocidad cx:>n un 

nivel bajo de 20 y uno alto de 40 Gpnin[2), el avan

ce con O. 2 y O. 6 rrmpg. En este caso se abarca toda 

la gama de posibilidad de operación de la máquina y 

la profundidad se trabajará siguiendo la pauta dada 

por el avance de forma tal de trabajar cx:>n secciones 

de viruta cuadrada, para ello el nivel bajo será de 

O . 2 mm. y el alto O . 6 mm. , si est:ilrarros que K = Fac

tores o Variables y L son los niveles. Tenaros un di 

sefio factorial LK = 23 donde las variables son tres 

y cada variable posee dos niveles [3], de lo ante -

rior resulta la tabla 1. 

TABLA 1. Variables y Niveles del Disefio Factorial 23 

Variables Nivel Bajo Nivel Alto 

Velocidad de corte 20 40 
(v), Gpnin. 

Avance de cx:>rte 

(a), rrmpg. 
0.2 0.6 

Profundidad de cx:>rte 

(p), mm. 0.2 0.6 

Para poder sirrplificar se obtendrán unas vari-ª. 

bles que llamaremos variables codificadas, que indi -

carán los niveles baJo y alto caro (-1) y (+1) res:pe_ç_ 

i i 
11 
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tivamente o simplerrente sustituídos !X)r (-) y (+). 

Por lo tanto es transformada V 1 a y p !X)r x
1 

1 x
2 

y x3 respectivamente acorde ccn las siguientes r~ 

laciones. 

1 o.6 I 
v-v _ V-30 I 

- 10 ' ' I I Av · I 
~ 

2 I o 6 

4 . '-a •-
0

•

4 

(1) 2.0..®--------;>!1
4
:/'; 

A 0.2 / _../_,..;; 

-ª ~ .. • 3.5 o 2 ~""""' 
x2 = ____,-=---=--

X = 3 

2 0.2 2.1 I , • 

p- 0.4 •· I 40 p-p ~ 

A. O • 2 , Velocidad de O:lrte 
~ 

2 

EJEMPLO: 

- 20 - 30 
~ - 10 = - 1 Nível Ba.jo 

A través de esta transformación o estandar~ 

zación1 cada variable posee rangos que cubren dos 

unidades de longitud (de (-1 a (1) ) con ocro ccn

diciones de prueba que representan las ocho esqui

nas de un cubo las cuales se pJ.eden apreciar caro 

el orden estarrlard que aparece en la tabla 2 y que 

a la vez incluyen los resultados de tres corridas 

experilrentales hechas totalrrente al azar. 

Figura 1 • Representación Geanétrica del Disefio 

Experilrental y de los Resultados de 

Los Ensayos. 

gun caro establece este tipo de estudio [4] 
1 

el e

fecto de la velocidad de corte I E [ ~ J es estirrada 

!X)r el prcrrerlio de las diferencias de cuatro carpa

raciones indi viduales. 

E[xt = -t [ (Y2-TI)+(Y4-Y3)+(Y6-Y5)+{Y8-Y7)] {2) 

TABLA 2 • Condiciones Experimentales y Resultados Obtenidos Segun el Disefio Factorial. 23 

Orden Variables Variables Reales Resultados Ra I Un Valor 

Estandard Codificadas . v a p Ensayos Pranedio 

xl x2 x3 {Gpnin) (l1ITIW) {rrm) N° l N°2 N°3 Y . 
~ 

1 - - - 20 

2 + - - 40 

3 - + - 20 

4 + + - 40 

5 - - + 20 

6 + - + 40 

7 - + + 20 

8 + + + 40 

El orden estandard de las condiciones exper~ 

rrentales es designado JXlr un núrrero encerrado en 

un círculo para cada una de las esquinas del cubo 

rrqstrado en la figura 1 I adanás se aprecia un n~ 

ro cercano a cada una de las esquinas que corres -

ponde al valor pranedio de los resultados. 

EFEcros PRINCIPALES 

Para detenninar el efecto principal de una 

variable sobre una respJ.esta la canparación indi v~ 

dual puede ser hecha de cuatro oambinaciones de 

otras dos variables caro lo rruestra la tabla 3 I s~ 

0.2 

0.2 

0.6 

0.6 

0.2 

0.2 

0.6 

0.6 

0.2 2.3 2.0 2.0 2.1 

0.2 3.5 4.2 2.5 3.5 

0.2 7.5 7.0 6.8 7.1 

0.2 7.3 7.5 7.1 7.3 

0.6 2.1 2.5 1.4 2.0 

0.6 4.7 4.4 4.1 4.4 

0.6 8.4 8.0 8.2 8.2 

0.6 4.9 4.6 4.9 4.8 

TABLA 3. Canparación Individual del Efecto Princ~ 

pal de la Velocidad de Corte. 

Oomparaciôn Individual de {a) 

I 
{p) 

los Resultados Ra1 Um. l1lTlW rrm 

(Y2- Y1)=(3.5-2.1)=1.4 0.2 0.2 

{Y4- Y3)={7.3-7.1)=0.4 0.6 0.2 

{Y6-Y5)={4.4-2.0)=2.4 0.2 0.6 

{Y8-Y7)=(4.8-8.2)= - 3.4 0.6 0.6 



El prare:lio del efecto principal de la velo

cidad de corte da aplicando la ecuación 1 lo si 

guiente: 

1 
E!XJ?- = 4 [ (1.4 + 0.2 + 2.4 - 3.4)] = 0.15 pm 

Por lo tanto si los datos obtenidos experi -

mentalmente son sustituídos en la ecuación 2 se ob

tiene el mism::> valor del efecto esti.mado para la "-ª 
riable ~ • 

En general los efectos principales de una 

variable Xi p..1Erlen ser estirrados por la siguiente ~ 

cuación: 

-2 N + _ (3) 
v rxiJ = N L. ( - Col\.l!T111a de xi). (Yj) 

J=1 

E[~l = t(-Y1-Y2+Y3+Y4-Y5-Y6+Y7+Y8) = 3.85 pm (4) 

E[X3l = i(-Yl-Y2-Y3-Y4+Y5+Y6+Y7+Y8) = - 0.15 pm (5) 

INI'ERACCICN DE EFEC:roS ffiiNCIPALES 

CUando se estudia por el método de una vari.s_ 

ble a la vez, esto proporciona un estirrado del efe_ç_ 

to de una si.rrple variable, con la condición de fi -

jar las otras variables. El disefio factorial pro -

porciona una irrlicación sea o no que las otras va

riables actúen , en este trabajo el efecto de inte

racción de dos factores irrlividuales puErle ser ana

lizado utilizamo diagramas de dos vías, como lo 

muestra la figura 2 en la cual se aprecia cómo o en 

qué medida la velocidad de corte y el avance actúan 

sobre el acabado superficial, sierrlo los valores de 

las cuatro esquinas los pranedios de dos pruebas. 

~5.1 4.6 ~ 0.6 

Q) 

~ 
~ 

~ 
5.~ ~ 

,(( 

0.2 
~-4.6 

20 40 

Velocidad de Corte Gpnin 

FIGURA 2. Representación de Dos Factores 

de Interacción entre la Velocidad 

y el Avance de Corte. 

Donde la notación E ( x
1 

x
3

) representa el e.§. 

tirrado de la interacción de x1 ~ . 
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· E [ Efecto de 1 = 2f::. (~ la ColUlU'la de interacción-
Interacción N 

J=l 

de elerrentos). ( Yj ) de lo cual resulta, la interac -

ciõn de x1 x
3 

como sigue : 

E[~x3J = t (Y1-Y2+Y3-Y4-Y5+Y6-Y7+Y8)= - 0.65 pm (6) 

Erx1x~ = i (Y1-Y2-Y3+Y4+Y5-Y6-Y7+Y8) = - 1. 75 pm (7) 

E[X2X1 = t (Y1+Y2-Y3-Y4-Y5-Y6~Y7+Y8)= -0.55 pm (8) 

De lo anterior se p..1Erle obtener una tabla que 

se denomina tabla de matríz de disefio factorial . 

TABIA 4 . Generación de las Col=as de Interacción 

de la matríz del disefio factorial. 

Efectos Efectos de Pranedio 

Principales Interacciones 

~ x2 ~ x1x2 x1~ x2x3 X1X03 Y. 
1 

- - - + + + - Yl. 

+ - - - - + + Y2 

- + - - + - + Y3 

+ + - + - - - Y4 

- - + + - - + Y5 

+ - + - + - - Y6 

- + + - - + - Y7 

+ + + + + + + Y8 

ElX1x2~J= t (-Y1+Y2+Y3-Y4+Y5-Y6-Y7+Y8) = - 1.15 pm (9) 

Caro resultado de lo obtenido en cada uno de los 

valores de la ecuacion es posible obtener una tabla que 

oontiene los valores para calcular el error experimen-

tal de las 8 pruebas. 

TABIA 5. cálculo de los Valores para obtener la 

Varianza y Error. 

Y. EYi 
2 (L:;Y. )2 2 

S . v. 
1 1 1 1 

2.1 13.29 39.69 0.06 2 

3.5 38.33 110.25 1.58 2 

7.1 151.49 453.69 0.26 2 

7.3 159.95 479.61 0.08 2 

2.0 12.62 36.00 0.62 2 

4.4 58.26 174.24 0.18 2 

8.2 201.80 605.16 0.08 2 

4.8 69.18 207.36 0.06 2 
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El error ~rimental se :p.1ede calcular se

gún la fórmula [5~e la desviacián y error estan -

dard dada a continuacián. 

82 
2 2 2 

Vl.S1 + V2.S2 + ..••. + Vg.Sq = 0.365 (10) 

Vl+V2+V3+ ..••..• +Vg 

Dcnde g representa el número de exper:ircen -

tos y V el grado de libertad, si son tres corridas 

el grado de libertad será' V = 3 - 1 = 2 

y el error estandard se :p.1ede hallar según la fór

mula siguiente. 

S' =R S' ~0.365 = 0.6042 (11) 

que representa el error estandard de los efectos, 

de lo anterior se concluye que los efectos princi

pales y la interacción de dos efectos serán signi

ficativos sí y solo sí el valor obtenido por ellos 

es nayor que dos veces el error estandard, siendo 

significativo por el hecho de tener tma probabili

dad de ocurrencia muy baja y sin errbargo ocurre d_g 

rante el experimento. 

TABIA 6. Efectos Estirrados del Disefio Factorial 

23 y sus correspondientes errores es -

tandard. 

Efectos Principales Efectos :!: Erro r 

Velocidad, (v) Gpnin. 0.15 ! 0.6042 Um 

Avance, ( a) l"!lliJÇ1 • 3.85 :!: 0.6042 Um 

Profundidad, (p) nm. - 0,15:!: 0.6042 Um 

Interacción de Dos Factores 

v.a - 1.75 :!: 0.6042 Um 

v'.p - 0.65 ! 0.6042 Um 

A.p - 0.55 ! 0.6042 Um 

Interacción de Tres Factores 

v.a.p. - 1.15 :!: 0.6042 Um 

caro resultado de lo anterior se concluye que 

solamente existen dos factores _que inciden signifi~ 

ti vamente en el acabado superficial ya que sus valo

res sobrepasan los valores obtenidos por el error y 

son nayores que dos veces éstos caro lo danostramos 

a continuación: 

E (a) > 2. S' 

E (V.a) > 2.8' 

3.83 > 1.2084 Um 

- 1. 75 > 1.2084 Um 

CXJNCLUSIONES. 

De la tabla anterior se aprecia que existen 

dos condiciones en las cuales sus erectos son sig

nificativos caro son: el efecto principal del a -

vance (a) , y el efecto de interacción entre la ve

locidad y el avance (va). Si se considera solamen 

~e el avance, se observa que existe una relación -

directa con la calidad de la superficie, donde se 

confirna[6), que el avance sea cual sea el rredio -

de lubricacián siempre ejercerá tma acción que se 

traduce en la fornaci6n de las micro-irregulari~ 

des superficiales. 

J..a interacci6n velocidad y avance de corte 

es claramente otro indicativo de que el efecto de 

profundidad en el acabado superficial no represen

ta un factor determinante pero sí asegura que la -

ve1ocidad en forna aislada, no debe ser interpret-ª 

da caro agente fornador de irregularidades s\iperf_i 

ciales. La velocidad asociada con el avance rati

fica lo experimentado [ 7], que atribuye a la velo

cidad un efecto modificador de las micro-irregula

ridades superficiales, tanto en la pieza caro en la 

herramienta. 
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Err. e1. pli.Uerr..te aJLt(CJJ.lo ~e hace wt a.rr.41.i6.U de;taU.a.do de f.o~ r:Uve.Mo~ na!:_ 

tollll~ oue .WUcierr. ciútec.tamerr.te err. e1. acabado ~upe.Jt6iclal, .fuego de ~e.Jt meca.rtizada 

una púza corr. UmadoJLa. 

Se utab.tece una ecuo.c<.6rr. matenuf.Uca que . .IÚge e1. gJLado de .IW.go~.úiad dado 

pOJr.. .ta heJrJtarrt.i.err.ta MbJLe e1. mateJúaf., ecuae.Wrr. €Ãta tota.e.mepte r:Une.Jterr.te a .ta e-

:tuncÃ..ada pOJr.. G. BoothMyd IJ compaJtada uta ecuau~Srr. con va.toJLe~ obterúdo~ JLea.f.U. 

INI'RODUCCION. 
Cerno es bien conocido, existe una ecuación 

matemática [ 1 J según estudios analíticos, que de.ê_ 

c:ribe el acabado superficial dado por una herra -

mienta, COJID el efecto canbinado del avance y los 

ângulos efectivos de los filos principal y secun

daria. Siendo la ecuación la siguiente: 

Ra= 
f (1) 

4 ( cotg Kré + cotg kre) 

donde: 

Ra = grado de acabado superficial en rrm. 

f = avance de corte en mn. 

kré = ângulo efectivo del filo principal. 

kre = ângulo efectivo del filo secundaria, 

Sin embargo, esta ecuación desc:ribe en for

ma, por demás, muy simple un efecto bastante can

plicado COJID es el acabado superficial, resumido 

en tres condiciones básicas caro son: el avance y 

los dos ângulos efectivos de la herramienta. 

Por lo tanto, se hace necesario realizar un 

análisis más =npleto y detallado de otros facto

res, no considerados que tienen en su haber un ~ 

pel sumamente importante en el grado de acabado -

sobre las piezas maquinadas. Entre los factores -

;mtes mencionados figuran los siguientes: veloci

dad, profundidad y avance de corte , disefío de la 

máquina, carrera de trabajo , material, ângulos y 

vida de la herramienta, las dimensiones y pr6pie

dades mecánicas del material a trabajàr, el tipo 

de operación de corte a ejecutar y ~a frecuencia 

de esta operación. 

CONSIDERACIONES TEORICAS. 
Luego de realizarse las consideraciones téc 

nicas necesarias y comparar estas con los r esulta 
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dos experimentales se llegó a la conclusi6n de que 

la expresi6n matemática que rige el grado de rugo

sidad dado a una piesa con la limadora, se puede 

expresar seg(ln la fórmula siguiente: 

Ra= 
p (2) 

4 Ccotg ~ + cotg Kre) 

Ecuación ésta muy parecida a (:1), pero en el' 

fondo totaJmente diferente, ya que el valor de p 

involuc:ra toda una serie de factores no considera

dos anteriorme;nte y que inciden en forma notable -

so!we la pieza maquinada y en especial sobre el ~ 

cabado superficial, 

Desarrollo: 

p = r. N. f. (3) 

donde N - l:7a -.~ (4) 
f 

v Nt/Nb 
( 5) 

r = y 

Siendo: 

bw = la longi tud de la pieza a maquinar en 

mm. 

f = el avance de la mesa en mnl golpe 

Nt número de herramientas utilizadas 

Nb = número de piezas trabajadas 

Pera ~6) 

Que involuc:ra el tiempo de maquinado 1Jn y la 

vida de la herramienta t ya que cuando se verifica 

el corte del metal, el rendimiento o la capacidad 
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de corte está definida por la duraci6n del filo de 

la herramienta afectando de forma directa el acaba

do superficial de la pieza . 

La vida de la herramienta está definida por -

la ecuaci6n de Taylor [2]. Según la siguiente ~ 
si6n para corte contínuo. 

t = tr ( .E_ )1/n 
V c 

(7) 

En este caso el corte es intermitente y la e

cuaci6n anterior se mxlifica de la siguiente forma . 

t = tr 

Q 

.E_ )1/n 

V c 
(8) 

donde Q es la raz6n entre la permanencia de 

la herramienta sobre la pieza en corte y el tiempo 

que dura la herramienta inactiva, según Jl!Uestra la 

siguiente figura. 

v .. Velocldad de retrocuo 

V c Velocldad de corte 

1: tLN: · ~ 

TI~ U 
Fig. N2- 1. Esquana del proceso de corte con 

Jinadora donde se indica, tp tiem

po de permanencia en corte, bW an

cho de la pieza, tNP tiempo inact.f. 

vo de la herramienta y Lc longitud 

de la carrera de trabajo. 

De lo anter~or resulta: 

Q :; _!P_ (9) 
tNP 

donde bw (10) tp= --
V c 

Lc Lc - bw'"' (11) tNP = ---v;- + V c y 

Es de notar que en el proceso existen dos ve

locidades diferentes, la velocJ.dad de corte V c y la 

velocidad de retroceso V R , distintas porque está -

máquina herramienta trabaja mediante un sistana de 

palanca oscilante, donde la velocidad VR es rrayor -

que Vc de forma tal que se disrninuyan los tiempos 

improducti vos, corro se muestra a continuaci6n. 

barra 

carnero 

~< _; manivela 

correra de corte----~ 

correra de retorno -~..l 

brazo occllante--------<o\ 

Fig. W. 2. Sistana de palanca oscilante , me

di o por el cual se produce el de~ 

plazamiento del to~o y cabezal 

porta herramienta. 3] 

Existe por lo tanto una relaci6n entre VR y 

Vc dada por la siguiente ecuaci6n: 

VR ~ (12) = 
V c d .Lc 

donde: L = longi tud del brazo o palanca en 

mn . 

d = distancia al centro de rotaci6n 

ennm. 

r = radio de la rrani vela en mn. 

Lc = carrera del torpedo en mn. 

Haciendo las sustituciones respectivas las -

ecuaciones (9), (10) y (11) y del valor de VR de 

la la ecuaci6n (12) en la ecuaci6n ( 8) se tiene: 

Q = 1 
2 

:cd +--!:s--1) 
(13) 

2LrbW bW 

Q 
1 = (14) 
A 

t = tr c.E-)1/n 
V c .A (15) 

Alnra, para pcxier estimar la vida de la he-

rramienta se requiere definir el tipo de material 

que constituye la herramienta, en este caso acero 

rápido, Hs, y la resistencia del material para po

der obtener los valores de tr y Vr dados por la si_ 

figura . 
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Fig. N2- 3 . Valores aproximados de la veloci

dad de corte Vr cuando la vida 

de la herrarnienta t = 60s . 
r 

Hasta el Jromento solo ha quedado JXli' definir 

el tiempo de maquinado tm. 

donde : tm= bw.k 

f .NR 

(16) 

Siendo k el número de pasadas requeridas por 

la herrarnienta para llegar a la profundidad desea

da. Y NR es la frecuencia de corte de la herrarni~ 

ta sobre la pieza , dado directamente por el selec

tor de velocidad de la limadora expresado en gol-

pes/min , que representa la velocidad media de la 

operación . 

O sea Vrn = 2 . Lc .NR = Vc + VR 

2 
(17) 

Sustituyendo la ecuaci6n (15) y (16) en la 

ecuación ( 6) resulta . 

Nt 

Nb 

= bw.k. 

f .NR.tr.(Vr/Vc)l/n.A 
(18) 

Y el valor de P final ~a determinar el ~ 

do de rugosidad queda de la siguiente forma : 

(19) 
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Resurniendo : Ra = ___ __:_P ____ _ 

4 ( cotg Kré + cctg Kre ) 

DATOS UI'!LIZAOOS PARA REALIZAR LOS EXPER~ 

TOS Y TAMBIEN INCWIOOS EN IA ECUACION M<\TIMATICA 

PROPUESTA EN EL PRESENTE ARTICULO. 

NR = 20 golpeshn.in , L = 680 mn . 

~ = 50 . 8mn. d = 350 mn . 

Kre " 40 Lc= 300 mn , 
Kr@ 

N 

fl 

f2 

f3 
n 

V r 

.... c 
ü 
i 
~ .. 
o 

: 
c 
u 
c 

= 

= 

= 

= 

= 

60,65 , 75,80 y 85° r = 122 nm 

300 golpes tr= 60s . 

O. 2 nm(golpe k = 1 herrarnienta . 

O. 4 mnfgolpe . bw1= 60 mn. 

0 , 6 nm/golpe . bw2= 120 nm . 

0 .125 Hss. bw
3

= 180 mn , 

0 , 75m/s : Probeta de acero con dureza 

11.0 

10.0 

9 .0 

8.0 

7.0 

200 Brinnel. 
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VALOIIU [X~[IIIII[NTAL [I 

A • ...&-·- ·1[ 
à A --!4.--·--·---·- ·- · 

60 ~ 70 7!j 

t<ré 

80 85 

Fig. N2- 4 . Acabado superficial vs. el ángulo efe~ 

tivo del filo principal con avance de 

O. 2 mn./golpe . 
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" .... 
c 3.0 ü 
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-+- [CUACION(I) A [CUACION (2) 
VALOIIU [XPEIIIIIENTALU 

A A A_.-~---·-·-Â ·- ·- ·- ·- · 

60 65 70 

Kre' 

75 80 85 

Fig . W 5. Acabado superficial vs. e l ángulo efe~ 

tivo del fi lo principal con avance de 

0 . 4 mm./golpe. 
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........ [CUACION li) 6 [CUACION 12) 
- ·- VALOIIU UPEIIIMENTALU 

I 
Ê 7.0 
.=.... 
o 
ct: 6.5 

~ 
ü ;;: 6.0 
" .. 
L 

il :t 8 ·- ·--·-·-·- ·- ·-·-·-: 
~ 6 6 6 
c 6 6 6 

60 65 70 75 ao as 
Kré 

Fig . Nº- 6 . Acal:x:> superficial vs . el ángulo efecti 

vo del filo principal con avance de -

0. 6 mn . /golpe. 

CONCWSIONES: 

Se abserva claramente que los valores cale~ 

dos por la ecuaci6n presentada en este artículo , se 

aproximan l o suficiente a los valores experimenta -

les , de tal fonna que sea considerada esta ecuacim 

como más representativa que la propuesta por Geo -

ffr>ey Boothroyd . 

Se analiza más globaJJnente las causas det~ 

nantes que incluyen en el grado de rugosidad dado a 

la pieza , sin embargo , incluir tantos factores dío 

corro result ado que el er.ror entre los valores cale!:!_ 

lados y experimentales , no sobre pasan el 10% , con 

ésto se afinna lo expresado por E .N. MaslcJ4J, quién 

en estudios realizados sobre rectificado de piezas , 

considera que el acabado superficial, no debe ser -

s6lo una funci6n de la geametrí a de la herramienta 

y las características de corte , ya que en el nomen

to de efectúarse una operaci6n de corte , gran cant~ 

dad de factores infl uyen y aunque sea pequena su ~ 

fluencia no indica de fonna alguna que se debe des

preciar . 

Los valores experimentaleJsJ se pueden ver en 

las figuras 4 , 5 y 6. 
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SUMMARY 

In .th-ú. papVt, an a.nai.y<>.ú. ha1, be.en cúme. on .the. 
vcvúa.blu l..nvolve.d 1..n .the. <>Wt.6ac.e. 61..n.ú.h o6 a 
WOI!.k.púc.e. a.h p!Wdu.c.e.d by a 4 hapVt mac.hine. . 
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Materiais aer~aos, nãO óxidos,à base de nitreto de siliaio fazem parte dos 
mais resaentes desenvolv~mentos no aampo dos mate~àfs para ferramentas, Ensaios sis
temâtiaos de usinagem mostraram que as f erramentas de nftreto de silia~o sãO indiaa
das para o fresamento de ferro fundido ainzento, dentro de uma ampla gama develoaida
des (560 a 3000 m/mút) e avanços (Ol 3a 10 rrun/dente). Causas tipiaas para a perd:z de aa
paaidade de aorte das ferramentas a base de Õx~'do de alunrínio são os miaro e ma.aro Zcs
aamentos, o que nãO oaorre no fresamento em desbaste aom ferramentas de nitreto de si
lia~o. Ensaios realizados aom ferramentas de nitretode si'l'Íaio,roostraram queestas nãO 
são eaonomioamente ~nd~cadas paro o fresamento de ferro fUndido aom grafita esferoidal. 

1. AS PROPRIEDADES OOS MATERIAIS PARA FERRAMENTAS 

Paralelamente aos atuais materiais cerâmicos à 
b~e de óxido de al~i? (Al2o3) tem ~i?o de~~nvol: 
v1dos recentemente var1os mater1a1s ceram1cos a 
base de nitreto de silício (Si3N4),não óxidos. Estes 
materiais para ferramentas, já disponíveis no mer
cado divergem entre si pela sua composição química ~i 
po e'percentual),bemcomo pelo processo de fabrica~ 
ção,implicando na existência de materiais com propri
edades distintas (1,2,3). 

De um modo ~eral, pode-se dizer que as ferra
mentas cerâmicas a base de nitreto de silício possuem 
resistência à flexão significativamente superior às 
de óxido de alumínio. Esta comparação é válida para 
semelhantes durezas a quente. 

As ferramentas à base de Óxido de alumínio a
presentam uma característica indesejável que é a bai
xa resistência a choques térmicos. Devido a pequena 
dutilidade, as tensões térmicas não sofrem um relaxa
mento, acarretando a formação de trincas. 

Uma boa resistência a choques térmicos exige 
consequentemente uma elevada resistência à tração e 
condutibilidade térmica, assim coro, menor dilatação 
e módulo de elasticidade (4). 

As ferramentas de nitreto de silício apresentam 

como consequência da maior condutibilidade térmi
ca e menor coeficiente de dilatação uma resistência 
a choques térmicos mais elevada do que as ferramen
tas de óxido de alumínio. Esta Última propriedade 
proporciona ao nitreto de silício boas característi
cas para utilização em operações de usinagem com cor
tes interrompidos e permite a aplicação de fluídos de 
corte. 

Entretanto, as ferramentas de nitreto de silí
cio são menos resistentes à reações químicas do que 
as de óxido de alumínio. 

2. tAMPos DE APLICAÇOES DAS FERRAMENTAS DE CERÃMICA 
DE NITRETO DE SIL!CIO 

Atualmente, as principais aplicações das ferra
mentas de nitreto de silício são no fresamento do fer
ro fundido cinzento em operações de desbaste com gran 
de avanço. assim como no torneamento igualmente em 
desbaste. No caso do torneamento, especialmente 
na usinagem de peças onde ocorrem cortes int~rrompi 
dos e usinagem de superfícies muito irregulares. Alem 
destas, as ferramentas de nitreto de silício são re
comendadas para a usinagem de ligas à base de níquel 
(5 a 8), ou seja, ligas de alta resistência em tempe
raturas elevadas. 
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Na produção industrial, o fresar,lento de blocos 
de rotares, acoplamentos de escapamentos e no fresa
menta de carcaças, as pastilhas intercambiáveis de 
metal duro com cobertura tem s ido substituidas por 
pastilhas de nitreto de silício. Com estas ferra
mentas tem-se obtido um aumento de 200 a 430% no nú
mero de peças produzidas por vida (6,8). 

Na fabricação em grandes séries de a1scos de 
freios , processo de torneamento-operações de des
baste, perdem-se por quebra 2 a 5% das pastilhas de 
metal duro com cobertura e de nitreto de silício.Rl
quanto que nas ferramentas de óxido de alumínio (ce-\ 
râmicas) a quebra é de 5 a 13% (9). 

Para a usinagem de aços as ferramentas de ni
treto de silício nao são indicadas. Na usinagem de 
aços ocorrem acentuados desgastes na superfície de 
incidência e saída da ferramenta (10). 

3. PESQUISA EXPERIMENTAL 

A aplicabilidade das ferramentas ceram1cas à 
base de nitreto de silício, no proce3so de fresamen
to, foi pesquisada através de ensaios sistemáticos de 
usinagem em blocos de ferro fundido. 

Para a pesquisa foram utilizadas as pastilhas 
intercambiáveis SNGN 120412 com chanfro de 0,3 mm 
X 309, disponíveis no mercado (11). 

Todos os ensaios foram realizados com cabeç0te 
de fresar contendo somente uma pastilha (1 gume). A 
peça era posicionada de forma que o corte se realiz~ 
va na parte central do cabeçote de fresar. 
3.1. Fresamento do ferro fundido com grafita lame

iar (ferro fundido ' cinzento). 
No fresamento do ferro fundido DIN GG 30 com 

dureza de 240 HB, utilizando pastilhas de nitreto de 
silício verificou-se mesmo em elevadas velocidares 
de cort~ e avanço um desgaste uniforme nas superfí
cies principal e secundária de incidência. Micro e 
macro lascamentos não foram constatados. 

Para analisar a durabilidade das ferramentas de 
nitreto de silício, foram utilizados como valores de 
referência a vida Tf e o deslocamento Lf por vida, 
medido na direção do avanço. 

Verificou-se que para profundidade e largura de 
corte constantes existe uma rélação linear entre o 
deslocamento por vida e a quantidade de material re
movido por vida da ferramenta. 

O aumento da velocidade de corte de 560 m/min 
para 3000 m/min resultou na redução do deslocamen
to por vida de 16 m para 1,3m. Por outro lado, ele-
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vações no avanço por dente e IX>r rotação resultaram an 
maiores deslocamentos por vida,figura 1. Como crité
rio de desgaste foi utilizada a largura da marca de 
desgaste na superfície de incidência(VB = 0,2 mm). 
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Fig. l-Influência da velocidade de corte e avan 
ço sobre o deslocamento por vida Lf e na 
vida Tf. 

Considerando o fato de que o desgaste das fer
ramentas de nitreto de silício se apresenta uniforme, 
na prática industrldl poderão ser admitidos valores 
de VB entre 0,3 mm e 0,4 mm, como é usual para fer
ramentas de metal duro. Isto significa que serão a
tingidas vidas ainda maiores para estas ferramentas. 

A figura 2 apresenta uma comparação entre a 
capacidade de corte das ferramentas de nitreto de 
silício e de metal duro com e sem cobertura. 
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Fig. 2-Comparação entre a vida das ferramentas 
fabricadas de diferentes materiais. 

Os valores obtidos no fresamento com ferramen
tas de nitreto de silício, utilizando cabeçote de 
fresar com um gume, para efeitos de comparação, fo
ram tomados como válidos para um cabeçote com oito 
gumes. 

Considerando um deslocamento por vida de 100 m 
(Lf = 100 !W e cabeçote de fresar com o i to gumes , ve-

rifica-se que as ferramentas de nitreto de silí
cio permitem trabalhar com velocidades de corte 250% 
maiores do que as ferramentas de metal duro com co
bertura. Esta diferença se eleva para SOO% quando 
são utilizadas ferramentas de metal duro sem cober
tura. 

Para as mesmas condições de corte efetuou-se 
uma comparação entre o comportamento do desgaste das 
ferramentas de nitreto de silício e as de cerâmica 
mista. Constatou-se uma diferença fundamental, que 
se acentuava com n aumento do avanço. Enquanto que 
as ferramentas de nitreto de silício apresentavam um 
desgaste na superfície de incidência uniformemente 
crescente e que levava ao fim de vida, nas de cerâ
mica mista ocorria um menor desgaste inicial , mas, 
perdiam a capacidade de corte prematuramente por que
bra, figura 3. Isto constata-se também na anâlise dos 
resultados da figura 4. 
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Fig. 3-Comportamento do desgaste das ferramen
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Ensaios adicionais de fresamento foramrealiza
dos no ferro fundido DIN GG 30, com dureza de 150 Ha 
Na velocidade de corte v = 1000 m/min foram realiza:lcs 
avanços fz de O, 3 mm, 0~5 mm e 1,0 nrn. Mesmo após 
a trajetória, correspondente a uma peça de 21,5 m de 
comprimento, utilizando avanço fz = 1,0 mm,constatou 
se na ferramenta somente um pequeno desgaste. O fim 
da vida ainda não havia sido atingido. As ferramen
tas cerâmicas trabalhando a uma velocidade de corte 
de 1000 m/min e avanço de 0,3 mm, perdiam sua capa
cidade de corte, por quebra, após uma trajetória lf= 
o·,6 m. 

Os desgastes das ferramentas usadas no fresa
mente do ferro fundido GG 25 eram nitidamente infe
riores aos das ferramentas usadas na usinagem do fer-



ro GG 30. Esta fato foi observado nos ensaios com 
as mesmas condições de corte. 
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Fig. 4-Deslocamento por vida Lf em função do 
avanço fz. 

3. 2. Fresamento de ferro fundido com grafita 
globUlar. 
Nos ensaios de fresamento com ferramentas de 

nitreto de silício em ferro fundido DIN GGG 70 não 
pud~ram ser realizadas as mesmas condições de cor
te usadas na usinagem do ferro fundido cinzento ,nem 
tampouco foram atingidos os mesmos deslocamentos p;:>r 
vi da. A figura 5 mostra o comportamento do desgas
te das ferramentas de nitreto de silício para o fre
samento do ferro GGG 70 em diferentes velocidadesde 
corte. 
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Valores práticos, relevantes, para o desloca-
camento por vida foram obtidos com velocidades de 
corte entre 200 e 300 m/min. 

Para efeito de comparação foram utilizados re
sultados obtidos na usinagem com ferramentas de me
tal duro providas de diversas camadas de cobertura 
com componentes cerâmicos • As condições de cor
te ut:lli.zadas foram as mesmas. 

Na figura 6 observa-se que o maior desgaste o
corre nas pastilhas de classe K 35 C. Desgastes con
sideravelmente menores são observados nas ferramen
tas da classe K 15 C. Este comportamento é justifi
cado por dois fatores: maior resistência ao desgaste 
do substrato e geometria positiva da cunha de corte. 
Após a usinagem ao equivalente de uma peça entre 4 
a 6 m de comprimento, foram observados micro 1 as c a
camentos nas proximidades do gume, ocorrência de 
trincas perpendiculares ao gume no substrato, lasca
mentos de camadas da cobertura e desgaste na super
fície de incidência, que aumentava na medida que a 
ferramenta atingia o fim de vida. 
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Fig. 6-Máxima largura da marca de desgaste em 
função do deslocamento lf para diferen
tes ferramentas e velociaades. 

Comparadas com as ferramentas K 15 C, as ferra
mentas de nitreto de silício apresentavam um maior 
desgaste inicial, entretanto para trajetórias maio
res, esta diferença no desgaste se tornava menor. Em 
velocidades maiores, o ponto de cruzamento das cur
vas de desgaste se desloca na direção de menorestra
jetórias, figura 6. 

4. CONCLUSOES 

Um fator importante no fresamento de ferrofun
dido com ferramentas de nitreto de silício é a forma 
da grafita no ferro. 

Os resultados obtidos no fresamento em opera
ções desbaste do ferro fundido cinzento (grafita la
melar) podem ser resumidos da seguinte forma: 

Como consequência da boa resistência a choques 
térmicos e tenacidade, as ferramentas cerãmicas à 
base de nitreto de silício apresentam baixa percen-



796 

tagem de quebra e desgaste tmifonne . O fim de vida 
destas ferramentas é determinado de forma semelhan
te nas de metal duro, ou seja, em ftmção da largura 
da marca de desgaste na superfície de incidênciaJü
cro e macro lascamentos próxinx:>s do gume, corro ocor
rem na usinagem em desbaste com ferramentas cerâmi
cas à base de Óxido de alumínio, causando um fim de 
vida prematuro, não foram constatados nas ferramen
tas de nitreto de silício . 

A baixa sensibilidade aos choques conduz a um 
considerável aumento na segurança durante a usina
gem, especialmente quando da sua utilização em li
nhas "Transfer" e em turnos de trabalho pobres em 
operadores de máquinas . 

Boa tenacidade associada a elevada dureza a 
quente permitem realizar velocidades de corte maio
res do que com as ferramentas cerâmicas convencio
nais , sendo que o avanço utilizável pode ser supe
rior a 200 % daquele usado nas de cerâmica. 

Os custos de ferramentas que são de 200 a 300% 
superiores às de metal duro com cobertura e cerâmi
cas, no caso de fresamento em operações de desbas
te são compensados economicamente. 

No fresamento do ferro ftmdido ~lobular, uti
lizando ferramentas de nitreto de sil1cio, consta
tou-se também baixa percentagem de quebra e desgas
te uniforme, porém, em relação ao metal duro mm co
bertura não foram obtidos ganhos no deslocamentopor 
vida que compensam os custos mais altos destas fer
ramentas. 
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SUMARY : 

Non-oxide , siliaon nitride (Si~4 _ based ae
r amias are part of the latest deve l opmehts in the 
field of cutt~ng tool ·materiaZs . Systemat iaaZ cut
T.ing tests have shown that siZiaon nitride aeramias 
are well suited f or milling grey aas t iron over awi
de range of autting veZoaities (560 m/min to 3000 m/ 
min) and feed rates per tooth ( o, 3 a 10 mm/tooth / 
rev. ). Tool failures typiaaZ for aZumini um oxide ae
ramias - suah as edge ahipping and br eakage - did not 
oaaur in rough miZZing tes t s using nitr ide aeramia 
inser ts . 

As cutting tests aZso showed sil'iaon nitr ide 
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SUMMARY 

Laboratory modelling of the drilling test used in underground mining for the deter
mination of the stress state of a coal seam is presented. A specially treated epoxy 
resin is used for modelling the mechanical properties of hard coal in these experi
ments. The results show a definite quantitative dependence of the amount of the 
extracted drill dust on the vertical pressure orthogonal to the borehole. The pressure 
along the borehole axis has only a qualitative influence on the pattern of tbe bore
hole collapse under pressure at drilling. 

INTRODUCTION 

Determination of the state of stress in rock is 
particularly important in coal mining for safety rea
sons at underground works [1]. A fast, reliable and in· 
expensive method of measurements of the stresses is 
needed, applicable in the conditions of the underground 
works and easy adaptable to their varying setups. This 
isfue case with the drilling test, which is based on 
the effects of the stress concentration at circular 
boreholes drilled into the coal seam. 

With stresses at the vicinity of the borehole ex
ceeding the limiting value for the rock material, a 
fracture region developes at the borehole during the 
drilling. This leads to extraction of exceedingly high 
amounts of drill dust, in quantities corresponding to 
the governing stress level. The fracture zone propa
gates with the process of extraction of the rock mate
rial, until a stationary state has bee achieved. Measu
rements of the amount of the extracted drill dust can 
give thus a qualitative estimate of the state of stress 
in the coal seam. 

Model tests in laboratory conditions enable to 
establish the influence of a single stress component on 
the amount of the extracted material [2]. With that 
purpose a threeaxial load cell has been developed, in 
which special modelling materials undergo a variety of 
stress states in the course of the drilling test. It 
leads to establishing a quantitative dependence between 
the amount of the drill dust and the state of stress in 
the model and can be used for behaviour of the model 
material similar to that of coal, e.g. one observes 
some patterns of instabilities that have been known 
from observations in the deep coal mining. 

FORMULATION OF THE MODEL 

The complexity of the geomechanical and technolo
gical conditions at underground works does not permit 
to formulate a realistic model for a laboratory test 
with respect t~ all substantial parameters. Additio
nally, the inhomogeneity and anisotropy of coal, cracks 
and inclusions in the seam âs well as rather compli
cated relationships. at the interface with the siderock 
turn the modelling into an almost impossible task. It 
is necessary therefore to direct the main effort to
wards the analysis of the most impórtant phenomena, 
excluding in laboratory tests those of lesser conse
quence. 

Thus, the following idealisation of the drilling 
test has been formulated: 

a) To assure the mechanical homogeneity and the 
repeatability of the mechanical properties of the 
medium a substitute material was chosen insteaá of hard 
coal for drilling tests. It had been found by Burgert 
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[3], that an epoxy resin Araldit B with 4% hardener 
best fulfills the demands of modelling hard coal. 

b) It was assumed that the medium is isotropic and 
before the test drilling does not contain any flaws. 

c) To avoid boundary effects measures have been 
taken to limit the extent of the fracturizeà region at 
drilling to the vicinity of the borehole. 

d) The analysis of the results has been based on 
the assumption of the plane state of strain in cross
section orthogonal to the borehole axis. 

Imagine a controlling disc-shapeo region of the 
seam orthogonal to the direction of drilling, Fig. 1. 
~~e assume a homogeneous "primary" state of stress in 
the region prior to drilling, i.e. the stresses don··t 
depend on the coordinate in the unperturbed initial 
state. ln the limit the seam as a whole consists of an 
infinite number of infinitesimally thin discs of the 
mentioned kind. Thus the simplifying assumption con
sists in the negligence of the interaction of the 
discs. 

Let's assume that the experimental measurements 
yield the amount of the drill dust extracted from a 
single disc-shaped region as a function of the trac
tions on its outer surface. Then by means of integra
tion one can determine the overall amount of the drill 
dust in dependence of the distribution of external 
loads in the vicinity of the borehole. 

Figure 1. Underground coal mining drilling test 

Based on this idea, an experimental setup has been 
developed, in which disc-shaped samples would be posi
tioned in a three-axial pressure cell to be loaded to 
the given level of primary stress. The construction of 
the cell allows to perform drilling in the loaded state, 
with the extract~on of the drill dust and instantaneous 
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measurement of its amount. As the outer pressure grows 
regions of extensiva damag' develope around the bore
hole andthe amount of the drill dust grows rapidly. In 
result, a new state of equilibrium developes, in which 
the borehole turns out to be encased in a region of li
miting damage,corresponding to plastic behaviour of the 
material, Fig. 2. 

sample 

F ?1 elastic region 

~·· boreho~plastic region 

I l) 
Figure 2 . Schematic distribution of elastic and 

plastic regions 

EXPERIMENTAL DEVICE 

The experimental device consists of a three-axial 
pressure cell for loading the sample to the idealized 
primary state of stress . The cell is

3
fit for loading 

rectangular samples size 40x40x20 mm . The load is 
applied to all surfaces . There is no gap between the 
walls of the cell neither during the loading nor 
.during the drilling test. Two of the walls of the cell 
are movable, thus resulting in an independent choice of 
the axial and vertical pressure. The horizontal pres
sure orthogonal to the borehole is established depen
dently as a reaction to the side expans ~on of the sam
ple under the action of the main loads. 

The drilling setup consists of an electric drill 
with continuous control of the speed , attached to a 
drilling platform moving on bearings, Fig. 3 . 

Figure 3. Three-axial pressure cell with the drilling 
setup 

Samples were cast of Araldit B (delivered by Ciba
Geigy, Switzerland) with only 4% by weight hardener 
(PSA). The compressive strenght of the material in 
three-axial tests can be approximated by means of the 
Mohr-Coulomb law [3]. Fig. 4. 
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Figure 4. Three-axial compressiv strength of the model 
material araldit 

EXPERIMENTS AND EXPERIMENTAL DATA 

Before the begin of the experiments samples were 
thoroughly greased in order to diminish the effects of 

the friction at the walls of the pressure cell . After 
inserting into the cell an initial borehole was drilled 
in the sample and the amount of the drill dust m0 was 
used as a reference quantity in further analysis. Now, 
in correspondence with the experimental program, the 
axial load was applied to the sample and kept constant 
during the test. 

Then, keeping the drill running the vertical pres
sure was gradually applied. One could observe here a 
gradual increase of the amount of the drill dust extrac
ted, slow at the beginning and rapidly growing at the 
further stages of the loading . This allowed to estab
lish a correspondence between the amount of the dust 
and the vertical pressure, which is independent on the 
loading process under the assumption of the plane 
strain. Also an opposite statement , namely that the 
amount of the drill dust allows to determine the gover
ning state of stress , can be concluded. 

Four experimental series , at different levels of 
the axial pressure each, have been conducted . The ex
perimental data can be summed up in the following 
graphs . 
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could be expected, the overall amount of the 
m, here divided by the reference weight mo 
drilling, depends definitely on the gover
of stress. 

In experiments at almost negligible axial pressure , 
Fig. 5, an increase of the vertical load oauses at the 
beginning a slow increase of the amount of the drill 
dust. The scatter of the experimental data is very 
small in this phase . At some higher vertical pressure 
the growth of the amount of the dust at drilling begins 
to accelerate dramatically, to achieve at the limiting 
pressure a state corresponding to the complete collapse 
of the borehole under governing state of stress . The 
amount of the drill dust exceeds by an order of magni
tude the initial one and a loud cracking sound accom
panies the collapse of the borehole. Further drilling 
in the debris results eventually, after some repeated 
minor collapse phenomena , in an establishing of a new 
state of equilibrium. An analogous behaviour can be 
observed at test drilling in underground mining. 

In experiments at intermediate levels of axial 
pressure, Fig. 6 , the general pattern repeats. At the 
beginning of the vertical loading the amount of the 
drill dust grows slowly. However, the collapse of the 
borehole is somewhat milder , the jumps in the amount 
of the drill dust are substantially smaller than in the 
former case. 
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The sarne pattern can be observed in experiments 
at some higher axial pressure, Fig. 7. The general ten
dency is that of a more stable behaviour of the sample. 
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Figure 7 . The dependence of the amount of the drill 
dust on the vertical pressure . 
Axial pressure 18.8 Mpa. 

The fourth series of experiments at the highest 
level of axial pressure can be characterized by a sub
stantial reduction of the sudden jumps corresponding 
to a collapsing borehole, Fig . 8. The drill dust comes 
out of the borehole fast and smoothly. 

CONCLUSIONS 

The experimental results indicate the possibility 
of de~ermining in underground mining by means Of test 
drilling the governing vertical pressure in the seam 
on the basis of the amount of the drill dust . This ap
plies particularly to lower vertical stresses as long 
as the material failure phenomena at the surface of 
the borehole are not fully developed . At higher verti
cal stresses the increase in the amount of the drill 
dust is rapid , there can be observed violent percus
sions corresponding to the collapse of the sample . 
This leads to a substantial scatter in the amount of 
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Figure 8 . The dependence of the amount of the drill 
dust on the vertical pressure. 
Axial pressure 37.5 Mpa . 

the drill dust, stays however within some limits , whi ch 
can be determined . 

The impact of the axial pressure on the amount of 
the drill dust is not as markedly strong as that of the 
vertical pressure. It mainly influences the pattern of 
the collapse of the borehole. At low axial pressure one 
observes characterically unstable behaviour of the 
sample at drilling . With an increasing axi al pressure 
the pattern of the collapse becomes less unstable . This 
doesn't enable , however , to give a close estimate of 
the level of the axial pressure at drilling. 

As a whole , it can be stated, that the drill test 
in underground mining presents a simple but rather 
effective method of estimating the s t ate of stress i n 
coal seams . 
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INfRODUÇÃO 

_ . ~ b~ ?Onhecido o fato de que a~os de alta resis 
tenc~a mec~ca com estrutura martens~tica, quando tra 
tados ~e~~nte_p~ra se a~c~çar combinações ótimiS 
de res~stenc~a mec~ca, dut~l~dade e tenacidade são 
suscetíveis à fragilidade durante o tratamento d~ reve 
nido numa certa faixa de temperatura [1, 2, 3]. Esta 
perda de tenacidade pode resultar, primeiramente de 
dois tiP<;>s de tratamentos térmicos, ou seja, mantendo 
ou resfr~ando lentamente estes aços , previamente reve 
nidos acima de 600°C, no intervalo de temperatura en 
tre 350 a 5500C (fragilidade ao revenido) ou revenindõ 
aços temperados no intervalo de temperatura entre 250 
e]450°C (fragili~~e da martensita revenida (FMR)) [1, 
2 • Apesar dos var~os estudos feitos sobre a FMR este 
fenômeno não está totalmente esclarecido. O aço'de al 
ta resistência mecânica denominado 300M, de grande in 
teresse nas indústrias aeronáutica e de material béli 
co , tem sido estudado extensivamente sob este enfoque 
[2-5]. 

Este trabalho, que faz parte de um projeto de 
pesquisa mais amplo neste material, tem por objetivo 
relatar ~ propriedades mecânicas de tração, dureza e 
propagaçao de trinca por fadiga, assim como a microes 
trutura e morfologia de superfícies de fratura de um 
aço 300M de fabricação nacional, temperado e revenido 
a várias temperaturas. 
MATERIAIS E ~TOOOS 

O aço nacional tipo 300M em estudo, foi cedido 
pela Di visão de Materiais do IPD- ITA. ~ um aço de qua 

o !idade aeronáutica, fabricado em forno elétrico e re 
fundido sob escória eletrocondutora, com composiçãoqu:í 
mica em peso, apresentada na Tabela 1. -

Tabela 1 - Composição Química do Aço 300M 

El emento C Mn Si p s Cr Mo Ni V 

%em peso 0,43 0,77 1,76 0,009 0,006 0,80 0,371,75 0,06 

O material foi .recebido na forma de chapa lamina 
da , com espessura de 3,60 mm, no estado recozido e com 
dureza de 28 HRC. 

Os corpos de prova para ensaios de tração foram 
usinados no sentido de laminação da chapa e com as di 
mensões segundo a norma AS1M A370. Os corpos de prova 
para o estudo de propagação de trinca por fadiga foram 
do tipo CT e com dimensões segundo a norma AS1M E64 7 e 
permaneceram no estado semi-acabado até serem submeti 
dos aos tratamentos térmicos. Posteriormente foram re 
t i ficados e os entalhes foram terminados por meio de 
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usinagem por eletroerosão. 
Os tratamentos térmicos consistiram de uma aus 

tenitização a 870°C em atmosfera protetora durante T 
hora, seguido de tratamento isotérmico em banho de 
sal a ~40°C durante 12 minutos e posterior resfriamen 
to em oleo, produzindo um tamanho de grão austenítico 
de 25 wn no material. Em seguida, foram feitos os tra 
tamentos de revenido nas temperaturas de 150 250 320-
37~, 450 e 550°C durante duas horas, seguido~ de' re~ 
fr~amentg ao ar. O tratamento isotérmico de martêmpe 
ra a 540 C foi empregado com a finalidade de miniffií 
zar o efeito de distorções nos corpos de prova, que 
ocorre quando estes são resfriados diretamente de 
870°C. Além disto, com este tratamento, a transforma 
ção da austenita para martensita no resfriamento pos 
terior ocorrerá de maneira mais uniforme. -

As medidas de dureza foram realizadas após os 
tratamentos de revenido na região das cabeças dos cor 
pos de prova. 

Os ensaios de tração foram realizados numa má 
quina Ins tron, com velocidade de tnivessão de O, 1 an
min- 1 • Utilizou-se a técnica de extensometria para me 
di da do limite de escoamento, cr (O , 2%) • -

As energias absorvidas no~ ensaios de tração fo 
ram determinadas instrumentando-se a máquina Instron 
com um integrador. 

Os ensaios de propagação de trinca por fadiga 
foram realizados apenas para o tratamento de revenido 
a 320°C, que foi a temperatura que apresentou maior 
energia absorvida no ensaio de tração. O método de en 
saio adotado foi segundo a norma AS1M E647, utilizaii 
do-se uma máquina servo-hidráulica MTS, operando soo 
controle de carga, com onda senoidal na frequência de 
50Hz, com R=O .1 , à temperatura de 230C e em umidade 
relativa do ar constante e de 50%. A medida do aumen 
to da trinca foi feita utilizando-se um microscópio 
de deslocamento com precisão de 0,01 nrn. A taxa de 
crescimento da trinca dc/dN em função do número de ci 
elos N foi obtida utilizando-se o programa de computa 
ção sugerido pela norma acima citada. -

Foram obtidas fotomicrografias éticas de al~ 
mas microestruturas de interesse e análise de fratura 
de algumas amostras rompidas sob tração. 

RESULTAOOS E DISCUSSOES 

As análises metalográficas realizadas nos cor 
pos de prova tirados do centro da chapa, revenidos a 
250, 320 e 450°C são mostrados na figura 1 (a, b, c), 
respectivamente. Revelaram uma microestrutura típica 
de martensita revenida com alguma diferença na sua 
aparência para as várias temperaturas de revenido ci 
tadas acima. Nota-se que a estrutura obtida para a 
temperatura de revenido de 320°C apresentou-se mais 
fina e homogênea. 
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Figura 1. Microestruturas do aço 300M tenq:>erado e 
a) revenido a 250°C; b) revenido a 32ooc; 
b) revenido a 450°C. 

Na figura 2 pode-se notar que os valores obti 
dos para dureza decrescem can o aunento da tenq:>eratil 
ra de revenido. apresentando valores bem próxiJoos aos 
obtidos em outros trabalhos [5, 6]. 

Os valores obtidos dos limites de resistência e 
de escoamento (0,2\) em função da temperatura de reve 
nido, na figura 3, oos tram claramente a existência de 
um gico nestes parâmetros ~e resistência em torno de 
280 C. Este comportamento e semelhante ao encontrado 
por lbrn e Ritchie r2] em um aço 300M transformado 
isotérmicamente a 2SOOC por 1 hora. 

O comportamento da redução de área e do alonga 
mento total em funt;ão da temperatura de revenido são 
JOOStrados na figura 4. A redução de área exibe um au 
meqto acentuado na faixa de tenq:>eratura entre 280 e 
35ooc, estabilizando a 450°C e crescendo novamente. 
Isto deJOOnstra clàramente que o material apresentou 
um ganho de dutilidade na faixa de tenq:>eratura entre 
280 a 350°C. Os valores de redução de área são infe 
riores ao encontrado por Suarez et al [5] , enquanto 
que os valores do alongamento total são razoavelmente 
semelhantes. 

Na figura 5 são apresentados os valores da ener 
gia absorvida no ensaio de tração em função da tempe 
ratura de revenido. Observa-se que esta energia é for 
temente influenciada pe-la tenq:>eratura de revenido. -
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Figura 5. Energia absorvida no ensaio de tração em 
função da temperatura de revenido. 

Os maiores valores de energia foram encontrados 
em temperaturas de revenido entre 280 e 3509C, com um 
pico nítido em 3209C. Verifica-se uma considerável re 
dução da energia absorvida na faixa de temperaturas 
entre 370 e 5509C, indicando a existência de fragilt
zação da martensita revenida nesta faixa de temperatu 
ra. Estes resultad~s são consistentes com os obtidos 
por lbrn e Ritchie [2], pela medida da tenacidade à 
fratura (~TC), em função da temperatura, onde o pico 
de tenaciaaae foi encontrado para a temperatura de re 
venido de 300°C. Esta pequena diferença pode ser ex 
plicada pela existência de maior teor de Si do aço em 
estudo em relação ao outro trabalho. Sabe-se que este 
elemento provoca a estabilização do carboneto E, re 
tardando a formação e o crescimento da cementita, des 
locando assim a estabilidade térmica e mecânica clã 
austenita retida para mais altas temperaturas de reve 
nido. -

As fratografias apresentadas na figura 6 mos 
tram a variação do modo de fratura sob tensão de trã 
ção com a temperatura de revenido. A estrutura revem 
da a 2SOOC falhou com uma mistura de fratura dútil e 
quasi-clivagem, figura 6(a). A estrutura revenida a 
320°C, figura 6(b) falhou por fratura inteiramente dú 
til, enquanto que a 450°C a falha ocorreu com uma mis 
tura de fratura dútil e clivagem transgranular' com 
ausência de clivagem intergranular. 

Os resultados de propagação de trinca por fadi 
ga no regime B são mostrados na figura 7, para o mate 
rial revenido a 320°C, onde ocorreu o pico de energiã 
absorvida no ensaio de tração. 

Observa-se em regime B, onde a lei de Paris e 
Erdogan [7} é válida, que o valor da constante de i_!! 
clinação tem o valor de 2, 56 próximo ao encontrado por 
Ritchie [8], que foi de 2,54 para o aço 300M revenido 
a 3000C, tanto em têmpera direta como em isotérmica. 
Também determinou-se neste ensaio os valores do fator 
limite, ~KQ. em regime A e o valor de Kmax no final 
do regime C. O valor determinado de ~KQ foi de 3,25 
mn- 3f 2, próximo aos valores encontrados por Ri thcie, 
3,60 MNm-3/ 2 para tratamento isotérmico a 250°C e 
3,08 para têmpera direta. A pequena diferença entrem 
valor de ~KQ pode ser justificada pela diferença no 
fator de carga empregado, R=O,l neste trabalho e 
R=O , O 5 no trabalho c i ta do [ 8}. 

O valor de Kffiax dete~nado no final do regime 
C foi de 55,6 MNm- 3/ 2 , diferente do valor de 68,4 
MNm-3/ 2 [8]. Esta diferença também pode ser atribuída 
à maior tensão média utilizadas neste trabalho. 

CONCLUSOES 
Os parâmetros de resistência do aço em estudo 

apresentaram um pico para a temperatura de revenido em 
torno de 2800C, enquanto que os parâmetros de dutill 
dade mostraram um aumento acentuado na faixa de tempe 
ratura de 28QOC a 350oc. -

Os maiores valores de energia absorvida no en 
saio de tração foram encontrados entre 280 e 350°C~ 
apresentando um máximo a 32QOC. Verificou-se uma CO_!! 
siderável redução desta energia na faixa de 370°C a 
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Figura 6. MOrfologia da fratura sob tração do aço 300M 
temperado e a) revenido a 2SOOC; b)revenido 
a 32QOC; c) revenido a 450°C. 

sso0c, evidenciando a fragilidade da martensi ta revenl 
da. 

O mecanismo de fratura para a estrutura fragill 
zada foi encontrado como sendo uma mistura de fratura 
dútil e clivagem transgranular. . _ . 

Para o material tratado na condiçao de p1co de 
energia os valores dos parâmetros de propagação vde 

' 25 MP -l 2 trinca por fadiga foram m= 2,56; ~K0= 3, a m 
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SLM>iARY 

The mechanical properties of a 300M steel 
quenched and tempered under severa! temperatures were 
determined. The fatigue crack propagation parameters 
m, ~K and Kmax were obtained for the maximum 
abso~ed energy condition. Yield stress and ultimate 
tensile strenght exhibited maximum values for the 
temper temperature ·of 2800C. The ductility parameters 
showed a significant increase for temper temperatures 
in the range from 280°C to 3S0°C. The microstructural 
aspects and the surface fracture oorphology of 
selected samples have been analysed. 



VIII COSEM- S. J. Campos, SP (Dez. 1985) 

e 
FADIGA DO AÇO lN OXIDÁVEL AISI 304 

PRETRINCADO PELO HIDROGÊNIO 

PAULO SÉRGIO PlERANTONI 
ROBERTO PASCUAL 

INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA 
PAULO EMÍLIO VALADÃO DE MIRANDA 

COPPE-EE-UFRJ 

A4 pJr.op!Úedadu de óacüga do aç.o i..noúdá.vel. AISI 304 óM.am avaUac:ltu apÕ4 a.6 a

mo4.tJta..6 4eJt.em 4ubmW.cia.s a c.íc.lo.t> de h-i.dMgenaç.ão - duga.6úói..ca.ç.ão. Exec.utou-.6e o 

en.t>ai..o de óadi..ga poJr. ólexão Jr.eve.lr.4a, ev.<.denc.i..ando que a vi..da em óacUga ê Jr.eduz.i.da 

devido a c.íc.f.o.t. de h-i.dJr.ogenaç.ão - duga.6úói..ca.ç.ão; i...l>.to ê pa.l!.tic.ula.lr.mente i..mpo.lr.tan

.te paJr.a c.ondi..ç.õu de óadi..ga de aUo c.íc.f.o em vi..Jr..tude c:ltu .t.lr..úr.c.a.6 .6upeJt.ói..c.íai...6 Jr.~ 
dac:ltu devi..do ao h-i.dMgêni..o. Ap.~r.uen.tam- .t. e aná..U.l>u mi..c.Jr.og.lr.âói..c.a.6 e óJr.a.tog.lr.âói..c.a.6. 

INTROOOÇÃO 

Há um pouco mais de duas décadas tornou-se eviden 
te a susceptibilidade à fragilização pelo hidrogênio 

(H) nos aços inoxidáveis austeníticos, embora em menor 
grau àquela documentada para os materiais com estrutura 
cristalina CÚbica de corpo centrado (ccc), como o ferro 

e os aços ao carbono [1-s] . 

Uma alta solubilidade , combinada a uma baixa dif~ 
sividade, do hidrogênio na austenita, faz com que este 
elemento fique confinado numa pequena camada superfi -

·cial. Isto produz elevadas tensões compressivas e uma 
transformação parcial da austenita (y ) para a fase ~!. 
tensítica ~ (de estrutura hexagonal compacta), ~uando 
o aço inoxidável austenítico é exposto a ambientes ri

cos em hidrogênio [6]. Visto que esta camada é muito fi 
na (geralmente cerca de 20 wm), a maior parte do mate
rial é inafetada pelo hidrogênio e os efeitos observa

dos na maioria de suas propriedades são desprezíveis c~ 
so o material seja suficientemente ~spesso. Por outro 
lado , amostras muito finas proporcionam drástica fragi
lização [7 ,s] . 

Na desgaseificação, o hidrogênio escapa do mate -
rial gerando tensões trativas, as quais dão origem às 
trincas superficiais retardadas; neste caso , também o -
corre uma transformação parcial da fase martensítica ~ 

para a fase martensítica a' (ccc) assim como de ~para 
y [6]. O tipo e quantidade destas transformações de fa
ses dependem do grau de instabilidade da austenita qu~ 

to às transformações martensíticas. 
Comoos efeitos do H no aço inoxidável austenítico 

são superficiais, espera-se que as propriedades de fadi 

gado material sejam alteradas, visto que as mesmas de
pendem do estado superficial da amostra ou componente. 
Pouco trabalho tem sido documentado nesta área. 

Schuster e Altstetter [9] revelaram que a presença de 

SOS 

uma atmosfera comhidrogêniocausa um decréscimo da vi
da em fadiga em amostras não entalhadas e um aumento 
na taxa de crescimento de trincas em corpos de prova 

entalhados; ambos efeitos são mais críticos em aços i
noxidáveis austeníticos mais instáveis. Todos estes re 
sultados referem-se aos efeitos do hidrogênio durante 
o processo de fadiga. Somente alguns resultados preli

minares têm sido reportados [s] com relação aos efei -
tos das trincas superficiais retardadas, surgidas ~ 
pós a desgaseificação de uma amostra hidrogenada. Por

tanto , o objetivo do presente trabalho é estudar a in
fluência das trincas superficiais induzidas por ciclos 
de hidrogenação - desgaseificação nas P~opriedades de 

fadiga de um aço inoxidável austenítico LOstável. 

PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS 

Os corpos de prova de fadiga (adequados para má
quina Schenk) foram usinados a partir de uma chapa de 
aço inoxidável austenítico AIS! 304 comercial, com e~ 

pessura de 4 mm, contendo a seguinte composição quími 
c a em percentagem em peso: Cr: 18, 85; Ni: 8, 46; I 
C: 0,07; Mn: 0,14; Si: 0,46; P: 0,026; S: 0,03; Fe re~ 

tante. 

As amostras foram recozidas à 1100°C por 30 min., 

temperadas em água e forneceram um tamanho de grão cri~ 
talino médio de 80 wm: posteriormente, as mesmas rece
beram polimentos mecânico e eletrolítico. A vida em f~ 
diga foi analisada por flexão reversa para conJuntos 

de amostras nas seguintes condições: 1) não-hidrogena

das ; 2) hidrogenadas e desgaseificadas; 3) hidrogena -
das e desgaseificadas duas vezes; 4) hidrogenadas e 

desgaseificadas cinco vezes. 
A hidrogenação foi feita por dopagem catódica à 

temperatura ambiente, em uma solução H2so4 lN contendo 

adições de As2o3, com o uso de uma densidade de corren-
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te de 1000 Alm2, por 16 h. A partir de então, as amos
tras foram desgaseificadas por 8 h â temperatura ambi

ente e por 18 h à 110°C. Este procedimento refere-se 

âs amostras do grupo 2 antes do ensaio de fadiga; para 
àquelas pertencentes aos grupos 3 e 4 esta seqUência 

de hidrogenação e desgaseificação foi repetida, res -
pectivamente, duas e cinco vezes antes dos testes de 

~~. . 
Micrografias Ótica e eletrônica de varredura fo

ram utilizadas para analisar as morfologias das fratu

ras e das trincas superficiais induzidas pelo hidrogê

nio. 

Foram obtidas medidas de microdureza das superfí
cies das amostras dos tipos 1, 2 e 3, antes e após o 
en$aio de fadiga. 

RESJLTAOOS 

Após o processo de hidrogenação - desgaseificação , 
as amostras apresentaram enorme quantidade de trincas 

distribuidas de maneira bem heterogênea, fig. 1. A pr~ 

sença das fases martensíticas é ilustrada na região A 

indicada na fig.2. 

Figura 1. Micrografia Ótica de uma amostra hidrogenada 

e desgaseificada mostrando as trincas retar

dadas induzidas pelo hidrogênio. Não atacada. 

Determinou-se quantitativamente o número médio de 

trincas por unidade de área, totalizando o valor de 

2,6 x 106 trinca~cm2 . 
Os resultados dos testes de fadiga para os 4 ti

po~ de corpos de prova são representados na fig. 3 . 

A linha cheia representa a curva tensão (o) - número 
de ciclos (N) para amostras não-hidrogenadas e a trac~ 

jada para amostras com um ciclo de hidrogenação e des·

gaseificação. Um decréscimo substancial na vida em fad~. 

ga (da ordem de 40%) é observado em regime de fadiga 

de alto ciclo, mas este efeito tende a desaparecer 
quando a amplitude de tensão aumenta. O limite de f a:ii 

ga também.d~uiu em virtude do processo de hidrogen~ 

ção - desgaseificação. Para amostras dos grupos 3 e 4 

foram realizados somente testes a amplitude de tensão 

cíclica ae 250 Mpa. 

Figura 2. Outra área da mesma amostra mostrada na fig. 

1. Note a presença das fases martensíticas 
na região A. Não atacada. 
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Figura 3. Amplitude de tensão "cíclica vs . número de 
ciclos para a falha de amostras não-hidroge

nadas e hidrogenadas - desgaseificadas. 

As f igs. 4 e 5 mostram as micrografias obtidas das 

superfícies'de fratura por fadiga das amostras dos~ 

pos 1 e 2, respectivamente. 
As-Superfícies de fratura para amostras não-hidr~ 

nadas foram relativamente planas, enquanto aquelas 
correspondentes a corposde prova hidrogenados e desga

seificados foram irregulares, apresentando degraus bem 

definidos. 
Os resultados da microdureza Vickers (Hv) são da

dos a seguir com as respectivas condições em que se 



encontravam as amostras: recozida: 189; . recotida e fa

digada: 251; hidrogenada - desgaseificada: 26&; hidro
genada- desgaseificada e fadigada: 322; hidrogenada -

desgaseificada duas vezes: 278; hidrogenada - desgasel 
ficada duas vezes e fadigada: 339. Pode-se notar que 
tanto o processo de hidrogenação-desgaseificação quan

to o de fadiga, ocasionam um aumento adicional na mi -
crodureza. Somente um moderado aumento na microdureza 

foi observado para amostras hidrogenadas - desgaseifi

cadas duas vezes. 

Figura 4. Micrografia eletrônica de varredura da supe~ 
fície de fratura de uma amostra não-hidroge

nada. 

Figura S. Micrografia eletrônica de varredura da supe~ 

fície de fratura de uma amostra hidrogenada 
e desgaseificada apresentando degraus. 

DISQJSSÃO 

O processo de falha por fadiga pode ser dividido 
em dois estágios: iniciação e propagação de trincas. A 

fração da vida em fadiga gasta nestes dois estágios d~ 

pende do grau de tensão (ou deformação) cíclica aplic~ 
do. Em fadiga de baixo ciclo, a propagação de trincas 
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é predOminante, enquanto que em regime de fadiga de al 

to ciclo (baixa amplitude de tensão), o processo de i
niciação de trincas consome grande parte da vida em f~ 
diga. A presença de trincas superficiais retardadas, i~ 

duzidas pelo hidrogênio, deve produzir uma redução 
substancial na vida em fadiga na região de fadiga de 
alto ciclo, conforme mostram os resultados da fig. 3. . -Em primeira aproximação, pode ser assumido que o esta-

gio de iniciação de trincas foi eliminado para amos
tras hidrogenadas e desgaseificadas. Entretanto, deve

se ter em mente que algumas diferenças podem surgir na 

propagação das trincas originadas pelo processo de hi
drogenação - desgaseificação. Estão relacionados, a se 

guir, alguns fatores que podem contribuir para este 
comportamento: 
i) espera-se que a estrutura de discordância desen

volvida pelo processo de fadiga seja diferente ~ 

quela gerada pelo processo de hidrogenação - des
gaseificação nas superfícies das amostras; 

ii) as transformações de fases ocorridas nascorpos de 
prova hidrogenados e desgaseificados antes dos 
testes de fadiga; 

iii) o endurecimento superficial devido às fases mar
tensíticas em conjunto com a deformação plástica 

introduzidas durante o processo de hidrogenação -

desgaseificação; 
iv) a substancial diferença observada na superfície 

de fratura por fadiga de amostras não-hidrogena

das e hidrogenadas - desgaseificadas. 
Ainda não se sabe, dentre os itens acima descri

tos, qual desempenha a função principal e se desconhe

ce o tipo de interação reinante entre eles. 
Ciclos repetidos de hidrogenação e desgaseificação 

degradaram em média um pouco mais a vida em fadiga em 

relação às amostras que sofreram apenas um ciclo. Os 
corpos de prova hidrogenados e desgaseificados têm, c~ 
mo exposto anteriormente, uma alta densidade de trin

cas superficiais. Espera-se, com are-hidrogenação dos 
mesmos, que as trincas superficiais sirvam de caminhos 
preferenciais para a difusão do hidrogênio no material 
e que uma camada superficial maior será afetada, geran

do trincas mais profundas. Isto pode causar uma deteri
oração a mais nas propriedades de fadiga. Todavia. po
de também ser levantada a possibilidade de que no mat~ 

rial re-hidrogenado as tensões trativas responsáveis p~ 

la geração de trincas possam ser, pelo menos em certo 
grau, elasticamente acomodadas pelas trincas preexiste~ 

tes e, conseqUentemente, nenhum dano a mais seria pro
duzido. Os resultados descritos acima, estão mais de 

acordo com esta Última hipótese. 
Do ponto de vista de aplicações de engenharia dos 

aços inoxidáveis austeníticos, deve-se adotar.por con-
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seguinte, critérios de projetos mais conservadores, 1~ 
vando em conta os efeitos das trincas superficiais, em 
estruturas ou equipamentos sujeitos a ciclos de hidro

genação e desgaseificação, seguidos de condições de f~ 
diga. 

CONCill SOES 

A vida em fadiga do aço inoxidável AIS! 304 é re
duzida por um ciclo de hidrogenação - desgaseificação 
devido à introdução de trincas superficiais. Este efel 

to se torna mais significativo para condições de fadi
ga de alto ciclo. 

Para as condições usadas no presente trabalho, cl 

elos repetitivos de hidrogenação - desgaseificação pr~ 
vocam ligeira degradação adicional da vida em fadiga. 
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IN'IIDDUÇJ'O 

'" fato conhecido que, para um carreganento estáti_ 

co dentro do can:po elástico, a distribuição de tensões 

em tomo de una descontinuidade não é unifoTIJe ,atingi_!! 

do valores elevados, sendo tanto maior quanto mais brus 

ca for a variação da seção. 

Para os materiais dúteis, a infltência dos concen 

tradores de tensões é pouco significativa devido a sua 

capacidade de deformação plástica, o que permite uma ~ 

distribuição e alÍvio de tensões nos locais dos concen 

tradores. Já os materiais frágeis, não se deformam pl~ 

ticanente e, portanto, os concentradores afetam a sua 

resistência de maneira significativa. 

A existência de concentradores de tensões nas es 

truturas e componentes mecânicos é inevitável. Tais con 

centradores são de di versos tipos e das mais variadas 

origens cono os concentradores geométricos introduzi 

dos por necessidade de projeto 111 , concentradores de 

natureza metalÚrgica, os introduzidos por processo de 

fabricação, tratanentos térmicos e também por manuseio 

inadequado de peças acabadas. 

ApÓs Kolosoff, que foi o primeiro a estudar os 

efeitos da concentração de tensões em chapa com iuro 

elíptico, Suyehiro e Inglis,por volta de 1910,mostraram 

a real importância dos concentradores de tensões, asso

ciando a cada entalhe um fator de concentração de ten 

são estático teórico kt, que aepende da geometria e do 

carreganento, dado pela expressão: 

(1) 

onde Smãx = tensão máxima na extremidade do entalhe e 

Snom. = tensão nominal, longe do entalhe. 

O estudo matemático sobre a concentração de ten-
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sões, devido a variações geométricas, tem sido feito eles 

de o inÍcio do século, mas somente por volta de 1930, 

com o aUXÍlio de técnicas e equipamentos mais modernos, 

foi possível desenvolver métodos experimentais de ana 

lise. 

Frocht 121 e Peterson 131 determinaram valores 

de kt para diversos tipos de descontinuidades' usanoo 

método da fotoelasticidade , sendo o trabalho de Pete_! 

son um dos mais completos existentes sobre o assunto. 

Os primeiros estudos realizados sobre os efeitos 

de concentradores de tensões na resistência à fadiga 

nostraram resultados surpreendentes e não puderam ser 

explicados com base nos conhecimentos e conceitos da 

teoria da elasticidade. 

Stanton, no início do século, verificou que um fio 

de rosca Whitworth em uma barra de 9,Smm de diâmetro 

reduz em 30% o limite de fadiga. Foi introduzido o f~ 

tor de redt.Ção da resistência à fadiga, para avaliar o 

efeito do concentrador de tensões, da forma : 

(2~ 

para um número definido de ciclos, onde Sn = resistên

cia à fadiga sem concentrador de tensões. 

S~ = resistência à fadiga com concentrador de tensões. 

Para relacionar o fator de concentração de ten

são teórico elástico, kt, com o fator de redução da re 

sistência à fadiga, kf, foi definido o Índice de sensi 

bilidade ao entalhe dado por: 

kf- 1 
q=-

kt - 1 
(3) 

O Índice q depende do material, da geometria e 

dó tipo de concentrador de tensão I 4 a 6 I· Os mate

riais mais duros são mais sensíveis ao entalhe e os ~ 

te riais mais moles são menos sensíveis .Quando q = O 
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não hã influência do entalhe e para q = 1 a influência 

é máxima. 

Braga 171 , usando um tipo específico de entalhe, 

obtido pela inpressão de uma ponta de diamante ,sugeriu 

que, at.mentando o núnero de concentradores de um para 

dois e depois para quatro no menor diâmetro do corpo 

de prova hã uma tendência em estabilizar a influência 

do entalhe na resistência à fadiga de baixos ciclos. 

No presente trabalho, procurou-se oostrar a in

fluência do mesmo tipo de entalhe na resistência à f~ 

diga de um aço ABNT 8640, utilizando-se níveis de te~ 

sões próximos ao limite de fadiga, para simular uma 

condição mais crítica, onde o concentrador de tensões 

tem grande influência além de ser considerada uma ~ 

gião de maior interesse prático. O tipo de entalhe e~ 

colhido e utilizado representa um modelo aproximado de 

um caso real de concentrador de tensões, muito comum, 

introduzido em decorrência de manuseio inadequado de 

peças acabadas. A análise foi desenvolvida com base 

nos resultados de ensaios de fadiga de altos ciclos, 

is to é, próxioo ao limite de fadiga, situação ainda c~ 

rente de informações e não abordada por outros traba

lhos sobre o assunto. 

PARTE EXPERIMENTAL 

O material escolhido para o estudo foi o aço 

ABNT-8640, com largo emprego na fabricação de compone~ 

tes netâlicos, fornecido no estado temperado e reveni_ 

do, cujas propriedades mecãnicas estão indicadas na ta 

bela 1. 

Tabela 1. Propriedade de tração do aço ABNT-8640, 
temperado e revenido 

Limite de resistência, MPa ... 784 

Limite de escoamento, Wa ..• 776 

Alonganento, % ••••••••••••••• 22 

Estricção, % ... ........ ..... 64 

A composição qUÍmica, garantida pelo fabricante, 

e dada na tabela 2 • 

Tabela 2. Composição qUÍmica do aço ABNT-8640 

Elementos de liga (%) 

c p s S· 1 t.b C r Ni ~ Cu 

-----~ 

No trabalho foram ensaiados, em flexão rotativa, 

cinco tipos de corpos de prova, dos quais quatro eram 

possuidores de concentradores de tensões. 

Os corpos de prova foram confeccionados de acor

do com o manual de uso do equipanento de fadiga e o 

acabamento superficial foi feito com lixa 600. 

Os concentradores de tensões foram feitos com im 

pressão por deformação, em uma máquina de dureza, com 

um penetrador do tipo cone de diamante, pressionado 

com uma carga de 150 kgf. 

Assim foram obtidos os vários tipos de corpos de 

prova com uma, duas, quatro ou oito impressões. 

A preocupação em se obter concentradores ,os mais 

uniformes possíveis, levou à escolha do penetrador uti. 

lizado no trabalho, baseado na indeformabilidade do 

diamante. A figura 1. a oostra detalhes do concentrador 

de tensões e a figura l.b mostra o dispositivo utiliza 

do no controle da profundidade do entalhe. 

(a) (b) . 

Figura 1. Detalhes do concentrador de tensões em (a) e 

em (b) dispositivo para controlar a profun~ 

dade do concentrador. 

Os ensaios para a determinação das curva S - N 

foram realizados na freqÜência de 7500 cpm, sendo que 

para cada nível de solicitação foram feitos, pelo me 

nos, dez ensaios • 

RESULTAOOS E DISCLSSÃO 

Os resultados dos ensaios de fadiga de altos ci_ 
elos estão indicados na figura 2, onde as curvas tr~ 

çadas representam as equações dadas na tabela 3, obti_ 

das por regressão linear, para concentradores igual

mente espaçados. 

Os valores altos de coeficientes de correlação 

mostrados na tabela 3 indicam que se trata de uma boa 

regressão 181. 
Nota-se que o núnero de concentradores de ten 

sões reduz grandemente a resistência à fadiga. 



Tabela 3. Equações obtidas por regressao linear. 

N"' C. tensões 

o 
1 

2 

4 

8 

log S 

2,64 

2,62 

2,60 

5,00 

S-tensão (MPa), N (NÚ!rero de ciclos). 

Equação toef. correlação 

logN= 48,84 - 16,38 logS 0,975 

logN= 41,76- 13,73 logS 0,950 

logN= 34,58 - 11,05 logS 0,975 

logN= 28,26 -

logN= 23,53 -

5,50 

8,69 logS 0,994 

6,94 logS 0,982 

t Sem cone. tensÕes 
o Um cone. tensÕes 
• Dois cone. tensÕes 
t. Quatro cone. tensÕ 

6,00 
log N 

Figura 2. Curvas de fadiga de vários tipos de corpos 

de prova 

Os valores do fato r de redução, kf, calculados a 

partir das equações da tabela 3, estão indicados na fi_ 

gura 3, onde é mostrada, claramente, a influência do 

número de concentradores de tensões. 

o 1000000 ciclos 
+ 500000 ciclos 

0,080 A 200000 ci elos .... 
o 100000 ciclos ~ 

00 
o /.-....:! 0,060 

0,040 f· ~ 
0,020 I' -~ 
~ 

2 4 6 8 

n9 de concentradores 

Figura 3. Influência do n9 de concentradores e do ní

vel de solicitação no fator de redt.Ção kf. 
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A figura 3 mostra, também, que essa influência é 
mui to mais significativa em fadiga de a1 tos ciclos. 

A influência dos concentradores de tensões na 

vida em fadiga também pode ser avaliada pelo fator R, 

denominado redt.Ção da vida em fadiga. 

O fator R é daoo pela expressão: 

N-N* R = --N-- . 100% (4) 

onde N = n9 de ciclos até a falha de CDP sem concen

tradores de tensões. 

N*= n9 de ciclos até a falha de CDP com concen

tradores de tensões. 

O comportamento deste fator é mostrado na tab~ 

la 4 e na figura 4 na qual nota-se wn a'l.lllento do v~ 

lor de R à medida que o nível de solicitação decresce, 

com tenUência a wn máximo, próximo ao linri te de fadi

ga. Este resultado comprova as previsões de Braga 171. 

Tabela 4. Redt.Ção da vida em fadiga 

Tensão R % 

MP a s/conc. 1 cone. 2 cone. 4 cone. 8 cone. 

441 o 16 33 44 54 

417 o 28 50 64 73 

392 o 38 64 76 85 

N 

o 80 I <ti 
()'> 
::l ., 
~ 

&O 

40 

20 
+ 392 MPa 
o 417 MPa 
t. 441 MPa 

2 4 6 8 

n9 de concentradores 

Figura 4. Redt.Çao da vida em flD1ção do número de con

centradores e nível de solicitação 

Na figura 5, pode-se verificar o aspecto de wn 

dos tipos concentrados de tensões utilizados no trab~ 

lho, com prováveis trincas de fadiga partindo do me~ . 

mo, e na figura 6 as várias frentes de propagaçao , 

partindo dos concentradores de tensões. 
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Figura S. Aspecto do concentrador de tensões utilizados 

MEV-lSOx 

Figura 6. Aspecto de fratura de un CDP com quatro con

centradores MEV-12x 

CDNCLUSOES 

Com base nos resultados experimentais obtidos por 

ensaio de fadiga em flexão rotativa de aço tipo ABNT-

8640, em vários tipos de co:rpos de prova, podem ser ex

traídas as seguintes conclusões: 

a) As irrpressões por deformação, :feitas nos co:rpos de 

prova, atuaram coro concentradores de tensões ,corrp~ 

vadas pelas frentes de propagação de trincas partin

do das mesmas, observadas na figura 6. Da nesma fo..E 

ma, em todos os tipos de co:rpos de prova constatou

se que as irrpressões definiram os planos de n.çtura. 

b) Os tipos de concentradores de tensões utilizados no 

presente trabalho, embora provoquem encruanento no 

material, reduziram drasticamente a resistência à f~ 
diga. 

c) Os concentradores de tensões influiram pouco no fa-

.•.. 

to.r de redução kf em fadiga de baixos ci.sros· (alto 

nível de solicitação). .. :_::-··~: 

d) A influência dos concentradores de tens_oos sobre kf -é tanto maior quanto nenor foi o nível de solicit~ 

ção. 

e) A redução da vida em fadiga é altanente influencia

da*pelos concentradores de tensões,notadamente em 

níveis de solicitação mais baixos. 
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INTRODUCTION 

It has long been recognized that abrupt changes 
in the load amplitude can cause significant interaction 
effects on the rate of fatigue crack propagation (by 
changing the rate of crack growth normally associated · 
with a given amplitude of subsequent loading) [1], and 
that the major part of the life of most structures 
subjected to fatigue loads is consumed by the 
propagation of cracks whose (small) physical size, in 
conjunction with the normal operating stress levels, 
induces plane strain controlled crack growth conditions. 
However, probably dueto the experimental difficulties 
involved in collecting reliable data at the low stress 
intensities required to enforce plane strain crack 
propagation in laboratory-sized specimens, load history 
effects on plane strain crack growth is still a 
r elatively less-explored area. Many mechanistic models 
for expla~ning delays in the rate of crack growth after 
plane stress overloads have been proposed, but the 
Elber's plasticity-induced crack closure concept [2], 
is generally accepted as the best model. Elber has 
shown that a fatigue crack can be closed during part of 
a completely tensile load cycle, and that overloads can 
increase the crack closure level. (When an overload is 
applied in a piece, it causes an "over-streching". of 
the material that is inside its plastic zone, that is 
l ocated directly ahead of the crack tip and in the plane 
of the crack, if plane stress conditions are dominant 
in the piece. As the rest of the piece remains elastic, 
when the (growing) crack enters the overload affected 
zone, the overload-increased residual tensile strain 
field tends to increase the crack closure level and, 
therefore, to decrease the crack propagation rate [3]). 

However, it is not reasonable to assume that 
Elber's concept can be applied to plane strain fatigue 
crack growth without any further considerations. Since 
it may be anticipated that plasticity-induced effects 
should also play some role in the plane strain case, a 
close examination of the HRR strain fields [4] seems to 
suggest that new mechanisms may be required for 
explaining the load history dependence in this case, 
due to the lack of plastically deformed material 
directly ahead of the (plane strain) crack tip. 

So far there is no clear definition (i.e., based 
in a sound mechanical model) of a 'plane strain state" 
in front of a fatigue crack tip, · but the simple ASTM 
E399 requirement for validation of Krc measurements in 
terms of a minimum specimen thickness to plastic zone 
size ratio, (B/ry > 15), should not be extrapolated for 
use as such a detinition in fatigue crack growth 
experiments, because its use could possibly lead to very 
important plane stress controlled surface effects on 
the post-overload behavior of the fatigue specimens. 

Many of the reported results on (nominally) plane 

strain load history effects (see, e.g., [5] for a 
literature survey), were obtained from tests where the 
rati? B/ry was on the arder of the minimum value 
perm1tted by the E399 Krr. rule, which probably explains 
the plane stress-like benavior of the overload effects 
that was observed in those tests. This conclusion is 
based on some of the results that are presented in this 
work, where it was found that a model based on the 
increase in the crack closure level after an overload, 
cannot be used as the main explanation for the measured 
plane strain history effects, if the B/ry ratio is much 
greater than the minimum value referred above. 

1HE EXPERIMENTAL PROGRAM 

Fatigue tests were conducted on SOmm compact 
tension specimens (CTS) of a low-alloy 2.25Cr-1Mo steel, 
ASTM 542 class 2, as received, with yeld strength 
769MPa, tensile strength 838MPa and elongation in 33mm 
gage length 15.8%. The steel had a fully mastensitic 
structure of mean packet size 10~ and previous 
austemitic mean grain size 40~. The thickness of the 
specimen was 12.8mm, and the fatigue data was obtained 
maintaining as base-line loading a nominally constant 
(within 3%) stress intensity range ~KBL = 10MPa~,which 
gave a B/ry > 102. The test frequency was 50 Hz (sine 
wave) and the overloads were applied at 0.01 Hz. Two 
series of tests were conducted at two widely different 
R-ratios, R= 0.05 and R= 0.70, to study mean load 
effects. The crack length was measured by a precision 
DC potentical drop system, with short-term resolution 
of 20~, and long-term (arder of hours) stability of 
about 150~ [5,6]. The environment was laboratory air, 

. with temperature maintained between 22 and 25 C, and 
humidity between 40 and 80%. Figure 1 presents an 

. overview of the experimental set up. 
Compliance measurements are a very good tool to 

look for closure effects [6]. If no closure is present, 
and if the plastic work done at the crack tip is very 
small (as it is under plane strain conditions), the 
force versus load point displacement curve must be linear 
if the material of the specimen is Hookean. This is, 
of course, also true for any other global measure ofthe 
specimen compliance, such as the back face strain orthe 
crack opening displacement. If plasticity effects are 
important, they should cause a hysteresis loop and 
offset the origin of the load-dispiacement curve for a 
loading-unloading cycle, exactly as in a conventional 
tension test. When there is closure of the crack 
surfaces, we must obtain a non-linear compliance curve 
with monotonically decreasing slope, i.e. the apparent 
compliance must increase as the crack is opened by the 
(increasing) load, due to the unloading of the crack 
surfaces, until the crack is completely opened. From 
this point on the compliance must be constant, i.e.,the 
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Figure 1. The experimental set-up 

load-displacement curve must be linear, if the specimen 
is maintained essentially linear-elastic and atcanstant 
crack length. The slope of the linear part of the force 
load point displacement curve can be, if needed,related: 
to the actual crack length by straightforward fracture 
mechanics [7]. Therefore, in order to understand the 
phenomenology of the retardation effects caused by the 
overloads, a system was developed to precisely measure 
the changes in compliance of the specimens, due to the 
growth of the crack or changes in closure levei. The 
system is basically a linearity-subtractor, basec on an 
idea first proposed by Paris and Herrmann (8), but with 
some important improvements that allow increased 
precision, operational speed and noise rejection.Details 
are available elsewhere [5]. 

EXPERIMENTAL RESUL TS 

Figure 2 defines the parameters used to quantify 
the loading and the overloading conditions. E.g., a 
50% overload means that the ratio given by the maximum 
value of the overload cycle, Kov• divided by themaxlimwn 
value of the base-line load, Kmax, is equal to 1.5. 

K .:lK • Kmox- Kmin 

R•Kmin /Kmox 

r v v W V V V V V I ~mjn 

TIME 

Figure 2. Loading parameters 

ln all the tests where small-amplitude (25%) 
overloads were applied to the specimens, no crack growth 
retárdation effects were observed; i.e., there seems to 
be an "overload amplitude threshold", below which the 
experimental technique used could not detect any change 
whatsoever in the rate of fatigue crack growth. However, 
when this threshold value was crossed (i.e., for the 
tests where 50% and higher overloads were applied), a 
clear delay in the da/dN behavior of the material was 
always observed. Moreover, the delays in the rate of 
crack growth always occured immediately after the 
overloads were applied, which w1ll prove to be an 
important result for some of the arguments that will be 
presented in the next Sections. (Note that in this 
work, we are, of course, using the word "mediately" 

to mean 'within an inferred fatigue crack extension of 
at most 20~ from the crack tip location at the time of 
application of the overload"). 

Moreover, for overload amplitudes higher than 125%, 
for R= 0.05 and 100% for R= 0.7, a complete and 
instantaneous arre·st of the crack growth was always 
obtained; i. e., the fatigue crack stopped growing within 
20~ of the overload application po1nt. The practical 
definition of an "arrested" crack follows: the crack 
was considered "stopped" when no measurable crack gravth 
was obtained after at least 24 hours of base-line 
loading (i.e~~after more than 4 million cycles of 
6KBL = 10MPavm were applied on the specimen). 

Regretably, due to the intrinsic long-term 
resolution limits of the experimental set-up used in 
this research, it was not possible to precisely study 
the size of the region ahead of the overloaded crack 
tip, where the overload effects in the R = 0.05 tests 
were felt. · Therefore, a conclusive evidence to show 
that the overload affected zone was not equal to the 
size .. of the maximum plane strain plastic zone caused by 
the overload cannot be presented here. However,clearly 
defined oxide bands could be seen on the fracture 
surface of the specimens tested at low R-ratio (after 
the specimens were broken open, obviously), and those 
bands were much thicker and darker immediatel~ behind 
the marks (stretch zones) left by the overloa s. The 
location of these oxide bands suggests that the region 
where the delay effects in the rate of crack growthwere 
felt was concentrated very close to the point where the 
crack tip was when the overload was applied, and not in 
a region subsequent to that overload application point. 
The oxide bands that were observed on the R = 0.05 tests 
are apparently closure-related, and the oxide "growth" 
on a specific part of the fracture surface seems to be 
enhanced by the number of load cycles that are applied 
whM the crack tip is over or very close to that part. 

The main apparent difference between the crack 
growth behavior observed on the tests run at a high 
R-ratio (R= 0.70), and the results that were obtained 
wi th the R = O. OS experiments, was in the macroscopic 
appearance of the fracture surface of the specimens. 
There was no visible oxide bands on the crack faces of 
the specimens tested at R= 0.70. Otherwise, the basic 
phenomenology of the overload-induced effects on the 
rate of fatigue crack growth was not strongly affected 
by the presence of a high mean load. Figure 3 presents 
some typical data on overload-induced plane strain 
fatigue crack growth rate retardation. A much more 
detailed discussion of similar data is available 
elsewere [5]. 

DISCUSSION 

There are sever.al mechanistic arguments that have 
been frequently used to explain the overload-induced 
delay effects on the rate of plane strain fatigue crack 
growth. Among them, two are consistent with the l."eSults 
illustrated by Figure 3: crack closure and blunting (or 
branching) of the fatigue crack. 

ln the plane stress case, crack tip blunting can 
often be easily dismissed as a plausible cause for the 
observed crack growth load history dependence. This 
dismissal is possible due to the "delayed retardation" 
effect, that is experimentally observed after the plane 
stress overloads. Since the blunting of the crack tip 
evidently occurs immediately after the overload is 
applied, if the start of the retardation in the rate of 
fatigue crack growth is "delayed" in relation to the 
overload application point, i.e., if the retardation 
starts at a small but finite distance fran the overloaded 
crack tip, then the crack tip blunting obviously did not 
affect the immediate post-overload crack growth behavior. 
Moreover, it 1s also an experimentally observed fact that 
the plane stress overload affected zone encompasses a 
re~ion that is directly ahead of the overloadapplication 
pu1nt, and is on the order of the (plane stress) plastic 
zone size created by the overload. This extended 
overload affected zone means that the delay effects on 
the rate of plane stress crack growth are felt well 
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Figure 3. Overload effects on the rate of crack growth 

beyond the blunted crack tip. However, some formo~ 
blunting of the crack tip cannot, of course, be eas1ly 
dismissed as a plausible explanation in all the cases 
where the crack is instantaneously arrested or 
decelerated. 

The closure model explains the overload-induced 
crack growth rate delays by attributing it to an 
increase in the track closure level after the overload 
is applied [2,3]. This is a very sound argument, and 
it is totally compatible with the experimentally 
observed fatigue crack behavior in the plane stress 
case, including the delayed retardation phenomenon and 
the existence of an extended overload affected zone. 

ln view of the arguments presented above, both 
crack closure and some form of crack tip blunting 
effect could possibly be present in the pieces.However, 
it became clear that by just measuring crack growth 
rates it would not be possible to isolate the effects 
of these two mechanisms. Therefore, some other type of 
experimental tool was needed to study this problem. 
Among the available techniques, two presented good 
potential resolution capabilities: microscopy of the 
cracked surface, and a direct measurement of the crack 
closure levels. 

The use of scanning electron microscopy (SEM), 
however, was not successful. The 542/2 does not leave 
any striation marks on the fracture surface, and the 
size scale of the blunted crack tips was very small (on 
the order of 1~). Those two problems proved to be a 
major barrier during the microscopic studies, and no 
conclusive results could be obtained from them.Therefore, 
direct measurements of crack closure levels were made 
using the system briefly described in the experimental 
set-up section above. 

It is interesting to start the closure 
measurements discussion by the results that were 
obtained in the tests conducted at high R-ratio,because 
they present very strong evidence to suggest that the 
Elber closure model cannot be used to explain the 
mechanisms involved in producing the overload-induced, 
crack growth rate delay effects that were observed in 
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the R= 0.70 experiments. This strong conclusion is 
based on a very simple, but nevertheless extremely 
sound reason: there was simply no measurable crack 
closure whatsoever at the high mean load level! ln other 
words, neither before nor after the overloads was it 
possible to identify any contact between the crack 
surfaces. The results presented in Figure 4 support 
this claim. There we can see that the load versus 
displacement curves had absolutely.no non-linear parts, 
within the resolution of our exper1mental set-up; even 
after the overloads were applied and caused an arrest 
of the fatigue crack. 
p 

CICLES AFTEA OVL 
ICRACK STOPPEOI 

1114 1000 Q47x 105 
100 10 

.Figure 4. Crack closure measurements at R= 0.70 

A second set of experiments was conducted at 
R = 0.05. Whereas crack closure was always definitively 
present in this case, the experimental results obta~ed 
in all overload tests also give very·strong evidence to 
support our suggestion that plasticity-induced closure 
effects are not the main cause for the observed delays 
in the rate or-fatigue crack propagation, after the 
application of clearly defined plane strain overloads, 
at least not in the material used during this research. 

The result given by Figure 5 is an important part 
of the conclusion stated in the above paragraph [9].ln 
that experiment, a complete arrest of the crack growth 
was obtained by applying a 200% overload on a specimen 
tested at R = O. OS. Note that despi te the instantaneous 
crack arrest, the crack closure level has decreased 
after the overload was applied. Therefore, after the 
application of an overload of magnitude large enough to 
completely stop the growth of the fatigue crack, it was 
observed that the value of Elber's ~K effective had 
actually increased. 

Moreover, note also that this increase in ~Ke 
occured immediately after the overload was applied, and 
that it was not wiped out by the subsequent loading. ln 
other words, the overload did not stop the crack by 
inducing a ~e value below the~reshold of crack 
propagation in the used steel. This is a result that 
suggests that the mechanism(s) involved ~n causing the 
fatigue crack arrest, after a plane stra1~ overload, . 
should be incompatible with any macroscop1c explanat1on 
primarily based on the Elber's closure c~ncept. The 
decrease in the closure level of the fat1gue crack at 
R_ 0.05 was also observed after lower overload 
amplitudes, where just a delay in the rate of crack 
growth was obtained, as discussed elsewhere [5]. 

CONCLUSIONS 

ln view of the experimental results that were 
discussed above the most important conclusion that was 
obtained from this study of plane strain load history 
effects on fatigue crack growth can be stated as: from 
the results of direct crack closure measurements (that 
were made by means of a specially designed system, 
based on the compliance method) it must be concluded 
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that the classical Elber's argument, that explains the 
crack growth transients by means of a plasticity
induced increase in the fatigue crack closure leve! 
after an overload, cannot be used as the main 
explanation for the observed phenamenology of plane 
strain overload effects. 

p 
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Figure S. Closure measurements at R= 0.05 

A recent alternative explanation [10-11], based 
on the concept of crack branching after the overloads, 
is however campatible with the results obtained by this 
work. But in this research, it was not possible to 
find conclusive evidence that crack branching has 
actually ocurred after the growth-affecting overloads, 
neither by scanning electron microscopy of the cracked 
specimen surface, nor by microscopy of a transversal 
section of the crack plane. However, the crackblunting 
and branching explanation is not contradicted by any 
of the closure measurements that were made, and it is 
our opinion that it should be given closer attention in 
future works in this area. 

Future work is primarily needed in the search of 
harder evidence for documenting the crack branching 
after the overloads, and in the analytical modeling of 
its effects on delaying the rate of crack growth. The 
use of bigger test specimens, with the consequent 
possibility of using bigger loads that could still 
guarantee the required plane strain conditions by 
maintaining the ratio Bfry constant (by increasing both 
B and ry); and also the use of refined crack length 
monitor1ng systems, with increased sensitivity, will 
certainly be very helpful in this search. 
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INI'RODUCTION 

The potential drop rnethod of measuring crack 
length is a common and well-established experimental 
procedure in Fracture Mechanics based fatigue testing. 
The practical implementation .of experimental systems 
that utilize this principie has already been well 
discussed in the literature [1 -7], and here it is 
sufficient to point out that the potential drop system 
output has to be calibrated in terms of crack length, 
for each specimen geometry used. However, there are 
very few analytical calibrations available for the 
practical geometries that are used as standard specimens 
in those tests [1,2,5,8], and the purpose of this work 
is to develop an analytical solution for the problem in 
the two most used fatigue specimens, namely the CTS and 
the SEN. 

It is well known [6,8,9] that the linear elastic 
shear and the electrostatic,problems are mathematically 
analogous in a two-dimensional space, with mode III 
displacements corresponding to voltages and the forces 
to currents. The equations that describe these problems 
can be summarized by: 

Mode III Elasticith (Linear-elastic solution of 
the anti-plane shear pro lem in a body of constant 
thickness, when the point loads Tj are specified at the 
boundaries). The Mode III displacements and stresses 
are related by u =v = O, Ox = ay = Oz = Txy = O, and 
w = w (x,y) only · 

<i w = O, T = G (Clw/ Cl:.>é) and T = G (Clw/Cly) , (1) xz yz 

where x,y,z are cartesian coordinates; u,v,w, are the 
corresponding displacements; and o, T are normal and 
shear stresses, respectively. 

Electrostatics (Solution of the electric field 
caused by polnt 1nputs of current Ij, where the voltage 
at any point is given by V= V (x,yJ only). The current 
flux and the conservation of electrical charge are 
described by: 

pJ = -W and -r,;2 V o= O , (2) 

respectively, where J is the current density and p is 
the electric resistivity of the used material. 

Having clearly stated the analogy that is going 
to be used, it is very easy to find a first estimation 
for the limit of V/Vo as c/L + 1, i.e., the output 
signal V when the crack length c approaches the width 
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of the test specimen L (V 0 is the vol tage induced in 
the uncracked specimen by the flux of the electrical 
current, that is maintained constant during the whole 
duration of the test by a feedback circuit). This limit 
can be found by solving the problem presented in Figure 
1. The problem is to calculate the displacements 

y 

T 
-T c 

L 

X 

T 

z 

Figure 1. o
9

, the crack mouth displacement induced by 
the pair of forces T, -T applied at (0,0+) 
and co,o-) in the infinite strip. 

between the two points co,o+) and (0,0-), lor~lized at 
the mouth of the crack of length c, in an infini te strip 
of width L and thickness B, due to the pair of loads T 
and -T applied there. The value of Klii for this 
problem is known [ 8 , pg. 2. 28], and ü is given by: 

KIII = (2T/BVL) [sin (2bc)]-l/Z (3) 
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where b = n/21. For s:i.mplicity, we can rewrite equation 
(3) using the notation K = T.k, where K is given by the 
product of an applied force T, with a function k of the 
specimen geometry only (in the equation below the 
subscript "0" denotes "at the crack routh"): 

K0 = T.k0 , where k0 
(2/BVl) [sin (2bc)] -l 12 (4) 

We also know that the strain energy release rate 
per unit of crack area advance, G, can be related to 
the applied stress intensity factor by [8]: 

2 G = 3U/3A = (1/B) (3U/3c) = K111/2G, (S) 

where G is the shear ·modulus dA= Bdc is the increment 
in crack area, and U is the strain energy stored in the 
strip. Moreover, by using Castigliano 1s theorem we can 
easily find the increment in the crack mouth 
displacement of the strip, caused by the pair of forces 
!T(O,O!), when the crack grows from Cito Cf. From 
basic Fracture Mechanics concepts, we recall that tht 
change in the strain energy stored in the strip is 
given by: 

liU = BJC'.dc = (B/2G) JK~Ildc (6) 

Therefore, using this last equation oo can be 
found by: 

Jcf 2 o0_(cf- ci) = (B/2G) (aK111;aT)dc 
c i 

And, by substituting the values of K0 and k0: 

(7) 

o0 (cf - ci) = (4T/nBG) ln [tan (bcf) I tan (bci)] (8) 

Equation (8) must be, by Saint Venant 1 s principle, 
the correct form of the required upper-limit (i.e., the 
deep crack behavior) of the potential drop problem both 
in the CTS and in the SEN. 

The Infinite Strip with Forces Aptlled Anywnere 
in its Interior. Most of this work iS: ased 1n a 
solution found by Parks [10] for the problem presented 
in Figure 2, namely the mode III stress intensityfactor 
caused by the pair of forces T and -T (symmetrical with 
respect to the crack plane), applied at the points z 
and z, respectively, in the infinite strip of width L, 
thickness B and crack length c. (It is worth 
emphasizing that z can be anywhere in the strip). His 
result is given by: 

'ii ,..---..,......., 
KIII(c,z) = T-BVL-L \'tan(bc) R I i cos (bz) 

e ~sin2 Cbz)+sin2 Cbc) 
(9) 

where z = x + iy, i= ~ and b = n/21. ln order to 
avoid the need to explicitly write every time the 
functional dependence of the stress intensity factor on 
z and on c, the following notation will be frequently 
used: 

KIII (c,z) = Kz = T.kz . Cl o~ 

The subscript (z in this case) means "at the 
point z"; and the stress intensity factor KTII (c,z) is 
called simply Kz. The accuracy of this forma a can be 

'I 

T(x, 'I) 

x • L 

"' 

" 

-T (X ,-'J) 

Figure 2. K111 for an infinite strip loaded by !T(x,!y) 

checked by comparing its predictions for some limiting 
cases, with equivalent results that are available in 
the literature. For example, by letting the forces be 
applied ~t the left boundary of the strip, say at Z=ih, 
we get: 

KrnCc,ih) K = T Vz cosh(bh)~ { 2 tan(bc) 2 
h BVL l~inh (bh) +Sin (bc) 

(11) 

This solution can be compared with the result 
gi ven in Tada 1 s handbook [ 8 , pg. 2. 24] for a center 
cracked infinite strip of width 21, crack length 2c and 
thickness B, loaded in anti-plane shear by the pair of 
forces T1 and -T 1

, applied symmetrically with respect 
to the c.rack plane at the center line of the strip, at 
a height y = !h. The stress intensity factor for that 
problem is: 

- TI ~ cosh (bh) 
KIII - 2BVL 

tan (bc) . (l 2) 
sinh2 Cbh) + sin2(bc) 

By using symmetry arguments (it can be arguedthat 
exactly half of the applied force is used to load each 
of the two crack tips of the center cracked strip), we 
can make T = T1 /2 in Parks 1 formula to get the sarne 
result for Krrr in both equations. A second checking 
is possible by letting h+ oo in {11), and by defining 
T = T/BL as the far field shear stress, in order to get 

K!II (c, h+ oo) = -r ~21 tan (bc) , (13) 

which again agrees with a known result [ 8, pg. 2,29]. 
And, finally, a third checking can be made by letting 
z =o in (9): 

2 
Knr (c' O) = Ko = T BVL "Vsin (2bc) (14) 

This equation checks once again with a reported 
result, the equation (3) used back in the introduction 
to find a first assimptotic approximation for the 



solution of this problem. We can now use Parks'formula 
to find the answer for our problem: the crack mouth 
displacement in the testing specimens, due to the pai r 
of forces T, -T applied at (O, h) and (O , -h) 
respectively. (This pair of forces from now on is 
called simply Th). 

For our purposes, it is possible to 'model the 
crs or the S.EN as being an infinite strip with zero 
shear stress flow across the planes y = ! H, as shown 
in Figure 3. This model is based on the idea that if 

·we find the value of Tyz(x,y) at y = ! H (from now on 
called TH) due to the pair of force Th, then, by using 
superpos1tion, it is possible to calculate the crack 
mouth displacement of the specimen. Or, in other 
words: the crack mouth displacement ~ 0 , that the pair 
of forces Th provoke in the testing specimens, is 

,- ...-

T 
H 

--
H 

T 

-T 

t'yz (-H l 

Figure 3. The modeling of the testing specimens as an 
infinite strip with zero shear flow across 
the boundaries y = ! H. 

equal to the value of the crack mouth displacement in 
the infinite strip that is caused by Th and minus TH 
acting simultaneously. (Note that ~ is used for 
displacements in the testing specimens, and ô is used 
.for displacements in the infinite strip) .Mathematically 
we have: 

(16) 

And, by letting T0 +O, we get: 

BT (C 
ôo CTh) = lr J o kh . ko de (18) 
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Equation (18), originally dueto Paris [8], will 
be a very useful formula for our purposes. By 
subst~tuting the values of kh and ko into the above 
equat1on, we get: 

ôo (T ) - 4T ( bc d (bc) (19) 

h - 1il3(;' J O cos(bc) 'V1 - cos2(bc)/coshâ(bh) 

1his.last equation can be integrated analyticáUy, 
and it yields (but not that trivially): 

~) ] 
(20) 

(bc) 

Note that as h + O this equation (20) does agree 
with (8), the log (tan) limit for the potential drop 
problem discussed in the introduction. 

~ : The Shear Stresses ·at the Upper and at the 
Lower Bóundaries of the Testing Specimens, Due to the 
Pa1r of Forces Th. Aere, 1t 1s usefül f1rst to thirik 
of the shear stresses · as causing the (infinitesimal) 
forces t(x,y) = TyzCx,y)Bdx. Then, by using anequation 
similar to (18),' it is possible to calculate the 
displacement field wCc) (x,y) du·e to Th(wCc) is the 
z-displacemente bf the point (x,y) in the crackedstrip~ 
It is important to emphasize that (in general) equation 
(18) gives just the part of the displacements that is 
caused by the crack growing from O to c, since it 
utilizes G as the strain energy source . Therefore, to 
find the total displacements w(x,y), we need also to 
calculate the displacements in the unc~açked strip, 
wCnc)(x,y). Of course, we have: w = wlCJ + wCnc), 
Having found w, the shear stresses can easily be 
calculated by: 

( ) _ G aw _ G 1._ C (c) w(nc)) 
Tyz x,y - ay - ay w + • (21) 

By applying Th and t in the strip, and then by 
letting t + O, we get: 

(22) 

where the factor 1/2 comes from symmetry arguments and 
from Kh being due to a pai r of forces. Therefore, from 
(21): 

(23) 

tan (bc) (c) BT ( c \[2 cosh(bh) 
\z =z J0 ~ sinh2(bh) + sin2(bc) . 

a [ 'l[z tan(bc) Re 
ay BVL 

icos (bz) ] dc( 2~ 
Vsin2(bz) - sin2(bc) 

And, because a; ay = ia;az,, we can write : 

T(c)=icosh (bh) ( c tan (bc) 
yz J O V sinh2 (bh) + sin2 (bc) 

.Re b sin (bz) cos2 (bc) de 
[sin2 (bz) - sin2 (bc)]3/Z 

(25) 
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Now, since jRe{f}dc = Re{ffdc}, it is possible to 
evaluate analytically the above integral: 

(c)= Re 
'yz 

T sin (bz) cosh (bh) 
BL sin2 (bz) + sinh2 (bh) 

sinh
2 

(bh) + sin
2 

(bc) sin(bh) ] J 
sin2(bz) - sin2Cbc) sin(bz) 

(26) 

By carefully analyzing this result, we can see 
that it also gives us the value of ,(nc). This is due 
to that value being simply equal to yzthe constant 
needed to make ,CcJ= O when c = O. In ordjr to check 
this conclusion,YZit is worth finding ,Lnc hy using 
another technique. yz 

As pointed out in the introduction, Mode III 
displacements must be harmonic. Therefore, one way to 
solve Mode III problems is by finding an analytic 
function f(z), where z = x + iy, such that: 

[
élw . élw] fI (z) = G ély + 1 ax 'yz + i 'xz (27) 

By using this technique, we see that the required 
shear stresses are given by the function f'(z) in the 
uncracked strip, due to the pair of forces Th. By using 
a conformal mapping of the strip into the upper semi
plane, it is possible to use standard solutions to 
achieve this task. The idea is to map the z-plane into 
the s-plane through s = exp(inz/L). Therefore: 

f' (z) = f' (s) ~ = f' (s) if3eif3z , (28) 

where f3 =_n/L = 2b. The forces Th are applied at z1=ih 
and z2 = z1 = -ih in the t-plane, or at s1 = exp(if3ZJ) 
and s2 = exp (if3z2) in the s-plane. Since the solution 
for the point-load problem in a semi-plane is known, by 
unmapping back the s-plane into the z-plane we can find 
the shear stresses due to .Th in the uncracked strip: 

,Cnc) 
yz 

iT 1 ___ 1~ 
f' (s) = - nB s::5'1 - s - s2 

T ( 1 Re [f'(z)] = Re l BL ~ 

(29) 

- . alh-Iz))l 1-e 
(30) 

With a little patience, it is possible to prove 
that tl1e above result is equal to the negative of the 
second term of (26). Therefore, the total shear stress 
at the boundaries of the testing specimens is given by: 

'yz (x,!H) = 'H = Re 

(31) 

60 : The Crack Mouth Dis~lacements in the CTS and 
in the -SEN, due to the Pai r o Forces Th. Having found 
an express1on for 'H• xt IS now easy to find the stress 
intensity factor it causes, K,, by a "simple" integration: 

K =(L TH.B.k dx . 
T J O Z 

(32) 

With this value for K~, we can finally get a 
solution for our model of tfie potential drop problem at 
the crack mouth of the SEN and CT fatigue testing 
specimens. By using superposition: 

CKh-K,+Ko)2 BCC . 
G = ~ == Let Ko~==ôo= ~)0 CKh-K,).k0dc .. (33) 

6 = 2T I JI.n [ f1-cos
2

(bc)/cosh
2

Cbh) 
o 1TBG ;_] 2 2 

b l1-cos (bc)/cosh (bh) 
4 ( c _ _.:.1..,.,---~ - n j 0 cos (bc) · 

Jn/ 2 R [ sin (bz) cosh (bh) 
· e 2 2 

O sin (bz) + sinh (bh) 

R [ icos (bz) J d(b ) • e ;} 2 2 x 
l sin (bz) - sin (bc) • 

CONCLUSION 
' 

+ sin(bc) ] 

sin(bcl, 

sinh2Cbh)+sin2(bc) 
sin2Cbz)-sin2Cbc) 

d(bc+ (34] 

The ele~trostatic problem of finding the potentllil 
drop induced at the crack mouth of SEN-type Specimens, 
by a constant electrical current flowing around the 
crack and applied at two points localized symmetrically 
above and bellow the crack mouth, has been solved by 
the use of an analytical model based onthe electrostatic 
-mode III linear elastic analogy. Other results 
obtained using the sarne technique are already available, 
and have been published elsewere [6]. 
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INfRODUCfiON 

ln experimental fatigue crack propagationreseard\ 
probably the best way to macroscopically study crack 
closure is by making compliance measurements. Formally, 
the compliance C is defined by C = dx/dP, where x is 
the load point displacement and P is the applied load. 
Under linear elastic conditions, the specimencompliance 
can be related to the crack length by: 

dC/da = 2BG/P2 (1) 

where a is the crack length, B is the specimen thickness, 
and G is the strain energy release rate per unit of 
crack area advance [1-3]. 

Closure studies are based on the fact that the 
"instantaneously" measured specimen compliance is 
variable when the crack is partially closed during a 
fraction of the load cycle: the compliance increases 
monotonicaly with the load until the crack is completely 
open (due to the progressive unloading of the crack 
surfaces), and stays constant afterwards, if the bulk 
of the specimen remains essentially linear elastic. 

This technique has several advantages, such as: 
it reflects the response of the whole specimen, and not 
only the influence of some localized surface effects; 
it can be executed with relatively simple, andtherefore 
reliable technology; and it has good resolution and 
intrinsic sensitivity, as discussed in detail elsewere 
[4-6]. 

This work contains a brief discussion of the 
design and construction of a strain gage conditioner, 
and of a "Linearity subtractor", specially developed to 
make closure measurements [7]. It is important to 
stress that, in actual service, both instruments have 
performed faultlessly, and can be recommended as 
reliable and useful tools to perform the measurements 
they were built for. 

THE STRAIN-GAGE CONDITIONER 

The constraints imposed upon the design of this 
instrument were: three independent channels,minimum 
cost compatible with the required function, and maximum 
mechanical and electronic reliability. 

The testing objectives were clearly defined in 
order to be translated into electronic specifications, 
and resulted in the following circuit characteristics: 

Abilit to measure both static and d amic strains. 
The instrument woul e use to monitor atigue tests, 
anda frequency response from DC to at least · SOOHz was 
required to monitor them. (The component used in the 
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instrument permits a full scale output of at least ±10V 
at 5kHz). 

Static measurements rule out the simpler solution 
of using a potentiometric input circuit, and instead 
require a Wheatstone bridge as the input to the 
amplifier [8]. Moreover, long term stability becames 
an important co-specification, which requires the use 
of components with very low drift and high temperature 
stability. 

High, adjustable and stable gain . The strains 
far from the fatigue crack tip are small during most of 
the testing specimens life, and this is the reason for 
the high amplification requirement . Gain stability ~. 
of course, directly related to the final error budget 
[9-10]. (The maximum gain was specified as 2000, which 
is enough to make 1~/m = 1DmV in typical 1/4 bridge 
applications, with 10V excitation) . 

Ability to accept different tYPes of bridge 
configurations. ln order to 1ncrease the versatility 
of t~1nstrument, a provision for a general purpose 
network of selectable dummy resistors was made. The 
various possible operational modes include 1/4 bridges 
(with both 120Q and 3SOQ strain gages), a 1/2 bending 
bridge, a 3SOQ 1/2 traction bridge and, of course, the 
full bridge configuration . 

Provision for a very good balancin~ circuit. 
Coarse and f1ne adjustable prec1s1on res1stors had to 
be specified for the balancing circuit, due to the 
generality of the intended use of the instrument. 
Moreover, it is also important to emphasize the 
requirement of very good stability for the balancing 
resistors, since any change of their values is 
interpreted as a strain change by the reading device . 

Self-calibration capability . This feature helps 
during rout1ne cal1brat1on check=ups . It isimplemented 
by the use of a fixed precision resistor, that can be 
momentarily put in parallel with one arm of the bridge . 

Adjustable low ~ass filters. This is a very 
important feature, an 1t 1s used to permit the 
measurement of low frequency or static strain signals 
in noisy environments. Of course, the filters must 
distort neither the amplitude nor the phase (both are 
frequency dependent) of the strain signal. A three 
pole Bessel filter was used, with a selectable cut-off 
frequency with a minimum of 2Hz [9]. 
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instrument V0 can be continously adjusted between 2.5 
and 12 V, with a stability better than 0.1 %. 

Hi h common mode re·ection ratio (CMRR). The 
full-scale s1gnal o most stra1n trans ucers is of the 
order of mV per volt of excitation. This means that 
the amplifier stage of the instrument sees a hugecommon 
voltage at its input terminals. Therefore, the 
instrument must be able to reject any common mode 
voltage at the bridge output (the CMRR of the component 
used in this design is an outstanding 140dB). 

Low noise leve! at the amplifier outEut. The 
amplif1ed stra1n s1gnal had a füll scale l1m1ted to 
±10V. Consequently, the noise leve! at the amplifier 
output was required to be in the order of 1mV RMS, to 
permit the optimum use of a 3.5 digit voltmeter Cor of 
a 12 bit A/D converter) as the reading device. 

High input impedance. The input impedance of the 
instrumentation amplifier used in this design is so 
high compared to the typical bridge impedance (10M n 
compared to 350 or 120n), that it is nota source 
loading errors. 

More details about this instrument are available 
elsewere [6]. Figure 1 presents a photography of the 
instruments as it stands today. The very good working 
characteristics have permited its use in many other 
types of applications, including field consulting work 
under severe conditions. As a closing note, it is 
worth saying that it was built using components with 
total cost under US$250 per channel, which compares 
very favorably with the comercial cost of USl,500-
2,000 for instruments of similar specifications. 

Figure 1. The strain gage conditioner 

1HE LlNEARlTY -SUBTRACIDR 

The most difficult problem in all types of 
closure measurements is how to find the exact opening 
loads. When the compliance technique is used, it is 
found that the non-linear part of the force vs. 
displacement curve has a very slow-changing curvature, 
that is caused by the progressiva unloading of the 
crack surfaces. A typical curve is shown is Figure 2. 
For this reason, it is very difficult to find exactly 
~~~~~~~~~~~ 
linear part begins). Since this is the point that 
defines the opening load, it must be clearly readable 
if any precision is required from .the measurements. 
This quest for precision is what motivated the design 
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Figure 2. A typ i cal f at igue cr ack closur e measurement 

• and construction of the linearity-subtractor. 
The idea behind it was first proposed by Paris 

and Hermann [11]. lt is basically, as it name suggests, 
to subtract the linear part of the compliance signal, 
and to amplify the resulting difference. This can be 
very helpful in enhancing the resolution of the closure 
measurements, as is also shown in Figure 2. 

ln our design a new and useful feature was added 
to the initial idea, namely, an analog differentiator 
was used at the output of the subtractor circuit. This 
was done in order to increase significantly the actual 
operational speed of the instrument because,in practic~ 
the slope of the linear part of the compliance curve is 
generally not known bef ore hand, and it must be found 
by trial and error. ln this instrument that slope can 
be easily found, even in just one try, by monitoring 
the derivativa of the difference signal defined below. 

Mathematically, the displacement x can be seen as 
a funct i on of the applied force P, x = x (P).Let define 
a difference signal, D, that is given by D = x (P) - AP, 
where A is an adjttstable constant, internally generated 
by the instrument. The basic idea of the linearity 
subtractor is to adjust A in order to make D = constant 
when the crack is completely open, i.e., in order to 
subtract the linear part of the force vs. displacement 
signal. For any fixed value for the constant A, say Ao· 
the derivativa of D is: 

dD/dP = dx/dP - A0 (2) 

But when the curve P vs. x is in its linear part, 
we have dx/dP = B and dD/dP = B 1 , where B and B 1 are 
constants. Therefore, by monitoring the value of B1 

when the crack is known to be open, the constant A can 
be adjusted (with the help of a voltmeter) until B1 is 
made equal to zero. At this point, the constant A will, 
obviously, have the value of the slope of the linear 
part of the force vs. displacement curve. The precision 
with which A can be determined is basically a function 
of the noise level of the system. 

So far so good, but there is a hidden problem in 
this technique: both the force and the displàcement 
signals are really time functions, and the total 
derivativa of the output of the subtractor, dD, must be 
written as: 

dD [(dx/dP- A) dP/dt] dt (3) 



Therefore , in order to prope.rly use the analog 
differentiator, dP/dt must be a constant, i .e ., the 
force must have a linear (rarnp) waveform when the 
closure measurements are to be made . This does not 
cause any problem in most cases . 

Since t his linearity subtractor is not at all a 
convent ional inst rument , the actual circuits are going 
to be treat ed in a more detailed way. It is believed 
that this circuit has great potential usefulness for 
many areas of experimental fracture mechanics research , 
where compliance measurements can play a very important 
role. Among its most important functional features we 
have: 

Accept input signaJ.s. on the ran~e !1ov. This was 
the full scale signal of bóth the loa cell and of the 
strain gage amplifiers. It poses no problem f or the 
design of op-arnp circuitry . 

Use of a differentiator circuit to helt findthose 
parameters . AS has already been d1scussed a ove . 

These last two specs are better explained by 
discussing the actual circuit shown in Figure 3, whose 
heart was built using precision operat ional arnplifiers . 
(Op- amps are simply very high gain differential 
amplifiers with three ports: an inverting and a non
inverting inputs, and one output . fue to their enormous 
gain , they are almost always used in a negative feedback 
configurat i on , and their most impostant idealproperties 
are : differential and common mode input impedances equal 
to infinity (in practice both vary from 1Mn to 1Tn), 
zero open loop output impedance (less than 1 oon is 
typical), infinite voltage gain (105 t o 107 are normal 
figures) , zero common mode voltage gain, zero offset 
voltage and infinite slew rate (instantaneous output 
change) . These ideal properties imply in two very 
simple design rules: rule 1 - the voltage difference at 
the two input ports is zero; rule 2 - the inputs draw 
no current). 

As a careful study of Figure 3 shows , to build a 
version of the linearity-subtractor little more than 
fundament al circuit knowledge is needed . However, to 
make the analog differentiator work in practice, where 
noisy signals are unavoidable , is not that simple and 
requires considerable care with details . The most 
important noise sources are due to high frequency 
disturbances superposed on the signal . Regretably, the 
differentiator circuit is not smart enough to 
discriminate between signal and unwanted disturbances 
and, in simple words, the derivative of noise is just 
a hell of a lot more noisy (d [sin (wt)]/dt = w cos(wt), 
so the amplitude of the derivative of any signal 
component is proportional to its frequency). The only 
solution for this problem is to clean completely the 
original signal from any disturbances , which can be 
done by very careful filtering. ln the present design, 
this was done by passing the output of the subtractor 
through an 8-pole low-pass Bessel filter, with the cut
off frequency set at 1Hz [9]. (Therefore, the filter 
used in this design has an ideal decay rate of 160 
dB/decade or, in other words, a 10V, 10Hz, noise 
oomponent superposed on the signal that comes from the 
subtráctor output , woulâ ideally be reduced to 0 . 1~V at 
the differentiator ~put) . But there is more to the 
story, since the filter circuit can affect the relative 
phase of the Fourier components and, therefore, distort 
the filtered signal . Since in our case the waveform 
shape was of maximum importance, minimum distortion was 
required. This is what lead us to the choice of the 
Bessel-type filter circuit . 

A picture of the actual linearity-subtractor 
instrument is shown in Figure 4. Its ~ircuit , 
comprises three stages: the subtractor, the filter and 
the differentiator. As a final not~, the total cost of 
the components used in this design was i.n the order of 
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US$150 . 00 . 
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Figure 4. The linearity subtractor 
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INI'RODUCTION 

The best analytical tool presently available for 
studying fatigue crack propagation is based on Fracture 
Mechanics concepts [1]. However, much is still unknown 
about the basic phenomenology of fatigue crack growth 
behavior under complex loads, and it is still necessary 
to experimentally simulate service conditions in 
laboratory specimens. The purpose of this work is to 
discuss the proper interpretation of experimental 
results, by studying the maxtmum resolution that can be 
achieved, under careful but real operational conditions, 
by the two most used methods of analogic measurement of 
the length of fatigue cracks in testing specimens: the 
so-called "Potential Drop Method" and the "Compliance 
Method". 

POTENI'IAL DROP SYSTEMS 

Basically, all Potential Drop Systems consist of 
a servocontrolled, constant current source and of a 
very stable, high quality amplifier. The function of 
the power source is to supply an adjustable current to 
the specimen, current that is maintained constant during 
the whole duration of the test by a feedback circuit. 
The am,lifier is designed to filter and to multiply the 
(typical ) microvolt-level signals that are generated by 
the changes in the specimen resistance, due to the 
growth of the fatigue crack [2-4]. The calibration 
curve for the compact tension specimen (CTS), used in 
[5] to translate the potential drop readings into crack 
length measurements was based on experimental and 
numerical works dane by Ritchie et al [2,3]. Their 
numerical results were obtained from a solution of the 
Laplace's equation for the electrostatic field in the 
cracked specimen, by means of a finite element model of 
the crs. Their experimental calibration involved 
methods such as electrical analogs, optical observation 
of the surface of thin fatigue specimens, and marking 
of the fracture surface by changes in the mean fatigue 
load. The following polynomial is a least square best 
fit of their data points: 

a - = 0.623(~} _ 2.583 (~Y + 4.237 (~) _ 1.93 (1) w 

where V js the potential drop system output, V0 is the 
inítial voltage caused by the current flow in the 
uncracked specimen, a is crack length, W is specimen 
width and a/W should be less than 0.75. ln Figure 1, a 
plot of this crs experimental calibration curve and 
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also a plot of its derivative, d(a/W)/d(V/V0 ) vs. a/W 
are shown. From these curves i t can be seen tha t the 
sensitivity of this system is not strongly dependent on 
the absolute value of crack length, at least for the 
range of a/W normally used in fatigue tests, 0.35 < a/W 
< 0.75. lt is also important to note that the mintmum 
showed by the derivative curve should be due only to 
the empirical nature of this polynomial calibration, 
s ince it can be argued that the rate of change of the 
specimen resistance should increase monotonically with 
respect to the (increasing) crack length. 
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Figure 1. The Potential Drop Calibration Curves 

Typically, a fiV = l~V is the best figure that can 
be expected for the short term resolution of high 
quality potential drop systems. This number reflects 
the unavoidable effects of the electrical noise sources 
that are always present in a laboratory environment. ln 
the other hand, the maximum value for V0 is limited by 
the increase in specimen temperature induced by the 
current flux. (A usual rule of thumb for the limit of 
the current density in the cracked specimens is10A/cm2~ 
The crack growth increments that can ideally bedetected 
during the tests using the curve given by (1) and the 
values discussed above, are in the arder of 20~. 
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However, another criticai piece of information is 
needed"to permit the proper interpretation of the tests 
results: the quantification of the effects of all the 
unavoidable error sources in the measurements. By far 
the most important problem in most cases is the 
thermally-induced changes in the specimen resistance, 
that e.g. for steels are in the order of a = 0.3% per 
degree Celsius. The potential drop system output 
dependence on (small) variations of the specimen 
temperature is given by: V= IR[1 + a(T- T )] . ·. 
dV/dT = aV = 0.003(2 to 3 mV) = 6 to 9~V/C, 0where R is 
electrical resistance, V is voltage, I is current, 
(T - T0 ) is the change in temperature, and 2 to 3mV is 
a typica1 operationa1 range for potentia1 drop systems. 
Therefore, each degree Celsius change in the specimen 
temperature causes an apparent change in crack Iength 
of about 120 to 180~. Since one degree Ce1sius is the 
typical best limit for the range of specimen temperature 
control that can be maintained by the air conditioner 
system used in a properly instaled laboratory, a mean 
figure of 150~ can be used for the nominal Iong-term 
resolution of carefully made fatigue experiments. It 
is important to note that this resolution value, based 
on a very simple but sbund argument, is widelydifferent 
from many supposely better values frequently claimed 
in the literature. 

A second potentially important thermal-induced 
errar source can be found at the connections between 
different metais in the cable that is used to read the 
potential drop signal. Seebeck voltages (thermocouple 
effect) can be significant in comparison to the 
potential drop signal, if the specimen and cable are 
made of different materiais (they generally are, since 
copper wires are almost universally used in electronic 
instrumentation), and if the two junctions (between the 
copper wires and the specimen material) are maintained 
at diffarent temperatures. 

For example, a standard Fe-Cu thermocouple has a 
gain of 11~V/C at room temperature (which is equivalent 
to about 220~/C). However, the effects of this error 
source can be minimized with relative ease in practice, . 
if two simple precautions are taken: using just two 
different materiais in the potential drop lead, and 
maintaining the (two) connections between the copper 
wire and the specimen material as close to the sarne 
temperature as possible (e.g., by mounting the 
connections over an isothermal block). 

To complete the study of the effects of errar 
sources on the potential drop measurements, a criticai 
analysis of the amplifier and of the current supply 
circuits is needed. A simple but clear review of the 
practical effects of those sources is made in [2], and 
here it is sufficient to say that their combined 
effects should be small compared with the temperature 
problem, if those circuits are built with very high 
quality components. 

As a closing note on this study of the potential 
drop system, we recall that the empirical calibration 
polynomial given by (1) was defined only for a/W<0.75, 
and that the shape of its derivative was not physically 
appealing. Moreover, it is important to emphasize that 
this polynomial has clearly incorrect limits and, 
therefore, cannot be extrapolated. (E.g., by taking 
a/W = 1 we would predict V/V0 = 1:82.!). Since 
experimentally it is not easily feasible to increase 
the intrinsic gain of the potential drop system, a 
natural question was proposed: was it possible to 
signi~icantly increase that gain by working with deep 
cracks? This question motivated the start of a study 
of the potential drop problem from an analytical point 
of view, and a good way to start would be, for example, 
by finding the (asymptotically) correct upper-limit for 
the potential drop calibration curve. This limit could 
be found by using the analogy that exists between the 
Mbde III linear-elastic and the classical electrostatic 
field problems, in any two-dimensional space [5-?].The 
equations that describe these problems can be sunmarized 
by: 

Mode III elasticity (Linear-elastic solution of 
the anti-plane shear problem in a body of constant 

thickness, when the point loads Tj are specified at the 
boundaries). The Mode III displacements and stresses 
are related by u =v = O, ax = ay = Oz = T = O, and 
w = w(x,y) only . ·. ~2w = ü, Txz = G(aw;axfYand T z = 
= G(aw;ay), where x, y, z are cartesian coordinat~s; u, 
v, w, are the corresponding displacements; and o, T are 
normal and shear stresses respectively. 

Electrostatics (solution of the electric field 
caused by point inputs of current Ij, specified at the 
boundaries of a body of constant thlckness, where the 
voltage at any pqint is given by V= V(x,y) only). The 
current f1ux and. the conservation of electrica1 charge 
are described by pJ = - ~ and ~2v = O, respectively, 
where J is the current density and p is the electric 
resistivity of the used material. 

Having clearly stated the analogy that is going 
to be used, it is very easy to find a first estimation 
for the limi t of V /V as a/W + O, by sol ving the problem 
presented in Figure 2. The problem is to find the 
disp1acement ó0 between the two points (O, o•) and 
(0, o-), localized at the mouth of the crack of length 
c, in an infinite strip of width L and thickness B, due 
to the pair of Ioads T and -T applied there. The value 
of KIII for this prob1em is known [6], and it is given 
by: 

KIII = (2T/B\([)[sin(2bc)]-1/ 2 

z 

{ 

Figure 2. The Crack Mouth Displacements in the 
Infinite Strip 

(2) 

where b = n/2L. (Note that we are using "c and L" to 
denote crack length and the width of the infinite strip 
This is done to avoid confusion with the notation "a 



and W'' used for similar parameters in the crs, since in 
the latter those values are measured from the load line 
and not from the specimen boundary). We also know that 
the strain energy release rate.per unit of crack area 
advance, G, can be related to the applied stress 
intensity factor by [1,6]: 

2 G = au;aA = (1/B)(aU/ac) = K111!2G , (3) 

where G is the shear modulus and U is ilie strain energy 
stored in the strip. Moreover, by using Castigliano's 
theorem we can easily find the increment in the crack 
mouth displacement of the strip, caused by the pair of 
forces T applied at (O, o+) and -T applied at (0, o-), 
when the crack grows from Ci to Cf· Therefore, using 
this last equation ô0 can be found by: 

(B/2G) s :~ (aK
2 
/aT)dc = 

1 

(4T/nBG) 1n[tan(bcf)/tan(bci)]. (4) 

(4) must be, by Saint Venant's principle, the 
correct form of the required upper-limit (i.e., the 
deep crack behavior) of the potential drop problem in 
the crs (and also, by the way, in the single edge notch 
specimen, the SEN, another very commonly used Fracture 
Mechanics specimen). 

Motivated by the simplicity of this result, it 
was decided to undertake the task of finding a complete 
analytical solution for the crs electrostatic problem. 
This analytical study is presented elsewere [5]. 

Note that this assimptotic behavior of deep cracks 
indicate that there is no advantage in working with 
deep cracks in crs (or, for the sarne reason in SEN or 
similar specimens), since the 1n(tan) behavior is very 
smooth, and there is no big increase in the intrinsic 
sensitivity of the potential drop measured as compared 
with shalow cracks. 

lliE MEASUREMENT OF CRACK GROWlli BY CCM>LIANCE-BASED 
SYSTFMS 

ln Mechanics the concept of compliance is used as 
a measure of the "softness" of a structure, i.e., it 
gives a measure of how easily a structure deforms under 
load. Formally, the mechanical compliance C is defined 
by C = x/P, where P is the load applied on the structure 
and x is the load point displacement. The compliance 
concept also finds many uses in crack problems, because 
the compliance of cracked bodies under Mede I linear 
elastic fracture mechanics conditions can be related to 
G, by [1] G = (P2/2G)(dC/da) = K~/E' . '. 

dC/da = (2B/E')(K1/P) 2 (5) 

where dC/da is the rate of compliance change with 
respect to crack length, E' =E for plane stress (E is 
the modulus of elasticity), orE'= E/(1 - v2) when 
plane strain conditions are dominant at the crack tip 
(where v is the coefficient of Poisson). 

Also from baSic Fracture Mechanics concepts, it 
is known that K1, the Mede I stress intensity factor, 
can be written as: K1 = (P/B'VW) f(a/W) where f(a/W) is 
a numerical function of the specimen geometry and crack 
length. Therefore, the rate of compliance change with 
respect to crack length is given by: 

dC/da = 2é(a/W)/BWE' (6) 

ln arder to non-dimensionalize this equation, 
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define C0 = 1/BE' and C/C0 = E'Bx/P to obtain: 

d(C/C
0
)/d(a/W) = BWE'dC/da = 2f2(a/W) (7) 

And C/C0 can then be found by: 

2[af/w éca!W)d(a/W) +f-I 
J ai/w o ai 

(8) 

w 

Therefore, if the value C/C0 at ai/W can somehow 
be found or measured, it is possible to use equation 
(8) as the calibration curve for all analog compliance 
measurements of crack length. (The initial value of 
the specimen compliance can always be obtained by just 
one simultaneous measurement of load and load point 
displacement. However, this many times is not an easy 

. task, dueto the inaccessibility of the actual load 
point in most practical specimens). 

ln particular, for the crs the function f(a/W) is 
given by the following polynomial [8]: 

f(a/W) [2 ; (a/W)]/V[1 - (a!W)] 3 [0.886 + 4.64(a/W)-

- 13.22(a!W) 2 
+ 14. 72(a!W) 3 - 5.6(a!W) 4] (9) 

ln a recent experimental work, Fisher and Buzzard 
[9] carefully measured C versus a for the crs (using a 
specially designed load fixture that allowed access to 
the center of the load pins, in arder to measure their 
actual load-induced displacements). They fitted their 
data points by the function: 

2 exp[2.376 + 0.060(a/W) + 7.298(a/W) + 
+ 0.107(a!W) 3 - 15.21 (a/W) 4 

+ 14. 75(a!W) 5] (10) 

Typically, compliance measurements are obtained 
by plotting the load versus load point displacement 
signals on an x/y recorder, and it is from the slope of 
this graphic that the compliance of the piece is 
calculated. Also typically, the resolution of these 
graphical measurements is at best on the arder of 1%. 
If more accurate techniques are used (as, for example, 
a numerical best fit of the digitalized output of the 
load and of the displacement signals, in arder to find 
the slope mentioned above), it is reasonable to expect 
intrinsically better experimental results. However, it 
is not realistic to assume that anything much better 
than (say) a 0.1% resolution can be obtained inpractice, 
because compliance measurements are essentially of a 
derivative (slope) type and are, therefore,intrinsically 
noisy. 

ln Figure 3 we plotted, using equations (8-10), 
the minimum resolution that would be required from the 
reading of the load versus load point displacement 
graphics in arder to measure crack length increments of 
6a = 1~ and of 6a = 100~, respectively. Note that the 
plots give the percentage change on the value of C/C0 
versus a/W, when the crack grows by 1 or 100~. By 
carefully studying this figure, it can be seen that the 
intrinsic optimal resolution that can be expected from 
compliance-based experimental systems is,at best, 
comparable to the 20~ figure obtained for the short
term resolution of the potential drop system, for the 
range of a/W normally used in practice. It also can be 
seen that a 1~ resolution in crack length would require 
a resolution of about 1 part in 10000 from the 
(calculated) slope of the C/C0 vs. a/W curve, which, in 
view of the arguments exposed above, seems very hard to 
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Figure 3. The Resolution of Compliance Based Systems 

obtain from experimental systems built with available 
technology. It seems more reasonable to expect crack 
length resolutions in the order of 100~, which can be 
experimentally implemented even with the careful use of 
graphical methods. Once again, it is important to note 
that this last resolution figure is in conflict with 
many supposely better figures claimed in .the literature. 

Another interesting point to note is that the 
intrinsic sensitivity of compliance-based systems does 
increase (exponentially) ·with crack length, as oposed 
to the very smooth behavior of the (assimptotically) 
1n(tan) behavior of potential drop systems deduced in 
the last section. This indicates that compliance 
systems can profit from the use of deep cracks to do 
measurements where high sensitivity is a must. However, 
when working with deep cracks it is important to be 
aware that specimen displacements and rotations are 
bigger for a given load as compared to moreconventional 
shalow cracks, which indicates that friction-related 
problems at supports and loading points should also 
increase. 

To complete this study of compliance-based 
systems of crack length measurement, a very brief 
discussion of the influence of error sources follows. 

Besides the obvious problems with the correct 
measurement of loads and load point displacements (it 
is, e.g., very difficult to buy load cells in a class 
better than 0.25%), among the more subtle error sources 
that can pertube the experimental resul ts, we have 
temperature and the transduçer fixing to the specimen. 
A (corrmon) temperature change of 1 OC can induce a 
change in the elastic modulus of most metallicspecimens 
in the order of 0.2 to 0. 6%, a figure that is important 
if crack length resolutions in the order of 10~ are 
expeéted from very high quality compliance-based 
systems. Temperature, of course, also pertube the 
electronic circuity, but this discussions is considered 
beyond the scope of this work. 

The use of clip-gages or similar devices to 
measure crack opening displacements, besides the very 
big problem of accessing the actual load points, as 
discussed in [9], have the added complicating problem 
of intrinsic friction at knife edges, wi th the 
consequent hysteresis-related disturbances ofdifficult 
quantification. A simple and elegant solution to this 
problem is to avoid the use of clip-gages by bonding 
strain-gages directly on the surface of the specimen, 

e.g., in the back face of the CTS as discussed in [5]. 
However, this solution has its shortcomings, because the 
measured strain output, despite being almost hysteresis 
-free, must somehow be cálib~ted in terms of absolute 
crack length. Regretfully, tliis is not an easy task 
from an analytical point ·of view, for most practical 
specimen geometries, and the author is not aware of any 
available theoretical calibrations in the literature. 

CONCLUSIONS 

The resolution and the effects of errors sources 
in two analogic systems of crack length measurement has 
been studied. Arguments are presented to show that 
resolution figures in the order of to 0.1mm should be 
expected from both compliance-based and potential drop 
systems, if decent operational procedures are carefully 
followed. This number is significantly higher than 
many figures quoted in the literature, but it seems to 
be closer to the reality of present technological 
limitations. There is still an urgent need for 
development of better experimental systems, to allow a 
closer study of low crack-growth rates and fatigue-~le 
interactions, with crack length resolution in the order 
of 1~ as a goal for the near future. 
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• FATIGUE BEHAVIOUR OF STEEL WIRE CABLE 
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SUMMARY 

The ~.tee.l IA.LÚI.e c.abf.e M e.d i.n MIU.Lc..twr.U MUillly bui.du bein.g a .teYL6.ion membeJL 
~ ~u.bjec..ted .to c.yc.lic. bend.<.ng .s.tJc.u.su c.a!UJe.d by wi.nd. Wi.nd i.ndu.c.e.d oM.il.R..a.:túm fuu, 
been .the c.aUlJ e o 6 numeJLoM óa.t.igu.e óa.ilwte i.n .tJc.an.smi.Mi.o n Unu, 6JU.dg u etc.. ThM 
pa.peJL ~u.mmM..i.zu i:he llU./I.f;;t6 oó .:tloo ~eJLi.u oó 6a:t4J.u.e .tu~ ~u.bjec..te.d .tio i.n-Une. a.nd 
bend.<.ng 6f.u.c.:tu.a..ti.ng c.yc.Uc f.oa.d6 on Mck.e.te.d IA.LÚI.e <!it6f.e liq.s.tenr.s a.nd IÜ6c.UiJ~U .the. 
vale.i.oM óa.il.wte mec.ha~m.s and .the p!te.di.c..te.d óa.t.(.gu.e lióe 6011. dui.gn oó liu.c.h ef.emenu. 

IN'l'RC>ll:CITCN 

ln general a steel wire cable is a flexible 
tension nenber with a basic elenent of thin :rretalic 
wires \Oohi.ch are a:mstructed by laying several wires 
l"elically around a CO!lllOI1 axis as distinct fran a rope 
\Oohi.ch consists of a group of wires laid up together 
[1 ,2]. 'nYa spiral strand is errployed for many 
structural purposes, including the prestressing strand 
of cancrete,stays for guyed masts,bridging applications, 
such as hangers for suspension bridges, main cables of 
cable stayed designs and many deepwater platforms. 
However, prestressing strands usually consist of only 
several unprotected steel wires in contrast to wire 
cables used in steel structures \Oohi.ch are lubricated 
strands, consisting of 90 or rrore galvanised wires [3]. 

A short review of tre available literature has 
revealed a scarcity of information especially in 
relation to tre fatigue rehaviour of wire cables. Sare 
\<.Ork has been done on prestressing strands [ 4] , which 
has different construction properties and terrninations 
carpared with structural strands. Several fatigue 
studies have been carried out on wire rapes, which are 
principally concerned with tre interaction J::etween 
sreaves and wirrli.n:J drurns. These \<.Orks are oot directly 
relevant to the guy masts or bridge hanger problems. 

f.bst of tre masts and towers in the United 
Kingdom \\ere designed to loading specifications \Oohi.ch 
underestimated tre effects of extre:rre wirrl speeds an:1 
\\ere oot suitable to deal with the response of this 
forro of structure to gust effects. In addition,there is 
not any systematic study con:erning the relationship 
J::e~n collapse loads of tre cable and various types 
of end connections. High :rrean fluctuating tensions in 
masts and guys occur under storm conditions. The 
transverse fluctuations can occur at much 1~ wind 
speeds, and are dependent on tre aerodynarnic paraneters 
of tre mast and guys [5] . 

Lll recent susoension bridae hanoer desicm safetv 
factors significally less than three have bee11 adq:>ted 
against oominally static failure without any explicit 
allowance for any deterioration in fatigue life of the 
hanger or its end connections [6). This type of 
structures is subjected to similar load fluctuations to 
mast and guys, caused by tre lateral response of the 
deck traffic loading, and relative longitudinal 
ITOve:rrents be~n tre main suspension cables and the 
deck. 

ln any socketed cable structure bending is only 
irrportant close to tre end fittings. ~nce the 
principal aim of this research program was to study the 
influence of cyclic stress fluctuations on the safe 
\<.Orking lives of socketed cable systems for ITOst 
critical loading cases. 'lhe additional aím was to 
examine tre effects of fatigue loadings on the guy 
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insulators which for radio frequerq electrical 
purposes are SCI!Eti:rres inoorporated within a stay. 

EXPERIMENI'AL PRCGRJ\M 

The experi:rrental studies \~lere cax:erned with 
obtaining information on tre effects of the: i) High 
:rrean axial tensicn with a super:iJ!tx>sed fluctuating 
axial tensile conp:ment. '!bis case corresponds to the 
in-line gust conditions for a catplete range of guyed 
masts, where cables can vary fran 9l!ln to 65mn in 
dia:rreter. It also ~lies to vehicular load effects 
on bridge hanJers when tre errl connections are sue>h 
as to avoid end berrling restrain. ii) Cyclic bending 
in the preserx::e of 1~ :rrean axial tension \Oohi.ch 
occurs on larger guyed masts due to lateral vibrations. 
It also applies to bridge hanJers. iii) Speci:rrens'size 
for finding tre validity of extrapolation from the 
small scale tests to the larger length and dianeter 
strarrl. 

To aCXXJiplish the objectives of this 
investigation, a total of 21 tests had been carried 
out. From this total 12 axial fluctuating tension 
tests on 16mn dianeter stran:l, <~t = 16mn) with a 
relatively short length, had been carried out in a 
standard Amsler fatigue testing nachine. 'lhis test 
series was followed by three large scale axial 
fluctuating tension tests on 38nm dianeter <~t = 38nm). 
Finally transversally fixed ends berrling tests had 
been carried out on 38nm dianeter strarrl subjected to 
pulsating lateral m:JVeirents, carrying a steady axial 
load with and witlout insulator, within the test 
length. 

Dm'AITS OF SPff:IMENS 

Spiral strands as tlx>se typically used in 
socketed cable structures \~lere selected. The ~t = 16mn 
strand speci:rrens consisted of 19 irrlividual wires of 
~ = 3 .2mn; socketed both ends by British Ibpes in 
oversized sockets usin;r zinc :rretal filling to BS 463 
to their standard practice. The speci:rrens \\ere 736 mn 
long J::etween the faces of sockets and 1124 mn overall. 
'!bis relatively short length was dictated by the 
capacity of testin;r machine. The ~t = 38 mn speci:rrens 
consisted of a 92 wire of ~ = 3.5 mn semi-balanced 
oonstruction with an oversize kirv;r wire of Smn. They 
\\ere cut fran a 150m stay that was replaced after ten 
years service. 'lhe semi-balanced construction is to 
reduce the torque caused by an axial load. These wires 
\~lere made of five layers. The outer wires \~lere right 
hand laid over tre next t\<.0 layers, which \~lere left 
hand laid. 

For the axial tension tests the speci:rrens were 
6. OOm long bet~ pin centres, while for tre bendinq 
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tests; irx:luding t.h:=! .insulator tests, the length was 
irx:reased to 8.50 ni. Ona in-lire an:l three transverse 
tests were carried out cn SJ;eCirrens whid'l included a 
Dea:a Austin A 804Q .insulator within their lerigth. 

EXPERIMENI2U. SEI'-UP 

In this paper a short description of the 
experimental set-up is given. 'lbe full details of the 
specirrens and testing arrangerrents can be foum in 
refereoc:e [3, 7] . 

Fig. 1 - Exper.i.nental awaratus for 
axial and berxling tests. 

Axial tests on 16 rttn cable All the specirrens of 
this series were s$jected to oontrolled oonstant 
fluctuating cyclic tensile load using a standard 
Amsler tensile testing machine with a capacity of 
SOO kN, which was oonnected to an .Aros ler pulsatar. 'lbe 
specirrens ~e no.mted with the socket pins parallel 
and ~e oonnected by srort linking plates at each 
erd to t\\Q parallel 50 rttn pins, one in t:he fixed head 
of the machine and t.h:=! other in the noving head. 'lbe 
machine is equipped with a shock-cut which was placed 
on t.h:=! fixed platen adjacent to the socket. '!bis made 
it able to detect wire fractures an:l stcp the machine 
so that t.h:=! number of cycles oould be registered. 

Because of t.h:=! possible heat l::lli.lt-up in the 
test frequency was 4. 4 Hz except for sare of the 1~ 
anplitude tests, where t:l,rre was saved by running at 
8.8 Hz. · 

Axial and blmlin;r tejts on 38 rttn cable. For 
these tests a special experimental apparatus as s:oown 
in Fig. 1 was designed. For the axial flúctuating 
tensile tests the apparatus oonsiaed of a passive and 
active anchor , which ~e lx>th lx>lted to the 
laboratory' s 900 rttn prestressed ~ng floor. 'lhe 
specimens ~e loaded axially thl:ough the active erd by 

two SOO kN dynamic capacity Arnsler Jack.s fixed to a 
rob.lst frane, which noved on roller bearings. The 
hydraulic Jacks ~e suwlied with oil fran a ooupled 
pair of Arnsler pulsators. '.Ihese pulsators provided the 
desired xrean pressure on which a cyclic pressure at a 
desired frequency of 4.4 Hz was superi.nposed. Major 
alterations in specimen length were carried out by 
relocating the passive erd. 

For the berding tests the transverse cyclic 
displacexrent of 4. 4 Hz frequency was generated by an 
CHJC>sed pair of Arnsler hydraulic Jack.s with 110 rttn 
strcke. Ona Jaçk was oonnected to the pulsator while 
:he other provided · a steérly return · fórt:e fran a 



nitrogen oil pressure accunulator. 

ANALYSIS OF THE RESULTS 

lhe fatigue failure critei-ior for wire cable is 
nuch nure oooplex than tha4a def~ for continuous 
structures for whi.ch the crack p:rq:>agation criterion 
is awli.ed. lhe occurreme of an unacoeptable nU!lber 

· of wire breaks is o of the nost cormon criterion 
aà::pted for wire rope fatigue dernage assessment .All 
the tests in the invesi!igation had fatigue failure. at 
the cable-socket interface. First the wire failure 
started by the fracture of an outer wire adjaa:mt to 
the socket and then continued to the neighbouring 
wires in the sarne layer for the further cyclic applied 
load. lhen second, third and nore layers started to 
fail in the sarne manners until the final failure of 
the cable \otüch occurred when the numbe:~; of wires were 
rxrt: enough to resist the maxinmn awJ.ied load. lhe 
results for the in-line tests are sumnerized in Fig.2. 
As it can be roted in the axial tests the. number of 
cycles of a given n::>rninal stress range between 
fracture of the first wire and the final failure 
differed wi.dely between the strand sizes. For the 
large.r strands there was a bigger interval between 
initial and final failure even with a peak of 45% of 
the roninal ultirnate load (rul). Frorn a practical 
point of view the large number of cycles between first 
wire failure and overall failure in a large strand 
neans that there is a possibility of detecting dernaged 
cables by regular inspections witha.J.t endangering the 
integrity of the whole structure. 
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Fi~.2 - ~al tension test results 

Referring to Fig .3 it can be seen that the 
interval between the final fatigue failure arrl the 
fatigue frature of the first wire is o f greater nargin. 
This is to be expected since the flexural stress range 
for a given ànplitude will cUJTtinish as the outer wires 
break owing to a decrease in flexural stiffness, and a 
core of wires will sustain noderate steady axial load 
after long periods of vibration. 

It should be noted that there were instances 
in which failure occurred by the pull out of the 
strands frcm the socket for 16 nm specinens and at a 
large load range a socket jaw of a 38 nm cable 
fractured. There was insufficient evidence from which 
to draw conclusions al:x:ut the basis for the design of 
socketed ends to avoid premature failures of these 
kinds, but it tends to confirm the practice of using 
higher factors of safety for these elenents, canpared 
with conventional steelwork, in order to achieve, on 
average, similar reliability. 

ln the axial tension test with insulator, after 
3.1 x 105 cycles, the fracture of 12 wires started 
until the insulator dra\>b:>lt parted at 5.47x105 cycles. 
Based on the previous axial tests, the first wire 
failure for the applied load range in this test WJuld 
have been expected at 3 X 1 QS cycles and the final 
failure at about 1.5 x 106 cycles. 'l'hus, on the basis 
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of this single test, it WJuld appear that for the • 
insulator oot to govern the serviqeable for a 
cable-insulator system under IXJ.].sating axial load· 
early wire break detection ·is extrenely inportant, 
particularly as inspection of the• drawbolt itself ils 
difficult. 

ln the bending tests with insulator, the failure . 
occurred in the drawbolt. The ~tor was fixed 
directly to the arrlx>rage with ro internediate cable, 
which is oot exactly the case in practice. Analysis of 
these results suggested that in conventional usage of 
insulator the fatigue life is rot daninated by the 
insulator. 

The dynamic stiffness arrl the danping arising 
fran the hysteretic stress strain behaviour of the 
in-line tests were carefully neasured (3].The analysis 
of the results has shown that the danping in cable 
stayed bridges may be tw:> or three tines higher than 
for similar types of oonstruction with:>ut cables. 

'lliEDREl'ICAL PREDicriOO OF FATIGUE LIFE 

To predict the fatigue life to first wire 
failure in axial cases the brdren line as shown in 
Fig.2 in connection with miner's rule, for this type 
of cable can be used. Of course, further research is 
needed to validate this proposal. IbweVer it may give 
an in:lication of the order of darnage likely to occur. 

In the sarne manner the results of the bending 
tests may be used to produce approximate relationships 
between anplitude arrl rrumber of cycles to failure for 
tWJ particular nean tension. To estimate fatigue lives 
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for other values of nean tension and lateral 
displacerrent for strand of a similar type a netlxxl 
based on a consideration of bending norent generated 
at the clanped en:l of a cable as shc:'Mn in Fig. 4 may be 
used [8,9]. 

Fig. 4 - Wire cable nodelled as a beam-o::>lumn 
elenent. 

The m::m:mt .f.b at the clanped end due to the 
enforced displacenent Y0 is given by 

T.y0 .pi sinh pi (1) 

.f.b = [y (B-al -I] [apc-B sinh pc) + p (a-Bl 

where T, YQ, c arrl i are defined on Fig. 4 and 

a= (i-c) sinh pi ; B=i sinh p (i-c) 

Y= pi cosh pi- sinch pi ; p = (T/Eisl
0

•
5 



.. ... 

. ·"4 : . . ~ ,...·:-•• • : · . .. ·• 832 
... . ,. 

• 
·. . .. ~· .... , ·• . . ·e .· 

E Young's rrodulus of wire · .. [~l .. SiÍt~h St~."Wirrl Loadinq~'British Stamards 
Is effective second narent of area for bending .,. . ~ .. ~titiJ.t}.on, Lorrlon, .1972, Cp 3, Chapter V,Pãrt 2. 

• 

stiffness. . · .:·. : · ... • .· : ..;·~ ~· . 
In ronnal wire cable structures the i/Eis is high .: [-6):. ~Hsh s~;·steel, Concrete and <Xr!p)site 

and if the lateral load is applied fiO that · · .. . Çii,d9Fs~' ~ti$h Standards Institution, J!>rrlon, 
0.25 <c/! < 0.75 the pararreters p(t- c), p! and pc · ·. l9,ao-,.·~5 o, :part 10. 
ate greater than ten so that t:D:! exponental functions · · .-:··. : ·:. ' • 
are very large. Herx::e I>D can be given awroximately by [?1 H;;ll±?s, 'R.E. and Ghavani, K., "The Fatigue of 

0 5 
· ·: ·~crural Wire Strands". International Journal 

I>D = ~ 1.1 (Yo/c) (T .Eis) · (2) ' : .• · of Fatigue, Vol. 4 Apr. 1982. 

B::}uation (2) can be rearranged to give a ron-d.inensional 

fonn !>b· (Tu.Eisl-0. 5 = 1.1 tan 8 (Ks)0.5" (3) 

. ·.· . 
· . · [~] lti)bs, R. E. a,rrl Smith, B.W., "Fatigue·.: perforrna.n::e 

· of socketed tenninatio~t.O .structural ·- strarxls" 
;_. • ~. Instn. Cicil EngrS., Part 2, March 1983. 

:~ ... -. - . 
where e is a ncminal anplitude at the socket face as ... ·_-·-:r_~f Allen, H.G. ah:l B.llson, p.s., "Bachgrourrl 
shown in Fig.4 and Ks is the ratio of the rean axial . ' ·. l:uchling". McGraw-llill, J..orxion 1980 
force, T, to the rorninal breaking load, Tu, of the 
strand. 

The test results sffi~Ned that the fatigue of the 
cable deperrls cn t:D:! strain range and rot on the rean 
value of t:D:! awliéd strain. If the effective bending 
stiffness, Eis, of the cable -were indeed constant along 
t:D:! strand, it would row be possible to calculate the 
stress range in the outer wires of the cable close to 
the sccket. These assunptions -were first che<Xed 
against the ~r~tal recults by calculating valués 
of ~ (Tu.Eisl · fran equation (3) for different 
numbers of cycles to first wire failure satisfactorily. 
Furtl1er experillEntal study on other types and sizes of 
cables are needed before such a reth:xl could be used 
with any degree of confià:mce. 

CDNCLUSIONS 

The experillEntal study of the fatigue behavioor 
of scx::keted steel wire cable subjected to axial and 
bending cyclic loads has shown that: a) The fatigue 
failure occurs in the outerrrost wires of the cable. b) 
The fatigue life awears to be insensitive to the rean 
value of the applied cyclic load. This corresponds to 
the basis used for the fatigue design of welded 
structures in nost .of the recently written cedes which 
simplifies the design calculation for fatigue. c) The 
results can be used directly in fatigue assessrrent of 
bridge hangers, although nore tests are still required. 
d) The fatigue lives of bridge hangers urrler transverse 
displacarents may be sensitive to the degree of end 
fixity achieved in practice. e) 'lhe guy strain 
insulations are rot critical in the cable-insulator 
system, provided that sare flexibility is maintained 
bet-ween the insulator and the stay attachllEnt plates as 
is generally achieved by insertion of a length of 
cable. f) Further research sh::>uld be carried out to 
study the static strength and efficiency of . various 
types of steel wire cables with different end fittings 
and effects of corrosion on their behavioor. g) Tests 
should be carried out to study the influeoce of 
sinultaneous cyclic axial and bending loads on the 
fatigue behavioor of so<Xeted cable. 

REFEREN:FS 

[ 1] ''Wire Rope Handl::ook ~· Ieschen Wire Rope O?trpany, Saint 
Jose};Xl, r.t:>., 1971. 

[2] Baron, F. and Shen-Ying Lien, "Analytical studies 
of a Cable Stayed Girder Bridge~· Cc!!plter and 
Structures, N9 3 1973, pp.443-465. 

[3] Hobbs, R.E. and Ghavani, K., "Fatigue of socketed 
cables: In-line and transverse têsts on 38 nm 
spec1nens;" wyatt, T .A., Internal §ing of 38 nm 
specllleilS. 

[ 4] Cullinore, M. S .G. , "The fatigue strength of high 
tensile steel wire cable subjected to stress 
fluctuations of small anplitude. "Publications 32-1 , 
49-56, International Association for Bridge arxi 
Structurãl Eng. Zur1êh, 1972. 

to 



.. 

. . 
.. • . .. o. : . -~ -

VIII CO~~- S. J . Campos, S~ (Dez: tl98~ ,j·•·. :~~~: · ·; ···:. .. . • 

. .. . · · ..... ·· ,: . : . . . ., 
O~·Tiiiii§Tf'MATION OF.WEIBULL'S 

e 
· .PARA,M;~.rERs -~~ BRITil E MATERIALS 

• • . • .. , ., o 

... ':·.:.:_ .... . . . .. 
~ . , 

. . ·.· .·· • . ·'MARIO LEON 
·. - ~·)>ABLO KITIL 

])ojjPAR.TAMENTO DE INGENIERÍA Y CIENCIA DE LOS MATERIALES 

. ,. . UNIV~RSIDAD p~. CHILE , SANTIAGO, CHILE 

. ·; : . .. . ~ . 

Th.W woltk. h~ te:in ma.de. .<.n o ltd.vç~;:to..~how t he. d.<.66e.Jte.nc.u .<.n t he. ut.<.ma.Uon o6 
We..<.buU' ~ paJt.amU eJ!.-6 .<.n be.nd.<.ng u.t..<.ng·, Ôn the. one. ha.nd, a.n e.xa.c.t e.xpltU~.<.o n o6 the. 
c.umui.a-t[ve. pltO'ba.bilfty o6 6Jta.c.tu.Jte. dnd.-._ on 't.he. othe.Jt ha.nd, the. a.ppltox..ima.t.e. 6o!ZmU1a. 
c.a.f.eu.ta.te.d bllll;útg .:t;he. ~a.me. on the. u.n.<.a.xi.al c.o~t.a.nt ~t.Jtu~ - 6.{.ei.d. Folt c.ompa.Jt.<.ng the. 
Jtu ui..t6 the. Ch.<.~Squivt·e. tut ~ pe.Jt6o1!h!e.d, ut.a.bwh.<.ng t hu.6 t ha.t. t he. pa.Jta.me;te.M o6 a. 
u.n.<.n oJtm-~t.Jtu~ - 6-(.ei.d We..<.buU 6u.nc.üon e.xh.<.b.<.t , .<.n t he. ~e. o6 be.nd.<.ng, a.n e.JtJtolt on 
the. oltd.e.Jt on 100%. 

INTRODUCTION 

ln the first work (1] that studied the problem 
of estimating Weibull 's parameters in bending, and es
pecially in the three-point test, the expression for a 
uniaxial constant stress is employed for approximating 
the cumulative probability of failure. This procedure 
has already been discussed by Kittl and GUnther [2] , 
establishing that the differences in the estimation of 
the parameters differ by a factor of two or even more . 

ln a recent work Glandus and Boch (3] have used 
the sarne approximation i n order to determine the uncer 
tainty of the parameter m, called Weibull 's modulus,
as a function of the number of samples used in the ben 
ding test. 

This pàper is establishing the · differences in 
the estimation of Weibull 's parameters in the case of 
non-constant stress and especially in the case of 
three-point flexure, using on the one hand an exact ex 
pression for bending fracture [41 and, on the other 
hand, using therefor the approximate formula based on 
the uniaxial constant stress-field. In order to com
pare the capacity of the different formulas for appro
ximating these parameters there is performed the Chi 
Square test of goodness of fit of Pearson . 

THEORY 

According to Weibull 's theory (5], the cumulati
ve probability of failure of a brittle body is given 
by : 

F(\J) =·.1- exy [-~o J ~ [cr-(;<17; t)] cLV} 
v 

(1) 

1 ' where V is the Jolume unit 'of the sample, V is the 
body vo9ume, o i s the maximum t r actional or uniaxial 
compression stress undergone by the body at fracture, 
q (x, y, z) is the stress f i eld, f unction 0 is Weibull's 
specific risk function and is usually: 

' (cr-):: 
(2) 

o <f < \IL 
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where m, o0 are parameters and oL is the limiting 
stress below which there is no fracture. 

If we consider the case of a rectangular bar of 
length L, height h and width b subjected to a flexu
ral test with a fracture load P at the centre thereof, 
by applying the elementary flexure theory we obtain: 

'iJ=- 3 PL 
2 hhi 

Replacing (3) in (2) , and (2) in (1) we get 
pression developed by Kittl l.4] : 

[ lo h L ((J L )-m 
F c IJ) ::. i - ex r (_ - L ( m +.i) Vo úó 

i J<J/G .. t 771+1 I ~ 
x_ 1..(7-!) C(J 
~T/crL 7 

i 

(3) 

the ex-

(4) 

This equation (4} of the present work is difficult to 
use in order to find the parameters m, o0 and oL- One 
method for easing the mathematical treatment is choos
ing oL =O and then we have: 

Somet imes, authors use the following form for 
the cumulative probability of failure : 

(6) 

which is valid only for a constant uniaxial compres
sion or traction stress-field although equations t5) 
and (6) have the sarne estimators of parameters m, _ but 
the use of this expression for variable stress-f1eld 
is erroneous. 

• ... 
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ON THE ESTIMATION OF WEIBULL'S PARAMETERS UNDER FLEXURE 

ln order to estimate the parameters of the cumula 
tive probability-of-failure function given by the ex~ 
pressions (5), (6), there exist several methods with di 
verse degrees of precision and efficiency, studied in 
different works [1, 6, 7, 8). These rnethods are as 
follows: Least Squares Method (standard method and the 
method dividing the observations into three groups, 
which is recommended for use when the usual assumptions 
of the linear Models are not satisfied), Method of Mo
ments, Maximum Likelihood Method, which allows to cal
culate the uncertainty of parameters, Minimum Chi
Square Method, Adimensional Nomogram Method, etc. 

ln order to carry out the mathematical treatment 
of equation i4), the Minimum Chi-Square Method is dev~ 
1 oped [9, 10}. 

The Chi-Square function called x2 is: 

rXZ ~ -f, {I<;_ - TI pL, ( m) ij""o 1 CJ"í. j çr-;_) r 
/' -w (7) 

i.::.! -n 7L ( m, <l"õ1 GLj <r"i.) 

where the population is classified into r classes com
prising each ki elements, n is the number of trials. 
such as Eki =n and Pi is the probability of failure 
in the class i, Pi= Fi+1- Fi: 

ln order to find the Minimum Chi-Square Estima
tors it is necessary to minimize the x2 function given 
by equation (7). Then arranging the derivatives we 
get: 

-l.. 01~ = ~ r ki -11 'Pi + 
z_ e ~3 _t-...J (_ 'P· 

t::i L. 

( ki -11 'Pi/ Ç fJYz 
211 'P;. ~ f),pt.j 

= o 
(8) 

j ~ 1,2,3 

Where (a·) = (m, a0 , aL), therefore the estima
tors must be obÍained by solving the non-linear equa
tions system (8). Dueto the complicated nature of 
the cumulative probability of failure under flexure, 
it is very difficult to solve the equations system (8) 
using the analytical method, but it is possible to 
find the solution using the computational technique 
for reaching the minimum of the Chi-Square function (7). 
This technique is a mixture between an algorithm with 
backtracking and dynamic programming tha·t allows to 
find the solution of a problem through a discrete num
ber of steps. 

ln order to accelerate the convergence for large 
samples (n = 30), the second term appearing within bra
ckets in expression (8) is neglected, and in this case 
it is in general easier to solve the following non
linear system: 

r \ f k;, - 11 ri } 0 r~ __, fi\ • • = i 2 3 LJ . __ v)J 1/ 

i.::! ?(, 0ot.j 
(9) 

The estimators obtained by the Minimum Chi-Squa
res Method are asymptotically efficient and squared 
errors are consistent under quit~ general conditions. 

ln order to compare the efficiency of the diffe
rent methodst there were used data supplied by Kittl 
and GUn.ther 11) and consisting in a batch of 32 sam
ples of compacted cement paste. These samples are rec
tangular bars whose dimensions are as follows: length 
0.0635 m, width 0.023 m, and height 0.00577 m. These 
samples were broken applying the 3-point bending test. 

The results were compared using the fo1lowing me 
thods of estimation: Minimum Chi-Square, least Squa~ 
res, Moments -for the case of flexure- and least Squa
res, Moments and Maximum likelihood, using the formula 
of Eonstant stress-field. Tne Chi-Squares test was 
al so made for compari.ng the several methods and distr.i 
butions employed fo~ describing the behaviour of the 
materials. 

These results are shown in Tables I and II, 
which show evidently the necessity of using an exact 
formula of cumulative probability of fracture under 
fl exure, wi t ,h three parameters, for represent i ng the 
behaviour of Weibull material under bending, as it has 
already been pointed out by Kittl and GUnther (2] . 
Assuming that in ~he case of using · the approximation 
formula of cumulative probability of fracture for 
constant stress-field, the error commited in the esti
rn9,tion of the parameters m, a0 and al is from 60% to 
700%. 
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INTRODUCTI ON 

After Weibull 's fracture statistics were deve
loped for brittl e material s [ 1], further developments 
were made in order to improve the foundattons thereof 
r2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) . The particular cases of 
flexure, when the specific risk of fracture function 
--0{o}-- is known and has the Weibull form, are trea 
ted by Weil and Daniel [10]. When 0(o) is unknown 
and integral equations must be solved, several cases 
are treated by Matthews, Me Clintock and Shack (1lj, 
Evans and Jones (12] , and Kittl [13, 14, 15] . The 
surface, volumetric and interface brittleness are 
treated by Kittl (16]; the special case of the expan
ded ring is studied first by Evans and Jones and 
afterwards by Seshadri and Srinivasan [17] . When 
0(o) - is unknown and an integral equation must be 
solved the solutions are obtained in some instances 
by derivation and in other cases using a Taylor se
ries development that can be reduced in some cases 
to an Abelian integral equation. The object of the 
present work is to prove the existence and unicity 
of the specific-risk function; the integral equation 
of fracture statistics in the stress-field as well 
as the obtention of 0(o) for a rectangular beam and 
a round beam in flexure are solved too. The proof of 
the existence of the specific-risk function supplies 
an algorithm that can be used for the numerical solu
tion of the integral equation of fracture statistics 
and it provides a new general analytic solution. 

THE EXISTENCE ANO THE UNICITY THEOREM OF THE SPECIFIC
RISK FUNCTIONS 

The general equation of fracture statistics (1~ 
for a body subjected to some uniaxial stress field 
o(r) and composed of N materials distributed in V; 
volumes with S;j interfaces with an external surface 
Si o is 

{1) 

) ~i~ Lb[<l(r)]l cisii 
s~i r é s~.) 
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() ~ 5C.<i'"') = 1~ __._L_ 
i- F(~} 

5CQ"""); f(t~) >0 

s (o-) ) f-(a-) ==o 

(oà 

woere F(o) is the cumulative probability of fracture, 
0· is the specif~c risk of volumetric fracture for 
t~e material i, 0ti is the specific risk of fracture 
of the interface tietween the material i and the mate
rial j subjected to a tangencial stress t. 0~ is the 
specific risk of fracture of the interface iJ subjec
ted to a normal stress on• 0~ is the specific risk 
of fracture of the external surface 5; 0 subjected to 
a tangencial stress '' and ~ is the limit stress 
below which no fracture occurs, V0 is the volumetric 
unity and 50 is the surface unity. For a special 
stress o all the integrals are taken where the 0(o) 
are not null, on volume and surface functions of o 
and oL. To simplify we consider the integral equa
tion 

5 (cr-) = _L J )t [cr-(rl] cL V 
V o 

v re V (2) 

O~ a-(r) = <Jf(r) ~ G""" 

and consequently 

S (cr-) ~_L r j; [Q"f(r)] J,V 
Vo ) 

v· r E;. v 

o ~ f (r) ~ i 

(3) 
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For a given value of a the space V can be subdivided 
into sub-spaces V; where a has the a; values and the 
integral equation (3) can be replaced by a finite equa 
tion -

N 

5Ccr-)-= j_L 9[cr-fCrd]V;, (4) 
Vo 

L= i ri. é Vi, 

If the interval \rL ~~i S cr- is subdivided into 
.1W = (CI-<fi)/(tv-i) then the arguments are 

\lN= cr-J çr-N-i :: ~-ACI; ~AI-Z.:. Cl- Z.llcr •.. 

.•• Clz = <>L+ !lu; 'iJ. = CIL 
(5) 

and the volumes VN, VN-t• VN-2• ... Jz. V1 are determi
ned by means of the fol owing condit1ons 

~""w é VN ~-~a- .S f (r r.~) ~ A 
<l 

~:> 

rfJ-.1.. e VN-i ~> u-- 2 .1\l s f (rN-iJ .s. Cl- ~o- (6) 
<r (j 

-- ----- ----- - ----- -- - -- - --
Y'z e- Vz (::----) 

ri € vi <:;-----> 

The a 1 gorithm 

f (<!L) = 0 

G"L+ /1<1 ~ fCrz} s: 
<l 

~~ ~f(r-i) ~ 

ClL t2~(} 
() 

()L+ A\1 
Cl 

jt(r:rLtl.CJ)= ~ S(C!LtAcr) (7) 
'h 

f (r:rL + 2 .dCJ):::: Vo [ s c~L + 2 .1.1 <1)- 5 c~L + L1cr)] 
Vz 

p((JL-t JAcr)= ;&r_s(G""L+3~u)-,$(~+ZI.1crB 
V3 L 
---- ---- -- - - -- ---

p(<r-!Ja-) = ~[5(<r-Acr~)- §(<J-2Acr)] 
1/N-! 

f1Ca-J = _:&[sccr-)- sc<r-J1<J)] 
v~~ 

verifies the finite equation (4) and at the limit the 
integral equation (3). ln this way there is shown 
the existence of a solution for integral equation (3) 
and by extension for equation (1). This solution can 
be with a finite number of discontinuities, but we 
supposed that it is continuous with an infinite num
ber of derivatives, which implies the possibility of 
a Taylor development. If we suppose .J:t}at J~'?[e 
exist otJJ(~ solutions for equation (1), ~,; , f!J.:' · J 

l{f'" -' ffq ano~her equation of type (1)' is ve~ified 
ano by suotract1on we get 

o = i ~ J t Av [ <~ ( ~ 1.]- ~*v [ <l' C r l J 1 cL V~_ 
C- vi. r e Vt_ (8) 

+ 1 " r r,<?;{ 1 *~ ~ 5o~ jt'ij b(<r(rJJ -!{j ~~[<I"(rl]l\ d5ij 

L<j ~J r E sij 

+ ! ~ f r~~ ÍY'k(r J]- ~~T/[Ci"-n(rJ] 1 cLsiJ' 
O • , l LJ J 

Ll 5· 5 , -7 . ~.j· re i:.J 
t,<;;J 

+ 1 \' ( so ~ J [~:{~[a-Cr-JJi-fi:l;{z;Ccr-(rJJj}cLsio 
s,o rf;5zo . 

Equation (8) is valid only if 

yfv ~ J4*v / ~: = ;1;[; 

9{: = ~;~ ; ~z: =- F{: b 

(9) 

because the specific-risk function is always positive. 
Thus there does exist one, and only one, solu

tion for the basic integral equation (1) of fracture 
statistics. 

SOLUTION OF THE INTEGRAL EQUATION OF FRACTURE STATIS
TICS lN THE STRESS-FIELD SPACE 

The arithmetic process of the preceding section 
can be put into an analytic formas follows. Conside 
ring only the volumetric component of integral equa; 
tion (1) we get the following integral equation: 

$(u) = l_ ( p[CJf(rl]cLV 
Vo J ,, (10 ) 

V r"' v 

O~f(r)~i . 

If we take as a new variable the argument of the un
known funct ion of(10) we have 

L= cr- f(r) 

clf = ~ :: d r a cL f . d. r = / ~ r a c!f) cL fn) 
lf' 

lqraclf/=/(~)z +(~)z ~~Y 

c!n = cil:. l 

~ ~.-~-)z-+(-~-Y )-'+-(~---,r-' 

Thus we have partitioned the stress field in such a 
manner that to each stress subdivision dr it corres
ponds some differential volume dV given by 

ctv:cLL.Í cts 

<r 
1 /~N~J'·c~f (12) 

:: J; S (~ler) j r é f (r)== ;= 



where S(r/o) is a general function of the partition 
of the field. Hence taking into account (12) the in
tegral equation (10) can be written. 

The second term of equation (13) shows that the inte
gration is according to Riemann-Stieljes [18, 19]. ln 
this way the ~eneral sRlution of equation (13) is 
0(a) = V0 [d~(o)/dV(o)J as in (7). 

ln this manner the integral equation (10) is 
transformed into another one on the stress field to 
which the body is subjected; of course S( r /o) is de
pendent on the geometry. 

As an example, let us consider here the case of 
some rectangular beam loaded at the centre and whose 
length, width and height are L, b and h, respectively. 
The stress field in the beam is: 

(14) 

o ~ x ~ ljz i O~ y ~ 11/z i O ~ z ~ ~ 

ln this instance the function f, its respective par
tial derivatives and the differential surface to be 
replaced in (12) are 

f (x,y1 l) = ~(f 
L h 

' 2f-= LJ X ~~ii 
rox Lh I 0y L h I 

?-f.;:: o 
0z= (15) 

t' = 0ti._9x ::L 
rJfj9y X 

d-s := b h -+ i l' c1 x = 
and hence (12) gives 

h/2 

S (Ljcr) = 2 f Lbh J;( ~ 
r~ ~ x 
lã= 

.k.. v x 2 + t 2 , clx 
X 

l/oh l-n (cr/~) (lG) 
2 

Therefore the integral equation (13) becomes: 

(17) 

o 

Differentiating twice and rearranging, the solution 
of integral equation (17) is 

that is a result already obtained by Kittl in (13) . 

SOME INTEGRAL EQUATIONS OF BRITTLE MATERIALS UNDER 
FLEXURE 

·. - ln the case of a rectangular beam, of length L, 
heigth h and width b subjected to a fracture load at 

839 

the centre thereof, in accordance with work [13] we 
obtain the following integral equation for volume 
flaws 

that can be solved through a simple derivation, and 
then the solution is given by equation (18). Taking 
into account the l~teral effects, considering surface 
flaws and work [14J we get the following integral 
equation 

c:r 
$(cr}= ~ ~ J f(!)cL5 

o 
cr ~ (20) 

i- ~: ~ f ~! J I C 7 J J 7 
o o 

that can be reduced to a Bernoulli differential equa
tion, the solution being given by 

q-

ri(a-)- 5o l. f ct 
I - Tr cr 1 + h/b o cli 

< [7 ~ [ 7 ~ ( 7)] 1 7 h/b cL 7 
(21) 

Considering the case of a load applied at two 
points equidistant from the centre of some rectangu
lar beam, and work [13], we get for volume flaws 

cr 

5 C (J J = ~~v~ ! ) í C 1) J 1 (22) 
o 

that can be solved through a simple derivation, and 
the solution is thus 

(23) 

Taking into account lateral effects,considering 
surface fl aws and reference r14] we have 

cr-5 (cr) = Lb p(~r) + lli .l \ p ( 5) cL 5 
So So cr) 

(24) 

o 
that can be solved as integral equation (20) and the 
solution is given by 

(25) 

Considering the case of a round beam of radius 
r and length L subjected to a load applied at the ce~ 
tr.e thereof, and ta ki ng i nto account the work [13] , 
we obtain the following integral equation for volume 
flaws 
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5Ca-J = 
2~;' t jfU7a-) v'i-7'' ci7 "'- ~ (26) 

<> o 

Through appropriate changes of variable th·is eq~aqon 
can be reduced to an Abelian inte~ral equation L20J ; 
the solution of t~is equation (26), in accordance 
with reference [15j, is given by 

PCCJ):: ~ 
IT Lr 2 

q-

.4_ [a-2 r L 
cttí b cLI 

, [ ~ ~r i !>C7Jlj 1,;?7
,.] 

(27} 

Taking into account surface flaws and reference 
[14] we get 

ii/2 '-/z 
s(o-}:: ~) r I( ZX<J~Í17 ú-) cixcLoc_ (28) 

o o 

that can be reduced to an Abelian integral equation 
as equation (26} whose solution in keeping with refe
rence [15] is 

a-
i(rr)= }o sL r a-2 í cL [ 5 (()] _b __ J (29) 

li Lr ci<r L ~ CfJ fcr-9 J 
ln the case of a load applied at two points 

equidistant from the c~ntre of a round beam, and con
sidering reference [13J, we obtain the following in
tegral equation for volume flaws 

L 
5Ccr)~ z~;2 )!Ctr) /1-~~,J7 

(30) 
o 

By means of appropriate changes of variable this inte 
gral equation can be reduced to an Abelian intearaí 
equation whose solution is, in keeping with work Ll5]: 

<r 
/Cçr-) =- Y2_ a- í sL 

IT Lr2 i ~7 
xf_L st C7~5C7)]Z~ 

L 7 7 Jv~~~71. 

(31) 

Taking into account surface flaws and work [14] 
we get 

o/z 
5 C CJ) = Z L r í f ( cr- s; TI ~) cL oL ( 32 ) 

50 ) 
D 

that can be reduced to an Abelian integral equation 
as equation (30} and whose solution is, according to 
reference [15]: 

a-
fb(CJ) = ~ <J r A.. cy, c 7)] ~ (33) 

ITLr i rL/ ViCf 
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ON THE UNITY OF PLASTIC Fl-OW AND FRACTURE 

WITH HEAT AND MASS TRANSPORT PROCESSES 
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INTRODUCTION 

The close relation among the various forms of 
transport processes is well known. It is recognized 
that mass transfer (diffusion), heat trartsfer by conduc
t i on, momentum transfer in viscous flow are controlled 
b~ sto~hastic physical processes: the corresponding 
~1ffus1on, heat transfer, and viscosity coefficients are 
1nterrelat~d. It is the purpose of this communication 
to show that time dependent plastic flow and subcritical 
crack propagation processes are also controlled by the 
sarne stochastic physical processes and that they are 
full .members of the family of transport processes. Con
cl~s1o~s on ~he consequences of this in engineering ap
pl1cat1ons w1ll also be presented. 

DISCUSSION 

Both plastic flow and fracture ' are the macroscopic 
~esultants of consecutive atomic bond breaking and heal-
1ng steps. When the breaking and healing rates are 
equal and the atoms acquire new neighbors as the conse
quence of this step pairs, plastic deformation occurs; 
an example of this is the typical dislocation movement. 
When the breaking rate is greater than the healing and 
bonds are re-established among the sarne atoms, the' 
m~croscopic observation recognizes that crack propaga
tlon.occurred .. The rate of atomic bond breaking and 
heal1ng steps 1s controlled by the vibrational amplitude 
of the atoms and this is a stochastic process. Recog
nizing that the amplitude is a "measure" of the instan
taneous energy state of the atom, the transition of this 
energy is immediately perceived .as the elementary step 
of conductive heat transfer. The resultant stochastic 
breaking and bond healing steps are identical to the 
diffusion (particularly, self diffusion) steps. Plastic 
deformation and fracture is perceived, therefore as a 
"synergistic" combination of heat (energy) and m;ss 
transfer. 

The average rate of the individual steps can be 
descri bed, r'i gorous ly, by the rate constants. The bond 
breaking rate, kb' is 

kT 6Gb 
kb = h exp(~ kT) 

+ kT 6Gb - Wb 
= -h ex p ( - ___:::..,...........=:. kT 

where k and h is the Boltzmann and Planck's cons
~ant respectively; T is the absolute temperature; 6G 
1s ~he ~andomly fluctuating thermal energy ; 6G* is the 
act1vat1on energy, the energy needed to break the bonds· 
and W is the mechanical energy, contributed to the ' 
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bond brea~ing by tne applied load. The healing rate is 
expressed by the rate constant, ~· as 

k.T 6Gb 
~ = h exp(- kf ) 

kT 6Gh + Wh 
= ~ exp(- kT 

where l!Gh is the random thermal energy needed to 
brlng_atoms clo~e e~ough for recombination healing; 
l!Gh 1s the act1vat1on energy of healing; and Wh is 
the work performed on the applied load while the hea~
ing proceeds -note that its sign is opposite to that 
of wb . 

Because the steps are random occurrences, their 
aggregate result (the movement of dislocations, jogs, 
etc., in plastic flow; or the movement of the crack 
tip, that is, the crack growth) is a random variable. 
ln other words, instead of a single valued relation 
between strain rate and stress in plastic flow, or 
crack velocity and stress intensity factor (or J
integral, C*, as the case may be) a probabilistic 
strain rate or crack size distribution results. This 
is always the case: the physical process is probabi
listic. 

ln the following, for the sake of simplicity of 
presentation, both plastic flow and fracture will be 
r~ferred to by _the single notation of crack propaga
tlon. Express1ng then the process as a probabilistic 
quantity, the probability that a crack grows from size 
a - 6a to a during the time t and t + 6t is 

w(a- 6a, t), 

where 6t is long enough to have a large number of 
steps, but still short enough that the average crack 
size growth is small. The transition probability is 
expressed as 

1j1 (6a, 6t); 

this is the probability that the crack grows from a-6a 
size by as much as 6a during the time interval t 
to t + 6t. Then, the probability of observing the 
crack size a at time t + 6t is 

w( a , t+6t) = w(a- 6a,t) 1j1(6a; 6t) d(6a) (1) 

Note that this statement implies that the process de
pends only on the instantaneous values of the physical 



842 

parameters, k, and is entirely independent of the pre
vious history; stochastic processes of this type are 
considered Markov processes. 

Equation (1) can be expanded in the form of T~lor 
series expressions. Accordingly, 

+a> 2 

w(a,t) + ;~ llt = f [w(a,t)- ;~ M + t~t~a2] 
-., 

[1jJ(a;t~t)- ;! M + t ~ t~a 2]d(M) 1 
where 

+a> 

f M ljJ(a;llt) d(M) = < M >average' 

and 

+a> 2 f lla 2 ljJ(a;M) d(M) = < lia >average 

aw aw 1 2 a2w -- llt = - < t~a > -- + - < t~a > ~ at average aa 2 average aa 

_ L <lia> + L< a2> aw 
w aa average aa 6 average aa 

1 a2 
+-~ < lla 2 > w 2 aa average · 

Hence 

~~ llt =- ;a (<lla>av. w) + t fk (<M2>av. w)' (2) 

and is recognized as the Fokker-Planck equation of 
transport processes [1]. It is the most general form 
for heat and mass transport in one dimension: it is 
the fundamental equation of fracture and plastic defor
mation. 

A few notes are in place. The mathematical tran
sition from the description of the behavior of the 
physically more satisfactory discrete model of the wide
ly used Fokker-Planck equation of transport processes 
limits the validity of the differential equation type 
expression to small values of (~- kh)/(~ + ~). 
Also, it is to be noted that the first and second mo
ments, <a>av. and <a 2>av. can be expressed in terms 
of physical quantities. Accordi·ng to Appendix (2) 

< a > = - a(k - k ) av. b h 

and 
< a2 > = a2(k + k ). av. b h 

The generalization of Equation (1) and the averag~ 
(the first and second moments) will be reported else
where. 

It follows from the concept of stochastic proces
ses that < a > , being related to the expectation av. 
value, gives the equivalent of the deterministic veloci
ty of plastic strain rate (or dislocation velocity). The 
variance related <a2> expressing the spread of the av. · 
distribution, specifies the errar inherent in all con
ventional dterministic theories. These two values, 
therefore, have far reaching engineering significance. 

APPENDIX 

(1) ln previous publications ~-10] the propagation of 
cracks in the discrete structure of crystalline materi
als was discussed. An argument similar to this applies, 
clearly, for the movement of dislocations, jogs, point 
defects as well, because the essential elements are the 
sarne: the random breaking and healing sequence of bonds. 
The description developed in [2] is physically and mathe
matically rigorous; the evaluation is rather cumbersome, 
however, when a large number of steps have to be consi
dered. A mathematical transition to the longer term 

(large number of stepsl uebavior is feasible by trans
forming tbe random walk. expression [2] to a differential 
equation formulation. · 

(2} The random wal~ analysis describes the probability 
of crack tip movement by a distance lla over the time 
ll.t as 

1 [t~a - a(kb - kh)t] 2 
\jJ = 1. exp{- ~. J I L . L I , ~ } • 

[211 a2(kb + /z.h}õt] 

In this expression the transition probability ljJ is 
independent of the location of the crack tip. The ex
tension of the analysis to crack-size dependent transi
tion probability will be presented elsewhere. 

(3) It is to be noted that the integration in Equation 
(1) is carried out with respect to lla. The reason for 
this is that in the real, discrete, atomic structure 
the probability distribution at t + llt is described as 

w(a,t + llt)- ~ w(a- t1ai,t) ljJ(õa; llt) 
1 

hence, integration is for lla; and for all lla. Ac
cordingly, the limits are from -., to+ ., . 

(4) The interpretation of Equation (1) is facilitated 
by the Figures. 

Figure 1 illustrates the distribution of crack 
sizes, a, at time t. Cracks grow, during the interval 
t to t + llt by the distances tla, from the size 
a - tla to a, with the probability of ljJ(lla; llt) as 
represented in Figure 2. Hence, the product of the 
fraction of cracks of size a - lla, at time t, is to 
be multiplied into the probability of growing by tla 
during the interval llt 

w(a- tla, t) ljJ(lla; llt). 

For further clarification, compare this line of thought 
to the corresponding discrete structure formulation in 
Appendix (3). 

~ 
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Figurel. The probability distribution 

function of crack sizes at time t. 
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Figure 2. The transition probability, w. during 
the time internal àt as the function 
of crack size growth àa. 
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INTROil.JÇÃO. 

Os vários modelos estatísticos utilizados em teo
ria de fratura frágil, tiveram suas origens no traba
lho de Griffi th [ 1 J , que afirma ser a ruptura do ma
terial determinada pela existência de falhas no inte
rior do mesmo. Então, há uma distribuição de resistên
cias quando submetemos vários corpos similares consti
tuídos de um mesmo material, a uma mesma força, signi-

' ficando que diferentes intensidades de força são neces 
sárias para a fratura. -

Se considerarmos que as falhas estão distribuídas 
de maneira aleatória, com uma certa densidade por vo
lume, então a formulação estatística do problema se 
torna mais evidente. A resi stência poderá ser determi
nada ou pela falha mais crítica (o anel mais fraco), 
ou pelo encadeamento de um grupo de falhas. 

O modelo que mais tem obtido sucesso, seguindo os 
princípios acima, e o modelo do "anel mais fraco". do 
qual se origina a distribuição de Weibull [ 2 J . Mas, 
o modelo do encadeamento de falhas, representado pela 
distribuição de Gauss [3] , e outras derivadas dela, 
também fornecem resultados muito bons segundo alguns 
autores [ 4 J . 

Em um estudo preliminar [5 J , lo~o confirmado em 
detalhes [ 6 J , concluimos que em fle:x:ao a função de 
Weibull descreve melhor os ensaios, já em compressão a 
função Lognormal 2 Parâmetros e melhor. 

Vamos analisar agora detalhadamente o caso dos 
ensaios de flexão, estimando os parâmetros QMetodos 
Estatísticos de Quadrados Mínimos , Máxima Verossimi
lhança e Momentos) das várias funções de distribuição 
de probabilidades (Normal, Lognormal 2 Parâmetros, Lo~ 
normal 3 Parâmetros e Weibull), e então medindo o ajus 
te (!Método de Kolmogorov-Srnirnov e Qui-quadrado) de ca 
da uma das curvas obtidas. -

Na parte experimental, faremos uma aplicação prá
t i ca do estudo teórico sobre os resultados de ensaios 
de flexão efetuados em bastões de vidro comum, deter
minando para este material que mecanismo de fratura 
atucu. 

TEORIA. 

FA:l-o de distribuição de ~obabilidades de Wei-
bull. rma comumente emprega para a referida-aiS-
tr1buição no caso da flexão e a mesma utilizada em 
tração pois, como foi mostrado por Medrano [ 7] , are 
lação entre as tensões de flexão e tração é dada por -
um valor constante. 

Logo, utilizaremos 
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(1) 

Onde m e uma medida da dispersão dos vários valo
res de tenSões máximas de flexão cr. , a uma constante 
de adaptação escalar, V o volume 1 0 da amostra en
saiada e V um volume unitário. 

No 0 método de estimativa de parâmetros por qua 
drados mínimos lineares, linearizamos a equação (1) a:: 
plicando duas vezes o logaritmo natural: 

(2) 

Portanto, 

ln Y = m(lncri) + C . (3) 

0nde, 

e (4) 

(5) 

Se plotamos em um gráfico logarítmico Y versus 
ln(a.), obtemos uma reta, permitindo o conhecimento 
dos 1 estimadores m, coeficiente angular da reta, e 
ô , parâmetro de localização da curva. 

0 Observa-se que para o procedimento acima e ne
cessário ainda associar-se a F(a . ) uma probabilidade, 
utilizaremos em nosso estudo 1 aquela recomendada 
por Kimball [ 8 J : 

F(a.) = i-(1/2) 
1 n 

(6) 

n - número total de ensaios. 
i - Índice ordenador dos ensaios. 

No métoáo de estimativa de parâmetros por máxi-
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ma verossimilhança, trabalhamos com a função densida
de de probabilidade obtida de (1): 

f(oi) V m 
Voo o {

o. m-1 

a:) · exp l ~ (:f]·C'l 
A função de máxima verossimilhança e: 

m-1 l m 1 n V a. V a. 
L (a i ; m, o o)= . II V a m (a 1) . exp - V (a 1) . 

1=1 o o o o o 
8) 

Após logaritimarmos a equação (8) e deri 
varmos em relação a cada um dos parâmetros a
serem estimados, obtemos o seguinte sistema 
de equações, que pode ser resolvido pelo méto 
do de Newton modificado [9] : 

m ( n 
_ y_ ~ (cri) ln cri) !!. + z: ln (o./ a ) = o m i=l 1 o Vo i=l 0 o 0 o 

(:J. o. 

(S) 

Vm n 
(lO) -nm + - z: 

vo i=l 

Pelo método de momentos obtemos as se
guintes equações [10] : 

(
v )1/m 

Ml = ao r gl . (ll) 

2 o 2 

{
v )2/m 

M2 = 0 o v (g2-gl ) · (l2) 

Onde, 

gi = r(~ + 1) com (13) 

1"" -t x-1 r(x) = e t dt , x e R. 
o 

(14) 

M1 e M2 são os dois primeiros momentos ~ 
mostrais. 

Substituindo (11) em (12) obtemos: 

g2 
gl 

M2 . 
1 + -2 

Ml 

(.1 5) 

Resolvendo (15) obtemos m, que aplicado 
em (11) fornece ô . 

Vamos agora 0 aplicar o método de quadra 
dos mínimos não lineares sobre a equação (1)~ 
Logaritmando uma vez obtemos: 

ln[l - F (o i)] 
v -v-

o 
{:~) m (16) 

Este método consiste em minimizarmos a 

soma: 

n ( 2 
S = E y. - y(a.)] 

i=l 1 1 
(17) 

onde definiremos 

y i = ln [1 - F (a i) J (18) 

e 

V (') m y(oi) = - V ~ · 
o 0 o 

(19) 

Aplicando sobre (17) o método computacio 
nal de Bem-Israel [1~ encontramos os estim~ 
dores procurados. 

Função de Distribui~ão de Probabilidades 
Normal. A função densida e de-probabilidades 
e dada por: 

f(oi) 1 
exp (- 1 21 - (o -a 2Var2 i m) · (20) ffivar 

Var - segundo momento amostral. 
am - primeiro momento amostral. 

Os estimadores neste caso, pelo método 
de máxima verossimilhança, são: 

1 n 
a = - l: a. • (21) 

m n i=l 1 

2 1 n - 2 (2 2) Var = --1 E (a.-a ) • 
n- i=l 1 m 

Função de Distribui~ão de Probabilidades 
Lognormal 2 Pãrametros. função densidade de 
probabilidades neste caso é: 

f(.o i) 1 [ exp -
V ar a i ,.!21f' 

(lno i -om) 
2
] (23) 

2Var2 

Os estimadores por máxima verossimilhança 
são dados por: 

1 n 
a =- r ln(o.) ( 2 4) 
m n i=l 1 

1 n - 2 (25) Var 2 =- E (lno.-o ) . 
n-1 i=l 1 m 

Função de Distribui~ão de Probabilidades 
Lognormal 3 Pãrametros. função dens1dade de 
probab1l1dades e: 

1 { ~ n (a i- 6 ) -a m] 2
} 

f(o . ) = exp- . 
1 (o.-S)a ffi 2a 2 

1 (2 6) 

Pelo método de momentos obtemos as seguiQ 



tes equações (12] : 

Ml ê + exp(ôm)+ (l/2)â 2 • 

-2 
M2 = exp(2ôm + â 2 )(e0 -1). 

Se identificarmos 

B = 

-2 

M 2 
3 

M 3 
2 

e também ea por w, temos: 

B = cw-l)(w+2) 2 . 

A solução explícita de (31) e: 

c 2 7) 

(28) 

(30) 

(31) 

+ 

- 1. 

(32) 

M1 , M2 e M3 sao os três primeiros momen
tos amostrais.Logo, conhecemos o valor de B. 
De posse do valor de B, basta resolver (32) 
para obtermos â. Com â resolvemos (28) e obte 
mos âm. Finalmente, com â e âm resolvemos (21) 
obtendo ê. 

EXPERIMENTOS. 

Ensaios de Flexão em Três Pontos. O mate 
rial escolhido foi o vidro comum, disponível 
no mercado sob a forma de varetas com 1,5 m 
de comprimento. A escolha deste material foi 
devido à facilidade de obtenção, às suas boas 
qualidades (homogeneidade e regularidade di
mensional) e ao baixo custo. 

A distância entre os apoios inferiores, 
nos ensaios, foi de 10 vezes o diâmetro da a
mostra. Trabalhamos com 3 diâmetros diferen
tes, pois esperamos obter alguma relação en
tre o volume da amostra e a resistência do ma 
teria!. Também, preparamos para cada diâmetro 
um lote de 30 amostras. 

Como sabemos da teoria da elasticidade 
[13] , a tensão máxima suportada pelo corpo 

poae ser obtida a partir de: 

3 PmL 
-z-

lfr3 

(33) 

Pm é a força máxima suportada pela amo~
tra na ruptura, L a distância entre os a
poios inferiores e r o raio da amostra cilín
drica. 

Nas tabelas 1,2 e 3 podemos observar os 
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resultados dos ensaios, com as tensões- máxi
mas dadas em MPA. 

85.5 129.7 83.8 122.6 78.3 97.5 
88.2 130.6 93.6 125.5 80.5 98.5 
93.7 134.9 94.6 126.7 85.2 98.8 
96.0 135.9 102.5 129.6 87.1 98.8 
97.7 136.8 104.9 132.0 87.8- 102.5 

105.9 140.7 106.2 133.4 88.1 103.8 
112.9 142.1 113.1 134.9 88.4 106.6 
117.5 142.3 114. o 135.4 88.4 107.9 
120.2 142.5 116.1 135.5 88.7 107.9 
121.3 144.0 116.8 139.6 89.0 108.2 
123.1 148.4 117.3 140.0 90.0 112.9 
123.8 148.7 119.4 140.2 92.8 113.2 
124.3 159.4 121. o 141.7 93.4 117.3 
125.9 161.7 121.8 142.6 95.3 122.7 
127.1 164.0 122.4 147.4 97.5 122.7 

Tabela 1. 
am(MPA) 

Tabela 2. 
am(MPA) 

Tabela 3. 
om(MPA) 

Diâm.=0.385cm Diâm.=0.445cm Diâm=0.630cm 

Resultados das Aplicações dos Métodos Es 
tatísticos Sobre os Dados Obtidõ"s."" varoos lis::
tar os parâmetros estimados um a um. Na tabela 4 teiOOs 
o parâmetro m de Weibull, estimados pelos diversos mé
todos. Na taoela 5 temos o Earâmetro â de Weibull.Na 
tabela 6 temos todos os parametros das0 funções Normal 
(N), Lognormal de dois parâmetros (LN2P) e Lognormal 
de três parâmetros (LN3P). Na tabela 7 temos os resul
tados para os sraus de ajustamento de cada função es
timada, pelo metodo do Qui-quadrado, e na tabela 8, pe 
lo método de Kolmogorov-Srnirnov. -

Utilizou-se a seguinte simbologia, simplificando 
os termos utilizados: MV, método de máxima verossimi
lhança. M-1, método de momentos. ~. método de quadra
dos mínimos lineares. q.mL, método de quadrados mini-
1110s não lineares.Med, média (primeiro 100mento aroostral 
da distribuição considerada). Var, variância (segundo 
momento amostral). Tet, terceiro parâmetro da função 
de distribuição Losnormal de três parâmetros. v1, vol~ 
me correspondente as a100stras de diâmetro igual a 
0.385 cm. v2, volume correspondente às amostras de,di~ 
metro igual a 0.445 cm. V3 , volume correspondente as 
amostras de diâmetro igual a 0.630 cm. 

vl 

v2 

v3 

9.65 9.15 8.79 9.00 

8.65 9.92 8.72 9.92 

Tabela 4 - Parâmetro m de 
Weibull. 

vl 
v2 105.21 104.14 103.56 103.82 
v3 93.06 94.09 91.80 94.15 

Tabela 5- ~~~!~o â0 de~1~bull. 

Tabela 6 
Med~l27.49 Med~4.83 Med~ 5 .. 32 Tet=-78.86 
Var= 21.16 Var=0.17 Var= 0.10 

Med=l22.49 Med=4.80 Med= 4.46 Tet= 34.36 
Var= 16.02 Var=O.l4 Var= 0.18 

Med= 98.33 Med=4.58 Med=4.43 Tet= 13.29 
Var= 11.92 Var=O.l2 Var=O.l4 
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vi -~ ~ DIST. 

MV x2=42% x2=75% x2= 2% Weibull 

M4 x2=42% x2=66% x2=13% Weibull 
q.@. x2=75% x2=66% x2=16% Weióull 

00 x2=42% x2=66% x2=13% Weibull 

MV x2=36% x2=26% x2=22% Normal 

MV x2= 5% x2=75% x2=42% lli2P 

M4 X2=20% x2=30% x2=16% lli3P 
Tabela 7 - Valores dos ajustes por Qui

quadrado. 

v. v. 
MV 0.063 o. 5 .13 eJ.bu 1 
M4 0.060 0.056 0.145 Weibull 

q.fnL 0.064 0.060 0.103 Weibull 
q.1L 0.058 0.055 0.150 Weibull 

MV 0.082 0.188 0.635 Normal 
MV 0.116 0.090 0.102 LN2P 
M4 0.098 0.095 0.098 LN3P 

Tabela 8 - Valores dos ajustes por Kolmo
gorov-Smirnov. 

Discussão dos Resultados. Para o parâmetro m de 
Weibull e de se-e5perar que se· houver acordo com-o 'mo 
delo do anel mais fraco", todos os valores deverão co:: 
incidir, ou serem próximos, mesmo havendo variação no 
volume do material ensaiado. Isto se deve ao fato de 
que este modelo já envolve correção para variação de 
volume. Na tabela 4 podemos perceber um certo acordo 
entre os dados obtidos, para um referido volume (por 
exemplo v2), vemos que todos os valores obtidos pelos 
diversos métodos estão bem próximos. Fazendo uma mé
dia (8.53), todos os outros resultados não apresentam 
diferença maior que 18% deste valor médio. Se compa
ramos dentro de um mesmo método notamos outro resulta
do, os desvios maiores são menores que 15% dos valores 
médios correspondentes. 

Também, para o parâmetro a , se for seguido o re 
ferido modelo do anel mais frac8 (ruptura a partir de
uma única trinca), deveremos obter um valor práticamen 
te constante, apesar da variação de volume das amostras 
ensaiadas. Fazendo a mesma comparação feita para o parâ 
metro m, observamos que os dados da tabela 5 apresen- -
tam razoável semelhança. Para o volume V , pelos diver
sos métodos de estimativa, este parâmetrb não apresen
tou variação maior do que 1% do valor médio (104.18 -
MPA). Já para um mesmo método, as diferenças com os va 
lores médios não passam de 6%. -

Na tabela 6 temos os parâmetros das funções da fa 
mília da Normal. Observamos uma queda da média com o -
aumento de volume, sugerindo que este aumento de volu
me propicia o encadeamento de falhas. 

Nas tabelas 7 e 8 temos as medidas dos ajustes de 
cada uma das curvas obtidas. Notamos que uma prática- , 
mente confirma a outra, ou seja, aonde se percebeu ma
ior acordo com o modelo sugerido se obteve bons resul
tados em ambas as tabelas. Verificando globalmente no
tamos que os melhores ajustes ficaram seguramente com 
a função de Weibull, com os parâmetros estimados por 
quadrados mínimos não lineares e quadrados mínimos li
neares. Observa-se que a Lognormal de dois parâmetros 
também forneceu bons ajustes. 

CONCLUSÃO: 

Do que foi discutido podemos concluir que as ten
sões máximas de flexão, obtidas nos ensaios com vidro 
comum, são melhores descritas pelo "modelo do anel ma
is fraco", confirmando a independência dos parâmetros 

~ e ~o da função de Weibull com o volume da amostra en 
saiada. 
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TENACIDAD A LA FRACTURA EN LA 

REGION DE TRÁNSICION DUCTIL-FRAGIL 
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HIPOLITO L. TOLOY, LEMIT-CIC 

REStMN 
Se lte.a.UzaJt.on enMIJM de Tena.cúiad a lã FJtt:tctWLa. a fu.ti.n-ta6 tempeJul..t:ultlU IJ c.on 

cii.6eJLenteA UpeAolteA en la zpna. de .:óuln.h-i.u6n dúctil- 6Jtá.gil c.on ac.eJLoa ATST 1045 IJ 
20MnMoN-i55, eAte úU.úno u;t;..ilizt:tdo en Jteup.<.enteA a plteA-i.6n de c.e.n..tlta.le-6 nu.cl.eaJt.e-6. 

En uta zona. ~e p1toduc.e un 6en6meno de tamafio poli. e.t c.Wli. w p11.ob~ pequeiiM 
dt:tn mayolt.U vt:tiolt.U de tena.udt:td que ~ ml!6 gl!.t:tnde-6. Se han 601tmulado do~ teoJÚJU> 
que -intentan exp.UCaJt. eAte c.ompolttam-iento: una. ~e b~a en fum{nu.U6n de 'c.o~tltt:t-int' 
paJt.t:t eApUolteA menolteA, m-ie~ que la Hgundt:t 1telauona. lo!l vt:tlolte-6 de tena.Udt:td de 
cii.6eJLenteA tamt:tfio~ a tltt:tvú de un modelo eAta.d1J,.ti.c.o c.on una. 6unc.i.6n c:UJ,.t.Júbuc.i.6n de 
WETBULL. En ute. tltt:tbajo ~e arta.Uza la c.o~~tenc.i.a dei modelo eA:t:ad-C6.ti.c.o. 

lN TRODUCC ICJl 

La Mecánica de la Fractura Elastoplástica consti
tuye una importante herramienta para evaluar cuantitati 
vamente el comportamlento de un determinado material -
frente a una falia por fractura. Su aplicación en la de 
nominada zona de transición dúct11-frági111eva a carac~ 
terizar la tenacidad en términos de inestabilidad por 
cl ivaje precedido por deformación plástica (õc, Jc), y 
en algunos casos también por crecimiento estable (6u, 
Jc) . En la parte inferior de la curva (lower shelf) la 
falia se produce por cl ivaje sin crecimiento estable 
prev io y con muy poca deformación plástica, estando la 
tenacidad caracterizada por Kic. En el sector superior 
(upper shelf) hay crecimiento estable de fisura y des
garramiento plástico (tearing), estando caracterizada 
la tenacidad por los valores de iniciación (Jic, õ i) o 
el módulo de desgarramiento (T) . 

La zona de transición verifica un fenómeno de ta
mano el cual revela que probetas pequenas dan valores 
de tenacidad más altos que otras del mismo acero pero 
de mayor tamano. La justificación del fenómeno se ha he 
cho a través de la formulación de dos teorías. Una pri~ 
mer teoría [ 1 ] explica el citado comportamiento en tér 
minos de una relativamente menor restricción de las pro 
betas pequenas, mostrando consecuentemente valores más
altos de tenacidad. Dicha teoría justifica el método de 
l a British Standard lnstitution para los ensayos COO 
[ 2], donde se sugiere que las condiciones de restric
ción quedan totalmente simuladas en la probeta con la u 
t il ización del mismo espesor que en servicfo . De acuer~ 
do a estas hipótesis no se puede predecir la tenacidad 
de determinado tamano mediante el ensayo de probetas 
más pequenas. 

La segunda teoría, introducida por Landes y Shaf
fer [ 3] , propone un modelo estadístico el cual sugiere 
que pequenas probetas, analizadas con dicho tratamien
to, pe rmitirían caracterizar la tenacidad en grandes es 
pesores . De acuerdo con estos autores, la tenacidad no
es constante en el frente de fisura, y la inestabil idad 
no e9taría gobernada por el promedio s ino por el punto 
de mínimo. De acuerdo con esto, en una probeta grande 
habría una probabitidad mayor de encontrar puntos de ba 
ja tenacidad que en una pequena, lo que traerfa apareja 
da una menor dispersión. Los extremos inferiores de las 
dispersiones coincidirían para los diferentes tamanos. 

Landes y Shaffer apl icaron la función distribu
ción de Weibull de dos parámetros (ver apéndice) a los 
resultados de inestabilidad Jc provenientes de los ensa 
yos con probetas chicas . La probabil idad de que Jc sea 
mayor que J está dada por : 

( 1 - F1 (J)) (1) 
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para espesores N veces mayores : 

( 1 - FN (J)) = exp(-t-1 (J/c)b) (2) 

donde nos permitimos denominar Factor de Tamano a N. 
Lamentablemente con el modelo de dos parámetros 

de Weibull el valor medio de inestabildad Jc tiende a 
cero para valores extremadamente grandes. Evidentemente 
existe un límite inferior de tenacidad Jc por más que 
el tamano de la probeta crezca indefinidamente. Este lí 
mite inferior puede ser tenido en cuenta a través del 
tercer parámetro de Weibull, a (a=Jo para Landes et a!) 
[ 4]. . 

El gráfico de Weibull permite obtener los paráme
tros c y b siempre y cuando se ajuste a él una recta 
cuya pendiente es precisamente el parámetro b. Los valo 
res de F(Jc) en función de Jc dan una representación no 
lineal sobre el gráfico de Weibull, por lo tanto el te 
cer parámetro permite optimizar el ajuste de la recta
de regresfón. De esta manera las expresiones (1) y (2) 
se modifican a: 

donde : 

- F1 (J) 

FN (J) 

e 

exp HJ-Jo) /(9-Jo)) b 

exp (-ti ( (J-Jo) /(9-Jo)) b 

Jo + c 

(3) 

(4) 

(5) 

Este trabajo tiene como objetivo verificar la con 
sistencia del modelo estadístico propuesto, a través 
del anál is is de los resultados experimentales de dos a
ceros a diferentes temperaturas. Además se aplica la te 
oría propuesta a valores de tenacidad obtenidos por en~ 
sayos COO. 

MATERiAL Y METODO 

Procedimiento Experimental.El trabajo fue realiz~ 
do con probetas de acero 20MnMoNi55 utilizado en reci
pientes a presión de reactores nucleares en la condi
ción templado y revenido. También se utilizaron probe
tas de acero A IS I 1045 normalizado. En la Tabla I se 
muestran los valores de composición química y propieda
des mecánicas para ambos materiales. 

Los ensayos J y COO fueron conducidos con probe
tas de flexión en tres puntos SENB con espesores nomina 
les B iguales a 37.5 y 16mm en 20MnMoN i 55, y 25 y 12mm~ 
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en AIS I 1045. Las temperaturas ensayadas fueron 223°K y 
205° K para el primero, y 295° K para el segundo. Para 
las experiencias a bajas temperaturas se utilizó una cá 
mara 'ad hoc' desarrollada en el LEMIT-CIC. [5]. -

Procedimiento de Cálculo: Fue desarrollado un pro 
grama de computacion para el cálculo de los parámetros
de Weibull de tal forma que a medida que se ingresan 
los valores de tenacidad (J( I)) se calcula la falia acu 
mulativa percentual (FA%( 1)). Seguidamente se calculan; 
para 10 valores igualmente espaciados de Jo entre O y 
Jmín, los sigulentes parámetros: 

y( I) ln ln (1 I (1 - FA( I))) (6) 

x( I) ln (J ( I) - Jo) (7) 
asT como la pendiente, ordenada ai origen y coeficiente 
de correlaclón r~ de la recta de regresión y vs. x por 
el método de cuadrados mfnlmos. Se selecciona el valor 
de Jo que da el mejor coeficiente de correlaclón y se 
vuelve a hacer el mismo procedimiento para diez nuevos 
valores igualmente espaciados en un entorno diez veces 
menor ai anterior, seleccionándose nuevamente el Jo que 
tenga el mayor coeficiente de correlaclón. 

De esta manera se tienen los tres coeficientes de 
la distribución: 

Jo: umbral 
b pendiente de la recta 

9 a Jo + c Jo - (ordenada al origen/b) 

En figura 1 se grafica el diagrama de Weibull con los 
valores experimentales y la recta optimizada. En figura 
2 se muestra la densldad de distr ibución de Weibull co
rrespondiente a los parámetros de la figura 1. 

RESULTADOS 

En tabla 11 se muestran los resultados de tenaci
dad conjuntamente con la temperatura de ensayo y las di 
menslones de la probela. En tabla I li pueden leerse los 
valores calculados de los parámetros de Weibull, así co 
mo los valores medlos correspondientes. En la figura 3-
están graflcados los resultados de COO vs temperatura 
para el 20MnMoNi55, conjuntamente con los valores de K 
para el AIS I 1045. 
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~------r-----~~----~ - • • Figura 1. Gráfico de Weibull. 20MnMoNi55. T = 205°K 

En tabla IV se muestran comparativamente los valo 
res medios predichos para probetas mayores, con los ex~ 
perimentales correspondientes. En el caso dei AIS I 1045 
los reales son el valor medio de Weibull sobre tres pro 
betas, en cambio para el 20MnMoN i55, son el resultado-
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Figura 2. Función Densidad de Probabilidad de Weibull. 
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de un solo ensayo para cada temperatura. 
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O ISCUS ICH 

Uno de los principales argumentos esgrimidos por 
Landes y Shaffer [ 31 en contra de la teoría de 'cons
traint' es lo difícil que resulta explicar dentro de sus 
postulados que probetas de igual restrlcclón den valores 
altos y bajos. Como puede verse en figura 3 y tabla JJ 
para el acero AIS I 1045, las probetas de menor restric~ 
ción (12*24) presentan algunos valores tanto o más bajos 
que las de mayor restrlcción (25*50), aunque una dlsper
sión y una media mayores. Estos resultados corroborarfan 
la conslstencia de una teoría estadística. En cambio, y 
tomando solamente bibliografía recientemente publicada, 
Thomas Varga y Ojing Han Njo [6 1 sostienen el concepto 
de que la tenacidad (Jc) en la región de translción es 
sólo funclón de la restricclón. 
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Figura 3. Tenacidad versus Temperatura 
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Landes y Shaffer ( ~ el igieron una función distrl 
buclón de Weibull de dos parâmetros, y luego Landes y 
Me Cabe ( 4 1 propus ieron una si mi lar pero de tres paráme 
tros con la final idad de tener en cuenta el hecho experT 
mental de que los ensayos muestran un umbral de tenaci-
dad, debajo del cual no hay resultados. 

Este tercer parâmetro correlaciona el umbral de te 
nacidad siempre y cuando los valores experimentales es-
tén bien descriptos por una dlstribución de Weibull, co
sa que ocurre únlcamente cuando todas las probetas cum
plen con la condición de espesor mínimo impuesta por la 
norma correspondiente, y ninguna da valores de carga má
xima. Por ejemplo AIS I 1045 25*50mm. Cuando se realizan 
ensayos por encima de la parte inferior de la zona de 
transición suele haber resultados de carga máxima y los 
espesores mínimos recomendados son relativamente altos 
(cercanos a los 50mm en nuestras experiencias). Todo es
to lleva a obtener valores no descriptos completamente 
por la distribución de Weibull, dando umbrales muy aleja 
dos de los experimentales (acero 20MnMoni55). Una situa7 
ción parecida ocurre en el comienzo de la transición pa
ra ensayos Ki c (acero A IS I 1045). 

Todo esto dificulta la predicción del mínimo de te 
nacidad, pero de acuerdo con nuestros resultados, no a-
fectaría la estimación de los valores medios correspon
diehtes a probetas r!layores. La tabla IV muestra la con
sistencia de los valores medios predichos con respecto a 
los experimentales. En la figura 4 están graflcadas, su
perpuestas, las distribuciones del acero AIS! 1045 de 
12*24mm, 25 *50mm y la predicha de datos de 12*24mm para 
un tamai'io doble. 

También se apl icó la teoría estadística a los valo 
res de 6 u y 6 c ( 6S5762) obten i dos sobre 20MnM<:tl i 55, dan
do estimaciones consistentes de los valores medios de 
probetas mayores. Los umbrales no fueron correctamente 
descriptos, pero en las dos temperaturas ensayadas hubo 
valores de carga máxima. Este es un punto interesante p~ 
ra profundizar con mayor experimentación ya que la norma 
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britânica, basándose en la teoría de 'constraint', esta 
blece la necesidad de ensayar el espesor a emplear, no
permitiendo la determinación de COO sobre dimensiones 
diferentes. 

g .11 fHAC!lJIEliW/CA L .. it-t'IC 

Figura 4. Funciones Oistribución de Weibull para AIS I 
1045. 

CCH CLUS ICHES 

Nuestros valores experimentales están de acuerdo 
con la teoría estadística. 

La Oistribución de Weibull de tres parâmetros no 
describiría correctamente la dispersión de resultados 
cuando hay valores de carga máxima y/o no se cumple con 
los espesores mínimos. En estos casos los umbrales cal
culados son inconsistentes, pero los valores medios de 
probetas mayores son predichos aceptablemente. Sería in 
teresante una mayor experimentación, así como la aplica 
ción de otras funciones distribución. -

Se aplicó la teoría estadística a ensayos de COO 
con resultados satisfactorios en cuanto a la predicción 
de valores medios de espesores mayores; no obstante se 
considera necesaria mayor experimentación en el tema. 
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APEN D ICE 

Análisis Estadístico de Weibull: La función densi 
dad de probabilidad de la distribución de Weibull [7) 
se repre·senta de la siguiente forma: 

p(x) • b/c*((x-a)/c)(b-1) exp(-(x-a)fc)b (1') 

para x ~ a ; c>O; b> O 

donde: 
p(x) ; densidad de probabil idad de Weibull 
x : variable estadística 
b : pendiente de Weibull 
c : factor de escala 
a : parâmetro de umbral 

En general resulta más fácil trabajar con la fun
ción distribución acumulativa que es: 

F(x) = 1 - exp(-(x-a)/c)b (2 I) 
El valor medio está dado por: 

Vm(x) a + c * r ( 1 + 1 /b (3') 

donde r es conocida como función Gamma . 

Para a= O, se llega al caso particular de la 
distribución de Weibull de dos parâmetros . 

Haciendo 

ln ln ( 1 I ( . 1 - F(x) ) ) = yl 

ln ( x - a ) = xl 

la ecuación (2') queda: 

y1 b x1 b ln c 

( 4') 

(5') 

(6') 

Entonces , representando los datos en un gráfico 
con escalas dadas por (4') y (5'), los parâmetros b y c 
de Weibull se pueden determinar ajustando una recta. El 
parâmetro umbral, a, será aquel que optimice el ajuste 
de la recta. 

SUMMARY 

F Jta.c..tu!Le To ug h nu.& .tu -t-6 a..t cU 6 ó eJLen.t .tempeJta.tultu 
weJLe made in the du.c.Ul.e-ó/tilti.e .:tJLa.~i.Uon on AI'ST 1045 
rutd 20MnMoNi55 .&.teel6 wUh .&eveJt.ai w.<.d.th.6. A thú.k.nu.& 
eóóect happen in :tJrM zone, óoJt wfúc.h .&ma.U .&pec-úne~ 
give. m01te .toughnu.& valuu .than .tfúc.k.eJL o nu. Two 
theoltiu have. be.e.n óOJtmui.a.ted. .to e.xplai.n :tJrM behavi.oJt: 
one o6 them .&ay.& tha..t lu.& .tfúc.k.nu.& givu lu.& 
c.o~.tltain.t. The. otheJL one. Jtelate..& the. .toughnu.& valuu 
by a .&.ta.&tic.al model wilh a Wubull furubution 6unc.
tion. The. c.o~i.&.te.nc.y o6 the. .&.ta.&tic.al model i-6 analyzed. 
i.n thi-6 wOJtk.. 
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TENACIDAD A LA FRACTURA DE FUNDICIONES 
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RESUMEN 

Se. e11.4.a.!{tllr.an 6uncüuonU> noduiaJLU> y gwu deteJr.m.i.ncfndMe R.n~; pa!!.ámdJLM Jú. cov y 
Kq, 6-4J túend~, de.n:tJr..e de ueJLtiU. .t.ún.Ua.uo nU> , l.a6 no !UniU ASTM E 81 3, & 57 6 2 y, ASTM 
E~99 ~U>pecti~ameKte. Se evatuaAon compaAativamente lo6 eü6tinto6 paAámdltol:i de ~ena
~ e~e 6-<. y con la ~empe.Jul.tWLa., o~a.6 pl!.op.i.eda.de-6 mecán.<.CM y mM6olog.ta. del glul 
6~o. -

INTROOUCC IO'l 

La Mecánica de la Fractura fue desarrollada funda 
mentalmente para ser aplicada en aceros y aleaciones de 
Alumínio y Titanio, por lo que los métodos para la de
terminación de la tenacidad están adaptados al comporta 
miento de estos materiales. Su aplicación sobre otros
es directa siempre que tengan características mecánicas 
similares. 

Cuando se ensayan fundiciones nodulares no hay ma 
yores inconvenientes en aplicar los métodos normaliza-
dos ASTM E813 [1) y BS5762 [2), pero con las fundicio
nes grises hay problemas muy graves que hacen imposible 
evaluarlas siguiendo estrictamente cualquiera de los mé 
todos normalizados. No se puede aplicar la norma ASTM 
E399 131 por cuanto Kic se debe calcular con una carga 
Pq que corresponde , en el registro de carga versus a
pertura de la boca de la fisura, a la intersección con 
una recta de pendiente 5% menor que la parte 1 ineal de 
dicho registro; pero las fundiciones grises no presen
tan 1 ineal idad entre carga y desplazamiento, resultando 
por lo tanto indefinida la determinación de Pq. Como se 
considera que la pendiente del 5% representa un 2% de 
crecimiento estable de fisura, algunos autores como 
Glover y Pollard [4), Venkatasubramanian y Baker [5), 
Haeny y Zambell i [6], Baker [7], y Verma y Berry [8], 
calcularon ~ con el valor de carga máxima ya que supu
sieron que dicho crecimiento estable comienza poco an
tes de la carga mencionada. Si bien no puede ser !lama
do Kic por no estar de acuerdo con la E399, dicen ellos 
que es representativo de la tenacidad de la fundiciones 
grises, agregando Haenny y Zambelli [6) que su val idez 
está probada por no ser función ni de la longitud de fi 
sura ni del espesor. -

Tampoco son estrictamente aplicables los métodos 
de la Mecánica de la Fractura Elastoplástica, Jic - COO 
por cuanto no se puede determinar con precisión por 
los procedimientos recomendados, el crecimiento estable 
de fisura. La determinación del COO tiene la complica
ción adicional de la incertidumbre en la medición de 
los desplazamientos plásticos y elásticos por la al inea 
1 idatl de los registros ya comentada al discutir la aplT 
cación de Kic. -

Otra dificultad más, cualquiera sea el método em
pleado, es la imposibil idad de diferenciar en la super
fície de fractura de las fundiciones grises, la parte 
correspondiente a prefisuración por fatiga de la debida 
a crecimiento estable [9, 10). Afortunadamente hay con
censo general entre los investigadores de la no necesi 
dad de prefisurar en estos materiales. Ostenson [9 ]di~ 
ce que las probetas prefisuradas dan mayor tenacidad 
que las no prefisuradas, en cambio otros autores [4, 5, 
6, 71 consideran la tenacidad de las fundiciones grises 
independiente del valor de la raíZ de la entalla. 
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Los micromecanismos de iniciación y crecimiento de 
fisuras son diferentes en las distintas fundiciones. Se
guiremos las expl icaciones de Bradley [11) para fundicio 
nes grises y de Jolley y Holdworth [12) para las nodula~ 
res. 

A pesar de su fragilidad en los ensayos de trac
ción, en un ensayo de tenacidad a la fractura las fundi
clones grises presentan un crecimiento estable de fisura 
considerable. La causa de esto es la ocurrencia de micro 
fisuras por la apertura de láminas de grafito y defectos 
de contraccidn de colada. Estas microgrietas se unen al 
aumentar la carga, dando una extensión de fisura macros
c6pica, la que va produciendo más microfisuración delan
te de ella. Como se ve en la figura 1, delante de la ma
crogrieta hay una 'zona' de microgrietas. La microfisura 

Figura 1. 'Zona' de microgrietas delante de la fisura 
en probeta entallada de fundición gris. 

c1on ocurre a niveles de tensiones muy bajos debido al 
efecto concentrador de las láminas de grafito. La poste 
rior coalescencia de las mismas por estricción de la
matriz remanente, ocurre con un mínimo de deformación 
macroscópica, dando una baja energía en el proceso de 
crecimiento, aunque muy superior al de iniciación. Ade
más la energía elástica almacenada es insuficiente para 
causar la inestabilidad. Por lo tanto se puede inferir 
que la tenacidad de iniciación es muy baja, pero el im
portante crecimiento estable hace necesaria una canti
dad de energía relativamente más importante para obte
ner la separación completa de la probeta. 

A diferencia de las fundiciones grises, en las no 
dulares la iniciación del crecimiento estable estaría ~ 
sociada exclusivamente a la matriz, sin intervención 
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del del grafito, por separación de los bordes inclusié 
matriz. La presencia de los nódulos tendría un efecto 
de 1 arrestador de fisuras frágiles 1 , de lo que sedes
prende la importancia que la cantidad y volumen de los 
mismos tendría sobre la curva de transi·ción dúctil-frá 
g i 1. 

En este trabajo se realizan ensayos de tenacidad 
a la fractura de diferentes fundiciones de uso comer
cial, determinándose los parámetros Jic, COO y J<q si
guiendo, dentro de las llmitaciones comentadas, las no 
mas ASTM E813, BS5762 y ASTM E399 respectivamente. 

Se evalúan comparativamente los distintos paráme 
tros de tenacidad entre si y con la temperatur.a, otras 
propiedades mecánicas y morfologia del grafito. 

MATE R IAL Y ME TODOS 

Se ensayaron diferentes fundlciones nodulares y 
grises, con composlclones dadas en Tabla I. 

TJI\.LA l 

,IMCICIOH c nu ...... ,.l ... uu a tal C.. tXJ y(...,-.J ... (lo4 .. -.l 

GIU8 1 .... . •a a. •• . •a• ••• • •• 
GIU8 a a. •• ... .... .aaa . .. a•• a•• 
HOOU&..A .. 1 ..... . .. a. •• .... a> a ·-HOOU~ .. a .... ... a. aa . aat a>• asa 

Las estructuras de los materiales ensayados son· 
las siguientes: 

Fundición Gris: Presenta una distribución de gra
fito de tipo laminar A de tamano 2-3 sobre una matriz 
constituída por ferrita y perlita (Figuras 2a y 2b) 
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Figura 2b. Fundición Gris. 500 aumentos. Ataque: Nital 
. 2%. 

Fundición Gris 2: Presenta una distribución de 
grafito de tipo laminar A de tamano 3-4 sobre una ma-
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Figura 2c. Fundición Gris 2. Sin ataque. 100 aumentos. 

Figura 2d. Fundición Gris 2. Ataque N i tal 2%. 500 aumen 
tos. 

rriz totalmente perlítica (Figuras 2c y 2d). 

Fundición Nodular 1: Presenta nódulos 1 bull eye' 
de tamano 5-6 en una matriz perlítica (Figuras 2e y 2f) 
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Figura 2e. Fundición Nodular-f : Sin ataque. 100 aumentot 

Fundición Nodular 2: Contiene algunas formaciones 
grafíticas de morfologia vermicular (figura 2g). La ob
servación a mayor aumento y con ataque con nital al 2% 
resuelve la matriz que presenta una estructura del tipo 
1 bull eye 1 

• 



Figura 2f. Fundición Nodular 1. Ataque Nital 2%. SOO au
mentos. 

Figura 2g. Fundición Nodular 2. 

Para cada muestra se colaron una o dos probetas en 
forma de Y de las que se obtuvieron, una vez cortadas, 
dos probetas de tracción y siete de flexión en tres pun
tos SENB por cada Y. Las probetas SENB, con medidas a
proximadas 13*26*150mm, se entallaron lateralmente para 
los ensayos fractomecánicos. 

Se realizaron dos ensayos de tracclón por lo menos 
de cada muestra, obtenléndose la tensión de rotura para 
las grises, y el límite .2% y la tenslón de rotura para 
las nodulares. 

Todas las probetas de fundición nodular fueron pre 
fisuradas con cargas Inferiores a las admitidas por las
normas. 

Todas las probetas se ensayaron en una máquina AMS 
LER de 300~, obteniéndose los registres Carga versus A-:: 
pertura de la boca de la flsura para COO y J<q; y Carga 
versus Oesplazamiento del punto de apl icación de la car
ga, para Jic. 

RESULTADOS 

La tabla I muestra los resultados de tracción de 
las diferentes muestras. En la tabla li están los resul
tados de 1 os ensayos de tenac i dad, i nd i cándose los di fe
rentes parámentros calculados: Jic, co'o, J<q; así como la 
temperatura a que fueron ensayados. La figura 3 muestra 
un diagrama J vs. a de la fundic16n nodular 1. 
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Figura 3. Diagrama J vs. Crecimiento estable de fisura. 
Fundición Nodular 1. Temperatura ambiente. 

D ISCUS ION 

Anal izando la Tabla I I notamos algunas aparentes 
lncoherencias. En primer lugar la fundición nodular 2, 
que dio en el ensayo de tracción un alargamiento porcen 
tual entre 4 y 8%, tiene un COO de máxima carga infe- -
rlor al de una fundición gris (con alargamiento percen
tual casi nulo), pero un J<q o Kic(J) sensiblemente supe 
rior. Esto nos habla de inconsistencla de alguno de los 
métodos, o ambos. lngle [ 10] dice que en fundiciones 
grises n i 6 máx n i J<q son una buena medi da de 1 a tenac i 
dad ya que el primero es solo función de la ductil idad
en la punta de la fisura (recordar el micromecanismo de 
la gr!s), y el segundo solo de la tensión de rotura. La 
figura 4 demuestra la correlación directa entre J<q y la 
tensi6n de rotura. 
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Flu•.-.o'-•• * 
Ro.-.u,-aa ... 

9 
9 

" 
Figura 4. J<q versus Tens i ón. 

En la figura 5 se muestran los valores de la fun
dición nodular 1 obtenidos en la zona de transición dúc 
til frágil. Comparándolos con los publicados por Jolley 
y Haldsworth [12] para estructuras ferríticas, no se ad 
vlerte una importante traslación en temperaturas de la
zona de transición, pero sí una sensible disminución de 
las nodulares perlíticas en el 'upper shelf'. 

Dado que las fundiciones muestran bajos niveles 
de tenacidad, pero también reducidos valores de tensión 
de fluencia ylo rotura, es interesante conocer qué valo 
res máximos de defecto pueden admitir. Para ello nos va 
lemos, solamente con fines comparativos, de la solución 
para una chapa infinita con fisura pasante de longitud 
2a. 

a c 1 I 1T * ( Ki c I a y) 2 
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con: 
ac: máximo defecto tolerable 

Kic: tenacidad a la fractura 
uy: tensión de fluencia y/o rotura 

• 

En la tabla I I I se 1 istan los tamanos tolerables de de
fectos para las fundiciones estudiadas, conjuntamente : 
con los correspondientes a otros materiales. 
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Figura 5. COO de carga máxima o crítico vs. Temperatu
ra. Fundición Nodular!. 

TABLA III 

MATERIAL K 'Jy CIO 

CMPco.,.ml CMPcol [mml 

NODULAR 1 ?la. 1 272 26. g 
NODULAR 2 <44. 2 27IZI e. !5 
GRIS 1 1 ... 8+ 11i!1!5 e.3 
GRIS 2 20.8+ 21!5 3 • . 1Z1 
AISI 11Z12IZI 218 277 lla3.li!l 
AISI 10<4!5 eli!l !53 Iiii 4. 1 
ALOU R 34!5 5!5IZI 12!5.2 
A121Z124T3!51 37 3BIZI 3.IZI 
T~o eAI 4V 123 87!5 e.3 

+ VALORES DE KC! 
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a.nd a.üo wdh .te.mpeJLa..twte., o.thell me.cha.Mcai. p!topelltie.-6 
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TENACIDADE DO AÇO ABNT 4137 H AVALIADA 

PELA MECÂNICA DA FRATURA ELASTO- PLÁSTICA 

ACIRES DIAS 
EDISON DA ROSA 
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s~o 

Uóando o~ conceito~ do ~eg~ J, do d~tocamento de ab~ da ~ca, do mê 
~do de Vowting e Towntey, a tenacidade 6oi avaliada no patam~ ~up~o~ do aco ABNr 
4137. Fo~ ~ealizado~ inúm~o~ e~aio~, com co~po~ de p~ova CT e de 6lexão em ~~ 
ponto~, p~ ~emp~ de ~evenido de 400°C e 500°C. O~ ~~~o~ exp~e~ 
ao ~~em avaliadM pelo~ di6~ent~ m~odM a0~e~ uma concoMância Jr.a.Z.oã.vel 

INTRODUÇÃO 
O estudo da tenacidade do aço ABNT 4137 H, foi 

motivado devido ser estet.nn aço de ampla utilização co
mercial. Dentre os vários métodos que abordam a ~~câni 
cada Fratura Elasto Plástica ~P), selecionou-se os 
métodos da integral J, do Deslocamento de Abertura da 
Trinca (COD) e de Dowling e Townley, por entender-se 
serem estes os mais abningentes. Trabalhou-se c~m os 
corpos de prova de tipo compacto (CT)e de flexao em 
três pontos [2] temperados, e revenidos a 400°C e 
500°C. 

Os estudos desenvolvidos pela ~cânica da Fratu
ra Elástica Linear OMFEL) levam a um parâmetro que ca
racteriza o campo de tensões na extremidade da trinc& 
A determinação deste parâmetro torna-se um pouco limi
tado dentro da MFEL, devido a diversos efeitos que po
dem ser gerados por temperatura, dimensões, tratamento 
térmico, solda entre outros. Estes efeitos nonnalmente 
provocam uma plastificação no extremo da descontinuida 
de limitando o uso da MFEL. O estudo desta plastifica~ 
ção é o ponto fundamental na ~cânica da Fratura. O ob 
jetivo final é poder representar o campo de tensões no 
extremo da trinca, por um parâmetro caracterizador des 
te campo , de fonna que venha a ser função das dimen~ 
sões da estrutura, das propriedades do material e do 
carregamento aplicado. 

"'!ETODCE IE ANÁLISE DA MFEP 
Integral J. Rice [ 7 ] definiu a integral J, para 

um mater1a~omogêneo elástico, linear ou não linear, 
livre de forças internas e sujeito a um campo de defor 
mação bidimensional no plano x,y (para o estado plano 
de defonnações (EPD), estado plano de tensões (EPT) ou 
anti-plano de defonnações), como sendo uma integral de 
linha ao longo de uma curva em torno da extremidade de 
um entalhe, sendo representado matematicamente por, 

J = f Cwd - f a u ds) 
y ãX 

(1) 

ond~ T é o vetor t~nsão, perpendicular a r,+tomado pa
ra fora da curva, u o vetor deslocamento, dS um elemen 
to de arco ao longo de r, w é a função densidade de e~ 
nergia,er a curva que inicia-se na parte i nferior do en 
talhe e segue contornando a trinca no sentido anti~ 
horário ate atingir a superfície superior do entalhe. 

Se o contorno for feito coincidente com o extre
mo do entalhe, desde que este não seja agudo, pode-se 
tornar a integral J dependente somente do campo local 
de defonnaçÕes. Se ~stiver sobre a extremidade do en 
talhe Cr=rt), tem-se T=O, dado que a superfÍcie livre 
no entalhe não esta carregada. Assim, 
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(2) 

de forma que J representa uma medida da defonnação no 
extremo do entalhe [ 7 ] • Por isso, pode-se usar a inte 
gral J na Mecânica da Fratura Elástica Não Linear, e 
ainda como um parâmetro caracterizador da singularidade 
na raiz da trinca, tal como acontece com o fator de in 
tensidade de tensões na MFEL, KI. -

Para r = r tJ a integral J se identifica com a taxa 
de liberação de energia G, para um corpo elástico line 
ar, que num estado plano de tensão (EPT), é representa 
do por, -

Kf 
JI = Gr = 

'E 

e para o estado plano de defonnaçÕes (EPD), 

(3) 

(4) 

sendo E o módulo de elasticidade e u o coeficiente de 
Poisson [1], [5]. 

Deslocamento de Abertura da Trinca (COD). O COD 
é um me todo dã Miicamca dã Fratura, cup aphcação po
de se dar em situaçÕes em que a MFEL for superada. Com 
a yresença da zona plástica no extremo da trinca, have 
ra um movimento de separação das faces, ocorrendo au
mento da abertura do fundo do entalhe, sem que hajapr~ 
pagação do seu comprimento. Este movimento e represen
tado por COD ou o • 

O valor do COD é estimado a partir dos testes 
experimentais , utilizando-se um extensômetro montado 
no corpo de prova [2]

1
[5]. A leitura do deslocamento 

das lâminas do extensometro, V g, se dá continuamente , 
sendo registrado num gráfico carga-deslocamento. O COD 
causado pela plastificação sob carga estática é calcu
lado a partir de Vg, usando o modelo de trinca de 
Dugdale-Barenblat [5] . 

Método de Dowling e Townley. Dowling e Townley 
[1],[4] desenvolveram um processo de previsão de fa
lhas de elementos estruturais, contendo ou não defei
tos, cuja análise pode ser aplicada sobre um estado de 
fratura totalmente frágil, dentro da MFEL, ou sobre um 
estado de falha com uma plastificação generalizada no 
material. Com base na equação que fornece a tensão de 
falha da estrutura desenvolvida por Heal, Spink e 
Worthington, propuseram t.nn trabalho final que resultou 
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no desenvolvimento de um diagrama de previsão de fa
lhas. Os pontos críticos deste diagrama são definidos 
na ordenada por uma relação entre o fator de intensida 
de de tensão e a tenacidade de fratura no EPD, base~ 
adas nos princÍpios do ~WEL, e na abcissa pela relação 
e~tre a carga aplicada e a carga de colapso, segundo~ 
nalise limite. Para maior facilidade na utilizaçãodes 
te diagrama, Dowling e Townley plotaram na ordenada u.:
uma relação entre a carga de falha real L~ e a carga 
de falha prevista pela MFEL L , e na abcissa uma rela
ção entre Lf e a carga de fal~a prevista pela análise 
limite Lu[lt,[4), tal que, 

Lf Lf 

Lk ç 
8 
712 

[ ln(sec~ !1...)]2 
2 Lu 

(5) 

CARACI'ER!STICAS PRINCIPAIS DO AÇO ABNT 4137 H E CON
DIÇOES DE ENSAIO. 

Os resultados práticos aqui obtidos tem por obje 
tivo, também auxiliar no dimensionamento e previsão de 
falha de estruturas, razão pelo qual escolheu-se um 
aço tipo comercial, ABNT 4137 H, laminado , de larga a 
plicação em diferentes componentes da indústria mecâni 
ca. 

Os corpos de prova foram temperados a 850°C, com 
resfriamento em Óleo, sendo que optou-se pelo reveni
mento à 400°C e 500°C devido ter-se comprovado experi
mentalmente que nesta faixa de revenimento, o aço apre 
sentava as melhores características de resistência e 
tenacidade. As características mecânicas foram levanta 
das sobre corpos de prova de tração simples. Obteve-se 
experimentalmente através de corpos de prova Charpy,en 
saiados a temperaturas que variaram de -80°C até 40°4 
a curva de energia no ensaio de impacto. A zona de tran 
sição ficou perfeitamente definido entre -20°C e 0°C~ 
A energia no patamar inferior permaneceu praticamente 
constant~ em torno de 34 Joules, até a temperatura de 
-30°C, enquanto que ~ara o patamar superior ela estabi 
lizou a partir de 10 C, em 98 Joules. -

A análise micrográfica do material mostrou que a 
estrutura do aço ABNT 4137 H, temperado e revenido, é 
constituido basicamente de martensítica revenido, no
tando-se uma estrutura tipicamente acicular [SJ. 

Os corpos de prova sofreram entalhamento perpen
dicular ao sentido de laminação, uns com raio finito 
no fundo do entalhe e outros com fissuramento por fadi 
ga obtido a patir de um entalhe inicial (2],[3). o com 
primento de fissura e as cargas máximas e mínimas apli 
cadas para a propagação da trinca por fadiga, seguiram 
recomendações do ASTM E 399 [2], enquanto a frequência 
de carregamento esteve em torno de 10 ciclos por segun 
do. Através do processo de eletro-erosão, obteve-se pa 
ra os corpos de prova não fadigados, um raio no fundO 
do entalhe de 0,2 mm. 

Os corpos de prova do tipo CT e flexão em três 
pontos, foram ensaiados na máquina MTS-810, com capaci 
dade para lOOkN, a temperatura ambiente de 25°C. Ave~ 
locidade de deslocamento do êmbolo foi 0,001 mm/seg. 

A capacidade de carga da máquina de ensaio MTS-
810 limitou as dimensões dos corpos de prova CT e de
flexão em três pontos. Estas foram obtidas a partir 
das características mecânicas do aço estudado e pelo 
método de Dowling e Townley, obedecendo os seguintes 
critérios iniciais: uma primeira série com B e W cons
tantes e a/W variáveis, uma segunda série com afW cons 
tantes e B variável e uma terceira série com W constan 
te e B e afW variáveis [5), sendo B a espessura does~ 
pécime, W a altura e a o comprimento da trinca. Algu
mas limitaÇoes na obtenção dos corpos de prova e nos 
ensaios, alteraram um pouco os lotes de corpos de pro
va em relaçâD aos critérios iniciais. Nas tabelas 1 e 2 
estão as principais dimensões dos corpos de prova CT e 
de flexão respectivamente. 

As medições do deslocamento de abertura da trin
ca (COD) foram obtidas com auxílio do extensómetro mo
delo 63203C- 20 MTS, série 312, instalados no espéci
me conforme recomendações da ASTM E 399 [2]. A histó-

ria do comportamento do corpo de prova à solicitação , 
foi assim obtida: no· registrador da MTS a curva carga
deslocamento de abertura da trinca (FxVg) e num regis
trador auxiliar a curva carga deslocamento da célula 
de carga (Fx~), como mostra a figura-l, para os espéci 
mes do tipo CT e flexão'em três pontos. -
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Figura-l. Curvas carga-deslocamento de abertura do ex
tensómetro (FxVg) e carga-deslocamento do 
ponto de aplicação da carga (F~), para cor
po de prova C CP ) do tipo CT n9 21, e fle
xão n9 22, revenidos a 500°C. 

Para se obter a história do ensaio de forma mais 
completa, fez-se simultâneamente aos gráficos, fotogra 
fias que registraram o comportamento do espécime à so~ 
licitação, e em alguns casos, foi possível fotografar o 
avanço da zona plástica na frente da trinca [5). 

CÁLCULO E ANÁLISE DOS RESULTADOS. 

A partir dos critérios de análise fornecidos pe
los métodos desenvolvidos, confrontar-se-á os resulta
dos dos ensaios executados sobre os corpos de prova. 
Como os espécimes do mesmo tipo, apresentaram resulta
dos experimentais próximos entre si, foi considerado a 
média dos valores obtidos experimentalmente como base 
para os cálculos. 

Não foi possível determinar a carga de fratura , 
ou seja o instante em que iniciava a pro~agação da trin 
ca. Isto ocorreu em virtude do pequeno numero de cor.:
pos de prova disponíveis para o ensaio, impossibilitan 
do a realização da quantidade de ensaios necessários : 
para a identificação deste instante. Este fato limitou 
a obtenção de ~ , ôc bem como Kç. 

Integral J. A partir das curvas FxVg e F~ obti
das experunentalmente (fig.-1) foi levantado as curvas 
de F/BxJ para os corpos de prova CT e deflexão, respec 
tivamente figuras 2 e 3. Na determinação da integral J, 
considerou-se para os espécimes compactos, os desloca
mento elásticos ~ e e plásticos ~ separadamente, en
quanto para os espécimes de flexao o cálculo foi feito 
a partir do deslocamento total ~= ~+ ~p [Sj. Estas cur 
vas fornecem os valores de J para d1versos níveis de
carregamento. No ponto de carga máxima obtém-se Jmáx., 
que relacionado com as equações 3 e 4, nos respectivos 
estados de fratura, estima-se o fator de intensidade 
de tensões KIJ• indicadps nas tabelas 1 e 2. 

Para os corpos de prova revenido a 500°C a carga 
tende a um ponto máximo muito lentamente, (fig.-1) de
vido ao deslocamento acentuado, influênciando sobrema
neira o valor de Jmáx.e da tenacidade correspondente . 
Para os revenidos a 400°C, o aumento de Jmáx. se dá di 
retamente proporcional a Fmáx. . 

Deslocamento de Abertura da Trinca - COD. Os va
lores de 8 para carga maxima sao apresentadãS nas tabe 
lasle2. -

Nas curvas do COD x ~(deslocamento do ponto de a 
plicação da carga) para corpos de prova de flexão, re~ 
venido a 400°C (fig.-4) com a/w=0,5, vê-se que~ tem 
de ser aumentado considerávelmente para um mesmo ~ 



quando s~ varia a espessura dos corpos de prova de 
12 rrm ate 30 rrm. Nos espécimes de flexão revenidos a 
S00°C, considerando-se B=12 rrm, w=2.B e variando a/wob 
serva-se que quanto menor for a/w menor deverá ser o 
deslocamento do ponto de aplicação da carga, para cau
sar o mesmo COD. Este c001p0rtamento ta.mbém ocorre com 
os espécimes CT, ambos representados na figura S. Para 
outro conjunto de corpos de prova de flexão apresenta
dos na figura 6 nota-se que a/w é marcante no comporta 
I_!ICnto de ôxh, podendo porém, ser despresíveis as influ 
encias de espessura B e altura w, na determinação do 
COD. [S] 
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Figura-2. Curva F/B x J para corpos de prova tipo CT , 

com B=6,1 e a/w=O,S, revenidos a S00°C. 
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Figura-3. Curva F/B x J para corpos de prova de flexã~ 
w=24 mm, a/w;o,s e B variável, revenido a 
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Figura-4. Curvas deslocamento de abertura de trinca(ô) 
x deslqçamento do ponto de aplicação da car
ga (6). CP flexão, revenido 400°C e a/w=O,S. 
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Figura-S. CP flexão, B=12 mm, CP tipo CT, B=24d4 mm am 
bos com a/w variável, revenido a SOO C. -

lO 

2 4 e 1 
A'""") 

Figura-6. COD x 6, para CP de flexão com w=24,4 mm 
a/w;o,s e B variável. 

Método de Dowling e TownlDG. O fator de intensi
dade de tensoes pelo metOdo de wling e Townley 
(Kc(DT)) , foi também obtido para carga máxima. Com ele 
e mais as características geométricas e de fratura dos 
corpos de prova identificou-se o estado de fratur~EPD, 
EPT ou misto. (tab. 1 e 2) [4],[S],[6]. 

Observou-se que os corpos de prova revenidos a 
400°C, tiveram a carga de falha real muito próxima da 
carga de falha prevista pela MFEL, como o esperado. Pa 
ra os espécimes revenidos a S00°C, tanto CT quanto de 
flexão, houve uma variação ora Eara a MFEL, ora para a 
carga dd falha prevista pela Analise Limite, com maior 
predominância desta Última. 

Nas tabelas 3 e 4 faz-se uma comparação dos valo 
res do fator de intensidade de tensões calculado a par 
ti r da carga máxima, entre os métodos da integral J--; 
do COD e Dowling e Townley para os corpos de prova CT 
e de flexão em três pontos. Os três métodos mantém boa 
aproximação dos resultados tanto para o EPD, EPT, como 
o estado misto, sendo que entre a integral J e o COD, 
esta aproximação é ainda mais estreita. 

CONCLUSOES 
Os limites de validade da ASTM E 399, foram ex

cedidos por todos os corpos de prova, não acontecendo 
o mesmo em relação a ASTM E 813. Observa-se Também, 
que os valores do fator de intensidade de tensão críti 
co foram considerados consistentes, constatando que pa 
ra os corpos de prova de flexão o método de Dowling e 
Townley apresentou maior coerência, enquanto que para 
os corpos de prova CT esta ocorreu com a integral J. 
As cargas de falha calculadas a partir de Dowling e 
Townley ficaram muito próximas daquelas obtidas nos e~ 
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N9 B w a a/w Fmáx. ôFmáx. lleFmáx. llpFmáx. Jmáx. KIJ Estado de rPEPD rPEPT 
mPaliii CE 1!111 nm !!llll kN Illll mm Illll KJ/m2 Fratura mm mm 

21 24,36 50,0 26,6 0,532 97,7 0,39 1 ,32 1 ,25 413 305 misto 2,09 5,92 
u 22 24,36 50,0 27,8 0,557 92,0 0,44 1,48 1 ,23 440 315 misto 2,26 6,39 o 
o 31 24,36 50,0 35,1 0,702 42,7 0,22 1,48 0,34 191 207 misto 2,14 6,07 o 
lfl 32 24,36 50,0 37,0 0,740 34,1 0,23 1,14 0,74 229 227 misto 2,87 8,13 
t;j 41 06,10 50,0 25,0 0,500 29,6 0,57 0,93 1,24 552 336 EPT 3,09 8,76 

> 42 06110 S0 10 2417 01494 2915 0165 0195 1,46 670 370 EPT 2175 7,77 
8! 61 06,10 50,0 25,2 0,504 29,7 0,56 1,1 o 1 , 16 546 334 EPT 3,39 9,61 

62 06,1 o so 1o 25,2 o,so4 31 10 0!56 1 ,os 1!05 513 324 EPT 4146 1 ?.,61 

Tabela 1- Dimensões principais dos corpos de prova CT, revenidos a 500°C com resprectivo carregamento 
máximo e característica de fratura. O CP 61 e 62 possui raio finito no fundo do entalhe. 

N9 B w a a/w Lp Fmáx. ôFmáx. ~'~Fmáx. Jmáx. 
JJ 

Estado de fPEPD fPEPT 
a...m u CP mm mm mm mm kN rrm rrm KJ/m2 Fratura rrm mm 

o 
o 12 12,08 24,2 12,3 0,508 96 16,38 0,08 0,40 42 97 EPD 0,35 o 
% 131 25,00 50,0 25,1 0,502 zoo 55,46 o, 13 1 , 18 96 147 EPD 0,42 
> 132 25,00 50 ,o 25,0 0,500 200 56,60 o, 14 1 , 18 107 155 EPD 0,44 
8! 44 30!00 6012 3016 0,507 240 87131 o! 17 1,96 184 204 EPD o ,63 

111 06,20 12,4 06,4 0,512 48 07,36 o, 14 0,59 144 180 m1sto 1 ,98 5,61 
41 06,20 24,0 12,5 0,520 96 11 ,67 0,20 0,97 192 208 misto 2,09 5,92 

u 31 12,08 24,0 07,2 0,297 96 48,95 0,23 1,19 321 269 misto 1,84 5,21 o 
o 32 12,08 24,0 07,8 0,327 96 45,91 0,21 1,18 311 265 misto 2,00 5,66 o 
lfl 33 12,08 24,0 11 ,6 0,483 96 32,47 o, 17 1,06 265 244 misto 1,77 5,01 
t;j 35 12,08 24,0 14,6 0,592 96 17,26 o, 15 0,97 165 193 misto 1 ,41 4,00 

22 24,80 50,0 26,8 0,536 200 81 ,32 a ,31 2,25 394 298 EPD 1,80 
> 142 30,00 60,0 37,5 0,625 240 82,40 0,34 2,58 382 293 EPD 2,18 
& 43 25,00 24,0 12,6 0,525 96 49,24 o, 18 1,14 223 224 EPD 1 ,72 

44 48,00 24,0 13,0 0,537 96 41,92 o,zo 1,57 309 264 EPD 1,63 

Tabela 2- Dimensões principais dos corpos de prova de flexão em três pontos, com trinca por fadiga 
com o respectivo carregamento máximo e característica de fratura. 

CP KcCJl Kc(COD) Kc(DT) 
N9 mPa,t!n mPa...m mPa...m 

~ 21 305 301 226 
22 315 320 235 

+ 31 207 226 229 
~ 32 227 231 265 
t:r-1 41 336 364 275 
fu 42 370 389 259 

61 334 361 288 
62 324 361 330 

Tabela 3- Resultados comparativos dos valores 
de Kc para três métodos da MFEP, em 
corpos de· prova CT. 

CP Kc(~ Kc(COD) Kc(DT) 
N9 mPa mPa...m mPa...m 
12 97 141 101 

131 147 179 110 
~ 132 155 186 135 
t:r-1 141 204 205 114 

22 298 272 210 
r:< 142 293 285 23-l 
fu 43 224 208 205 

44 264 219 200 
111 180 183 220 

6: 41 208 219 226 
t:r-1 31 269 235 212 
+ 32 265 224 221 
~ 33 244 202 208 
t:r-1 35 193 190 186 

Tabela 4- Res~ltados comparativos dos valores 
de Kc para três métodos da MFEP . e~ 
corpos de prova de flexão em três 
pontos. 

saios experimentais. A partir destas constatações ini
ciais, conclui-se que; 
- Para aços de utilização comercial, o emprego dos mé
todos da MFEP, seguindo orientação da AS'IM 813, é a 
maneira mais segura para determinar a tenacidade do ma 
terial. -
- A tenacidade não sofreu praticamente influência,quer 
seja obtida a partir de CPs com raio finito no fundodo 

entalhe, quer seja obtida com um entalhe gerado por fa 
diga. -
- Para uma fratura no estado misto de tensões, manten
do constante a espessura B, a tenacidade aumenta com li 
diminuição da relação a/w, tanto para corpos de prova 
CT quanto de flexão. Para o EPD, os corpos de prova re 
venidos a 400°C com a/w=O,S, tiveram sua tenacidade au 
mentada com o aumento da espessura B. -
REFERENCIAS 

1- ARROYO, I.K., Descontinuidades Geométricas e Fratu
ra DÚtil em aço estrutural. Diss.Mestr. UFSC,1979. 

2- ASTM E 399-72, Standard Method of Test for Plane 
Strain Fracture Toughness of Metallic Materiais. 

3- AS'IM E 813-81, Standard Test for JIC, A Measure of 
Fracture Toughness. 

4- DARLASTON, B.J.L., The CEGB two criteria proposal. 
Developments in pressure vessel technology-1. 
Editer R.W. Nichols, Apllied Science Publishers 
Ltd, London, 1979. 

5- DIAS, A., Análise da MFEP. Diss. Mestr., UFSC,1983. 

6- IWfN, G. T., ROSENFIELD, A. R., Sources of Fracture 
Toughness: The relation between Krc and the ordinary 
tensile properties of metais. AS'IM, 1968, pp. 5-32. 

7- Rice, J.R., A path independent integral and the 
aproximate analysis of strain concentration by 
notches and cracks. J.App.Mech., june 1968, pp. 
379-368. 

Sl.MMARY 

The. 6Jta.c.:tull.e. .tou.ghne.M, .út. .the. u.ppeJL 4he1.6 o6.the 
47 3 7 H 4.tee1. W<U e.vo.e.u.a..te.d u.4.útg .the. J .út.te.gltlll, CJt.a.c.k. 
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de Jt.upmJt.a poJt. 6f.uênc.ia e da ~empelt.MuM. 

INTIDDUÇ]ID 

A fratura por fluência envolve diferentes mecani~ 
mos de nucleação e crescimento de microcavidades. Os d~ 
nos por eles introduzidos nos materiais evoluem, dando 
'Origem a formação de trincas que levam ~ f:atura. J: nat~ 
reza dos mecanismos de fratura por fluenc1a tem s1do am 
plamente discutida ~ revisões sobre o tema sã? public~~ 
das com certa frequencia [1 ,2]. IXl ponto de Vlsta do m 
t eresse induatrial é conveniente analisar o problema de 
modo macroscópico evitando detalhes operacionais c~nt~ 
versos. Dentro desse enfoque é comum a identificaçao g~ 
ral dos_ mecanismos Eela l!_lürfolo~ia das ~crocavidades 
a que dão origem. Sao tres os t1pos de caVldades: a) ca 
vidades de alta plasticidade, b) vazios em aresta e cT 
vazios lenticulares. Cada espécie de microcavidade, e 
por extensão, cada ~ipo de mec~~smo de fra~ura, se ma
nifesta para determ1nadas condiçoes de serv1ço do mate
rial. Essas condições de serviço , identificadas no espa 
ÇO tensão X t~eratura, definem um mapa de fratura. 0" 
uso desses mapas, se adequad~nte construídos~ pode 
ser de grande valia em aplicaçoes onde se deseJe conhe
cer a priori o tipo dos defeitos e a natureza geral do 
comportamento mecanico que se pode esperar de um mate
rial ao fim de sua vida Útil. 

O presente trabalho compara as característi~as ?e 
fratura observadas em diferentes amostras de aço moXl
dável austenítico AIS! 316 com as indicações de mapas 
de fratura construídos para essa classe de mat~r~al com 
base em equações constitutivas [3]. As contradiçoes v~
rificadas são apontadas e propõe-se uma nova formulaçao 
de mapa de fratura por fluencia construído a P!:rtir de 
resultados eJq>erinentais que inclui as alter~oes de 
canportamento do material provocadas por reaçoes de pr~ 
cipitação. 

MA'IERIAIS E Mru'ODOS 

Os quatro materiais estudados foram obtidos em 
fornecedores comerciais sob forma de barras redondas 1~ 
minadas a quente ... Os tamanhos médio::! d~ g!ão, T. G. , e 
as composições qulmicas em % peso sao m~~ado~ na Tab~ 
la 1. Os materiais se enquadram na class1f1caçao AIS! 
316 a menos de pequenos desvios de composição nas amos 
tr~ A e D. As amostras A e B foram recozida~ a 1100°~ 
por 40 minútos, seguindo-se resf~iamento em agua. Os 
corpos de prova da amostra A, apos tratados , ~resenta
ram T.G. 250 pm em 70% da área da seção reta util _e 
T.G. 30 ).JJll na fração restante que corresponde a reeiao 
central. As amostras C e D foram ensaiadas como recebi
das. A amostra C apresentou 1. G. 45 tan em r egiões li
vres de carbonetos e T. G. 2 3 ).JJll em regiões ricas de 
carbonetos predominantemente intragranulares. As car~c
terísticas dessa amostra indicam uma temperatura ba1xa 
no acabamento de laminação. 
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Os ensaios de fluência a carga constante foram 
realizados seguindo métodos anteriormente de~critos. [4, 
s] . As amostras A e B foram ensai~s em regl.llle de lSO

temperatura, ou seja, para cada mvel de t~mper~t':lr~ ~~ 
ram executados ensaios sob diferentes tensoes 1n1c1a1s 
de nodo a definir um intervalo de tempos de ruptura a~ 
quado. As amostras C e D foram ensaiadas em regime de 
isotensão. _ 

Os mecanismos controladores de fratura por fluen
cia foram identificados nos materiais rompidos a partir 
da ductilidade das características da estrutura obser: 
vadas por metaiografia ética~ da mo:fologia_da supeEf~ 
cie de fratura revelada atraves de m1croscop1a eletron~ 
ca de varrewra. Tal procedimento é ~ual q':lando se àe
seja construir mapas de fratura e:xpenmenta1s [6]. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A Figura 1 apresenta ~ curva de referência de 
Larson-Miller que permite comparar as amostras estuda
das levando em conta as tensões iniciais, as temperatu
ras de ensaio e os tempos de ruptura por fluência. As 
amostras A, B e D reagem de modo senelhante. A amostra 
C é muito menos resistente que as demais para temeerat~ 
ras além de 6500C quando seus tempos de ruptura sao in
feriores aos da amostra D por fatores que variam entre 
10 e 100 vezes. Esse comportamento é atribuído às rea
ções de precipitação que evoluem rapidanente nessa amo~ 
tra com a formação intensiva de ferrita nos aontornos 
de grão . Tal característica, que não é comum nos . aços 
AIS! 316 laminados a quente, resulta do emeobrec1me~to 
de elementos de liga ocasionado pela formaçao extens1va 
de carbonetos durante o acabamento de laminação em tem
peratura relativamente baixa [4]. Entre os demais mate
riais é possível observar diferenças significativas na 
ruptura ainda que consideradas~ normais . Assim o_ ~te
rial A resiste por mais tempo a ruptura por fluencu do 
que o material B. Essa diferença, da o:dem de ~ fator 
2, se manifesta na Figura 1 pela posiçao relat1va d~ ~ 
terial A, que para mesma tensão aplicada apr~senta 111d~ 
ces de Larson-Miller superiores aos do matenal B. A 
justificativa para essas diferenças relativamente pequ~ 
nas entre as amostras A, B e D, assim com::> para a gran
de diferença destas para a amostra C é a mesma. Os aços 
inoxidáveis austeníticos são ligas de estrutura comple
xa cujo comportamento mecânico é sugeito à ação de inú
meras variáveis endógenas, muitas vezes de difíc~l c~
racterização e que são relacionadas com composiçao qlll
mica e história termomecânica. 

A ductilidade apurada na ruptura através da redu
ção de área varia em cada material conforne as condi
ções de temperatura e tensão . A Figura 2 apresent~ re
sultados para os materiais A e B ensaiados em reg1me de 
isotemperatura e a Figura 3 para os materiais C e D en
saiados em regime de isotensão. O modelo para os qua-
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tro materiais é o mesmo, apesar das diferenças antes co 
mentadas quanto a resistência a fluência. A ductilidade 
cresce com a tensão aplicada e avaria inversamente com 

Tabela 1 - Características materiais. 
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17,7 
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Figura 1 - Curva de referência L.M. para as quatro amos 
tras estudadas. 
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Figura 2 - Variação da ductilidade com a tensão inicial 
para as amostras A e B rompidas em diferen
tes níveis de temperatura. 

o tempo de ruptura. A ductiliclade cresce com a tempera
tura entre 600 e 700°C estabilizando-se até ser atingi 
da uma temperatura que, combinada com a duração do en
saio, permita reações de prec~pitação em qualidade e 
extensao capazes de compromete-la. Os produtos dessas 
reações têm sido identificados como carbonetos, ferri-

ta, fase sigma, Chin e Laves [7]. A perda de ductilida-
. ~ associada a precipitação resulta da interferência 
que as segundas fases exercem sobre o deslizamento de 
contorno de grão assim como sobre a nucleação e o cres
cimento seja de vazios em aresta, seja de vazios lenti
culares. A cinética da precipitação não é bem conheci-

c D AIS! 316 ' J 

23-45 90 -- ·-
U,U!> 0,04 0,08 max 

16,8 19,0 16-18 

I 

11,8 10,9 10-14 
2,21 1, 70 2-3 
1,68 0,85 2,0 mâx 
0,44 0,40 1,0 mâx 
0,023 0,04 0,045 mâx 
0,012 0,04 0,030 mâx 

da. Ela varia de amostra em amostra influ:mciada pela 
história tennomecânica [8, 9] e pela presen<ia de uma ta
xa de deformação [10]. Evidências netalogrãficas permi
tem caracterizar a ocorrência dessas reações no materi
al B a 800°C e bai~ tensões de ensaio, no material D 
ensaiado a 46. 3 MN/m e no material C além de 650°C. 
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Figura 3 - Variação da ductilidade com a temperatura pa 
ra as amostras C e D ensaiadas sob diferen-=
tes níveis de tensão. 

A Figura 4 apresenta aspectos fratográficos e me
talográficos típicos observados para os mecanismos de 
fratura por vazios em aresta, de fratura transgranu
lar de alta plasticidade e para o que se convencionou 
chamar de fratura associada a precipitação. Quando OCO! 
re a fratura por vazios em aresta, esta pode ser inte
gralnente intergranular, ou pode, como nas Figuras 4 C a) 
e 4 (b) , apresentar áreas intergranulares lisas que cor
respondem aos vazios em aresta adjacentes a áreas de 
propagação transgranular caracterizadas pela presença 
de microcovas indicativas de um processo de alta plasti 
cidade. A morfologia associada a reações de precipita-=
ção varia podendo eventualmente envolver processos de 
corrosão intergranular que progridem através das segun 
das fases que recobrem os contornos. As Figuras 4 (e) e 
4 (f) exemplificam o fenômeno. 

A Figura 5 apresenta um mapa de fratura construí
do para o aço AIS! 316 com base em equações constituti
vas propostas para modelar os mecanismos de fratura por 
fluência [3]. O campo de domínio de um mecanismo repre
senta as condições de tensão e temperatura para as 
quais a equação constitutiva do mecani smo indica tem
pos de ruptura inferiores aos das danais equações. Uma 
vantagem que esses mapas apresentam sobre os mapas cons 
truídos a partir dos resultados experimentais [6] é que 
permitem considerar a influência do tamanho de grão en
quanto que os Últimos ficam limitados aos dados disponí 
veis . -



Figura 4 - Características micrográficas e fratográfi
cas típicas para os três mecanismos de fratu 
ra observados no experimento: a, b) fratura 
por vazios em aresta; c, d) fratura transgra 
n~ar; e, f) fratura associada a precipita=
çao. 
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Figura 5 - Mapa de fratura construído para o aço A.ISI 
316 com tamanho de grão 40 ~m a partir de e
quações constitutivas [3]. 

A comparação entre os presentes resultados experi 
mentais e o mapa da Figura 5 indica que é necessário ín 
cluir nesse Último os limites de validade dos campos de 
mecanismos ali considerados que correspondam a ocorrên 
cia de fratura asseciada a precipitação. -

A introdução desses limites deve partir de obser
vações diretas já que não se dispõ.e de equações consti
tutivas para as diversas reações de precipitação. A au
sência desses limites é ~ais uma omis~ão do que uma con 
tradição. Observa-se, entretanto, uma contradição imper 
tante sobre este mapa, Eartindo de um ponto onde a fra~ 
tura ocorra pela formaçao de vazios .em aresta, é impos 
sível chegar a fratura transgranular de alta plasticiáa 
de através de um simples aumento de temperatura ou áe 
uma diminuição de tensão combinada com um aumento de 
tenperatura. As Figuras 2, 3 e 4 denonstram que tal fa-
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to ocorre.Para que o mapa se ajustasse a realidade físi 
ca seria preciso que a linha que separa os Cai!'pOS de dÕ 
mínio de fratura transgranular e da fratura por cavida=
des em aresta tivesse a inclinação invertida. Essa li
nha indica sobre o mapa o lugar gecmétrico dos pontos 
onde o tempo de ruptura produzido pela ação individual 
dos mecanismos, tal COJJYJ indicado pelas respectivas e
quações constitutivas, se igualam. A equação desta li
nha é obtida igualando as equações constitutivas dos 
dois mecanismos e explicitando a tensão normalizada o/G 
em função do inverso da temperatura normalizada Tm/T. A 
necessidade da alteração da equação da linha põe em dú
vida as equações constitutivas e comprometem o signifi
cado físico do mapa. 

A Figura 6 propõe um mapa de fratura construído 
com base nos presentes resultados experirrentais seguin 
do a metodologia proposta por Ashby e Col [6]. Inclui=
-se entre os mecanismos de fratura por fluência a fratu 
ra assistida por precipitação dado que se trata de um 
p~cesso natural do material que tem características 
proprias e cuja importância tecnologica não pode ser 
desprezada. Os campos de domínio dos mecanismos são de
finidos em função de temperatura e ductilidade na rup
tura por fluência representada pela redução de área. O 
emprego da duct1lidade favorece a caracterização do me
canismo de fratura assistida por precipitação .já que se 
trata de uma grandeza sensível a ação do mecanismo. Bn
bora na sua construção sejam consideradas apenas qua
tro aJJYJstras, estas são suficientemente diversificadas, 
como demonstrado na Figura 1, para conferir alguma gene 
ralidade ao mapa. Uma limitação inportante do mapa es=
tã na curta duração dos ensaios executados nas quatro 
amostras que não permite caracterizar o mecanismo de 
fratura por vazios lenticulares. Estima-se que o domí
nio desse mecanismo seja limitado superiormente pelo me 
canismo de fratura por vazios em aresta e à direita pe7 
la fratura assistida por precipitação. 
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Figura 6 - }A.apa de fratura experimental para o aço AISI 
316 indicando a variação de ductilidade com 
a temperatura conforme o mecanismo controla
dor de processo. 

CONCLUSOES 

a) Análise do comportamento de quatro amostra~ de aço 
AISI 316 indica a importância de se considerar entre 
os mecanismos de fratura por fluência a fratura as
sistida por precipitação. 

b) Os mapas de deformação indicados na literatura por 
esse material, construidos a partir de equações cons 
ti tutivas [3] não se prestam para descrever o compor 
tamento do material. -

c) Os domínios dos mecanismos de fratura por fluência, 
entre eles incluida a fratura assistida ·por precipi
tação, podem ser indicados através de mapas de fratu 
ra construidos a partir de resultados experimentais 
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INI'RODIJÇÃ() 

O emprego cada vez mais acentuado da Mecânica da 
Fratura no projeto e na análise de falhas de componen
tes estruturais tem motivado o desenvolvimento. de méto
dos analíticos, numéricos ·e experimentais para a deter
minação de fatores de intensificação de tensão. Recen
temente, métodos fotoelásticos vêm sendo cada vez mais 
empregados pelas suas vantagens de precisão e possibili 
dade de aplicação em casos bi e tri-dimensionais envol~ 
vendo geometrias e carregamentos complexos. Um dos pro 
blemas para a aplicação da fotoelasticidade está na ne~ 
cessidade de se coletar dados em regiões próximas à raiz 
das trincas . No campo Illl.li to próximo ã raiz de uma tri!! 
ca, efeitos devidos a plasticidade local, a deslocamen
tos acentuados, e a dificuldades experimentais, impossi 
bilitam a análise correta dos dados [1-4]. Por outro
lado, leituras de dados em pontos afastados (com distân 
cia r da raiz da trinca igual a um comprimento de· trin~ 
ca, a) poderão gerar fatores de intensificação diferen
tes aos reais devido ã pertubação dos campos de tensões 
singulares em 1/'fr pela vizinhança de superfícies li
vres, concentração de tensões ou mesmo outras trincas. 
Vários métodos têm sido propostos para levar em conside 
ração estes desvios dos campos de tensões singulares -
[1,5,6]. Para o modo de abertura I, Sanford [7] propôs 
uma generalização das equações de Westergaard que, asso 
ciadas a funções de tensões adequadas e a um procedimen 
to numérico para tratamento dos dados [8], gerou exce-
lentes resultados como reportado em [6]. Para modos de 
abertura I e II combinados, um procedimento bastante e
ficiente de análise de resultados foi recentemente pro
posto em [1,2]. Este trabalho tem como objetivo apre
sentar um método alternativo ao proposto em [1,2], es
tendendo o procedimento anteriormente seguido por 
Sanford [7], para problemas planos envolvendo modos de 
abertura de trinca combinados (I e II). Nas seções se
guintes são apresentadas a formulação teórica e comentá 
rios sobre sua implementação numérica. O método desen~ 
volvido é então aplicado ã determinação de fatores de 
intensificação de tensão KI e KII para trincas próximas 
ao pé de cordões de solda que unem barras planas ortogo 
nais submetidas a carregamentos trativos. Os resulta-
dos são comparados a resultados analíticos e numéricos 
já conhecidos para as geometrias analisadas concluindo
se então sobre a validade de utilização do método e da 
técnica experimental de introdução de trincas em mode
los de junções soldadas com geometrias e carregamentos 
mais complexos. 

lização das equações de Westergaard [9] a partir da se
guinte função de tensão de Airy: 

EQUAÇOES DE WESTERGAARD GENERALIZADAS 

Para descrever completamente o estado de tensão 
em um ponto distante de r da ponta de uma trinca subme
tida ao modo de abertura I, Sanford [6] propôs a gener~ 
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-
F Re Z + y Im Z + y Im Y (1) 

onde adota-se a seguinte convenção no decorrer desta se 
çao: 

Z = Z (z) , Z' = dZ/dz , Z dZ/dz 

Z = X + iy Z = X iy (2) 

Então, para o modo I, tem-se 

ax Re z - y Im Z' - y IIR Y' + 2 Re Y 

ay R e z + yim Z' + y Im Y' (3) 

T - y Re Z' - y Re Y' - Im Y xy 

Considerando-se as condições de contorno descritas na 
Figura 1, tem-se então queRe Z(z) O nas paredes da 
trinca e Im Y(z) = O ao longo de y = O. 

t 

l 

-
-----~ 

X 

----

MODO DE ABERTURA I 

l(i) Vy•o;y.O,X(O 
c.c. 

(ii) 'l:'xy•o; Y·O 

MODO DE ABERTURA n 

l(iiil '!:xy-o;y.o,x<o 
c.c. 

(i v) O"y • o )Y·O 

Figura 1. Modos de abertura I e II para trincas. 
Notação e condições de contorno. 
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Sanford apresentou [6] um par de funções Z(z) e 
Y(z) que satis~azem as condições acima; Aj e 0m sendo 
constantes rea1s: 

J 
Z(z) = L A. zj-1/2 

j =0 J 
(4) 

M 
Y(z) = L a zm 

m=O m 

Para o modo de abertura II buscou-se a função de 
tensão de Airy a partir de uma representação geral de 
forma complexa de uma função bi-harmônica, a saber: 

F* = Im [~ ~*(z) + X*(z)] (5) 

Através de uma combinação e uma substituição de 
funções [10] demonstra-se•que 

-
F* -y Re Z* + Im Y* - y Re Y* 

ox = 2 Im Z* + y Re Z*' + Im Y* + y Re Y*' 

o = -y Re Z*' + Im Y*- y Re Y*' y 

T = Re Z*- y Im Z*' - y Im Y*' 
~ 

(6) 

(7) 

Deste modo as condições de contorno descritas na 
Figura 1 se apresentam na mesma forma das condições pa
ra o modo I, i.e., Im Y*(z) =O para y =O e Re Z*(z)=O 
nas paredes da trinca, o que possibilita definir um par 
de funções Z*(z) e Y*(z) similar a (4), ou seja, 

p 
Z*(z) = L B zp-1/2 

p=O p 

Y* (z) ~ 
q=O 

Sq zq , BP , Sq ctes reais 

(8) 

Este fato traz uma grande simplificação no desen
volvimento teórico e na implementação computacional. 

Para um caso geral do estado plano de tensão, en
volvendo a combinação dos modos de abertura I e II, as 
equações para as tensões podem ser conseguidas a partir 
da superposição de (3) e (7). Os fatores de intensifi
cação de tensões para os modos I e II, KI e KII respec
tivamente, atuando independentemente ou de forma combi
nada, serão dados pelOSJPrimeiros termos dos desenvolvi 
mentos deZ e Z*, isto e, 

KI =Ao V2; 

KII = Bo -vz; 
(9) 

DETERMINAÇÃO DE KI E KII A PARTIR DA FOTOELASTICIDADE 

Utilizando-se a superposição de (3) e (7) e saben 
do-se que a tensão tangencial máxima no plano é obtida
através da fotoelasticidade, [11], pode-se escrever a 
equação (10) abaixo, 

2 4(Tmax)plano 
2 2 (N.f /t) = (o - o) + 

O X y 
4i 
~ 

(1 O) 

sendo N a ordem de franja no ponto estudado, t, a espe~ 

sura do modelo e, f , o valor da franja ou a ~alibração 
ótica do material d8 modelo . . 6 Para cada ponto z = re1 próximo ã raiz da trinca 
anotam-se as coordenadas r, e e sua ordem de franja N. 
A solução da equação (10) fornecerá os valores de A1, 
~· 0m e a : Os valores de KI e KII são então obtiaos 
da equaçãoqL9). O procedimento adotado para a solução 
de (10) baseia-se num trabalho pioneiro de Sanford e 
Dally [8] para o modo de abertura I. Sanford e Dally 
propuseram a adoção do método de Newton-Raphson associ
ado a um processo de ajustamento por mínimos quadrados 
de uma grande massa de dados experimentais. Em outras 
palavras, são fornecidos muito mais dados do que o núm~ 
rode incógnitas da equação (10). Este procedimento 
foi, também, anteriormente implementado em [1]. Para o 
presente trabalho, desenvolveu-se um programa de compu
tador (~ para calcular KI, KII e permitir uma avali 
ação dos resultados obtidos. As decisões sobre o núme
ro de parãmetros a serem utilizados nos problemas, isto 
é, J + M + B + Q, o número de dados a ser coletado, e 
as dimensões da região de coleta de dados não é trivial 
e precisa ser cuidadosamente analisada. 

A avaliação dos resultados encontrados para KI e 
Kir por este procedimento numérico de solução de (10) é 
fe1ta de dois modos. O primeiro se baseia na compara
ção entre a distribuição de franjas real, que ocorre no 
contorno da trinca e da qual foram coletados os dados, 
com a distribuição de franjas plotadas pelo computador 
utilizando os valores calculados de KI e Kri· O segun
do modo se baseia no cálculo do desvio méd1o percentual 
das ordens de franjas, run. Este desvio é determinado a 
partir dos desvios relativos entre as ordens de franjas 
reais e as calculadas pelo modelo teórico a partir dos 
valores de KI e KII e demais parâmetros, isto é, 

NO 
6n L 

Nreal - Ncalculado 

Nreal 
100 -oo- ( %) (11) 

onde NO é o número de dados fornecidos ao computador. 
Neste trabalho utilizou-se um número NO de aproximada
mente 80 a 150 pontos, coletados aleatoriamente numa re 
gião próxima ã raiz da trinca. Uma coleta de dados crT 
teriosa permite, no entanto, que bons resultados sejam
obtidos com até 40 pontos. 

Os dados de entrada para o programa são os tr~los 
(N,r, 6) de cada ponto escolhido. A solução obtida e en 
tão ajustada variando-se a combinação de números de pa~ 
râmetros J,M,P e Q. A escolha da solução final, quevai 
fornecer o valor mais confiável de KI e KII• se baseia 
nos critérios anteriormente descritos de confrontação 
de configurações geradas e reais e de minimização do va 
lor de run. Dependendo do número de parâmetros, KI e KII 
variam dentro de uma faixa de aproximadamente 10%. Va
lores típicos para 6n variam entre 2 e 6%. 

APLICAÇÃO DO MSTODO AO ESTUDO DE TRINCAS PROXIMAS A JUN 
TAS SOLDADAS -

Esta seção tem como objetivos exemplificar a apli 
cação do método anteriormente desenvolvido e mostrar o
quanto seus resultados podem se aproximar de soluções 
teóricas e numéricas já existentes. Para isto foram a
nalisados dois casos. 1) O de uma barra simples comtrin 
ca superficial, carregada à tração (Figura 2a); 2) o de 
duas barras soldadas ortogonalmente com trinca no pé do 
cordão de solda, submetida ã tração (Figura 2b). Para 
o caso 2, embora a trinca esteja submetida a um carrega 
menta basicamente trativo, pretende-se tratar o proble~ 
ma de forma geral, isto é, incluindo-se a possibilidade 
de abertura da trinca em modo II, uma vez que hipóteses 
que assumam simetria em relação ao eixo x serão cada 
vez mais falsas com a diminuição do comprimento da trin 
ca. A importância ou não do modo de abertura II de um
problema poderá então ser avaliada pelo valor determina 
do para KII· Para o exemplo aqui apresentado pretende~ 
se ainda analisar os seguintes pontos: 



- variação de Kr e K11 quando os experimentos são repe
tidos (no caso foram realizadas cinco repetições em 
cada modelo); 

- comparação dos resultados obtidos com soluções teóri
ca [12] e numérica [13] (caso da barra simples) e ape 
nas numérica [13] (caso d~< função soldada}; -

- diferença entre os resultados obtidos para Kr e Krr ' 
quando as trincas são reais (introduzidas por fadiga) 
ou usinadas. 

·I f 
' 

:c' 
220 

1· -·+ I· 
o . • 4 .44M ITriiiCIG Pf'O,.,..;,..., ..... I 
1. 4 . !J5-(Tri"" '*no4MI 
w. 2!.10 .. 

Figura 2. Modelos estudados 

Os modelos estudados tem uma relação de a/w = 0.2, 
são de policarbonato (PSM-1) e foram inicialmente usina 
dos numa fresadora com intensa refrigeração para evitar 
franjas residuais indesejáveis nas bordas. Em seguida, 
as trincas foram usinadas com tuna fresa tipo disco com 
0.5mm de espessura. Uma fresa com dentes especialmente 
afiados formando um ângulo de 300 foi utilizada para o 
acabamento da raiz das trincas, tal como recomendado em 
[1 '4] . 

No modelo com trinca de fadiga, usinou-se tun enta 
lhe em sua borda para concentrar tensões. O modelo foi 
então levado a tun "shaker" e solicitado como viga engas 
tada até a ressonância. Permitiu-se assim que a trinca 
se propagasse por fadiga até tun comprimento tal que o 
entalhe pudesse ser removido da borda por usinagem e a 
razão a/w = 0.2 fosse obtida permanecendo ao final ape
nas a trinca de fadiga. Cinco séries de experimentos 
para as barras simples trincadas foram realizados. Após 
isto, barras com os detalhes referentes aos cordões de 
solda foram coladas (com cianoacrilato) ortogonalmente 
às barras previamente trincadas. Novas séries de cinco 
experimentos para cada tun dos modelos foram realizadas. 
Os dados fotoelásticos foram coletados ntun polariscópio 
de transmissão com aumento de 10 x do campo em análise. 
Os pontos de coleta de dados localizaram-se no interior 
de dois círculos, o interno com raio de 1mm. o externo 
com raio igual a 8mm. Valores de N,r e 8 para cada po~ 
t o do experimento foram alimentados ao programa FLAW. 
Os resultados obtidos para Kr estão apresentados na Ta
bela 1. Os valores de KII para as barras soldadas fo
ram muito baixos, da ordem de 1% dos valores obtidos pa 
ra KI· As configurações de franjas real e gerada por -
computador para um modelo soldado com trinca de fadiga 
estão apresentadas na Figura 3. 

Os resultados da Tabela 1 mostram que os modelos 
soldados com relação a/w = 0.2 não sofrem influência do 
modo de abertura II uma vez que os valores de Krr enco~ 
trados foram muito pequenos. Os resultados tambem mos
tram que os valores de KI para barras simples e solda
das são praticamente idênticos, sua diferença sendo me
nor que a faixa de variação dos resultados experimentai~ 
Isto foi também comprovado noutro trabalho, [13], que 
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Tabela 1. Resumo dos Resultados Encontrados 

K • I K * I K * 
I K1*[12l 1<1*(13] 

Modelo Mínimo t-fáximo Médio Analítico Numérico 

Barra simples 1. 34 1.47 1.40 1 .36 1. 37 trinca fadiga 

Barra simples 
tr:irica usin. ~.33 1.40 1.37 1 .37 1.39 

Mod. soldado 1.32 1.43 1.39 1.39 trinca fadiga -

Mod soldado 1. 31 1.45 1.37 1.40 trimca us:in. -

Kj ~ K1;a\rrrã , a = tensão nominal 

- TRINCA 

ESCALA e :1 
if/E)'~ BANOA5 DE FRANJAS 

GERADAS N t 0,1 

Figura 3. 

LINHAS DE FRANJAS !)5 
PER I MENTAIS 

Distribuição de franjas na região vizinha à 
trinca, propagada por fadiga, próxima ao pé 
da solda. Esquerda: franjas isocromáticas; 
Direita: franjas isocromáticas superpostas 
à resposta gerada pelo computador 

se utilizou do método de elementos finitos para determi 
nação de Kr (sem no entanto admitir a possibilidade do
modo de abertura II). Em [13], a razão entre os valo
res de K1 para barras soldadas e barras simples para a 
r elação a/w = 0.2 foi 1.39/1 . 37 = 1.01. Deve-se obser
var na Tabela 1 que os valores de Kr são praticamente 
os mesmos para as trincas usinadas ou propagadas por fa 
diga, se, de novo, considerar-se que sua diferença se -
encontra dentro da faixa de dispersão dos resultados pa 
ra as diversas repetições dos experimentos. Esta faixa 
pode ser estabelecida como sendo ! 5% em torno do valor 
médio encontrado para K1. Esta semelhança de resulta
dos permite confirmar resultados anteriormente encontra 
dos [1,4] de que geometrias especiais para a raiz de -
trincas usinadas podem gerar valores de KI confiáveis. 

CONCLUSOES 

As seguintes conclusões podem ser feitas: 
1) Foi desenvolvido um método fotoelástico para determi 

nação de fatores de intensificação de tensões para o 
modo combinado de abertura de trincas baseado numa 
formulação analítica que utiliza equações generaliza 
das de Westergaard para ambos os modos. -

2) Os resultados para os exemplos estudados permitem 
concluir que trincas usinadas ou propagadas por fadi 
ga em modelos simples ou soldados geram os mesmos re 
sultados, considerando-se uma dispersão em torno da-
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média de ! 5%. 
No momento, modelos ~imples ou soldados com geome 

trias a/w variando de 0.05 a 0.8 estão sendo estudados~ 
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~ ão de..te.JLm.i.nado-6 e. anal..i.-6 ado-6 . 

1 . I NTROOUÇM 

Engrenagens sao hoje usadas nos mais diferentes t~ 
pos de máquinas, e e talvez o elemento mais importante 
em todos os sistemas de transmissão mecânica. 

O problema de otimização de engrenagens, seja qua~ 
to ao desgaste ou flexão do dente,vem recebendo uma ~ 
tenção especial dos pesquisadores ao longo dos tempos . 
Lewis [1) , um dos primeiros a propor a sua tradicional 
formulação matemática baseada na teoria de flexão de v~ 
ga, não considera efeitos importantes, o que levou v~ 
rios outros pesquisadores a estudarem o problema. 

Vários autores [2,3,4,5] realizaram um grande núm~ 
rode pesquisas com o objetivo de determinar os fatores 
de concentração de tensão no pé dos dentes, não previ~ 
tos pela equação de Lewis. Entre estes trabalhos, dest~ 
ca-se o estudo fotoelástico feito por Dolan · e Broghamer 
[4) , que desenvolveram uma formulação matemática para 
determinar o fator de concentração de tensão em função 
dos parâmetros geométricos do dente. Jacobson [6) ,us~ 
do fotoelasticidade plana, analisa o estado de tensao 
em engrenagens de dentes retos, enquanto Dani e l [7) , ~ 
sando fotoelasticidade tri-dimensional obteve a distri 
buição das tensões em dentes de engrenagens hipoides.O~ 
tro importante estudo usando o método de congelamento 
das tensões foi feito por Rubayi e Tan [8) , que com o 
auxílio do método de incidência obliqua, determinaram a 
distribuição das tensões e o fator de concentração de 
tensões ao longo da espessura dos dentes de cremalhei 
ras. Lingaiah e Ramachandra [9) realizam um interessa~ 
te estudo de otimização do perfi 1 dos dentes de engren~ 
gens tipo Wildhaber-Novikov, também usando fotoelastic~ 
dade. Unizawa [10) e Allison e Hearm [11) realizaram e~ 
tensos estudos de deflexão de dentes de engrenagens. O 
trabalho de Wi lcox e Coleman [12] , entre poucos, apr~ 
senta um método analítico de elementos finitos para a 
nal isar tensões nos dentes . 

A grande maioria dos trabalhos citados nesta revi 
são, objetivam a determinação das tensões máximas ou de 
formulações matemáticas para obter fatores de concentr~ 
ção de tensão em dentes de engrenagens, de uma forma g~ 
neralizada. O presente trabalho, apresenta um estudo 
da distribuição das tensões e dos fatores de concentra 
ção de tensão, usando modelos em escala real o~tidos 
por usinagem com ferramentas de forma ~ncontradas .no 
mercado. Este procedimento,permite, alem da determ1n~ 
ção dos fatores de concentração em função do numero de 
dentes, fazer uma avaliação da precisão das ferramentas 
fornecidas pelos diferentes fabricantes. 

2. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Os mode los fotoelásticos a serem estudados foram 
usinados de placas de 220 x 120 mm do material fotoelá~ 
tico. Estas placas foram obtidas em moldes especiais de 
vidro plano, previamente coberto comborrachade silico 
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ne. O material uti 1 izado foi o material fotoelástico 
obtido da mistura de 100 partes em peso da resina- Aral 
dite CY-205, com a combinação 20 partes em peso do anf 
drido fitál ico e 30 partes em peso do anidrido maleicÕ 

[13) . 
Para a usinagem dos modelos em escala real e na 

geometria desejada, foram utilizadas oito ferramentas 
de forma,ou seja, um conjunto de oito fresas de mesmo 
módulo, encontradas no mercado. Segundo as recomend~ 
ções, cada uma das oito fresas foram usadas para usinar 
um modelo, com número de dentes pré-fixados. Em cada ~~ 
delo foram usinados três dentes para incluir a influe~ 
cia de vizinhança no dente carregado, sendo a carga • ~ 
plicada no dente do meio. Apesar de ter sid~ constru1do 
um modelo parcial das engrenagens, foram rigorosamente 
obedecidas as condições de diâmetro externo, profundid~ 
de do dente e ferramenta recomendada para os respect~ 
vos números de dentes. A tabela 1 mostra dados gerais 
sobre cada modelo, sendo usado fresas com módulo m ;5mm 
e ângulo de pressão ~ = 20°. A figura 1 mostra,7sq~em~ 
ticamente a geometria do dente,_destacando_os principa
is parâmetros para a determinaçao das tensoes e fator 
de concentração de tensões, ou seja: raio do filete 
(rf), ângulo de pressão (~~. posi!ão da carg~ (h) e la~ 
gura do dente (t) na posiçao de maximas tensoes. Estes 
valores, estão também mostrados na tabela 1. 

A usinagem dos modelos foi feita em uma fresadora 
universal com velocidade de corte de 1500 rpm e avanço 
da ferram~nta de 16mm/mi .O corte das fatias foi feito 
com serra circular de 100mm de diâmetro e O,]mm de es 
pessura,rotação de 950 rpm e com avanço de 20mm/mi. 

Fig. 1 - Modelo esquemático mostrando os parâmetros 
geométricos, carga aplicada, fatias e sis 
tema referencia l. 

~ma vez obtidos os modelos, foi feito o congel~ 

mento das tensões usando o ciclo térmico para o mater~ 
al escolhido [13) . A carga foi aplicada no dente, ao 
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Tabela 1 - Dimensões dos dentes dos modelos e valores experimentais obtidos 

ESPESSURA 
CARGA 

POSIÇÃO LARGURA TENSÕES I CONCENTRAÇAO 
RAIO 00 DA DA 00 COMPRESSÃO TRAÇÁO 

MODELOS NJ DENTES FILETE ENGRENAOEM APLICADA CARGA DENTE 
rt (mm) P (KN/m) h (mm) 

(S"max 
Kt 

(f max 
Kt • (mm) !(mm) 

<MPa) (MPa) 

MS-1 1 2 2 . 0!5 14 .65 1. 339 

M5-2 1 5 2.05 14 . 90 I. 319 

M5-3 18 1.95 15.15 1.295 

M!!-4 24 1 . 70 14.78 1 . 327 

M5-5 30 1. 1 o 14.80 1 . 325 

M5-6 46 1 . 60 15.10 1. 299 

M5-7 100 1 . 50 • 14.65 I . 186 

M 5- 11 138 1 . 45 14.60 1.344 

longo de sua espessura, através de um sistema de cunha 
e peso morto. Os modelos foram previamente fixados no 
sistema de carga e o eixo de simetria do dente posicio 
nado de tal forma a fazer um ângulo de 70° com a posT 
ção horizontal de aplicação da carga. A figura 2 mos 
tra o sistema de carga usado. Após o congelamento das 
tensões, foram cortadas oito fatias axiais de cada mo 
delo (Fig. 1), de espessura aproximadamente de 1,0 mm~ 
suficientes para determinar a variação das tensões má 
ximas ao longo da espessura do dente. 

;,>< 

., 

Fig.2- Sistema de carga usado 

3. ANALISE E RESULTADOS 

8 .1 5 

8 . 60 

8.30 

8 . 30 

8 . 50 

1 . 45 

8 .1 5 

e. 1s 

As fatias obtidas de cada modelo fotoelástico,oito 
fatias para cada modelo, foram estudadas em um polaris 
cópio especial, com amplificação de 10x. Cada fatia foT 
cuidadosamente analisada, sendo inicialmente identifica 
do os pontos de maior ordem de franja no contorno livre 
do raio do filete, do lado da tração e compressão, que 
correspondem respectivamente aos pontos A e B na figura 
1. A identificação destes pontos permite a determina 
ção, uma vez localizado também o ponto de aplicação da 
carga, da altura h e da largura do dente t, como mostra 
do na figura 1. Estes valores são iguais para as fatias 
de um mesmo modelo, e tem os seus valores dados na tabe 
la 1. Os raios do filete de cada modelo, que por sua 
vez dependem da precisão da fresa-módulo específica pa 
ra cada número de dentes, foram determinados usando um 
projetar de perfil da Carl Zeiss Jena,modelo MP-320, as 
saciado a gabaritos circulares de precisão. Os valores 
médios medidos para cada modelo se encontram também na 
tabela 1. 

As fatias neste estudo são planos principais das 
tensões, ou seja, plano X-Y mos~rado na figura 1. Desta 
forma,_as tensões o1_e o2 estão no plano das !atias e 
a tensao o3 na direçao normal ao plano, direçao Z. Qua~ 
do a incidencia da luz é no rmal ao plano das fatias, o 1e 
o2 estão relacionados pela cfássica equação da fotoelas 

7. 95 I. 344 1. 47 1. 299 1. 42 

8 . 60 1. 241 1. 53 1.208 1. 49 

9. 40 l. 202 1.60 0.969 1 . 52 

9 . 85 1. 203 1.71 0.927 1. 57 

10 . 20 1.108 1. 96 0. 993 1. 76 

10 . 8!5 0. 848 1. 75 0. 834 1. 72 

11. 1 !5 0 . 740 1.84 o. 706 1. 76 

11 . 75 o. 770 1.89 o. 728 1. 71J 

ti cidade [14]: 
K Nz 

01- 02 =---t 
( 1) 

onde: 
Nz - ord~m da franja com incidência normal ao plano,d~ 

reçao Z. 
K -constante Ótica do material fotoelástico 
t - espessura da fatia 

No contorno livre do raio do filete, a tensão 
o2=0 e a tensão o1 assume o valor máximo. Desta forma, 
uma vez conhecido a espessura da fatia e o valor da 
constante ótica do material [13) , é possível determi 
nar, usando a equação(1), o valor numérico da tensãõ 
máxima conhecendo-se a ordem de franja máxima no con 
torno livre do raio do filete . A ordem da franja foT 
medida no polariscópio usando o método de compensação 
de Tardy. Para se obter uma maior precisão, uma vez 
que medidas diretas da ordem de franja no contorno são 
difíceis e pouco precisas, foi determinado o valor das 
isoclínicas nos pontos de maior ordem de franja,pontos 
A e B, permitindo posicionar uma reta normal ao contor 
no passando pelos pontos. Desta forma, as medidas das 
isocromáticas foram feitas sobre esta reta, até uma 
distância de 10mm do ponto do contorno, sendo que pró 
ximo dos pontos A e B foram feitas medidas em pontos. 
distantes de até 0,25mm. A ordem de franja máxima no 
contorno foram obtidas por extrapolação da curva. A fi 
gura 3 mostra a típica distribuição das franjas, obtT 
das no polariscópio de campo escuro. 

Fig. 3 - Típica distribuição das franjas ou parâ 
metro das isocromáticas. -

Utilizando o procedimento descrito para determi 
nar a ordem de franja no contorno e usando a equaçãõ 
(1), as tensões o 1 =o foram determinadas para to 
das as fatias. Os valo~~~ obtidos para cada modelo fÕ 
ram plotados em função da espessura, e os resultados pa 
ra o modelo MS-1 estão mostrados na figura 4. Como po-



de ser visto, a tensão cr passa por um valor máxlmo 
no centro da espessura d~axmodelo. Estes valores máxi 
mos para o lado da tração e da compressão, estão mos 
trados na tabela 1 para cada modelo. 

U(M~>r---------------------------------------, 

1.30 

1.10 

LADO OPOSTO 'A CARGA 

B' 
Q25 0 .5 0.75 1.0 

Z;e 
Fig.4- Variação das tensões maxomas ao longo da 

espessura do dente,para o modelo M5-1 

O fator de concentração de tensão experimental no 
filete foi definido como: 

cr 
K =~ 

t cr nom 
(2.) 

onde cr i a maior tensão obtida ao longo da espessu
max 

r a e, 
6 Phcos <j> 

t 

P sen <j> 

t 
(3) 

Tendo em vista as equaçoes (2.) e (3) e os máximos 
valores das tensões nos raios dos filetes, os fatores 
de concentração de tensões foram determinados e estão 
mostrados na figura 5. 

Fig . 5 - Variação do fator de concentração de 
tensão em função do número de dentes, 
usando fresa-módulo M5. 

4. DISCUSSAO DOS RESULTADOS 

Dos resultados obtidos, foi observado que a dis 
tribuição das tensões máximas ao longo da espessura do 
dente varia, assumindo um valor máximo no plano médio 
da espessura, como mostra a figura 4. Este resultado 
foi encontrado para todos os modelos. Esta variação é 
devida a espessura pronunciada do dente,propiciando jm 
to das faces, pontos B e B' na figura 4, um estado
plano de tensão (cr

1
=0) e na região mediana da espessu 

ra (entre B e B') Om estado plano de deformação onde 
d1,;o. Rubayi e Tan [8] determinaram o valor de cr 1 , ~~ 
ra uma espessura de engrenagem de 25mm e uma geométroa 
particular do dente, como sendo de aproximadamente 30 % 
do valor de cr 1. 

Devido ao efeito da compo~ente radial da carga, a 
grandeza das tensões do lado oposto ã carga são maio 
res que as do lado da carga (tabela 1), apesar de nao 
ter sido observado nenhuma variação significativa na 
distribuição das tensões ao longo da espessura. Os va 
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lores máximos obtidos, foram ambos comparados com a 
mesma tensão nominal dada pela equação (3) e estão mos 
trados na figura 5 sob a forma de fatores de concentrã 
ção de tensão, sendo as tensões máximas experimentais
do lado da compressão aproximadamente 6% maior que as 
do lado da tração. A maioria dos autores ~.6,8) só fa 
zem referência às tensões ou fatores de concentraçao 
de ten$Ões do lado da tração, provavelmente devido ao 
fato da maioria dos materiais usados em engrenagens te 
rem seus limites de resistência maiores à compressãõ 
do que a tração. 

Examinando a figura 5, a mesma revela que o fator 
de concentração de tensão cresce quando o número de 
dentes da engrenagem aumenta, tendendo para um valor 
constante quando o número de dentes tende para um va 
lor muito grande (> 200) ou para a condição de uma cre 
malheira. Outra observação feita neste estudo i que,co 
mo o raio do filete depende da fresa-módulo usada, o 
fator de concentração de tensão está diretamente asso 
ciado a cada fresa-módulo usada. A figura 6 mostra a 
variação do raio do filete gerado para cada uma das oi 
to fresas usadas neste trabalho. ~ de se esperar que~ 
se um conjunto de quinze fresas ou mesmo se uma fresa 
tipo caracol (hobbing) fossem usadas, os raios de cur 
vatura correspondentes aos respectivos números de den 
tes deveriam estar sobre a curva da figura 6. Assim~ 
qualquer imprecisão ou defeito nas ferramentas, mais 
precisamente na curvatura que dará origem ao raio do 
filete para um número de dentes, acarretaria alteração 
no fator de concentração de tensão. Este fato foi ela 
ramente observado para o modelo M5-5, usinado com a 
fresa módulo 5, número 5. A imprecisão no raio de cur 
vatura da ferramenta que gerou o modelo com 30 dentes~ 
alterou consideravelmente o fator de concentração de 
tensão, como pode ser visto respectivamente nas fig~ 
ras 5 e 6. 

E 
§ 

N! DE DENTES 
Fig. 6- Variação do raio do filete em função 

do número de dentes,para uma fresa mo 
dulo M5. 

5. CONCLUSAo 

Baseado no conjunto de fresas-módulo usadas e 
nos resultados experimentais obtidos neste estudo, sao 
as seguintes as conclusões: 

1. Devido a espessura do dente da engrenagem,as 
na superfície dos dentes são aproximadamente 
nores que as máximas tensões no plano médio. 

tensões 
35% ~ 

2. O fator de concentração de tensão cresce com o nume 
ro de dentes e atinge um valor máximo para número 
de dentes infinitamente grande ou para uma cremalhei 
ra. 

3. O fator de concentração de tensão i inversamente 
proporcional ao raio do filete e é altamente depen 
dente da geometria ou precisão da ferramenta usadã. 

Este trabalho é parte de um estudo mais completo 
em desenvolvimento no DEM/UFU, envolvendo ferramentas 
de outros fabricantes com módulos diferentes,incluindo 
fresas tipo caracol. 
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m-i.nadoJ.> em 6u.nç.ão doJ.> pa!tâ.me.tltOJ.> do p!toblema. -

1. I NTRODUÇJ\o 

A distribuição das tensões em cilindros de paredes 
grossas submetido a uma pressão interna é conhecida ~ 
nal i ticamente pela teoria de Lamé [1] , para c i 1 indro 
de comprimento infinito e regiÕes afastadas das extremi · 
dades. Nenhuma formulação matemática ou estudo experT 
~ntal é conhecido até o momento, que permita a deter 
minação da distribuição das tensões nas extremidades do 
cilindro oco devido a pressão exercida por outro cilin 
dro, montados com interferência. 

Vários problemas sem soluções analíticas são hoje 
resolvidos usando técnicas especiais [2, 3,4] .Entre es 
tas técnicas, a fotoelasticidade tri-dimensional ocupa 
um lugar de destaque. Baseada no método de fixação da 
anisotropia ética em materiais fotoelásticos ou método 
de congelamento das tensões [2,5,6] , esta técnica per 
mite uma completa determinação do estado de tensão nas 
mais complicadas formas geométricas. Diferentes materi 
ais tem sido utilizados para a confecção dos modelos fo 
toelãsticos,destacando-se :;s materiais à base de resina 
epox i [5, 6]. 

Neste trabalho, a técnica de congelamento das ten 
sões foi usada para a determinação da distribuição das 
tensões nas extremidades de cilindros ocos,montados com 
interferência, para várias posições do cilindro interno 
e relações de diâmetros do cilindro oco.O material fotoe 
lástico usado foi o CY 205- 25MA- 21 PA [5] 

2. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Para a obtenção dos modelos fotoelásticos a serem , 
estudados, foram construídos moldes de tubos de aço de 
tal maneira que o material removido por usinaqem fosse 
mínima, sem prejuízos do modelo final. Para evitar a 
aderência do material do modelo (resina-epoxi) nas pa 
redes dos tubos, estas foram cobertas com borracha de 
silicone[5,7~ . O material utilizado para a constru 
ção dos modelos foi o material fotoelástico obtido da 
mistura de 100 partes em peso da resina Arr.ldite 
CY 205, com a combinação de 21 partes em peso de ani 
drida ftál ico e 25 partes de anidrido maleico [7] . De 
pois de obtido e calibradn, o mat~rial fotoel~stiéõ 
apresentou as seguintes propriedades [7,8] : 

-Temperatura Crítica T 138°C 
c 

- Valor da franja : K 0,44 KN/m 

-Módulo de Elasticidade: E= 44,10 MPa(Temp.Crítica) 

- Coeficiente de Poison: v= 0,5 (Temp.Crítica 

Di ]atação Térmica: a= 1,0 x 10-4 0 c-l 

Arós fundidos os modelos fotoelásticos, os mes 
mos foram usinados para obter as dimensões desejadas~ 
Com o objetivo de determinar a influência da geo~ 
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tria do cilindro oco e da posição do ~i lindro 1nterno 
na distribuição das tensões,vãrios modelos foram cons 
truídos com dimensões mostrada na Tabela 1. A figura T 
Tabela 1 -Dimensões dos cilindros usados,L= 160mm e 

MCJI::E:LO 

I 
2 
3 

4 
5 
6 
7 
8 

9 
lO 
I 1 
12 

13 
14 
15 
16 

l = 180mm, comprimento dos cilindros ocos e 
internos, respectivamente. 

D!d D d Zo di Od 
CK~al (m m) (mm) (mm) (mm) 

1.7 54.5 32.06 2 .2 32.38 0 .32 261 
1.7 64.63 38.00 7.4 38.62 0 .62 232 
!.7 64.56 38.00 12.5 38.62 0.62 249 

2.0 76.00 37.96 2.5 38.60 0.64 307 
2 .0 75.98 38.02 5 .0 38.60 0 .58 256 
2 .0 76.00 37.98 7. I 38.62 0 .64 297 
2 .0 75.98 3aoo 10.0 38.44 0.44 207 
2 .0 76.00 38.00 12.5 38.62 0.62 294 

2.64 104.50 28.70 2.5 29.00 0 .30 188 
2 .64 104.50 2a1o 5 .0 29.30 0 .80 382 
2 .64 104.47 28.70 7.5 29.30 0.60 327 
2.64 104.47 28.70 10.0 29.36 0 .60 411 

3.0 99.12 32.94 o. o 33.80 0 .86 500 
3.0 99.00 32.9-4 4.8 33.68 0.74 441 
3 .0 75.10 24.90 8.1 25.30 0.40 270 
3 .0 75.13 24.86 11.9 25.13 0.27 240 

mostra,esquematicamente,a geometria do modelo, a posi 
ção do ci 1 indro interno, as fatias traQsversais e lon 
gitudinais e o sistema de coordenadas utilizado para a 
determinação das tensões. 

De posse dos modelos fotoelásticos procedeu-se ao 
congelamento das tensões [5,7] . Esta operação foi 
feita aquecendo o cilindro oco a temperatura de 160°C, 
acima da temperatura crítica do material, que após ter 
sido mantida durante 8 horas para uma completa unifor 
mização docilindro interno, na temperatura ambiente ~ 
foi introduzido até a posição desejada . Nesta temperatu 
ra o diâmetro interno do cilindro oco sofre uma di Ta 
tação térmica igual à diferença dos diâmetros(d 1-d) ~ 
previamente calculada usando o coeficiente de dilata 
ção térmica do material.Um resfriamento lento conclui 
o congelamento das tensões no modelo [5,7]. 

Fig. l-Esquema dos parâmetros geométricos, fatias 
e sistema referencial 
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Como o modelo em estudo tem dois planos de sime 
tria ou planos principais, plano longitudinal e plano 
transversal, foram cortadas uma fatia longitudinal e 
em média 18 fatias transversais,· como mostrado esquema 
ticamente na figura 1, sendo suficientes para uma com 
pleta análise da distribuição das tensões. 

3. DESENVOLVIMENTO TEORICO-EXPERIMENTAL 

Para determinar o completo estado de tensões em 
um ponto interior de um modelo tri-dimensional, é pos 
sível remover um pequeno cubo do meio anisotrópico fT 
xado do material fotoelástico, contendo o ponto de in 
teresse, e analisar o mesmo no polariscópio. Com as in 
formaçÕe5 obtidas pode-se ter seis equações com seis 
incógnitas, das quais cinco delas são independentes 
Dest2 forma, para a completa separação do estado de 
tensoes no ponto,é necessário usar uma das três equa 
ções diferenciais de equilíbrio. -

No presente estudo, como o modelo é axi-simétrico, 
para determinar o completo estado de tensões aplicando 
as técnicas fotoelásticas, deve-se obter uma fatia lon 
gitudinal e várias fatias transversais (Fig. 1). Na in 
tersecção destas fatias, mostrado na figura 2, é pos 
sível obter da fatia longitudinal, nos vários pontos 
de interesse, informações para duas equações relacionan 
do a diferença das tensões o,- cr2 (parâmetro das isocro
máticas) e o ângulo i (parâmetro das isoclínicas). umã 
outra equação pode ser escrita com informações da fa 
tia transversal, para os pontos correspondentes, rela 
cionando cr6- OR (parâmetro das isocromáticas). 

.<:.~ 
<:;e ' 

Gz crR 

G"l 

Fig . 2-Ponto de intersecção das fat i as e siste 
ma de coordenadas -

Desta forma,as três equações obtidas usando os pa 
râmetros fotoelásticos e a bem conhecida equação da fÕ 
toelasticidade em um ponto, podem ser escritas como: 

(az - aR) ZR 

(cr6 - crR) 6R 

K 
t 

K 
t 

Ne cos2~ 

TRZ = Tma x iRZ sen2 ~ 

Nz 

K 2't N9 sen2~ 

Onde: 
K valor da franja 

espessura das fatias 
ordem da franja na falia longitudinal 
ordem da franja na fatia transversal 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

t 

Ne 
Nz 
~ direção das tensões principais na fatia longitudi 

nal,em relação ao sistema de coordenadas adotado-

E interessante ressaltar qye, dada a simetria do 
problema,as componentes das tensões em qualquer ponto 
do modelo: T = Te= O.Assim, para a completa separa 
ção do estaªo d~ tensão,ou seja,determinação das co~ 
ponentes crR, cr8 , .crz e , TZR' deve ser usado uma d~s equ~ 
ções diferenciais de equilíbrio. Estas equaçoes, em 
coordenadas cilíndricas são: 

a•zR ô~ R aR- ae 
~ + R + ar 
aa

7 
aT 

_...._ + ZR 
;)~ aR 

TZR = O 
+ -R-

o (4) 

(5) 

3.1 - Integração Radial 

Para efe i to da integração radial,deve se r usada 
a equação difere ncial de equil íbrio,equação (4) . De~ 
ta forma, considerando dois planos ou fatias (longitu 
dinais e transversais) que se interceptam ao longo de 
uma linha radial, é possível determinar todo o estado 
de tensões em pontos pertencentes a esta linha,a par 
tir dos parâ~etros fotoelásticos medidos nas fatias~ 
As figuras~ e 4 mostram a linha AB onde se efetuará 
a integração. Nestas figuras estão também mostradas a 
distribuição de franjas, sistema referencial e o es 
quema para a integração tanto radial como axial. 

Fig.3 -Típica fatia longitudinal com o · siste 
ma referencial e esquema das integrações 

Fig.4- TÍpica fatia transversal com sistema di 
ferencial e posição da integração axial 

Assim, a ten são radial aR é obtida 
ção numérica da equação(~,que pode ser 
e e scrita na forma: 

!J. T RZ 0 6- 0 R 
0 Rl = 0 RO - ---r:z- !J.R + R 

por integra 
discretizada-

tJ.R (6) 

Esta integração numérica deve ser iniciada no 
ponto onde se conhece previamente a tensão radial crR

0
. 

Como no contorno, ou seja, no diâmetro externo do cr 
l ~ ndro oco,este valor é conhecido (oRO= O),a integr~ 
çao pode ser iniciada partindo do contorno. Este va 
lor inicial o RO pode também ser determinado atravéS 
de uma integração axial (Fig.3), como será visto no 
próximo item,procedimento que será adotado neste tra 
balho para efetuar a integração radial. -

O segundo termo da equação (6) pode ser calcula
do dete rminando no plano (fatia)longitudinal o valor 
de /J.T z·u~ vez que os valores de !J. Z_ e !J. R são pré-fi x~ 
dos. fi mytodo da diferença das tensoes cisalhantes 
consiste em determinar a tensão cisalhante nas linhas 
A e B, distantes da linha AB de uma distância !J. Z/2 
(Fig.3) . O desenvolvimento abaixo mostra o proceJ imen 

to para a dete rminação de tJ. TRZ IAB' ou seja : -

tJ. T I - :r I - T I RZ AB - . RZ A RZ 1 S 
(7) 

Substituindo a equação (7) combinada com a (3) e 



d equação .(2) na equação 
para o cálculo da tensão 

(6) resulta a expressão geral 

K 
0 R1 = 0 RO + -rr--

crR 

Na sen2~IA- Na sen2~IB ~~ 

K 
+ -t- Nzl AB . 

+ 

(8) 

onde o índice A e 8 representam medidas dos parâmetros 
da isocromãtica e isoclínica , respectivamente nas li 
nhas A, B e AB (Fig. 3). 

Desta forma, o completo estado de tensões fica de 
termina~o, ou seja, tens~o crR pela :quação (8), tensãõ 
tangencia] Oa pela equaçao(2J, tensao cisalhante T 
pela equação (3) e a tensão axial cr pela equação (1fa 
ao long0 da 1 inha radial A9. Z 

3.2 - Integração axial 

A integração axial é feita usando a equaçao dife 
rencial de equilíbrio, equação (5). Como no caso ante 
rior, esta integração é feita ao longo de uma linha , 
neste caso axial (Fig.3). De maneira análoga à anteri 
or,o estado de tensões ao longo da 1 inha axial AB é ob 
tido determinando crz pela equação 

K I I 6Z cr20 + ~ N6sen 2~ A- N6 sen2 ~ 1 B ~ + 

K I 6Z + ~ N6 sen2~ AB . -R- (9) 

_As tensões crR ,cra 'Rz foram determinadas pelas e 
quaçoes (1), (2) (3) respectivamente. Como neste ca~ 
a determinação das tensões é feita ao longo da linha a 
xial AB, para a determinação das tensões tangenciais
ao longo desta linha, vàrias fatias transversais são 
necessárias. 

t interessante ressaltar que, neste trabalho, foi 
Inicialmente feita uma integração axial ao longo da li 
nha ABa uma distância R (Fig.3), e uma vez determina 
~a. as tens§es crR, p;ocedeu-se a eartir desta posiçãõ, 
a 1ntegraçao rad1al na direçao do centro do modelo. 
Este_procedimento foi adotado face à baixa resposta fo 
toelastica na zona perto do diâmetro externo,acarretan 
do nos resultados finais erros significativos,uma vez 
que neste método de integração os erros são cumulati 
vos. 

4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS E DISCUSSÃO 

As medidas dos parâmetros fotoelásticos,ordem de 
franja N (isocromáticas) e direção das tensões princi 
pais (isoclínicas), foram feitas em um polariscópio de 
transmissão da Photoelastic lnc- modelo 05G,usando as 
técnicas convencionais [2,3] . A ordem de franjas medi 
das foram calculadas para uma espessura padrão t=1,5mm, 
e por esta razão aparecem nas equações anteriores com 
um único valor. Em todos os modelos estudados ( Tabela 
1) foram efetuadas integrações axiais a 3,0mm e 1,5mm, 
a partir do raio interno, como mostra a figura 3. Usou 
se como ponto de partida as tensões radiais (cr) na 
linha situada a R= a+ 3,0mm para efetuar as ~ntegra 
ções radiais. A distribuição calculada na 1 inha situ~ 
da a R= a+ 1,5mm foi feita para comparar os resulta 
dos obtidos da integração radial e verificar sua precT 
são. Para efeito da integração axial, o incremento 6Z 
foi de 0,5 e 1,0mm, sendo que os valores menores fo 
ram considerados no início da integração,devido à gran 
de variação do parâmetro das isoclínicas. O incremento 
radial 6R foi considerado constante e igual a 1,5mm . 
Para a integração radial usou-se, em todos os modelos, 
incrementos 6Z = 1,0mm e 6R = 0,5mm 

Com a finalidade de se ter as tensões em todos 
~s modelos numa forma adimensional, dadas pela razao 
cr/p, foi calculada a pressão p para cada modelo, uma 
vez que a diferença dos diâmetros que originou a inter 
ferência não foi a mesma. Desta forma, a pressão p p~ 
la teoria de Lamé e equação (2) é: 

b
2 

- a 2 
K 

p = 2 2 . - NZIAB 
2a b t 

onde a e b sao os raios internos e externos do c i 1 i n 
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dro oco, respectivamente e NZ IAg é a ordem de franja 
na linha AB(fig.4), em qualquer posição R,medida em 
qualquer fatia transversal longe da extremidade do ci 
lindro onde a teoria de Lamé é válida. Os valores de 
p, para todos os modelos estudados, estão dados na 
Tabela 1. Assim, os valores das tensões calculadas com 
a ajuda de um programa computacional,foram analisados 
e plotados. A figura 5 mostra os valores das tensões 
radiais (crR/rl para o modelo 1, D/d = 1,7 e z0=2,2mm. 

·1. 

-I. 

.... 
· l8 

2 4 

D!d.= !.7 
Zo = 2.2mm 

o R=a 
46 R=a+l.5 

o R= a+ 3 

8 • 10 12 

teoria de Lamé 

o 

o 6 NTEGRAÇÁO AXIAL 
A O NTEGRAÇÃO RAlUL 

14 16 18 20 
Z(mm) 

Fig. 5 - Variação das tensões radiais ao longo 
do eixo axial Z,para três posições de R 

Na intersecção da linha de integração radidl com 
a linha de integração axial ,situada a R= a+1,5mm, os 
resultados foram comparados e estão também mostrados 
na Figura 5. Estes valores diferem em menos de 8% no 
caso mais crítico, o que indica boa concordância nas 
integrações. Interessante notar também na figura 5 
que, na posição R =a, as tensões assumem seu máximo 
v?lor.pa~a_Z ligeiram:nte maior do que z0 e que a 
d1strJbu1çao das tensoes longe das extremidades ten 
dem para os valores dados pela teoria de Lamé. Os va 
]ores das tensões tangenciais cra/p são positivos e 
têm uma distribuição similiar aos de o /p. As t~n 
sões .ax~a~s (~2/p) e cisalhante.i'Rzle)~ass~mem val~ 
res Slgn1f1cat1vos apenas na reg1ao prox1ma a extrem1 
dade do cilíndro interno, ou seja, nas imediações da 
posição z0. Estes valores longe das extremidades as 
sumem valores praticamente nulos, o que está de acor 
do com a teoria de Lamé aplicada ao caso em estudo.-

Os valo:es máximos.d~s tensÕes, oR/p, OA/p, o2/p 
e 'Re/p, obt1dos_na pos1çao R"' a, foram plotados em 
funçao das posiçoes z0 do cilindro interno, para as 
diferentes relações de diâmetros D/d estudados. As fi 
guras 6,7,8 e 9 mostram estes resultados. 

Na figura 6 pode ser observado que a tensão radi 
al máxima é sempre maior que a tensão radial calcula 
da pela teoria de Lamé, definida como tensão nominal 
(oR)nom. Desta forma, o fator de concentração de ten 
sões radiais (~R) é s~mpre maior do que u~. Pode ser 
observado tambem na f1gura 6,que a tensao radial 
ou fator de concentração de tensões radiais, aumenta 
quando a relação D/d diminui e assume valores máximos 
para a posição de 7,0 < z

0 
< 9,0mm. Na figura 7, pode 

ser observado que as tensoes tangenciais máximas tam 
bém experimentam valores maiores quanto menor for a 
relação D/d, sendo que os maiores valores foram encon 
trados_para a posição do cilindro interno z0 :5,0mm ~ 
A tensao nominal (o

6
)nom.,definida segundo a teoria 

de Lamé, mostrada na figural, diminui quando a rela 
ção D/d aumenta. Desta forma, o fator de concentração 
de tensões tangenciais, Ka, passa por uma curva de va 
leres máximos entre D/d = 3 e D/d = 1,7, não assumin 
do valores significativos. Estes fatores de concentrá 
ção de tensões são válidos para relações L/D > 2,).-

Na figura B,pode-se observar que as tensões axi 
ais máximas tendem a valores constantes quando a posi 
çao do cilindro interno for z0 > 15mm, depois de ass~ 
mir ~eus ~aior~s valores para 7,0 < z0 < 9,0~m. As 
tensoes sao ma1ores quanto menor for a relaçao D/d, o 
mesmo acontecendo com as tensões cisalhantes máximas, 
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(G",. )max 
---06 

p · 0 .8 

·ID 

K _ (fll)mox 
R· (IT~)nom 

(G"R)nom •-p(R=a, teoria de Lomé) 

7 9 

. ' 

-----
,.,. ... -

11 13 

Fi g. 6 - Máximas tensões radiais para R =a 

(<J•Jmox 
-P--2.6 

u 
2.2 

2D~,· 

L•t.-
1.1 

Ql 
0.8 

................ 
............... --

............. .. .. 
(R=a , teoria de Lamé) 

11 13 IS 
Z0 =(mm) 

Fig. 7 - Máximas tensões tangenciais para R=a 

mostradas na figura 3. Estas últimas também tem os 
seus maiores valores máximos para 7,0 < z0< 9,0mm. 

---

I~ 
Zo(mm) 

Fig. 8 - Máximas tensões axiaís para R= a 

('l'Rz)mox 
-p-

1.1 

........ 

-.. 

I~ 
Zo(mm) 

Fig. 9- Maximas tensões cisalhantes para R=a 

5 . CONCLUSAO 

Usando o método fotoelástico tri-dimensional foi 
estudada a concentração de tensão ou tensões máximas , 
próximas das extremidades de dois cilindros montados 
com interferência, para várias relações de d iâMe tro 
D/d, região em que a teoria de Lamé não é obedecida. 

As seguintes conclusões puderam ser tiradas deste~ es 
tudos: 

- Os valores das tensões máximas são maiores quanto 
menor for a retação D/d e estas assumem seus maio 
·res valores para a posição do cilindro interno 
5,0 < z0 < 9,0mm. 

2 - O fator de concentração de tensões para as ·~~in 
sões radia i s assume valores bem maiores que pari 
as tensões tangenciais. O máximo valor encontrado 
foi KR = 2 ,9 para uma relação D/d = 1,7 e posição 
do cir i ndro interno z0 = 9,0mm . 

3 - O fator de concentração de tensões Rara as ten 
sões tangencia i s passa por uma curva de valores 
máx imos entre D/d = 3 e D/d * 1,7, não apresentan 
do valores apreciáveis. -
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INrRODI.JÇÃO 

A propulsão do Aeromóvel Coester é conseguida me
diante a aplicação de pressão ou sucção sobre as aletas 
que ocupam toda a seção interna do duto da aerovia (ver 
figura 1). Estas aletas são fixadas no veículo através 
do mastro e do braço do mastro e a pressão ou sucção 
que a tua sobre elas, depende do sentido do fluxo de ar 
dentro do duto. A injeção do ar no duto é feita com o 
aUXÍlio de ventiladores. 

A instrumentação dos dóis conjWltos mastro/aleta 
e posteriormente do aparelho de engate dos dois veícu
los, possibilitará a verificação, num ensaio de campo, 
da parcela da força de sucção ou pressão que age em ca
da aleta e da força de tração de um veículo sobre o ou
tro através da curva de calibração do aparelho de en
gate. 

A partir do ensaio de calibração do rodeiro pode
-se obter os valores das cargas que atuam na interface 
roda-trilho do truque, a partir dos valores das defor
mações especÍficas gravadas durante o ensaio dinâmico 
do veículo, realizado posteriormente. Estas forças são 
importantes para o estudo da via do Aerorróvel. 

DESCJUÇÃO DAS ESTRUIURAS 

O conjunto mastro/aleta é constituído por dois 
elementos. O mastro que apr~senta uma seção transver
sal retangular 254xl9,05 mm e comprimento total de 
1680 rrun, sendo construído com chapa de aço SAE 1045. A 
aleta é constituída por uma chapa de aço com 2 mm de es 
pessura e ~ervurada, formando uma placa com área de -
940x940 mm . A figura 3 apresenta as dimensões mais im 
portantes do conjWlto mastro/aleta. -

A estrutura do rodeiro é constituída basicamente 
por três vigas de aço SAE 1020 em seção transversal re
tangular tubular. Duas delas, com seção transversal ~ 
66xl60x6 .4rrun, contém as pontas de eixo de aço SAE 86íl0 

com diâmetro de SOmm, que se fixam nos cubos de roda 
com cj>4 70mm. A união entre estas duas vigas é feita 
tréll2sversalmente por intermédio de um outro perfil, com 
seçao r7Í 120x80x5rrun, o qual recebe o carregamento 
verticaldo veículo, bem COJll) os efeitos oriundos da 
ale ta. A figura 2 mostra um esquema da estrutura em 
questão. 

v 

..... Dl
-" 

VIITA PftONTAL 

v 

Figura 2. Esquema da estrutura do rodeiro, localização 
das seções instrumentadas e posições das car
gas V e H. 

___ }!~~~~-------

Figura 1. Posições dos conjuntos mastro/aleta <D e 0 e do aparelho de engate G) no veículo. 
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Figura 3. Conjtmto Mastro/Aleta Q) - Dimensões em nm, posições dos extensômetros elétricos 
e tipos de carregamento. 

ENSAIOS REALIZAOOS 

Seções instrumentadas e equipamentos de leitura. 
lR acordõ com os ob]et1vos propostos para o trabalho 
foram escolhidas duas seções (Sl e S2), localizadas nos 
perfis qt.e tmem as rodas, conforne mstra a figura 2, 
p3.ra o rodeiro e a seção indicada na figura 3 para o 
conjunto mastro/aleta. 

A redida das defonnações foi realizada consideran 
do qt.e em cada canal do aparelho fossem ligados dois ex 
tensômetros em braços adjace~tes da ponte de Wheatsto-
ne. Esta configuração de 1/2 ponte acusa wna leitura 
qt.e corresponde a diferença entre as leituras indivi
duais de cada extensôretro, obtendo-se: 

E:T = E:p - E:I' (1) 

onde E:T é a leitura fornecida pelo aparelho, em cada ca 
nal; E: e E:I correspondem às defonnações do~ extensô-
retrosPde números pares e ímpares, respectivamente .. 

Cada par de extensômetro medirá nestas condições 
efeitos diferentes provenientes das cargas aplicadas . 

Os aparelhos de leitura dos extensômetros elé t r i
cos foram: Medidores de JRfonnação (STRAIN INDICATOR) e 
Lhidades de Seleção (Swi tching and Balancing uni t) da 
Bill. 

carQaS aolicadas oara 
o conjunto mastro/aleta. Erisilio aerre-xão ciO mastro: a 
carga concentrada P(A) de 20 KN, 2quivalente a pressão 
ou su:ção de 20.000 Pa (2000 kgf/m ) atuante nwna área 
de 1 m2 da aleta, foi aplicada de fonna progressiva 
com intervalos de 2 KN até 10 KN e de 2,5 KN de 10 a 
20 KN.. Para cada nível de carga foram anotadas as JOO
didas de defonnação sendo qt.e após a leitura correspon 
dente a carga de 20 KN a estrutura foi descarregada e
lido o novo zero de referência. Este ensaio foi repe
tido 5 vezes. 

Atualmente o sistema de propulsão do Aeromôvel 
atinge wna pressão de 16000 Pa e wna sucção de 13700 Pa. 

Ensaio de torção do mastro: neste ensaio a carga 
concentrada P(B) aplicada excerrtricamente no mastro 
foi fixada em 10 KN para a obtenção de wna boa correla
ção entre forças e defonnações. Os intervalos de carga 
adotados foram: de 1 KN até 6 KN e de 2 KN de 6 a 10 KN. 

Ensaio de flexão lateral do mastro: a força con-

centrada P(C) aplicada no eixo do mastro foi arbitrada 
e limitada em 1 KN em função da magnitude das defonna
ções obtidas no mastro. Neste ensaio adotou-se o resm 
procedirento do ensaio de flexão considerando as etapas 
de carregamento de 0,1 KN até 0,6 KN e de 0,2 KN de 0,6 
a 1 KN. 

ra o ensaio do rodeiro. 
sa1o a) : .t:te1 to das cargas vert1ca1s v: o 

carregamento vertical V representa as cargas provenien
tes do peso próprio do Aeromôvel acrescido da carga aci 
dental correspondente aos 150 passageiros com peso rré-
dio de 650N/passageiro. O total desta carga aplicada 
em cada ponto do rodeiro (ver figura 2) atinge 35,2SKN, 
o qual, foi majorada no ensaio para 50 KN. Este carre
gamento foi aplicado na estrutura do truque com auxílio 
de cilindros hidráulicos e em etapas progressivas de 
5 KN por etapa. O ensaio completo de carregamento e 
descarregamento foi realizado 4 vezes medindo-se os va
lores das de formações em cada nível de intensidade • 

Ensaio b): Efeito da força horizontal H: a carga 
horizontal aplicada com cilindros hidráulicos na inter
face roda-trilho (ver figura 2) foi fixada em 5 KN em 
ftmção da magnitude das deformações lidas neste ensaio 
e com o intuito de obter wna boa correlação entre a for 
ça e as deformações. o procedimento de aplicação em 
etapas progressivas de intensidade foi aclotado tanto na 
fase de carregamento com no descarregamento. 

Ensaio c) : Efeito corrbinado das cargas V e H: 
neste ensaio adotou-se o procedirento de que em cada ní 
vel de carga vertical fossem aplicadas 5 forças horizo~ 
tais com intensidade progressiva retornando-se sempre 
ao valor zero para H antes de aumentar ou diminuir a 
carga vertical V. Com es te teste pode-se observar a in
fluencia do carregamento vertical na correlação E: x H, 
dado pelo ensaio b) .. 

ANÃLISE OOS RESULTAJX)S EXPERIMENTAIS 00 ffiNJUNTO MAS
TRO/ALETA 

Os ensaios de calibração propostos no trabalho 
foram executados para os dois conjtmtos mastro/aleta 
sendo que este manuscrito apresenta os resultados do 
conjtmto 1 em virtude da grande serelhança entre os 
resultados de ambos. 



_ Defonnações específicas. A figtrra 4 IJK)Stra a evo 
luçao dãs dêfônnaçoes especificas ET em ftmção das car-=
gas aplicadas P(A) no centTo da aleta originando uma 
flexão do mastro em torno de seu eixo de inércia máxi
IJK). Observa-se uma correlação E x P perfei tanente li 
near. 

I:TJ•(U-C~I 

- ·-·-·-·-·e;;:ctA-El) 
-===::=..:~--·-·-·-... ., ....... 

~[11 IIII 

Figura 4. Ensaio a) - Flexão do mastro/aleta 1. 

Verifica-se também que o conjtmto mastro/aleta 
apresenta as maiores leituras de defonnação, para este 
estado de carga, correspondente aos extensôrretros colo
cados nas posições 1 e 2 os quais rredem as defonnações 
provenientes do IJK)rrento fletor. Isto está a indicar 
que os efeitos de flexão lateral e torção do mastro pa
ra esta situação de carga são muito pequenos. 

_ Nos ensaios de torção e flexão lateral observa-se 
tambem o comportanento linear do conjtmto mastro/aleta. 

A tabela 1 apresenta os diversos valores dos coe
f icientes angulares b das equações de correlação entre 
ET e P para os pares de extensôrretros. Estas retas 
teóricas resultam da aplicação de um programa de regres 
são linear aos pontos experirrentais sendo que se veri-
fica, através dos coeficientes de aproximação R2, uma 
boa aproximação aos pontos experirrentais. 

Tabela 1. Valores dos coeficientes angulares das equa
ções de corre!gção entre defOnnações específl 
cas ET, em 10 cm/cm e carga P aplicadas em 
KN- conjtmto mastro/aleta 1. 

Equação ET = b P 

ET = Ep- EI b R2 

Ensaio a) E2 - El 26,Sl 0,99963 

Pmax= 20 KN E4 - E3 - -
E6 - Es 2,24 7 0,99S9 

Ensaio b) E2 - El 20,78 o ,99963 

Pmax = 10 KN E4 - E7; - -
E6 - ES 80,18 0,999S2 

Ensaio c) E2 - El 39,07 0,997S3 

pmax = lKN E4 - E3 407,2S 0,99987 

E6 E3 189,S7 0,999S7 

DETERMINAÇAO DAS FORÇAS V E H EM FUNÇÃO DAS LEITURAS 
DAS DEFORMAÇOES ET PARA O ROIEIRO 

A determinação das forças V e H pode ser feita 
utilizando- se os dados experirrentais obtidos pelos en
saios a) e b) nos quais foram analisados os efeitos de 
cada carga. Deste modo tomando-se as leituras das de-
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formações ET para as seções sl e s2 relacionadas na ta
bela 2 vem: 

Tabela 2. Valores de ET, em 10-6 cm/cm, para as cargas 
extremas dos ensaios a) e b) 

e 

Canal Ensaio a) V=SO KN H=O Ensaio b) V=O H=SKN 
1 
2 
3 
4 
s 
6 

= SSS V lS H 
a 1 """"S"D"""" + """"5""" 

= 18 V 142 H a2 "SU -~ 

+ lS 
-142 
+ 40 
+ 31 
-140 
-t-30 

a1 =11,1V+3H 

a2 = 0,36 v- 28,4 H 

(2) 

(3) 

onde a1 e a2 são as leituras dos canais 1 e 2 referen
tes a seção s1 para o caso da ação simultânea de V e H. 
Supondo-se agora V= 10 H verifica-se que: 

3 a1 = 11,1 V+ IU V (4) 

a2 = 3,6 H - 28,4 H (S) 

Assim, se for desprezada a contribuição de H na leitu
ril de al e de V na leitura de a2 seria corretido um er
ro de 2, 7% e 12, 7% respecti vanente. Deste IJK)do V e H 
poderiam ser avaliados pelas expressões: 

a
1 

= 11,1 V, e 

a2 = -28,4 H ou a2 = -b2 H 

Para a seção s 2 obter-se-ia resultado serrelhante: 

a4 = 10,S6 V 

aS = -28 H ou aS = -bs H 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Pela figura S verifica-se que o coeficiente da 
reta E xV ou a xV é praticarrente independente da 
força H aplicada, podendo-se considerar então as expres 
sões (6) e (8) COIJK) representativas dos objetivos estã 
belecidos neste trabalho. -

CANAl 1 C• Cl Cl . 
~ftGA :fAL reu•çAo 

o & I 11,0191 'i - ' I 

• 
• ... • . 

~ 
; 
~ -"' c • 
~ .. o 

. , .. , 
Figtrra S. Curvas de correlação EXV, em função da car

ga horizontal aplicada, para a seção sl 

Por outro lado as figtrras 6 e 7 IJK)stram que o 
coeficiente angular (b) da reta oH ou aJ<H é signi
f icativarrente alterado com a presença de V. Com os va-
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lores de b retirados das diversas equações apresenta
das nas figuras 6 e 7 ajustou-se uma curva do tipo 
y =c • edi aos pontos experirrentais resultando: 

e 
b

2 
= 27,749 e-0,00891 v 

bs = 29,S09 e-0,00734 v 

(lO) 

(11) 

pelas 
Deste JJDdo a força H pode ser então determinada 
leituras a2 ou as através das expressões: 

a2 = C-27,749 e-0,00891 v) H (12) 
e 

as = (-29,S09 e-0•00734 v) H (13) 

Para o uso das expressões (6), (8), (12) 5 (13) consi~ 
raras leituras de a1, a2, a4 e as em 10- cm/cm e as 
cargas V e H em KN. 

' " 

--... 
. ·• .. 
f·" 
f .• 
l!J 
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o 
10 ., .. 
40 
10 

~· 
C •·M.41. H a.-· 
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C •·11,00 M o.-· 
C • ·IO,?MI H O,ttt? 
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c •-11,00" 

·.~~----,~------,~-----4,-------4.------~,----~----H~( ... --I_. 

Figura 6. Curvas de correlação sxH, em função da car
ga V aplicada para a seção s1 . 
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Figura 7. Curvas de correlação exH, em função da car
ga vertical V aplicada, para a seção s2. 

illNCLUSOES 

Para o conjunto mastro/aleta. 
1) o comportarrento dos dois conjuntos mastro/ale

ta são semelhantes e linear; 
_ ~) no ~nsaio de flexão as deformações sr1 =s2- s1 

sao ffiUQto ma1ores que Er7 e sr sendo que se forem 
desprezados os efeitos ~ torç~o e flexão lateral do 
mastro nesta situação de carga o erro corretido é muito 
pequeno; 

3) _as equações de correlação entre Er e P podem 
ser escr1tas: 

- para o mastro . 1 6 
e (14) 1. P1 =o.:- sr1 =0,0377 sr1 .10 

1 

- para o mastro 2, P2 =-J:sr =0,0384 sr1 .1o6 
2 1 

(lS) 

- -6 I onde P1 e P2 sao dados em KN e sr em 10 cm cm; 
4) para os demais ensaios as c~s de correlação 

ET xP podem ser determinadas utilizando-se os resulta
dos da Tabela 1; 

Para o rodeiro. 
S) existe linearidade entre as deformações especí 

ficas s e as cargas verticais V agindo isoladarrente - -
ensaio a) e o efeito da carga horizontal (aplicada na 
interface roda-trilho) na correlação sxV é muito pe
queno - ensaio c) e figura S; 

6) a força vertical V atuante no rodeiro pode ser 
determinada pelas expressões abaixo com boa aproximação: 

- para a seção sl - v= 0,09 al 

-para a seção s 2 -V= 0,09S a4 

(16) 

(17) 

onde VéacargaemKNe a16s 2 -s1 e a4 =s8 -s7 leituras de deformações em 10- cm/cm) ; 
7) existe linearidade entre as deformações especí 

ficas E e a carga horizontal H quando esta age isolada~ 
rrente - ensaio b) e o carregarrento vertical V modifica 
o coeficiente angular da reta sxH como se pode obser
var nas figuras 6 e 7; 

8) a força H aplicada na interface roda-trilho 
p~de ser determinada com boa aproximação pelas expres
soes: 

_ -o 00891 v 
- para a seçao s1 -H = -az!C27, 749 e . ' ) (18) 

-para a seção s 2 -H = -as/(29,S09 e-0,00734 V) (19) 

onde H é dado em KN e a2 e as em 10-6 cm/cm. 
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e 
TEMPERA TURE DISTRIBUTION ON RESIN EPOXY 
MODELS SUBMITTED TO INFRA-RED RADIATION 

PERRIN SMITH NETO 
FEDERAL UNIVERSITY OF UBERLÂNDIA 

M. SAUTNER 
UNIVERSITY OF STUTTGART - GERMANY 

The present paper studies the behavior of a Resin Epoxy Model submitted to infra-red 
radiators. It is proposed an installation for uniform heating, obtainning the 
superficial thermal behavior with electrical strain gages, inner temperature and 
stress distribution with thermoelements internally positioned and overplaced close to 
the model. A program "TEMPERATUR" was developped for the data aquisition and the 
measurements system permitted high accuracy results. 

1. INTRODUCTION 

The contraction forces in structures caused in 
many cases by a variation in temperature, represents a 
big risk due to appearance and propagation of cracks. 
Its importance, many times, is neglected. ln bridge 
structures, for instance, the solar radiation also has 
a great significance. The Brazilian standards take into 
account the thermal stresses dues to temperature 
variations in the range of lOOC to+ 400C. However, the 
concrete surfaces or asphalt pavement for instance may 
reach temperatures above õsoc. This way one concludes 
that is necessary to improve experimental technique 
to analyse the real behavior of structures. The use of 
test models and experimental techniques presents some 
difficulties when mechanical deformations and time and 
space dependent temperature distribution have to be 
measured. Common methods used in practice present 
unaccuracies for example dues to thermal effects on 
strain gages mainly in the non compensated range, and 
on cables. It is also important to measure internal 
temperatures. This paper presents a method to analyse 
the temperature and strains distribution in epoxy 

~ = À.dF. ~ 
dQ at = eletrical power 

d = thickness 

À thermal condutibility 
(Kcal/m.h.OK) 

F surface 

Tu lower surface temperature of the 
model 

To = upper surface temperature of the 
model 

TM = roam temperature 

The heat transfer to the upper surface of the 
model is obtained by Newtons' laws [2]: 

dQ = k (To - TM) dF 

From equations (1) and (2) one finds that, 

k = Tu - To ~ 

To - TM d 

(l) 

(2) resin models, representing a structure element, 
submitted to infra-red radiation. The instalation of a 
controllable system the behavior of different 
temperature transducers and strain gages were 
developped to observe the temperature gradient and 
strains in a rectangular plate. The quest ions that were 
presented in the test with heat radiation were: 
instalation of a controllable heating system; the 
control system of the oven; the behavior of different 
temperature transducers and strain gages by radiation 
and the temperature gradient to be obtained. 

2. BASIC CONSIDERATIONS ANO MODEL TESTS 

where k = convective heat transfer coefficient(k is a 
function of the air speed). The value of k changes in 
such way that it be 30 times greater depending on the 
air speed. For this reason the tests were conducted in 
a temperature controlled room. 

An epoxy resin(Araldite B) was chosen as a test 
model. The Young's modulus is constant and equal to 
35000 Kg/cm2 until the temperature reaches aooc; 
between aooc and 1200C the Young's modulus decreases 
significantly and over 1200C this modulus is constant 
again presenting and aproximate value of 200 Kg/cm2 [1]. 
Thermal radiations were obtained by using eight 40cm 
long infraredradiators, separated Sem one from another. 
The maximum power for each radiator was 650W. These 
radiators were located lOcm under the inferior surface 
of the model. The testing model is considered as a 2nd 
arder model, which means that the heat transfer from the 
ambient to the model is very well known, and it is 
desirable to determine distribution of temperature on 
external surfaces and inner temperature and stress 
distribution . The temperature gradients(the difference 
between upper and lower face model temperature) is kept 
constant and 

3. EXPERIMENTAL WORK 

A rectangular epoxy resin Araldite B plate 
(25 x 40cm) was taken. (figure 1) 

Thermoelements were internally positioned at 
various locations before the plate molding 
full fill ment[S]. 

This was dane to obtain a complete vision of the 
temperature distribution along the transversal section 
of the model. Strain Rectangular Rosettes were bonded 
symmetrically (on upper and lower face) (figure 2). 

Temperature sensors were also bonded on the 
surfaces of the plate to obtain the superficial 
temperature variation. 
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Fig. 2 - Rectangular Plate with transducers 

Thermoelements were also overplaced at various 
distances close to the model(figure 3). 

Since the principal interest was to obtain the 
temperature distribution, the plate was supported on 
three statically defined points, such that in the case 
of linear temperature distribution ·the whole surface of 
the plate woulrl be free from deformations due to 
contractions. This way it would be possible to obtain a 
homogeneous radiation along the whole surface. Eight 
infra-red double cylinder radiators were used. 
(figure 4) 

These radiators emmited medium waves, ha.ve 
small mass, short heating and cooling time; good 
mechanical stability anda capacity of 650W per 
radiator. 

The technique of simultaneous measurements of 
various points was used, beeing necessary a high 
resolution automatic data aquisition system. 
(figure 5) 

Fig. 3 - Thermoelement overplaced at various 
distances close to rectangular plate. 

Fig. 4 - Disposition of eight infra-red radiators 
under the Pl a te. 

A program "TEMPERATUR"[3] was developped for a 
digital computer. The program permits to colleét the 
model temperatures and to control the room and oven 
temperatures. The measured values of up to twelve 
transducers can be measured alltogether. The results 
can be plotted, . to obtain a continous document of the 
tests. 

Fig. 5 - Terminal aquisition system with model 
positioned in a temp. controlled room. 



4. RESULTS 

Different types of strain gages were applied on 
the epoxy resin plate. The results showed the behavior 
of strain gages due to temperature. (figure 6) 
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Figure 7 shows the distribution of the 
temperature obtained in two sections perpendicular to 
the radiators. In this case, the plate was positioned 
in a temperature controlled room at 2ooc and heated 
gradually at 400C, sooc, 600C and 700C. 
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The distribution of temperature is symetrical. 
This shows a thermal transfer perpendicular to the 
plate, anda heat transfered from the plates' lower 
surface to the boundaries and from there to the room. 
It can also be seen from figure 7 that the gradient 
distribution of temperature perpendicular to the 
radiators is constant. 

Figure 8 for example shows the temperature 
distribution on M section. In these measurement serie, 
Tu = 70,50C; To = 590C, and considering À = 0,241W/m.K 
[1] it was possible to obtain k = ll,5W/cm2 .h. This k 
value was reproduced during three consecutive series of 
measurements. 
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Fig. 8 - Temperature Distribution - Section M -
overplaced thermoelements 

5. CONCLUSIONS 

The used device permits simultaneous temperature 
and strain measurements. Besides the thermal effect on 
the behavior of the strain gages and on the model, 
investigations were made concerning the influences of 
changes in temperature on the cabling network and on 
the stability of the measurements equipments. Thermal 
tests normally spend many hours. The drift point 
current must be maintained controlled, to obtain stable 
ambient temperatures. Eletrical strain gages must be 
connected on cables with three terminal to avoid 
apparent strains on the measurements. Other model 
geometries must be tested for different materials. With 
epoxy resin the thermal behavior can be exactly 
reproduced and the reproducibil ity proves to be very 
good. The calibration was obtainned by a computer
oriented processing of the measuring results obtainned 
by a calibration test, during which temperature is 
raised uniformly step by step. This technique finds 
many applications when it is important to determine 
thermal strains arising from different temperature 
variations in testing models. 
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RESUMO 
O presente trabalho estuda o comportamento de um 

modelo em Resina Epoxy submetido ã radiações infraver
melhas. Foi proposto uma instalação para aquecimento 
uniforme, obtendo-se o comEortamento térmico superfi
cial com auxilio de extensometros elétricos, bem como 
o comportamento térmico prõximo ao modelo e ao lon9o 
da superf1cie interna com auxilio de pares termoeletri 
cos. O sistema de medidas acoplado a um computador di~ 
gital permitiu, com o desenvolvimento de um programa 
"TEMPERATUR" um elevado grau de precisão nos resulta
dos. 

~ · 
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DESENVOLVIMENTO DE AÇO SINTERIZADO 
LIGADO AO Mn E P 
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SUMÁRIO 
No pll.Mente .ttr.a.bai.ho utuda-~e a poMJ..bili.da.de da 6.-i.ntcvúzaç.ã.o de aç.M L<.gado~ 

ao Mn e, P, .onde u.tu el.eme.j.to~ ~ão -i,ntJwduúdo~ Mb a 6Mma de uma liga mu:tJLe (MM
.teJt ail.(}y) a bMe de Fe, Mrí e P, que ap!t.Uenta al.êm da vantagem de o.-ti.vidade qulmic.a 
Aeduz9da do~ el.emento~, a po~~ibilidade da u.tilizaç.ão do~ enei.to~ berr.ênic.o~ da ~inte
Aizaç.ao com 6.Me. V.quida .ttr.a.rr.úente. O .ttr.a.bal.ho abAartge um u.tudo da 6.-i.nteJtabilidade 
homogerr.eizaç.ao e pltopltiedadu· mec.ârtic.M ob~ em aç.o~ ~intcvúzado~ mediante Mo d~ 
.tal. poA.tadOA de L<.ga .teJtrr.âlúo de duerr.voi vimento e 6abA.<.c.aç.ão p!t.ÕpAia. 

INfRODUÇÃO 

A metalurgia do pó, embora relativamente recente 
no Brasil, já detem uma apreciável fatia do mercado de 
peças estruturais, além de outros componentes onde es
sa tecnologia é, muitas vezes, a única viável. Para 
concorrer com as demais técnicas de produção na área 
de peças estruturais de aço, é necessário não só aper
feiçoar a técnica de produção mas também desenvolver 
novas ligas que levem à melhores propriedades com um 
menor custo. 

Considerando que as propriedades do aço sinteri
zado são, além. da influência dos elementos de liga pre 
sentes, função de todo o comportamento termodinamico 
do compactado durante a sinterização, sendo muitas ve 
zes o fator predominante, tornou-se imperioso o uso de 
novas técnicas de liga que levam este fato devidamente 
em consideração 11,2,31. 

Os resultados de pesquisas sistemáticas baseadas 
neste ponto de vista, levaram a aços sinterizados com 
~ropriedades superiores àqueles até então conhecidos 
!2, 31, e elementos de liga antes considerados inutili
záveis para a metalur~ia do pó ferrosa passaram a ad 
quirir elevada importancia. Tais elementos (Si, Mn,Cr~ 
V e Al) que devido à sua elevada tendência à oxidação 
passam a ser introduzidos na mistura através de porta
dores de ligas complexos, conhecidos na literatura por 
"ligas mestres" (master alloys), onde tem sua ativida
de reduzida e onde são combinados em proporções espe 
cialmente estudadas para formarem fases que beneficiem 
os processos de sinterização e homogeneiza~ão. 

O presente tratalho dá continuidade a essa linha 
de pesquisa na área de técnica de liga estudando o 
comportamento na sinterização, através da dilatometria 
diferencial e microscopia ótica, e as propriedades de 
aços sinterizados, ligados ao fósforo e manganês, onde 
estes elementos são introduzidos na mistura através 
de uma liga ternária Fe-P-Mn de produção própria. Para 
efeitos de comparação, são também estudadas amostras u 
tilizando-se ferro-fósforo e ferro-manganês como porta 
dores de ligas, isolada ou simultâneamente. -

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Matéria Prima Utilizada. O pó de ferro utilizado 
foi o ASC 100.29. O fosforo e o manganês foram adicio
nados sob a forma de ferro-fósforo, ferro-manganês e 
de um portador ternário do sistema ferro-fósforo-mangâ 
nes (aqui designado MP) de produção própria. -

O portador MP foi obtido da mistura, f~são a vá
cuo, quebra e moagem até tamanho de partícula inferior 
a 44 ~ de proporções adequadas dos portadores FeP e 
FeMn. 

A tabela I apresenta a composição nominal dos 
pós metálicos utilizados. 
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Tabela 1. Compos1çáo química da 
materia prima utilizada 

Elementos (%) 
Pós Fe p Mn c Si o Metálicos 

Ferro 99,70 0,01 0,05 0,01 0,02 0,15 
Ferro-Fósforo 79,73 19,90 0,05 0,22 0,08 
Ferro-Manganês 13,59 0,12 84,70 0,11 0,97 0,51 
Portador MP 56,53 12,66 30,57 0,18 0,05 

A mistura dos pós foi feita durante 60 minutos 
em um misturador em Y. 

Para o estudo do comportamento durante a sinteri 
zação foram realizados ensaios dilatométricos no Fe e 
em ligas Fe-FeP, Fe-FeMn, Fe-FeP-FeMn e Fe-MP em pro
porções tais que os teores de P e Mn mantiveram-se 
constantes. Utilizou-se corpos de prova de lOmm de diâ 
metro e lQ a llrrrn de comprimento, compactados a Ul'l1ã 
pressão de 600MPa em uma matriz bipartida de ação sim
ples. A sinterização realizou-se a ll609C por 2 horas 
em atmosfera de hidrogênio. A velocidade de aquecimen
to foi l09C/min. 

Os corpos de prova utilizados para a determina
ção das propriedades mecânicas foram compactados tam 
bém a uma pressão de 600MPa, utilizando estearato de 
zinco na lubrificação das paredes da matriz de dupla 
ação usada. A subsequente sinterização realizou-se a 
ll609C por 2 horas em atmosfera de hidrogênio (mesmas 
condições anteriores), com velocidade de aquecimento 
de 59C/min. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 
Análise Dilatométrica. A figura 1 mostra a varia 

ção dimensional durante o aquecimento e sinterização I 
sotérmica de compactados de Fe (curva 1), Fe-FeMn (cur 
va 2) e Fe-FeP (curva 3). -

A curva 1 apresenta o comportamento já bastante 
conhecido do ferro puro durante a sinterização, com a 
expansão térmica e variação dimensional durante a 
transformação a - y normais e um encolhimento suave du 
rante o período isotérmico. -

O compactado de Fe-FeMn (1,3%Mn) apresenta maior 
expansão que o ferro puro durante o aquecimento (curva 
2), pois ocorre separação parcial de contatos dev.hloas 
tensões causadas pelo maior coeficiente de dilatação 
térmica das partículas do portador de liga. A tempera
tura de transformação a-y ligeiramente inferior é con 
sequência da interdifusão já desencadeada entre o fer~ 
ro e o manganês, pois este elemento é estabilizador da 
austenita. Durante o período isotérmico o encolhimento 



886 

bem mais pronunciado é o resultado da maior ativação , 
do processo devido ao gradiente de concentração. 
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Figura 1. Variação dimensional (õi/ i o) durante o aque
cimento e sinterização isotérmica. 

O compactado de Fe-Fe-+ O, 5% P (curva 3) , quando 
comparado ao de ferro puro, apresenta maior expansão 
durante o aquecimento (pelas mesmas razões anteriores) 
até pouco mais de 5QQ9C, quando então a situação é in
vertida. O portador FeP é uma liga hipereutética cons
tituída basicamente de Fe-u e Fe2P. Durante a progres
siva difusão de fÓsforo para as partículas de ferro , o 
Fe2P transforma-se em Fe3P sendo que este apresenta me 
nor volume específico. Além disso, outra razão desta 
menor expansão e inclusive do "pico de encolhimento" ~ 
presentado em torno de 8509C está no fato de que a dis 
solução de fósforo leva a uma redução no parâmetro de 
rede do ferro j4j. Devido ao fósforo ser um forte esta 
bilizador da ferrita,a transformação u-y é bastante 
inibida. O grande encolhimento apresentado durante o 
período isotérmico é ainda consequência da fase líqui
da t ransiente que surge acima de 105Q9C j5 j que exi
bindo ótima molhabilidade, distribui-se através do com 
pactado por ação capilar, penetrando entre as partícu~ 
las e/ou contornos de grão e com isto acelerando bas 
t ante o processo de sinterização pela diminuição da 
distãncia de difusão e pela promoção de transporte de 
material por dissolução e reprecipitação !6 !. Após o 
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Figura 2. Variação dimensional (õt/to) durante o aque
cimento e sinterização isotérmica. 

desaparecimento da fase líquida, a interdifusão contí
nua no estado sólido a partir das regiões ferrític:J.s(r~ 

cas em fósforo) para o interior dos grãos austenítico~ 
Devido ao efeito estabilizante da ferrita onde a difu
sividade é cerca de cem vezes superior a da austenita, 
a taxa de transporte de material na presença do fósfo 
ro é bem maior que no ferro puro nesta temperatura, au 
mentando a taxa de encolhimento. -

Ao adicionar-se manganês e fósforo simultaneamen 
te ao ferro , sob a forma de Fe-FeP-FeMn (curva 5 da fí 
gura 2), os fenômenos discutidos acima ocorrem parale~ 
lamente levando a uma variação dimensional intermediá
ria aquela das ligas binárias. O manganês tende a con
trabalancear o efeito do fósforo, diminuindo o volume 
de ferrita presente durante a sinterização, o que oca
siona o menor encolhimento quando em comparação com a 
curva 3. 

A microestrutura do Fe-FeP (figura 3a) mostra 
uma menor porosidade e tendência ao arredondamento de 
poros quando comparada a do Fe-FeP-FeMn (figura3b1con 
firmando o exposto anteriormente. -
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Figura 3. Microestrutura das ligas: (a) Fe+0,5% P, 
(b) Fe+0,5%Ptl ,3%Mn ; (c) Fe+4%MP 

A adição de P e Mn ao ferro através da liga ter
nária MP, apresenta o comportamento dimensional duran
te a sinterização visto na figura 4 (curva 4) . Os pro 
cessos de sinterização e homogeneização são favoreci~ 
dos pelo surgimento de fase líquida transiente . Outra 
vantagem na utilização do portador ternário está no 
efeito de "difusão conjunta" jl,2,3j, pois como a difu 
sividade do fósforo no ferro é superior a do manganêS 
há a formação de fase a na frente de difusão (pelo menos 
no estágio inicial, onde as concentrações nas regiões 
de contatos são ainda elevadas) o que acelera a difu
são do manganês. Além disto, em relação ao uso de po! 



tadores binários, há a vantagem da eliminação da etapa 
de interdifusão de Mn e P e consequente formação "in 
situ" de fases entre estes, pois estas já estão rresen 
tes no portador, o que implica numa homogeneizaçaomaiS 
rápida dos elementos de liga no ferro. 

A figura 3c mostra a microestrutura da liga Fe + 
4% ~. que apresenta porosidade intermediária quando 
comparada as figuras 3a e 3b. 
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Figura 4. Variação dimensional (õt/to) durante o 
aquecimento e sinterização isotérmica 

A curva 4 (figura 4) apresenta encolhimentos bas 
tante semelhantes aos da curva 3 (figura 1) durante ã 
fase de aquecimento. Nota-se que a presença de manga
nês intensifica inclusive o encolhimento próximo a 
6009C, devido provavelmente a uma decomposição de Mn2P 
em Mn3P (similar a ocorrida no portador Fe-P) pelo em 
pobrecimento em fósforo do portador ternário, o qual~ 
como já dito, difunde-se a velocidades superiores à do 
manganês. 

Figura S. Evolução da microestrutura na região do 
aquecimento: a) lmina 6209C;b) 2h a 6209C. 

As figuras Sa e Sb apresentam as microestruturas 
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da liga Fe-MP aquecida a 6209C e em seguida resfriada 
!figura Sa) ou mantida por 2 horas nesta temperatura 
(figura Sb). Em ambos os casos as partículas indivi
duais apresentam-se completamente nítidas, não havendo 
praticamente redução de porosidade. Observa-se ainda 
precipitados preferencialmente junto aos contornos de 
grão (figuras 7a e 7b à frente) , que provavelmente são 
Fe~P, Mn3P ou (Fe,Mn)3P. Logo constata-se que estes 
"p1cos de encolhimento" são consequência da formação 
de novas fases bem como da dissolução do fósforo. 

Propriedades Mecânicas. Tanto o fósforo quanto o 
manganes sao elementos que aumentam bastante a resis
tência mecânica do aço. O manganês, na forma de solu
ção sólida, tem efeito quatro vezes superior ao do ní 
quel LBI. O aumento de resistência conferido~lo fós= 
foro e uma combinação do efeito de solu~ão solida e 
precipitação fina e incoerente de Fe3P 191. 

A figura 6 apresenta a variação das propriedades 
mecânicas da liga Fe-MP em função de diferentes teores 
do portador. Note-se que a tensão de ruptura aumenta 
com o teor do portador até 6%, onde o decréscimo é de
vido a fragilização da liga. Diversos autores afirman 
inclusive que a máxima resistência é alcançada para 
teores de 0,5 a 0,6% de fósforo (em peso) • 
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Figura 6. Propriedades mecânicas em função do teor de 
MP adicionado 

O alongamento, conforme esperado, diminui com o 
aumento do teor de liga, já apresentando valores bas
tante baixo para 8% do portador. A dureza tem um com 
portamento crescente, sendo função do teor de liga adi 
cionado. 

A figura 6 apresenta ainda o encolhimento total 
acorrido durante a sinterização, que cresce com o teor 
de liga. 

As propriedades mecânicas obtidas são muito boas 
quando comparadas aos valores presentes na literatura, 
particularmente para as composições de 2% do portador 
devido ao alto alongamento obtido, e 4%MP, pela combi
nação de resistência à tração e alongamento. Deve-se 
salientar neste Último caso o custo bastante baixo, já 
que os elementos adicionados totalizam apenas 1,73% em 
peso. 

A figura 7 mostra as microestruturas do ferro p~ 
ro sinterizado a 11609C por 2 horas em atmosfera de ~ 
drogênio, e de ferro+ 8% MPJ sinterizados sob as mesmas 
condições. Note-se a reduçao da porosidade (maior enc~ 
lhimento) e a tendência ao arredondamento dos poros pa 
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ra as amostras com adição do portador tfigura 7b), co
mo consequência das altas taxas de sinterização devido 
a presença de ferrita na temperatura de sinterização . 

Figura 7. Microestrutura após 2 horas de sinterização 
em 11609C. a) Fe; b) Fe + 8% MP . 

A figura 8 apresenta a influência da temperatura 
de sinterização sobre as propriedades mecânicas de uma 
liga com 4% do portador . Observe-se que a tensão de 
ruptura e a dureza não são praticamente alteradas. Já 
o alongamento sofre uma pequena redução. A maior varia 
ção verifica-se no encolhimento que, por ser menor, a~ 
presenta maior interesse industrial . Pode-se assim rea 
lizar a sinterização a 11209C sem prejuízo das proprie 
dades finais e com grande redução no custo do processo. 

Ci RUPT. (MPo) ALONG.(,.o) DUREZA( HV) ~LI L • ('1'.) 

O T= 11so•c ~T= II20°C 
Figura 8. Propriedades mecânicas do Fe + 4% MP em 

função da temperatura 

CONCLUSOES 
Pode-se concluir que a utilização do portador 

ternário MP, como forma de introdução do fósforo e do 
manganês ao ferro , leva a um maior transporte de mate
rial e consequentemente a uma melhor homogeneização 
(pela formação de fase lÍquida e estabilizaçao da fer
rita) . 

As suas propriedades mecânicas são ótimas, conse 
guindo- se valores que superam aqueles de composição se 
melhantes ou mesmo, aqueles ligados com maiores teores 
de elementos de ligas . 

A adição do portador até 6% leva a crescentes a~ 

: 

mentgs.de resistência, t~ndç .porém a composição fe+4MP 
uma ot1ma relaçao res1stenc1a-alongamento, ou seJa, ob 
tém-se simultaneame~e uma boa resistência com alto 
alongamento e pequeno encolhimento final. 

Assim, o uso do portador ternário MP': ~permite a 
utilização dos elementos de liga P e .Mn na metalurgia 
do pó ferrosa, conseguindo-se atingir valores de pro
priedades mecânicas bastante altas a um custo relativa 
mente baixo, sem necessidade de nenhum tratamento tér~ 
mico po~terior. 
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~~b~y, homogenaz~n and meehaniea1. p~op~U 
o6 a ú~~ed ó~eel. in whieh thió ~~nMy maó~~oy 
o6 owu devel.opme~ and pMduilion ió uóed. 
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ORIENTATION OF SILICON CRYSTALS BY LASER 
REFLECTOGRAMS 

A.W.MÓL 
V. BARANAUSKAS 

DEPTO. DE ENGENHARIA ELÉTRICA, UNICAMP, SP 

SUMMARY 

Lt ..i-6 o 6te.n ve.!Uj ne.cu~aJty to de.teJun<.ne. a.cc.wr.a.:te..e.y tlie. otúe.rr.ta..üon oó Silicon 
C!Uj~;f'o.i.t.. A me.tliod ..i-6 du ctúbe.d 6oJt th..i-6 me.MUI!.e.me.l'tt uú.ng tlie. ligh;t pa;t.:te.Jt~ ge.ne.tta.:te.d 
by a.n op.ü.eal. LASER. The. irtóoJuna..ti.on obt.a..i.ne.d 6Mm tliue. Jte.óle.ctog~Lam!> ..i-6 uud óM a.n 
utúvocai.. ànd a.cCUI!.a.te. CJt!f~tal..togJta.pfúc de.teJun<.na..ti.on. Th..i-6 te.chrú.que. ca.n wo 6e. 
a.pplie.d to otlie.Jt ma.:tvúw, .<.nc.tudi.ng f.a.Jtge. gJta..<.n polyCJty~:t.a.RA . The. me.tliod ..i-6 ve.Jty 
ll-Únple. a.nd ca.n be. a.n a:Lte.Jtna..ü.ve. to X-lta.!f te.chtúquu. 

I NTRODUCTI ON 

After the anisotropic etching of crystal 
line surfaces, a large number of imperfection 
points (etch pits) can be pr.oduced. The 
geometry of these deffects can be used to 
obtain information of the crystallographic 
planes and axes, and can be seen easily by an 
electron or even optical microscope. The 
reflection of light from these points produce 
patterns that can be used for accurate 
orientation [1] . ln this work we propose the 
utilization of the LASER ligth for this 
measurement. Due to the LASER brigthness 
and coherence, well defined patterns can be 
obtained, thereby, increasing the accuracy of 
the method. Also it is possible to analyse 
only small areas of the sample, and all the 
measurements can be dane in normal illuminated 
ambient. 

EXPERIMENTAL METHOD' 

We have used standard Silicon wafers 
that are normaly employed in the production 
of semiconductor devices. The polished side 
of the wafers was lapped with Alumina powder 
(2000 mesh), and etched in a NaOH solution, 
at 6SOC during 10 min. Large etch pits 
densities were ·obtained using solute 
concentrations of 50\ and 5% for the (100) and 
(111) wafers, respectively. The sample was 
fixed in a goniometer type mount, with the 
surface to be analysed in a direction normal 
to the LASER beam. A screen with a small 
pinhole is used between the sample and the 
LASER to obtain the reflectogram . A 
photographic film can be fixed in this screen 
to have a definitive picture of the pattern. 
A small He-Ne LASER (1 mW) with beam diameter 
of = 1 mm, was employed, with a sligthtly 
convergent lens (f = 23 cm). The reflecto
grams obtained from the (100) and (111) planes 
can be seen in figures la and 2a, respectively, 
together with the corresponding optical micro
graph of the damaged surfaces (figure~ lb and 
2b). The black circles in the figures la and 
2b are not be considered because they are due 
the holes open in the photographic plates to 
let the laser beam pass thi.ough. 
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Figure la - Laser reflectogram of the Silicon 
(100) plane. 

lb - Optical plane micrograph of the 
etch pits produced in the Silicon 
(100) surface due to NaOH etching. 
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Figure Za - Laser reflectogram of the Silicon 
(111) plane. 

Zó - Optical micrograph of the etch 
pits produced in the Silicon (111) 
surface due to NaOH etching. 

DISCUSSION 

We have clearly observed by an electron 
microscope that the produced etch pits have a 
concave geometry in the form of octrahedrals 
or pyramids, for the (100) and (111) planes, 
respectively. These geometries explain very 
well the LASER patterns observed. Increasing 
the distance between the sample and the screen 
the dimensions of the reflectogram can be as 
large as = 30 cm, and is limited only due to 
the LASER intensity. The accuracy of 
orientation is pratically limited by the 
goniometer error. Thus it can be only of few 
minutes of are. The accuracy of (111) 
orientation is slightly better than the (100) 
due to the better sharpness of this reflecte 
gram. 

CONCLUSION 

This method is very attractive because 
of the simplicity and accuracy of the 
equipment. It is an axcelent alternative to 
X-ray techniques if a small area in the sample 

can be damaged, because· it not . needs vaccum 
eRuipment or high-voltag~ X-ray sources. This 

· method can also óe used for other types of 
crystals and evento large gr~i~ ·polycrystals. 
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VARIABILIDADE DAS PROPRIEDADES MECÂNICAS 

DOS MATERIAIS COMPOSTOS 

MARCELO RAMON FERRONI 
MARCOS A. DINIZ MACIEL 

EMBRAER 

A apli~a~ão de ~~~ê~o~ de ~on6iabilidade, ne~e~~â4io~ na ~on~

~4u~ão ae4oe~pa~ial, a~~o~iada a va4iabilidade elevada de p4op4iedade~ 
me~âni~a~, ~endên~~a~ do~ ma~e~ai~ ~ompo~~o~, diminuem a~ van~age~ 

de~~e~ ma~e4iai~ ~o64e o~ ~onven~ionai~ podendo me4mo inviabilizá-lo~. 
Con~lui-~e pela p4opo~i~ão de um ~go4o~o ~i~~ema de Con~4ole da Quali
dade ~amo 6o4ma de explo4a~ão do~ óene62~io~ do5 ma~e4iai~ ~ompo~~o~. 

1, INTRODUÇÃO 

A utilização de Materiais Compostos na 
construção de componentes estruturais Aeroes

paciais oferece significante potencial de 

aumento na eficiência estrutural quando com

parados aos materiais metálicos. A redução do 
peso estrutural está diretamente associado a 

resistências e módulos de elasticidade admis 

síveis empregados no dimensionamento das es~ 

truturas. Estas propriedades admissíveis sao 

determinadas em laboratório através de corpos 

de prova representativos ensaiados mecanica~ 

mente sendo os resultados desses ensaios sub

metidos a tratamento estatístico. Observa~se 

neste procedimento que os· materiais compos

tos, devido ã sua natureza, apres·entam dispe!_ 

são nos resultados significativamente maior 

do que a obs·ervada nos metais. Quando da redu 

ção estatística, que emprega critihios de con 

fiabilidade próprios da indfistria aeroespa

cial e aplicáveis a quaisquer materiais, re~ 

sultam propriedades admissíveis que se afas• 

tam notâvelmente das propriedades médias, li

mitando os benefícios associado ao emprego 

dos materiais compostos a valores menores· que 

aqueles normalmente divulgados. 

Com o objetivo de maximizar as proprie

dades admissíveis dos materiais compostos e, 

assim, obter a máxima redução dos pesos es·tru 

túrais apresenta-se uma filosofia de control; 

dos parâmetros que afetam diretamente a varia 

bi lidade das propriedades mecânicas desses ma 

te riais. 
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2. VARIABILIDADE DOS MATERIAIS 

Pelo simples fato de se constituir de p~ 
lo menos duas fases, é compreensível que o ma

terial composto tenha suas propriedades finais 

mais variâveis que aqueles de um material hom~ 

gêneo, Fibras e resinas são obtidos através de 

processamento em várias etapas, algumas, das 

quais bastante criticas, e, materias primas 

tamoém sujeitas a variações . Em decorrência, 

certos parâmetros acabam por apresentar flutu~ 

ções, estando apresentados, a seguir, os mais 

!requentes: 

-Propriedades mecânicas das fibras: fun 

ção do material propriamente dito, diâmetro da 

fibra, presença de defeitos. 

- Tratamento superficial da fibra: fun

ção da regularidade da oxidação ou ataque da 

superfície, 
- Te c e lagem da fibra: pode afe ta r as 

propriedades da fibra (introdução de defeito~ 

ou o seu tratamento superficial. 

- Propriedades da resina: função da qu~ 

lidade e procedência das materias primas, da 

constância da formulação e da homogeneidade 

quando do preparo. 

• Qualidade da impregnação: função da 

não contaminação das fibras por condições am

bientais (poeira e umidade) e do não compro

metimento da resina por temperatura ambiente 

variável e da constância da relação volumêtri 

ca fibra/resina. 
- Processamento: as características fí

sicas e mecânicas finais dos laminados ainda 

dependem da correta orientação dos materiais, 

quantidade de absorvedores, vácuo e pressão 
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externa aplicados e adequação do ciclo de tem 
peratura (se existentes). 

- Usinagem: operações como corte, fura
ção, escareação dependem de procedimentos e 

ferramentas próprios pa~ que não introduzam 
danos no laminado curado. 

3. PROPRIEDADES B~SICAS 

As propriedade básicas utilizadas no d! 

mensionamento dos componentes em Materiais 

Compostos compreendem resistência e módulo em 

tração, resistência e módulo em compressão, 

resistência e módulo em cizalhamento. 

A dispersão nestas propriedades está di 
retamente ligada aos fatores descritos no 

item (2), as quais são afetadas de acordo com 
o apresentado abaixo: 

Tração: As propriedades em tração estão 

predominantemente ligadas às características 

da fibra e da tecelagem, 

Compressão e Cizalhamento: As propried~ 

des em compressão e cizalhamento são depende!!_ 

tes principalmente das características de fi~ 

bras, tecelagem e matriz, 

Cizalhamento interlaminar: A proprieda
de de cizalh.amento interlaminar está direta

mente ligada às características da matriz e 

da adesão fibra/matriz. 

4, CRJT}jRJO DE CONFIABILlDADE 

São normalmente classificados como es-
truturais aqueles componentes Aeroespaciais 

cuja falha acarrete degradação de desempenho, 

de controlabilidade ou de integridade estrut~ 

ral do veículo. O dimensionamento destes com

ponentes é feito pela utilização de valores 

de propriedades mecânicas, de confiabilidade 

previamente estabelecida, denomin.adas "Valo..-

res Admissíveis de Projeto", , 

A obtençâo das propriedade admissíveis 

se di através de ensaios mecânicos executados 

em amostragem representativa (incluindo a in

fluência das variáveis descritas no item 2), 

Os resultados permitem, por análise estatíst~ 
ca, inferir o comportamento global dos mate

riais de forma a se poder associar valores de 

resistência mecânica a probaBilidade de falHa, 
(Ver figuras 1 e 2). 
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FIG. 2 : PROBABIUOAOE OE FALHA 
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São correntes dois critérios de confia

bilidade para materiais de uso aeroespacial: 

-Base A: refere-se a uma probabilidade 

de falha de 1% para solicitação mecânica 
igual ou menor ao admissível base A, com con
fiança de 95%. 

Estas propriedades são utilizadas em 

componentes sem caminho alternativo de carga, 

de forma que sua falha é considerada catastró 
fica, 

-Base B: refere-se a uma probabilidade 

de falha de 10% para solic~tação mecânica 

igual ou menor ao admissível base B, com con
fiança de 95%. 

Estas propriedades são utilizadas em 

componentes redundantes, cuja falha tem cono

tação de deterioraçã? e não de colapso da in

tegridade do veículo. 

Nota~se, então que dadas as condições 

prefixadas de confiabilidade, o comportamento 

probabilístico dos materiais vai influenciar 
diretamente os Valores Admissíveis, (Ver fig. 

3) • 

• 
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FIG. 3: COMPORTAMENTO PROBABILISTICO DOS MATERIAIS . . 
A comparação da performance mecânica dos 

materiais compo~tos com.p~ metálicos, dentro 

deste enfoque,é bem representada pelo exemplo 

abaixo: 

Tabela 1. Performance dos Materiais 

Material 

Alumínio 202 4 

T3 Tamb (Mpa) 

Carbono/epoxy 

bidir. T amb 

seco 

o 
Õ' 

UJ 
o 
< 
8 50 
,_J 

iii 
< 
~ 
a:: 
o.. 

(Mpa) 

Res.média Base B Base A 

a tração 
452 446 439 

645 537 46 7 
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FIG. 4: DISPERSÃO DAS PROPRIEDADES MECÂNICAS DOS MA
TE RIAIS 

Surge, desta forma, a evidência de que 

as vantagens normalmente associadas aos mate

riais compostos podem ser confirmadas ou não 

de acordo com a dispersão de propriedades que 
apresentem, 

5, CONTROLE DA QUALIDADE 

Visto que a dispersão das propriedades 

dos materiais compostos é consequência direta 
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das variáveis lis .taáas no item 2, a maximiza
ção dos Valores Admissíveis pode ser consegui 

da pelo controle de cada uma daquelas variá

veis dentro de faixas bem estabel'ecidas. 

A aproximação a~tada na indústría Aero 

espacial se baseia no emprego de material pr~ 

viamente impregnado (prepreg) rigidamente con 
trolado por Especificações que, nos seus 
itens, define as faixas toleráveis para as va 

riáveis de fibra e matriz. O manuseio e o pr~ 

cessamento desses materiais são igualmente g~ 

vernados por normas, de forma a garantir nao 

contaminação, cura adequada e constância na 

relação volumétrica fibra/resina. 
O sistema completo de Garantia de Quali 

dade de componentes pode ser apreciado no fl~ 

xograma abaixo, onde se observa a presença de 

um Último estágio de inspeção não destrutiva, 

apos peça concluída, em adição aos controles 
passo a passo. 
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INTRODUÇÃO 

Os ferros fundidos brancos ao cromo são bem conhe 
cidos por sua elevada resistência à abrasão. Esta carac 
terística não é uma propriedade intrínseca do material
mas sim, do sistema tribo lógico imposto [1]. Pm uma pri. 
meira aproximação, para os metais puros e aços recozi-
~s, a resistência a abrasão é diretamente proporcional 
a dureza do material [2]. Para materiais polifásicos,no 
entanto, esta relação simples nem sempre é válida e ou
tros fatôres devem ser considerados . Pm particular, pa
ra uma melhor compreensão do fenômeno é necessário esta 
belecer-se uma correlação entre os mecanismos de perda
de matéria e a estrutura metalurgica destas ligas. Esta 
correlação pode ser obtida por duas abordagens distin
tas e complementares: Estudo global, normalmente utili
zando-se testes abrasométricos clássicos, e local cuja 
técnica experimental básica é a esclerometria. 

NP.ste artigo procura-se apresentar uma síntese de 
trabalhos recentes desenvolvidos pelos autores e que e
videnciam a influência primordial da estrutura metalúr
gica no comportamento à abrasão de ferros fundidos bran 
cos ao cromo. 

ABORDAGFM GLOBAL 

Foi utilizado um teste abrasométrico clássico, ti 
po 3 corpos, mono camada, via úmida. O abrasivo utiliza 
do foi A1203 de diâmetro equivalente médio igual a 30 -
microns [3]. Este teste permite determinar-se a taxa de 
perda de massa por unidade de superfície por hora (liU) . 
Adicionalmente, superfícies assim obtidas foram utiliza 
das para a caracterização estatística do estado morfolo 
gico da superfície que sofreu abrasão. -

Utilizando-se um dispositivo metrológico descrit0 
anteriormente [3], obtem-se um perfil da superfície que 
sofreu abrasão. O tratamento numérico deste perfil leva 
à determinação de parâmetros estatísticos que caracteri 
zam a morfologia da superfície. Estas parâmetros são os 
coeficientes de Fisher (y1 ) e Pearson ca2). Trata-se de 
momentos centrados de ordem três e quatro normalizados 
pelo desvio padrão. Estes parâmetros definem respectiva 
mente a assimetria e o achatamento da distribuição esta 
tística das ordenadas do perfil da superfície [3]. Para 
canodidade, defini-se um plano morfolÓgico que tem como 
coordenadas yl e a2 •. Neste plano, um ponto unico corres 
ponde ao ~rf 1 de um corte da superfície suposta isó-
tropa, e ele é representativo de sua morfologia [4]. 

Pm duas famílias de ferros fundidos brancos ao 
cromo foi estudado anteriormente o efeito do molibdênio 
[5] e do vanádio [6] na estrutura metalurgica. 

Foram estudados dez ferros fundidos brancos ao 
Cr-M:> cuja faixa de composição é a seguinte:0,9 à3,9%C; 
6,8 à 32,1% Cr e 3% M:>. O manganes e o silício também 
aparecem como elementos minoritários [5]. A microestru-
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tura destas ligas é constituída essencialmente de uma 
matriz austenitica metaestável e de carbonetos duros, 
oriundo~ da sol~dific~ção, de t!Po.M7 c3• Estes carbo
netos sao os principais responsave1s pelo bom comporta 
mento à abrasão destas ligas [ 3, 7 ] • A figu.ra 1 mostiã 
a correlaç.ão estabelecida entre a procentagem volumétri 
ca de carbonetos (K) e a taxa de desgaste (liU). -

Au[mg.h'1cm·•) 

80 

\ . 
\ 

60 

I 
5 I 

40 

9 5 

u "" '"'tt" ~i'i~~6,, ..... , -~- ' JJo~ 5.íi -'·"' ,,~ 5 . .14 

1.0 .1 .;; y1~ 0JI6 o.6.1 ( Y,~ o.11 o.~>o .; y, -;, o .44 

o 10 20 30 40 K% 

Figura 1. Características de abrasão dos ferros fundi
dos brancos ao Cr-MO. A curva mostra a variação da ta
xa de desgaste em função da porcentagem volumétrica de 
carbonetos. Para as ligas 1 , 5 e 9, .representativas do 
comportamento da família, são mostrados o aspecto das 
superfícies que sofreram abrasão, o perfil em um. corte 
destas superfícies e o intervalo de variação dos parâ
metros y1 e a2. 

Para valôres crescentes da porcentagem volumétri 
ca de carbonetos, a taxa de desgaste passa por um míní 
mo à cerca de 30% de carbonetos. Esta porcentagem cor-:: 
responde a uma liga eutética. O aspecto típico das su
perfícies após 120 minutos de teste também é mostrado. 
A figura 2, reapresenta estas micrografias obtidas por 
M E V. São também mostradas as micro grafias obtidas 
por elétrons retrodifundidos das mesmas regiões. Estas 
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micrografias mostram a posição das diferentes fases. 1. 

!S 

9 

6,2f!r 

·8· ·b· 

Figura 2. Aspecto típico das superfícies após 120 minu 
tos de abrasão. ME V. a) Imagens obtidas com elétrons 
secundários b) Imagens obtidas com eletrons retro di-
fundidos. · 

Observa-se sulcos com acumulo de matéria nas laterais, 
vazios deixados pela perda de matéria na junção de 
dois sulcos e finalmente zonas deformadas por entalha
mento multiplo. Estes Últimos são análogos às impres
soes produzidas por um teste de dureza. Nota-se que a 
porcentagem relativa sulco/entalhe varia. de uma liga à 
outra. Quanto maior a taxa de desgaste , maior a por
centagem relativa de sulcos. Observa-se ainda que o 
fluxo plástico se processa de forma diferenciada em 
função das fases presentes e que existe um nítico efei 
to "protetor" dos carbonetos em relação à matriz euté=
tica. 

A figura 1 mostra ainda o intervalo de variação 
dos parâmetros característicos da morfologia da super
fície. A etapa inicial do processo abrasivo se caracte 
riza por uma variação mais acentuada destes parâmetroS: 
Para as ligas apresentando menor resistência à abrasão, 
a amplitude desta variação aumenta [7]. 

Pode-se também correlacionar a extensão do domí
nio característico de cada liga no plano morfológico 
com a resistência à abrasão. Quanto maior a resis~a 
à abrasão de uma liga, mais restrito será o seu domllrio 
no plano morfolÓgico, figura 3. 

A microestrutura dos ferTos fundidos brancos ao 
Cr - V estudados € constituída de dois tipos de carbo
n~tos de solidificação: v6c5 rico~ em vanadio e.~c~ 
r1cos em cromo. Durante o resfriamento poster1of nu
cleiam e cresceffi precipitados secundários de tipo 
V6Cs. Em consequência, a matrjz austenitica se desesta 
bll!za e transforma-se em diversos de seus produtos u~ 
suais [6]. Cinco ligas pertencentes à esta família fo
ram estudas, suas composições químicas, estado da ma
triz e porcentagem de carbonetos são dados pela tabela 

- ~~ -1 (1<•4,0%) 
- -- ·· 5 (1<•42,5%) 
- ·---9 (I<• 30,1%) 

·1.5 ·1.0 -0.5 o 0.5 LO 
l5 "11 

Figura 3. Extenção do domínio característico das ligas 
1, 5 e 9 no plano morfológico. 

Tabela 1. Características metalurgicas dos ferros fun
didos brancos ao Cr - V. y = austenita; P = perlita; 
B = bainita ; M = martesita. fs = porcentagem superfici 
al de carbonetos. -

liga Composição ( % ) Estado da fs 
c Cr v Mn Si matriz v6 c5 ~ c3 

VA 2,21 5,99 5,61 1,04 0,72 y- B- M 5,8 6,3 
VB 2,40 8,18 5,91 0,92 0,72 y- M 5,7 10,9 
v c 2,44 1(),34 6,1 2 0,86 0,66 y- M 4,2 12 '1 
VD ~,66 8, 1 8 4, 94 O, 56 O, 56 P - M 4,7 11 '2 
VH ,21 8,374,89 0,59 0,71 P 2,8 22,6 

A figura 4 ilustra o efeito das quantidades rela 
tivas de carbonetos M.,C3 e Vf.C5 sobre a taxa de desg~ 
te. A curvas tracejadas que sao as projeções a O% de 
~C e V C fornecem uma indicação da contribuição res 
péciica áe5cada tipo de carboneto. Fica evidente que a 
contribuição dos carbonetos V C é a mais importante. 
Assim, .para aumentar-se a res~s~ência a abrasão torna
se necessário aumentar-se a quantidade de carbonetos 
VnCs ou pelo ao menos aumentar-se a quantidade global 
de carbonetos mantendo-se constante a quantidade de V 
C~. _Para a porcentag~ de vanádio empregado, estas cofl 
dlçoes correspondem as ligas apresentando uma pequena 
quantidade de cromo e carbono [6]. 

A liga VA apresenta a maior resistência à abrasão, 
ao passo que a menor resistência â abrasão é apresenta 
da pela liba VB. As característivas metalurgicas destãS 
2 ligas são aproximadamente equivalentes, (tabela 1), 
exceto no que diz respeito à quantidade de carbonetos 
M.,C que é maior para a liga VB. LÓgicamente, um resul 
tádd oposto ao aparelho deveria ser esperado. De Mello 
e cc-autores [8] mostraram que a diferença essencial 
destas ligas diz respeito a morfologia dos carbonetos 
VnCS : eles são maiores e mais regularmente distribuídos 
para a liga VA. Estes autores determinaram o tamanho 
médio dos carbonetos V C (d) e a largura dos sulcos 
(L) produzidos pela ab~ª~ão e puderrun concl~ir_[8] qu~ 
~uanto maior a relação L/d menor sera a res1stenc1a a 
abrasão de uma liga pertencente à esta família. 

ABORDAGEM. WCAL 

O estudo global do processo abrasivo destas li
gas polifásicas evidência que é necessário considerar
-se a distribuição espacial das fases presentes. Procu 
rou-se realizar uma tentativa neste sentido consideran 
do-se o processo abrasivo em uma escala local. Sulcos
elementares foram produzidos em condições bem controla
das utilizando-se ensaios esclerométricos à baixa velo
cidade [9-10]. Adicionalmente, esta técnica permite a 
determinação de parâmetros esclerométricos importantes 
tais como energia específ ica e dureza ao risco que são 
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Figura 4. Taxa de desgaste dos ferros fundidos brancos 
ao Cr - V estudados em função da quantidade superficial 
de carbonetos. 

indicadores indiretos do comportamento à abrasão [3]. 
A figura 5,[9] mostra a variação destes parâme

tros em função da largura do sulco para a liga VA soli
dificada unidirecionalmente. Neste caso, em virtude do 
pequeno tamanho das fases os parâmetros esclerométricos 
praticamente independem das fases consideradas. 
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Figura S. Dureza ao risco e energia específica em fun-
ção da largura do sulco. LigaVA. Hs; ....... e. 

E importante ressaltar-se que para larguras médias do 
sulco inferior à 5 microns, que corresponde ao valor mé 
dio encontrado em configuração três corpos o melhor de~ 
sempenho é apresentado pelo eutético y-V6C~. Nestas co~ 
dições, as larguras dos sulcos são inferiores ao tama
nho médio dos carbonetos v6c5, e sua elevada dureza co~ 
trola o processo [9]. 

Para evidenciar uma eventual correlação entre a 
distribuição espacial das fases e a resistência a abra
são de ferros fundidos ao Cr.Mo parâmetros supostos re 
presentativos desta distribuição foram determinados. -
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Um corpo de prova obtido por solidificação unidirecio
nal (liga 9) foi riscado no sentido transversal. Va
rias regiões, comportando carbonetos ~C com um espa
çamento compreendido entre 2 e 127 micforls foram exami 
nadas. Para um espaçamento inter carbon~tos ( .À ) dadq 
foi medido a largura do sulco correspondente (L). A 
partir destes dados foram calculadas a relação L/À e a 
dureza ao risco correspondentes. A figura 6[10] mostra 
o efeito da relação L/À sobre a dureza ao risco 

I~ 

lO .. 

Figura 6. Dureza ao risco em função do espaçamento in
tercabonetos. 

As curvas apresentam 3 partes: uma primeira par
te horizontal correspondente aos maiores espaçamentos 
intercarbonetos; uma segunda parte transitória de for
ma sigmoidal e finalmente uma terceira parte, também 
horizontal, correspondente aos pequenos es~eçamentos 
intercarbonetos. Na primeira parte, os valores da dure 
za ao risco são constantes e equivalentes aos valôres 
apresentados pela matriz quando submetida às mesmas 
condições. As características da matriz controlam o 
processo. A partir de um valor crítico a dureza ao ris 
co cresce proporcionalmente à relação L/À. A influên
cia das características da matriz sendo também propor
cionalmente menor. Quando os valôres de À são pequenos, 
os valôres de Hs tornam-se constantes e este valor má
ximo corresponde ã dureza ao risco dos carbonetos. Nes 
tas condições, a aptidude ao fluxo plastivo da matriz
decresce devido ao efeito "protetor" dos carbonetos, 
que, controlam o processo. Ressalta-se que o valor crí 
tico deste domínio corresponde à larguras do sulco i
guais ao espaçamento inter-carbonetos. 

CONCLUSÃO 

Para estas ligas polifásicas a racionalização 
das leis de desgaste abrasivo baseada na teor de car~ 
no ou na quantidade de carbonetos mostrou-se ineficaz. 
Procurou-se determinar a influência da estrutura meta
lÚrgica através de testes esclerométricos e caracteri
zação estatística da morfologia da superfície. O con
junto destas informações constituem elementos a serem 
considerados na otimização da composição química de li
gas resistentes à abrasão. 
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CURVAS SUBSEQÜENTES DE ESCOAMENTO PLÁSTICO 

DE CHAPAS METÁLICAS. LOCUS TEÓRiCOS E 
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SUMÁRIO 

INTRODUÇÃO 

O desenvolvimento dos processos modernos de confor 
macao de metais está fundamentado tanto no desenvolvimen 
to de novos processos e tecnicas como no tratamento teo
rico e métodos de análise de operações de processos con
vencionais de conformação de metais. Esses desenvolvimen 
tos proporcionaram tanto uma melhor compreensão do com-
portamento plástico do material como da mecânica dos vã
rios processos empregados. Esse conhecimento pode ser ex 
plorado para melhorar os processos existentes ou para de 
senvolver novos processos. Entretanto, foi somente feito 
progresso limitado na compreensão da conformabilidade de 
chapas metálicas em contraste com o enorme desenvolvimen 
to empírico na produção de chapas metálicas e novos pro~ 
cessos de conformação. Afim de se analisar a conformabi
lidade qualitativamente e/ou quantitativamente é impor
tante concentrar-se nas equações fundamentais que gover
nam o comportamento do escoamento plástico do material 
deformado. Essa análise envolve o conhecimento do esta
do de escoamento plástico do material o qual pode ser 
caracterizado pelo sistemas de tensões e deformações a
gindo no material. Os métodos analíticos para estimar es 
se estado plástico são baseados no critério de escoamen~ 
to que define o limite de elasticidade ou o começo das 
deformações plásticas. Para materiais que sofrem encrua
mento, assume-se que o trabalho plástico necessário para 
atingir determinado estado de escoamento plástico é in
dependente da trajetória da deformação plástica. O cor
respondente estado de tensão é dito ter um particular 
potencial plástico que é uma função escalar da tensão. 
Na verdade, o potencial plástico tem a mesma função de 
tensões do critério de escoamento plástico. Em outras 
palavras, pontos na superfície que define o escoamento 
corresponde ao mesmo estado de escoamento plástico ou o 
mesmo potencial plástico. O estado de escoamento plásti
co depende somente das propriedades plásticas correntes 
e variáveis de estado tais como tensão,deformacão e tem 
peratura e é independente da história percorrida pelas
variáveis de estado. A medida que o material encrua com 
a deformação, o locus (curva que define o lugar geomé
trico) no espaço de tensões definindo ambos o potencial 
plástico e o critério de escoamento expande para um ní
vel subsequente. Em geral, assume-se que a expancão do 
locus de escoamento é uniforme, i.e. que o encruamento 
é isotr6pico. Isso permite que o estado de escoamento 
plástico de um material seja avaliado por uma tensão e
quivalente baseada no critério de escoamento. Portanto 
o critério de escoamento é muito importante no modela
mente do comportamento do escoamento plástico do mate
rial. 

CRIT~RIOS DE ESCOA}ffiNTO 

Um dos primeiros critérios de escoamento é devido 
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a Tresca [1] e é baseado na condição de tensão de cisa
lhamento máximo.O critério simplesmente assume que o es 
coamento plástico inicia quando a· tensão máxima de cisa 
lhamento atinge um valor crítico < • Embora esse crité~ 
rio origina-se de um enfoque macroicópico das deforma
çÕes plásticas, tem suporte nos mecanismos de deforma
cão dos grãos que são na sua maior parte devido ao cisa 
lhamento. Portanto, o escoamento ocorre quando, assumin 
do a

1 
> a

2 
> a

3 
, 

ou ' ' max y 

' y 

onde a e a são as tensões principais. 
Om ouiro clássico e geralmente preferido cr~ter1o 

é devido a Von Mises. Esse critério satisfaz vários re
querimentos básicos para uma função de escoamento e tem 
a forma mais simples que pode ser facilmente manuseada 
quando as direções principais não são conhecidas a pri
ori. Desde que o escoamento deve ser insensível à orien 
tacão dos eixos de referência de tensões e é conhecido
da prática que a pressão hidrostática tem influência 
desprezível no escoamento de materiais policristalinos, 
o critério é obtido tomando-se o invariante de segundá 
ordem do tensor desviador de tensões como constante i.e. 

invariante de segunda ordem, I
2 

Onde Y é a tensão de escoamento em tração simples. Essa 
função de escoamento F é equivalente a assumir que o es 
coamento inicia quando a energia de deformação elástica 
de distorção atingiu um valor crítico característico do 
material. F também é conhecida como ·a cond1ção quadrá
tica de escoamento. Uma outra interpretação de F é que 
o início de escoamento pode ser devido ao atingimento 
de um valor crítico da tensão de cisalhamento no plano 
do octaedro, 

Em geral, o comportamento do escoamento plástico 
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dos materiais é anisotrópico,i.e. as propriedades de es 
coamento plástico variam com as direções. Os enfoques
apresentados acima para o escoamento é restritivo e no
vos conceitos foram desenvolvidos afim de considerar a 
anisotropia plástica. Dois tipos distintos de anisotro
pia pode ser definido na conformação de chapas metáli
cas: anisotropia normal e anisotropia planar. A primei
ra descreve a variação das propriedades plásticas no 
plano da chapa em relação a sua espessura; por exemplo, 
a tensão de escoamento no plano da chapa pode ser dife
rente daquela na direção da espessura ,enquanto que va
riaçÕes no plano são desprezíveis. A segunda, anisotro
pia planar, descreve as variações das propriedades plás 
ticas com a direçáo no plano da chapa. Como consequ~n-
cia da anisotropia a forma do locus de escoamento é 
substancialmente afetada e ,portanto, a função de es
coamento deve conter parâmetros que descrevem a aniso
tropia. 

Do ponto de vista metalúrgico, as fontes princi
pais de anisotropia são tanto anisotropia cristalográ
fica devido a certas orientaçÕes preferidas ou texturás 
na distribuição dos grãos no material, como anisotropia 
microestrutural devido a variações no tamanho de grão, 
forma de grão, inclusões, etc. Era comum considerar a 
anisotropia indesejável nos materiais, mas recentemente 
ficou evidente que certas classes de processos de con
formação de chapas podem beneficiar-se da anisotropia 
controlada. Como consequência ,foram feitos esforços 
para desenvolver texturas cristalográficas desejáveis 
afim de melhorar as propriedades plásticas e, deste mo
do aumentar a conformabilidade. Por outro lado, a ani
sotropia microestrutural parece proporcionar somente u
ma pequena contribuição às propriedades plásticas. 

Vários modelos para descrever e quantificar ani
sotropia no escoamento de materiais foram desenvolvidos 
e podem ser classificados em dois grupos: enfoques ma
croscópico ou continuo e enfoques cristalográficos ou 
microestrutural. 

Teorias cristalo§ráficas. Essas teorias assumem 
que toda deformaçao plastica e devido ao escorregamento 
resultante do cisalhamento em certas combinações prefe
renciais de planos e direções cristalográficas no cris
tal. O comportamento do escoamento plástico dos materi
ais policristalinos é assumido ser adequadamente modela 
do por uma média ponderada das propriedades plásticas -
dos constituintes, dependendo da orientação dos eixos 
do cristal com relação aos eixos principais de deforma
ção. Em outras palavras, partindo das propriedades plás 
ticas e comportamento do escoamento de cristais simples 
as propriedades macroscópicas e escoamento plásticos de 
policristais pode ser obtida calculando-se o valor mé
dio sobre todas as orientações dos cristais de acordo 
com sua fração em volume no material ou de acordo com 
a função de distribuição de orientação ou textura do 
material. Essa função de distribuição de orientação dos 
cristalitos pode ser determinada a partir de medidas de 
figuras polares de raios-X ou difração de neutrons. O 
comportamento do escoamento plástico de cristais sim
ples para todas as direções possíveis do incremento de 
deformação é obtido a partir de modelos teóricos tais 
como o de Taylor [2], Bishop e Hill [3] e Sachs [4] que 
foram inicialmente desenvolvidos para prever o escoa
mento uniaxial. Ambos os modelos de Taylor e Bishop e 
Hill assumem que cada cristal simples sofre a mesma mu
dança de forma do policristal embora cada um utiliza-se 
de diferentes enfoques para obter o incremento total de 
deformação. A análise de Taylor baseia-se no sistema de 
escorregamento que minimisa o trabalho interno de defor 
mação e a de Bishop e Hill que maximisa o trabalho ex
terno. A análise matemática mostrou que são equivalen
tes. Para ambas teorias assume-se que existe uma tensão 
crítica de cisalhamento que inicia o escoamento e que é 
uma propriedade do material e assumida ser a mesma para 
todos os sistemas de escorregamento. Sobre estes funda
mentos, a curva de escoamento e os coeficientes R de a
nisotropia foram previstos razoavelmente bem para vári
as texturas cristalográficas [5,6]. Portanto, reconhe
ceu-se que a anisotropia pode ser devido a textura cris 

.. 
talográfica nos materiais policristalinos. Entretanto, 
em geral, é difícil prever com precisão o comportrupento 
de chapas em conformação usando-se essas teorias crista 
lográficas devido a ambos a idealisação do comportamento 
do policristal como também o assumido comportamento ide 

· alisado do escoamento plástico de cristais simples. Ape 
sar disto, essas teorias tem a virtude de proporcionar
melhores previsões do locus de escoamento para materiais 
com alto grau de textura em relação a teorias macroscó
picas cbntinuas. Os enfoques macroscópicos são princi
palmente fenomenológicos na sua natureza e fundamentados 
na teoria continua da plásticidade, e os enfoques cris
talográficos microscópicos estão baseados em conceitos 
idealisados de um policristal e comportamento idealisa-

. do do· escoamento plástico de cristal simples. 

Teorias contínuas.Em geral, os probfemas de con

formação de chapas metálicas são resolvidos assumindo-se 
estado plano de tensões e, portanto, será considerado a 
seguir o locus de escoamento para estado plano de ten-
soes. 

Por analogia ao critério de Von Mises, Hill [7] 
propos um critério para escoamento anisotrópico, 

2 2R 2 o, ---- 0102 + 02 
1 + R 

y2 

onde R é o coeficiente de anisotropia normal. Entretan
to, como discutido em outro tr-abalho [8] ,essa função 
de escoamento foi recentemente modificada afim de apre
sentar uma concordância mais próxima dos resultados ex
perimentais da curva de escoamento de materiais que pos 
suam valores de R menor que a unidade. Essa extensão in 
traduz um novo parâmetro m, além de R, afim de descrever 
a anisotropia normal e a função de escoamento é agora 
descrita por, 

m I 1m m 2(1+R)Y = (1+2R) o1-o2 + jo
1
+o2 1 ( 1) 

O subsequente estado plástico para materiais que encru
am é determinado substituindo-se Y na eq.(1) pela ten
são equivalente Õ que avalia o estado plástico corrente. 
Os incrementos de deformação associados com o estado de 
tensões são determinados através da regra de escoamento, 

de:, - de:3 
= 

lo -o lm lo,+o2lm zl o
1
+ o2 lm 

(1+2R) 1 2 + 
(o

1
-o2) (o

1
+o2) ( o

1
+ o2) 

dE:2 dE 
= (2) 

lo,-o2lm lo,+o2lm 2(1+R) Õm-l 
-( 1+2) + 

(o
1
-o2) (o

1
+o

2
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onde dE é o incremento equivalente de deformação. Por 
outro lado, Bassani [9] apresentou uma função de escoa
mento que é suficientemente flexível afim de acomodar 
os detalhes da forma do locus de escoamento. Entretanto, 
a curva fica definida por quatro parâmetros (p,q,R,Õ) 
em vez de tres no caso de Hill. O potencial plástico ã 
no caso de Bassani é dado por, 

ãPI 1+ ~(1+2R)I = lo
1
+o

2
IP + ~(1+2R)Õp-qlo 1 -o 2 lq (3) 



A regra associada de escoamento plástico é dada por, 

dE 1 - dE
3 

lcr1+cr21P 1° -cr lq 2lcr1+ cr2IP 
+ ( 1+2R) 1 2 õp-q 

(cr
1

+cr
2

) (cr
1
-cr2) (cr

1
+ cr 2) 

dE
2 (4) 

lcr1+cr2 1P lcr -cr lq 
(1+2R) 1 2 õp-q 

Çcr
1

+cr2) (cr 1+cr 2) 

onde p e q são parâmetros adicionais que caracterizam a 
anisotropia normal e devem satisfazer p ~ 1 e q ~ 1. 

COMPARAÇÕES DA CURVA DE ESCOAMENTO SUBSEQUENTE TEÓRICA 
COM OS RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Afim de verificar a validade da teoria contÍnua da 
plasticidade apresentada acima, foram feitas comparaçoes 
usando-se resultados experimentais de chapas de 1mm de 
espessura de latão e aço baixo carbono cujo coeficiente 
de anisotropia normal R ·vale 0,9 e 1,1 respectivamente. 
As chapas foram deformadas até próximo a ruptura utili
zando-se o teste de expansão por pressão hidráulica com 
matrizes com aberturas circular e elÍpticas. 

As previsões teóricas do subsequente locus de es
coamento, eq.(1), de Hill está razoavelmente boa para o 
caso de latão conforme Fig.1. Nota-se que a trajetória 
das tensões e consequente trajetória das deformações é 
uma reta. Portanto o trabalho plástico para se ir de u
ma curva de escoamento a outra, sobre a reta, é constan 
te o que corresponde a valores constante da deformação
equivalente. Observa-se também que a expansão é isotrõ
pica conforme hipótese inicial. Entretanto, se a traje
tória das deformações não for linear a expansão não se
rá isotrópica, i.e. as curvas subsequentes não serão p~ 
ralelas. 
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Figura 1. Curvas subsequentes de escoamento plás 
tico ou de mesmo potencial plástico e 
comparação com a análise de Hill, equ~ 
cão (1). Latão 70/30 • 

No caso do aço, a expansão também é isotrópica e 
para m=1.9 (determinado experimentalmente) a correlação 
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é melhor que com o valor clássico m=2.0, conforme figu
ra 2. Entretanto, a função de escoamento apresentada 
por Bassani apresenta ainda melhor correlação, mas com 
a desvantagem de necessitar tres parâmetros para carac
terizar a anisotropia normal,i.e. p,q e R. Embora o cri 
tério de escoamento de Bassani seja potencialmente mais 
preciso com um adequado ajuste dos parâmetros p e q con 
forme se depreende da figura 3, a recente análise de -
Hill, equação (1), é mais conveniente por sua simplici
dade para o caso do aço e latão do presente trabalho. 
Note-se que para valores de paq a eq.(3) torna-se eq(1). 
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Curvas subsequen::es de escoamento plás 
tico ou de mesmo potencial plástico e 
comparação com a análise clássica de 
Hill, m=2 na eq.(1).Aço baixo carbono. 
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Figura 3. Curvas experimental(linha contínua) e 
teóricas subsequentes de escoamento 
plástico. Comparação entre as teorias 
de Hill (eq.(1)) e Bassani (eq.(3)). 
Aço baixo carbono. 
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INTRODUÇÃO 

As propriedades mecânicas dos metais po
dem ser mudadas, apreciàvelmente, quando estes são sub
metidos a aplicação de esforços muito rápidos. Esforços 
de choque podem ser produzidos por máquinas de impacto 
sob altas velocidades [1] ou através de ondas de choque 
obtidas por explosivos [2]. Em considerações de carrega 
mento deste tipo e importante considerar os efeitos dé= 
vido a propagação de onda de tensão no metal [3]. Ondas 
compressivas são geradas no metal quando submetido a ex 
plosão ou através da barra Hopkinson [4], enquanto que, 
ondas tracivas podem ser produzidas por máquina de im
pacto por tração. 

A figura 1 apresenta um registro típico do en
saio de tração por impacto registrado no osciloscópio 
no presente trabalho, em latão (70/30) ensaiado a 
300/s. Caracterizando três estágios de deformação plás
tica, normalmente, identificados em materiais monocri~ 
talinos submetidos a tensões cizalhantes e definidos co 
mo [6]: -

Estágio I - Característic~_dos mater~ais mon~
cristallnos e representa uma regiao de desl1zamento fa
cil, onde as discordâncias encontram poucos obstáculos 
à livr~ movimentação em seus próprios planos de desliza 
mento,e conhecido como escoamento laminar. 

Estágio II - Predomina o escruamento, com meno
res níveis de deformação, onde o deslizamento ocorre em 

maj s de um plano. 

Estágio III - Região de decréscimo na taxa de en 
cruamento, processo conhecido como recuperação dinâmica 
O escoamento plástico necessita de tensões bastante ·ele 
vadas a fim de que as discordâncias possam tomar parte 
no processo que seriam suprimidas em baixas tensões. 

,. 

p 
~·~1·---.Jit ------------~-· 

1· dttllz~ fÓcll 

.III- recu~11o 1 :II" encr-nto 

-+-------~ 
-lt--jj-+ 

Figura 1. Diagrama de ~es~stência ao choque com percu~ 
sos de referencia. 
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Esta área é de interesse nos processos de confor
mação mecânica e outras em que são atingidas elevadas 
velocidades de solicitação. Todavia, no ~studo da plas
ticidade dinâmica vem sendo utilizados modelos simples 
para o encruamento, baseado em siJrq:>les superposição de 
efeitos de taxa de deformação sobre o estado estático 
[5]. 

O objetivo do presente trabalho é analisar o com
portamento plástico do latão (70/30), focalizando a evo 
lução do encruamento, para elevadas taxas de deformaçao 
produzida por máquina rotativa de impacto instrumentada 

tlCNICAS EXPERIMENTAIS 

O arranjo experimental do presente trabalho cons
tou de uma máquina rotativa de impacto, com velocidade 
variável, montada com dispositivo de tração e provida 
de sistema de medição piezoelétrico. Desta maneira re~ 
lou-se um valor de carga, P = 500(kgf),fazendo 1=29CmmT 
e um.deslocamento o= 2(mm), para b = 8,5(mm) indicados 
na flgura 1. Durante os ensaios a linha transcrita foi 
fotografada, obtendo-se valores de esforços e desloca
mentos nas provas ensaiadas. 

Ensaiou-se corpos-de-prova cilíndricos de latão 
(70/30) com dimensões indicadas na figura 2, a velocida 
desde impacto entre 5 e 60(m/s), sendo~= v;l onde 
v, velocidade e 1, comprimento inicial do corpo-de -
prova. Tratamentos térmicos adequados produziram estru
turas recozidas com tamanhos de grão de 2 ~ e 10 ~· 

t4 
IT.T 

14 

Figura 2. Dimensões padrões do corpo-de-prova para en
saio de tração dinâmica (mm). 

A análise da cinética da deformação plástica atra 
vés das suas taxas de encruamento, foi feita lançando~ 
se mão da fenomenologia representada pela equação de 
Ludwick [6]. 
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onde o ê a tensão; o uma tensão de escoamento; K o coe 
ficiente de resistên~ia; e: a deformação plástica; e n 
o expoente de encruamento. Esta fenomenologia tem sido 
aplicada com sucesso neste material, que freqUentemen
te apresenta mais de um estagio de deformação plásti
ca. 

O logarítimo da derivada da equação (1) em rela
ção à deformação: 

ln(do/de:) = ln(Kn) + (n-1)lne: (2) 

permitiu analisar a variação da taxa de encruamento 
(do/de:) com a deformação, cujo gratico forneceu os va
lores dos parâmetros K e n, além da formação equivalen 
te ao ponto de transição, representado por uma mudanÇã 
de inclinação na curva tensão x deformação. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A fi~ra 3 mostra curvas carga x deslocamento,em 
tração dinamica para latão (70/30) à velocidades de de 
formação de 300/s; 500/s; 1500/s, 2000/s para tamanho 
de grão 10~; e 1000/s para tamanho de grão 2~. Os va 
lores de carga máxima e deslocamento máximo foram ob~ 
tidos tomando-se como base as linhas de referência 1 e 
b indicados na figura 1. Uma vez determinados aqueles 
valores pode-se obter a tensão e deformação real nos 
corpos-de-prova. 

€:=300/s 

A figura 4 a~resenta as curvas de tensão verdadei 
contra deformaçao verdadeira para o latão (70/30) en 

saiado. Observou-se mudanças no comportamento plâstico 
com a variação da velocidade de deformação. Para taxas 
de· até SOO/s, tem-se comportamento similar aos mate
riais monocristalinós e p9límeros, no primeiro estagio 
de d~ormação plástica, onde ocorre diminuição da carga 
cnmalongamento do corpo-de-prova. Nos. polímeros ocorre 
um realinhamento ~s ;l.amel.â:So.:fl\1 moléculas da cadeia na 
frente de avanço· da ·deformaçao:' .i,?iavia, a medida, que 
se eleva a taxa de deformação o comportamento plástico 
do metal é mudado até a condição de fragilidade para ta 
xa de 2000/s, · fígura 3, para tamànho de grão 10~. -
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Troça o din&nica 
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·· i€':•t000/s 
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Figura 4. Curvas dinâmica em latão (70/30). 

O efeito da taxa de deformação sobre a tensão no 
inÍcio do escoamento esta apresentado na figura 5 para 
os dois tamanhos de grão empregados. A despeito da dife 
rença nos tamanhos de grão não parece confirmar-se a re 
lação de Hall-Petch nos ensaios dinâmicos. Isto é, a re 
sistência ao escoamento não parece aumentar com o tama
nho de grão. 

O aumento no limite de escoamento envolve conside 
ração de que o metal é levado ao estado de escoamento 
plástico local apôs aplicação de dada deformação elasti 
ca. Espera-se que no início da deformação plástica, em 
alta taxa de solicitação, ocorra uma crescente dificul
dade para operar os mecanismos responsáveis pelo escoa
mento. 
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Figura S. Variação da tensão de escoamento com a taxa 
de deformação. 

A figura 6 mostra avariação da r~sistência_mecâni 
ca em funçao da velocidade de deformaçao em traçao. De 
uma forma geral, essas propriedades decrescem com a ve
locidade de deformação. Isto representa a progressiva 
dificuldade em produzir deformação plástica. Observa-se 
t.nn aumento na tensão máxima, porém, em níveis menores 
que a tensão de escoamento. 

A figura 7 indica t.nn decréscimo nos parâmetros de 
encruamento, bem como, desaparecimento dos estágios l 
e I II com a elevação da velocidade de deformação que con 
duz ruptura instantânea do metal. -

No escoamento plástico dos metais deformados semi 
estaticamente, o encruamento é em geral decrescente. Na 
presente situação, observa-se dois comportamentos dis
tintos. Para Ê = 300 e 500/s no estágio I; obteve-se 
n = j0,04j e j0,12j, respectivamente que conduzem a va
lores crescentes de dcr/dE com t . No estágio II para 
t = 300/s; n = 1,18, que conduz a valores crescente de 
encruamento, porém, para t = 500/s; n = 0,91 fornece va 
lores decrescentes de encruamento. No estágio III, em 
ambos casos, observa-se valores decrescentes de encrua
mente, porém, em menores níveis, conforme a teoria da 
recuperação dinâmica. 

A validez de encruamento dinâmico bazeado em su
perposição de efeitos de taxa de deformação sobre o es
tático [5], é motivo de dúvidas. Embora sejam as discor 
dáncias a razão física para o escoamento plástico dos 
metais, sua inércia de acompanhamento de esforço dinâmi 
co, arrasto viscoso, acarreta comEortamento diferente 
do semi-estático, onde a curva plastica não é grandemen 
te influenciada. Também a presença de estágios de de~ 
formação plástica torna a relação [6], bem mais comple
xa: 

(3) 
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aonde · ~;~: invariantes da tensão e deformação e E po
de ser caracterizada através de um simples ensaio Punia 
xi~l. -
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Figura 6. Variação da resistência mecânica com a taxa 
de deformação. 
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O efeito· dá· taxa de deformação no escoamento se
rã mais significativo do que no limite de resistência 
como se pode observar na figura 6, pois uma vez opera 
~o os mecanismos de escoamento o metal deforma com ta= 
xa de escoamento decrescente . 

A dutilidade ou a deformação na carga máxima de
cresce com o aumento na taxa de carregamento, isto por 
que com o acréscimo da dificuldade de produzir deforma 
.ção plástica são requeridas tensões mais elevadas, fi= 
gura 6. Do mesmo modo, o e~oente de encruamento dimi
nue, figura 7. Como conseqUencia , em níveis menores de 
deformação, a tensão requerida para o escoamento plás
tico eleva-se em taxa maior do que o material é capaz 
de compensar com a taxa de encruamento; da/dE iguala
se à tensão e o materia~ entra em estricção prematura
mente, comparando com n1veis menores na taxa de defor
mação. Nestes casos, com o aumento da deformação plás
tica, a tensão cresce lentamente, 'enquanto a taxa de 
encruamento decresce, também vagarosamente, e é neces 
sário deformar muito até que o critério de Considere 

seja atingido . Como é notado na figura 4 para taxa de 
deformação de 300 e SOO/s. 

Medidas de curvas dinâmicas são dificeis devido 
curto tempo de ensaio e as informações encontradas na 
literatura dizem que em carregamento por ch~e a curva 
tensão-deformação aumenta até 20% em relação a curva se 
mi-estática. Esta indicação não se confirma nos resulta 
dos apresentados neste trabalho cujos valores são bem 
mais elevados. Sendo o carregamento aplicado muito rá
pido o esforço não é distribuído uniformemente no cor
po-de-prova. Então, há acúmulo na energia de fratura 
com o aumento da velocidade de impacto e a fratura ocor 
rerâ na parte do impacto . Considerando-se que a deforma 
ção plástica é conseqUência de ondas de choque quanto 
mais rápido por o ensaio mais concentrada na região de 
impacto fica a onda de choque e fratura prematura é es
perada. 

A deformação no ponto de transição aumenta no es
tágio de deformação I até 500/s, figura 6, que sugere 
ex1stir uma região de deslizamento fácil, a partir da 
qual predomina o encruamento. 

A diminuição do coeficiente de resistência, figu
ra 7, é uma consequência direta desses efeitos analisa
dos. 

CONCLUSOES 

A cinética de encruamento no latão (70/30) ensaia 
do por tração dinâmica é significativamente alterada pe 
la presença de várias taxas de deformação, provocando 
acentuado aumento no limite de escoamento e significati 
vo na tensão máxima. Em conseqüência não se pode esti= 
mar tais propriedades através de simples ensaios semi
estático. 

Verificou-se a presença de estágios de deformação 
plástica, no latão (70/30) ensaiado por tração a várias 
taxas de deformação, comportamento similaraosmateriais 
monocristalinos e polímeros. 

A capacidade do encruamento diminui com a eleva
ção da taxa de deformação, bem como os estágios de de
formação, cuja presença torna a relação ã = E E bem 
mais complexa do que aquelas preconizada~ nosP modelos 
de escoamento [6]. 
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SUMMARY 

The role of localized shear bands in the developme~t of strain 
macrolocalization which causes mechanical instability during trans
verse shearing is discussed. Moreover, the partici~ation of shear bands 
in the initiation and development of plastic cracking durin~ the 
shearing test is described. The studies were conducted on flat speci
mens made of Armco iron. 

INTRODUCTION 

Localization of plastic flow has become 
lately the subject of study of a lot of re
search centres. Two directions have become 
dominant in the research. One of them con
sists in description of local flow from the 
point of view of limiting strains caused by 
the instability and cracking of materials 
during strength tests or plastic forming 
[ 1, 2, 3]. The second direction of the re
search involves analysis of the heterogeneity 
of strains from the point of view of recry
stallization of the deformed material [4, s]. 
The most frequen-tly used strength tests are: 
tensile, knock;down and torsion tests on poly
and monocrystalline specimens. Strain loca
lization in the processes of plastic working 
has been most widelx analysed in rolling and 
sheet forming [6, 7 J. 

Localized shearing features more and 
more often in all the above approaches. In 
many cases, this shearing is also analysed 
from the point of view of needless strains 
which, since they do not result in intended 
changes of shape, should be eliminated. 

In the case of technological shearing, 
localized shear has been treated absolutely 
marginally. The lack of extensive studies in 
this area is the reason that material- and 
energy;saving technolog~es of metal shearing 
by means of plastic working methods are not 
as widespread as they should be. This is also 
due to the relatively low precision of pla
stic shearing. A more thorough description of 
technological shearing could be useful in 
strength problems of sheared joints, such as 
riveted joints used in aviation. 

STATE OF THE PROBLEM 

The presented problem is a continuation 
of the description of studies carried out by 
the author of the present paper. The studies 
are devoted to technological shearing. In the 
prévious papers [8, 9], a criterium of insta
bility was proposed for the process of shea
ring and a relationship between displacements 
Us of the free surface and the strain harde
ning ability of a material was determined. In 
paper [10], moreover, the behaviour of ma
terial during shearing in conditions of redu
ced strain hardening ability was described. 

Generally speaking, the above papers 
document the positive role which instability 
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plays in the process of shearing, since an 
early occurrence of instability minimizes the 
distortions of the sheared material. The 
discussed relationships between instability 
in the forro of strain localization during 
shearing and displacements of the free sur
face are illustrated in fig. 1. 

I 

II 

III 
l
i l ~r~,. 
~------L : 

----~i 

Figure 1. Phases of strain during shearing: 
I-before the maximum of the shea
ring force, II-at and after the 
maximum of the shearing force, 
III-cracking, h - displacement of 
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material in the plane of shearing, 
U1-limiting displacement 1 dué otO 
sErain localization, Us-displace
ment of the free surface, ~-maxi
mum displacement of the free sur
face, uf-limiting displacement due 
to cracK:ing, 6. BB-increment of the 
burnished strip width for 
ó.h=u -u 

f 1 

An occurrence of strain localization in 
phase II of shearing (fig. 1) excludes any 
increment of free surface displacements Us. 
In this approach, strain hardening ability 
becomes the main criterium for the estimatior 
and modification of properties of materials 
which are to be sheared and this can be 
written as: 

u*/d = C + b n s ( 1) 

where: U~- ~~x~~~f~=~m:~~~~c~~splacement 
d - diameter of the sheared bar, 
n - exponent of strain hardening, 
C,b - constants. 

In the case of the wide range of materials 
studied in papers [8, 9], relationship (1) 
between strain hardening exponent n and re
lative displacements U~/d of the free surfa
ce assumes the following forro: 

u*/d = -0.912 + 31.833 n (%) [8] (2) s 

The aim of the present paper is to de
termine the micromechanism of strain locali
zation and its effect on the later cracking 
of the sheared material. 

MATERIAL AND STUDY METHODS 

Flat specimens of 16x25x80 mm dimen
sions made of Armco iron were studied. The 
specimens were slitted in a device driven by 
a hydraulic testing machine ZD-100. It had 
been found in the previous studies that 
maximum Pc of the shearing force correspon
ded to macroscopic locqlization of strains 
(phase II- fig. 1). Hence, the present met
hod of slitting. The specimens were slitted 
in such a way so that it would be possible 
to study strains as a function of increasing 
and then decreasing shearing force. Directly 
before and after maximum Pc of the shearing 
force, the slitting was terminated when an 
increment ora drop of 200 kG (2000 N) in 
the shearing force was obtained. Specimens 
slitted in the above way were studied by 
means of light and electron microscopy SEM 
Microsections and free surfaces of the spe
cimens were observed in the first and the 
second case, respectively. The surface had 
been mechanically ground before shearing. 
The characteristic longitudinal scratches 
appearing during grinding facilitated the 
observation of shearing. The microscopic 
observations were conducted on microsections 
etched with a reagent consisting of 5 ml 
nitric alid and 100 rol ethyl alcohol. The 
following magnifications were used: 100x, 
SOOx and 1000x. 

RESULTS AND D1SCUSSION 

Microscopic observations. The micro
scopic observations (fig. 2) confirmed merely 
the macroscopic picture of the localization 
zone shown in fig. 1 - phase II. Clear diffe
rences in the structure inside and outside 
the localization zone are visible in fig. 2. 

lt 

.. . 
•· ·.;:. 

Figure 2. Microphotograph from the border 
areas of the strain localization 
zone. Original magnification 100x 

Inside the strain localization zone, the 
elements of the structure are clearly elon
gated and inclined relative to the direction 
of shearing. The direction of shearing is 
parallel to the vertical edges of the photo
graph. It can be seen, moreover, that crac
king propagates near the boundary of this 
zone. Greater magnifications did not reveal 
any other significant details. 

SEM observations. The electron micro
scopy observations (fig. 3) revealed shear 
bands (fig. 3b and c). The bands are visible 
against the background of askew lying traces 
of grinding. The traces had been originally 
parallel to the longitudinal axis of the 
specimen and, therefore, perpendicular to the 
direction of shearing. The askew grooves in 
fig. 3a have a similar arrongement as the 
elements of the structure shown in fig. 2. The 
shear bands are nearly parallel to the direc
tion of shearing. 

The shear bands appear already befo-
re the occurrence of shearing force maximum 
Pc. The length of the first bands is small. 
They occur mainly near the penetrations of 
cutting tools into the sheared material. As 
the shearing force increases, more and more 
bands appear. The bands advance deep into the 
sheared material. The way in which shear 
bands develop is additionally illustrated in 
macro scale in fig. 4. 



Figure 3. Electronograph from the border 
areas of the strain localization 
zone: a - general view; b and c -
vertical shear bands against the 
background of askew scratches 

The specimen shown in fig. 4 was initially 
slitted with the force of 100 kN. The maxi
mum of the shearing force was 120 kN and the 
material became malleable at the force of 
about 60 kN. The slitted in the above way 
specimen was ground and a net was plotted on 
it. The grinding removed the traces of exten
sive distortions characteristic for the first 
phase of shearing (fig. 1). Fig. 4a shows de
formations of the net after further slitting 
of the specimen to the force value of 110 kN 

909 

and fig. 4b to the maximum force value of 
120 kN '. ;; It follows from fig. 4 that macrolo
calization of strains appears s·uddenly 
(fig. 4b) , since still at the force smaller 
than maximum only by 100 kN (fig. 4a), a mild 
and extensive increment of strains is visi
ble. It means that the maximum of shearing 
force corresponds to avalanche development 
and meeting of two approaching each other 
families of shear bands. The term "families" 
stands for groups of bands which develop from 
under opposite cutting edges. 

Figure 4. Development of macrolocalization 
a - deformations of the net dire
ctly before macrolocalization, 
Pc = 110 kN, b - view of macro
localization, Pc = Pc max = 120 kN 

Further development of localized strain 
leads to plastic cracking of the sheared ma
terial. As the SEM studies have shown, this 
cracking propagates along the shear bands 
which forro the boundary of the strain locali
zation area. A complementary mechanism of the 
cracking is a slip along the boundaries of 
elongated grains. The latter mechanism domi
nates in the final phase of cracking and 
causes the shearing of a bridge between the 
two primary trajectories of cracking. The 
slip along the boundaries of grains in faci
litated by discontinuities of material due to 
different density of shear bands in adjacent 
grains. It has not been found that the forma-
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tion of microvoids precedes the formation of 
shear bands, although, such a mechanism is 
suggested by some works devoted to the pro
blems of plastic cracking. 

CONCLUSIONS 

1. The fundamental mechanism of strain 1oca
lization in the process of shearing con
sists in localized shear bands. 

2. Shear bands begin to form already before 
the maximum of the shearing force is 
reached. 

3. The avalanche development of shear bands 
results in macrolocalization of strains 
in the zone of shearing and in mechanical 
instability in the form of the maximum of 
the shearing force. 

4. Localization of strains in shear bands is 
the main mechanism which controls the 
development of plastic cracking during 
transverse shearing. 
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SUMARIO 

E~t~ t~abalho ap~~~~nta ~~~ultado~ eompa~ando di~t~ibui~õ~~ d~ 
d~6o~ma~õ~~ pl~~tiea~ obtida~ po~ 6otopla~tieidad~ ~m mod~lo~ d~ ~~
~ina~ poliê~t~~ eom m~di~Õ~~ d~ d~6o~ma~Õ~~ d~t~~minada~ a pa~ti~ d~ 
malha~ eolada~ ne~t~~ modelo~ e ~m ~~pêeime~ de ehumbo p~~manentemen 
te de6o~mado~. -

INrRODUÇÃO 

A procura de métodos analíticos, numer1cos ou 
experimentais para determinação de deformações plásti 
cas excessivas em problemas de conformação mecânica 
tem sido grande nos Últimos anos. A Fotoplasticidade 
tem-se apresentado como um método experimental bastan 
te promissor por ser relativamente simples de ser uti 
lizada em problemas bi ou tri-dimensionais envolvendo 
grandes deformações [1-8]. Porém, uma desvantagem des 
te método está na necessidade da utiliza~ão de políme 
ros para simular o comportamento macroscopico de mate 
riais tradicionalmente empregados em conformação mecã 
nica, como o aço e o alumínio. -

Assim, dentro de uma linha geral de pesquisa em 
fotoplasticidade, que inclui o desenvolvimento de no
vos materiais e procedimentos de análise fotoplástica 
[8-ll],este trabalho procura relatar os Erimeiros re
sultados experimentais sobre as comparaçoes entre as 
respostas, em termos de valores de deformações plásti 
cas, de materiais diferentes quando empregados em pro 
blemas idênticos. Em outras palavras, procura-se ava 
liar o erro que se comete ao estender-se um resultado 
obtido por fotoplasticidade a um modelo constituído 
de material metálico. Dois problemas foram escolhi
dos para esta avaliação inicial: compressão diametral 
de discos e extrusão de espécimes planos. Enquanto o 
primeiro problema depende pouco do atrito entre mate
rial e ferramenta, o segundo tem sua resposta bastan
te influenciada e, devido a isto, foram analisados a
penas pontos distantes das superfícies de contato en
tre os materiais dos modelos e as matrizes, localiza
dos no seu eixo de simetria. Dois materiais foram em 
pregados nestes problemas: resinas poliéster, adequa~ 
das para a fotoplasticidade, e ligas de chumbo-antimô 
nio. As deformações plásticas foram medidas atravéS 
do método de malhas ("grid") para ambos os materiais 
e, também pela fotoplasticidade, no caso das resinas 
poliéster. 

ANÁLISE EXPERIMENTAL 

Algumas informações sobre os testes e dados so
bre os materiais empregados neste trabalho são forne
cidos na Tabela 1. Para os espécimes de resina poli
éster foram fundidas placas de diferentes misturas 
(rígida-flexível) com dimensões nominais de 240x240x 
10 mm. Os espécimes de chumbo foram retirados de uma 
placa fundida com dimensões nominais de 250x250xl0mm. 
A usinagem de todos os espécimes foi feita em uma co
piadora de perfis de alta rotação util1zando-se gaba
ritos de alumínio. Na Tabela 1, os Índices usados pa 
ra as resinas indicam as quantidades relativas, em pe 
so , de resinas rígida e flexível respectivamente. -

Tabela 1. Análise Experimental 

Material Teste 
. 

Temp. Resultados e: 
C m/ms) (9C) 

Poliéster 100 Compressão 341 85 Ref. 13 (Crystic) diametral 

Poliéster 70- Extrusão 1010 75 Fig. 9 30 (Crystic) 2525 90 

Poliéster 50- Extrusão 1010 75 · Fig. 9 50 (Crystic) zszs 85 

Chumbo Compressão 3410 22 Fig. 4 e 5 90%Pb-10%Sb diametral 341 

Chumbo Extrusão SOS 22 Fig. 9 90%Pb-10%Sb zszs 

Poliéster 70- Compressão 341 75 Fig. 4 e 5 30 (Crystic) diametral 

Dimensões nominais dos discos para a compressão 
diametral e detalhes do punção, matriz e espécimes pa
ra extrusão plana são apresentadas nas Figuras 1 e 2. 
Duas razões de extrusão foram usadas: 1.66 e 1.21. A 
matriz foi rigidamente fechada com o objetivo de se ob 
ter um estado plano de deformação. Os ensaios foram 
realizados num equipamento INSTRON 1125. Para o con
trole automático de temperatura, foi acoplada à máqui
na de ensaios um forno que permitia manter temperatu
ras de 30 a 1309C com precisão de 0.59C. As placas de 
compressão para os testes dos discos foram comprimidas 
(10 ton) com lixas n980 entre elas, a fim de se obter 
bases com uma rugosidade uniformemente distribuída. Os 
testes foram realizados com velocidades da transversi
na da máquina de ensaios variando de 0.5 até 5.0 mm I 
min. 
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As malhas empregadas foram do tipo Letratone LT 
83, com d~ensão nominal interna de 1.3xl.3 mm e foram 
coladas às superfícies dos espécimes com cianoacrilato 
tal que as deformações plásticas pudessem ser calcula
das pela medição das malhas deformadas após o descarre 
gamento dos espécimes. Estas medições foram feitas em 
um microscópio de medição com um projetor de perfis da 
marca CARL ZEISS, com precisão de leitura de 0.005 mm 
em medidas lineares e de 1 minuto para as medidas angu 
lares. Nos ensaios de compressão diametral das resi~ 
nas, foi acoplado ao equipamento de testes um polaris
cópio de transmissão com o objetivo de se acompanhar a 
configuração de franjas durante o carregamento. 
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Figura 1. Detalhe da matriz e do punção 
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Figura 2. Dimensões nominais dos espécimes e da malha 

No método da malha, as deforma~ões E: , E: e y 
foram determinadas a partir de mediçoes re~lizAdas ãftY 
tes e após os modelos serem deformados utilizando as e 
quações (1)-(3) definidas abaixo e a notação mostrada 
na Figura 3. 

e + 
X 

1 = 

e + 1 
y 

Yxy = are sen 

( (1+: )2 + 

(
(l+dv )2 ay + 

( ~ )2 r /2 

( ~~ )2 r /2 

du+dv+dudu+dvdv 
<IY ax ry ax ax ry 

(1 +e ) (1 +e ) 
X y 

(1) 

(2) 

(3) 

Para a comparação com os resultados fotoplásti
cos, necessita-se das deformações principais ~ e E:2. 
Brill desenvolveu em seu trabalho [ 12 ] equaçõe~ que 
fornecem E::!, e ~ em função de E: , E: e y • Nestas e
quações foram fêitas modificaçõês pAra qaé se obtives
sem resultados considerando deformações verdadeiras 
ist~ é, E:.= ln (1 +e i). As equações para ~ e E:2 são, 
entao, dadas por: 

E:2 + E:2 E:2 _ E:2 E:2E:2 t 2y z X y + 
( X y )2 + X y g xy (4) 

E:l,2 = -
1 + tg

2
Yxy 2 2 

'1, v T t•J k xy• ll'/ 2 - ~ ~~ 
(d u;,_q~~A' 

I 
I 
I AL (1+dyldyl l 

I 
I 
I 

o 
o 8 

IC.,U 

Figura 3. Malha inicial e deformada 

RESULTAOOS E DISCUSSÃO 

O método de malhas fornece as deformações E: e 
E: mas somente suas diferenças, isto é, E: -E: , fotam u 
sâdas para as comparações. Dispersões no~ fesultados 
das malhas podem ser atribuídos a erros de medição (es 
pessura do traço da malha, erro na medição inicial e 
final da malha) e ao comportamento do material devido 
à anisotropia granular, ao tamanho do grão e às hetere 
ogeneidades superficiais e sub-superficiais dos espéci 
mes de chumbo. 

As Figuras 4 e 5 apresentam resultados para dis
tribuições de E: - E:2 ao longo dos diâmetros horizon
tais e vetricai~ dos discos de resina poliéster 70-30 
e de chumbo comprimidos para uma deformação total após 
o descarregamento, de 11%. Os resultados da fotoplas 
ticidade foram determinados pela expressão 

E:l - E:2 !i fE: 
t 

(S) 

onde N é a ordem de franja, t é a espessura do espéci
me ou a fatia a ser analizada e, fE:' é o valor de fran 
ja plástico . Sendo o número de franjas muito alto pa~ 
ra ser lido através dos espécimes com espessura de 10 
mm foram retiradas fatias de 2 mm de espessura e ana
lisadas num polariscópio de transmissão PHOTOLASTIC 51 
com amplificação de 10 vezes. Uma ilustração das con
figurações de franjas obtidas pode ser vista na Figura 
6a . O valor de franja plástica, fE:' para cada mistura 
foi determinada por uma calibração prévia do material, 
através da compressão diametral de discos [13] . 

Nas Figuras 4 e 5 são também plotados resultados 
para as resinas poliéster Laminac e para um disco de 
alumínio [ l i] , os quais concordaram bem com os presen
tes resultados . Esta boa concordância entre resulta
dos obtidos para as distribuições de deformações esti
mularam uma extensão da investigação para outro proble 
ma. Assim, procurou-se utilizar resinas poliéster e 
chumbo num problema envolvendo extrusão plana. 
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!{{. 

~ ... _. 
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Figura 4. Distribuição de E:1 - E:7 ao longo do diâmetro 
horizontal dos discos ~omprimidos 
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(a) configuração de franjas 
para resina poliéster 
durante o carregamento 

(b) malha deformada em es
~écime de resina poli
ester 

(c) malha deformada em es
pécime de chumbo 

Figura 6. Configuração de franjas e deformação de ma
lha de compressão de discos 

A Figura 7 apresenta a forma final de um espéci
me de chumbo e úffi de resina poliéster fraturado,ambos 
extrud~~os segundo a razão de 1.66. Espécimes de resi 
na pol1ester das diferentes misturas testadas fratura~ 
Eam quando submetidos a esta razão de extrusão devido 
as grandes deformações trativas que devem suportar 
quando pa~s~m através d~ "garganta" da matriz. 

Espec1mes de poliester 70-30 e chumbo foram ex
trudados em uma segunda matriz com razão de extrusão 
de 1.21 (Figura 8) . 

. Os valores de franja f para os espécimes de re-
s~na extrudad~·s col::! esta razgo foram determinados atra 
ves ~s relaçoes medias entre as deformações medidas 
em d1verso~ pontos e as ?rd~ns de franja para estes 
P?ntos obt1dos n~ polar1scopro. A razão para se uti
llzar est~ proced1mento simples de calibração foi o ex 
c~lente aJus~e dos resultados entre as deformações ob~ 
t1das pelo.metodo de malha e os resultados fotoplásti
cos determ1nados para os testes dos discos. Conclusões 
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de outros trabalhos também confirmam este 
[1,2,7,13). 

resultado 

(a) chumbo 

(b) poliéster 100 

Figura 7. Forma final de espécimes extrudados com ra
zão 1.66 

(a) chumbo 

(b) poliéster 70-30 

Figura 8. Forma final de espécimes extrudados com ra
zão 1. 21 

Na Figura 9 são apresentados os valores médios 
de E1 - E7 ao longo da linha de simetria de espécimes 
de d1ferentes misturas de resina poliéster e de chumbo. 
P~ra que não houvesse recuperação dos espécimes de re
Slna, estes foram resfriados dentro da matriz e somen 
te retirados após haverem alcançado a temperatura am~ 
biente . Diferentemente do que ocorre com os materiais 
m~tálicos, que apresentam uma recuperação elástica a
pos seu descarregamento, as resinas poliéster não só a 
presentam esta parcela de recuperação elástica como 
restituem a ~eformação plástica se mantidas durante um 
longo tempo a temperatura de trabalho sem sofrerem car 
regamentoj[l ]. _ Assim, para se impedir o fenômeno de 
recuperaçao apos os testes, seu resfriamento deve ser 
rápido ou feito de modo que os espécimes ainda mante
nham ~ forma final após o Último grau de deformação . O 
bom aJustamento dos resultados pode ser visto na Fi~
:a 9. . Outros :e sul tados podem ser encontrados em [1~ , 
1nclus1ve cons1derando outros materiais , como o poli
carbonato PSM-1. 
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Figura 9. Valores médios de E1-E 7 para 4 espécimes de 
chumbo e 2 espécimes de poliéster ao longo 
da linha de simetria.Razão de extruzão 1.21. 

Numa tentativa de quantificar as diferenças en
tre os resultados obtidos para os espécimes de mistura 
poliéster e os de chumbo, utilizou-se a média dos des
vios ent re valores determinados de E -E para os pon
tos análogos de cada espécime . Basitamênte, estas mé
dias foram calculadas por 

D =_!_ 1 1cEl-E2)li- cEl-E2)2i (
6

) 

ml,2 NP 1 (El-E2)li 

onde, NP é o número de pontos, (E -E) . . é o dado da 
deformação plástica para o espéc~e t 1J(ou média dos 
espécimes) e j é o ponto considerado. 

No cálculo de D não foram consideradas as dife
renças de deformação ~feriares a 10% porque o cálculo 
de dispersão para deformações inferiores a este limite 
podem levar a desvios superiores a 1000%. Observando 
a Tabela 2 pode-se afirmar que resinas poliéster predi 
zem o comportamento do chumbo com um desvio médio de 
11%. Este desvio pode ser considerado bom quando campa 
rado com o determinado para espécimes similares de 
chumbo, que alcançou valores de 15% [13]. 

Tabela 2. Desvios Médios 

Descrição cos nados considerados 

Pontos horizontais e verticais da média 
dos espécimes de poliéster e chumbo de 
ensaios de compressão diametral 

Dados de extrusão de espécimes de dife
rentes misturas de poliéster e espéci
mes de chumbo 

Dados de pontos dos diãmetros horizon-

D (%) 
ml,2 

11 

17 

tais e verticais dos discos e pontos da 
1 13 extrusão com razão de 1. 21 das misturas 

de poliéster e chumbo 

CONCLUSÃO 

Os bons resultados encontrados na comparação en
tre as distribuições de deforma~ões plásticas obtidas 
pelos métodos da malha e fotoplastico, para os espéci
me~ de poliéster, confirmam as conclusões de trabalhos 
anteriores no que se refere ã possibilidade de utiliza 
ção de fotoplasticidade na análise de deformações pláS 
ticas em espécimes da própria resina poliéster confor~ 
mados mecanicamente. A boa concordância entre os re
sultados fotoplásticos para as resinas e os obtidos pa 
ra os espécimes de chumbo encorajam a utilização da fO 
toplasticidade na modelagem de problemas de conforma~ 
ção de metais não só qualitativa como quantitativamen
te . Deve-se ressaltar ainda a possibilidade de se uti 

lizar a fotoplasticidade em outros problemas tri-dimen
sionáis onde outra técnica experimental ou numérica 
seja muito difícil ou impossível de ser aplicada. 
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