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Resumo: O objetivo desse trabalho é a modelagem de dois elos de um robô manipulador de dois graus de liberdade 

planar usando técnica não linear. O robô manipulador é composto pelo elo 1 rotacional e pelo elo 2 prismático. O elo 

1 rotacional é um perfil U em alumínio acionado por um motor-redutor de corrente contínua e o elo 2 prismático é um 

cilindro pneumático de dupla ação e haste passante fixado no interior do perfil U e é acionado por uma válvula 

eletropneumática proporcional. Modelos dinâmicos desses sistemas normalmente são obtidos usando-se a equação da 

continuidade, a equação de vazão em orifícios e o principio de D'Alembert, nos elos 1 e 2 do robô, e são não lineares. 

A escolha de modelos lineares ou não lineares implica em um aumento considerado na complexidade do modelo a ser 

utilizado, porém existem regimes dinâmicos que modelos lineares não conseguem representa-los; nesses casos, o uso 

de modelos não lineares  é o mais recomendado.  Neste trabalho, o modelo não linear é obtido, usando  a série de 

Volterra em tempo discreto; e os parâmetros do robô manipulador são identificados, através do algoritmo Least Mean 

Squares (LMS), com base nas excitações e respostas dos elos do robô. Finalizando, são apresentados resultados 

obtidos através do modelo gerado. 

Palavras-chave: Robótica, Identificação não linear 

1. INTRODUÇÃO

O presente trabalho tem como objetivo o modelamento de um robô manipulador de dois graus de liberdade 

(2 GDL) planar como mostrado na Fig. 1. O modelo matemático de um sistema pode ser obtido através das leis da 

física, conhecido como modelo caixa branca ou por técnica de identificação paramétrica, conhecida como modelo caixa 

preta, que depende de dados reais do sistema. Na identificação caixa preta, são gerados modelos lineares e não-lineares 

(Aguirre, 2000; Isermann et al.,1992), que podem ser usados para projeto e implementação de controladores 

adaptativos. Os modelos podem ser obtidos em tempo real ou não, de forma não recursiva e recursiva e os obtidos de 

forma recursiva, representam de forma satisfatória a dinâmica do sistema, visto que esta é avaliada para cada instante de 

tempo, em função do tempo de amostragem utilizado. Os modelos caixa branca, quando utilizados em projetos de 

controladores, exigem uma quantidade elevada de cálculos, o que torna necessário o uso de máquinas de grande porte, 

tendo em vista o esforço computacional requerido (Koivo e Guo, 1983). Na utilização de modelos caixa preta, suas 

estruturas são definidas a priori, e com isto, a escolha de modelos de primeira ou segunda ordem, que representam bem 

os sistemas reais, e que requerem baixo esforço computacional, são empregados.  

Neste trabalho, será obtido um modelo caixa-preta, não-linear, através do algoritmo Least Mean Squares (LMS), 

para identificação dos parâmetros dos elos 1 e 2 do robô sob análise. Na obtenção do modelo,  a série de Volterra em 

tempo  discreto será usada. A identificação dos elos será realizada considerando o acoplamento dinâmico entre os elos 

do robô. Finalizando, são apresentados resultados mostrando o desempenho obtido para os dois elos do robô, diante do 

modelo obtido. 

2. DESCRIÇÃO DO SISTEMA

O robô manipulador planar sob análise é composto pelo elo 1 rotacional e pelo elo 2 prismático. O elo 1 rotacional 

é um perfil U em alumínio (5) e é acionado por um moto-redutor de corrente contínua (2). O elo 2 prismático é um 

cilindro pneumático (6), que fica fixo no interior do perfil U e é acionado por uma válvula eletropneumática 

proporcional (8), conforme mostrado em corte na Fig. 1. Um potenciômetro (3), acionado pelas engrenagens (4) é 

utilizado para medir a posição angular do perfil U e uma régua potenciométrica (7) para medir a posição da haste do 
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cilindro pneumático. Um computador PC e uma placa de entrada e saída de dados são usados para excitar o moto-

redutor de corrente contínua e a válvula eletropneumática proporcional e captar os sinais medidos pelo potenciômetro e 

pela régua potenciométrica. No computador utiliza-se o programa computacional LABView para determinação do 

modelo do robô manipulador. Com esta configuração o movimento do robô ocorre num plano; e este sistema é 

denominado BIBO por ter duas entradas e duas saídas, o que o caracteriza também como um sistema de dois graus de 

liberdade. 

Figura 1. Robô manipulador planar. 

3. IDENTIFICAÇÃO NÃO LINEAR DO ROBÔ MANIPULADOR

A identificação de sistemas é uma área do conhecimento que estuda técnicas alternativas de modelagem matemática 

(Isermann, 1980;  Aström e Wittenmark, 1995; Rúbio e Sanchez, 1996; Behar e Iranzo, 2003; Coelho e Coelho, 2004). 

Uma das características dessas técnicas é que pouco ou nenhum conhecimento prévio do sistema é necessário e, 

conseqüentemente, tais métodos são referidos como modelagem (ou identificação) caixa preta ou modelagem empírica 

(Aguirre et al., 2007). 

Modelos matemáticos não lineares de sistemas, podem ser obtidos utilizando-se a série de Volterra (Isermann et 

al.,1992).  O modelo paramétrico de Volterra mostrado na Eq. (1), é apropriado para estimação de parâmetros tendo 

com base os sinais de entrada e saída de um sistema SISO.  
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  (1) 

onde: 

         m – ordem do modelo do sistema; 

         d – atraso de transporte; 

         p – grau de não linearidade do modelo do sistema; 

         h – horizonte; 

         css – nível DC 

Considerando m = 1, d = 1, p = 3 e h = 1 na Eq. (1), obtém-se a Eq. (2), de um modelo não linear, de não linearidade na 

entrada. 
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A Equação (2) considerando ssc = 0, é mostrada conforme a Eq. (3). 
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Para análise no robô manipulador, considerando o acoplamento dinâmico entre os dois elos, a Eq. (3) é reescrita 

conforme a Eq. (4), considerando as excitações dos elos 1 e 2; u1(k) e u2(k) e as respostas; 2( ) e ( )  k k  . 
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 (4) 

Da Eq. (4) tem-se o vetor de parâmetros dado pela Eq. (5) e o vetor de medidas dado pela Eq. (6). Na Equação (5)  o 

tempo discreto k dos parâmetros ai e bj foi omitido. 
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 (6) 

onde: 

     ( )k  - vetor de parâmetros dos elos 1 e 2 do robô; 

     ( )k - vetor de medidas dos elos 1 e 2 do robô. 

A identificação tipo caixa preta é utilizada no modelamento não linear dos elos do robô manipulador sob análise, 

através do algoritmo Least Mean Squares (LMS), dado pela  Eq. (7) (Aguirre et al., 2007; Coelho e Coelho, 2004). 
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A qualidade do modelo estimado pode ser verificada utilizando várias técnicas, dentre elas para se investigar a 

magnitude do índice de desempenho tem-se o somatório do erro quadrático (SEQ), dado pela Eq. (9) e o coeficiente de 

correlação múltipla (R²), dado pela    Eq. (10) (Coelho e Coelho, 2004). 
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 (10) 

onde: 

    ˆ(k)  e   (k)  são as saídas do sistema estimada e média; 

 i = 1, 2 – elos 1 e 2 do robô; 

         i ii
ˆ(k 1) (k) (k)      - erro de previsão 

Quando o valor de R² é igual a um, indica uma exata adequação do modelo para os dados medidos do processo e para 

R² entre 0,9 e 1,0; o modelo pode ser considerado suficiente para muitas aplicações práticas. Valor mais baixo do SEQ 

para o conjunto de dados de teste indica o melhor modelo. 

Pode-se desenvolver a série de Volterra (Isermann et al.,1992), de tal forma que a não linearidade ocorre em função da 

saída do sistema. Uma equação a diferenças geral pode ser formulada (Isermann et al.,1992) como mostra a Eq. (11).  
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  (11) 

Considerando m = 1, d = 1, p = 3 e h = 1 na Eq. (11), obtém-se a Eq. (12), de um modelo não linear, de não linearidade 

na saída.  
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A Equação (12) considerando ssc = 0, é mostrada conforme a Eq. (13). 
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Para análise no robô manipulador, considerando o acoplamento dinâmico entre os dois elos,  a Eq. (13) é reescrita 

conforme a Eq. (14), considerando as excitações dos elos 1 e 2; u1(k) e u2(k) e as respostas; 2( ) e ( )  k k  . 

1

1

2

1

1

3

1

2

1

1 1 2 3 4 5 6 7 2 8 9 10 11 121

2 13 3 14 15 16 17 18 19 4 20 21 22 23 24

( 1)

 ( 2)

- ( 1)

- ( 1) ( 2)  

- ( 1)

- ( 1) (

                         ( )

( )                 

k

u k

k

k k

k

k

a b a a a a a a b a a a a ak

k a b a a a a a a b a a a a a





 



 





 





 






 

 

2

1

2

2

2

2

2

3

2

2

2

2

2

2)

- ( 1) ( 2)

( 1)

 ( 2)

- ( 1)

- ( 1) ( 2)  

- ( 1)

- ( 1) ( 2)

- ( 1) ( 2)

k

k

u k

k

k

k

k

k

 





 



 

 

 
 
 
 
 
 




 


 
 






 







 (14) 

Os modelos matemáticos não lineares dos elos do robô manipulador em estudo são obtidos através da identificação 

paramétrica. Os dados que compõem o vetor de medidas, são as excitações enviadas do computador para o motor CC e 

para a válvula eletropneumática proporcional; 1u ( ),  u ( )k k , e as respostas obtidas, que são a posição angular do 

perfil U (elo 1) e a posição linear da haste do cilindro pneumático (elo 2); 1( ) ( ),  ( ) x( )k k k k    . Com a solução

da    Eq. (7), obtêm-se os parâmetros estimados ˆ ( )k  e ˆ )x k  do robô manipulador.

Na solução da  Eq. (7), considerou-se: m1 = 1, d1 = 1, m2 = 1, d2 = 1;  p1 e p2 e h1 e h2 variando, partindo da Eq. (4), que 

representa um modelo de não linearidade de entrada e da Eq. (14), que representa um modelo de não linearidade de 

saída, conforme Tab. 1 e Tab. 2..  

Tabela 1. Pré-estruturas dos elos 1 e 2 do robô (não linearidade de entrada). 

Elo Ordem do 

Modelo 

(m) 

Atraso de 

Transpor

te 

(d) 

Grau de Não 

Linearida

de (p) 

Horizonte 

(h) 

Não 

Linearida

de de 

entrada 

Não 

Linearida

de de 

saída 

1 1 1 3 1 x 

2 1 1 3 1 x 

1 1 1 3 0 x 

2 1 1 3 0 x 

1 1 1 2 2 x 

2 1 1 2 2 x 

1 1 1 2 1 x 

2 1 1 2 1 x 

1 1 1 2 0 x 

2 1 1 2 0 x 
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Tabela 2. Pré-estruturas dos elos 1 e 2 do robô (não linearidade de saída). 

Elo Ordem do 

Modelo 

(m) 

Atraso de 

Transpor

te 

(d) 

Grau de Não 

Linearida

de (p) 

Horizonte 

(h) 

Não 

Linearida

de de 

entrada 

Não 

Linearida

de de 

saída 

1 1 1 3 1 x 

2 1 1 3 1 x 

1 1 1 3 0 x 

2 1 1 3 0 x 

1 1 1 2 2 x 

2 1 1 2 2 x 

1 1 1 2 1 x 

2 1 1 2 1 x 

1 1 1 2 0 x 

2 1 1 2 0 x 

Com a adequação da Eq. (4) e da Eq. (14), para atender a Tab. 1 e a Tab. 2, os parâmetros dos elos 1 e 2, são obtidos 

através da solução da Eq. (7) e as saídas estimadas  1 2
ˆˆ ˆ ˆ(k) (k) e  (k) x(k)        são obtidas pela Eq. (15).

ˆˆ (k) (k) (k)     (15) 

4. RESULTADOS OBTIDOS PARA OS ELOS DO ROBÔ

Os resultados apresentados nas Figuras 2 à 7 e na Tab. 3, são parte dos testes realizados. A Figura 2 mostra os 

sinais de entrada e de saída do elo 1 do robô manipulador e a Fig. 3 os sinais do elo 2. A Figura 4 mostra a saída real e a 

saída estimada do elo 1 do robô, considerando o modelo não linear de grau dois de não linearidade de entrada e 

horizonte dois. Na Figura 5 são mostradas a saída real e a saída estimada do elo 2 do robô, considerando o modelo não 

linear de grau de não linearidade dois de entrada e horizonte dois. A Figura 6 mostra a saída real e a saída estimada do 

elo 1 do robô, considerando o modelo não linear de grau de não linearidade dois de saída e horizonte dois e na Fig. 7 

são mostradas a saída real e a saída estimada do elo 2 do robô, considerando o modelo não linear de grau de não 

linearidade dois de saída e horizonte dois. Na Tabela 3, são mostrados os índices de desempenho de um conjunto de 

modelos; e observou-se que os melhores modelos foram os modelos não lineares dos elos 1 e 2, de grau de não 

linearidade dois de saída e horizonte dois; o que pode ser visualizado na Fig. 6 e na Fig. 7. 
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Figura 2. Sinais de entrada e saída do elo 1 do robô. 
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Figura 3. Sinais de entrada e saída do elo 2 do robô. 
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Figura 4. Saídas real e estimada (modelo não linear, de grau dois na entrada e horizonte 2) do elo 1 do robô. 
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Figura 5. Saídas real e estimada (modelo não linear, de grau dois na entrada e horizonte 2) do elo 2 do robô. 
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Figura 6. Saídas real e estimada (modelo não linear, de grau dois na saida e horizonte 2) do elo 1 do robô. 
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Figura 7. Saídas real e estimada (modelo não linear, de grau dois na saida e horizonte 2) do elo 2 do robô. 

Tabela 3. Índices de desempenho dos elos 1 e 2 do robô manipulador. 

Elo Ordem 

do 

Modelo 

(m) 

Atraso de 

Transporte 

(d) 

Horizonte 

(h) 

Grau de Não 

 Linearidade 

 de Entrada 

(p) 

Grau de Não 

Linearidade 

de Saída 

(p) 

Coeficiente de 

 correlação 

múltipla 

(R²) 

Somatório 

 do erro 

quadrático 

(SEQ) 

1 1 1 1 3 0 0,405 336,5 

2 1 1 1 3 0 0,446 1711,8 

1 1 1 0 3 0 -2,3 1892 

2 1 1 0 3 0 0,279 2226 

1 1 1 2 2 0 0,964 20,54 

2 1 1 2 2 0 0,941 181,4 

1 1 1 1 2 0 0,945 30,8 

2 1 1 1 2 0 0,941 181,1 

1 1 1 0 2 0 0,877 69,4 

2 1 1 0 2 0 0,925 231,1 

1 1 1 1 0 3 0,981 11,0 

2 1 1 1 0 3 0,984 50,7 

1 1 1 0 0 3 0,980 11,1 

2 1 1 0 0 3 0,984 50,1 

1 1 1 2 0 2 0,991 5,1 

2 1 1 2 0 2 0,985 45,6 

1 1 1 1 0 2 0,989 6,3 

2 1 1 1 0 2 0,985 45,0 

1 1 1 0 0 2 0,988 6,8 

2 1 1 0 0 2 0,985 46,2 

5. CONCLUSÃO

Este trabalho apresentou técnica de identificação não linear de dois elos de um robô manipulador de dois graus de 

liberdade planar. Vários modelos não lineares foram testados e dos resultados obtidos, os modelos não lineares de grau 

de não linearidade dois de entrada e de saída, para os dois elos do robô, apresentaram os melhores índices de 
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desempenho; o que os tornam  os mais indicados para implementação em controladores adaptativos.  A identificação 

dos modelos foi realizada utilizando-se o algoritmo LMS, considerando a dinâmica dos elos do robô acoplada.  
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Abstract: The objective of this work is to model two links of a planar manipulator robot with two degrees of freedom 

and nonlinear method. The manipulator robot is constituted by a rotational and a prismatic link. The rotational link is 

an aluminum U-profile activated by a motor reducer DC; the prismatic link is a double-acting pneumatic cylinder and 

a pass-through rod fixed inside the U-profile activated by a proportional electro-pneumatic valve. Dynamic models for 

these systems normally are obtained using the continuity equation and the D’Alembert principle, in the links 1 and 2 of 

the robot, and are mostly nonlinear. The choice of linear or nonlinear models leads to a considerable increase in the 

complexity of the model that is going to be used.  However, linear models are not able to represent certain dynamic 

regimes. In those cases, the use of nonlinear models is recommended. In this work, the nonlinear model is obtained 

using the Volterra series in the discrete time; and the manipulator robot parameters are identified by the Least Mean 

Squares (LMS) algorithm, based in the inputs and outputs of the robot links. Lastly, results are presented using the 

model obtained. 

Keywords: Robotics, Nonlinear identification. 
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