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Aspectos históricos 3 

1.1 Aspectos históricos 

A maior parte dos escoamentos encontrados na natureza e em aplicações práticas são turbulen
tos. Consequentemente, é muito importante compreender os mecanismos físicos que governam 
este tipo de fenômeno. Os escoamentos turbulentos são instáveis e contém flutuações que são 
dependentes do tempo e da posição no espaço. Dentre as características mais importantes 
dos escoamentos turbulentos, destaca-se a multiplicidade de escalas que os caracterizam, desde 
as maiores estruturas (baixas freqüências), controladas pela geometria que as geram, até as 
menores estruturas (altas freqüências) as quais são controladas pela viscosidade do fluido. Os 
escoamentos turbulentos são também altamente rotacionais. 

O regime turbulento é predominante nos escoamentos. Isto se deve ao fato que pequenas 
perturbações injetadas nos escoamentos são naturalmente amplificadas, gerando-se instabili
dades que os conduzem à transição. Os parâmetros adimensionais mais comuns que controlam 
o fenômeno da transição são os números de Reynolds e de Rayleigh. 

Nas investigações das instabilidades presentes nos escoamentos em uma ou mais dimensões, 
usualmente passa-se por uma formulação de um problema linear de um trem infinito de ondas 
de pequenas amplitudes, visando obter informações sobre como determinados comprimentos de 
onda evoluirão no tempo. Uma descrição completa da transição requer a análise do processo 
não linear de amplificação de perturbações. Isto constitui uma tarefa teórica difícil uma vez 
que se trata de problemas não lineares. 

Ferramentas estatísticas são usualmente utilizadas para a análise de escoamentos turbulentos 
completamente estabelecidos, considerando-se a suas naturezas complexas, pelo menos numa 
banda larga do espectro. No entanto as médias estatísticas não permitem o acesso às mais im
portantes informações dos mecanismos físicos dos escoamentos, especialmente no que concerne 
às instabilidades. Isto é menos sério para os escoamentos completamente desorganizados, como 
os escoamentos isotrópicos e homogêneos gerados atrás de uma grelha. 

Por outro lado, para se entender o comportamento altamente intermitente de determinados 
tipos de escoamentos, como os mecanismos de produção de turbulência e a interelação das fases, 
as técnicas de médias não são suficientes. Nestes casos os processos de amostragens condicionais 
podem ser utilizados para retirar informações dos escoamentos turbulentos altamente oscilantes. 
Esta técnica tem sido utilizada para investigações experimentais da estrutura da turbulência 
de escoamentos confinados por paredes e escoamentos cizalhantes livres. Técnicas modernas 
de simulação numérica, pelas quais as equações governantes são finamente resolvidas têm 
sido desenvolvidas e utilizadas na última década e têm se tornado ferramentas acessórias e 
complementares das ferramentas experimentais para a análise da turbulência nos fluidos. 

A turbulência e o campo correlato da transição à turbulência a partir de um regime laminar, 
tem sido um dos assuntos científicos mais seriamente pesquisados no último século. Isto nos dá 
um testemunho das dificuldades e dos desafios científicos oferecidos por este tema, o qual está 
bem longe de ser esgotado, e, ao contrário, é ainda muito mal compreendido nas suas bases 
fundamentais. 

Os primeiros estudos sobre instabilidade e turbulência foram desenvolvidos por Osborne 
Reynolds e Lorde Rayleigh no século XIX. Reynolds (1883), na sua famosa investigação de 
escoamentos no interior de tubos, estabeleceu claramente a existência de dois regimes funda
mentais de escoamentos: laminar e turbulento (denominado "sinuoso" por ele). Ele estabeleceu· 
também a existência de um parâmetro de controle da transição, 
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Ud 
Re=

v 
(1.1) 

onde, U é a escala de velocidade, d é a escala de comprimento e v é a viscosidade cinemática 
do fluido. Este parâmetro se tornou conhecido posteriormente como sendo o número de 
Reynolds. Ele estabeleceu que um escoamento turbulento no interior de uma tubulação só 
pode ser sustentado para Re acima de 2300, valor crítico. Hoje se sabe que este valor depende 
da forma que o escoamento está sendo perturbado. Outra descoberta importante realizada 
por Reynolds foi a existência de regiões turbulentas intermitentes (spots), uma propriedade 
posteriormente estabelecida como comum a escoamentos próximos de paredes. Reynolds deixou 
também outra contribuição importante ao desenvolver as famosas equações médias de Reynolds 
para os escoamentos turbulentos quando ele introduziu as conhecidas tensões de Reynolds 
(1884). 

Em paralelo aos trabalhos experimentais de Reynolds, Lord Rayleigh desenvolvia suas 
investigações teóricas sobre instabilidades de escoamentos paralelos de fluidos invíscidos. Seus 
estudos, que deram origem a vários outros trabalhos, permitiram determinar quando uma 
pequena perturbação na forma de um trem de ondas infinito e de amplitude uniforme se 
amplifica ou se amortece com o tempo, (Rayleigh, 1878). Entre seus importantes resultados, 
destaca-se a demonstração de que a condição necessária para que um escoamento paralelo seja 
instável é a presença de uma região inflexional no campo de velocidade (Rayleigh, 1880). 

A idéia de se estudar um escoamento turbulento como sendo laminar e modificar viscosidade 
molecular via conceito de viscosidade turbulenta nasceu com Boussinesq (1877). Ele supôs 
que as tensões turbulentas de Reynolds são proporcionais às taxas de deformação, como foi 
feito por Stokes para o caso das tensões viscosas, mas com um coeficiente de proporcionalidade 
denominado viscosidade turbulenta, a qual é muito maior que a viscosidade molecular do fluido. 
A princípio, uma viscosidade turbulenta constante foi utilizada para escoamentos livres do tipo 
esteira, jatos e camadas de mistura. No entanto, para escoamentos sobre placas ou no interior 
de dutos, do tipo camada limite, não se consegue resultados coerentes sem que a viscosidade 
turbulenta varie com a distância à parede. 

A partir dos trabalhos de Prandtl e Von Karman, no período de 1920-1930, desenvolveu-se 
métodos baseados em constantes empíricas capazes de melhor aproximar as soluções para perfis 
médios de velocidade. Particularmente, Prandtl (1925) propôs o bem sucedido conceito, para 
aquela época, de comprimento de mistura para o cálculo de uma viscosidade turbulenta variável 
com o espaço e com o tempo. Ainda hoje este conceito, que leva o seu nome, é utilizado. 
Ressalta-se que Taylor (1915) já tinha estabelecido este conceito em termos do afastamento 
médio de uma partícula em relação à linha de corrente média. Prandtl assumiu um comprimento 
de mistura proporcional à distância à parede o que permitiu se obter os perfis de velocidades 
médias junto a ela de forma mais coerente. Após Prandtl numerosas e mais complexas hipóteses 
foram feitas visando-se modelar a transferência de quantidade de movimento pelas flutuações 
turbulentas. Nas últimas décadas modernas técnicas foram desenvolvidas, como a modelagem 
sub-malha para Simulação Numérica de Grandes Escalas, que será objeto de estudo detalhado 
em outra seção. 

A teoria estatística da turbulência foi objeto de desenvolvimentos importantes nas décadas 
de 1940 a 1950, primeiramente pelos estudos de Kolmogorov (1941), Millionschikov (1939) e 
(1941), Obukov (1941), Heisenberg (1948) e Batchelor (1953). Apesar de que esta área de 
pesquisa sobre turbulência ainda permanece ativa até os dias atuais, nenhuma teoria completa 
para turbulência isotrópica foi concluída. 
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Uma área na qual se conseguiu importantes progressos foi a área de transição à turbulência. 
As primeiras investigações feitas por Rayleigh concernentes à estabilidade dos escoamentos 
cizalhantes livres invíscidos foram sucedidas por investigações nas quais se leva em conta os 
efeitos viscosos. Orr (1907) e Sommerfeld (1908) derivaram de forma independente a equação 
para perturbações infinitesimais em escoamentos cizalhantes livres viscosos. Esta equação leva 
hoje os seus nomes. A grande dificuldade em resolvê-la, exigiu um tempo importante para 
se conseguir novos progressos, o que começou a acontecer com Tollmien (1935) e Schlichting 
(1933) e (1935). Uma importante questão que se colocou por muito tempo, foi até que ponto 
as chamadas ondas de Tolmien-Schlichting, previstas teoricamente, poderiam ser observadas 
experimentalmente em laboratórios. Os primeiros a observa-las e a comprovar a teoria da 
estabilidade linear foram Schubauer e Skramstad (1947), os quais forçaram distúrbios de 
comprimentos de onda e amplitudes conhecidos, numa camada limite e obtiveram as chamadas 
ondas TS. No entanto, as instabilidades lineares são apenas o primeiro estágio de um complexo 
conjunto de instabilidades não lineares que caracterizam a transição e o estado turbulento de 
um escoamento conforme descrito por Klebanoff et ai. (1962). 

No que concerne aos escoamentos cizalhantes livres (jatos, esteiras e camadas de mistura) 
a evolução aconteceu de forma mais gradual. A estrutura da turbulência completamente 
desenvolvida em escoamentos cizalhantes livres tem sido objeto de numerosas investigações 
experimentais e, nas últimas décadas, por experimentalistas numéricos. Do lado dos exper
imentalistas de laboratório os avanços se deram graças aos desenvolvimento de sistemas de 
medidas do tipo anemometria a fio e a filme quente, anemometria a laser, assim como aos 
avanços no desenvolvimento de sistemas de visualização. Nesta área, dentre os vários trabalhos, 
pode-se citar alguns de muita relevância como Townsend (1976) e as investigações Klebanoff et 
ai. (1962) e Laufer (1950). 

Uma característica particular da turbulência é o comportamento intermitente dos escoa
mentos tipo camada limite próximos de uma parede. Durante as duas últimas décadas muitos 
experimentos de visualização e medidas têm sido realizados objetivando-se o entendimento deste 
fenômeno particular e de difícil modelagem. Este fenômeno foi evidenciado com o trabalho de 
visualização de Kline et ai. (1967) que observaram o manifesto de turbulência de extrema 
atividade em períodos de tempos muito curtos, hoje conhecidos como "bursts". Estes períodos 
de atividades são separados por longos períodos de escoamento ditos laminares, porém instáveis. 
Este tipo de visualização pode ser entendido como uma forma de amostragem condicional 
(" conditional sampling") técnica aplicada nos dias de hoje a nível estatístico para medições 
experimentais. O critério de amostragem pode ser o aparecimento de altas velocidades e 
acelerações que permitem identificar, no tempo, o acontecimento de "fenômenos interessantes". 

Para os escoamentos cizalhantes livres grande progresso foi conseguido na compreensão da 
turbulência com a descoberta das chamadas estruturas coerentes da turbulência, em particular 
das instabilidades de Kelvin-Helmholtz, colocadas em evidência em experiências clássicas como 
Brown e Roshko (1974) sobre uma camada de mistura gerada por uma placa separadora de 
duas correntes de velocidades diferentes. Este tipo de estruturas pode ser também observadas 
em esteiras e jatos. 

Quanto aos desenvolvimentos teóricos, os escoamentos turbulentos são modelados pelas 
equações de Navier-Stokes, para números de Mach inferiores a 15, a partir do qual as escalas de 
Kolmogorov começam a atingir as dimensões das escalas moleculares. Para estes escoamentos, 
o modelo de fechamento de Stokes, no qual se utiliza o conceito de viscosidade molecular não é 
mais válido e nestes casos equações do Tipo Boltzman podem ajudar a modelar os escoamentos. 
No entanto, para a maior parte das aplicações, os números de Mach são inferiores a esta marca 
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extremamente elevada. Sendo assim, a solução correta das equações de Navier-Stokes são 
representativas dos escoamentos turbulentos, colocadas à parte as deficiências dos métodos 
de soluções numéricas e as capacidades dos computadores para se atingir o grau de precisão 
e de refinamento de malhas necessário à boa representatividade das soluções. Muitos têm 
sido os testes de validade destas equações, partindo de soluções de escoamentos de Poiseuille 
em um canal, solução de Blasius para camada limite, escoamentos gerados por dois cilindros 
concêntricos rotativas (escoamento de Taylor-Couette) e outros experimentos com efeitos de 
aquecimento e de compressibilidade. Nos últimos anos, modernas técnicas têm permitido a 
simulação numérica da transição de diversos tipos de escoamentos turbulentos, como transição 
de camada limite, escoamentos cizalhantes e também do processo de decaimento de energia em 
escoamentos turbulentos, assim como de escoamentos complexos e até mesmo de escoamentos 
industriais. 

1.2 Escalas da turbulência 

Antes de aprofundar qualquer tipo de estudo sobre os escoamentos turbulentos é interessante 
poder ter uma idéia das ordens de grandezas das variáveis envolvidas nos fenômenos, através das 
escalas características da turbulência. Estas escalas são relacionadas com tempo, comprimento, 
velocidades, energia, e vorticidade. 

1.2.1 Escalas dissipativas de Kolmogorov 

Para lançar o conceito de escala de dissipação viscosa de Kolmogorov, toma-se um turbilhão 
de tamanho característico r com uma velocidade característica Vr originário em um fluido de 
viscosidade v. Define-se então um número de Reynolds local, 

(1.2) 

O quadrado deste parâmetro representa a importância relativa das forças de inércia e das 
forças viscosas. Admita-se que a escala r esteja numa zona do espectro onde, pela teoria de 
Kolmogorov, ~ = (Er) 113 , ver Lesieur (1994). Substituindo Vr na equação (2) tem-se Rer = 
( Er4) 113/ v. Considerando que para esta escala r os efeitos viscosos são pequenos pode-se afirmar 
que Rer é maior que 1. Se r diminui Rer diminui também e se r < ld , onde ld é definido abaixo, 

(1.3) 

então Rer torna-se menor que 1 e os efeitos viscosos passam a dominar os efeitos de inércia. Esta 
escala ld é a escala dissipativa de Kolmogorov. Logo os turbilhões de tamanhos menores que ld 
são dissipados por efeitos viscosos e não podem se desenvolver. Esta análise permite entender 
porque o espectro de energia cinética cai tão rapidamente quando se aproxima do número de 
onda dissipativo de Kolmogorov, 21r /ld . A título de exemplo, a escala de Kolmogorov no interior 
da camada limite atmosférica é da ordem de 1 mm, enquanto que no caso de uma turbulência 
de grelha é da ordem de 0,1 mm. Fazendo-se uma análise dimensional e expressando-se o tempo 
característico em função de v e €, chega-se à seguinte expressão para este parâmetro, relativo 
às estruturas dissipativas de Kolmogorov, 

(1.4) 



Escalas da turbulência 

~------------------· 
E(k) 

F1gure 1.1: Esquema ilustratiVO da h1pótese do equilíbrio. 

7 

De forma semelhante deduz-se as escalas de velocidade, de vorticidade (da ordem do inverso 
da escala de tempo de Kolmogorov) e de energia cinética turbulenta de Kolmogorov (da ordem 
do quadrado da escala de velocidade): 

v 

w 

e 

1.2.2 Grandes Escalas 

(v e) I/4' 

(~r/2 
(ve)I/2. 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

As maiores estruturas de um escoamento são determinadas pela geometria que lhes dão origem. 
Seja L a escala de comprimento típica de um escoamento: por exemplo o diâmetro de um cilindro 
longo à jusante do qual se forma uma esteira turbilhonar. Seja U a escala de velocidade, ou 
seja, a velocidade de transporte das grandes estruturas de um escoamento. Com estas duas 
grandezas características define-se as demais, na seguinte ordem: tempo, vorticidade e energia, 
as quais são dadas pelas equações seguintes: 

1.2.3 Taxa de dissipação 

L 
t=

u' 
u 

W=
L' 

E =U 2
. 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

Para os escoamentos turbulentos completamente desenvolvidos pode-se fazer a hipótese do 
equilíbrio para os quais a dissipação viscosa (E) é igual à taxa de injeção de energia cinética nas 
grandes escalas (U2 /t). É interessante perceber que a dissipação viscosa pode então ser expressa 
em função de grandezas independentes da viscosidade, como ilustrado esquematicamente na 
Figura 1.1. 

Desta forma pode-se expressar a taxa de dissipação como segue: 
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(1.11) 

Com esta equação diz-se que a taxa de dissipação pode ser estimada a partir de parâmetros 
relativos às grandes escalas, sem a participação da viscosidade. 

1.2.4 Relações Entre as Escalas da turbulência 

Pode-se, agora, deduzir relações interessantes envolvendo as escalas estabelecidas acima. Por 
exemplo, substituindo-se a equação (11) na equação (3) obtém-se: 

d'onde 

Analogamente, 

( 3 (u3))l/< 
ld = v I T 

T 112 
- = ReL , 
T 

U _R 1/4 
-- eL ' 
V r 

w 1/2 
W = ReL , 

E 1/2 
- = ReL 
e 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 

Observa-se alguns fatos interessantes ao analisar estas expressões. Todas elas mostram que 
as escalas dissipativas são muito menores que as escalas das estruturas coerentes, exceto a 
vorticidade. As leis de variação com o número de Reynolds são diferentes, como se ilustra na 
Figura 1.2. Vê-se que as escalas de comprimento se distanciam mais rapidamente que as escalas 
de tempo e de velocidade. 

Pela relação (16) vê-se que as pequenas escalas têm mais vorticidade que as grandes escalas, 
e, de forma contrária, pela relação ( 4 7), as grandes escalas são portadoras de uma maior 
quantidade de energia. 

1.2.5 Escalas moleculares versus escalas turbulentas 

As escalas dissipativas de Kolmogorov são as menores que podem ocorrer em um escoamento 
turbulento. É importante verificar quando estas escalas podem sofrer influências das escalas 
moleculares. Seja Ç o livre caminho médio molecular. Para os gases a escala de molecular de 
velocidade pode ser associada à velocidade do som c. Da teoria cinética dos gases mostra-se 
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que a viscosidade cinemática pode ser expressa em função destas duas grandezas características 

(Ç,c) pela relação v:::::: Çr . d'onde 

Mas da equação (13) 

v 
ç:::::: -. 

c 

Dividindo a equação (18) pela equação (19) tem-se: 

(1.18) 

(1.19) 

(1.20) 

onde M = U /c é o número de Mach. Numa primeira análise desta equaÇão poder-se-ia dizer 
que a escala característica molecular, Ç, é sempre muito menor que a escala dissipativa ld 
uma vez que mesmo para altíssimos números de Mach o número de Reynolds deve ser ainda 
muito superior a ele de forma que esta relação seria sempre muito menor que a unidade. No 
entanto um cuidado especial deve ser tomado pois à medida que Reynolds aumenta a escala 
dissipativa ld tende às escalas moleculares. Segundo Lesieur (1994), para Mach acima de 15 
estas duas escalas começam a se confundir. Esta informação é extremamente importante pois 
isto implicaria em dizer que as equações de N avier-Stokes não são mais representativas dos 
escoamentos com M > 15. Ter-se-ia, neste caso, que utilizar equações alternativas do tipo 
Boltzman. Felizmente, para quase a totalidade dos problemas práticos da atualidade Mach não 
supera esta marca, mesmo para os escoamentos com fortes efeitos de aquecimento. 
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1.3 Caracterização da Turbulência 

1.3.1 Aspectos gerais 

A turbulência nos fluidos nos concerne a todos, sendo enorme a quantidade de exemplos que 
podem ser citados. As escalas de tempo e de comprimento concernentes são as mais diversas. 
No interior de uma bolha em ascensão por força de empuxo pode-se encontrar transição à 
turbulência. A fumaça gerada por um cigarro dá origem a instabilidades do tipo toroides, as 
quais se desestabilizam e geram turbulência tridimensional. O processo de transporte de calor 
ou poluentes num dado ambiente pode ser extremamente acelerado pela presença de turbulência. 
Se se considera apenas o processo difusivo molecular, a difusão de um contaminante depositado 
numa dada posição de uma sala poderia demorar alguns dias para se completar, enquanto que, 
na realidade, as forças empuxo ou mesmo as correntes de escoamentos forçantes aceleram este 
processo a alguns minutos, devido a ação da turbulência. O escoamento turbulento no interior 
de nossos pulmões aceleram a difusão de oxigênio e facilita o processo de absorção. Graças à 
turbulência de pequenas escalas o processo de mistura de combustível e oxigênio no interior 
de uma câmara de combustão se torna eficiente o bastante para aumentar o rendimento do 
motor e reduzir os efeitos nefastos da poluição dos gases tóxicos liberados pelos automóveis 
e aviões. O movimento turbulento da atmosfera se encarrega de dispersar e transportar para 
outras regiões, os gases poluentes originários das cidades e das indústrias que tendem a subir 
por forças de empuxo. No entanto pode acontecer que estes gases, normalmente mais leves que 
o ar, subam até encontrar uma camada de mesma densidade onde eles se "estacionam". Na 
verdade estes gases se encontram em escoamento turbulento e toda a energia cinética turbulenta 
deve ser transformada, o que dá origem a espécies de ondas internas horizontais que por sua vez 
se degeneram novamente em turbulência, a qual os dispersará em extensas camadas que, por 
vezes emcobrem toda uma cidade, criando conseqüências danosas para a saúde dos habitantes. 

Fenômenos como o famoso "El Ninõ" provocam supostamente, sem muitas provas científicas, 
verdadeiras catástrofes em todo o planeta, tamanhas as conseqüências climáticas dele advindas. 
De forma muito resumida este fenômeno é a conseqüência de um sobreaquecimento do oceano 
pacífico nas costas do Peru o que modifica a natureza das circulações atmosféricas de pratica
mente todo o planeta. Publicações recentes nos jornais falam de descobertas importantes em 
relação ao comportamento altamente turbulento do sol, cujas instabilidades afetariam de forma 
importante o clima da terra. Em particular acredita-se numa estreita ligação entre as chamadas 
manchas solares e determinadas singularidades climáticas do nosso planeta. Em particular, a 
chamada pequena idade glacial que ocorreu na terra no século 17 coincide com a época de 
quase desaparecimento destas manchas solares. Retornando a problemas de menores escalas 
não se pode deixar de citar a importância dos escoamentos turbulentos em aplicações ligadas 
aos processos de troca de calor, transferência de massa, sistemas de bombeamento, e o vasto 
campo de problemas envolvendo os corpos em movimento num dado meio fluido. Neste último 
caso, enormes esforços científicos têm sido direcionados para a compreensão dos fenômenos 
envolvidos. Esta compreensão implica em competência de controle destes fenômenos, o que 
pode ter como consequência a redução de custos com aumento da segurança e do conforto. 
De fato, ao longo de uma viagem aérea, freqüentes são os anúncios de "estamos atravessando 
uma zona de turbulência, favor atar os cintos". Realmente as oscilações induzidas sobre as 
estruturas, especialmente sobre as asas dos aviões, são visualizáveis a olho. Felizmente tudo se 
passa como se espera na quase totalidade destas ocorrências. 

Em todas estas situações, as características da turbulência são de extrema importância. Por 
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isto, nesta unidade caracterizar-se-á a turbulência nos fluidos à luz da compreensão física já 
adquirida e registrada na bibliografia ao longo dos últimos tempos. Em primeiro lugar, a tur
bulência não é uma propriedade dos escoamentos. De fato pode-se encontrar o comportamento 
turbulento em qualquer sistema dinâmico desde que o mesmo possa ser caracterizado por um 
alto número de graus de liberdade. O bom senso indica que os comportamentos dos complexos 
sistemas de bolsas de valores, sistema econômico-plítico-social de um país, sistema de migração 
de povos de uma região para outra, o processo de crescimento de uma cidade e muitos outros 
exemplos, são turbulentos. 

1.3.2 A turbulência é um fenômeno altamente difusivo 

Restringindo o raciocínio para a turbulência nos fluidos, as observações experimentais e de 
modernas simulações numéricas, levam a concluir que a turbulência aumenta em muito o poder 
de difusão de um escoamento, como já foi ilustrado no início desta unidade através de exemplos. 
Em conseqüência, a mistura de massa, contaminantes, energia, quantidade de movimento é 
muito mais eficiente neste regime de escoamento. No regime laminar as partículas de fluido 
não têm a oportunidade de se deslocar rapidamente de uma posição a outra, enquanto que 
no regime turbulento partículas em altas temperaturas, ou portadoras de muita concentração 
de um dado contaminante, viajam rapidamente de uma posição a outra, entrando em contato 
com outras partículas que se encontram em baixa temperatura ou portadoras de uma baixa 
concentração de contaminante. Isto implica em fortes gradientes dos potenciais associados, o 
que acelera o processo de difusão molecular. 

1.3.3 A turbulência é rotacional e tridimensional 

A turbulência só pode ocorrer em escoamentos rotacionais. Na verdade todos os mecanismos 
conhecidos sobre o processo de transição à turbulência passam pela geração de vorticidade 
via instabilidades de diferentes naturezas: nos escoamentos turbulentos cizalhantes livres a 
transição se inicia com a geração das famosas instabilidades de Kelvin-Helmholtz, as quais 
são rotacionais; em escoamentos parietais a transição se dá via ondas de Tolmien-Schlichting 
as quais dão origem as famosas instabilidades em "grampo de cabelo" que se degeneram 
em turbulência tridimensional; as instabilidades de Couette-Taylor aparecem em escoamentos 
entre cilindros concêntricos rotativas, e, à medida que a diferença de rotação aumenta, estas 
instabilidades também se degeneram em turbulência tridimensional. Em todos estes exemplos 
e em outros não descritos, o caminho da transição leva à um estado altamente rotacional. 

Tomando as equações de Navier-Stokes e aplicando-lhes o operador rotacional, gera-se uma 
equação de transporte para a vorticidade, conhecida como a equação de Helmholtz. Entre 
os seus vários termos aparece aquele que representa a geração de vorticidade. Facilmente se 
demonstra que este termo é nulo em escoamentos bidimensionais. Isto leva à conclusão que 
não é possível de se gerar vorticidade em escoamentos bidimensionais, ou seja, todo escoamento 
turbulento deve ser tridimensional. Um exemplo interessante são as ondas de superfície, que, 
mesmo podendo ser randônicas, não são turbulentas, pois não são rotacionais. 

1.3.4 A turbulência é um fenômeno altamente dissipativo 

As tensões cizalhantes de um escoamento, as quais são intensificadas em regime turbulento, 
conduzem ao processo de transformação de energia cinética em aquecimento. Quanto mais 
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intensas as flutuações de velocidades, maiores serão os gradientes e o cizalhamento local, e, 
em conseqüência maior o efeito de dissipação viscosa. Logo a turbulência exige fornecimento 
contínuo de energia para a sua manutenção. Caso contrário a turbulência entra em regime 
de decaimento rápido. Um jato turbulento injetado no interior de uma sala será conduzido 
ao repouso pois toda sua energia será consumida pelos efeitos viscosos. As ondas de gravi
dade interna, geradas por efeitos estabilizadores, como a estratificação estável superposta à 
turbulência, não são turbulentas, por não ser dissipativas, apesar de serem randônicas. 

1.3.5 A turbulência é um fenômeno contínuo 

Como foi comentado no item (1.2) as menores escalas da turbulência, as escalas dissipati
\·as de Kolmogorov, são ainda muito maiores que as escalas características dos movimentos 
moleculares, exceto para altíssimos números de Mach (M > 15). Portanto, toda modelagem 
realizada (com hipótese de contínuo) para os escoamentos diversos, são também válidas para os 
escoamentos turbulentos: as equações de Navier-Stokes modelam os escoamentos turbulentos. 
:\a realidade, existem ainda dúvidas sobre até que ponto os movimentos moleculares podem 
excitar as escalas contínuas de um escoamento, de forma a influenciar o seu comportamento 
dinâmico. Quanto à fase das estruturas turbilhonares, existem cogitações de que "o bater de 
asas de uma borboleta'' pode alterar o clima da terra em localidades extremamente distantes. 
Acredita-se, no entanto, que, pelo menos do ponto de vista estatístico, perturbações tão 
pequenas, não afetam os escoamentos turbulentos. 

1.3.6 A turbulência é um fenômeno imprediscível 

A imprediscibilidade do comportamento de um sistema dinâmico, governado por equações 
determinísticas, pode ser vista como uma alta sensibilidade de sua dinâmica às condições iniciais 
que lhe são impostas. O conjunto de estados que serão adquiridos pelo sistema será afetado de 
valores finitos quando ele é perturbado inicialmente por excitações infinitesimais. Este processo 
se caracteriza por interações não lineares entre os diversos modos do sistema, o que resulta por 
amplificar as perturbações inicialmente muito pequenas mas que determinam instabilidades de 
naturezas complemente diferentes nas suas fazes, freqüências e posições. Um exemplo típico 
desta característica se dá nos escoamentos turbulentos atmosféricos, cuja previsão meteorológica 
não pode ser feita com segurança, nos dias atuais, exceto para alguns dias futuros. 

Esta imprediscibilidade se dá por três fatores fundamentais: imperfeições nos modelos 
matemáticos e nos métodos de solução das equações e as imprecisões nos sistemas de medidas 
que fornecem as condições iniciais para realização das simulações. Os modelos matemáticos 
utilizados para simular os escoamentos atmosféricos, por exemplo, ainda não podem levar em 
conta, com precisão, a presença de nuvens carregadas de vapor, os efeitos da camada limite 
atmosférica (rugosidade), os efeitos de radiação solar e a troca de calor com os oceanos e mares. 
Por outro lado os métodos de discretização das equações diferenciais não lineares envolvidas não 
oferecem ainda a precisão necessária para evitar a propagação de erros importantes do ponto 
de vista da imprediscibilidade, tal qual discutida. Por outro lado, mesmo que se dispusesse de 
um código computacional perfeito, dos pontos de vista de modelagem e de métodos de solução, 
qualquer erro nas medidas fornecidas como condições iniciais será amplificado e implicará em 
discrepâncias finitas no comportamento do sistema dinâmico. Felizmente este tipo de problema 
só é importante quando se preocupa em obter informações de posição e de fase das instabilidades 
associadas. Para a compreensão dos fenômenos envolvidos, o que é mais importante é poder 
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colocar em evidência a existência e a forma das estruturas turbilhonares e suas interações. 
Quanto às aplicações de engenharia, informações estatísticas são suficientes para a maioria 

das situações. Além disto, mesmo do ponto de vista experimental, é impossível de se repetir 
com fidelidade os resultados de uma experiência. Admita-se que seja possível se iniciar dois 
experimentos partindo-se de dois estados iniciais idênticos. Mesmo assim as duas realizações 
seriam completamente diferentes devido às perturbações injetadas no experimento pelas fontes 
externas não controladas pelo experimentador. Por menores que sejam estas perturbações, elas 
poderão ser amplificadas e dar origem a famílias de instabilidades diferentes. 

1.3. 7 A turbulência: altos números de Reynolds e largo espectro de 
energia 

Uma das formas de se interpretar o número de Reynolds é através da relação ~~ntre os efeitos 
convectivos e os efeitos difusivos envolvidos num dado escoamento. Os efeito> difusivos têm 
papel amortecedor das instabilidades originárias no seio interior do escoamentu, enquanto que 
os efeitos convectivos (não lineares) trabalham-no sentido de amplificar perturbações e gerar 
estas instabilidades. Assim, só é possível de se ter instabilidades e turbulência a Re » 1. Por 
outro lado, como atesta a equação (13) a relação entre as escalas da turbulência (grandes escalas 
e escalas dissipativas) é proporcional ao número de Reynolds. Decorre então que o número de 
graus de liberdade. por unidade de volume, de um escoamento pode ser calculado através da 
equação abaixo: 

Ngl = (~) 
3 

= Rei!
1 

( 1.21) 

Como a turbulência só ocorre para altos Reynolds. conclui-se que se trata de um fenômeno 
a alto número de graus de liberdade. Outra forma de caracterizá-lo é atrm·és do espectro 
de energia, o qual de\·erá ser forçosamente portador de uma larga banda de freqüências ou 
comprimentos dP onrl.a. Todas as experiências realizadas até o momento têm confi··mado este 
fato. 

Estas são as características mais importantes dos escoamentos turbulentos. Qualquer 
fenômeno que se manifesta na natureza e que não apresenta todas elas sim:!ltaneamente. não 
pode ser caracterizado como turbulento. Além disto. com estas características em mente fica 
mais fácil de entender melhor e de forma mais organizada a natureza deste complexo problema. 

1.4 Origem da turbulência 

A transição à turbulência, identificada por Reynolds (1883), é caracterizada pelo aparecimento 
de instabilidades num escoamento originalmente estável (denominado laminar) as quais se 
multiplicam por um processo não linear e degeneram-se finalmente em um regime turbulento. 
Em qualquer tipo de escoamento, o processo de transição pode ser generalizado como sendo 
o resultado da amplificação de perturbações injetadas por variadas fontes de ruídos. Esta 
amplificação só se torna p.ossível pela presença de zonas cizalhantes no interior dos escoamentos. 
No entanto, a forma física em que este processo de geração de instabilidades ocorre depende 
do tipo de escoamento em questão, o que conduz a urna reflexão e a uma possível classificação 
dos escoamentos transicionais. 
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Figure 1.3: Campo de velocidade inflexional. 

Os escoamentos cizalhantes !ines são caracterizados pela ausência de paredes e obstáculos 
no seu interior ou nos seus limites. As instabilidades que se desenvolvem nesta classe de 
escoamentos são ditas de natureza cizalhantes uma vez que, pela teoria da estabilidade linear, 
elas podem se desem·oh·er mesmo na situação hipotética de escoamentos invíscidos. Rayleigh 
t'>'t abeleceu o critério da inflexionalidade do campo de velocidade como requisito necessário 
para geral;iio de instabilidades em escoamentos cizalhantes !ines. Quanto aos escoamentos que 
O'l' de,;ennlln'm sob a influência de uma parede. onde não existe inflexionalidade. a experiência 
mo,;tra que. indiferente a isto. ocorre a transição. :\este caso as instabilidades típicas devem 
,n de ontr<1 natureza que a cizalhante. :-ranifestamente os efeitos viscosos são necessários para 
ocorrer o processo de amplificação de perturbações e geração de instabilidades. Fala-se neste 
t a"1 de instabilidade>' de natureza viscosa. Outros tipos de transição podem ocorrer. como 
<tqneli\o; ,;ob efeito,; dt' rotaç·ão e também aqueles sob efeitos de com·ecção térmica. 

[,tl,, t'o;coaml'nto,; ( coz<1lhantes. parietais. com·ecção térmica e sob rotação) podem ser \"is tos 
i,;ol.ttbunente como e:;coameiJto,; de base. que. quando combinados geram uma classe especial 
de problema,;: os escoamentos complexos. Via de regra. nas situações práticas encontra-se 
nm<t combinação de escoamentos do tipo cizalhantes, camada limite, rotação e sob efeitos de 
tran,;ferência de calor. A seguir são apresentados estudos resumidos do processo de transição 
de diferentes escoamentos dentro dos grupos colocados acima. 

1.4.1 Escoamentos cizalhantes livres 

Este grupo de escoamentos pode ser subdividido em três tipos distintos apesar do processo de 
transição ser similar em todos eles. São eles: camadas de mistura, jatos e esteiras. 

Camadas de mistura 

a. Camada de mistura em desenvolvimento temporal 
Uma camada de mistura se desenvolve devido à existência de diferenças de velocidade no 

interior de um escoamento. Normalmente têm-se uma camada altamente cizalhante que separa 
duas camadas de escoamentos uniformes com velocidades diferentes, como ilustra a Figura 1.3. • 

As instabilidades que se desenvolvem neste tipo de escoamento são o resultado do processo 
de amplificação de perturbações injetadas no seu interior por fontes externas. Existe neste caso 
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uma freqüência que será amplificada com taxa de amplificação máxima e que se manifestará em 
primeiro lugar. Posteriormente, estas instabilidades induzirão outras freqüências harmônicas 
que por sua vez induzirão novas freqüências e assim até a degeneração em turbulência, A 
primeira manifestação acontece com a oscilação da napa cizalhante de fluido ilustrada na Figura 
1.3, com a freqüência de máxima taxa de amplificação, como se ilustra na Figura 1.4. 

O processo de transição se inicia a partir de uma faixa cizalhante gerada por duas correntes 
de velocidade uniformes de magnitudes U1 e U2. O parâmetro A = (U1 + U2)/2 permite 
caracterizar o comportamento dinâmico da camada de mistura. Observa-se na Figura 1.4 (b) 
a manifestação de oscilações com comprimento de onda Àmax que se desenvolvem com máxima 
taxa de amplificação. O processo de seleção deste comprimento de onda ainda não é bem 
compreendido. 
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figure 1.-t Camada dC' mistura em desem·olúmento temporaL 

Quando estas instabilidades aparecem observa-se a geração de cristas e vales da napa 
cizalhante inicialmente uniforme. Eles são assinalados com mais e menos sobre esta onda. 
É natural quC' sobre as cristas a pressão seja menor que no interior dos vales uma vez que 
as ,-elocidades são maiores e menores respectivamente. Este fato faz com que se tenha um 
sistema completamente instá,·el no qual as instabilidades só podem amplificar. Além disto, 
as cristas entram em zonas rápidas e os ,-ales entram em zonas lentas do escoamento. Desta 
forma as cristas serão transportadas mais rapidamente que os vales o que resulta no processo de 
enrolamento ilustrado na Figura 1.4 (c). As instabilidades da Figura 1.4 (b) e os turbilhões da 
Figura 1.4 (c) são conhecidas como instabilidade e turbilhões de Kelvin-Helmholtz. Observa
se na Figura 1.4 (c) que os turbilhões transportam fluido rico em quantidade de movimento 
(sentido descendente) e fluido pobre em quantidade de movimento (sentido ascendente) para o 
interior da camada de mistura, o que explica a denominação de" camada de mistura". Na Figura 
1.5 mostra-se uma camada de mistura em desenvolvimento temporal observada na atmosfera. 
Na parte inferior da figura observa-se uma cidade sobre a qual o escoamento se desenvolve 
magistralmente. 



Origem da turbulência 17 

Figure 1.5: Camada de mistura em desenvolvimento temporal; escoamento atmosférico. 

(a) 

(b) 

Figure 1.6: Camada de mistura em desenvolvimento espacial. 

b. Camada de mistura em desenvolvimento espacial 
A Figura 1.6 (a) ilustra uma camada de mistura em desenvolvimento espacial. Observa-se a 

formação de um campo de velocidade inflexional à jusante de uma placa separadora de duas cor
rentes de velocidades uniformes de intensidades ul e u2. o desenvolvimento das instabilidades 
e dos turbilhões de Kelvin-Helmholtz são observados. Neste caso as estruturas turbilhonares 
crescem à medida que elas são transportadas espacialmente através de mecanismos do tipo 
emparelhamento turbilhonar, como ilustrado na Figura 1.6 (b). Nesta última figura tem-se 
o resultado de uma simulação numérica (Kaul, 1988), onde a corrente uniforme mais rápida 
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Figure 1.7: Camada de mistura em desenvolvimento espacial (Brown e Roshko, 1974). 

encontra-se na região inferior da placa. É interessante observar que o sentido de rotação das 
estruturas é determinado pelo sentido do cizalhamento. 

Na Figura 1. 7 mostra-se uma visualização experimental realizada por Brown e Roshko 
( 197 4), mostrando os estágios bidimensionais junto à placa separadora e o comportamento qual
itativo de tridimensionalização do escoamento. Estas estruturas turbilhonares bem organizadas 
nas grandes escalas são também conhecidas como estruturas coerentes. A descoberta destas 
estruturas levou a se acreditar que pelo menos a nível das grandes estruturas a turbulência 
apresenta um dado nível de organização e coerência do ponto de vista estatístico, ou seja, são 
estruturas capazes de guardar uma forma geométrica bem definida por um tempo superior ao 
seu tempo característico de rotação. 

c. Desenvolvimento de instabilidades tridimensionais 
As instabilidades descritas acima são, num primeiro momento, bidimensionais. Mas como foi 

comentado na unidade ( 1.3.3) os escoamentos turbulentos são tridimensionais. Nesta unidade 
analisa-se os mecanismos envolvidos no processo de tridimensionalização dos escoamentos do 
tipo camada de mistura. 

O complexo processo de transição à turbulência é ainda pouco compreendido. No entanto 
nas últimas décadas grandes avanços têm sido conseguidos graças aos desenvolvimentos de 
novas técnicas experimentais e também dos computadores de última geração e de novas e 
performantes metodologias de solução das equações que modelam os escoamentos turbulentos. 
A transição pode ser entendida como sendo um processo de multiplicação de freqüências cujas 
formas estão sendo desvendadas pouco a pouco. No presente texto objetiva-se apenas transmitir 
as idéias básicas do processo de transição e por isto limitar-se-á a apresentar alguns resultados 
ilustrativos existentes na literatura. 

Como comentado precedentemente, as instabilidades primárias formadas numa camada de 
mistura possuem formas cilíndricas bidimensionais. Complexos mecanismos não lineares in
duzem oscilações harmônicas sobre estas instabilidades iniciais. Concomitantemente filamentos 
turbilhonares longitudinais são induzidos entre as estruturas primárias consecutivas o que cria 
um processo de fortes interações não lineares e que, aparentemente, levam ao processo de 
tridimensionalização e de multiplicação de freqüências que caracterizam a transição para o 
estado de turbulência tridimensional. Na Figura 1.8 ilustra-se de forma esquemática este 
processo. Nesta figura os cilindros transversais representam as instabilidades primárias, as 
quais giram no sentido horário. Elas induzem a formação das instabilidades secundárias na 
forma de filamentos turbilhonares contra-rotativos. As setas sobre os filamentos informa o 
sentido de rotação segundo a regra da mão direita. 

Na Figura 1.9 mostra-se o resultado de observações experimentais realizadas por Lasheras 
e Choi (1988). Visualiza-se o processo de interação entre as estruturas primárias e secundárias 
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Figure 1.8: Esquema qualitativo do processo de geração de instabilidades secundárias em 
camadas de mistura. 

criando fortes deformações e conduzindo ao processo de tridimensionalização. 

Jatos 

Os jatos podem ser classificados segundo a geometria que os formam. Fala-se de um jato 
redondo se ele foi gerado por um orifício circular, jato plano ou retangular se foi gerado por 
uma cavidade retangular. Em qualquer um destes tipos de jatos a transição é caracterizada, à 
semelhança das camadas de mistura, pela formação de instabilidades primárias e turbilhões de 
Kelvin-Helmholtz, os quais induzirão a formação de filamentos secundários. A interação dos 
filamentos longitudinais contrarotativos com as estruturas turbilhonares primárias induzirão 
a formação de oscilações transversais sobre as estruturas primárias as quais se amplificam e 
finalizam por degenerar o escoamento em turbulência tridimensional. 

A transição de um jato laminar para um jato turbulento acontece, via de regra, próximo 
do bocal que lhe dá origem, de forma que ela dependa da geometria do orifício ou do bocal 
e também das condições do escoamento à jusante. Desta forma os experimentos são dificil
mente comparáveis. Torna-se também difícil de comparar simulações numéricas com dados 
experimentais, exceto do ponto de vista estatístico. 

Como nos casos precedentes, as oscilações aparecem de forma senoidal, indicando um 
processo de amplificação seletivo de perturbações. Os jatos se transicionam a baixos números 
de Reynolds, a exemplo do que acontece com todos os escoamentos cizalhantes livres. Os 
escoamentos parietais exigem maiores números de Reynolds para que aconteça a transição. 
Para os jatos a transição se inicia a Red = 10 enquanto em camada limite isto acontece a 
Red = 1.000, Drazin e Reid (1981). 

A Figura 1.10 ilustra esquematicamente este processo com as diferentes fases da transição: 
(1) bocal convergente; (2) núcleo de escoamento potencial; (3) toroide de alta concentração de 
vorticidade; ( 4) geração de vórtices toroidais bidimensionais; (5) emparelhamento de vórtices 
anulares; (6) oscilações tridimensionais sobre os vortices toroidais; (7) degeneração em tur
bulência tridimensional; (8) reorganização da turbulência em grandes escalas compostas de 
outras múltiplas escalas. Observa-se também neste tipo de escoamento a formação de filamentos 
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Figure 1.9: Detalhes de uma camada de mistura em desenvolvimento espacial; vista superior; 
resultado experimental (esquerda) e esquema qualitativo (direita). 

longitudinais que interagem com as estruturas primanas. Este cenário têm sido observado 
tanto em trabalhos trabalhos experimentais quanto em trabalhos de simulação numérica de 
grandes escalas. A Figura 1.11 (a) ilustra o processo de transição e a região de degeneração 
em turbulência de um jato circular. Trata-se de uma visualização experimental com ajuda de 
um plano de iluminação laser. Mostra-se os primeiros turbilhões de Kelvin-Helmholtz, seguidos 
de emparelhamentos e de uma região fortemente tridimensional e turbulenta. Na Figura 1.11 
( b) mostra-se um corte horizontal efetuado transversalmente ao jato vertical da Figura 1.11 
(a) na posição indicada pela seta. ='la Figura 1.12 apresenta-se o resultado de uma simulação 
numérica realizada por l'rbin (1997). :\esta figura visualiza-se o desenvolvimento do processo 
de transição de um jato circular sob fortes efeitos de forçagemna entrada do domínio de cálculo. 
Verifica-se o desem·olvimento de estruturas toroidais consecutivas com uma freqüência igual à 
freqüência de forçagem. 

Esteiras 

Os escoamentos do tipo esteira aparecem à jusante de um obstáculo onde se gera, em média, 
um escoamento recirculante com um campo inflexional de velocidade. Este é sem dúvida o 
escoamento transicional mais familiar para toda a comunidade, mesmo para os mais leigos no 
assunto, que já teve a oportunidade de observar a clássica esteira de Von Karman atrás dos 
pilares de uma ponte. 

Este talvez seja o momento mais apropriado para falar do conceito de estruturas coerentes da 
turbulência, conceito lançado nas últimas décadas, associado às grandes estruturas turbulentas 
de um escoamento, Cantwell (1981) e Hussain (1983). Este conceito leva a novas reflexões no 
sentido de não se tratar um escoamento turbulento como randõnico em todas as suas escalas. 
Isto cria uma nova possibilidade de interpretação da turbulência, podendo esta ser coerente nas 
grandes escalas e randõnica nas pequenas. A esteira de Von Karman foi uma das primeiras 
visualizações destas estruturas coerentes em escoamentos à jusante de um cilindro. 

A Figura 1.13 ilustra uma esteira formada à jusante de um obstáculo. Observa-se a formação 
de turbilhões coerentes alternados num modo denominado sinuoso. É menos freqüente mas é 
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Figure 1.10: Esquema ilustrativo do processo de transição de um jato redondo. 

(a) (b) 

Figure 1.11: Jato redondo em transição; (a) visualização de um plano laser vertical e (b) plano 
laser horizontal transversal ao jato, na posição indicada pela seta (experimento realizado por 
Balint, Ecole Centrale de Lyon). 
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Figure 1.12: Simulação numérica de grandes escalas do processo de transição de um jato redondo 
(Figura concedida por Crbin. CEA Grenoble. 1997). 

Figure 1.13: Esteira de Von Karman formada à jusante de uma placa rombuda (Van Dyke, 
1982). Este comportamento, ilustrado nesta figura, se manifesta bem organizado em regime 
quase bidimensional na fase de transição, nas proximidades do cilindro. Experimentalmente e 
por simulação numérica observa-se o processo de transição de forma completamente similar ao 
que já foi apresentado para os outros tipos de escoamentos. 

possível que esta esteira se apresente também no chamado modo varicoso, onde os turbilhões 
permanecem em fase. 
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(a) 

Figure 1.14: Esteira tridimensional à jusante de um obstáculo (retirado de Lesieur, 1994). 

O cenário da transição, ilustrado na Figura 1.14 se mostra novamente como uma composição 
de estruturas primárias transversais e estruturas secundárias longitudinais. Na Figura 1.14 (ai 
mostra-se o escoamento sob uma vista em perspectiva. O escoamento é visualizado com a ajuda 
de bolhas que são geradas por processo de cavitação. Como o processo de mudança de fase S<' 

dá primeiro nas regiões de baixas pressões, fica claro que o que se visualiza são os centros dos 
turbilhões. Na Figura 1.14 (b) mostra-se o resultado de uma simulação numérica de grandes 
escalas deste tipo de escoamento. É espetacular a semelhança entre os resultados sobre um 
escoamento com tal complexidade. Fica clara a potencialidade das ferramentas numéricas para 
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Figure 1.15: Esteira turbilhonar à jusante de uma esfera; o escoamento está direcionado da 
esquerda para a direita (retirada de Faber, 1995). 

se evidenciar detalhes do processo de transição à turbulência. Em especial destaca-se a clareza 
com que os filamentos longitudinais contrarotativos são evidenciados. Mais uma vez o processo 
de interação entre estruturas coerentes primárias e secundárias é primordial para o processo de 
transição. 

Como já comentado uma esteira se forma à jusante de um obstáculo qualquer e o seu 
comportamento físico depende da geometria deste obstáculo. Nos casos precedentes tem-se 
geometrias alongadas de forma que as instabilidades geradas são bidimensionais, não apre
sentando variações na direção transversal. A título de ilustração, na Figura 1.15 mostra-se 
uma esteira formada à jusante de uma esfera onde se observa a formação de uma família de 
instabilidades que caracterizam a transição à turbulência. Novamente observa-se a formação de 
instabilidades e turbilhões de Kelvin-Helmholtz em consequência da existência de um campo 
médio infiexional de velocidade gerado pelo processo de recirculação. As instabilidades iniciais 
(próximo da esfera) são toroides quase bidimensionais, apresentando oscilações segundo a 
direção circunferencial. Verifica-se que estas oscilações amplificam-se rapidamente e degeneram 
em turbulência tridimensional. A uma distância de um diâmetro da esfera o escoamento já se 
econtra completamente transicionado. 

1.4.2 Camada Limite 

Quando um fluido se movimenta sobre um corpo sólido a altos números de Reynolds, a camada 
limite que se forma sob os efeitos viscosos, pode se tornar turbulenta. Neste caso os efeitos 
do atrito viscoso sobre o corpo aumentam. Compreender e controlar os fenômenos físicos 
envolvidos na transição de uma camada limite desperta muito interesse prático devido aos 
anseios de se reduzir os efeitos de arrastes em aviões e naves, navios e submarinos. Muito 
interesse também surge para se reduzir os custos de bombeamento e maximizar a eficiência de 
mistura de componentes em processos químicos. Os comentários que serão lançados neste texto 
são voltados para o processo de transição de camada limite. 

Nas seções precedentes comentou-se sobre os escoamentos cizalhantes livres, nos quais a 
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u.., 

u.. -
Figure 1.16: Esquema ilustrativo das fases de transição de uma camada limite sobre uma placa 
plana (retirado de Schlichting, 1968). 

Figure 1.17: Spot turbulento no interior de uma camada limite plana em transição (retirado de 
Cantwell et al., 1978). 

transição se dá graças ao processo de geração de instabilidades de Kelvin-Helmholtz, pouco 
dependentes dos efeitos viscosos mas altamente dependentes do comportamento dos campos 
médios de velocidade: êles devem ser inflexionais. Enfatiza-se novamente que se trata das 
instabilidades de natureza cizalhante. No caso das camadas limite a origem da turbulência não 
pode ter ligação com a inflexionalidade dos perfis médios de velocidade e passa a ter uma forte 
dependência do comportamento viscoso. As etapas da transição, reconhecidas até o momento, 
são ilustradas esquematicamente na Figura 1.16, para o caso particular de uma placa plana. 
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(a) 

(b) 

Figure 1.18: Camada limite sobre a primeira metada à esquerda de uma esfera (a); detalhes 
das ondas de Tollmien-Schlchting e das instabilidades tipo grampo de cabelo (b) (retirada de 
Faber, 1995). 

A primeira fase ( 1) que antecede a transição é obviamente o escoamento laminar, assumindo
se que não exista turbulência no escoamento que antecede a placa. A segunda fase (2) formação 
das primeiras instabilidades, junto à parede, de pequenas amplitudes e de comportamento 
laminar, são denominadas ondas de Tollmien-Schlchting. Em seguida (3) estas ondas se 
colocam a oscilar na direção transversal à placa, com um comprimento de onda de máxima 
taxa de amplificação, selecionado entre todos os comprimentos de onda injetados na forma 
de perturbações, dando origem a instabilidades conhecidas como grampo de cabelo. Estas 
instabilidades são filamentos turbilhonares contrarot.ativos que se erguem para o interior da 
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camada limite devido ao efeito de bombeamento de fluido criado pelos braços contrarotativos. 
Na seqüência (4), como uma conseqüência das instabilidades grampos de cabelo surgem os 
famosos bursts turbulentos que representam fortes concentrações de vorticidade as quais geram 
transportes violentos de matéria da parede para o interior da camada limite, visualizados 
classicamente por meio de injeção de fumaça. 

A última fase (5) da transição, ilustrada em detalhe na Figura 1.17, representa uma espécie 
de reorganização do escoamento em spots turbulentos com fortes concentrações de energia 
cinética turbulenta, o que dá ao processo de transição um carater fortemente intermitente. 
Finalmente a fase (6) caracteriza a fase completamente turbulenta da camada limite. 

A exemplo do que foi ilustrado para o caso dos escoamentos do tipo esteira, uma camada 
limite também se desenvolve sobre diferentes tipos de geometrias. Na Figura 1.18 (a) mostra-se 
a camada limite que transiociona sobre uma esfera. A camada limite se forma à esquerda da 
mesma seguida da formação de ondas Tollmien-Schlchting e de instabilidades do tipo grampo 
de cabelo. Estes detalhes podem ser vizualizados na Figura 1.18 (b). 

1.4.3 Outros tipos de escoamentos que transicionam 

Além dos escoamentos já apresentados pode-se encontrar outros tipos. menos frequentes. mas 
não menos importantes e que merecem alguns comentários. A seguir apresenta-se aqules 
escoamentos e suas instabilidades características que eventualmente podem conduzí-los ao 
processo de transição à turbulência. 

Convecção de Rayleigh-Bérnard e de Marangoni 

Supor uma camada de fluido entre duas placas horizontais separadas de uma distância d, 
submetidas a uma diferença de temperatura l:;.B. Se a placa inferior for a mais aquecida surgirá 
movimento gerado pelo empuxo. Devido à conservação da massa, para este caso específico 
de camada de fluido horizontal, o movimento deve se manifestar forçosamente na forma de 
instabilidades com movimentos ascendentes e descendentes de forma que o fluxo líquido médio 
de fluido por um plano intermediário horizontal seja nulo. Estas instabilidades convectivas 
são as primeiras que aparacem neste tipo de escoamento e são conhecidas como instabilidades 
de Rayleigh-Bernard. É bem evidente que elas só aparecerão a partir de condições críticas 
envolvendo o modo de operação, o tipo de fluido e a geometria do sistema. Estes parâmetros 
se agrupados via análise dimensional permite a definição do número de Reayleigh, dado pela 
equação abaixo: 

(3gf:;.Bd3 

Ra=--
Ctl/ 

( 1.22) 

onde (3, a e v são respectivamente o coeficiente de expansão volumétrica, a difusão térmica 
e a viscosidade cinemática molecular. Assim se Ra > Rac, inicia-se o processo de amplificação 
de perturbações e formação das ditas instabilidades de Rayleigh-Bernard, mais por força do 
uso que por precisão histórica nos desenvolvimentos científicos. 
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(a) 

(b) 

(c) 

Figure 1.19: Convecção de Bernard em uma camada fluida horizontal, para Pr = O, 7: (a) 
Ra = 4, 8x104 ; (b) Ra = 1, 3x104 e (c) Ra = 1, 7x105

• 

Nas Figuras 1.19 (a), (b) e (c) mostra-se três configurações de escoamentos numa camada 
horizontal relativas a três regimes diferentes. Observa-se que à medida que se aumenta o número 
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Figure 1.20: Traços de células hexagonais convectivas de P,Iarangoni geradas no fundo de um 
lago (Figura retirada de Faber, 1995). 

de Rayleigh o escoamento se torna menos organizado. Na Figura 1.19 (a) tem-se as células de 
Bernard ainda bem organizadas. Nas Figuras 1.19 (b) e (c) estas células desapareceram e surge 
um regime mais desorganizado, onde a transição à turbulência torna-se evidente. O movimento 
convectivo presente neste tipo de escoamento se deve ao processo de transformação de energia 
potencial em energia cinética o que alimenta as correntes convectivas. Existe também os efeitos 
viscosos cuja energia dissipada deve ser reposta também pela energia potencial. 

Exist.em também problemas semelhantes a este nos quais o processo convectivo é alimentado 
por outra fonte de energia. Imagine-se por exemplo uma camada de fluido fina sobre uma 
placa plana horizontal e com uma superfície livre. Efeitos de tensão interfacial aparecerão. 
Aquecendo-se a superfície inferior do fluido, surge um movimento vertical por variação de 
densidade. Surge então na superficie livre superior regiões mais aquecidas e em consequência 
gradientes horizontais de temperatura. O coeficiente de tensão interfacial é função da temper
atura, diminuindo na direção dos pontos mais quentes. Este fato é conhecido como efeito de 
Maragoni. Neste caso surge um campo de força resultante, em consonância com os gradientes 
de temperatura, que promoverá movimentos horizontais. Desta forma à medida que o fluido 
quente sobe e libera energia térmica para o meio ambiente o escoamento recebe energia liberada 
na interface a qual tem origem no gradientes de tensões interfaciais. Este movimento combinado 
com o empuxo completa o movimento convectivo na forma de células organizadas, conhecidas 
por células de Maragoni. 

Na Figura 1.20 ilustra-se os traços das células de Marangoni formadas no solo de um lago 
(salt lake) após o processo de secagem gerado pela evaporação. Percebe-se que estas células 
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Figure 1.21: Esquema ilustrativo do escoamento de Couette (a) e instabilidades toroidais de 
Taylor-Couette (b). 

são muito regulares e não podem caracterizar um regime turbulento mas é certo que, sendo 
instabilidades. caracterizam o início do processo de transição. 

ObseiTa-se que. quando se tem superfície liHe envolvida neste tipo de problema, as duas 
fontes de manutenç·ão da com·ecção (energia interfacial e energia potencial) co-existem. Pode-se 
demonstrar (Faber. 1995) que os efeitos da energia interfacial serão predominantes quando 

(1.23) 

A 1 ítulo de exemplo se se coloca óleo silicone sobre uma superfície horizontal e se a espessura 
d da camada de líquido não excede 3 mm então os efeitos de Marangoni serão predominantes. 

Este é um tipo de C>scoamento envolYido em muitos problemas práticos. Além disto êle tem 
sido alvo da atenção de muitos pesquisadores, tornando-se um campo muito rico para análise 
de instabilidades e a evolução para a movimentos trubulentos. 

Instabilidades de Taylor-Couette 

Cm outro tipo de instabilidades, semelhantes às instabilidades de Rayleigh-Bérnard, se formam 
em escoamentos isotérmicas no interior de uma cavidade entre dois dilindros concêntricos 
rotativos. Este tipo de escoamento é conhecido como escoamento de Couette. Neste caso as 
forças centrífugas geradas pela rotação estão ligadas à formação e manutenção das instabilidades 
de Taylor-Couette, descritas nesta seção. 

Nas Figuras 1. 21 (a) e (b) mostra-se respectivamente um corte transversal e um corte 
longitudinal do canal composto por dois cilindros concêntricos. Na Figura 1.21 (b) ilustra-se 
as instabilidades toroidais contrarotativas de Taylor-Couette. Nas Figuras 1.22 (a), (b) e (c) 
tem-se a visualização experimental destas instabilidades assim como do processo de transição 

à turbulência. 
Na Figura 1.22 (a) os toroides contrarotativos, relativos a uma dada diferença de rotação, são 

bidimensionais. À medida que esta diferença de rotação aumenta surgem oscilações harmônicas 
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(a) (b) (c) 

Figure 1.22: Instabilidades de Taylor-Couette (a); oscilações harmônicas (b) e degeneração em 
turbulência (c); Figura retirada de Coles ( 1965). 

sobre os toroides, as quais se amplificam e o escoamento se degenera em turbulência, como se 
ilustra na Figura 1.22 (c). Este é apenas mais um cenário de transição à turbulência com 
características similares aos precedentes: surgimr .to de instabilidades típicas do escoamento 
como resultado do processo de amplificação de pr Ltrbuações; bifurcação destas instabilidades 
primárias e geração de uma nova família e finalmente degeneração em um espectro largo de 
instabilidades característico da turbulência. 

O leitor interessado pode encontrar mais detalhes sobre o tratamento analítico deste prob
lema, via teoria da estabilidade linear em Tritton (1988). 

1.5 Alguns comentários sobre a teoria da estabilidade 
linear 

Como já foi mencionado anteriormente não existe até o momento uma teoria que permita 
explicar o processo de transição dos escoamentos na sua totalidade. No entanto a teoria da 
estabilidade linear pode elucidar muitos aspectos, pelo menos na fase inicial da transição onde 
a natureza do escoamento é essencialmente laminar e portanto com pouca influência das não 
linearidades. 

Todo escoamento cizalhante pode transicionar a valores suficientemente elevados do número 
de Reynolds. A teoria da estabilidade linear indica quando um escoamento cizalhante laminar 
pode transicionar para o regime turbulento. No entanto, como demonstrado na vasta literatura 
as ondas preditas por este tipo de teoria são apenas o primeiro estágio do cenário da transição 
para a turbulência. Fica a questão do que acontece na seqüência, onde este tipo de teoria não 
pode dar nenhuma resposta às questões que se coloca sobre a física do processo de transição. 
Além disto não existe outro tipo de teoria. Resta ainda as investigações experimentai;; e 
por simulações numéricas. Estes tipos de investigações, apesar de conduzir à compreensão 
dos processos físicos, não pode conduzir a uma teoria fechada, a qual sempre estaria sob 
influência do modo de observação de cada experimentalista ou numericista. Esta discussão 
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Figure 1.23: Características geométricas e físicas qualitativas do escoamento transicional sobre 
uma expansão brusca. 

conduz a interpretações muito complexas e é apropriada para dar uma descrição fenomenológica. 
Detalhes sobre a teoria da estabilidade linear e vários exemplos de análise de escoamentos 
específicos através desta teoria podem ser encontrados nos livros de Schlichting (1968) e Drazin 
and Reid (1981). 

1.5.1 Escoamentos Complexos 

Transição sobre uma expansão brusca 

Os escoamentos ditos complexos são os mais freqüentes na natureza e nas aplicações práticas e 
tecnológicas. Eles podem ser entendidos como sendo uma composição dos escoamentos de 
base apresentados nas seções precedentes. Do ponto de vista da transição, muito do que 
foi apresentado em matéria da natureza física. pode ser encontrado no interior deste tipo de 
cscoamento. 

O caso de uma expansão brusca em um canal retangular é aqui apresentado como exemplo 
deste tipo de escoamento. Esta geometria, ilustrada na Figura 1.23, é bastante simples de 
ser discretizada e. no entanto. propicia o aparecimento de um escoamento transicional de 
alta complexidade. Como ilustrado na Figura 1.23, nas regiões (I) tem-se escoamentos do 
tipo camada limite: sobre o degrau. ponto (II) a camada limite se descola e gera-se uma 
zona cizalhante (III) com a formação de instabilidades do tipo Kelvin-Helmholtz, as quais são 
submetidas ao efeito de confinamento e são transportadas em direção à região de recolamento 
da canada limite (\'). região esta de grande complexidade devido ao choque das estruturas 
turbilhonares com a parede inferior do canal; em baixo da camada cizalhante têm-se uma 
região de escoamento recirculante interagindo com ela; após a região de recolamento encontra
se a região de redesenvolvimento da camada limite (VI) a qual interage com as estruturas 
turbilhonares que são transportadas para a saída do canal; finalmente, sobre tudo isto encontra
se a região de escoamento mais estável (VII) a qual não pode ser considerada como potencial 
deYido às fortes instabilidades que são injetadas de forma intermitente no seu interior. 

Simulações numéricas bidimensionais e tridimensionais têm sido realizadas para analisar a 
natureza física deste problema, por exemplo Silveira-Neto (1991). Na Figura 1.24 mostra-se os 
resultados de uma simulação bidimensional, evidenciando o processo de transição. Visualiza-se 
o escoamento com a ajuda de um colorante passivo numérico. Uma seqüência temporal é apre
sentada. Observa-se no lado esquerdo desta figura, a formação das primeiras oscilações, seguidas 
do aparecimento de instabilidades de Kelvin-Helmholtz e de aparelhamentos turbilhonares, de 
forma similar ao que foi apresentado para uma camada de mistura em desenvolvimento espacial. 
Trata-se, neste caso de um degrau alto, para o qual a parede inferior exerce pouca influência 
sobre as instabilidades. 

Na Figura 1.25 apresenta-se resultados de uma simulação tridimensional do escoamento 
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Figure 1.24: Escoamento bidimensional à jusante de uma expansão brusca. 

sobre esta geometria. Na Figura 1.25 (a) visualiza-se, através de uma vista inclinada do canal 
de saída, após a expansão, isosuperfícies de vorticidade e na Figura 1.25 (b) visualiza-se as 
isosuperfícies do campo de pressão, sendo neste caso uma vista superior do canal. Percebe-se 
o processo de trasição em ambas as figuras, com a presença de instabilidades primárias de 
Kelvin-Helmholtz, bidimensionais inicialmente, as quais se tornam fortemente tridimensionais 
quando são transportadas para a direita da figura. Visualiza-se claramente a presença dos 
turbilhões contrarotativos longitudinais induzidos aparentemente pelas estruturas primárias 
já descritas. A intensa ação mecânica destas estruturas filamentares longitudinais sobre as 
estruturas primárias pode ser percebida na Figura 1.25 (b). Reconhece-se a importância delas 
no processo de transição e aparecimento da turbulência num estágio posterior não mostrado 
nesta figura. Esta configuração refere-se a um degrau pequeno e portanto a parede inferior 
exerce uma forte influência sobre o processo de transição. 
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(a) 

(b) 

Figure 1.25: Escoamento tridimensional sobre uma expansão brusca. 

Retomando o escoamento apresentado na Figura 1.24, agora tridimensional, obtém-se o 
que se mostra na Figura 1.26, numa vista superior inclinada do escoamento. Focaliza-se o 
escoamento logo após a expansão brusca de forma a se visualizar os detalhes das instabilidades 
tridimensionais formadas. Claramente se vê os filamentos de cores alternadas as quais represen
tam valores negativos e positivos de mesmo valor em módulo da vorticidade longitudinal. Fica 
mais evidente que se trata de filamentos de vórtices contrarotativos. Para tornar mais clara esta 
constatação, na Figura 1.27 visualiza-se um corte vertical da Figura 1.26 sobre os turbilhões 
longitudinais. Traçou-se o campo de velocidade e os vetores mostram a existência de estruturas 
turbilhonares na forma de cogumelos assim como os núcleos dos turbilhões longitudinais. 

1.6 Exemplos de Escoamentos Turbulentos 

1.6.1 Desenvolvimento da turbulência 

A turbulência, na maioria dos casos conhecidos, é iniciada por uma das instabilidades de
scritas nos itens precedentes. O desenvolvimento destas instabilidades é relativamente bem 
compreendido. No entanto, pouco se compreende sobre o que leva, à partir destas instabilidades, 
os escoamentos a se degenerarem em turbulência completamente desenvolvida. Reconhece-se 
também que os escoamentos turbulentos são impredicíveis no sentido de que não se pode calcular 
precisamente o campo de velocidade v= (x, t) devido à dificuldade de fornecer, sem erros, as 
condições iniciais do escoamento. No entanto o campo médio v= (x, t) é calculável. É sabido 
também que cada nova instabilidade que se desenvolve no seio de um escoamento introduz 



Exemplos de Escoamentos Turbulentos 35 

Figure 1.26: Detalhe dos turbilhões longitudinais contrarotativos. 

Figure 1.27: Corte vertical sobre os turbilhões longitudinais da Figura 26; campo de velocidade. 
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uma nova freqüência no espectro de energia e que cada nova freqüência deve ser diferente das 
demais freqüências presentes pois que elas se desenvolvem a partir de perturbações randônicas. 
Isto leva à concluir novamente que os escoamentos turbulentos são caracterizados por espectros 
largos de energia. 

1.6.2 Turbulência homogênea e isotrópica 

Muitas são as investigações teóricas desenvolvidas sobre o tema turbulência homogênea e 
isotrópica: as propriedades estatísticas do escoamento são invariantes por translação (homo
geneidade) e invariantes por rotação (isotropia). Uma aproximação experimental para este 
tipo de turbulência é o caso do escoamento gerado atrás de uma tela fina. Sendo assim, as 
constatações teóricas podem ser comprovadas experimentalmente. As teorias advindas para 
este tipo de escoamento conduzem a várias prediç0es, não só no que se refere aos espectros 
de pot~ncia mas também às constantes de difusão as quais governam as taxas de transporte 
de quâ~tidade de movimento, calor e escalares passivos e ativos, no interior de escoamentos 
turbulentos. É dentro deste contexto que foi desenvolvida a teoria de Kolmogorov, a qual não 
será abordada no contexto deste capítulo. 

1.6.3 Escoamentos cizalhantes 

As instabilidades típicas dos escoamentos cizalhantes foram descritas anteriormente. Estes 
escoamentos, a título de organizar as idéias, são: camada de mistura espacial; camada de 
mistura temporal; jatos e esteiras. Este grupo de escoamentos não se enquadram na categoria 
do item (1.5.2) devido a característica de cizalhamento médio, diante da qual as propriedades de 
invariância estatística não são obedecidas. Por outro lado, como foi visualizado anteriormente, 
estes escoamentos são caracterizados pela presença das chamadas estruturas coerentes, as 
quais apresentam um importante grau de organização local, o que promove anisotropia e 
inomogeneidade do escoamento. O termo coerente se refere ao fato que elas guardam uma 
geometria bem definida por um tempo superior ao tempo característico de giro delas mesmas. 
As figuras apresentadas nos itens precedentes ilustram estes argumentos. 

1.6.4 Escoamentos turbulentos parietais 

Um escoamento parietal acontece sempre que se tem um corpo submerso no escoamento. Junto 
à parede do mesmo, devido à ação da viscosidade, aparece uma zona rotacional. Nesta região, 
as primeiras instabilidades a surgirem, são do tipo ondas de Tolmien-Schlichting, as quais 
dão origem a outra família de instabilidades chamadas grampo de cabelo que desencadeiam 
os famosos bursting ou explosões turbulentas e finalmente a degeneração em turbulência 
desenvolvida. Este cenário é típico de camadas limite sobre placas planas ou com curvaturas 
convexas. Caso se tenha curvaturas côncavas podem aparecer também as instabilidades de 
Goertler, como se ilustra na Figura 1.28. 

Estas instabilidades têm natureza semelhante àquelas de Taylor-Couette, geradas pelos 
efeitos de forças centrífugas. A compreensão do processo de transição à turbulência e a natureza 
física do seu estado completamente turbulento é de elevada importância prática devido ao fato 
que no regime turbulento os esforços de arraste aumentam significativamente. 
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Figure 1.28: Instabilidades de Goertler formadas no interior de uma camada limite sobre um 
corpo curvo côncavo. 

1.6.5 Escoamentos turbulentos confinados 

Esta família é composta pelos escoamentos no interior de tubos e dutos. Eles podem ser 
também entendidos como problemas de camada limite, considerando que, também aqui, são os 
efeitos viscosos junto às paredes internas que governa a transição à turbulência e a natureza do 
escoamento turbulento. Eles são também muito importantes para os processos de bombeamento 
e problemas de termo-hidráulica em geral, onde os efeitos de atrito e de transferência de calor 
vão determinar a potência de bombeamento e a eficiência de transporte de energia térmica em 
equipamentos diversos. 

1.6.6 Escoamentos turbulentos complexos 

Um exemplo acadêmico deste tipo de escoamento já foi apresentado: escoamento sobre uma 
expansão brusca. A maioria dos escoamentos práticos e industriais podem ser classificados como 
complexos devido ao fato que as geometrias envolvidas também o são. Via de regra ter-se-á a 
composição de jatos, esteiras, camadas de mistura, camada limite, descolamento, recolamento, 
efeitos de rotação, efeitos de estratificação, efeitos de curvatura e interações diversas entre estes 
tipos de base. 

1.7 Turbulência e Caos 

Pequenas causas, grandes efeitos. Uma só linha errada nos programas computacionais utilizados 
na bolsa de Wall Street e se assistirá um onda de instabilidade financeira mundial. Assim se 
exprimem aqueles que se interessam por uma das mais importantes disciplinas da atualidade: a 
teoria do caos. Por muito tempo a ciência funcionou ao abrigo da satisfação geral e confortável 
dos fenômenos previsíveis e das equações lineares. Conhecendo-se a vazão da torneira e o 
volume da banheira determina-se rapidamente o tempo necessário para enchê-la. Conhecendo
se o peso do satélite e a altura da órbita desejada, calcula-se o empuxo necessário ao lançador 
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para executar a tarefa de colocá-lo em órbita. Conhecendo-se o número de famintos espalhados 
pelo imenso Brasil calcula-se a quantidade de alimento necessária para saciá-los por um período 
determinado. Mas o que dizer do comportamento dinâmico das bolsas mundiais nos dias que 
seguiriam a dita libertação do Koweit em 1991? O que dizer sobre o que acontecerá com 
a população de regiões específicas do nordeste brasileiro em função do êxodo rural que têm 
acontecido nas últimas décadas? 

Nada! A ciência tradicional muito pouco pode afirmar sobre os fenômenos naturais com
plexos. No entanto, falando em fenômenos complexos, nós estamos mergulhados neles e apenas 
se conhece isto! No entanto a disciplina do caos não é nada nova. Ainda 1889 que Henri Poincaré 
já tinha descoberto a noção de caos determinista no contexto de um problema de mecânica 
celeste a três corpos. Ele se afastou de suas equações, considerando os parcos recursos de cálculo 
daquela época. Hoje, no entanto, o progresso das ciências matemáticas e dos extraordinários 
recursos de cálculo apontam para um novo horizonte. 

Os escoamentos turbulentos têm sido vistos como um dos mais importantes e menos com
preendidos domínios da dinâmica dos fluidos. Tem sido verificado também que muitos sistemas 
dinâmicos com menor número de graus de liberdade apresentam características semelhantes aos 
movimentos turbulentos. Alguns destes sistemas são muito mais simples que os escoamentos 
e a compreensão do seus comportamentos pode ajudar a entender sistemas cada vez mais 
complexos. 

A palavra turbulência têm sido intimamente associada aos escoamentos, apesar de que isto 
não é verdadeiro. Como já ressaltado, qualquer sistema dinâmico que se caracterize por um 
número de graus de liberdade suficientemente elevado pode atingir o regime de turbulência. 
Observa-se que todos os sistemas dinâmicos são governados matematicamente por equações 
determinísticas. Observa-se ainda que um sistema dinâmico com baixo grau de liberdade não 
pode atingir tal regime turbulento, mas podem atingir, no entanto, comportamentos altamente 
imprediscíveis. Neste sentido fala-se então de caos determinístico. 

Para compreender melhor este importante tópico, será feita uma digressão dos sistemas 
fluidos e alguns exemplos de sistemas dinâmicos não fluidos serão discutidos. 

1.7.1 Sistema dinâmico tipo pêndulo simples 

Supõe-se um pêndulo simples com um grau de liberdade: rotação circunferencial, como ilustrado 
na Figura 1.29. Considere-se inicialmente uma situação em que se tenha os efeitos dissipativos 
presentes. Posiciona-se o pêndulo no ponto C e libera-o. Neste momento sua aceleração é 
máxima e sua velocidade é nula. Ao passar pelo ponto B sua aceleração é nula e sua velocidade 
é máxima. Ao se dirigir ao ponto A o comportamento se inverte até se atingir o ponto de 
equilíbrio A, tendo, no entanto, menor nível de energia potencial que no ponto C, devido aos 
efeitos dissipativos. A cada ciclo o pêndulo tem sua energia inicial dissipada, até atingir o 
repouso no ponto B. Define-se o chamado espaço das fases corno sendo composto por duas 
variáveis, a aceleração e a velocidade. O comportamento deste sistema está plotado no espaço 
das fases na Figura 1.30 (a). 

O ponto para o qual o sistema converge é um ponto de equilíbrio. Neste caso particular ele 
corresponde ao repouso, o que não constitui urna regra e sim uma particularidade. 

Para o caso em que o sistema ilustrado não está submetido a efeitos dissipativos, ou se ele é 
movido por uma força externa o equilíbrio será representado por um círculo limite para o qual 
o sistema deve convergir, como ilustrado na Figura 1.30 (b ). 
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Figure 1.29: Sistema dinâmico tipo pêndulo simples. 
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Figure 1.31: Comportamento caótico das órbitas de um pêndulo esférico (retirado de Trittou, 
1988). 

1.7.2 Movimento caótico de um pêndulo 

O conceito de moYimento caótico é algo bastante abstrato. Assim, será utilizado aqui um 
sistema dinâmico simples, que, mesmo nâo sendo um sistema fluido, é um arranjo que exibe 
este tipo de comportamento. Supor o pêndulo do caso precedente, porém com três graus de 
liberdade: movimento circular e movimento vertical. Desta forma a esfera do pêndulo pode 
percorrer uma esfera de raio variável. Trata-se de um arranjo conhecido como um pêndulo 
esférico ou cónico. O ponto de apoio do pêndulo pode oscilar segundo uma senoide, com uma 
amplitude pequena comparada com o comprimento do pêndulo. Si a freqüência f de forçagem 
está próxima da frequência natural do sistema, obviamente as oscilações se amplificarão e darão 
origem a um regime instável. Como resultado, existe uma faixa de freqüências de excitação 
para as quais a esfera do pêndulo orbita no interior da casca esférica de raio máximo ao invés 
de percorrer um arco sobre esta esfera. 

É este movimento orbital que exibe o fenômeno com o qual o estudo está relacionado. 
Experimentos já realizados mostram que o sistema exibe um comportamento surpreendente na 
forma de oscilações, à medida que a freqüência de excitação é alterada. É curioso observar 
que quando a freqüência de excitação é levemente superior que a freqüência natural o sistema 
adquire um comportamento caótico, enquanto que se ela é levemente inferior, isto não acontece. 
Na Figura 1.31 mostra-se um conjunto de 36 órbitas assumidas pelo sistema em tempos 
diferentes. Ressalta-se que é totalmente imprediscível qual delas o sistema assumirá em um 
dado tempo futuro, apesar deste sistema ser regido por equações determinísticas. Isto mostra 
a extrema sensibilidade deste sistema as perturbações injetadas. Neste sentido diz-se que o 
sistema evoluiu para um regime de caos determinístico. Mais detalhes sobre este estudo pode 
ser encontrado em Tritton (1988). 
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Figure 1.32: Espectro de potência da velocidade em uma experiência de Bérnard, mostrando o 
processo de multiplicação de freqüências e de intermitência: (a) Raj Rac = 21, O; (b) R a/ Rac = 

26,0; (r:) Ra/Rac = 27,0 e (d) Ra/Rac = 36,9 (retirado de Tritton, 1988). 

1.7.3 Caos na dinâmica dos fluidos 

Fica evidente, com base nos argumentos apresentados nas seções precedentes, que um mesmo 
sistema dinâmico pode tanto estar em regime caótico quanto em regime ordenado para diferentes 
valores do parâmetro de forçagem. O sistema percorre então um caminho (transiciona) para o 
caos à medida que se varia este parâmetro. Os processos de transição para o caos e transição 
para a turbulência serão comparados qualitativamente. 

A primeira razão pela qual a teoria do caos pode ser importante para a dinâmica dos fluidos 
é a turbulência. Deve-se enfatizar que existem algumas formas que um escoamento pode exibir 
um comportamento caótico. A questão de quando um escoamento torna-se turbulento pode 
ser diferente de quando ele se torna caótico. Um escoamento de Taylor-Couette, por exemplo, 
pode adquirir várias combinações de regimes: laminar, caótico laminar e turbulento caótico. 
Seguindo as idéias modernas sobre caos, pode-se considerar os movimentos turbulentos como 
exemplos de caos determinístico, desde que se admita que os mesmos sejam governados pelas 
equações determinísticas de N avier-Stokes. 

Duas configurações mais estudadas neste tipo de transição tem sido o caso de convecção 
de Bérnard entre duas placas planas horizontais e o escoamento de Taylor-Couette entre dois 
cilindros rotativas concêntricos. No caso da convecção de Bérnard duas rotas de transição são 
identificadas: rota de multiplicação freqüências e rota de intermitência. A Figura 1.32 ilustra 
os espectros de potência para diferentes valores do número de Rayleigh. Observa-se nas Figuras 
1.32 (a) e (b) que existe uma multiplicação de freqüências, passando pela Figura 1.32 (c) onde 
se observa a presença de intermitência através dos níveis de energia das diversas freqüências. 
Finalmente se observa na Figura 1.32 ( d) um espectro de energia contínuo, mostrando a presença 
de uma banda de freqüências e caracterizando um estado caótico e turbulento do escoamento. 

Observa-se que pequenas mudanças na bancada pode promover o aparecimento de uma rota 
diferente para o caos. As razões não são bem conhecidas. Fica ainda uma questão de difícil 



42 Capítulo 1: Fundamentos da T!Jrbulência nos Fluidos 

resposta: pode uma rota standard para o caos ser identificada na transição para a turbulência? 
Uma última questão a ser abordada aqui é a possibilidade de retorno à ordem ou processo de 

relaminarização de um escoamento. Sob alguns efeitos estabilizadores os escoamentos podem 
ser relaminarizados e retornar à ordem. Um exemplo é o caso de reestabilização de escoamentos 
turbulentos quando submetidos a fortes efeitos de estratificação estável em densidade. Os efeitos 
de rotação assim como de compressibilidade exercem um papel semelhante. 

1.8 A visão determinística e a v1sao estatística da tur
bulência 

A turbulência é um regime de operação de um sistema dinâmico de grande complexidade. 
Muito já se compreende sobre ele mas, sem dúvida, resta ainda muito mais a compreender. 
Segundo a visão já adquirida, tudo indica que a turbulência é um fenômeno determinístico e 
como tal ela é, na sua essência, prediscível. A questão de imprediscibilidade já discutida está 
associada à impossiblidades científicas ligadas à falta de capacidade de se fornecer corretamente 
as condições iniciais, aos métodos de solução das equações governantes e aos recursos computa
cionais disponíveis. De fato, pequeníssimos erros nas condições iniciais serão amplificados ex
ponencialmente pelas interações não lineares gerando instabilidades que são dependentes destes 
ruídos iniciais. Qualquer variação nas condições iniciais determinarão estados completamente 
diferentes nas previsões. Um dos primeiros cientistas a perceber este fato foi Henrri Poincaré, 
o qual descobriu no fim do século passado que um sistema simples como o sistema sol-terra-lua 
interagindo gravitacionalmente, pode ter um comportamento imprediscível ou caótico. Este é, 
no entanto, um ponto de vista determinista pois trata-se de um sistema dinâmico regido por 
equações deterministas. É neste sentido que Einstein diz que "Deus não decide por jogo de 
dados" pois certamente Ele conhece em todos os detalhes as ínfimas perturbações que vibram 
no Universo. 

Um exemplo fantástico de sistema caótico é o comportamento dinâmico da nossa atmosfera: 
desafio colossal é a previsão meteorológica do nosso clima. Surpreendente são também os 
avanços conseguidos neste domínio, graças ao aumento de precisão nas medidas de estações 
experimentais, as quais são fornecidas a computadores cada vez mais potentes que giram códigos 
computacionais cada dia mais representativos da física destes escoamentos, têm permitido a 
previsão do comportamento climático com bom nível de confiabilidade para até 5 dias futuros. 

Felizmente, para a maior parte das aplicações da engenharia e mesmo para a busca da 
compreensão fenomenológica dos escoamentos, a previsão exata da posição e da fase de uma 
estrutura turbilhonar não é tão indispensável como se pode imaginar. Tão importante é se ter 
uma boa predição do comportamento estatístico de um sistema dinâmico. Isto significa que 
mesmo que não se possa reproduzir exatamente uma experiência realizada em um laboratório, 
sabe-se que se pode reproduzí-la no que se refere ao seu comportamento estatístico. Por 
exemplo, os turbilhões reproduzidos numa experiência numérica (solução numérica das equações 
governantes) não correspondem exatamente ao turbilhões observados numa experiência de 
laboratório, no que se refere às sua posição no espaço e no tempo, por mais próximas que 
sejam as condições iniciais e limites. No entanto, quando se extrai as informações estatísticas 
destes turbilhões teóricos obtém-se normalmente excelentes concordâncias com a estatística ex
perimental. Outro fato também importante é que os fenômenos físicos são também corretamente 
representados, o que permite interpretações e compreensão a partir de resultados teóricos. 

Fica então as idéias de que os comportamentos dos sistemas dinâmicos podem ser im-
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prediscíveis mesmo sendo eles regidos por equações determinísticas. De fato, não é possível 
fornecer exatamente as mesmas condições iniciais presentes nos experimentos. Por outro 
lado o comportamento estatístico dos sistemas dinâmicos independem destas perturbações 
iniciais para a maior parte das aplicações práticas. As ferramentas estatísticas de modelagem 
da turbulência são portanto indispensáveis e permitem também auxiliar não só na questão 
da imprediscibilidade como também na questão crucial da pequena potência computacional 
disponível para se resolver, de forma estatística, os escoamentos turbulentos. Na unidade 
seguinte será introduzido o problema de fechamento da turbulência. 

1.9 Comentários sobre o problema de fechamento e a 

modelagem da turbulência 

Como foi comentado no início deste documento, uma das características mais importantes de 
um escoamento turbulento é a multiplicidade de escalas que o caracteriza. Para ilustrar esta 
afirmação, mostra-se na Figura 1.33 o escoamento em transição à jusante de uma bolha que 
sobe em um meio líquido. Nesta figura observa-se a formação de duas recirculações simétricas 
de tamanhos característicos da ordem do tamanho físico da bolha. Observa-se que estas 
recirculações são nitidamente compostas de instabilidades de Kelvin-Helmhjoltz. Se a fotografia 
apresentasse maior nível de detalhe poder-se-ia detectar que estas menores instabilidades já 
apresentariam sinais de novas instabilidades sobre si mesmas, dando uma idéia física do processo 
de multiplicidade de escalas. 

Esta multiplicicade de escalas representa também o número de graus de liberdade de um 
escoamento turbulento, o qual pode ser estimado utilizando-se o número de Reynolds, via 
equação abaixo: 

(1.24) 

Percebe-se com esta equação que quanto maior o número de Reynolds maior será o número 
de graus de liberdade do escoamento. Na Figura 1.34 mostra-se um espectro de energia de um 
escoamento turbulento a alto número de Reynolds obtido em um túnel de vento. 

Observa-se que este espectro está representado em escalas log-log e que a sua largura é de 
cinco décadas aproximadamente. Este resultado é atualmente o record experimental em túneis 
de vento. 

Para exemplificar o cálculo do N gl de escoamentos turbulentos, dois casos extremos serão 
tomados: escoamento atmosféricos e escoamento à jusante de uma grelha. O primeiro caso está 
ilustrado na Figura 1.35, onde uma estrutura turbilhonar atmosférica pode ser visualizada. 

Para o cálculo do N gl de um escoamento, tomar-se-á alguns dados típicos: l ::::::: 500km (escala 
de comprimento característica) e TJ ::::::: lmm (menor escala da turbulência, escala dissipativa de 
Kolmogorov). Com estas duas escalas calcula-se o N gl ::::::: 1024 . Sabendo-se que, a análise 
teórica de um problema passa pela solução de sistemas lineares, compostos por um número de 
equações igual ao N gl, vê-se que a solução teórica ou numérica do problema acima está fora 
das possibilidades atuais, mesmo com os supercomputadores existentes. 

Um outro exemplo pode ser visualizado na Figura 1.36 onde se mostra um escoamento 
turbulento à jusante de uma grelha. Visualiza-se as estruturas turbilhonares características. 
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Figure 1.33: Escoamento em transição em torno de uma bolha (Figura retirada de Couder et 
ai. 1989). 
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Figure 1.34: Espectro de energia cinética turbulenta de um escoamento a alto número de 
Reynolds (Retirado de Lesieur, 1994). 
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Figure 1.35: Turbilhão atmosférico (Figura retirada de Lesieur, · 994). 

Figure 1.36: Escoamento turbulento à jusante de uma grelha (Figura retirada de Lesieur, 1994). 
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Para o cálculo do N gl, novamente tomar-se-á alguns dados típicos: l = 4mm (largura dos 
passos da grelha); U = 10m/ s (velocidade típica); v= w-5m 2 /s (viscosidade cinemática). Com 
estas informações tem-se Re = 4.000, o que fornece N gl = 1, 3xl08 . Verifica-se que, mesmo 
neste caso a um modesto número de Reynolds, o cálculo explicito de todos os graus de liberdade 
não é possível. Seria necessário resolver sistemas lineares de 1, Oxl08 equações simultâneas. A 
maior parte dos problemas práticos de engenharia são caracterizados por números de Reynolds 
que se localizam nesta faixa. Surge então a questão: como resolver esta classe de problemas? 

Reynolds (1894) iniciou uma reflexão sobre este assunto e propôs um processo de decom
posição das equações governantes de tal forma a se analisar o comportamento médio do escoa
mento e modelar suas flutuações. Esta decomposição proposta conduz ao chamado problema 
de fechamento da turbulência e deu origem um vasto domínio de pesquisa e desenvolvimento, 
denominado problema de fechamento e modelagem da turbulência. Em outra unidade este 
problema será investigado e serão apresentadas duas linhas de modelagem: modelagem es
tatística clássica (simulação numérica do comportamento médio dos escoamentos turbulentos) 
e modelagem sub-malha (simulação numérica de grandes escalas, onde as grandes estruturas 
são resoh·idas explicitamente e as menores estruturas são modeladas). 
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2.1 As equações do movimento para um escoamento tur
bulento; o tensor de Reynolds 

2.1.1 O conceito de média de Reynolds 

O capítulo introdutório inicial deixou claro ao leitor que a caracterização da turbulência não 
é fácil. Neste capítulo, não intencionamos repetir todos os conceitos discutidos anteriormente. 
Nosso objetivo principal é deduzir as equações do movimento para um escoamento turbulento 
de acordo com o procedimento clássico de Reynolds(1895). 

Lembremos que um escoamento turbulento é caracterizado por violentas flutuações. Este 
fato sugere a dificuldade de se obter uma completa descrição do escoamento. Para muitos dos 
fenômenos de interesse, entretanto, frequentemente é suficiente se conhecer o valor médio das 
variáveis de interesse. Para os escoamentos turbulentos, estas médias podem ser definidas com 
respeito ao tempo ou ao espaço. 

Escrevamos o valor instantâneo da velocidade como 

U=U+u (2.1) 

onde a barra denota um valor médio, e, portanto, u representa a flutuação instantânea, de 
modo que u = O. 

Com a passagem da média, toda informação sobre a violência das flutuações é perdida. Para 
recuperar esta informação definimos a intensidade das flutuações turbulentas como 

CY=H. 
A intensidade relativa pode ser definida como 

(Y 

IT= =· u 

(2.2) 

(2.3) 

As médias indicadas acima podem ser tomadas de vários modos. Se o escoamento é quase 
estacionário, médias com relação ao tempo podem ser usadas. No caso da turbulência ho
mogênea, médias com relação ao espaço podem ser tomadas. Para outros casos, pode ser que 
as médias tenham que ser tomadas sobre um grande número de experimentos que possuam as 
mesmas condições iniciais e de contorno; temos então o chamado valor esperado ou esperança 
matemática da variável. 

Os três métodos de tomada da média descritos acima podem ser expressos matematicamente 
da seguinte forma: 

Média temporal para uma turbulência estacionária: 

-t 1 1T U (xo) = lim - U(x0 , t) dt. 
T~oo 2T -T 

(2.4) 

Média espacial para a turbulência homogênea: 
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-s 1 !X U (ta) = lim - U(x, t 0 ) dx. 
x~oo 2X -X 

(2.5) 

Valor esperado para uma repetição de N experimentos: 

-e I:f Un(xa, ta) 
U (xa, to)= N (2.6) 

O valor esperado pode também ser obtido por meio da função densidade de probabilidade, 
f ( U), através da expressão 

f?(xo, to) = J: U j(U) dU. (2.7) 

Para a turbulência estacionária e homogênea podemos esperar e considerar que os três 
processos de passagem da média levem ao mesmo resultado, 

-t -s -e 
U (xa) = U (ta) = U (xa, ta). (2.8) 

Este resultado é conhecido como a hipótese ergótica. 

Os escoamentos reais não são estacionários nem tão pouco homogêneos: além disso, por 
razões práticas não podemos realizar a passagem da média com respeito ao tempo ou ao espaço 
para infinitos valores de T ou X. Neste caso, deve-se definir um intervalo adequado que repre
sente bem o fenômeno em estudo, e a média será obtida para este intervalo de tempo. 

Consideremos, por exemplo, o escoamento no interior de um túnel de vento. Este escoa
mento pode apresentar variações de baixa frequência provenientes do ventilador usado para sua 
geração. Portanto, se tomarmos T como um intervalo finito, este intervalo deve ser grande o 
suficiente quando comparado com a escala temporal da turbulência mas pequeno o suficiente 
para que flutuações de baixa frequência resultantes de artefatos externos sejam claramente no
tadas e caracterizadas. Na prática, a escolha de um T adequado frequentemente pode ser feita 
sem dificuldades. A Figura 2.1 apresenta um sinal obtido com o auxílio de um anemômetro de 
fio-quente instalado no interior de um túnel de vento de baixa intensidade turbulenta situado 
no Laboratório de Mecânica da Turbulência do COPPE/UFRJ. A curva superior representa o 
sinal diretamente medido a uma taxa de aquisição de 1000 Hz. A curva seguinte representa o 
mesmo sinal com todas as frequências superiores a 500 Hz filtradas. Na terceiro curva, todas as 
frequências superiores a 100Hz foram filtradas. Através de filtragens sucessivas pode-se chegar, 
portanto, a sinais cada vez mais suaves, que caracterizem bem o escoamento médio. 
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Figura 2.1: Flutuações no escoamento como medidas por um anemômetro de 
fio-quente(Menut, 1998). 
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Os valores encontrados após a passagem da média devem ser independentes da origem no 
tempo considerada. 

Nas equações anteriores, a passagem da média foi indicada por uma barra. Este símbolo, 
portanto, indica um operador matemático linear. As seguintes propriedades valem para este 
operador: 

A= A+ a =A+ a= A +a, ou seja, a= o. 

AB=AB=TB. 

Ab=Ab=Ab=O; poisb=O. 

Do mesmo modo, 

Ba = Ba = Ba =O. 

AB =(A+ a)(B + b) = AB + Ab + Ba + ab = AB + ab. 

2.1.2 As equações do movimento 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

No escoamentos turbulentos as equações do movimento valem em qualquer instante de tempo, 
e, portanto, também na média. De fato, um conjunto de equações para as quantidades médias, 
as equações de Reynolds, pode ser obtido diretamente das equações de Navier-Stokes pela 
aplicação do operador média temporal. 

A técnica de passagem da média de Reynolds consiste de dois passos: 
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1. As variáveis que aparecem nas equações do movimento são decompostas em partes médias 
e flutuantes. 

2. É aplicado o operador média temporal sobre um intervalo de tempo finito nos termos 
resultantes. 

As grandezas que caracterizam o campo de um escoamento são, dentro do processo de 
decomposição escritas como 

U; = U;+u;, (2.14) 

p = P+p, (2.15) 

p = p+p, (2.16) 

T = T +t, (2.17) 

onde U; representa os componentes da velocidade nas i direções, P é a pressão, p é a massa 
específica e T a temperatura. As flutuações em massa específica foram denotadas por p. 

A equação da continuidade para um escoamento compressível pode ser escrita como 

ap a 
-+-(pU)= O. 
at axj J 

(2.18) 

Substituindo-se as expressões para p e Ui na equação (2.18), e após a passagem da média, 
obtém-se 

ap a ap a - + -(pU ) = - + -(pU·) 
at axj J at axj J 

a-p a--
=-+-(pU·) 

at axj J 

a-p a _- ---
= -+-(pU +pu ). 

at axj J J 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

Como resultado, observamos que a equação da continuidade não pode ser re-escrita simples
mente em termos de p e de U;, pois aparece um termo adicional que estabelece uma correlação 
entre as flutuações de massa específica e de velocidade. 

A equação da continuidade para um escoamento turbulento fica então 

a-p a _- ---
-a +-a (pUi + puj) =o. 

t Xj 
(2.22) 

A equação de Navier-Stokes, ou da conservação da taxa da quantidade de movimento linear, 
para um escoamento compressível pode ser escrita como 

au; au; ap a au; aui 
p-+pUi-=pf;--+- f.L -+-

at axj ax; axj axj ax; 
(2.23) 
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onde /; representa as forças de corpo na i-ésima direção, JJ- é a viscosidade molecular, "' rep
resenta uma viscosidade de volume e e = dii = oUifoxi. Para os fluidos newtonianos, "' = 
o. 

Para deduzir as equações médias do movimento diretamente das equações de Navier-Stokes, 
aplicamos o operador média na equação de conservação da taxa de variação da quantidade de 
movimento, que pode ser re-escrita como (termo a termo): 

ou ou ~ -'---'+--' pat-pat pat' 

ou, _- ou, _-----a;;; - _ ou; 
pU1 -;----- = pU 1 - + p u'i - + Ui p-

ux1 OXj OXj OXj 

--- afJ; _ au; 
+pu·-+pu-

1 OXj 1 dxj' 

p/;= p/;, 

ap a-
-=-p 
OX; OX; , 

JJ----;a~[a=u-=-;-+......,a=u1-] = JJ-~ [afJ; + afJ1], 
OXj OXj OX; OXj OXj OX; 

2 ae 2 ae 
-JJ--= -JJ--. 
3 OX; 3 OX; 

A equação (2.23), então, ser escrita em sua forma completa como 

au; _ a ui a:p a [a ui auj l 2 ae 
p-+7iUi-=7i/;+-+JJ-- -+- +-JJ--ot OXj OX; OXj OXj OX; 3 Ox; 

[
- OU; ------a;;; - -Ou; --- afJ; -_-...,a,.._u-; l 

- p-+pu-+U p-+pu·-+pu·-. 
Ot 1 OXj 1 8xi 1 OXj 1 dxj 

Para um escoamento incompressível, a equação da continuidade implica que 

au1 =o, 
OXj 

p =p, 

p =o, 

deste modo, a equação (2.30) pode ser re-escrita na forma 

afJ; - afJ; a:p a2fJ; ou; 
p- +pu·- =p/;+-+ JJ---- pu.-. 

at J OXj OX; ax~ J dxj 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

Uma comparação da equação (2.30) com a equação de Navier-Stokes revela vários termos 
novos. Esses termos podem ser associados ao aumento de resistência à deformação provocado 
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pela turbulência do escoamento. Em outras palavras, a presença da turbulência manifesta-se 
num aumento aparente da viscosidade do fluido. 

Agrupando os termos que surgiram com a aplicação do operador média temporal, obtemos 

arji [ _ au; _--a:;;; - _ au; --- afJ; _ au;] 
- =- p-+pu·-+U p-+pu·-+pu·-. 
axj at J axj J axj J axj J dxj 

(2.35) 

A tensão Tji é o resultado das interações entre as flutuações no campo de escoamento. 
Primeiramente introduzidas por Reynolds, elas definem os elementos do tensor de tensões 
"aparentes" ou "turbulentas" conhecidas como o tensor de Reynolds. 

Combinando a equação (2.35) com a equação da continuidade, obtemos 

arji [a-- a __ - --- - -- ___ ] 
- = - -pu + -(pu· u + U pu + U ·pu +pu u ) · 
ax i at ' ax i ' 3 

' 
3 3 

' ' 
3 

' 

deste modo, os efeitos da turbulência são determinados pelas correlações 

(2.36) 

(2.37) 

Para o caso de um escoamento incompressível, o termo de tensão turbulenta é fornecido por 

(2.38) 

Observemos, porém, que 

a __ _ a11.; auj 
axj u; 11'i - 11'i dxj + 11 i dxj · (2.39) 

Entretanto, 

U. auj _ U· auj -a;;; 'a - , +u,-. 
Xj axj dxj 

(2.40) 

Da equação da continuidade para um escoamento incompressível, resulta que o termo da 
esquerda e o primeiro termo da direita da igualdade acima são nulos. Logo, 

de modo que podemos escrever 

---a;;: 
u·-3 =0 
'dxj ' 

arji a __ 
-- = -p-U;Uj• 
axj ÔXj 

(2.41) 

(2.42) 
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Desde que pé uma constante, Tji = -pu;ui; ou em forma tensorial 

Tij = -p [:: :~ :~] 
UW VW w2 

No tensor de Reynolds os elementos da diagonal representam os componentes de tensão 
normal. Os elementos fora da diagonal representam as tensões cisalhantes. 

Os desenvolvimentos acima demonstram que os componentes da velocidade média de um 
escoamento turbulento satisfazem as mesmas equações que um escoamento laminar, exceto 
pelo fato de que as tensões laminares devem ser acrescidas de tensões adicionais fornecidas pelo 
tensor de Reynolds. Estas tensões são devidas às flutuações turbulentas, sendo obtidas pelos 
valores médios dos termos quadráticos dos componentes turbulentos. Como essas tensões são 
adicionadas ao termo viscoso das equações de Navier-Stokes e possuem influência semelhante 
sobre o escoamento, elas são chamadas de tensões turbulentas. 

O processo de tomada da média faz, portanto, aparecerem correlações envolvendo flutuações 
de velocidade na equação do movimento médio. Estes novos termos são interpretados como 
uma tensão adicional ao movimento: uma tensão turbulenta. De fato, a equação do movimento 
médio, equação (2.30), é idêntica à equação de Navier-Stokes exceto pela inclusão dos termos 
de tensões turbulentas. 

As variáveis independentes para o caso turbulento passam, portanto, a ser ui, p e UiUj, 

(caso incompressível). Isto faz com que nosso número de incógnitas seja superior ao número de 
equações disponíveis. Para resolver qualquer problema que envolva um escoamento turbulento é, 
então, necessário providenciar um novo conjunto de equações que relacione as grandezas médias 
às grandezas instantâneas. Este procedimento de obtensão de novas relações funcionais que com
pletem a formulação do problema é chamado, em turbulência, de "problema do fechamento". 

O modo mais simples de se definir o problema é considerar que os fenômenos de transferência 
de quantidade de movimento molecular e turbulento se processem de modo análogo. Esta 
abordagem, proposta pioneiramente por Boussinesq em 1877, sugeria que a tensão turbulenta 
deveria estar relacionada ao gradiente local de velocidades do escoamento médio através de 
uma viscosidade associada às características do fluido, do escoamento e da geometria envolvida 
no problema sob consideração, ou seja, 

dU 
Tt=J.Lt-d . 

. y 
(2.43) 

A viscosidade turbulenta, Jl.t, deveria, portanto, imbutir em sua definição parâmetros que 
bem caracterizassem a turbulência através da reresentação do fluido, do escoamento médio e 
da geometria desejada. 

2.1.3 A equação de transporte para os elementos do tensor de 
Reynolds 

Em seções futuras dedicaremos bastante tempo ao problema de estabelecer relações funcionais 
entre as grandezas turbulentas desconhecidas que formam os elementos do tensor de Reynolds 
e os componentes médios do escoamento. Este problema é bastante complexo, podendo ser 
abordado de várias formas. 
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Uma possibilidade interessante é utilizar a própria equação de Navier-Stokes para obter 
equações de transporte que descrevam o comportamento desses elementos. De fato, por meio 
de manipulações algébricas, é possível se desenvolver equações exatas para os momentos de 
uma certa ordem que involvam momentos de ordem superior. 

Nos capítulos subsequentes, a modelagem dos termos turbulentos por técnicas relativamente 
simples que involvam o conceito de viscosidade turbulenta será realizada. Modelos formados por 
equações algébricas ou por equações diferenciais serão desenvolvidos. Alguns desses modelos 
utilizarão a equação da energia cinética turbulenta. De fato, alguns modelos fazem uso de 
uma velocidade característica, U.c. Neste caso, a rota natural é se tomar U.c = (K) 112

, onde K 
denota a energia cinética turbulenta. Deste modo, relaciona-se as flutuações a uma propriedade 
turbulenta inerente ao escoamento, a energia cinética turbulenta. 

Para obtermos uma equação para os momentos de segunda ordem 11.;11-i, multipliquemos 
(2.30) por 11i e tiremos a média temporal de cada termo da equação resultante. A seguir 
adicionamos a esta equação uma outra idêntica a ela própria, mas com todos os índices i e j 
trocados. Com o auxílio da equação da continuidade, equação (2.22), chegamos a 

(2.44) 

(2.45) 

O termo P,i em (2.45) representa a taxa de criação de u.;11'i pela ação do escoamento médio 
sobre o campo turbulento. Apenas momentos de 2a ordem e propriedades do escoamento 
médio aparecem neste termo de modo que eles são tratados de modo exato. As correlações que 
envolvem flutuações de pressão e de velocidade, </J;j, resultam de dois processos: um processo 
puramente turbulento e outro dependente da taxa de deformação do campo médio de velocidade. 
C ma propriedade importante de r/>;1 é que seu traço é zero, pois 

&u.; 

8
-=0. 

X; 
(2.46) 

O termo, portanto, não faz qualquer contribuição para o nível global da turbulência, servindo 
tão somente para redistribuir energia entre os componentes de tensão normal. 

O termo D;i é facilmente reconhecido como sendo um termo difusivo. De fato, uma in
tegração deste termo sobre o domínio mostra que nenhuma contribuição para o nível de tur
bulência é feita, mesmo sendo os valores locais de u.;u.i diferentes de zero. O efeito de D;i 
é promover uma redistribuição espacial da tensão turbulenta. Os três últimos termos de D;i 
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descrevem o transporte difusivo devido à efeitos moleculares. Na maioria dos escoamentos eles 
são desprezíveis. 

O termo Eij representa a taxa de destruição de u;uj pelos efeitos viscosos. Este termo garante 
que a energia continuamente retirada do escoamento médio pelo campo turbulento através do 
termo P;j será destruída, evitando portanto, um crescimento ilimitado de u;uj. 

Qualquer tentativa de solução da equação (2.44) passa, agora, necessariamente, pela mod
elagem dos termos </>;j, D;j e Eij· Idealmente, gostaríamos que esta modelagem fosse simples e 
universal. Infelizmente, isto não é possível. Alguns princípios, entretanto, deverão ser segui
dos. Primeiramente, gostaríamos que o caráter matemático de modelo fosse fiel ao caráter 
matemático das equações que o originaram. Por exemplo, se o processo físico requerendo 
aproximação é representado por um tensor simétrico de traço zero, assim também deverá o ser 
o modelo. Este princípio sempre deve ser observado para a modelagem de momentos de 2a 
ordem. Outro conceito fundamental é o princípio de influência recedente. Ele afirma que a 
influência sobre o escoamento dos momentos de ordem n sempre será menor que a influência 
dos momentos de ordem n - 1. Este princípio é frequentemente invocado para, justamente, vi
olar o anterior, com vistas a obtenção de equações menos complexas que sejam numericamente 
mais facilmente implementáveis. Outro importante princípio é aquele que exige que as formas 
aproximadas exibam as mesmas respostas a translações e reflexões do sistema de coordenadas 
que o fenômeno real exibiria. Outra exigência normalmente aplicada é a de que o sistema de 
equações modeladas não gere valores "não físicos", tais como, tensões normais negativas ou 

correlações com a forma v.;u'i/ jJiJf com valores maiores do que 1. 

Duas outras idéias importantes para simplificar o processo de modelagem de um escoa
mento são as chamadas "hipóteses de altos números de Reynolds". Estas idéias são aplicadas 
extensivamente em escoamentos cisalhantes. Elas podem ser expressas como: 

• As interações entre as maiores escalas, responsáveis predominantemente pelo transporte 
de quantidade de movimento e de grandezas escalares, não são afetadas pela viscosidade 
do fluido. 

• Os movimentos de menores escalas, responsáveis pela dissipação viscosa, não tomam 
conhecimento da natureza do escoamento médio e portanto das maiores escalas. Sua 
estrutura é semelhante àquela encontrada na turbulência isotrópica. 

É evidente que o movimento nas menores escalas não é exatamente isotrópico. Entretanto, 
se as duas regras acima forem aplicadas com critério, uma série de simplicações úteis poderá 
ser obtida durante o processo de modelagem turbulenta. 

A modelagem da turbulência por modelos Ad Hoc será amplamente discutida em um capítulo 
específico. 

Podemos então agora deduzir uma equação para K diretamente da equação (2.44) tomando
se i= j. Daí, 

DK _8U; 8 (- -) 8
2
K (8u;)

2 

p Dt = -pv.;uj 8xj - 8xj pK'uj + puj + JL 8xj8Xj - JL 8xj · (2.47) 

onde K' = 1/2(u2 + v 2 + w 2
). 

A equação acima nos fornece o modo como a taxa de variação da energia turbulenta ocorre 
com o tempo como função dos vários efeitos representados no lado direito. A interpretação 
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desses efeitos é identica àquela desenvolvida para a equação de transporte para os elementos 
do tensor de Reynolds. 

2.1.4 Considerações sobre a energia 

Discutimos amplamente que os escoamentos turbulentos são altamente dissipativos e que, por 
causa desta dissipação, energia mecânica é transformada em calor. Deste modo, a manutenção 
da turbulência requer um suprimento contínuo de energia. Também como resultado do movi
mento turbulento, a difusão de partículas juntamente com sua energia cinética ocorre. 

Concluímos que um estado estacionário pode apenas existir se houver um equilíbrio entre 
a energia fornecida à turbulência, o transporte dela por convecção ou difusão e sua dissipação 
por mecanismos viscosos. 

A seguir faremos uma nova dedução da equação da energia cinética turbulenta, desta vez a 
partir de equações de balanço para a energia total. O objetivo é identificar as relações entre as 
energias que ocorrem em um escoamento turbulento. 

A energia total por unidade de massa de um fluido pode ser escrita como 

U;U; 
E = Ecin + Eint = -

2
- + E;nt· (2.48) 

Para escrever a equação acima desprezamos quaisquer efeitos externos, tais como a energia 
provocada por um campo gravitacional ou eletro-magnético. 

Segue-se que a equação de transporte para E pode ser escrita como 

(2.49) 

onde () é a temperatura do fluido, e "' é o coeficiente de condutividade térmica. 
Para um fluido newtoniano, o tensor tensão a;i é descrito por 

(2.50) 

A combinação das duas expressões acima, nos fornece 

DE 8 8() 8P 8 8U; 8U1 2 
p- = -(y;,-)- P8- Ui-+ -[1-1(- + -)U;- -J-t8U;j. 

Dt âx j âx i âx j âx i âx j âx; 3 
(2.51) 

A interpretação de cada um dos termos da equação acima é a seguinte: 

1. variação local com o tempo e mudanças devido ao transporte convectivo por unidade de 
volume e de tempo da energia total, 

2. mudanças por unidade de volume e de tempo devido a condutividade térmica, 

3. mudanças por unidade de volume e de tempo devido ao trabalho por compressão e ex
pansão, 
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4. mudanças por unidade de volume e de tempo devido o trabalho pelos gradientes de 
pressão, 

5. mudanças por unidade de volume e de tempo devido ao trabalho pelas tensões viscosas. 

O termo (3) é convertido em calor enquanto o termo ( 4) fornece a contribuição em energia 
cinética. O termo (5) pode ser re-escrito como 

~ [ll(au; + aui)ui- ~!leu;] = [ui [~ll(au; + auj)] - uj~(~!le)] 
ÔXj ÔXj ÔX; 3 ÔXj ÔXj ÔX; ÔXj 3 

[ (
âU; âUi) âU; 2 82] + 11 - + - - - -11 . 
ÔXj ÔX; ÔXj 3 

(2.52) 

O primeiro termo desta equação contribui com a energia cinética enquanto o segundo con
tribui com a dissipação. 

Considerando-se separadamente a energia cinética e a energia interna podemos escrever: 

Para a energia cinética: 

D U;U; â [ (âU; âUi) 2 p--- = -U;- -PfJ;j + 11 - +- U;- -118], 
Dt 2 ÔXj ÔXj ÔX; 3 

(2.53) 

ou 

(2.54) 

Para a energia interna: 

DE;nt â ( f)(J) e [ (âU; âUi)âU; 2 e2] p--=-K- -P-+ 11 -+- ---11 · 
Dt ÔXj ÔXj ÔXj ÔX; ÔXj 3 

(2.55) 

A equação (2.55) pode ser identificada como a primeira lei da termodinâmica. A inter
pretação de cada um de seus termos é, portanto, clara. 

Às equações acima podemos agora aplicar a decomposição de Reynolds. Para um escoa
mento compressível o algebrismo é grande. Aqui, por simplicidade, consideraremos as equações 
para um escoamento incompressível. 

A decomposição de Reynolds, como visto na seção anterior, nos fornece 

U; = U;+u;, 

P; = P+p;, 
--- - -- - 2 U;U;- U;U; + 2U;u; + u;u; = U;U; + 2U;u; + q . 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

A substituição dessas relações na equação (2.54), seguida pela tomada da média resulta em 
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a fiJJi a q2 a - (? 1--) a - (afi; afij) ---+--=-U; -+-U·U· +v-U -+-
at 2 at 2 ax; p 2 J J ax; J axj ÔX; 

(
afi; afij) afij a (P 1 2) - v -- + -- -- - -u; - + -q 
axj ax; ax; ax; q 2 

a- 1 a--
- -â UjU(U.j- -2-a U;q2 

Xi Xi 

(2.59) 

a ( au.; au-j) ( ÔU; ÔU-j) auj +v-ui -+- -v -+- -. 
ÔX; ÔXj ax; axj ax; ax; 

Multiplicando-se cada termo da equação da conservação da taxa de quantidade de movi
mento por fi; obtemos 

ou ainda, 

a fi, fi, a-(? 1--) _ afi; a_-:--- + -u, - + -uiui = -(-u;uj)--- -u;ujU; 
at 2 ax; p 2 ÔXj ax1 

(2.60) 

a - (afi... afi1.·) (afi; afi1) afij (2 61 ) +v-Uj -+-- -v -+-- --. · 
ax; âx1 âx, axj âx; ax; 

Estas são as equações de transporte para a energia cinética do movimento médio. O primeiro 
termo do lado direito da equação corresponde ao trabalho de deformação pelas tensões turbu
lentas por unidade da massa e de tempo. Quando i i' j, tal que -u;u1 é uma tensão de 
cizalhamento, normalmente esta tensão possui o mesmo sinal de afi;jaxi; logo, para i i' j 
este termo fornece uma contribuição negativa para a energia cinética do escoamento, isto é, ele 
extrai energia do movimento médio. Quando i = j a contribuição pode ser positiva ou negativa, 
dependendo do sinal de afi;jax1. Então, de certa forma, este termo pode ser visto como um 
termo de dissipação para o escoamento médio. De fato, uma comparação entre todos os termos 
do lado direito da equação (2.61) mostra que o primeiro e o quarto termos fornecem o trabalho 
de deformação do escoamento médio pelas tensões turbulentas e viscosas respectivamente. No 
caso da dissipação viscosa, este trabalho é convertido em calor. 

Subtraindo-se a equação (2.61) da equação (2.59), obtemos a equação da energia cinética 
turbulenta. Esta equação é repetida aqui. 

!!.._ q2 = -_!_ui(!!. + ~q2) - u;u .. a fi; 
Dt 2 ax; q 2 1 axj 

~------,--

+ v-a-ui(_au_; + _au_i) _ v(-au_; + _au_i)_au_i. 
ax; axj âx; axj ax; ax; 

(2.62) 

Observe que o segundo termo do lado direito desta equação é o primeiro termo da equação 
anterior com o sinal trocado. Isto indica que ele transfere energia do movimento médio para a 
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turbulência e vice-versa. Na equação da energia cinética turbulenta ele é chamado de termo de 
produção. Fisicamente, a transferência de energia se dá através de um processo de esticamento 
dos vórtices turbulentos devido ao escoamento médio. 

Como exercício, consideremos um escoamento onde a velocidade aumenta na direção longi
tudinal, x1, tal que 8Ul/8x 1 >O. Neste caso o termo -ui8Ul/8x1 é negativo. Isto promove 
um decréscimo em energia turbulenta. Por outro lado, se 8Ud8x 1 < O, a turbulência tenderá 
a aumentar. Acabamos de deduzir a seguinte regra: um escoamento sujeito a um gradiente 
positivo de velocidade possui uma tendência à intensidade turbulenta relativa diminuir; um 
escoamento sujeito a um gradiente negativo de velocidade sofre os efeitos contrários. 

Terminamos esta seção lembrando que frequentemente a equação da energia cinética turbu
lenta aparece escrita de outro modo. 

De fato, para um escoamento incompressível, 

(2.63) 

Logo, podemos escrever 

~u (a·u; + auj) -
8x; J axj ax; (

au; + auj) auj- ~!1 au; + ~~~q2- au; auj- auj auj 
axj ax; ax; - a:r J axj ax; 2 ax; axj ax; ax; ax; 

= ~ ~__!:_q2 - auj anj. (2.64) 
.:.. dx;8x; ax; ax; 

A equação da energia cinética turbulenta então fica, 

(2.65) 

2.2 As equações de camada limite 

Para os escoamentos turbulentos, as equações de camada limite podem ser deduzidas utilizando
se os mesmos conceitos e hipóteses do caso laminar. Nominalmente, que existe um comprimento 
característico na direção transversal, a espessura da camada limite, o qual é muito menor que o 
comprimento característico na direção longitudinal. Isto é equivalente a se dizer que, na equação 
de Navier-Stokes, os gradientes dos termos difusivos na direção x podem ser desprezados perante 
os gradientes na direção y. 

De fato, a hipótese da existência de um comprimento característico transversal muito menor 
que os outros comprimentos envolvidos no problema sob tratamento é típica das teorias de 
camadas finas; estas envolvem a camada limite, os jatos, as esteiras, as plumas, etc. 

No caso de um escoamento incompressível, bi-dimensional, isto leva às seguintes equações: 

au av _ 
0 ax + ay - , (2.66) 
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(2.67) 

Comparando-se as equações (2.66) e (2.67) com as equações para os escoamentos laminares, 
observamos que: 

1. Os componentes de velocidade U, V e P foram substituídos por fJ, V e P. 

2. Os termos de inércia e de pressão permanecem com a forma inalterada, enquanto o termo 
viscoso é trocado por 

Isto é equivalente a dizer que as forças viscosas laminares por unidade de volume 
( = ort! oy) são trocadas por 

(2.68) 

{2.69) 

onde n = J.LOU/oy e r 1 = -puv é a tensão turbulenta resultante da hipótese de Reynolds. 
As condições de contorno a serem satisfeitas por um escoamento turbulento são idênticas 

àquelas impostas aos escoamentos laminares. São elas a condição de não deslizamento 
(y = O, fJ = O) e a condição de não penetrabilidade (y = O, V = 0). Longe da parede, 
a velocidade deve tender assintoticamente aos valores do escoamento externo. Desde que a 
condição de não deslizamento deve ser satisfeita, é claro que na parede as flutuações são nulas 
e portanto os componentes do tensor tensão de Reynolds também o são. A consequência é que 
bastante próximo a parede as tensões turbulentas devem ser menos importantes que as tensões 
viscosas laminares, desde que estas são, genericamente falando, diferentes de zero. Segue-se 
que para todo escoamento turbulento existe próximo à parede uma região bastante fina onde 
o comportamento do escoamento é laminar. Esta camada é conhecida como a sub-camada 
laminar. Nela, as forças viscosas dominam também os termos de inércia. Imediatamente acima 
da sub-camada laminar encontra-se uma outra região onde os efeitos das flutuações, através do 
termo de tensões de Reynolds, se tornam comparáveis aos efeitos viscosos. A seguir, uma outra 
região é atingida onde as tensões turbulentas dominam completamente as tensões laminares. 
Embora a espessura da região de escoamento laminar seja muito pequena, seu estudo é impor
tante por ser ali que o fenômeno da aderência do fluido à parede, que dá origem ao arrasto, 
acontece. 

2.2.1 Alguns resultados experimentais sobre as flutuações turbulen
tas 

Experimentos sobre escoamentos turbulentos devem, preferencialmente, prover medidas não 
apenas das quantidades médias mas também dos componentes das flutuações. De fato, medidas 
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das quantidades médias nos fornecem a maioria das informações necessárias para o tratamento 
de problemas simples de engenharia. Porém, só com o conhecimento das flutuações turbulentas 
poderemos ganhar um completo conhecimento da mecânica da turbulência. Nosso propósito 
nesta seção é apresentar medidas de algumas quantidades do campo de turbulência de modo 
a enriquecer nossa visão do fenômeno e oferecer alguma justificativa para os procedimentos 
matemáticos a serem adotados no futuro. 

A Figura 2.2 apresenta dados experimentais para o perfil de velocidade médio e para os 

valores médios quadráticos dos dois componentes H e N das flutuações. Observe o alto 

valor atingido por H próximo à parede(= 0.13U). 
O produto -uv é mostrado na Figura 2.3. Na maior parte do escoamento as tensões se 

devem exclusivamente aos termos turbulentos. Apenas junto à parede, onde as flutuações 
devem ir a zero, as tensões laminares dominam. A linha tracejada mostra a variação de tensão 
cisalhante. Ainda nesta Figura, é mostrado o coeficiente de correlação -r/>, definido como 

(2.70) 

Um outro conjunto de medidas é mostrado na Figura 2.4. 

0.2 0.4 0.6 0.8 o 
y/O.SH 

Figura 2.2: Medidas dos componentes de 
flutuação turbulenta em um túnel de vento 

(Reichardt, 1938). 
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Figura 2.3: Medidas dos componentes de 
flutuação turbulenta em um canal (Reichardt, 

1938). 
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0.5 

1 1.2 1.4 
y I delta 

Figura 2.4: Variação dos componentes de flutuação em uma camada limite de acordo com as 

medidas de Klebanoff( 1955). CurYa 1, ff: curYa 2, v=:Ji; curva 3, ...r::Ji; curva 4, v=:Ji; curva 5, 
v0i'f.. As três cun·as no detalhe representam respectivamente as curvas 2, 3 e 4. 

É claro que, deYido à própria natureza do escoamento, a turbulência nas regiões mais exter
nas da camada limite é intermitente. Oscilogramas dos componentes da velocidade demostram 
que a posição da borda da camada limite que divide as regiões de escoamento turbulento do 
escoamento externo, \·aria fortemente com o tempo. A variação do fator de intermitência 1 ao 
longo da direção transversal do escoamento é mostrada na Figura 2.5. O valor 1 = 1 significa 
que o escoamento é turbulento todo o tempo; 1 = O corresponde ao caso contrário . 
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Figura 2.5. Comportamento do fator de intermitência 1 em uma camada limite turbulenta 
como medido por Klebanoff(1955). 
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2.2.2 A estrutura assintótica da camada limite turbulenta 

Para deduzirmos a estrutura assintótica da camada limite turbulenta precisamos, antes de qual
quer coisa, estimar a ordem de grandeza das flutuações turbulentas. Isto deve ser feito através de 
uma análise meticulosa dos dados experimentais. A tensão turbulenta -uv /U! medida próxima 
à parede é comparável em ordem de grandeza à tensão local na parede rw/ pU!~ 0.0015. Isto 
nos sugere ser razoável 'assumir que 

ord(u) = ord(v) = ord(u.,.), 

u.,.=~. 
(2.71) 

(2.72) 

De fato, um farto material pode ser encontrado na literatura para corroborar as hipóteses 
acima. Para a camada limite incompressível, os dados de Schubauer e Klebanoff(1951), de Kle
banoff(1955) e de Laufer(1951, 1954) estabeleceram as igualdades acima como verdadeiras. 
Para o escoamento compressível, medidas de Kistler(1959), de Kistler e Chen(1963) e de 
Morkovin(1962) não apenas confirmaram este resultado como chegaram à 

u v t p u.,. 
ord(-) = ord(-) = ord(-) = ord(-) = ord(-) 

Uoo Uoo ó.T Poo Uoo 
(2. 73) 

Outros trabalhos podem ser encontrados na literatura que demonstram ser as relações acima 
validas mesmo para escoamentos com gradiente externo de pressão ou injeção normal de fluido 
na parede. 

A velocidade característica u.,. é chamada de velocidade de atrito. Podemos então agora 
proceder a uma análise sobre a ordem relativa dos termos na equação (2.66). 

Numa vizinhança imediatamente adjacente à parede deve existir uma região onde os ter
mos laminares viscosos dominam exclusivamente. Podemos então adiantar que a equação do 
movimento para esta região se reduz a 

Uma primeira integral, nos fornece 

/fj =A. 
ây 

Desde que a igualdade acima vale em paricular para y =O, temos A = rw. 
Uma integral segunda resulta em 

- TwY 
U=--, 

1-L 

pois na parede ff =O. 
A equação (2.76) pode ainda ser escrita da forma 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 



68 Capítulo 2: Equações do Movimento e Resultados Assintóticos ... 

u u..,. y 
(2.77) 

u..,. v 

ou ainda, 

(2.78) 

A conclusão é que o perfil de velocidade de um escoamento turbulento possue forma linear 
na região muito próxima à parede. Podemos ainda concluir que ( u..,. , yu..,.j v) são variáveis de 
similaridade para esta região. 

Imediatamente acima da região laminar viscosa deve existir uma região onde os efeitos das 
tensões laminares e turbulentas possuem a mesma importância. A equação do movimento se 
reduz então a 

r:FfJ au.v 
{L--p-=0. ay2 ay (2.79) 

Infelizmente, como até o momento não desenvolvemos qualquer relação constitutiva que nos 
permita modelar o termo turbulento, não podemos obter uma integral segunda da equação 
(2. 79) chegando a uma solução analítica fechada para o perfil de velocidade. Podemos, entre
tanto, a\·ançar nosso conhecimento com alguns argumentos de escala. Façamos portanto 

(2.80) 

Como na camada limite turbulenta a mistura na direção transversal é muito intensa, a 
yariação do perfil da Yelocidade com y não pode ser de ordem unitária, como acontece com a 
camada limite laminar: ela deve ser, de fato, bem menor. Observa-se que próximo à parede 

(au) (u.,.) ord 7JY = ord y . (2.81) 

Este resultado, de fato, é plenamente sugerido pela equação (2. 77). 
Seja agora 6 a espessura da camada onde a relação (2.81) é satisfeita, logo 

( vu..,.) 2 ord -.- = ord(u..,.), 
ó 

(2.82) 

pois vimos anteriormente que ord( u.) = ord( v) = ord( u . .,.), 
Segue-se que a espessura da camada viscosa laminar é fornecida por 

6 = ord(vju..,.). (2.83) 

Imediatamente acima da região viscosa laminar encontramos uma região onde as tensões 
turbulentas dominam completamente o escoamento. Esta região, de suma importância para a 
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determinação de várias propriedades importantes do escoamento, será tratada em detalhes em 
uma seção específica a seguir. Por ora nos deteremos na determinação de sua espessura. 

Acima da região completamente turbulenta segue-se uma região onde os termos de inércia 
dominam a equação do movimento. Esta região compreende a maior parte da camada limite 
turbulenta sendo chamada normalmente de camada externa ou camada defeituosa; este termo 
ficará claro a seguir. 

Para determinarmos a espessura da camada completamente turbulenta consideraremos a 
região onde os termos de tensão turbulenta e os termos de inércia possuem a mesma ordem de 
grandeza; isto é, consideraremos a região onde 

(-aff) ( ou. v) ord U ox = ord - ay . (2.84) 

Para avaliarmos a ordem dos termos acima consideraremos que na região interna do escoa
mento as quantidades de referência ainda são ( u.n v/ u. 7 ). Para a região externa, entretanto, 
tomaremos como quantidades de referência (fJ 00 , 8), onde 8 denota a espessura da camada 
limite baseada em 8 = 0.99 U 00 • 

De fato, na região externa do escoamento as equações do movimento para uma primeira 
ordem de aproximação são as equações do escoamento de um fluido não viscoso. Os termos tur
bulentos conferem a essas equações uma correção de primeira ordem. Portanto, numa primeira 
aproximação, a solução para a camada limite turbulenta na região externa é simplesmente U = 

U 00 ( x). A correção de ordem superior a esta solução, provocada pelo termo turbulento, resulta 
em um ''defeito" na solução não viscosa. Daí o termo camada defeituosa. 

Chamando a espessura da camada completamente turbulenta de 8, da equação (2.84) vem 

- = ord -u~ ·(u;) 
L 8 ' (2.85) 

isto é, 

(2.86) 

Se 8 denota a espessura da camada limite, sua estrutura pode ser vista esquematicamente 
na Figura 2.6. 

A camada limite turbulenta possui então estrutura bastante distinta da camada limite lam
inar. Ela possui junto à parede uma camada bastante fina, de espessura 8, onde os termos 
viscosos prevalecem. Acima desta camada e até a espessura 8, a predominância é dos termos 
turbulentos. Finalmente, na região mais externa, de espessura 8, o domínio é dos termos de 
inércia. Nesta região, os termos de tensão aparente de Reynolds possuem uma contribuição de 
ordem superior. 
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fj8U +vau __ !8P 
8x 8y- p8x' ff(x,y) = U00(x). 

Região Externa 

L 
8 - o -+ + ayPVV=, U =Alny +B. 

Região Completamente Turbulenta 

Região Viscosa 

Figura 2.6. A estrutura assintótica da camada limite turbulenta. 

A Figura 2. 7 ilustra um perfil de velocidade construído em coordenadas internas e gráfico 
mono-logarítmico. Observe que todos os perfis de velocidade colapsam para y+ < 1000. Pos
suindo inicialmente uma forma linear, como demonstrado pela expressão (2.77), o perfil de 
velocidade assume a seguir uma forma logarítmica. Em toda esta região, as variáveis de simi
laridade (uT, vjuT) permanecem perfeitamente válidas. Repare que estas variáveis haviam sido 
deduzidas com base apenas na região de solução linear e que, portanto, existe alguma sur
presa ao constatarmos que elas são válidas para uma extensão bem mais ampla que aquela 
inicialmente pensada. 

Na região externa, os perfis não coincidem tendo em vista serem as variáveis de similaridade 
(ff 00 , b). A solução desta região também será discutida em separado. 

Aos conceitos acima emitidos uma interpretação matemática rigosa pode ser fornecida pela 
utilização de técnicas de perturbação. Os trabalhos de Yajnik(1969) e de Mellor(1972) são 
clássicos. Neles, a camada limite é caracterizada por duas regiões distintas, possuindo repre
sentação por expansões assintóticas diferentes e apresentando um domínio comum de validade, 
a região turbulenta. 

Para o caso compressível, podemos adiantar que a estrutura assintótica da camada limite 
turbulenta permanece a mesma. Na realidade, a variação local da massa específica e da temper
atura do escoamento, tornam qualquer análise matemática do problema muito mais complexa. 
A própria definição de uma velocidade característica próxima à parede torna-se difícil pois 
agora uT pode ser definido em função do valor da massa específica na parede ou no escoamento 
externo. 

Afzal(1973) discutiu a camada limite turbulenta compressível sob o ponto de vista do método 
das expansões assintóticas combinadas. Ele identificou uma estrutura e soluções aproximadas 
que sofreram críticas de vários outros autores. A dificuldade principal residia no modo como 
a combinação das soluções interna e externa foi realizada para o perfil de massa específica. 
Mais tarde Silva Freire(1989a) utilizando o conceito de limite de Kaplun(1967) mostrou que a 
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análise de Afzal encontrava-se correta em quase todos os detalhes e que, portanto, a camada 
limite turbulenta compressível possui uma estrutura de duas camadas. Nesta segunda análise, 
modificações de ordem superior foram introduzidas para garantir o fechamento da combinação 
das expanções assintóticas. 
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Figura 2. 7: O perfil de velocidade escrito em função das coordenadas internas (Ludwieg and 
Tillmann(1949), Klebanoff and Diehl(1951), Schultz-Grunow(1940)). 

Toda a análise anterior pode ser extendida para a camada limite térmica sem muitas di
ficuldades; esta também apresenta uma estrutura em três camadas com a região da parede 
dominada pelos efeitos condutivos. Adjacente a esta encontra-se uma camada dominada pe
los efeitos turbulentos. Finalmente, na camada mais externa, os efeitos convectivos dominam. 
Mais detalhes sobre esta estrutura podem ser obtidos em Silva Freire e Hirata(1989). 

Discussões mais gerais sobre a estrutura da camada limite turbulenta baseadas no conceito 
de limite de Kaplun(1967) podem ser encontradas em Silva Freire(1990, 1996, 1998). 

2.2.3 A lei da parede 

Na seção anterior estabelecemos uma série de regiões distintas para a camada limite turbulenta. 
De fato, vários pesquisadores já haviam no início do século identificado muitas dessas regiões e 
suas soluções. 

Por meio do limite assintótico de uma expansão Prandtl, obteve a solução linear para a 
sub-camada laminar em 1910. A solução logarítmica foi primeiramente deduzida por Taylor 
em 1916 e subsequentemente por Prandtl em 1925 e von Kármán em 1930. Os dois últimos 
autores usaram argumentos relacionados à teoria do comprimento de mistura (a ser apresentada 
em seções posteriores). Mais tarde, em 1939, von Kármán dividiu a solução logarítmica em 
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duas para obter uma melhor concordância com os dados experimentais. 
A solução logarítmica recebeu uma dedução a partir de argumentos de escala e de análise 

dimensional por meio de Millikan em 1939. Em sua análise do problema Millikan utilizou apenas 
razões de ordem geral, não precisando considerar qualquer argumento sobre o fechamento do 
termo de tensão turbulenta. 

Para um escoamento sobre uma superfície lisa, o comprimento característico foi visto na 
seção anterior ser vfur. No caso de uma parede rugosa, a distribuição de velocidade deve ser 
afetada pelas características dos elementos rugosos, particularmente quando estes possuirem 
dimensões superiores à espessura da sub-camada laminar. 

O resultado é que, para a região da parede, argumentos dimensionais revelam ser fJ uma 
função de ur, k, v e y. Aqui, k denota um comprimento apropriado capaz de caracterizar a 
rugosidade da parede. Segue-se de argumentos dimensionais que 

(2.87) 

A relação acima é conhecida como a lei da parede. Para uma parede lisa, ela fica simplificada 
para 

(2.88) 

Para a região externa da camada limite, farta evidência experimental mostra que similar
idade pode ser obtida se considerarmos a diferença de velocidade, fJ 00 - ff, e a distância da 
parede, y, adimensionalizadas respectivamente por ur e ó; ou seja 

u - u y 
00 =g(-)=g(7J) 

UT Ó 
(2.89) 

A relação acima é válida em uma grande extensão da camada limite. Observando a grande 
similaridade entre as condições do escoamento na região externa da camada limite e na esteira 
de corpos a equação (2.89) tem sido chamada de a lei da esteira, ou, ainda como anteriormente, 
de a lei do defeito na velocidade. 

As leis da parede e da esteira são válidas em regiões distintas do domínio, devendo ser 
necessáriamente combinadas para se obter uma solução global válida da parede à região ex
terna da camada limite. Deste modo, deve existir uma região onde as expressões (2.87) e 
(2.89) possuem domínio de validade comum. Neste caso, isto deve também ser válido para os 
gradientes locais de velocidade. 

Segue-se que 

8y+ dy+ d7]dy+ 
(2.90) 

=+ -
onde U = U /ur e y+=yurfv. 

Como d7J/dy+=v/óur=7J/Y+, temos 
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df dg 
y+ -- = -17- = constante = A. 

dy+ d1] 
(2.91) 

A solução fica então 

(2.92) 

e 

-+ -+ 
U 00 -U =g(1J)=-Aln1J+C. (2.93) 

Resulta, portanto, que a função aparecendo na lei da parede possui forma logarítmica. 

Como dito anteriormente, muitos autores realizaram programas experimentais extensivos 
para a validação da expressão acima. Hoje existe consenso que para a camada limite sujeita a 
um gradiente de pressão zero os parâmetros A e B possuem valor constante e igual a 2, 5 e 5, O 
respectivamente. O parâmetro A é normalmente escrito sob a forma A = 1/ x, onde x = 0,4 é 
a chamada constante de von Kármán. Esta constante, como veremos em seções subsequentes, 
está relacionada ao conceito de comprimento de mistura. 

Uma outra inspeção da Figura 2.7 revela que o valor de y+ a partir do qual os dados 
experimentais divergem da solução logarítmica dependem do número de Reynolds. Os dados 
divergem dando origem a curvas com mesma forma, mostrando que para altos valores de y+ a 
linha reta fornece resultados muito inferiores aos dos perfis de velocidade medidos. 

Na Figura 2. 7 a lei da parede foi desenhada com valores de constante A = 2, 5 e B = 5, O. 
Esses são os valores preferidos de Coles(1956), que os obteve após a análise de mais de 600 
diferentes experimentos. 

Novas indicações da existência da lei da parede serão fornecidas a seguir. O conjunto de 
experimentos a ser apresentado foi realizado por Avelino et al.(1998c) em um dos túneis de 
vento do Laboratório de Mecânica da TUrbulência do PEM/COPPE/UFRJ. 

A Figura 2.8 mostra os perfis de velocidade medidos ao longo de 13 estações para uma 
camada limite que se desenvolve sobre uma placa lisa com gradiente de pressão externa nulo. 
Os perfis foram desenhados em coordenadas dimensionais em um gráfico mono-log (logarítmico 
de Neper). A existência de uma região onde a solução é linear não deixa dúvidas. O coeficiente 
linear das retas na região logarítmica diminui em valor a medida que o escoamento se desenvolve 
a montante, indicando que o coeficiente de atrito diminui. Os mesmos perfis de velocidade são 
vistos na em Figura 2.9 em internas. Observe como todos eles colapsam dando origem a uma 
única curva que representa a lei da parede, expressão (2.92). 
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Figura 2.8: O perfil de velocidade escrito em coordenadas dimensionais (Avelino et ai., 1998c). 
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Figura 2.9: O perfil de velocidade escrito em coordenadas internas (Avelino et ai, 1998). 

Façamos agora uma dedução alternativa da lei da parede por argumentos semelhantes aos 
anteriores mas apresentados de modo totalmente original. 
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Retornemos à equações (2.88) e (2.89), considerando que as leis da parede e da esteira 
possam ser escritas como 

e 

- (u.,.y) U(x,y) = u.,.f - , 
v 

U(x,y) = U00 (x)- u.,.g(~). 

(2.94) 

(2.95) 

Como estas relações devem ser simultaneamente válidas em uma mesma região do escoa
mento, a região de combinação das soluções interna e externa, temos que a seguinte equação 
pode ser escrita 

U 00 (x) = u.,. [f(y+) + g(ry)]. (2.96) 

Derivando a equação (2.96) com relação a x vem 

(2.97) 

Derivando com relação a y obtemos, 

o= v.,. [: J'(y+) + ~g'(ry)]' 
'( ) _ u.,.óf'( +) g 11 --- y . 

(2.98) 

v 

Substituindo-se as expressões (2.96) e (2.98) em (2.97) chegamos a 

(2.99) 

ou ainda, 

(2.100) 

Como os termos do lado direito e esquerdo da equação (2.100) são funções de variáveis 
diferentes estes devem ser iguais a uma constante, ou seja, 

Logo, na região onde ambas f e g são válidas o perfil deve ser logarítmico. 
O lado esquerdo da eguação (2.100) nos fornece 

(2.101) 
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(2.102) 

(2.103) 

(2.104) 

A última equação pode ser facilmente identificada como a equação do atrito na parede 
anteriormente deduzida. 

2.2.4 A lei da esteira 

Para altos valores de yuTjv será mais apropriado considerarmos a diferença de velocidade 
(Uoo- U)juT ao invés de U/u·T· Da expressão (2.92) podemos obter diretamente 

U oo - U = -A ln 1!.. 
1/T 8 • 

(2.105) 

Infelizmente, como vimos das Figuras 7 e 9 a expressão (2.92) não fornece uma boa repre
sentação do perfil de velocidade para y=8 de modo que a expressão acima deve ser corrigida 
pela introdução de uma constante arbitrária. Logo, segue que 

U 00 -U y 
_____::_:: __ =-A ln- +C 

1J.T 8 • 
(2.106) 

A Figura 2.10 mostra um gráfico logarítmico da distribuição de velocidade em coordenadas 
externas. Para valores de y /8 inferiores a 0,15 a curva é praticamente reta com valores de A e 
C iguais a 2,5 e 3,7 respectivamente. Os valores de y/8:::::: 0,15 correspondem a yuTjv = 750. 

Figura 2.10: A distribuição de velocidade em coordenadas externas (Clauser, 1956). 
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Os perfis de velocidade das Figuras 2.8 e 2.9 são re-apresentados aqui na Figura 2.11 em 
coordenadas externas. Observe que todos os perfis colapsam na região externa do escoamento, 
enquanto o mesmo não acontece para a região interna. Portanto, temos acabado de demonstrar 
que a descrição da camada limite turbulenta realmente requer o concurso de dois conjuntos de 
escalas distintos, um para representar a região interna e outro para representar a região externa 
do escoamento. 

U/Uinf 1.0 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 L..__::::........L _ _!____I...----L._...L_J_L..JL.J...._ __ ..L.___L_L.....J___.___L...L_..L.J..._ 

0.0 0.1 y/delta 1.0 

Figura 2.11: O perfil de velocidade escrito em coordenadas externas (Avelino et a!, 1998c). 

Uma proposta de Hama(1954) para representar o perfil de velocidade para 11/8 > 0,15 
resultou na seguinte correlação empírica 

(2.107) 

Entretanto, se esta fórmula for aceita como verdadeira, a conclusão é que o ponto limítrofe 
entre as regiões interna e externa da camada limite turbulenta independe do número de 
Reynolds, e isto não parece razoável. De qualquer forma, a expressão acima possui muita 
utilidade em aplicações práticas. 

Impressionado pela grande similaridade apresentada pelos escoamentos na região externa 
da camada limite e em uma esteira, Coles(1956) propôs uma correlação puramente empírica 
para a correção da lei da parede e sua consequente extensão para a regiões externa. De fato, os 
escoamentos na região externa da camada limite e em uma esteira são ambos dominados por 
processos de mistura de grande escala controlados pelos efeitos de inércia e não por processos 
viscosos. 

Após a análise de mais de 600 experimentos distintos, Coles propôs escrever a expressão 
para o perfil de velocidade como 
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fJ 1 (yU.T) rr 
- = -ln - + B +- W(77). 
U.r X lJ X 

(2.108) 

Na expressão acima x é a constante de von Kármán (=0,40), B = 5,0 e 17 = yjfJ. 
A função W(77) é uma função positiva, de caráter aparentemente universal; ela é conhecida 

como a lei da esteira. O parâmetro I1 não depende de y. Ele está relacionado ao coeficiente de 
atrito local pela expressão 

fJ oo 1 ( u.rb) I1 -=-ln - + B + -W(1). 
U. 7 X lJ X 

(2.109) 

Esta expressão mostra que I1 deve ser uma função implícita de x por meio de sua de
pendência em u. 7 e fJ. Coles considerou I1 independente de x; entretanto uma análise dos dados 
experimentais revela que 

I1 = -0. 05757ln2 Ro + 1.062ln Ro- 4, 317; Ro < 5600 

= O, 55; Ro > 5600. 

(2.110) 

(2.111) 

onde Ro denota o número de Reynolds baseado na espessura da quantidade de movimento local. 
Re-escrito em variá\·eis externas, o perfil de velocidade fica 

floo-fl 1 rr 
____:::_::__= --ln17 + -[2- W(17)]. 

IIT X X 
(2.112) 

A lei da parede possui uma interpretação física muito interessante e relacionada à separação 
de um escoamento. A equação (2.109) pode ser re-escrita como 

1 uT (UrD) U- 7 u.riT 
1 =-=-ln- + =--B + =-W(1). 

X U oo V U oo U ooX 
(2.113) 

Considerando-se W(1) = 2, um valor sugerido por Coles, a passagem do limite u.r--+ O na 
equação acima nos fornece 

(2.114) 

Logo, resulta da expressão (2.108) que no ponto de separação, 

u 1 
=-- = -W(1J). 
U 00 2 

(2.115) 

A função universal W ( 17) foi apresentada por Coles em forma tabular. 
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A lei da esteira. 
,., W(ry) ,., W(ry) 
o o 0,55 1,152 

0,05 0,004 0,60 1,307 
0,10 0,029 0,65 1,458 
0,15 0,084 0,70 1,600 
0,20 0,168 0,75 1,729 
0,25 0,272 0,80 1,840 
0,30 0,396 0,85 1,926 
0,35 0,535 0,90 1,980 
0,40 0,685 0,95 1,999 
0,45 0,838 1,00 2,000 
0,50 0,994 

A curva que representa W(ry) é quase simétrica com relação ao ponto"'= 0,5. Ela pode ser 
aproximada por 

(2ry- 1)11" 
W ("') = 1 + sen 

2 
. (2.116) 

Outra aproximação bastante popular é 

W(ry) = 1- COS7r'f/. (2.117) 

2.2.5 A lei da parede para um escoamento compressível 

Nos escoamentos turbulentos compressíveis, os mecanismos de transporte associados a flu
tuações da massa específica, da temperatura, e da viscosidade poderiam ser suficientes para, 
de alguma forma, alterar a estrutura já estabelecida para o escoamento incompressível. 
Mostraremos a seguir que este não é o caso. 

Para um escoamento compressível Morkovin(1960) deduziu a seguinte expressão 

t p 2 u 
==-==-(I- l)M =, 
T p U 

(2.118) 

onde M representa o número de Mach. 
A partir desta equação, verifica-se que a razão entre as flutuações em massa específica e seu 

valor médio é pequena, não excedendo valorer superiores a 0,1 para números de Mach inferiores 
a 5,0. Pode-se concluir que as flutuações de temperatura e de massa específica não exercem 
influência significativa no campo de turbulência até números de Mach iguais a 5,0. Isto significa 
que o conhecimento adquirido sobre a estrutura turbulenta em escoamentos subsônicos pode 
ser extendida para escoamentos supersônicos. 

Sob certas condições a equação da energia para um escoamento turbulento possui solução 
analítica. Para o caso em que a temperatura na parede é constante, Crocco(1933)(veja 
Rotta(1965)) obteve 
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onde, 

e 

r = fator de recuperação ( =0,896), 
T w = temperatura na parede, 

T6 = temperatura na região externa da camada limite, 
Tr = temperatura de recuperação, 

(2.119) 

(2.120) 

Para um escoamento adiabático, isto é, sem fluxo de calor na parede, a equação (2.119) se 
torna 

T 1-1 2 ( U) -=1+r--M6 1-(=-), 
T6 2 u6 

(2.121) 

De todo o exposto, espera-se, portanto, que a camada limite possa ser dividida em uma 
região interna e outra externa. Deste modo, para uma região localizada imediatamente adja
cente à parede onde os efeitos viscosos dominem podemos escrever 

- 2 ( )w àU = U 7 Tw 
ày Vw T ' 

(2.122) 

onde a variação da viscosidade com a temperatura foi avaliada pela expressão 

(
Tw)w 

J.L=J.lw T (2.123) 

Substituindo-se a expressão (2.119) em (2.122) com w = 1 obtemos 

UrY 
(2.124) 

onde 

(2.125) 

(2.126) 

(2.127) 
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e o superscrito c foi adicionado para lembrar que o escoamento é incompressível. 
Esta expressão se reduz ao caso incompressível no limite M6 --> O. 
Logo acima da região dominada pelos efeitos moleculares, existe uma região onde os efeitos 

difusivos turbulentos dominam, a região onde a lei logarítmica prevalece. 
Nesta região, o gradiente local de velocidade é fornecido por 

afl' = _!:_UT (!._) 1/2 

8y xy Tw 

Uma primeira integral desta equação resulta em 

onde 

[i* 1 I ynr * 
-=- n-+C1 , 
11.-r X V 

(2.128) 

(2.129) 

(2.130) 

A transformação acima é conhecida como a transformação de Van Driest(1951). Ela trans
forma um perfil de velocidades compressível, fl', em um perfil [i* equivalente à lei da parede 
clássica. De fato, toda a influência da compressibilidade é incorporada à transformação através 
dos coeficientes a* e b*. A constante c; é igual ao valor clássico 5. O. 

A extensão da lei da parede compressível à região externa do escoamento pode ser feita nos 
mesmos moldes de Coles(1956); isto é, adicionando-se uma função universal aos termos do lado 
direito de (2.129). Esta foi a proposta de Maise e McDonald(1968). 

De fato, mostra-se que a lei da parede para um escoamento incompressível vale para situações 
muito mais complexas desde que o escoamento não separe. Mesmo para o caso da interação 
de uma onda de choque com uma camada limite, pode-se mostrar que formulações de lei de 
parede ainda podem ser utilizadas para descrever o escoamento nas regiões internas da camada 
limite. Veja, por exemplo, os trabalhos de Silva Freire(1988b), Silva Freire(1989b,1989c), Silva 
Freire(1990), Silva Freire e Terra(1991) e de Terra, Sue Silva Freire(1996,1997). Em todos estes 
trabalhos técnicas assintóticas foram utilizadas para identificar uma região de forte interação 
ao redor da onda de choque, secundada por regiões de fraca interação antes a depois da onda 
de choque. No trabalho de 1988, o método das expansões assintóticas combinadas foi utilizado 
para estudar problemas onde a onda de choque era forte e penetrava bastante na camada limite. 
Todo o trabalho foi desenvolvido num contexto analítico com soluções locais aproximadas sendo 
obtidas para todas as regiões do escoamento. A necessidade de combinar todas as soluções 
nas direções longitudinal e transversal do escoamento resultou em um procedimento bastante 
complexo, em particular para as regiões internas da camada limite. Uma revisão completa de 
todo o procedimento de solução pode ser vista em Silva Freire(1989c). 

Para obter uma sistemática mais simples de solução, Silva Freire(1989b ), Silva Freire(1990), 
e Silva Freire e Terra(1991) resolveram o problema da interação desconsiderando a existência 
da região de mistura na região de forte interação. O resultado foi uma solução muito mais 
simples onde a região externa era combinada diretamente à região viscosa. Uma comparação 
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entre os procedimentos completo e simplificado mostrou ser o desempenho do segundo muito 
bom. 

Nos trabalhos de Terra, Su e Silva Freire(1996,1997) a ênfase foi na descrição da estrutura 
assintótica. Utilizando limites de Kaplun(1967), os autores mostraram que a camada limite 
possui uma estrutura onde na maior parte do escoamento próximo à onde de choque os efeitos 
viscosos turbulentos podem ser desprezados. 

2.2.6 Escoamento sobre uma superfície rugosa 

Quando um escoamento ocorre sobre uma superfície rugosa, as expressões desenvolvidas anteri
ormente passam a não ser mais válidas de modo que algumas modificações devem ser efetuadas. 

Nikuradse estabeleceu em 1933 os conceitos fundamentais do problema por meio do estudo 
de escoamentos em tubos que apresentavam superfície rugosa do tipo "areia". Ele observou que, 
para altos números de Reynolds, o escoamento próximo à superfície torna-se independente da 
viscosidade, sendo uma função de um comprimento característico da rugosidade, do diâmetro 
do tubo, e do próprio número de Reynolds. Ele também observou que, para a camada externa 
da camada limite, as relações universais se aplicam para a maior parte do escoamento, inde
pendentemente das condições na parede. A influência da rugosidade, portanto, ficava restrita 
a uma região fina adjacente à parede. 

De argumentos dimensionais, Nikuradse escreveu 

fJ =!._ln ?j_+B[kv.T]· 
UT X k 1/ 

(2.131) 

A equação acima foi escrita de modo alternativo por Clauser(1954) como 

(2.132) 

As funções B e t:.fJ deveriam ser determinadas a partir de dados experimentais. De fato, 
após um extensivo programa experimental, Hama(1954) obteve 

t:.fJ 1 ku7 
-=-ln-+C. 
UT X 1/ 

(2.133) 

Na realidade, a expressão acima vale para um tipo particular de rugosidade, as rugosidades 
ditas do tipo "k". Escoamentos, por outro lado, que são insensíveis a k nas dependem de 
uma escala global são chamados de escoamentos do tipo "D". No primeiro caso, a rugosidade 
é caracterizada por uma série de dentes distantes suficientemente uns dos outros para que o 
escoamento entre eles penetre bem atingindo a superfície. No segundo caso, os dentes estão 
suficientemente juntos para provocar o aparecimento de estruturas vorticais entre eles. 

Para uma rugosidade do tipo D a lei da parede fica 

(2.134) 



As equações de camada limite 83 

A princípio, não existe qualquer razão para que as funções aparecendo nas equações (2.132) 
e (2.134) tenham a mesma forma, desde que os comprimentos característicos usados para ambas 
representações são distintos. Entretanto, Moore(1951) mostrou que uma relação universal pode 
ser escrita se a origem do perfil de velocidade for considerada alguma distância abaixo da crista 
dos elementos rugosos. Um método detalhado para a determinação do delocamento na origem 
foi desenvolvido por Perry and Joubert(1964). Este deslocamento é normalmente chamado de 
erro na origem, E. 

Para escrever uma expressão universal, válida para todos os tipos de rugosidade fazemos, 
então 

(2.135) 

onde 

f::l.U 1 EUr 
-- = - ln - +C;, 
u.r x v 

(2.136) 

YT é medido a partir da crista dos elementos rugosos, e C;, i = K, D; é uma constante carac
terística da rugosidade. 

Mais detalhes sobre como a formulação acima pode ser extendida para a camada limite 
térmica, ou utilizada em conjunção com modelos turbulentos diferenciais de duas equações 
podem ser obtidos em Silva Freire e Hirata(1990) e Avelino et a1.(1997, 1998b). Uma inves
tigação experimental completa sobre a camada limite rugosa, incluindo uma farta explicação 
sobre o modo de redução dos dados pode ser vista em Avelino et al.(1998c) e Avelino e Silva 
Freire( 1998). 

Alguns dos resultados de Avelino et a1.(1998c) serão reproduzidos aqui. 
A Figura 2.12 compara os perfis de velocidade obtidos para uma parede lisa com os perfis 

obtidos para uma parede rugosa. Os elementos rugosos possuíam altura de 3mm, largura de 
12mm e passo de 24mm· isto caracteriza uma rugosidade do tipo k. A Figura 2.12 foi desenhada 
em coordenadas dimensionais. Observe que são dois os efeitos da rugosidade: 

1. Deformar as retas que definem a região logarítmica, provocando um deslocamento de seus 
pontos para a esquerda. 

2. Abaixar o nível dos pontos localizados na região completamente turbulenta. 

3. Eliminar a região linear adjacente à parede. 

De fato, o método desenvolvido para calcular o deslocamento na origem consiste num pro
cedimento para "retificar" a curva definida pelos pontos da região turbulenta. 

A Figura 2.13 apresenta os mesmos pontos da Figura 2.12, agora em coordenadas internas. 
Vemos então dois conjuntos de pontos que se agrupam de acordo com as leis da parede para uma 
superfície lisa e para uma superfície rugosa. O agrupamento ocorre apenas na região interna 
do escoamento. Na região externa, todos os perfis de velocidade diferem. 
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..t. x=O -1\ x= O 

o L-----~--L-~~~LLLL-~----~--~~~~~~ 
1 10 y[mm] 100 

Figura 2.12: O perfil de velocidade escrito em coordenadas dimensionais para o escoamento 
sobre uma superfície rugosa (Avelino, 1998c). 
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Figura 2.13: O perfil de velocidade escrito em coordenadas internas para o escoamento sobre 
uma superfície rugosa (Avelino, 1998c). 
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A Figura 2.14 mostra os perfis de velocidade da Figura 2.12 em coordenadas externas. 
Eles colapsam na região externa reiterando, como afirmado anteriormente, que a influência dos 
elementos rugosos fica restrita à região da parede. 
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Figura 2.14: O perfil de velocidade escrito em coordenadas externas para o escoamento sobre 
uma superfície rugosa (Avelino, 1998c). 

2.2. 7 Escoamento com transpiração na parede 

A injeção ou sucção normal de fluido na parede fornece um modo clássico de controlar as pro
priedades da camada limite turbulenta. Com injeção ou sucção de fluido podemos proteger 
térmicamente uma parede, evitar a separação ou provocar a re-laminarizaçãode de um escoa
mento; de fato, podemos modificar de modo controlado muitas de suas características locais e 
globais. 

Quando injeção ou sucção de fluido na parede é aplicada a um escoamento, a equação do 
movimento para a região interna do escoamento pode ser escrita como 

(2.137) 

onde Vw é a velocidade de injeção ou sucção de fluido normal à parede. 
Na região completamente turbulenta, os termos moleculares podem ser desprezados e esta 

relação pode ser simplificada para 

afJ au.v 
Vw-=---. 

8y 8y 
(2.138) 
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Uma integração das equações acima nos fornece 

- 2 -
VwU + ur = -uv. (2.139) 

A solução desta equação possui a forma 

(2.140) 

De fato, pode-se mostrar (Silva Freire, 1988a) que a lei da parede para um escoamento com 
injeção ou sucção de fluido na parede fica da forma 

U 1 yur 1 Vw ( 1 yu.r )2 
- = -ln-+ B + -- -ln-+ B . 
Ur X V 4 U.r X V 

(2.141) 

O parâmetro B passa agora a ser uma função da velocidade de injeção ou sucção de acordo 
com a expressão (Silva Freire, 1988a): 

Vw 
B = 5,0- 512=-. 

Uoo 
(2.142) 

Para escoamentos incompressíveis, a expressão (2.141) pode ser facilmente extendida para 
a região externa da camada limite pela simples adição da lei da esteira. Neste caso, o perfil, II, 
da lei da esteira varia com a velocidade de injeção (Silva Freire, 1988a). 

Uma lei da parede e uma lei da esteira para escoamentos compressíveis com injeção ou 
sucção de fluido normal à parede também podem ser deduzidas desde que a transformação de 
van Driest seja invocada. Os resultados podem ser vistos em Silva Freire(1988c). 

A contrapartida desses resultados para a camada limite térmica incompressível também pode 
ser obtida por argumentos similares; consulte Medeiros e Silva Freire(1989, 1992) e Medeiros et 
al.(1990). Nestas análises novas expressões foram propostas para as leis da parede e da esteira 
para os perfis de velocidade. 

O problema térmico, compressível, com injeção de massa foi estudado por Silva Freire et 
al.(1991, 1995). Utilizando o método das expansões assintóticas combinadas, os autores desen
volveram uma solução analítica para a representação da lei da parede que fornece excelentes 
resultados para a previsão do número de Stanton. A regra do termo de dissipação na solução 
do problema térmico foi discutida em Cruz e Silva Freire(1991). Uma revisão, sob o ponto de 
vista assintótico, dos vários aspectos do problema pode ser vista em Silva Freire(1991). 

Outros estudos do problema com transferência de massa foram realizados por Su et al.(1993, 
1995) e Avelino et al.(1996, 1998b). Diferentemente dos estudos anteriores, estes trabalhos se 
preocuparam exclusivamente com o desenvolvimento de modelos turbulentos específicos para 
esta classe de problemas. Modelos algébricos (Su et al.(1993) e diferenciais de duas equações 
(Su(1995), Avelino et al.(1996, 1998b)) foram abordados, resultando em um novo modelo de 
baixo número de Reynolds e novas expressões para a lei da parede para K, a energia cinética 
turbulenta, e para E, a taxa de dissipação de energia cinética turbulenta por unidade de massa. 
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2.2.8 Escoamento próximo a um ponto de separação 

A descrição do comportamento da camada limite turbulenta próxima a um ponto de separação 
não pode ser realizada dentro do contexto anteriormente desenvolvido. No ponto de separação, 
a velocidade característica previamente utilizada, ur, torna-se identicamente nula fazendo com 
que a estrutura de duas camadas deixe de existir, pelo menos nos moldes deduzidos anterior
mente. 

Quando a camada limite encontra-se sujeita a grandes gradientes adversos de pressão, o 
"defeito" em sua região externa torna-se grande resultando em uma equação do movimento 
não linear para a primeira ordem de aproximação. Os argumentos utilizados para a dedução da 
equação clássica da camada limite também deixam de ser válidos, de modo que não podemos 
esperar mais a existência de um perfil logarítmico de solução. 

A seguir, faremos uma breve análise do problema para identificar a forma do perfil de 
velocidade próximo a um ponto de separação. Uma análise completa do problema para os 
campos de velocidade e de temperatura pode ser obtida em Cruz e Silva Freire(1995a, 1995b, 
1998). 

Consideremos o gradiente normal de velocidade na região completamente turbulenta do 
escoamento. A dependência funcional de àujày nos parâmetros do escoamento deve possuir a 
forma 

àu 
ày = f(y,p,r), 

A única combinação dos parâmetros y,p,r que fornece a dimensão de àu.jày é 

àu = ± !._ rr;;;;J 
ày xVy' 

onde o sinal + ou - deve concordar com o sentido de r. 

(2.143) 

(2.144) 

Para resolver esta equação tomemos uma expansão em série de Taylor de r ao redor y =O, 
isto é 

dPw 2 
T = Tw + dx y + O(y ), (2.145) 

onde Tw e dPw/dx denotam a tensão cisalhante e o gradiente de pressão na parede. 
A substituição da equação acima na anterior nos fornecerá três funções diferentes, depen

dendo dos valores relativos de Tw e de (dPw/dx). 

CASO 1: IYL > O ---> p -

2 
u=

x 
(2.146) 
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2 
u=

x {2.147) 

1dPw Tw/P 2 
rw/ p + ---y + r-:::-1: arctan 

p dx y-rw/PX 

2 
u= -

x 

1dPw .J-rw/P ~J-rw/P-~~y-.J-rw/PI 
-Tw/p---y- ln +C3{x). 

P dx X J-rw/p-~1:f:-y+.J-rw/P {2.148) 

As equações acima são uma generalização da lei da parede para escoamentos que apresentem 
separação. Longe do ponto de separação rw/P >> (dPw/dx)(y/p) e a primeira das equações se 
reduz a 

(2.149) 

a lei da parede clássica. 
Próximo a um ponto de separação esta mesma expressão se reduz a 

(2.150) 

a lei da parede de Stratford(1959). 
Após o ponto de separação, na região de escoamento reverso, a expressão (2.148) possui 

validade. Similarmente à equação (2.146), esta equação possui um comportamento logarítmico. 
O sentido reverso, é garantido pelo sinal negativo. 

Consideremos agora um outro aspecto importante do nosso problema: a escala característica 
do escoamento. Para obtê-la consideremos 

(2.151) 

a equação aproximada junto à parede. 
Uma integração sucessiva desta equação nos fornece 

• TwL • 1dPwL2 
•2 

11. UT = --y + ----y 
p v p dx 2v 

{2.152) 

onde u.* = u/uT , y* = y/ L e L é o comprimento característico, ainda a ser determinado. 
Considerando que na região viscosa ord( u*) = ord(y*) = ord(1), e passando o limite quando 

uT ---+ O, obtemos 
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-u2 ± \ - u2\ (1 + " ~u ) 
T í ~dx T 

L=--------~!~~~?.--------~ 
pdx 

Da equação acima, resulta que 
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(2.153) 

2\u;J 
L= !4&.. (2.154) 

p dx 

Como pode ser visto, o comportamento de L a jusante da separação é completamente 
diferente de seu comportamento a montante, onde L= v ju 7 . 

Em Cruz e Silva Freire(1994, 1995a, 1995b, 1998) além dos desenvolvimentos descritos 
acima, uma completa análise da estrutura assintótica do escoamento foi realizada. I\lostra-se 
que a estrutura clássica de duas camadas deve ser substituída por uma estrutura de uma ca
mada, que possui parâmetros de escala variáveis com a distância da separação. No campo de 
temperaturas, expressões equivalentes àquelas acima para a lei da parede foram desenvoh·idas. 
A principal novidade é o aparecimento de um perfil de temperatura proporcional a y- 112 na 
região de separação, em oposição ao perfil de y112 deduzido por Stratford( 1959) para a veloci
dade. Este fato, caracteriza a quebra da hipótese de similaridade de Reynolds junto ao ponto 
de separação. Este fato implica que o número de Stanton deixa de poder ser calculado dire
tamente a partir do coeficiente de atrito na parede. Por este motivo, uma equação específica 
para a previsão do número de Stanton deve ser desenvolvida; este foi o objetivo do trabalho de 
Cruz e Silva Freire(1996). 

Uma discussão sobre os critérios adotados para a previsão da separação da camada limite 
turbulenta pode ser vista em Cruz e Silva Freire(1992). 

2.2.9 A camada limite carregada com partículas sólidas 

Escoamentos turbulentos carregados com partículas ocorrem corriqueiramente nos fenômenos 
naturais e tecnológ;_cos. As primeiras teorias tratavam deste problema sob o ponto de vista pu
ramente estatístico, considerando a dispersão das partículas como a difusão de um contaminante 
passivo. A difusão turbulenta era então calculada baseada em propriedades do escoamento e das 
partículas. Nos trabalhos mais recentes, o papel das estruturas coerentes tem sido incorporado 
na previsão da formação de regiões de alta ou baixa concentração. 

A análise do problema com partíCulas sólidas é de modelagem e solução difícil pois vários 
fatores como o número de Reynolds da partícula, a constante de tempo, o campo gravitacional, 
o carregamento mássico, a distribuição e o diâmetro das partículas, a relação entre as massas 
específicas do fluido e da partícula, sempre deverão ser levados em conta. 

A seguir, mostraremos como a presença de pequenas partículas dispersas no fluido afeta as 
propriedades do escoamento na região da parede. Em particular, mostraremos como a lei da 
parede é modificada pela ação das partículas. 

O procedimento a ser apresentado aqui seguirá os mesmos princípios das seções anteriores. 
Portanto, a partir das equações gerais do movimento, chegaremos a um conjunto simplificado 
de equações para a região completamente turbulenta da camada limite, as quais, após sucessivas 
integrações, fornecerão uma solução analítica local. Para a obtenção das soluções aproximadas, 
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o importante é modelar corretamente a interaçao entre as partículas e o escoamento. Deve
mos atentar para o fato de que, agora, as equações do movimento deverão ser acrescidas de 
uma equação de transporte para a concentração. Esta nova equação deverá possuir um termo 
convectivo, um termo difusivo molecular e um termo difusivo turbulento. 

Seguindo a análise de Camozzato e Silva Freire(1996a, 1996b, 1998) consideraremos que a 
força de arrasto por unidade de volume aplicada ao fluido pelas partículas possui uma forma 
linear. Esta hipótese é razoável para situações onde a partícula é muito mais densa que o fluido, 
seu número de Reynolds é próximo de um e os efeitos gravitacionais podem ser desprezados. 

Segue-se que as equações da conservação da taxa de variação da quantidade de movimento 
e da concentração podem ser escritas como 

(2.155) 

(2.156) 

onde, 

c- - c 
F; = -(U;- V;)+ -(u.;- v;). 

Tp Tp 
(2.157) 

Nas equações acima a notação é a clássica; >. representa o coeficiente de transporte molec
ular de concentração, C representa a concentração local média de partículas, Tp é a chamada 
constante de tempo aerodinâmica da partícula e V; é a velocidade da partícula. Às equações 
acima deve ser adicionada a equação da continuidade. 

Em Camozzato e Silva Freire(1996), argumentos assintóticos são utilizados para simplificar 
as equações (2.155) e (2.156) através do reconhecimento da estrutura das camadas limite de 
velocidade e de concentração. Segue-se que na região completamente turbulenta, as equações 
aproximadas se reduzem a 

a 1 
-u·u·- -F =0 a • J ' , 

X; p 
(2.158) 

e 

a 
-a cuj =o. 

Xj 
(2.159) 

Nesta região, as flutuações de velocidade podem ser consideradas da ordem da velocidade 
de atrito, Un enquanto as flutuações de concentração podem ser consideradas da ordem da 
concentração de atrito, Cr· 

Para a solução dessas equações, alguma hipótese deve ser feita sobre a natureza da tur
bulência. Em Camozzato e Silva Freire(1996b) um modelo simples algébrico foi utilizado. 
Aqui, apenas adiantaremos que as leis da parede para a velocidade e para a concentração se 
tornam 
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- 1 ~ 1 ~ 
U = u.r( -ln yTl +A)+ au.r[-( -

2
ln YTl + -

2 
- 1) + D], 

X XXc 
(2.160) 

(2.161) 

onde o parâmetro a representa [(U- V)jprp] [(vcr)/u.n A grandeza (ff- V) foi considerada 
constante: 

Na realidade, a obtenção das soluções (2.160) e (2.161) é mais complexa do que aquela 
descrita acima. No trabalho original, os campos de velocidade.e de concentração foram rep
resentados por expansões assintóticas apropriadas. Após a substituição dessas expansões nas 
equações (2.158) e (2.159) chega-se então a quatro novas equações do movimento acopladas que 
devem ser resolvidas simultâneamente. A descrição detalhada da solução pode ser encontrada 
em Camozzato e Silva Freire(1996b). 

As soluções (2.160) e (2.161) foram incluídas no presente trabalho por exemplificar como 
métodos assintóticos podem ser utilizados para resolver problemas complexos com equações 
acopladas. 

Seguindo ainda a metodologia desenvolvida nas seções anteriores, as soluções acima podem 
ser extendidas para a região externa do escoamento atraYés da função uniYersal de Coles. Com 
isto, pode-se deduzir uma equação para a previsão da concentração na parede. 
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Figure 3.1: Sinal típico de flutuações de velocidade em um escoamento turbulento: adaptado 
de Tritton (1988). 

3.1 Introdução 

A análise de escoamentos é uma atividade extremamente importante a nível tecnológico haja 
visto que muitos equipamentos e sistemas industriais em·oh·em líquidos e gases para o seu 
funcionamento ou a sua manufatura. Na maioria das situações de interesse prático prenlece no 
escoamento um comportamento caótico de grande complexidade, referenciado comumente como 
turbulência. A Figura 3.3 mostra um sinal típico de velocidade registrado ao longo do tempo. 
para uma posição fixa num escoamento. que demonstra o caráter desordenado da turbulência. 

Os primeiros modelos para a descrição da transferência de quantidade de moúmento e de 
energia (ou outra propriedade) em escoamentos turbulentos se baseavam essencialmente na 
identificação de grandezas adimensionais para a caracterização do escoamento. Os modelos 
assim desenvolvidos relacionam, por exemplo. quantidades tais como o número de :\"usselt em 
função de parâmetros tais como o número de Reynolds Re e o número de Prandtl Pr. Embora 
úteis em algumas situações, essas correlações são via de regra limitadas à geometria do problema 
e às faixas de Re e de Pr para as quais foram ajustadas. 

Com o surgimento dos primeiros computadores digitais. análises mais elaboradas tornaram
se possíveis através da aplicação de técnicas numéricas para a solução das equações diferenciais 
governantes do escoamento. Este tipo de análise, normalmente referenciada como l'l'lecânica dos 
Fluidos Computacional, está hoje bem consolidada como uma alternativa para a análise de prob
lemas de engenharia e, em princípio, se constitui numa ferramenta extremamente flexível. Por 
exemplo, a característica do escoamento pode ser facilmente modificada pela simples alteração 
das condições de contorno ou parâmetros físicos introduzidos no procedimento de cálculo. Esta 
flexibilidade, aliada ao aumento contínuo da capacidade de processamento dos novos com
putadores (a custos cada vez mais baixos) e ao desenvolvimento de técnicas numéricas mais 
eficientes, explica o fato da Mecânica dos Fluidos Computacional ser hoje um dos métodos 
mais empregados para a análise de escoamentos em situações industriais. As Figuras 2 e 3 
apresentam uma visão sobre a o custo e a evolução dos recursos computacionais ao longo dos 
anos. 

Apesar desse cenário, e do fato que as equações de Navier-Stokes sejam adequadas para 
a descrição rigorosa do fenômeno da turbulência, não há expectativa da obtenção de soluções 
numéricas para situações de interesse industrial num futuro próximo. O problema é que o es
coamento turbulento é sempre tridimensional e transiente, caracterizando-se pela presença de 
vórtices, com uma larga faixa de escalas de comprimento e de tempo, que requerem níveis de 
discretização espacial e temporal extremamente pequenos para as suas corretas caracterizações. 
Embora simulações numéricas diretas a partir das equações de Navier-Stokes ( "Direct Numer
ical Simulation " - DNS) tenham sido realizadas recentemente para situações relativamente 
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simples de escoamentos turbulentos, a magnitude dos recursos computacionais envolvidos nes
sas simulações indicam que a solução direta de escoamentos complexos terá que ser aguardada 
ainda por muitas décadas. Deve-se ressaltar, no entanto, que simulações deste tipo permitem a 
obtenção de informações sobre parâmetros de difícel, ou impossível, medição experimental. Por 
esta razão, apesar da limitação na análise de situações complexas de escoamentos, a simulação 
direta pode e tem sido utilizada para o melhor entendimento da turbulência e para o refino de 
modelos para a sua descrição. 

Uma outra alternativa que tem sido considerada para a solução numérica de escoamentos 
turbulentos recebe o nome de Simulação de Grandes Escalas ( "Large Eddy Simulation " -
LES). Essa técnica é similar a DNS pelo fato de que ela tenta resolver parte da turbulência, 
portanto tridimensional e transiente. No entanto, as discretizações espacial e temporal ado
tadas são aplicadas somente aos maiores vórtices, o que dimimui consideravelmente os recur
sos computacionais necessários para a simulação. As pequenas escalas de comprimento e de 
tempo, associadas aos menores vórtices e de comportamento mais universal, são aproximadas 
pela introdução de algum modelo algébrico simples. Apesar da grande redução nos recursos 
computacionais, quando comparada à simulação direta, a simulação de grandes escalas é ainda 
impraticável para escoamentos encontrados em situações de engenharia. No entanto, em função 
dos avanços na área de recursos computacionais, é possíwl que essa metodologia possa ser uti
lizada dentro de alguns anos, especialmente para a solução de escoamentos nos quais mesmo os 
maiores vórtices apresentam transientes rápidos. 

Embora informações sobre as menores escalas do escoamento turbulento sejam relevantes. 
em muitas situações é suficente uma descrição do escoamento médio. O conceito de tensão de 
Reynolds, introduzido por Osborne Reynolds (1895), usa esta idéia e é o ponto de partida para a 
vasta maioria das simulações de escoamentos industriais. De acordo com esse método. qualquer 
propriedade do escoamento pode ser expressa atrm·és de uma quantidade média e de outra de 
flutuação associada à turbulência. Por exemplo. a componente de velocidade instantânea i:; 
na direção :r; pode ser escrita como a soma de uma velocidade média U, e uma flutuação de 
\·elocidade u, cm torno da média: 

U, = U,+u; (3.1) 

Aplicando esta definição para todos as quantidades em·olvidas no escoamento, pode-se de
duzir uma equação para a descrição do escoamento médio através de uma média temporal 
das equações de Navier-Stokes. Este método é uma espécie de filtro que remove as flutuações 
das variáveis dependentes, permitindo o uso de malhas bem menos refinadas, o emprego de 
hipóteses simplificativas (tais como, escoamento bidimensional, regime permanente, etc) e, como 
conseqüência, uma redução drástica dos recursos computacionais requeridos. 

Da tomada desta média, o único termo relacionado à turbulência que permanece é u;uj, 

denominado tensor de Reynolds. O problema do analista é então o fornecimento de um método 
para a determinação de u;u3 que possa prever de forma adequada o maior número possível de 
situações de escoamento. Basicamente, duas são as formas mais utilizadas para este fim: 

1. o conceito de viscosidade turbulenta e 

2. a modelação da equação de transporte do tensor de Reynolds. 

A primeira técnica usa a proposta de Boussinesq (1877) que, numa forma semelhante à 
postulada para os fluidos Newtonianos, tenta relacionar contribuições da turbulência na trans
ferência da quantidade de movimento (representadas por u;ui) através de taxas de deformação 
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do escoamento médio. Por exemplo, para uma camada limite sobre uma placa plana a hipótese 
de Boussinesq fornece: 

au 
-u.v == v1 - {3.2) ay 

A hipótese de viscosidade turbulenta relaciona uv a gradientes de velocidade do escoamento 
médio através de uma viscosidade turbulenta v1 a ser determinada. Modelos com esta finalidade 
são conhecidos como modelos de viscosidade turbulenta numa alusão que o efeito prático da 
turbulência é o de aumentar a difusão no escoamento. 

Embora modelos de turbulência baseados no conceito de viscosidade turbulenta tenham 
alcançado sucesso na solução de determinados escoamentos externos muitas deficiências são 
ainda encontradas em escoamentos internos. Tais deficiências estão geralmente associadas a 
efeitos de cun·atura. regiões de separação e aceleração. para os quais a hipótese de Boussinesq 
é falha. 

\lodelos mais sofisticados de turbulência abandonam a hipótese de \·iscosidade turbulenta 
e deduzem equações de transporte para o cálculo das componentes de TiifiF Porém, neste novo 
sistema de equações surgem novas incógnitas. tais como correlações triplas de flutuações de 
velocidade 11;11 111 k" bem como outras envoh·endo flutuações de pressão. Novas equações para 
estas correlações representam o surgimento de outras de ordem ainda superior e um aumento 
dramático no número de equações diferenciais. O problema assim colocado recebe o nome 
de problema de fechamento pois não é possÍ\·el igualar o número de equações ao número de 
incógnitas. A metodologia comumente adotada por diversos grupos de pesquisa emprega a 
equação de transporte para /iiTij com aproximações para os termos desconhecidos. 

O desenvolvimento dos modelos de turbulência, seja a partir do conceito de viscosidade 
turbulenta ou a partir de equações de transporte para n;v1 , tem sido invarialmente realizado 
com base em investigações experimentais. Mais recentemente, com a disponibilidade de com
putadores de grande capacidade de processamento e memória, resultados da simulação direta 
(DNS) e de grande escalas (LES) estão também sendo utilizados para a calibração dos modelos 
de turbulência (Rodi et ai., 1990). É importante ressaltar que, de fato, o grau de precisão de 
um modelo de turbulência depende essencialmente da validade das hipóteses utilizadas na sua 
concepção e que, portanto, o desenvolvimento desses modelos está inevitavelmente associado a 
uma compreensão fenomenológica do problema em mãos. 

O presente texto apresenta em detalhes os modelos de turbulência atualmente utilizados para 
a simulação de escoamentos de interesse prático. Inicialmente, na seção 2, o conceito de média 
para o escoamento turbulento introduzido por Reynolds (1895) e que serve de ponto de partida 
para esses modelos é descrito. Na seção 3 são discutidas algumas características fenomenógicas 
da turbulência importantes para a modelação de escoamentos. Como visto anteriormente, os 
modelos de turbulência podem ser dividas em duas classes: i) modelos baseados no conceito 
de viscosidade turbulenta e ii) modelos para as equações de transporte do tensor de Reynolds. 
Informações referentes à obtenção desses modelos bem com uma análise dos méritos e limitações 
de cada um deles, são apresentadas na seção 4 (modelos de viscosidade turbulenta) e na seção 
5 (modelos para o transporte do tensor de Reynolds). 
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3.2 Média do Escoamento Turbulento 

3.2.1 O Conceito de Média para Escoamentos Turbulentos 

A maioria dos escoamentos encontrados em situações de engenharia são turbulentos e, por
tanto, tridimensionais e transientes. Como será mostrado na próxima seção, a equação de 
Navier-Stokes é válida para a descrição do escoamento turbulento mas a sua solução numérica 
é impraticável, devido aos níveis de discretização espacial e temporal extremamante elevados 
para a caracterização do movimento dos menores vórtices. Por outro lado, mesmo que os 
computadores atuais fossem capazes de suprir os recursos computacionais necessários para a 
simulação numérica, deve-se ter em mente que na maioria das aplicações industriais somente 
uma pequena parte da solução seria de interesse. 

Para eliminar a necessidade de resolver todos os detalhes do escoamento utiliza-se uma in
tegração ao longo de um intervalo de tempo de tal forma que as flutuações instantâneas do 
escoamento possam ser desprezadas. Quando variações temporais do escoamento, não associ
adas à turbulência, ocorrem ao longo de escalas de tempo muito maiores do que as referentes 
aos maiores vórtices, uma média temporal das variáveis como definida por Osborne Reynolds 
( 1895) torna-se conveniente: 

1 lto+T/2 _ 
ui(tJ = - ui(tJ dt . 

T to-T/2 
(3.3) 

Um aspecto importante desta média é que um grande número de escoamentos turbulentos 
de interesse são estacionários e assim nesses casos a simulação numérica pode ser realizada 
para um único instante de tempo. Adicionalmente, as propriedades resultantes desta média 
para um escoamento turbulento estacionário variam muito menos espacialmente do que os 
valores instantâneos da turbulência. Por exemplo, em algumas situações as propriedades médias 
podem apresentar variações significativas somente em uma ou duas direções, muito embora o 
escoamento instantâneo seja sempre tridimensional. 

A velocidade média na equação (3.3) é definida como um valor limite alcançado para valores 
de T indefinidamente longo. I'\a prática, o valor médio pode ser estabelecido num intervalo 
de tempo pequeno que, dependendo do escoamento. pode representar uns poucos segundos 
ou mesmo alguns milésimos de segundo. Em regiões do escoamento totalmente turbulento a 
velocidade média pode ser a\·aliada de forma razoável num intervalo de tempo da ordem de 102 

L ju, onde u e L si'o as magnitudes das escalas de velocidade e de comprimento, respectivamente, 
dos maiores vórtices. Desta forma, a equação (3.3) pode em princípio ser usada para a definição 
de valores médios mesmo em escoamentos não-estacionários, desde que o ao longo do tempo 
mínimo necessário para a média, T, a variação da velocidade média seja muito pequena, ou 
seja: 

T/2 - 3T/2 -
Lr;2 ui(tJ dt - Ir;2 ui(tJ dt 

y-
fo U;(t) dt 

«1 (3.4) 

Quando as variações temporais do escoamento médio são tão rápidas que a equação (3.4) não 
é satisfeita, a definição dada pela equação (3.3) deixa de ser válida. 

A diferença entre a velocidade instantânea Ui e seu valor médio Ui é definida como 

ui= ui- ui (3.5) 

Da equação (3.3) pode-se observar que 
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1 iT/2 1 iT/2 _ 1 iT/2 
- u;ctJ dt = - U;ctJ dt - - U;ctJ dt = o 
T -T/2 T -T/2 T -T/2 

(3.6) 

Por conveniência, usaremos a seguinte notação para a média temporal aplicada acima a u; 

u; =O (3.7) 

Por analogia ao que foi feito para a velocidade Ü;, uma quantidade instantânea qualquer ~ 
pode ser escrita como a soma de um valor médio <I> e um termo de flutuação 1J: 

(3.8) 

e assim, 
1J=O (3.9) 

Com essas relações, podemos agora obter outras necessárias na avaliação da transferência 
de quantidade de movimento, calor e massa do escoamento médio: 

8<1> 8<1> 
(3.10) 

OX; 8x; 

uma vez que operações temporais e espaciais são comutativas. Da mesma forma, 

o1J = a~ = 0 
8x; 8x, 

(3.11) 

3.2.2 Equação de Reynolds 

O campo de velocidade instantâneo de um escoamento turbulento é descrito pelas equações de 
N avier-Stokes: 

• Conservação da Massa, 
a;; a;;ü; 
-+--=0 
8t OX; 

• Conservação da Quantidade de Movimento na direção x; 

(3.12) 

(3.13) 

onde F; é uma força de corpo instantânea. Todas as quantidades aparecendo nas equações acima 
podem apresentar flutuações decorrentes da turbulência. Vamos considerar que as variações da 
massa específica p e da viscosidade ji sejam suficientemente pequenas de tal forma que seus 
efeitos sobre a turbulência possam ser desprezados. Uma outra hipótese que assumiremos é 
a de escoamento incompressível. Com estas hipóteses, as equações (3.12) e (3.13) podem ser 
reescritas como: 

8U; =O 
OX; 

ar;; - aü; 1 a? a aü; 
-+Ui-=---+-v- +F;, at OXj pox; OXj OXj 

(3.14) 

(3.15) 
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Realizando a promédia destas equações resulta: 

au; _O 
ax;- ) (3.16) 

aU; aU; 1 aP a [ aU; -] at + Uj ax
1 

= -P axi + ax
1 

v fJx
1 

-
11

'111 + F;. (3.17) 

Estas equações são conhecidas como as Equações de Reynolds e diferem das equa-;ões (3.14) e 
(3.15) apenas pela presença da média do produto das flutuações de velocidade 11;111 , denominado 
tensor de Reynolds, o qual representa a transferência de quantidade de movimento adicional 
causada pela turbulência. 

Embora 11;11'] tenha sua origem na não-linearidade dos termos de inércia da equação de 
Navier-Stokes, geralmente ele é agrupado junto à tensão viscosa no lado direito da equação de 
Reynolds. Por este motivo, e também pelo seu papel no aumento da difusividade da quantidade 
de movimento, as componentes de u;111 costumam ser denominadas tensões turbulentas. 

Deve-se notar que o tensor de Reynolds é simétrico: 

(3.18) 

Logo existem seis componentes independentes do tensor. A determinação de:,tas componentes 
é o principal objetivo da modelação da turbulência. 

3.2.3 O Conceito de Média Aplicado a Equações de Transporte de 

Escalares 

O transporte de uma propriedade instantânea escalar <I> pode ser descrita atrm és de uma 
equação da forma: 

a pê apu1ê a. ( aê.) --+--=- r- +S-at ax J ax} a.l'J e 
(3.19) 

Além de representar eventuais fontes ou sumidouros. o termo Se pode englobar também qual
quer termo que não ~e encaixe na estrutura dos outros termos da equação. Aplicando o conceito 
de média à equação (3.19) temos 

ae ae a [ ae; -] --+U1-=-. 'Y--u1e +Se at axj ax) axj (3.20) 

onde 'Y =r j p. O termo fonte é representado como uma média Se para enfatizar a possibilidade 
do mesmo conter termos não-lineares. A média do produto de flutuações u Je é interpretada 
como uma difusividade adicional de 8 devido à turbulência e precisa ser determinada. 

3.2.4 Equação de Transporte para o Tensor de Reynolds 

Podemos obter uma equação exata para a descrição do transporte do tensor de Reynolds através 
dos seguintes passos: 
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1. Troca do índice repetido "j" pelo índice "k" na equação (3.15); 

2. Multiplicação da equação por u.J; 

3. Média da equação resultante; 

4. Adição de uma equação equivalente a anterior mas com os índices "i" e "j" trocando 

de posição. 

Após algumas manipulações da equação resultante, obtemos 

onde 

::I) 

1!_ (ÔI/ 1 + Ôllj) 
(! à.r1 à.r, 

Ô!l, Ôll; 
2v-

à.q. Ô.q. 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Os termos do lado esquerdo da equação (3.21) são de fácil interpretação e não necessitam 
de maiores detalhes. Por outro lado. os dois primeiros termos no lado direito representam a 
taxa de geraç·ão de u;IIJ por efeitos da deformação do escoamento médio, PiJ, e pela ação de 
flutuaç-ões de força de corpo. :F,J. 

A correlação entre flutuações de pressão e flutuações de deformação do escoamento, rPiJ, é 
muito importante. Podemos notar que seu traço é zero, já que para um escoamento incom
pressíYel 

011 
-' =0 
Ox; 

(3.28) 

Assim podemos interpretar que o termo rPiJ não contribui para o nível total da energia da 
turbulência, atuando somente para a redistribuição da energia entre as tensões normais. 

Os termos agrupados em D;J estão associados ao transporte difusivo que somente redistribui 
espacialmente 1J.;71 J. Os três primeiros termos aparecendo em D;J são associados ao transporte 
turbulento, enquanto que o último representa a contribuição da ação molecular na difusão, 
podendo ser desprezado em regiões do escoamento totalmente turbulentas. 

Finalmente, o termo E;j representa a taxa de destruição de u.;u'i pela ação viscosa. Ao 
contrário da difusão molecular, citada anteriormente, os termos de dissipação E;j não podem 
ser desprezados em situação alguma, já que englobam correlações de derivadas de flutuações de 
velocidade, as quais são sempre elevadas, mesmo nas menores escalas do escoamento. 

Dada a importância dos termos de produção, P;j, é oportuno exemplificar seus valores para 
uma situação simples de escoamento, mostrada na Figura 3.4, onde a única taxa de deformação 
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Figure 3.4: Escoamento sobre uma placa plana. 

Geração ~ 
~ Redistribuição ~ii 

Figure 3.5: Processo de transferência de energia entre as tensões de Reynolds. 
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importante é oU I oy. Para o caso ilustrado. au I oy > o. Til' < O. U2 > O. v2 > o e w 2 > o. Com 
estas informações. podemos resumir o \·alor da produção para cada tensão atraYés da seguinte 
tabela 

Table 3.1: Produ cão de u,llj 

Pu 
-2 11.v8UI8y o o 

Embora não haja produção para as tensões v 2 e w 2 isto não significa que elas desaparecerão, 
uma vez que o termo qy;i atua para a redistribuição de energia entre as várias tensões normais. 
O processo de transferência de energia entre as tensões ·u2 , v2 e uv pode ser representado pelo 
diagrama indicado na Figura 3.5. Detalhes adicionais de corno o termo de redistribuição age 
serão mostrados na seção 5. 
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3.2.5 Equação de Transporte para a Energia Cinética Turbulenta 

Uma quantidade muito utilizada na investigação da turbulência é a energia cinética turbulenta, 
k, definida como 

U.iu,i 
k=-

2 
(3.29) 

Pode-se obter uma equação de transporte para k pela contração da equação de transporte do 
tensor de Reynolds u.;u.i (ou seja, fazendo i = j) resultando: 

8k 
at + ck = vk + P +c , (3.30) 

onde 

ck 
8k 

(3.31) U·-
J axj 

vk 
a 

axj 
u.· -- +- -v-( u.;u.; p) 8k ] 

J 2 p axj (3.32) 

'Pk 
__ 8U; 

(3.33) -U.;U-j-axj 

c = -v ( 8u.; 8u;) 
axj axj , (3.34) 

Os dois primeiros termos no lado esquerdo da equação denotam a taxa de variação local e 
o transporte por convecção de k, respectivamente. 

O termo Vk representa o transporte de k por difusão, somente transferindo energia de um 
posição para outra no escoamento, não sendo responsável pela geração nem tampouco dissipação 
de k. O último termo entre colchetes refere-se ao transporte molecular de k, enquanto os outros 
dois termos são associados ao transporte turbulento. 

O termo de produção 'Pk representa a taxa de transferência de energia do escoamento médio 
para o mecanismo da turbulência. Finalmente, o último termo na equação (3.30), c, é inter
pretado como sendo a taxa de dissipação viscosa da energia turbulenta. 

3.2.6 Equações de Transporte para o Fluxo Turbulento de Pro
priedades Escalares 

Da mesma forma como fizemos para u.;u.i, podemos também obter uma equação para o fluxo 
turbulento de escalares, u.;B, seguindo os seguintes passos: 

1. Multiplicação da equação (3.19) por u.;; 

2. Adição dessa equação à equação (3.15) multiplicada por B e; 

3. Média da equação resultante. 

Considerando que o termo fonte Se não apresenta nenhum termo de flutuação, a equação 
para u.;B assume então a seguinte forma: 

8u·B 
-'- + C·e = V·e + 'P·e + .~,i9- c·e at ' ' ' 'I' ' ' 

(3.35) 
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onde 

C;o 
ou/) 

(3.36) uka' Xk 

D;o --- 11.;11.kB + 8;k-- vB-- "f1l.;--
a (-- pB ou; -ao) 

OXk p OXk OXk 
(3.37) 

P;o ( ae -oU;) - 11;1J.k-- + uk()-. 
OXk OXk 

(3.38) 

:F;o 
/;B 

(3.39) 
p 

</>;o ~ (:.:J (3.40) 

E;o ( ) ()() 011; 
í+v --

OXk axk 
(3.41) 

Podemos observar que as equações para 'ii;Tij e -;-;;8 têm estruturas semelhantes. 

3.3 Aspectos Fenomenológicos da Turbulência 

3.3.1 Características Básicas da Turbulência 

A turbulência se manifesta em situações de escoamentos com número de Reynolds ele,·ado 
através de instabilidades do escoamento laminar. Os detalhes desta transição não possuem 
até o momento uma descrição matemática completa. já que a maior parte da teoria aplicada 
ao surgimento das instabilidades é válida somente para pequenas perturbações no escoamento. 
No entanto, para a condição de número de Reynolds tendendo ao infinito, onde o transporte 
devido à ação molecular pode ser desprezado, é possíYel um tratamento teórico assintótico da 
turbulência que fornece resultados extremamente úteis. 

Apesar da na',ureza caótica da turbulência, ela pode ser perfeitamente descrita pela teoria 
do contínuo, uma vez que, como veremos nesta seção, as menores escalas de comprimento 
envolvidas no problema são bem superiores ao caminho livre médio das moléculas. 

O escoamento turbulento é dissipativo e precisa de um um sumprimento contínuo de ener
gia, caso contrário decai rapidamente. Uma forma para este suprimento é dada pela própria 
deformação do escoamento médio. Do ponto de vista prático, uma das características mais im
portantes da turbulência é o aumento da difusividade das propriedades do escoamento ( quanti
dade de movimento, calor e massa) causado pelo seu movimento desordenado. É precisamente 
a avaliação deste incremento da difusividade que os modelos de turbulência buscam determi
nar. A próxima subseção apresenta uma avaliação aproximada do efeito da turbulência sobre 
os mecanismos de transporte do escoamento. 

Algumas características de escoamentos livres e de escoamentos junto a superfícies sólidas 
são introduzidas nas subseções 3.3 e 3.4, com o objetivo de fornecer subsídios para a discussão 
dos modelos de turbulência algébricos e diferenciais. 
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3.3.2 Escalas da Turbulência 

Uma das características marcantes da turbulência é aumento das taxas de transferência de 
quantidade de movimento, calor e massa, quando comparada ao regime laminar. Para ilustrar 
isto, vamos comparar as taxas de difusão molecular e turbulenta de calor numa sala com uma 
dimensão característica L e na qual está instalado um radiador de calor. 

Caso não haja movimentação de ar na sala, o calor deve ser transferido por difusão molecular. 
Este processo é governado pela equação da difusão 

ao a2o 
-=~-

at ax;ax; 
(3.42) 

Ao invés de resolver a equação anterior para um conjunto de condições de contorno, vamos 
proceder uma análise dimensional, reescrevendo a equação (3.42) na seguinte forma aproximada: 

(3.43) 

onde b,.() é uma diferença característica de temperatura. Desta forma, 

(3.44) 

Se o comprimento característico da sala L for igual a 5 m, o tempo T m é da ordem de 106 s 
(mais de 10 dias). já que r ar~ 2 X 10-5 m2 js. 

Vamos considerar agora que a turbulência também possa ser caracterizada por L, ou seja, os 
maiores ,·órtices possuem uma dimensão L já que eles são limitados pelo tamanho da sala. Pre
cisamos também de uma Yelocidade característica u para o vórtice. Assim, para o escoamento 
com dimensão L e Yelocidade característica u, o tempo característico é T( 

(3.45) 

'L' ma ,·elocidade característica razoáYel para este tipo de problema é da ordem de 5 cmjs, o que 
fornece Tt ~ 100 s. Portanto, através deste exemplo podemos observar que a difusão turbulenta 
é bem mais efetiva do que a molecular. 

Com os resultados anteriores para T m e Tt. podemos expressar a relação entre as escalas de 
tempo para os dois processos de transporte 

(3.46) 

Como para gases, v ~ 1, a relação anterior em termos adimensionais fica 

1/ 1 
(3.47) -I"V-=-

Tm u.L Re 

No nosso exemplo Re ~ 12 000. Isto mostra que este número de Reynolds do movimento 
turbulento pode ser interpretado como a relação entre a escala de tempo molecular (a qual 
prevaleceria na ausência da movimentação do fluido) e a escala de tempo da turbulência. 

Uma forma de tratar o aumento da difusividade originada pela turbulência é através da 
introdução de uma difusividade turbulenta. Quando fazemos isto, deixamos parcialmente de 
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lado a busca do entendimento da turbulência e tendemos a tratá-la como se ela fosse uma 
propriedade do fluido. Conceitualmente, este procedimento é incorreto mas torna o problema 
matemático bem mais simples. Usando esta definição para o presente problema temos: 

(3.48) 

onde K representa a difusividade turbulenta. 
Para que a equação (3.48) possa representar os efeitos verificados no escoamento turbulento, 

a difusividade K deve ser escolhida de tal forma a fornecer a mesma escala de tempo T1 verificada 
para a difusão turbulenta. Pela análise dimensional da equação (3.48) concluímos que 

L2 
Tt"'-

K 
(3.49) 

e, assim, 

K "'u.L (3.50) 

Esta equação mostra que K aumenta com o aumento da escala de comprimento L dos vórtices. 
A difusividade K pode ser comparada com a viscosidade cinemática v e a difusividade 

térmica 1 
K K 11.L 
- ~-=- = Re 
1 v v 

(3.51) 

A relação entre as difusividades turbulenta e molecular é portanto outra possível interpretação 
para o número de Reynolds do movimento turbulento. 

Até aqui consideramos somente as maiores escalas de tempo e comprimento associadas aos 
maiores vórtices. Ao nível das menores escalas de comprimento, correspondentes aos menores 
vórtices, os termos viscosos atuam no sentido de limitar o surgimento de vórtices ainda menores 
através da dissipação de energia na forma de calor. Já que movimentos com pequenas escalas 
de comprimento tendem a ter pequenas escalas de tempo, é possível que estes movimentos 
sejam estatisticamente independentes dos movimentos mais lentos de grande escala, bem como 
do escoamento médio. Se esta hipótese for correta, movimentos de pequena escala deveriam 
depender somente da taxa de suprimento de energia pelo escoamento médio e da viscosidade 
cinemática. Adicionalmente, como os termos viscosos limitam o tamanho dos menores vórtices, 
a dissipação ocasionada por estes termos deveria igualar a quantidade de energia fornecida. 
Esta é a base da "Hipótese do Equilíbrio Universal" de Kolmogorov (1942), a qual postula que 
os únicos parâmetros importantes para o movimento de pequena escala são a taxa de dissipação 
E: e a viscosidade cinemática v. 

Usando portanto a dissipação E: e a viscosidade cinemática v, podemos formar através de 
uma análise dimensional as seguintes escala de comprimento TJ, tempo Te velocidade v: 

_ (v3)1/4 
TJ- -

E: 
(3.52) 

Da equação (3.52) notamos que as escalas de comprimento e velocidade são tais que o número 
de Reynolds baseado neles é 

VTJ 
Re =- = 1 

v 
(3.53) 
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Uma hipótese razoável a respeito da taxa de transferência de energia dos vórtices de grande 
escala para os de pequena escala é assumir que ela seja proporcional ao inverso da escala de 
tempo dos vórtices de grande escala: 

-1 'lJ. 
Tt =

L 
(3.54) 

Como a energia por unidade de massa dos grandes vórtices é proporcional a 112 , a taxa de 
transferência de energia é, portanto, proporcional a u. 3 /L. Como esta energia deve ser dissipada 
ao nível dos menores vórtices, 

(3.55) 

Usando a relação (3.55) nas expressões (3.52) para os movimentos de pequena escala temos: 

Z = c:) -3/4 = Re-3/4 (3.56) 

( L) -1/2 
~ = 'Z = 11v = Re-1/2 (3.57) 

e 
v (11:) -1/4 = Re-1/4 (3.58) 

Podemos observar que as escalas de comprimento, tempo e velocidade dos menores vórtices 
são muito menores do que as dos maiores vórtices e que esta diferença aumenta com a elevação 
do número de Reynolds. 

A vorticidade tem dimensões de freqüência (s- 1 ). Logo, como a vorticidade dos menores 
vórtices deve ser proporcional ao inverso da escala de tempo r, podemos concluir que a vor
ticidade dos menores vórtices é muito maior do que a dos maiores vórtices. Por outro lado, a 
relação v ju. mostra que a energia dos menores vórtices é bem menor do que a energia contida 
nos vórtices de grandes escalas e,desta forma, num escoamento turbulento a maior parte da 
energia está associada ao movimento de grandes escalas. 

Antes de terminarmos esta seção, vamos examinar se os escoamentos turbulentos podem ser 
descritos pela hipótese do contínuo. Da teoria da cinética dos gases 

(3.59) 

onde v é a viscosidade cinemática, c é a velocidade do som no meio e Ç é o caminho livre médio 
das moléculas. Assim, 

onde 

Ç M _,.,., __ «1 
TJ Re1/4 

u. 
M=

c 

é o número de Mach do movimento turbulento. 

(3.60) 

(3.61) 

Para o caso da transferência de calor numa sala considerada anteriormente, Re = 12500 e 
M = 1, 47 X w-4 e assim f,/TJ ~ 1, 4 X w-5 . 
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• 
Figure 3.6: Esteira formada pelo escoamento sobre um cilindro; adaptado de Kundu (1990). 

3.3.3 Estrutura da Turbulência em Escoamentos Livres 

Para a situação de escoamentos livres, como a esteira formada atrás um cilindro (Figura 3.6), 
a intensidade da turbulência é consideravelmente elevada e fortemente tridimensional. Na 
ausência de gradientes de velocidade, ou outro mecanismo de suprimento de energia, a tur
bulência decai com a distância. 

A Figura 3.7 mostra a distribuição das tensões de Reynolds (u2 , v2, w2, uv) e da energia 
cinética turbulenta k para uma esteira bidimensional. O valor da tensão cisalhante de Reynolds 
nv é zero no centro da esteira devido à condição de simetria e tende também a zero à medida 
que se aproxima da borda da esteira, onde Yigora o escoamento irrotacional. :\este tipo de 
escoamento, a intensidade de 'i"iT' é muito maior do que a de vau jay, fazendo com que a esteira 
aumente rapidamente o seu espalhamento, com a conseqüente queda ela diferença de wlocidade 

Uoo- Uc· 
O balanço de energia, apresentado na Figura 3.8. mostra a contribuição de cada um dos 

termos da equaç·ão de transporte da energia cinética turbulenta k. A máxima produção ele 
energia é localizada próximo ao máximo de 'iTV (e de au 1 a y também). o principal mecanismo 
de suprimento de energia para a turbulência é o gradiente de ,·elocidade do escoamento médio. 
No centro da esteira a difusão é pequena mas ocorre um suprimento de energia consideráYel 
devido ao mecanismo ele convecção. Na região junto à borda da esteira a conYecção torna-se 
uma contribuição negativa devido à transferência de energia para regiões do fluido ainda não 
perturbadas e que vão sendo incorporadas pelo espalhamento da esteira. 

3.3.4 Estrutura da Turbulência em Escoamentos junto a Superfícies 
Sólidas 

Os níveis das tensões de Reynolds em escoamentos junto a superfícies sólidas são muito menores 
do que aqueles encontrados em escoamentos livres, devido à ação inibidora da parede. 

Podemos expressar a tensão local num escoamento junto a uma parede como a soma da 
tensão viscosa e da tensão turbulenta: 

T 
- = vau;ay- uv 
p 

(3.62) 

Na superfície a condição de velocidade nula se aplica a todo instante e, portanto, U; = O eu; = O. 
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(il(x- x0 ) 

----urct 
etc. 

Figure 3.7: Distribuição de tensões de Reynolds numa esteira bidimensional para Re=1360, 
x/d > 500; adaptado de Tritton (1988). 
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Figure 3.8: Balanço da energia cinética k numa esteira bidimensional: i) produção, ii) dis
sipação, iii) convecção, iv) difusão; adaptado de Tritton (1988). 
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Como conseqüência, a tensão de cisalhamento de Reynolds também é nula na parede (u.v =O) 
e, desta forma, a única tensão exercida lá é a tensão viscosa ( v8U j 8y). Numa região um pouco 
mais afastada da parede a tensão de Reynolds tem seu valor aumentado e eventualmente se 
compara em importância à tensão viscosa. Finalmente, afastando-se da parede ainda mais, a 
tensão turbulenta se torna dominante e a difusão molecular pode ser desprezada. 

A Figura 3.9 apresenta as distribuições da tensão total Tjp, da tensão viscosa v8U/8y e da 
tensão turbulenta -uv para uma camada limite sobre uma placa plana em função da distância 
à parede. A região onde a tensão viscosa é importante representa uma pequena fração da 
espessura da camada limite. Para a diminuição brusca na tensão viscosa mostrada na Figura 
3.9, o escoamento médio deve apresentar um perfil de velocidade aproximadamente plano na 
região afastada da parede e uma variação brusca junto à superfície. Para ilustrar isto, a Figura 
3.10 mostra para uma mesma vazão os perfis de velocidade numa canalização para as condições 
correspondentes ao escoamento turbulento e ao escoamento laminar. Fica evidente da figura 
a variação muito mais brusca do perfil de velocidade junto à parede no caso do escoamento 
turbulento. 

Devido à inibição do movimento do fluido na direção normal à parede, a anisotropia das 
flutuações de velocidade junto à parede é bem maior do que no caso do escoamento livre. A 
Figura 3.11 mostra a distribuição das tensões de Reynolds ( 112 , v 2 , w 2 , nv) junto a uma parede 
sólida. Como pode ser observado, as maiores intensidades das flutuações de velocidade ocorrem 
na região adjacente à parede, onde os gradientes de velocidade são muito elevados e, como 
conseqüência, também a geração da turbulência P,j. 

Uma visão da contribuição de cada um dos mecanismos de transporte no balanço da energia 
cinética k é apresentada na Figura 3.12. Existe uma região junto à parede onde a produção é 
elevada e praticamente iguala-se à dissipação. Esta região é comumente dita estar na condição 
de equilíbrio local, numa referência ao fato de que os mecanismos de suprimento e remoção de 
energia da turbulência estão em equilíbrio. 

A taxa de geração Pk da energia cinética k junto à parede pode ser representada por 
m8Uj8y. Bem próximo à superfície a produção de k é pequena devido ao baixo valor de 
/IV. Por outro lado, em regiões afastadas da parede au j8y torna-se pequeno e neste caso 
também a produção será baixa. Podemos escrever o termo de produção de k da seguinte forma 

TiVau =~(r_ Pau) au 
8y p 8y 8y 

(3.63) 

Considerando a região onde a tensão total r é constante, podemos deduzir dessa equação que a 
localização da máxima produção de k ocorre para a posição onde p8U / 8y = r /2. ou seja, onde 
a tensão viscosa e tensão turbulenta trocam seus papéis de dominância sobre o valor de r. 

O Perfil Universal de Velocidade junto a Paredes Sólidas 

Os vórtices próximos a paredes sólidas possuem diminutas escalas de comprimento e assim 
fr~qüências altas. Desta forma, a turbulência nessas regiões pode ser considerada estatistica
mente independente dos vórtices de baixa freqüência (grandes escalas de comprimento) e do 
escoamento médio. Assim, o escoamento junto à parede é assumido ser afetado somente pela 
proximidade da parede e pela viscosidade do fluido. Tal região é denominada Região da Parede 
e pode ser subdividida em três regiões: 

• Subcamada limite viscosa- onde o transporte devido à difusão molecular é dominante; 
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Figure 3.9: Distribuição da tensão total, tensão viscosa e tensão de Reynolds através de uma 
camada limite; adaptado de Tritton (1988). 

Figure 3.10: Comparação entre perfis de velocidade no interior de uma canalização para uma 
mesma vazão: i) escoamento laminar; ii) escoamento turbulento; adapatado de Tritton (1988). 
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Figure 3.11: Distribuição de tensões de Reynolds junto a uma superfície sólida; adaptado de 
Schlichting (1968). 
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Figure 3.12: Balanço de energia para uma camada limite sobre uma placa plana (Re6 = 7 x 104
): 

i) produção, ii) Dissipação, iii) convecção, iv) difusão; adaptado de Tritton (1988). 



120 Captulo 3: Modelos Algébricos e Diferenciais 

• Camada de amortecimento - onde os transportes molecular e turbulento são da 
mesma ordem de magnitude; 

• Região turbulenta - onde o transporte turbulento é dominante. 

Uma outra característica importante do escoamento turbulento junto a superfícies sólidas 
é a existência de uma região onde a tensão total r (a soma da tensão viscosa e da tensão de 
Reynolds) é constante e igual à tensão na parede Tw, conforme mostrado na Figura 3.9. 

Dadas essas características, o perfil de velocidade U do escoamento pode ser determinado a 
partir das condições na parede, expressas pela tensão de cisalhamento r w e pela rugosidade e, 
da distância y à superfície e das propriedades físicas do fluido, ou seja: 

De uma análise dimensional 

onde 

U _ (u*y u*e) --! -,-
u* v v 

u*=JTu·/P 
e v(= 11/ p) é a \·iscosidade cinemática. Para uma superfície lisa e = O e, portanto, 

U _ (u*y) --!-
u* v 

• Subcamada limite viscosa 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

.\a subcamada limite \"Íscosa (y --> O) a tensão total r é praticamente igual à tensão viscosa 
e à tensão na parede T, .. Portanto. 

ou 

au 
{L-~ T = Tw 

8y 

8U ~ Tw 

8y - fL 

Esta relação indica uma Yariação linear de velocidade e, como U =O na parede, temos 

ou, em termos adimensionais: 

Denotando 
u 

u+=
u• 

Tw 
U= -y 

fL 

!!_ = u*y 
u,* 1/ 

e 
+ u*y 

y =-
1/ 

podemos escrever o perfil de velocidade para a subcamada limite viscosa como: 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

(3. 71) 

(3.72) 
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Dados experimentais mostram que esta relação é válida para valores de y+ < 5. 

• Região Turbulenta 

Na região turbulenta o transporte turbulento é dominante. Portanto espera-se que nessa 
região a variação da velocidade não dependa da viscosidade mas somente deu* e y, ou seja, 

~~ = f (u*, y) 

Aplicando uma análise dimensional à equação acima temos 

au u* 

ay "'Y 

onde r; é uma constante de proporcionalidade. Integrando a equação acima, resulta 

1 
v+= -lny+ + B 

K 

(3.73) 

(3.74) 

A relação (3.74) é conhecida como perfil logarítmico de velocidade da parede e é um dos 
resultados mais conhecidos no estudo da turbulência, sendo válida aproximadamente para o 
intervalo 30 < y+ < 200. Na região 5 < y+ < 30 os efeitos viscosos e turbulentos são da mesma 
ordem de magnitude e um perfil de velocidade deve ser ajustado. Para valores de y+ > 200 a 
variação de velocidade não depende mais somente dos parâmetros ligados à parede sólida mas 
também de efeitos dinâmicos da camada limite como um todo. 

De acordo com resultados experimentais de Nikuradse (1933) " = 0,4 e B = 5,5. Por outro 
lado, num trabalho mais recente Coles e Hirst (1968) propõem K = 0,41 e B = 5,0. A Figura 
3.13 apresenta a distribuição de velocidade do escoamento médio junto a uma superfície sólida 
comparada a dados experimentais. 

É importante notar que a Lei da Parede como deduzida aqui não pode ser aplicada em 
algumas situações de interesse prático. Exemplos dessas exceções são escoamentos envolvendo 
paredes com transferência de massa, regiões de separação, regiões com gradientes elevados de 
pressão ou de massa específica, a presença de forças de corpo, etc. 

3.4 Modelos Baseados no Conceito de Viscosidade Tur
bulenta 

Seja qual for o modelo a ser adotado para a simulação do escoamento turbulento, algumas 
características são desejáveis. Inicialmente, o modelo deveria ser matematicamente simples e 
envolver o menor número possível de conceitos físicos. Além disto, deveria ser capaz de prever 
uma grande variedade de escoamentos sem a necessidade de ajustes nas suas constantes ou 
equações. Finalmente, por uma questão de conveniência o modelo deveria ser numericamente 
estável. 

Os modelos que consideraremos são conhecidos como "single-point closures'', pelo fato de 
avaliarem as correlações envolvendo produtos de flutuações (por exemplo, u;ui) a partir de 
propriedades localizadas numa mesma posição espacial. Dentro desta classe de modelos existem 
diferentes metodologias utilizadas para a descrição da turbulência. A maioria delas assume que 
os fluxos de quantidadE! de movimento, u;ui, e de escalares, u;O, podem ser representados por 
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Figure 3.13: Perfil de Yelocidade junto a uma parede sólida; adaptado de Hinze (1975). 

um coeficiente de difusão turbulento (modelos seguindo esta metodologia serão discutidos nesta 
seção). Outras obtém formas modeladas para as equações de transporte de u;ui e u;e (modelos 
deste tipo serão analisados na próxima seção). 

3.4.1 Conceito de Viscosidade Turbulenta 

A hipótese de que as tensões de Reynolds u;ui são proporcionais à deformação do escoamento 
médio, agindo de forma análoga às tensões viscosas, foi originalmente proposta por Boussinesq 
(1877) através do conceito de viscosidade turbulenta. Considerando um escoamento unidire
cional ao longo de uma placa plana infinita, ele propôs que assim como no caso da tensão 
viscosa, a contribuição da turbulência na transferência de quantidade de movimento poderia 
ser modelada por 

au 
-uv = v1 By , (3.75) 

onde u. e v são as flutuações de velocidade associadas às componentes de velocidade U e V, 
paralela e normal à superfície, respectivamente, e y é a direção normal à superfície da placa. Em 
contraste à viscosidade molecular, Vt não é uma propriedade física do fluido mas sim uma medida 
local do nível da turbulência, variando de ponto a ponto e de escoamento para escoamento. 

Ao longo dos últimos anos, a hipótese de Boussinesq, numa forma generalizada proposta por 
Kolmogorov (1942), tem sido um dos métodos mais empregados para a previsão de escoamentos 
turbulentos. Segundo Kolmogorov (1942), o tensor de Reynolds pode ser avaliado através da 
seguinte relação: 

-u·u· = Vt -
1 + --1 

- -8 k (
au au) 2 

1 
J axj ax; 3 11 .. 

(3.76) 



Modelos Baseados no Conceito de Viscosidade Turbulenta 123 

onde 8;i é o delta de Kronecker e k é a energia cinética das flutuações de velocidade. Intro
duzindo esta relação na equação (3.17) resulta: 

-'+Uj-'=---. P+-k +- (v+vt) -'+-1 au au 1 a ( 2 ) a [ (au au·)] 
at axi p axt 3 axi axi ax; (3.77) 

Modelos seguindo esta hipótese avaliam 111 utilizando desde simples relações algébricas até 
mesmo equações diferenciais. A energia cinética k não precisa ser obtida obrigatoriamente do 
modelo já que ela pode ser eliminada pela definição de uma nova pressão P* para o escoamento: 

p* = p + ~k 

3.4.2 Modelo Algébrico do Comprimento de Mistura 

Considerando um escoamento turbulento simples com U = U(y) e V = W = O, conforme 
representado na Figura 3.14, Prandtl (1925) desenvolveu sua Hipótese do Comprimento de 
Mistura e propôs com base nela um modelo algébrico de turbulência. 

Prandtl imaginou para o escoamento turbulento ao longo da parede, porções de fluido que 
se juntam e movimentam-se através de um determinado comprimento Rm sem alterar sua quan
tidade de movimento na direção x. Vamos assumir inicialmente que o movimento de uma 
porção de fluido começe em y = -em e se desloque com v > O ao longo de um comprimento em 
para a nova posição y =O. Sua quantidade de movimento por unidade de volume é pU( -em), 
onde U( -em) designa a velocidade em y = -em. Como o fluido mantém sua quantidade de 
movimento, sua velocidade na nova posição y = O é menor do que a velocidade existente lá. A 
diferença entre as velocidades na nova posição será 

(3.78) 

Através de uma séria de Taylor podemos escrever aexpressão acima na seguinte forma aproxi
mada 

tlU1 :::::: em (~u) 
y y=O 

(3.79) 

Considerando agora uma porção de fluido vindo de y = em para y = O, ou seja v < O, a 
velocidade do fluido será maior do que a velocidade na sua nova vizinhança e a diferença de 
velocidade será 

jj.U2"" em (aau) 
y y=O 

(3.80) 

As diferenças no valor de velocidade originada pelo movimento transversal pode ser interpretado 
como as flutuações de velocidade em y = O. O valor médio do módulo dessas flutuações de 
velocidade em y = O pode ser avaliado por: 

(3.81) 

A equação acima permite que se interprete o comprimento de mistura como a distância que 
deve ser percorrida por uma porção de fluido com sua velocidade original de tal forma que a 
diferença entre os valores de sua velocidade e o da velocidade na nova região seja igual ao valor 
médio da flutuação de velocidade naquela região. 
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y 

X 

Figure 3.14: Escoamento considerado para a Hipótese do Comprimento de Mistura. 

É natural esperar que a componente de velocidade transversal v possui a mesma ordem de 
magnitude de v, ou seja, 

(3.82) 

onde O < c < 1. Para avaliar o produto vv devemos observar que uma condição v > O 
geralmente está associada a uma condição de v. < O, já que porções de fluido vindas de regiões 
com menor velocidade tendem a produzir uma redução de velocidade (flutuação) no novo meio. 
Usando o mesmo argumento, podemos também associar à condição de v < O valores de n > O. 
Desta forma, para o perfil de velocidade representado na Figura 3.14, a tensão cisalhante vv 
deve ser escrita como: 

v. v = -cM. fvlf 
Substituindo as equações (3.81) e (3.82) na equação (3.83) temos 

(3.83) 

(3.84) 

já que a constante c pode ser incorporada na expressão de fm ainda não definida. Finalmente, 
levando em consideração o sinal que u.v deve apresentar para diferentes situações de perfis de 
velocidade, é necessário ainda escrever: 

-u.v = e~JJ(~~)JJ (~~) (3.85) 

A expressão acima é o principal resultado da Hipótese do Comprimento de Mistura de Prandtl. 
O valor do comprimento de mistura Cm varia de acordo com o tipo de escoamento. Por 

exemplo, para escoamentos junto a paredes sólidas é natural esperar que, à medida que se 
aproxime da superfície, a escala de comprimento da turbulência associada ao tamanho do 
vórtices diminua. Nestas situações a expressão comumente adotada para o comprimento de 
mistura é 

(3.86) 
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onde K =O, 41. 
Por outro lado, em regiões do escoamento sem a influência de superfícies sólidas, a escala de 

comprimento é praticamente equivalente a dimensão geométrica do escoamento. Nesses casos, 
o comprimento de mistura é geralmente definido por: 

(3.87) 

onde 8 pode representar a espessura da camadas limite, no caso de esteiras e jatos planos, ou o 
raio no caso de jat.os circulares. O coeficiente cK é introduzido para ajustar a relação aos Yários 
tipos de escoamento, podendo assumir valores entre 0,07 e 0,16. 

Para uma consulta dos valores de em adequados a diferentes situações de escoamento tur
bulento recomenda-se o livro de Launder e Spalding (1972). 

3.4.3 Modelo a Uma Equação 

Na seção 3 vimos que podemos expressar a \"iscosidade turbulenta como o produto de uma 
,·elocidade característica 11 e uma escala de comprimento L. 011 seja. 

v1 ~ uL (3 88) 

Uma forma de introduzir um pouco de mais informaç·ão física do escoamento no cálculo (lP 111 P 
considerar no cálculo da Yelocid~de característica u a energia cinética turbulenta /; ( = "ii";TI,/2) 
da seguinte forma: 

(:3 89) 

A equação de transporte para /; 

onde 

E 

já foi deduzida na seção 2. 
Nesta equação, os dois primeiros termos no lado esquerdo da equação denotam a taxa 

de variação local e o transporte por convecção de k, respectivamente, e não necessitam ser 
modelados. 

o termo vk representa o transporte de k por difusão. o último termo entre colchetes 
refere-se ao transporte difusivo molecular de k e é somente importante em regiões de baixa 
intensidade da turbulência (como, por exemplo, a subcamada limite viscosa). Os outros dois 
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termos aparecendo em Vk são associados ao transporte difusivo turbulento e são portanto 
aproximados através a idéia do conceito de viscosidade turbulenta: 

( 
u.;u.; p) 8k 

-11. · -- + - :::::: 'Yk- . 
J 2 p axj (3.90) 

A difusividade 'Yk é determinada da analogia de Reynolds, que relaciona a difusividade de 
qualquer propriedade linearmente com a difusividade da quantidade de movimento, isto é: 

(3.91) 

O número de Prandtl turbulento Uk para o transporte de k é comumente assumido ser igual a 
1. 

O termo 'Pk, geralmente denotado de termo de produção, representa a taxa de transferência 
de energia do escoamento médio para o mecanismo da turbulência. Em modelos baseados na 
hipótese da viscosidade turbulenta, o tensor 11.;11') aparecendo em 'Pk é aproximado utilizando a 
equação (3. 76). 

Finalmente, o último termo aparecendo na equação, ê, é interpretado como sendo a taxa de 
dissipação viscosa de k. Neste caso, a hipótese de equilíbrio local e a observação experimental, 
que relacionam a dissipação de energia dos grandes vórtices ( ~ k) com as suas escalas de tempo 
(~ Ljk 112 ), já discutido na seção 3, produzem a seguinte estimativa para ê. 

k3/2 
ê:::::: -

L, 

Usando essas aproximações, o modelo a uma equação pode ser expresso como: 

ak .. ak a [ ak J [au; au1] [au;] k312 

-+Uj-=-_ (v+vt)- +vt -+- - --
8t 8xJ 8x3 8x1 8x1 8x; 8xJ L, 

(3.92) 

(3.93) 

A Yiscosidade turbulenta é obtida da seguinte relação, proposta independentemente por Kol
mogoroY (1942) e Prandtl (1945) e caracterizada, em adição à velocidade k112 , pela escala de 
comprimento L",: 

(3.94) 

onde cJ.L( = 0.09) é uma constante empírica. 

Assumindo a condição de equilíbrio local podemos encontrar uma expressão para L,. Ini
cialmente, reconhecemos que para esta condição 

Para o modelo a uma equação 

Portanto, 

_au 
-u.v- =E a v 

k3/2 
L,=------uv au;ay 

(3.95) 

(3.96) 

(3.97) 
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Como nesta região o perfil de velocidade é o logarítmico, 8Uf8y = u*f,y. Introduzindo esta 
relação na equação anterior, e lembrando que na região da parede a tensão local -uv é prati
camente igual à tensão na parede T w e lm = "'Y temos 

k3/2 
L, = - (_)3/ 2 Cm uv 

Para a maior parte da camada limite o coeficiente estrutural -v. v/ k ~ O, 3 se aplica. Logo, 

L,= 2,44y 

A escala de comprimento LI' é geralmente considerada ser igual a L,. No entanto, para 
a região muito próxima à parede onde a viscosidade molecular v é maior ou comparável a 
viscosidade turbulenta v1 , a inclusão das seguintes funções de amortecimento se torna necessária 
para a previsão correta do escoamento: 

L,= 2, 44y [1- exp (-AD y*)] 

LI'= 2, 44y [1- exp (-AI' y*)] 

(3.98) 

(3.99) 

onde AD e AI' são constantes iguais a 0,235 e 0,016, respectivamente, e y* representa um número 
de Reynolds local que indica a intensidade da turbulência e definido como y* = yk 112 jv. 

Para escoamentos livres L, é usualmente expresso por 

L -'' é- ·~ (3.100) 

onde O, 4 < c < 1 (dependente do tipo de escoamento) e ó é a espessura da camada limite. 
Para o caso de camada limite sobre superfícies sólidas é comum a definição de uma "função

degrau": 
L, = 2,44y ---+ y/ó ~ >./"' 
L, = có ---+ yjó > >./, (3.101) 

onde >. =O, 09 e "' =O, 41. Maiores detalhes do modelo a uma equação podem ser obtidos em 
Launder e Spalding (1972). 

3.4.4 Principais Observações sobre os Modelos Algébrico e a Uma 
Equação 

Como vimos anteriormente, o modelo algébrico do comprimento de mistura necessita somente 
de quantidades do campo de velocidade média do escoamento e, desta forma, requer menos 
recursos computacionais do que o modelo a uma equação. 

Para escoamentos em dutos, o modelo a uma equação permite o cálculo de regiões plena
mente desenvolvidas, ou em desenvolvimento, com a simples prescrição de L, . No caso do 
modelo do comprimento de mistura necessitamos introduzir ajustes para evitar que v1 = O 
quando 8U/8y =O (Figura. 3.15a). 

Regiões de separação do escoamento (Figura. 3.15b) são também situações onde o modelo 
do comprimento de mistura é totalmente inadequado. Devido aos pequenos gradientes de ve
locidade média na região de separação, o modelo do comprimento de mistura não é capaz de 
prever os coeficientes do transporte turbulento com a intensidade evidenciada por dados exper
imentais. Além disto, o modelo é também incapaz de prever os níveis elevados de turbulência 
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Figure 3.15: Situações de escoamento onde o modelo do comprimento de mistura fornece resul
tados fisicamente inconsistentes: adaptado de Launder e Spalding (1972). 

n'rificados experimentalmente em regiões de estagnação do escoamento. Essa deficiências, que 
não acontecem no modelo a uma equação, se originam essencialmente pelo fato do modelo do 
comprimento de mistura não incluir os mecanismos de transporte por convecção e difusão no 
cálculo de v1. Para a condição de equilíbrio local, onde a com·ecção e a difusão são insignifi
cantes. os dois modelos de turbulência são equi\·alentes. 

A. maior deficiência do modelo a uma equação, e também da formulação do comprimento 
de mistura. é a necessidade de se prescre,·er uma escala de comprimento para caracterização 
da turbulência. Esta prática, com a exceção de escoamentos de geometria simples, é de difícil 
execução. O ideal seria portanto determinar o valor da escala L, também de uma equação de 
t.ransporte; este enfoque é discutido a seguir. 

3.4.5 Modelos a Duas Equações 

A Escolha da Segunda Variável 

Na elaboração de um modelo a duas equações faz sentido continuarmos usando a equação para 
a energia cinética k, devido ao pouco empiricismo usado na sua obtenção. Como podemos 
utilizar qualquer combinação do tipo ka Lb para a segunda variável, várias propostas surgiram 
ao longo dos anos: 

• Freqüência dos vórtices!(= k112L-1) (Kolmogorov, 1942); 

• Produto energia x escala de comprimento kL (Rodi e Spalding, 1970); 

• Vorticidade: w(= kL-2 ) (Wilcox, 1988); 

• Dissipação é(= k312 L -l) da energia cinética k (Harlow e Nakayama, 1968 e Launder 
e Spalding, 1974). 

O modelo k-f é sem dúvida o modelo que tem recebido maior atenção devido, principalmente, 
aos trabalhos de Jones e Launder (1972, 1973) e de Launder e Spalding (1974). 
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Equação de Transporte para é 

Uma equação exata para o transporte de é pode ser obtida pela manipulação das equações de 
Navier-Stokes. 

II 

VI 

u/)u; 82U; 
-2v-----

8xk 8xj8Xk ....___,__._, 
III 

(3.102) 

O termo I corresponde à taxa da variação local e a taxa do transporte de é por convecção 
e não necessita de modelação alguma. Porém, vários outros termos na equação precisam ser 
aproximados. Os termos II e III representam a geração de é devido a mecanismos associados a 
vorticidade e ao escoamento médio. De acordo com Tennekes e Lumley (1972), ambos podem 
ser desprezados em situações de números de Reynolds elevados. Os termos IV e V são, respec
tivamente, a geração devido ao alongamento dos vórtices e à dissipação viscosa. Finalmente, o 
termo VI representa a difusão de é. 

Modelação da Equação de é 

Os termos na equação de transporte de é podem ser agrupados de tal forma a representarem 
mecanismos físicos distintos: 

(3.103) 

onde 'D" P, e d, representam, respectivamente, os mecanismos de difusão, produção e destruição 
de é. As principais técnicas para a modelação dos termos na equação de é são a análise 
dimensional e a intuição física. 

A difusão 'D, é aproximada usando o gradiente de é: 

d, ~ _!_ [( Vt +v) !!___] 
axj a, 8xj 

(3.104) 

Por outro lado, a produção Pk de k deve ser balanceada pela produção P, de é para evitar 
um aumento ilimitado de k. Assim, 

é 
P, ';::! kpk (3.105) 

onde (é/ k) é o inverso da escala de tempo. 
O termo de destruição de na equação de é deve tender ao infinito quando k -+ O, caso 

contrário k pode tornar-se negativo. Desta forma: 

d, ';::! ~é (3.106) 
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Figure 3.16: Escoamento através de uma tela. 

C sando as aproximações anteriores, o modelo k-E: para números de Reynolds elevados assume 
a seguinte forma: 

-+U- =- v,- +vt -' +--1 
-' àk àk à [ àk] [àU àU] rau] 

àt J à.r} à.rj ÔXj a.rj à:r, L Ô.rj 
- f. (3.107) 

--c-=- __ ._ +C: -P .. - C:-8õ &: a [vtàõ] E: E:
2 

8t 1 8.r1 àx1 rr, à.r1 ., k •2 k 
(3.108) 

ond<': 

(3.109) 

com os \·alores das constantes tomando os seguintes \·alores: c11 =O. 09; cd = 1, 44; cE2 = 1, 92; 
rrk = 1.0 e rr, = 1. 3. A seguir são apresentadas as formas através das quais os valores de c11 , 

c: 1e c,1 são determinados. 

• Determinação de c,2 

O valor de ce2 é determinado pela observação do decaimento da turbulência gerada por 
uma tela em um túnel de vento, conforme ilustrado esquematicamente na Figura 3.16. Para 
uma posição suficientemente afastada da tela (x > lOOY), onde Y é o espaçamento da malha, 
pode-se obter aproximadamente a condição de isotropia para a turbulência (u2 ~ v2 ~ w2) e 
portanto k ~ 3/2 -;;'2_ 

Considerando o escoamento ser uniforme e a turbulência homogênea, as equações de k e E 

assumem a seguinte forma: 
dk 

(3.110) U-=-E 
dx 

e 
de c2 

U- = -c,2- (3.111) 
dx k 

Assumindo uma variação para energia cinética do tipo k = cxn nas equações acima temos 

Ucnxn-l =-E: (3.112) 
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e 

Logo, 

(u n-1)2 
U2 ( 1) n-2 cnx cn n- x = -Câ 

cxn 

n-1 
Câ = -

n 
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(3.113) 

(3.114) 

De medições experimentais do decaimento de k ao longo de x temos que n ~ -1.08 e desta 
forma Cez = 1, 92. 

• Determinação de cJ.L 

A constante cJ.L pode ser determinada a partir da região logarítmica do perfil de veloci
dade, onde o efeito da tensão viscosa é insignificante, a produção de energia cinética é igual à 
dissipação viscosa e a tensão de Reynolds ( uv = ( u*) 2 

= Tw/ p) é praticamente constante. 
Do perfil logarítmico de velocidade podemos escrever 

au 
oy 

u* 

;;y 
(3.115) 

onde ;; = O, 41. Substituindo a relação acima na equação da energia cinética k para a condição 
de equilíbrio local vem que 

Logo, podemos escrever 
( u.*)3 

t:=-
r;,y 

(3.116) 

(3.117) 

Expressando a tensão turbulenta através do conceito de viscosidade turbulenta do modelo k-t: 

(3.118) 

e substituindo as estimativas para os valores de é e au /8y temos 

uv 1/2 --=c 
k J.L 

(3.119) 

Ao longo da maior parté da camada limite sobre uma placa plana a seguinte relação estrutural 
da turbulência é válida (Figura 17): 

Portanto, cJ.L ~ O, 09. 

• Determinação de ca 

-v. v~ o, 3 
k 

(3.120) 
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Figure 3.17: Relação entre a tensão cisalhante íTü e a energia cinética k na seção transversal de 
uma camada limite: adaptado de Hinze (1975). 

A determinação de cfl pode também ser realizada com auxílio do perfil de velocidade 
logarítmico e da condição de equilíbrio local. Estas condições aplicadas à equação modelada do 
transporte de E (retendo os termos de difusão, produção e dissipação) fornecem como resultado 

a (u* 4 -I) (c,2- c,J) cY2
u*

4 
o - --:- - y _j_ ---::-::--"'---

- 8y rr, . ~-.-2y2 

Resoh·endo a equação acima temos 

~-.-2 
c,l = fc2-~ 

(T E('IJ.I 

(3.121) 

(3.122) 

Podemo~ ob~cn·ar que cc 1 é relacionado a rr". Os escoamentos !ines são muito sensÍ\·eis a 
mucliln<;a::; no~ c-oefic-ientes cc 1 e c,2. tal que uma alteração de 10% nos seus valores altera a 
taxa de cre,..cimento da camada limite de mistura em torno de 40%. Estes escoamentos são 
adorado,; para ajustar numericamente os Yalores de c,- 1, pelo ajuste de rr,, de tal forma que o 
modelo produza uma boa pre\'isão do escoamento. O ,·alor de rrE = 1, 3 é comumente adotado 
no modelo. gerando um ,-alor de c,- 1 = l. 49. :\o entanto, o modelo de Launder e Spalding 
(191--l) rmprega c,- 1 = 1. --!--!. 

Modelo k-c: para Números de Reynolds Baixos 

Em regiões junto a superfícies sólidas onde y+ < 30, o transporte difusivo molecular não pode 
ser desprezado e portanto deYe ser incluído em todas as equações de transporte. Praticamente 
todos os modelos a duas equações utilizam alguma correção, em função de um número de 
Reynolds da turbulência. para a previsão correta do escoamento. 

Considera-se que os efeitos ,·iscosos começam ser importantes quando: 

k2 
Rt =- < 100 

VE 
(3.123) 

Em regiões próximas a paredes sólidas, a condição de não deslizamento implica que k ---> O e 
E =I O quando y ---> O, onde y é a distância à parede. Então nessas regiões Rt ---> O. Para ilustrar 
isto vamos considerar a o escoamento sobra a placa plana mostrada na Figura 18. 

A condição de não-deslizamento na parede implica que para as flutuações de velocidade u., 

v e w 
u.=u.=w=O 
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r(V,v) 

x(U, u) 

Figure 3.18: Escoamento sobre uma placa plana. 

e au aw 
-=-=0 ax az 

em y = O. Assim, pela continuidade, 

a v 
-=0 
8y 

em y=O 

Portanto, representando as flutuações de velocidade u, v e w através de polinômios 

u aly + a2y2 + 
v b2y2 + 
w c1y + C2Y2 + 

temos, 
uv a1b2y3 + 
k 1/2 (ai+ ci) y2 + 

e 
llt"' y3 

Sabemos que 

(au;r ê=!l-axj 
Portanto, para a dissipação na parede, fw, a seguinte condição ocorre 
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(3.124) 

(3.125) 

(3.126) 

(3.127) 

(3.128) 

(3.129) 

(3.130) 

Da equação acima podemos observar que f em y =O é diferente de zero (Ew i- 0). No entanto 
definindo E como 

E= ê- 2v ( 
8~~

2

) 
2 

(3.131) 
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temos que Ew =O. 
O primeiro modelo k-é para números de Reynolds baixos foi proposto por Jones e Launder 

(1972) e adota "i ao invés de é com o objetivo de simplificar a prescrição da condição de contorno 
de é na parede. Além disto, Jones e Launder (1972) adicionaram na equação da dissipação um 
termo fonte proporcional a 

( 
a2ui )

2 

llllt ---
axk8Xm 

com o objetivo de melhorar a previsão do perfil da energia cinética k junto à parede. 
O modelo de Jones e Launder (1972) foi ot.imizado posteriormente por Launder e Sharma 

(1974), a fim de tornar as constantes do modelo também adequadas para escoamentos livres. 
A versão final do modelo tem a seguinte forma: 

ak ak a [( v1 ) a~.: J [au; au1] [aui] _ (ak1/2) 2 
-:- + uj- = - 1/ + - - + llt - + - - -é - 2v --at 8x j 8x j CTJr 8Xj 8Xj 8x; 8Xj 8x; 

e 

com a \"iscosidade turbulenta sendo calculada através de 

k2 
v,= JJ.lcJ.l ~ 

(3.132) 

(3.133) 

(3.134) 

As funções h. h e fw introduzidas para corrigir o modelo em regiões do escoamento sob ação 
dt' efeitos úscosos. tomam as seguintes formas: 

h 
h 
JJ.l 

1.0 . 

1.0 - 0.3 exp(-R;) 

exp[-3.4/(1.0 + Rt/50.0) 2] 

(3.135) 

(3.136) 

(3.137) 

Os valores das constantes cJ.l, C<J, c€2, crk e cr, permanecem como no modelo k-é para número 
de Reynolds elevados. 

Deficiências do Modelo k-é 

Em algumas situações comuns de escoamento o modelo k-é apresenta deficiências significativas. 
Exemplos dessas situações são: 

1. Escoamento na presença de curvatura de linhas de corrente; 

2. Escoamento sob ação de gradientes de pressão adversos; 

3. Escoamentos com regiões de separação; 

4. Jatos; 
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5. Escoamentos sob ação de campos de força. 

i) Curvatura de Linhas de Corrente 

Escoamentos que possuem linhas de corrente curvas são um exemplo onde a modelação da 
turbulência é extremamente difícil. Por exemplo, na Conferência de Stanford 1980-81 (Kline 
et al., 1981) nenhum dos modelos testados conseguiu prever os efeitos da curvatura das linhas 
de corrente sobre o escoamento, sem que fossem incluídos nas equações termos extras para este 
fim. Bradshaw (1973), numa excelente revisão deste tipo de escoamento, mostra que mesmo 
taxas de deformação pequenas associadas a curvaturas suaves das linhas de corrente acarretam 
um efeito pronunciado sobre as tensões de Reynolds. Resumidamente, pode-se dizer que a força 
centrífuga reduz a turbulência sobre superfícies convexas e aumenta sua produção ao longo de 
superfícies côncavas. 

Mais recentemente, Muck et al. (1985) e Hoffman et al. (1985) analisaram em detalhes os 
efeitos de curvaturas convexas e côncavas sobre camadas limite e concluiram que eles são total
mente diferentes entre si, mesmo do ponto de vista qualitativo. Uma das diferenças apontada 
por eles relaciona-se ao tempo de resposta muito mais curto da camada limite à aplicação ou 
retirada de curvaturas convexas. Além disto, eles notaram que os efeitos de curvatura convexa 
não causam grandes alterações na estrutura da turbulência, ao contrário daqueles associados à 
curvatura côncava, onde a turbulência é modificada diretamente pela própria curvatura e indi
retamente pelo surgimento de vórtices longitudinais semi-invíscidos ao longo da superfície. Por 
este motivo, eles sugerem que modificações nos modelos de turbulência para o cálculo destes 
efeitos devam ser implementadas de forma distinta para os dois tipos de curvatura. 

Dados experimentais mostram que para reproduzir os efeitos mencionados acima através do 
conceito de viscosidade turbulenta, adotado no modelo k-é, precisamos de uma relação do tipo 

(3.138) 

onde 8 < a: < 15. 
V árias propostas surgiram para minimizar esta deficiência do modelo k-é e, via de regra, 

utilizam como parâmetro o número de Richardson. As correções são introduzidas na forma 
de termos fontes/sumidouros na equação da dissipação é. Por exemplo, Launder et al. (1977) 
propuseram: 

Cg2 = 1, 92 (1, o- o, 2Rit) (3.139) 

onde 
. k2 V9 cosa â (rVo) 

Rtt = -------
é2 r 2 âr 

(3.140) 

As correções introduzidas nos modelos para a previsão dos efeitos da curvatura de linhas 
de corrente são de alguma ajuda mas são necessárias diferentes interpretações do número de 
Richardson em função do tipo de escoamento considerado. 

ii) Gradientes Adversos de Pressão 

Originalmente, as constantes do modelo k-t: foram ajustadas de tal forma a produzir para 
o caso de escoamento turbulento em equílibrio local (Pk = t:) o correto aumento da escala de 
comprimento da turbulência c.om a distância y medida a partir da parede, isto é: 

Le = 2,44y (3.141) 
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Através da evidência experimental sabe-se que a escala de comprimento dada pela relação 
acima é válida mesmo para escoamentos sob a ação de gradientes adversos de pressão elevados. 
Porém, quando a camada limite progride em direção à separação do escoamento, o modelo k-€ 
prevê escalas de comprimento L, = (k312 j€) muito maiores do que L •. Conseqüentemente, 
os níveis de turbulência tornam-se excessivos e o escoamento tende a não separar-se, mesmo 
em situações em que a evidência experimental indica o contrário. Este problema, associado à 
equação de ê, é ainda mais crítico quando adota-se a versão do modelo k-€ para baixos números 
de Reynolds. 

Hanjalic e Launder (1980) propuseram uma mofificação para a equação de € a partir da mod
elação de escoamentos em bocais. Haja visto os grandes gradientes de velocidade na direção 
principal do escoamento em tais situações, eles argumentaram que a energia através do espectro 
da turbulência é transferida preferencialmente pelas tensões normais. Pelo fato desta energia 
terminar sendo dissipada pela ação viscosa ao nível dos menores vórtices, Hanjalic e Launder 
(1980) argumentaram que a equação da dissipação € deveria prever este papel maior dt>..s con
tribuições originadas pelas tensões normais. Para conseguir este efeito, eles propuseram em 
P, um coeficiente maior do que ce1 para as tensões normais através da seguinte da seguinte 
modificação: 

(3.142) 

onde 
O se dois ou mais índices se repetem 

Eijk 1 se a permutação for seqüencial (3.143) 
-1 se a permutação for alternada 

com ce1 = 4,44 e c~1 = 3,0. 
Expandindo a equação anterior para uma situação de escoamento bidimensional e usando a 

aproximação de Boussinesq 

-u·u · = llt (ÔU; + âUj) - ~8 k 
' 

1 ÔXj Ôx; 3 '1 

tem-se 

(3.144) 

Podemos explorar agora a ação dessa proposição de Hanjalic e Launder (1980) para algumas 
situações comuns de escoamento, conforme indicadas na Figura 3.19. 

• Camada limite sobre superfície plana e com gradiente adverso de pressão 

Neste tipo de escoamento a única deformação importante é âU / ây. Considerando a presença 
de um gradiente adverso de pressão P, se reduz a 

(3.145) 
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(b) 

Figure 3.19: Escoamento turbulento sobre superfícies (a) plana e (b) levemente curva. 

Como pode ser obervado, o termo atua no sentido de tornar a produção de E muito 
mais ensível a acelerações e desacelerações do escoamento, já que cEl é bem maior do que 
(cEl- c~ 1 ) .Hanjiilic e Launder (1980) verificaram desta forma uma melhora significativa na 
modelação de jatos e camadas limite com gradientes adversos de pressão. Mais tarde, Rodi and 
Scheuerer (1986) adotaram a mesma modificação na previsão de outras situações de camada 
limite sob um gradiente adverso de pressão, observando também uma melhora sensível nos 
resultados. 

• Escoamento com linhas de corrente curvas 

Para esta situação de escoamento, ambas as taxas de deformação au I ay e a v I ax são 
importantes. Assim, 

(3.146) 

É interessante observar desta equação que o coeficiente (ce~ + <1) é muito maior do que 
(ce~- c~1 ). Para uma. camada limite desenvolvendo-se sobre uma superfície convexa au 18y 
é positivo e 8VI8x é negativo. Assim, o produto deles é negativo e, mesmo para curvaturas 
suaves, o termo pode ser elevado o suficiente para a diminuição de E e um conseqüente aumento 
da viscosidade turbulenta; ou seja, um efeito exatamente oposto à situação física verificada 
experimentalmente. A proposição de Hanjiilic e Launder (1980) por esta razão não é adequada 
para escoamentos na presença de linhas de corrente curvas, sob pena de fornecer resultados não 
realísticos. 

iii) Escoamentos com Região de Separação 

A eficiência de um grande número de aplicações é afetada pelo fenômeno da separação do 
escoamento causada por gradientes adversos de pressão ao longo de superfícies sólidas. Sob 
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a ação do campo de pressão e da tensão na parede, o fluido é desacelerado junto à superfície 
até o repouso para então separar-se. As informações disponíveis sobre este tipo de escoamento 
tem se originado quase que exclusivamente de trabalhos experimentais e muito pouco de abor
dagens teóricas. Apesar da grande importância tecnológica e do grande esforço envolvido na 
investigação do fenômeno, o entendimento da interação dos fatores envolvidos na separação de 
escoamentos turbulentos permanece ainda um grande desafio. 

Simpson et al. (1974) realizaram uma análise experimental de uma camada limite com 
separação usando anemometria laser e observaram que a lei da parede é válida somente até a 
região próxima ao ponto de separação, uma região segundo eles onde os termos das equações do 
movimento associados às tensões normais têm grande importância. Simpson et al. (1981) apre
sentaram um exame detalhado da região separada e concluíram que não é possível estabelecer 
para ela uma lei da parede. Com base nos resultados experimentais, eles argumentaram que 
o escoamento em sentido reverso na região separada não é proveniente do escoamento médio à 
jusante, e sim de vórtices de considerável tamanho que cru~am a camada limite. Além dis~o, a 
tensão cisalhante uv foi observada ser dependente somente da estrutura da turbulência e não ter 
relação alguma com taxas de deformação média do escoamento. Por este motivo Simpson et al. 
(1981) concluíram que modelos de turbulência baseados no conceito de viscosidade turbulenta 
são inapropriados para a descrição da região separada. 

iv) Jatos 

Os jatos circulares têm uma taxa de espalhamento em torno de 20% menor do que os 
jatos planos. No entretanto, previsões desses escoamentos com o modelo k-t: fornecem um 
espalhamento maior para os jatos circulares. O problema novamente parece ser originado na 
equação de t:. Apesar de várias tentativas para a otimização das constantes no modelo nenhuma 
delas alcançou sucesso. 

iv) Escoamentos sob a Ação de Forças de Corpo 

Situações de escoamento onde ocorre a presença de forças de corpo são também inapropri
adas para uma análise com o modelo k-t:. A seção 5 apresenta uma discussão sobre a origem 
do problema. 

Observações Gerais sobre as Deficiências do Modelo k-t: 

O modelo k-t: é falho na previsão de escoamentos afastados da condição de equilíbrio local. Esta 
deficiências são sérias o suficiente para que o modelo tenha que ser utilizado com cautela na 
previsão de escoamentos complexos. Basicamente, os erros no modelo k-t: se originam pelo uso 
de uma relação entre tensões turbulentas e taxas de deformação do escoamento médio análoga 
à usada para o escoamento laminar e também à pouca fundamentação física da equação de 
transporte de E, para a qual nenhuma das correções propostas até o momento fornece uma 
generalidade suficiente. 

Outras Propostas de Modelos a Duas Equações 

i) Modelo k-t: Não-Linear 

A relação linear usada para u;ui não é adequada em muitas situações. Por exemplo, para 
um escoamento plenamente desenvolvido num duto de seção retangular o modelo k-t: prevê a 
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Figure 3.20: Escoamento secundário em esoamentos turbulentos plenamente desenvolvidos no 
interior de dutos: a) seção triangular; b) seção retangular. 

condição de isotropia para a turbulência, contradizendo os resultados experimentais. Este erro 
ocasiona a supressão do escoamento secundário, verificado experimentalmente (Figura 3.20), 
uma vez que para isto a condição de anisotropia u 2 i v 2 deve existir. 

Um outro problema decorrente de imprecisões na previsão das tensões normais acontece 
em regiões de separação do escoamento (Figura 3.21). Nessas situações, como enfatizado por 
Simpson et al. (1974), as tensões normais têm um papel importante sobre o escoamento à 
medida que se aproxima do ponto de separação. 

Uma tentativa para contornar os problemas acima consiste na inclusão de termos não
lineares no cálculo de u;ui (por exemplo, Lumley, 1970, Speziale, 1987 e Myong e Kasagi, 1990). 
Dentro desta classe de modelos, a porposta de Speziale (1987) é uma das mais conhecidas e 
avalia u;ui é através da seguinte expressão: 

onde 

(3.148) 

(3.149) 

A complexidade de implementação e o tempo de processamento computacional requeridos 
pelo modelo de Speziale (1987) são comparáveis aos modelos diferenciais para as equações de 
transporte de uiuj, a ser discutido na próxima seção, mas requer aproximadamente 30% a 
menos de espaço de memória. 

As Figuras 3.22 e 3.23 mostram resultados da distribuição de tensões normais ü2 e v2 obtidos 
com o modelo de Speziale ( 1987) para o escoamento plenamente desenvolvido no interior de 
uma canalização de seção retangular, comparados aos resultados obtidos com o modelo k-ê. 
Nota-se que enquanto o modelo k-ê prevê a condição de isotropia (ü2 = V2 = ~), o modelo 
não-linear prevê valores diferentes para as tensões normais e prever o escoamento secundário, 
conforme ilustrado na Figura 3.24. 
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I· L ·I 
Figure 3.21: Separação do escoamento turbulento provocada por uma expansão brusca. 
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Figure 3.22: Distribuio da tenso normal uu para o escoamento plenamente desenvolvido em 
duto de seo retangular; O Resultado experimental; -- k- E; - k-é' no-linear; adaptado de 
Speziale {1998). 
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Figure 3.23: Distribuição da tensão normal vv para o escoamento plenamente desenvolvido em 
duto de seção retangular; O Resultado experimental; -- k-e; - k-E não-lir,ear; adaptado de 
Speziale (1998). 

~~ 
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Figure 3.24: Escoamento secundário plenamente desenvolvido numa canalização de seção re
tangular obtido com o k-e não-linear; adaptado de Speziale (1987). 
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ii) Modelo RNG k-e 

Uma variante do modelo k-e, recentemente proposta por Orszag et al. (1993), foi derivada 
a partir da Teoria do Grupo de Renormalização. O apelo desta nova versão, denominada 
de modelo RNG k-e se deve ao fato de que constantes e funções aparecendo no modelo são 
obtidas teoricamente, e não empiricamente como no caso do modelo k-e tradicional. Além 
disto, o modelo pode ser aplicado à subcamada limite viscosa sem a necessidade da inclusão de 
correções nas constantes ou funções nas equações de transporte. 

Devido à sua base matemática, em oposição ao caráter empírico do modelo k-e tradicional, 
Orszag et al. (1993) defendem que o modelo RNG k-e oferece um espectro de aplicação maior. 
Resultados preliminares, indicam que o modelo RNG k-e fornece previsões mais precisas do 
que o modelo k-e, em situações de escoamento incluindo separação, linhas de corrente curvas e 
regiões de estagnação. 

A viscosidade efetiva VeJ( = v + Vt) é calculada no modelo RNG k-e pela seguinte relação: 

(3.150) 

ll qual é válida para qualquer nível de turbulência. 
A energia cinética k e sua dissipação e são obtidas de suas respectivas equações de transporte, 

também derivadas teoricamente: 

(3.151) 

e 
ae a [ ae J e 2 e

2 

Uj-a =-a OIVeff-a +ce,-kvtS - cé2-- R, 
Xj Xj Xj k 

(3.152) 

com os valores de ce1 e ce2 iguais a 1,42 e 1,68, respectivamente. O inverso do número de 
Prandtl 01 para o transporte turbulento é dada pela seguinte relação: 

I 
01 - 1, 392910.6321 I 01 - 2, 392910.3679 

OIO - 1, 3929 OIO - 2, 3929 
(3.153) 

onde 010 = 1.0. 
O termo de deformação, R, é obtido de 

R = cl'113 (1 - 11/11o) e2 e2 

1 + f3173 k 
(3.154) 

com 17 = Skje, 11o ::::: 4, 38, f3 = O, 012, S 2 = 2S;jSii e S;i = 1/2(aU;j8xi + 8Ui/8x;). Em 
regiões de pequenas deformações do escoamento, o termo R tende a aumentar Vef um pouco, 
mas mesmo nessas situações o valor de Vef é ainda menor do que o valor que seria avaliado 
pelo modelo k-e tradicional. Em regiões de grande deformação o sinal de R torna-se negativo e 
v.1 é reduzido consideravelmente. Esta característica do modelo RNG k-e é responsável pelas 
melhorias verificadas na previsão de escoamentos com regiões de separação. 

Finalmente, o valor menor de ce3 obtido na dedução do modelo RNG k-e, comparado ao 
valor de 1, 9 usado no modelo k-e tradicional, age no sentido de reduzir a taxa de destruição 
de e, fornecendo valores menores para Vef· 
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3.5 Modelos para a Equação de Transporte das Tensões 
de Reynolds 

Os modelos baseados no conceito de viscosidade turbulenta fornecem resultados satisfatórios 
para escoamentos turbulentos bidimensionais sobre superfícies planas mas não são capazes de 
prever corretamente os efeitos da curvatura de linhas de corrente sobre o escoamento. Uma 
outra limitação dessa classe de modelos acontece na avaliação das tensões normais de Reynolds, 
de grande importância em escoamentos com separação. Uma alternativa para a solução desses 
problemas é a obtenção das tensões de Reynolds diretamente de suas equações de transporte. 
Nesta seção serão discutidos as principais vantagens, e também limitações, associadas aos mod
elos para as equações de transporte do tensor de Reynolds. Inicialmente, são discutidos alguJlS 
aspectos físicos da turbulência que estão envolvidos na equação de transporte de u;ui e, poste
riormente, apresentadas as técnicas comumente adotadas para a sua modelação. 

3.5.1 Aspectos Físicos das Equações de u;uj 

Termo de Produção P;j 

i) Escoamento sobre Placa Plana 

Vamos considerar o termo de geração de devido à ação da deformação do escoamento médio: 

(3.155) 

Bradshaw (1973) mostrou que reduzidas taxas de deformação associadas a pequenas cur
vaturas do escoamento causam apreciáveis alterações nos níveis das tensões de Reynolds. Para 
uma camada limite sobre uma placa plana (Figura 3.19a), onde somente a tensão cisalhante uv 
é importante, a geração de u;uj dada pela equação (3.155) se reduz a 

-âU 
Puv= -v2-

ây 

Bsta relação mostra porque uv tem sinal oposto a âU /ây. 

ii) Escoamento sobre Superfície Curva 

(3.156) 

Para uma camada limite desenvolvendo-se sobre uma superfície levemente curva (Figura 
3.19b), isto é 

âV,.... 
10

_2 âU 
âx Ôy 

o termo de geração assume a seguinte forma 

P-=- v2-+~-,.... (-âU âV) 
uv ôy ôx 

P-~ -2uvôV 
u2 Ôx 

(3.157) 

(3.158) 

(3.159) 
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Próximo à superfície~ é muito maior do que V2" (Figura 3.11) e, desta forma,~ aumenta 
a influência de ôVIôx em P-...,. Além disto, 'J'vi origina-se puramente de ôVIôx e como para 
uma superfície côncava este gradiente é positivo V2" é aumentada. Como resultado, verifica-se 
que em semelhantes situações uv é entre 10 a 15 vezes mais sensível a ôV I ôx do que ôU I ôy. 

Obviamente, os modelos baseados na hipótese de Boussinesq são incapazes de prever semel
hante influência de ôVIôx sobre uv. Em tais situações, a relação de Boussinesq fornece o valor 
da tensão de cisalhamento como: 

-uv = Vt (ôU + ôV) 
ôy ôx 

(3.160) 

Assim, se ôV I ôx for 1% de ôU I ôy teremos somente uma alteração 1% sobre uv. A deficiência 
do modelo está relacionada precisamente com a hipótese de Boussinesq, a qual relaciona tensões 
de Reynolds e taxas de deformações do fluido numa forma análoga à usada para fluidos New
tonianos. 

Termo de Produção :F;i 

A aplicação de um campo de força pode alterar as características do escoamento médio e da 
turbulência. Como vimos na seção 3, uma flutuação de força, /;, origina termos do tipo: 

(3.161) 

na equação de u;ui e 
:F;o = f;(J (3.162) 

na equação.de u;O. 
Geralmente os efeitos sobre o escoamento médio podem ser modelados usando o conceito 

de viscosidade turbulenta. No entanto, como veremos a seguir, os efeitos sobre u;ui e u;O só 
podem ser descritos por modelos baseados nas suas respectivas equações de transporte. 

?? 

i) Força empuxo 

Vamos considerar incialmente a situação de uma pluma térmica, como mostrada na Figura 

No presente caso temos 9; = { -9, O, O). Logo a geração de u;ui (P;i e F;j) é dada por 

ôU -9 
uu: -uv-- 2up1-

Ôy p 

vv e ww: O 

_ _ ôU -9 
uv : -vv-- vp'-

ôy p 

(3.163) 

(3.164) 

(3.165) 

O fato de ôUiôy ser negativo faz com que uv seja positivo. Da mesma forma, como ôplôx 
é positivo, vp' é negativo. Assim, a força de empuxo aumenta a magnitude de uv. Podemos 
representar as relações entre as correlações de segunda ordem nas equações de transporte para 
este escoamento bidimensional através da Figura 3.26. 

Para um escoamento horizontal teríamos 9; = {0, -9, 0). Conforme ilustrado na Figura 
3.27, as relações entre as tensões e os fluxos de escalares associados a gradientes de velocidade 
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Figure 3.25: Perfis de velocidade e densidade em uma pluma térmica. 
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Figure 3.26: Relação entre as tensões de Reynolds e as difusividades turbulentas no processo 
de produção e redistribuição de energia; escoamento vertical. 

e escalares médios são as mesmas encontradas na situação do escoamento anterior. Porém 
as relações decorrentes do campo gravitacional são bem distintas nos dois casos. De fato, a 
complexidade das relações entre as tensões de Reynolds e os fluxos turbulentos sugere que os 
modelos de turbulência baseados no conceito de viscosidade turbulenta terão, na melhor das 
hipóteses, pouca generalidade. Portanto, somente com o emprego de equações de transporte 
para u;ui e u;(J pode-se alcançar uma descrição adequada do fenômeno. 

ii) Força de Coriolis 

Uma outra situação de escoamento onde a equação de transporte do tensor de Reynolds 
mostra-se superior à hipótese de Boussinesq ocorre quando forças de Coriolis estão presentes. 
Quando usamos um sistema de coordenadas sendo rotacionado com velocidade angular w con
stante, aparecem acelerações associadas ao uso do sistema de coordenadas não-inerciai. Matem
aticamente, podemos expressar isto por 

( DD~) I ( DD~) R+ w ® (w ® r+) + 2w ® V R (3.166) 
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Figure 3.27: Relação entre as tensões de Reynolds e as difusividades turbulentas no processo 
de produção e redistribuição de energia; escoamento vertical. 

Os subíndices "I" e "R" referem-se aos sistemas de coordenadas inercial e em rotação, respec
tivamente. (D V I Dt)I é a aceleração total a que o fluido estará sujeito e é a quantidade a 
ser ~ualada ao somatório das forças agindo sobre o escoamento. Usando a expressão para 
(D V I Dt) 1 podemos portanto escrever a equação da conserva.ção da quantidade de movimento 
com base em velocidades relativas ao sistema de coordenadas em rotação: 

----> a v ____, ____, 1 ____, (____, ____,) ____, ____, 2__, 
-+V•Y'V=--Y'P-w® w®r -2w®VR+v'VV 
at P 

A força de Coriolis no escoamento turbulento origina uma força de flutuação 

(3.167) 

(3.168) 

onde Eikm é o símbolo de permutação, já definido anteriormente. Assim, na equação de trans
porte de u;ui teremos o seguinte termo fonte 

F;j = -2Wk ( E;km Umuj+ Ejkm Umu;) 

Para um duto com rotação do tipo indicada na Figura 3.28 temos que 

f12 = -2w (ui- un 

(3.169) 

(3.170) 

Para esta situação P12 é negativo próximo à superfície de pressão e positiva junto à superfície 
de sucção. Como conseqüência, u1u2 é aumentada junto à superfície de pressão e amortecida 
junto à superfície de sucção. 

Redistribuição de Energia 

Vamos considerar as equações de u;ui para o caso de um escoamento sobre uma placa plana 

Duv -oU p (ou ov) a (- pu) ou ov 
Dt = -v

2 oy + p oy + ax - oy uv
2 + p - 2v OXk OXk 

(3.171) 

- --- 2 
Du2 _au pau a (E\ 
Dt = -2uv oy + 2p8x- oy U2V- 2v ~) (3.172) 
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Figure 3.28: Escoamento entre placas planas sob o efeito de rotação. 

(3.173) 

Dw
2 

p âw â - 2- ( âw r Dt = O+ 2p âz - ây w v - 2v Ôxk (3.174) 

Pode-se observar que não há produção de energia para v2 nem tampouco para w2 Por
tanto, a única forma de suprir energia para estas componentes, essencial para a manutenção da 
turbulência, é através da transferência de energia da direção principal do escoamento para as 
outras direções através do termo de redistribuição associado a flutuações de pressão. Se con
siderarmos que, através da distribuição de energia, as flutuações de pressão atuam no sentido 
da isotropia da turbulência podemos interpretar, como veremos mais adiante, que estes termos 
agem também como uma espécie de sumidouro de energia da equação de uv. 

3.5.2 Modelo para o Transporte das Tensões de Reynolds 

Observamos anteriormente que as equações de u.;u.i e u.;{J possibilitam a interpretação física 
de efeitos de curvatura do escoamento, campos de força, etc. Também observamos que os 
termos de geração P;i e :F;i são escritos em função de quantidades conhecidas e, portanto, não 
necessitam modelação. A seguir, apresentaremos a modelação dos termos não conhecidos na 
equação de transporte de u.;u.i. Além de procurar a maior simplicidade possível para a forma 
final da equação modelada, devemos observar alguns princípios importantes: 

1. Inicialmente devemos assegurar que os termos nas formas original e modelada tenham as 
mesmas dimensões; 

2. Além disto, o termo modelado deve ter as mesmas propriedades matemáticas do termo 
substituído. Esta condição é geralmente satisfeita para correlações de segunda ordem mas 
é freqüentemente ignorada para correlações de ordem superior, partindo da hipótese de 
que os termos de ordem n tem menor influência sobre o escoamento médio do que termos 
de ordem (n-1); 
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3. Finalmente, a forma modelada deve apresentar as mesmas respostas à translação e à 
rotação do sistema de coordenadas apresentadas pelo termo original e ser incapaz de 
produzir valores fisicamente inconsistentes. 

i) Modelação da Dissipação éij 

Da hipótese de número de Reynolds elevado, assume-se que as flutuações contribuindo para 
é;j são isotrópicas e, desta forma, 

(3.175) 

Esta condição implica na inexistência de dissipação viscosa para as tensões cisalhantes. A 
validade da hipótese de isotropia para é;j não é totalmente aceita entre os vários grupos de 
pesquisa mas devido à dificuldade de se obterem dados confiáveis de é;j, a maioria dos modelos 
tenta compensar qualquer imprecisão de sua modelação através da modelação do termo de 
redistribuição tPii. 

ii) Modelação da Redistribuição tPii 

Através da manipulação da equação diferencial de u;, podemos chegar a uma equação para 
a flutuação de pressão p: 

(3.176) 

Chou (1945) mostrou que a solução desta equação substituída no termo de tPii produz um novo 
termo composto de três parcelas: 

(3.177) 

onde 

1 r ( 82ulUm) I (OU; OUj) dV 
- 47r Jvol OX!OXm 'ih; + ~ f ' (3.178) 

_2_ r 2 ( au;) ou;, (OU; + OUj) dV 
47r lvol OXm OXl OXj OX; r (3.179) 

1 1 { 1 o 1 (ou; OUj) ~~(ou; ---::--;--OUj) o (1)} - --p -+- -p -+- - - dS 
47r Area r 8n1 8xj 8x; 8xj 8x; 8n 1 r (3.180) 

Na equação anterior, dV e dS são elementos de volume e de área das integrais em torno de 
um ponto do escoamento. Derivadas normais a superfícies sólidas são representadas por n. O 
índice "

1 

" indica que a quantidade é avaliada a uma distância r do local x; considerado. 
A equação (3.177) sugere que o termo de redistribuição é afetado por diferentes processos 

físicos. A primeira parcela, 1/J;j,l> é associada essencialmente a flutuações de velocidade enquanto 
a segunda, t/J;j,2 , representa contribuições provenientes de quantidades do escoamento médio e da 
turbulência. O terceiro termo, 1/>ij,w, representa a influência de paredes sólidas na redistribuição 
da turbulência. 
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Podemos observar da equação de UiU; que todas as parcelas que compõem a solução de
vem ser tensores simétricos de segunda ordem. Como os termos em c/>;; atuam no sentido de 
redistribuir energia entre as tensões de Reynolds, tanto c/>;;,1 como c/>;;,2 devem agir no sentido 
de levar a turbulência à condição de isotropia (onde as tensões normais são iguais e as tensões 
cisalhantes são zero, ou seja, u;u; = 2/3ó;;k). Seguindo esta idéia, (Rotta, 1951) assumiu para 
a modelação de c/>;;,1 que em escoamentos onde as taxas de deformação do escoamento são nulas, 
o retorno à condição de isotropia é proporcional ao nível de anisotropia: 

"··1 = -cl:_ (u·u ·- ~ó- ·k) 'I'•J, k ' J 3 '3 , (3.181) 

onde c1 = 1, 8. 
Empregando o mesmo princípio, Naot et. al. {1970) propuseram que c/>;;,2 teria o papel de 

redistribuir os termos de produção P;; no sentido da condição de isotropia: 

-'· · 2 = -c2 (P · - ~ó Pk) 'I'•J, •J 3 lJ , (3.182) 

onde c2 = O, 6. 
A presença de paredes sólidas em um escoamento faz com que a flutuação de velocidade 

normal às superfícies decaia muito mais rapidamente do que aquelas nas outras direções. Ao 
contrário do transporte difusivo associado a mecanismos viscosos, os efeitos das paredes sobre 
r/J;; são sentidos mesmo em regiões afastadas no escoamento. A proposta mais difundida para 
a modelação de rPii,w foi apresentada por Gibson e Launder (1978) e é dada por: 

(3.183) 

onde 

(3.184) 

(3.185) 

Nestas equações, as constantes c1 e e2 são iguais a 0,5 e 0,3, respectivamente, e n; representa as 
componentes do vetor unitário 1t normal à parede sólida. A função de escala de comprimento 
fw é introduzida de tal forma a diminuir a atuação de cf>ij,1 e r/Jij,2 à medida que se afasta da 
parede. Uma forma comumente adotada para fw é 

(3.186) 

onde q = 2, 44 e dw é uma distância à parede (de difícil interpretação para situações de 
escoamentos com complexidade geométrica). 

Quando o escoamento incide contra uma superfície, como no caso de um jato, a modelação 
de </>ij,2 falha completamente e distribui a energia entre as tensões de forma fisicamente in
consistente. Embora propostas recentes para a modelação de </>ij,2 (Craft, 1991) corrijam esta 
anomalia, elas não apresentam generalidade suficiente para aplicação em diferentes escoamen
tos. Por esta razão, em alguns casos (Lea, 1993) o procedimento tem sido a não inclusão de 
cf>ij,2 nas equações de transporte de u;u;. 

iii) Modelação da Difusão V;; 
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A hipótese generalizada do gradiente de difusão de Daly e Harlow (1970) é a forma mais 
utilizada para a aproximação do transporte difusivo. De acordo com esta hipótese 

(3.187) 

Assim, caso ljJ represente a tensão de Reynolds instantânea u;1J,j, a relação acima fornece 

(3.188) 

onde cs = 0,22. 

3.5.3 Modelo para as Equações de Transporte de u;uj. 

Introduzindo as aproximações para V;j, l/J;i e é;j discutidas anteriormente, podemos escrever a 
equação modelada para o transporte de u;u'J da seguinte forma: 

Ctj v,1 'PiJ 

- CJ f ( u;u:j- ~Ó;jk) - c2 (pij - ~Óij pk) 

2 
- -Óé 3 •J 

(3.189) 

A taxa de dissipação é é uma incógnita e portanto precisamos calculá-la. A forma mais utilizada 
da equação modelada de é é essencialmente a mesma adotada em modelos de viscosidade 
turbulenta: 

8é 8é é é 2 

8t + U; 8x; = V,+ c,, k Pk- c,2 k (3.190) 

com o termo de difusão V, sendo modelado através da hipótese generalizada do gradiente de 
difusão de Daly e Harlow (1970): 

(3.191) 

onde c, = 0,18 
Devido ao grande número de hipóteses utilizadas na sua obtenção.a equação de transporte 

de é é uma das principais fontes de erro nos modelos de turbulência. Esta incerteza associada 
à equação de é tem conseqüências diretas sobre a modelação das equações de transporte de 
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u;uj. Por exemplo, devemos ser capazes de separar eventuais imprecisões na previsão de u;uj 

entre erros na determinação de E e erros nos na modelação dos outros termos da equação de 
u;uj (especialmente <Pij). Embora existam dificuldades para esse diagnóstico, podemos fazer tal 
separação reconhecendo que erros nos níveis de E agem no sentido de produzir níveis de energia 
excessivamente baixos ou elevados, enquanto que deficiências em <Pij originam distribuições 
incorretas de energia entre as tensões. 

A energia cinética k das flutuações que aparece no termo de redistribuição <Pij,l e na equação 
de e pode ser obtida diretamente da soma das tensões normais. No entanto, algumas vezes o 
uso de uma equação de transporte também para k torna o procedimento iterativo mais estável. 
Neste caso, da mesma forma como realizado para a equação de E, o termo de difusão 'Dk na 
equação de k é aproximado pela hipótese generalizada do gradiente de difusão: 

Bk + Uj!!:_ = ~ [ckUiUj~!!:_] - Pk- E 
8t 8xj 8Xj E 8x; 

(3.192) 

onde ck = 0,22 
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4.1 Turbulência 

A turbulência nos fluidos está entre os mais complexos e espetaculares fenômenos encontrados 
na natureza. É naturalmente tridimensional e dependente do tempo. É caracterizada por 
processos não lineares de troca de massa, energia e quantidade de movimento, o que se dá 
via interações entre estruturas das mais variadas escalas de tempo e de comprimento. A 
importância prática da compreensão da turbulência é muito grande e crescente com o tempo. A 
turbulência é estudada por físicos, químicos, engenheiros (mecânicos, aeronáuticos, nucleares. 
termo-hidráulicos), matemáticos, biólogos, médicos, sociólogos, economistas, meteorologistas e 
astrofísicos, cada um com suas motivaçóes particulares geradas pela busca de compreender os 
seus problemas. 

Basicamente existem duas correntes de estudos da turbulência: os experimentalistas de 
laboratórios e os experimentalistas numéricos. !\este capítulo será abordada a metodologia de 
Simulação de Grandes Escalas dos escoamentos turbulentos. uma entre as numerosas metodolo
gias de tratamento teórico deste assunto. Ela se iniciou com os trabalhos do meteorologista 
Smagorinsky (1963), com a motivação de simular apenas as grandes escalas dos escoanwntos 
atmosféricos, na impossibilidade de simular todo o espectro de escalas. As primeiras aplicações 
em problemas de engenharia se iniciaram com Deardorff (19i0). Durante estes quart>nta <1110S 
esta metodologia já evoluiu bastante. :\o,·os modelos foram desen,·oh·idos e muitas pr~quisas _ 
têm atestado o potencial desta metodologia tanto para análise de problemas de cngenhari<1 
quanto para análise física e fenomenológica. 

Turbulência ocorre com muita freqüência na natureza e tem sido objeto de estudo,; por 
mais de 150 anos. Na verdade desde Leonardo da Vinci (1510) os estudos neste domínio H;m 
acontecido. Ele fez interpretações muito importantes com base em obsen·ações Yisuais ape;ws: 
a esteira de vórtices gerada à jusante de um obstáculo é composta por uma larga quantidade 
de freqüências e de formas di\'ersas. Esta foi. prm·avelmente. a idéia precursora do processo de 
decomposição de escalas de Reynolds (189-1). 

É grande o investimento em pesquisas relacionadas à compreensão e ao controle dos es

coamentos turbulentos, devido à enorme gama de implicações práticas advindas, envolwndo 
sistemas de transportes (aeronaves, navios, automóveis), sistemas de com·ersão e transmissão de 
energia (motores, turbinas, compressores, trocadores de calor) e também aplicações geofísicas 
(meteorologia, qualidade do ar, dispersão de poluentes nos mares). A necessidade de modelos 
matemáticos e de métodos de solução de equações é crescente. Grandes esforços tem sido 
dispensados e com tendência de crescer ao longo do tempo, para o desenvolvimento de ferra
mentas numéricas que possam ser empregadas tanto para a realização do que hoje se chama 
exper-imentação numérica quanto para a obtenção de informações para a aplicação imediata em 
atividades de engenharia. Dentre as maiores dificuldades para o desenvolvimento da modelagem 
matemática dos escoamento encontra-se a problemática da modelagem da turbulência, objeto 
de discussões neste documento. 

4.2 Metodologias de Simulação 

São numerosas as formas de se modelar e simular os efeitos da turbulência. Elas variam desde 
as correlações e diagramas empíricos até as modernas metodologias de simulação numérica. Um 
exemplo das primeiras são os diagramas de cálculo de perda de carga {diagramas de Moody) 
utilizados para dimensionar sistemas de bombeamento e ventilação. Neles se leva em conta 
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o número de Reynolds, a geometria dos condutos e a rugosidade de suas paredes internas. 
Quanto às metodologias de simulação numérica mais clássicas, mas não menos importantes, 
outros capítulos serão dedicados a elas. Lembra-se que este capítulo é dedicado à metodologia de 
Simulação de Grandes Escalas (SGE), considerada uma das mais modernas formas de se analisar 
as causas e os efeitos ligados aos escoamentos turbulentos. No entanto, antes de se entrar neste 
assunto especificamente, serão feitas considerações sobre a metodologia de Simulação Numérica 
Direta (SND). 

4.3 Simulação Numérica Direta 

Como discutido no capítulo de Fundamentos da Turbulência nos Fluidos, uma das principais 
características dos escoamentos turbulentos é o alto grau de liberdade que caracteriza este tipo 
de sistema dinâmico. Mostrou-se, inclusive, que o número de graus de liberdade (N gl) pode 
ser estimado em função do número de Reynolds (equação 21 do item 1.3.7). Com esta equação 
conclui-se que quanto maior o número de Reynolds maior é o número de graus de liberdade. 

A forma mais intuitiva de se simular um escoamento passa pela solução das equações de 
Navier-Stokes. Se a malha de discretização for suficientemente fina, todos os fenômenos físicos 
serão resolvidos, ou seja, todos os N gl e todo o processo de interação não linear entre eles. 
Este tipo de simulação é conhecido como Simulação Numérica Direta (SND) da turbulência. 
Obviamente, por questões de capacidade computacional, esta metodologia só pode ser utilizada 
para escoamentos a baixos números de Reynolds. Isto é uma conseqüência do fato que cada grau 
de liberdade corresponde a uma equação linear discretizada. A título de exemplo, voltando-se 
à unidade 1.7, figura 35, estima-seRe= 4.000 o que fornece um Ngl = 1,3x108 . Observa
se que, numa estimativa grosseira, a solução deste problema via SND exigiria a solução de 
130 milhões de equações simultâneas. As perspectivas para a solução direta deste problema 
são muito otimistas pois nos dias atuais já se fala na solução de 20 milhões de equações 
simultâneas. No entanto este número de Reynolds é muito modesto diante dos valores que 
caracterizam uma grande maioria dos problemas de engenharia e de geofísica. Um outro 
exemplo extremo, ilustrado na figura 35 da unidade 1.7, mostra que um escoamento típico 
atmosférico é caracterizado por um N gl = 1024

. A solução direta deste tipo de sistema dinâmico 
está fora de todas as esperanças atuais. 

Diante desta rápida exposição, conclui-se que a maior parte dos problemas práticos não 
podem ser solucionados via SND. Neste sentido, Smagorinsky (1963), utilizando das idéias de 
decomposição das escalas de Reynolds (1894), propôs uma nova filosofia de modelagem, com 
a qual a separação em um campo médio e nas respectivas flutuações não é mais utilizada mas 
sim a separação das altas freqüências das baixas freqüências, utilizando-se de um processo 
de filtragem. O comprimento característico do filtro (que determina a freqüência de corte) é 
baseado no tamanho da malha de discretização. Este assunto é o objeto central deste capítulo, 
o qual será discutido com mais detalhes na unidade seguinte. 

4.4 Simulação de Grandes Escalas 

Simulação de Grandes Escalas é uma metodologia intermediária à Simulação Direta e à sim
ulação via equações médias de Reynolds. Em SGE as estruturas turbulentas transportadoras 
de energia e quantidade de movimento são resolvidas diretamente da solução das equações 
filtradas, enquanto que apenas as menores estruturas são modeladas. Considerando-se que 
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as menores estruturas tendem a ser mais homogêneas e isotrópicas e menos afetadas pelas 
condições de contorno, espera-se que os modelos advindos sejam mais universais e independentes 
dos diferentes tipos de escoamentos, quando comparados com a metodologia média clássica. 

As metodologias de SND e SGE são semelhantes no sentido que ambas permitem a obtenção 
de resultados tridimensionais e transientes das equações de Navier-Stokes. Sendo assim, SGE 
continua a exigir malhas refinadas. No entanto, torna-se possível resolver escoamentos a altos 
números de Reynolds, devido ao processo de separação de escalas utilizado e ao processo de 
modelagem dos tensores sub-malha adicionais que aparecem. Devido a estas características a 
SGE se tornou uma das mais promissoras metodologias para solução de escoamentos turbu
lentos. Nos próximos capítulos serão fornecidos detalhes sobre os processos de filtragem e de 
modelagem sub-malha. 

4.4.1 Processos de separação de escalas e de filtragem das equações 

Nesta unidade restringir-se-á aos escoamentos incompressíveis cujas equações de transporte são 
as seguintes: 

au; a ( ) -+-u.·u· 
at axj • J 

ar a 
-+-(uT) 
at axj J 

au.; 
ax; 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

Estas equações representam respectivamente a conservação da quantidade de movimento, 
da energia e da massa. Trata-se de um sistema de 5 equações e 5 incógnitas, constituindo-se, 
portanto, num sistema de equações fechado. Conforme já argumentado, a solução direta destas 
equações só é possível para baixos números de Reynolds. Para escoamentos a altos números 
de Reynolds, a alternativa é o processo de filtragem e de separação das escalas. Para tanto, as 
variáveis presentes nestas equações governantes são separadas em uma parte dita de grandes 
escalas f(x, t) e em outra parte dita sub-malha f'(x, t) : 

f(x, t) =](:r, t) + f'(x, t). (4.4) 

A parte filtrada é dada por 

](x, t) = fv f(x', t)G(x- i')di' (4.5) 

onde a função filtro é definida de diversas formas, entre as quais uma das mais utilizadas, é a 
função filtro por volume, dada pela equação abaixo: 

G(i)={ 1/1::!.
3 sei~l ~ b./2 

O seixi > D./2, 
(4.6) 

onde D. é o tamanho característico do filtro, o qual caracteriza a freqüência de corte da 
filtragem. Em particular, se D. for tomado como o tamanho da malha, o processo de filtragem 
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se confunde com a filtragem imposta pela discretização, uma vez que no interior de um volume 
de discretização todas as variáveis são mantidas constantes. Outro tipo de filtro sugerido pela 
literatura é dado por uma função gauseana clássica. Em função do processo de filtragem acima, 
as propriedades clássicas da decomposição não são mais verificadas, ou seja: 

(4.7) 

Aplicando-se o processo de filtragem às equações governantes (1) a (3) obtém-se as seguintes 
equações: 

av: a 
-' +-(u·u) 
at axj ' 1 

ar a -
-+-(uT) 
at axj 1 

ÕUi 
OX; 

(4.8) 

(4.9) 

= o. (4.10) 

O sistema de equações acima modelam o transporte das variáveis U;u; e T. Nota-se que os 
termos não lineares se apresentam na forma de dois produtos filtrados, o que torna impossível 
a solução deste sistema de equações. Desta forma, faz-se necessário decompor as escalas, 
utilizando a equação ( 4), o que modificará apenas o termo não linear ou de transporte convectivo 
destas equações, da seguinte forma: 

u;uj = (u; + u;)(uj + uj) 

UjT = (uj + uj)(T + T') 

(4.11) 

(4.12) 

Observa-se que o processo de decomposição ainda não resolve o problema colocado, pois os 
últimos membros das equações (11) e (12) continuam dependendo de dois produtos filtrados. 
Objetivando expressar estes termos em função do produto das variáveis filtradas utiliza-se um 
tensor e um fluxo turbulento adicionais, definidos das seguintes formas: 

L;i Uiuj- UiUj, (4.13) 

Lo i UjT- UjT. ( 4.14) 

Substituindo-se as equações (13) e (14) nas equações (11) e (12), obtém-se as seguintes 
equações: 

-- I= - I -,-, L U; Uj + U;Uj + U;Uj + U;Uj + ij, 

uiT + ujT + UjT' + ujT' + Loi· 

(4.15) 

( 4.16) 

Finalmente, estes dois termos estão escritos em função do produto das variáveis filtradas e 
de alguns tensores e fluxos adicionais, identificados a seguir: 

' \ 
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Tij u'u' ==} Tensor de Reynolds sub-malha 
::r:.J_ 

C;i 1-+=1 ==} Tensor cruzado U;Uj u;ui 
L;i U;Uj- U; Uj ==} Tensor de Leonard 

( 4.17) 
()j uiT' ==} Fluxo turbulento sub-malha 

Cei UjT' + ujT' ==} Fluxo turbulento cruzado 

Lei u/T-u/T ==} Fluxo turbulento de Leonard. 

Substituindo-se estes resultados nas equações (8) e (9) obtém-se as equações governantes 
filtradas, nas seguintes formas: 

au; a -
-+-(u·u) 
at axj t J 

ar a -
-+-(U.T) 
at axj J 

1ap a [au; J ---+- v--(r;j+C;j+L;j), 
Po ax; axi axi 

a [ ar ] - a--(O·+Ce·+Le) axj axj J J J ' 

au; 
= o. 

ax; 

( 4.18) 

(4.19) 

( 4.20) 

Este é um sistema de cinco equações e cinco variáveis de transportadas ( u;, Te p) acrescidas 
dos três tensores (r;j,Cije L;j) e dos três vetores fluxos turbulentos (Oj,CejeLej)· Trata-se 
então de um sistema de equações aberto com mais equações que incógnitas. Este problema 
tem sua origem no termo não linear da equação de conservação da quantidade de movimento e 
no termo de transporte convectivo da equação da conservação da energia. Observa-se que eles 
apareceram do processo de geração das equações (18), (19) e (20) que governam o transporte 
de momentos estatísticos de primeira ordem. Os tensores e vetores incógnitas já citados 
têm como componentes, correlações ou momentos de segunda ordem. É sempre possível se 
gerar equações de transporte para estes momentos de segunda ordem, o que acarretaria no 
aparecimento de momentos de terceira ordem e assim sucessivamente. Este é o clássico problema 
de fechamento da turbulência, um dos maiores desafios científicos da física moderna, o qual está 
ainda completamente em aberto, não contando ainda com uma teoria fechada. 

Métodos paliativos de fechamento da turbulência foram propostos ao longo das últimas 
décadas. Neste capítulo dedica-se à modelagem sub-malha da turbulência que conduz à 
metodologia de Simulação de Grandes Escalas, a qual é objeto de discussão no próximo item. 

4.4.2 Modelagem sub-malha da turbulência 

Os modelos de turbulência podem ser classificados em dois grupos básicos: aqueles que de
pendem da viscosidade turbulenta (hipótese de Boussinesq) e aqueles baseados em equações 
algébricas, os quais não dependem da viscosidade turbulenta. No presente estudo restringir-se
á ao primeiro grupo, ou seja, àqueles que dependem da viscosidade turbulenta. 

Boussinesq propôs expressar o tensor de Reynolds sub-malha em função da taxa de de
formação gerada pelo campo de velocidade filtrado e da energia cinética turbulenta, como 
segue: 

(
·au; auj) 2 

r·· = -Vt - +- + -k8· · 
lJ axj ax; 3 lJ> 

(4.21) 
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onde a viscosidade turbulenta v1 pode ser calculada via diferentes modelos. Os mais utilizados 
serão descritos posteriormente. A energia cinética turbulenta sub-malha pode ser incorporada 
à pressão estática. Os tensores cruzado e de Leonard podem ser modelados seguindo a idéia de 
Clark et al. (1979) que sugerem expressar a soma destes tensores como uma expansão de Taylor 
do campo de velocidade filtrado. Com base nisto Findikakis e Street (1979) demonstraram que: 

~::. k a v: a v:: 
L··+C·~--'--1 

'
1 

'
1 

- 12 8xk 8xk' 
(4.22) 

onde k = 1, 2, 3. Com esta expressão calcula-se explicitamente estes tensores em função do 
campo filtrado de velocidade. Shaanan et al. (1975) estimaram que, quando um esquema 
de transporte convectivo de até segunda ordem é utilizado, os tensores de Leonard e cruzado 
podem S{'r desprezado. Por outro lado, quando se utiliza esquemas de ordens mais elevadas ou 
métodos espectrais, este tensor não pode ser mais desprezado. Silveira-Neto et al. (1993), em 
experiências numéricas sobre uma expansão brusca, evidenciaram que mesmo para esquemas de 
terceira ordem estes dois tensores podem ser desprezíveis face ao tensor de Reynolds sub-malha. 
Para tanto foram definidos três termos de difusão como segue: 

DR 11\7·711· (4.23) 

DL II\7.(Lij + Cij)ll, (4.24) 

Du ll\7.(2vSij)l/, (4.25) 

onde DR, D L e D M são respectivamente os efeitos da difusão associada ao tensor de Reynolds 
sub-malha, aos tensores de Leonard e cruzado e ao tensor viscoso respectivamente. Estes 
efeitos foram calculados em simulações de grandes escalas com as equações (21) e (22), onde a 
viscosidade turbulenta foi avaliada com um modelo de Smagorinsky (1963) a ser descrito ainda. 

Na Figura 1 mostra-se os efeitos relativos destas difusões. Nas regiões mais distantes do 
degrau (x/H maior) os efeitos DR são da ordem de 40 vezes os efeitos de DL e DM. Este 
resultado está de acordo com os resultados de Antonopoulos-Domis (1981) obtidos com um 
método de discretização semelhante. Desta forma a inclusão ou não destes tensores depende 
da ordem de precisão do esquema de transporte convectivo. 

Resta ainda o problema ligado ao cálculo da viscosidade turbulenta , objeto de diferentes 
tipos de modelos a serem descritos nos itens que seguem. 

4.4.3 Modelo sub-malha de Smagorinsky 

Este modelo foi proposto por Smagorinsky (1963), baseando-se na hipótese do equilíbrio local 
para as pequenas escalas, ou seja, que a produção de tensões turbulentas sub-malha seja igual 
à dissipação: 

(4.26) 

onde a produção pode ser escrita em função da taxa de cizalhamento do campo filtrado e a 
dissipação pode ser escrita em função da escala de velocidade e do comprimento característicos 
sub-malha: 
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Figure 4.1: Comparação dos efeitos de difusão molecular, de Leonard e cruzado e de Reynolds 
sub-malha (Silveira-Neto et ai., 1993). 

(4.27) 

(4.28) 

Observa-se que -u;uj contém apenas a parte anisotrópica do tensor de Reynolds sub-malha. 

Na última equação, (u;u.j) 112 
e l são as escalas de velocidade e de comprimento sub-malha 

respectivamente. Supõe-se ainda que a viscosidade turbulenta sub-malha seja proporcional a 
estas duas escalas, conforme a equação seguinte: 

( 4.29) 

Utilizando-se este conjunto de equações pode-se exprimir a viscosidade turbulenta em função 
da taxa de deformação e da escala de comprimento: 

llt = (CslfJS;JSiJ· (4.30) 

O comprimento característico l é calculado em função da malha de discretização. A 
constante de Smagorinsky Cs = O, 18 foi determinada analiticamente por Lilly (1967), para 
turbulência homogênea e isotrópica. No entanto o valor desta constante tem sido questionado 
{! ll.d9.pt9.do segundo o tipo de código de cálculo utilizado pela comunidade. Apesar disto, este 
primeiro modelo sub-malha tem sido largamente utilizado e permitiu o início de uma das mais 
promissoras linhas de pesquisa na área da simulação numérica de escoamentos turbulentos. 
No campo da modelagem sub-malha, avanços consideráveis têm sido conseguidos, chegando 
à novas concepções como os modelos dinâmicos que não necessitam do uso desta constante 
ad-hoc. Nesta nova concepção de modelagem, esta constante é substituída por uma função 
avaliada dinamicamente durante a simulação. 
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c (Parte calculadada 
do espectro) 

k 

Figure 4.2: Espectro de energia cinética turbulenta e número de onda de corte. 

4.4.4 Modelo sub-malha Função Estrutura de Velocidade 

Em uma simulação de grandes escalas os fluxos turbulentos de quantidade de movimento 
e de calor são modelados via conceitos de viscosidade e de difusão turbulentas. Chollet e 
Lesieur (1982) apresentaram o formalismo para o cálculo de Vt (viscosidade turbulenta) e at 

(difusividade turbulenta) no espaço de Fourier. Estas quantidades servem à modelagem das 
interações das grandes estruturas que correspondem aos pequenos números de onda k < kc com 
as estruturas sub-malha relativas aos grandes números de onda k > kc , onde kc é o número de 
onda de corte (ver figura 2) determinado pela malha de discretização utilizada, (kc = 1rj!J.). 

A partir do formalismo desenvolvido por Kraichnan (1976), Cholet e Lesieur (1982) uti
lizaram a teoria EDQNM, Lesieur (1997), para fechar as equações de conservação. Eles 
obtiveram a seguinte equação para a viscosidade turbulenta: 

( 4.31) 

A constante vi é determinada fazendo-se um balanço de energia como segue: 

( 4.32) 

onde e(t) é o fluxo de energia cinética turbulenta através do espectro de energia de Kolmogorov: 

( 4.33) 

o que permite obter 

(4.34) 
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onde CK = 1, 4 é a constante de Kolmogorov. Percebe-se que o cálculo de Vt passa pelo cálculo 
do espectro de energia cinética turbulenta no espaço de Fourier. O cálculo desta grandeza no 
espaço físico é bastante difícil de ser realizado. Uma forma de resolver este problema é utilizar 
o conceito de função estrutura de velocidade de ordem 2, o que deu origem a um novo tipo de 
modelagem sub-malha, proposto por Métais e Lesieur {1991). Um resumo desta modelagem é 
aqui apresentado. 

A função estrutura de ordem 2 da velocidade é definida como segue: 

F2(x, r, t) = liü(x + f', t)- ü(x, t)ll 2
, {4.35) 

onde o operador "- " denota o processo de média espacial em torno do ponto f' e no interior 
de uma esfera de raio r. A literatura, Batchelor {1953), mostra que existe um dualismo entre a 
função estrutura F2{f', t) {definida no espaço físico) e o espectro de energia E(k, t) {definido no 
espaço de Fourier), válido para turbulência homogênea e isotrópica. Nestas condições, utiliza
se um espectro de energia que apresenta uma zona inerciai em k-513 e obtém-se a relação 
procurada: 

E(x, kc, t) =O, 03~F2 (x, r, t), (4.36) 

onde ~ é o tamanho característico da malha e kc = 1r / ~ é o número de onda de corte. 
Substituindo-se a equação (36) na equação (31) obtém-se o seguinte resultado: 

vt(x, ~, t) =o, 067C_;;:312 ~JF2(x, ~, t). (4.37) 

Com a equação (37) o problema de cálculo de v1 está resolvido, sob as hipóteses utilizadas. 
No entanto, F2(x, r, t) é a função estrutura relativa ao espectro de energia completo, com 
k E [0, oo]. Por outro lado, em simulação de grandes escalas, este cálculo deve ser realizado 
utilizando-se a parte resolvida do espectro, ou seja, k < kc ou do campo de velocidade filtrado, 
fazendo-se uma média sobre uma esfera de raio r 2: ~- Falta, em conseqüência, a parte das 
escalas sub-malha. Métais e Lesieur (1991) propuseram uma correção supondo-se uma extensão 
da zona inerciai do espectro de energia para k > kc . Define-se então uma função estrutura 
truncada como segue: 

F2(x, r, t) = llü(x + f', t)- ü(.i, t)II 211TII=t..· (4.38) 

A forma mais simples de calcular a média espacial é fazê-lo sobre os seis pontos mais 
próximos.do ponto x. A figura 3 mostra a distribuição dos pontos utilizados, no caso específico 
de duas dimensões. 

Finalmente, o cálculo de Vt, levando-se em conta esta correção, é feito com a equação 
seguinte: 

Vt(.i, ~. t) =o, 104C_;;:312 ~JF2(.i, ~. t). (4.39) 

A viscosidade turbulenta é calculada no espaço físico para cada posição .i e para cada 
instante t, utilizando-se o campo de velocidade filtrado. Observa-se que a passagem de uma 
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Figure 4.3: Distribuição dos pontos utilizados para o cálculo da função estrutura truncada 
F2(x,r,t) sobre um domínio D. 

viscosidade turbulenta v1(kc, t) no espaço espectral para uma viscosidade turbulenta v1(x, t., t) 
no espaço físico é justificada pela hipótese de homogeneidade e isotropia nas pequenas escalas, 
as quais são levadas em conta via modelagem sub-malha. A não homogeneidade das grandes es
calas deve ser levada em conta explicitamente via solução numérica das equações de conservação 
filtradas e modeladas. 

No que se refere à modelagem da equação da conservação da energia, ela é realizada com 
o conceito de difusividade térmica turbulenta a 1, calculada via conceito de número de Prandtl 
turbulento, pr1 = vtfa1 =O, 6, conforme Cho!let e Lesieur (1982) e Métais e Lesieur (1991). 

Observa-se que neste tipo de modelo também está presente uma constante ad-hoc, deter
minada analiticamente, o que o torna, como o modelo de Smagorinsky limitado a escoamentos 
turbulentos completamente desenvolvidos. Estes modelos não são adequados à simulação de 
escoamentos em transição e escoamentos nas proximidades de paredes. 

Modificações sobre esta versão básica do modelo função estrutura foram propostas no sentido 
de torná-lo aplicável a todos os regimes de escoamentos, incluindo a transição. David (1993) 
propôs o modelo função estrutura seletivo, no qual a viscosidade turbulenta "é desligada" se 
o escoamento não apresenta o devido nível de tridimensionalização. Fallon (1996) aplicou 
este modelo para simulação da transição sobre uma expansão brusca, obtendo resultados 
mais coerentes que com o uso do modelo de base. Ducros (1995) propôs o modelo função 
estrutura filtrado, no qual as baixas freqüências são eliminadas via um filtro passa alta. Testes 
foram realizados para a transição de camada limite. Resta no entanto uma lacuna de maior 
generalidade destas novas versões, bem como a possibilidade de se simular corretamente o que 
acontece junto a paredes onde, normalmente se faz necessário o uso seja de modelos específicos, 
seja de malhas extremamente finas. Necessita-se também de modelagem para os problemas 
de transição à turbulência, onde as hipóteses de homogeneidade e isotropia não são mais 
verdadeiras e a teoria de Kolmogorov não é válida. 

No que diz respeito ao modelo de Smagorinsky, novas propostas têm sido feitas, dentre as 
quais se destaca a chamada modelagem dinâmica, a qual é apresentada no próximo item. 
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4.4.5 Modelagem dinâmica sub-malha 

Aspectos Fundamentais 

A modelagem sub-malha convencional envolve uma constante de proporcionalidade ad-hoc 
imposta. Apesar das limitações advindas deste fato, conseguiu-se, nos últimos anos, avanços 
extremamente importantes na área de simulação numérica dos escoamentos turbulentos. Os 
resultados que podem ser obtidos em turbulência completamente desenvolvida e fora das regiões 
parietais colocam a SGE hoje como uma ferramenta paralela à experimentação em laboratórios 
(Bradshaw et al., 1996, e Gharib, 1996). 

Uma das principais limitações diz respeito a análise de escoamentos em transição e nas 
proximidades de paredes, em conseqüência da imposição ad-hoch de uma constante de pro
porcionalidade. A determinação dinâmica de uma função de proporcionalidade no cálculo da 
viscosidade turbulenta pode representar avanços importantes. 

Modelagem sub-malha dinâmica 

Neste tipo de modelo o coeficiente de proporcionalidade não é mais uma constante e sim uma 
função que se ajusta ao escoamento no tempo e no espaço. A base desta modelagem é o uso de 
dois filtros com comprimentos característicos diferentes: 

• No primeiro, usa-se as dimensões da malha para calcular o seu comprimento característico. 
Ele é denominado filtro a nível da malha; 

• No segundo usa-se um múltiplo das dimensões das malhas para calcular o comprimento 
característico. Ele é denominado filtro teste. 

Com base no uso dos dois níveis de escalas (acima da malha), conclui-se que, na modelagem 
dinâmica, usa-se informações do nível de energia contido nas menores escalas resolvidas, situ
adas entre as escalas dos dois filtros, para modelar a transferência de energia entre as escalas 
resolvidas e as escalas não resolvidas, como ilustrado na figura 4. 

É importante perceber que a função a ser determinada varia com o tempo e com o espaço. 
Ela deve se anular nas regiões de escoamentos laminares e proximidades de fronteiras sólidas, 
implicando num melhor comportamento assintótico. 

Espera-se ainda a possibilidade de se simular o efeito de transferência inversa de energia 
cinética turbulenta das escalas sub-malha para as escalas resolvidas (back-scatter), fenômeno 
este que aparece nas regiões de camada limite, por exemplo. 

É necessário enfatizar que o principal ingrediente para o estabelecimento do modelo dinâmico 
é a identidade entre as tensões turbulentas sub-malha e a faixa do espectro definida por dois 
filtros de larguras diferentes. 

A base matemática dos modelos dinâmicos são as equação de Navier-Stokes: 

au; a 1 ap a ( au; ) -+-(u;uj)=---+- v- . 
at axj p ax; ÔXj axj 

(4.40) 

Aplicando-se um filtro G com comprimento característico L\, calculado com base na malha, 
obtém-se a seguinte equação filtrada: 
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Es&816s M86Mtlls e 
utllklltl118, llltlllt:,.,_,.,_ 
dt: t:lllrrf 118 

Figure 4.4: Espectro de energia, ilustrando as duas escalas que definem os dois filtros utilizados 
e a banda de freqüência que serve à modelagem do processo de interação entre as escalas 
resolvidas e as escalas sub-malha. 

ôu; ô _ 1 Ôp ô ( Ôu;) 
-+-(u;uj)=---+- v- . 
Ôt ÔXj p ÔX; ÔXj ÔXj 

( 4.41) 

Define-se um tensor de Reynolds global sub-malha (alternativamente ao que foi definido na 
equação ( 17)) como segue: 

(4.42) 

Tem-se então a seguinte equação filtrada: 

au; a __ 1 a_p a ( au; ) -+ -_(u; ui)=---+- v-- Tij . 
Ôt ÔXJ p ÔX; ÔXj ÔXj 

( 4.43) 

Aplica-se agora um novo filtro G de largura A> K sobre a equação (41), 

a~ a(~) 1a~ a(a~) -+- U;Uj = ---+- V--T;j , 
Ôt ÔXj p ÔX; ÔXj ÔXj 

( 4.44) 

onde a relação Li = 2K tem sido utilizada. Define-se o tensor das tensões relativas ao segundo 
filtro, também chamadas de sub-teste, como sendo: 

( 4.45) 

e em conseqüência a equação (45) pode ser reescrita na forma seguinte: 

(4.46) 
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Filtrando-se a equação ( 43) obtém-se: 

a~ a (:::::::--) 1 aj a ( a~ . ) -+- u;uj =---+- v--tau;j at axi p ax; axi axi ( 4.47) 

Subtraindo-se da equação (46) a equação (47), tem-se: 

a (- ~ ~) a ax· U; Uj- U;- Uj = ax· (T;j- Tij)· 
J J 

( 4.48) 

Define-se o tensor de Leonard global a partir da equação (48), 

(4.49) 

Esta igualdade é conhecida como a identidade de Germano. Ela pode ser utilizada para de
terminação da função coeficiente c(x, t) que aparece nos modelos de fechamento da turbulência. 

A parte anisotrópica do tensor de Reynolds global sub-malha pode ser modelada com a 
hipótese de Bousinesq: 

Ó;j - - -2--
T· ·- -r·· = -2vtS = -2c(x t)Ll IS IS 1] 3 1J 1] ' 1]' (4.50) 

onde ISI = .;s:;s0. 
Modelando-se as tensões turbulentas sub-teste T;i de forma análoga, tem-se: 

ó1J - ..o...2 ::::0::::0 
T;i- 3Tii = -2c(x, t)Ll IS!Sii· ( 4.51) 

Filtrando-se a equação (50) tem-se: 

( 4.52) 

Utilizando-se as equações (49), (50), (51) e (52) e após manipulações tensoriais obtém-se a 
expressão procurada para o coeficiente dinâmico: 

( 4.53) 

O tensor de Leonard L;i foi definido pela equação ( 49) e o tensor M;i é definido da seguinte 
forma: 

(4.54) 

Observa-se que o cálculo do coeficiente dinâmico só depende de grandezas resolvidas e de 
um duplo processo de filtragem. 

Em seguida fornece-se uma lista de publicações mais relevantes neste domínio: Germano 
(1986), Germano et ai. (1991), Moin et al. (1991), Lilly (1992), Germano (1992), Piomeli 
(1993), Carati et al.(1995), Ghosal et ai. (1995) e Spyropoulos e Blaisdel (1996). 
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4.4.6 Considerações sobre aplicação de modelagem sub-malha em 
malhas irregulares 

Os modelos sub-malha são baseados em duas formas de cálculo da viscosidade turbulenta: A 
primeira delas exige o cálculo de taxas de deformação (família de modelos baseados no modelo 
de Smagorisnky, 1963), e a segunda passa pelo cálculo de diferenças de velocidades (família 
de modelos baseados no modelo da função estrutura de velocidade- Lesieur e Métais, 1991). 
A aplicação destes modelos para malhas regulares não oferece dificuldades uma vez que os 
comprimentos característicos dos filtros são calculados diretamente da dimensão regular da 
malha. Para os casos de malhas irregulares, deve-se levar em conta este fato via modificações 
nos modelos originais. 

Modelos derivados do modelo de Smagorinsky 

O modelo original de Smagorinsky pode ser reescrito da seguinte forma: 

[ 
- ] 2 - - 1/2-

Tij = -2 L(fl) [2SmnSmn] S;j, (4.55) 

onde Ó = (D.J. fl2, !l3) e L(Ó) dependem do grau de anisotropia ou de irregularidade da malha 
utilizada. Se a malha é completamente regular, 

(4.56) 

sendo fl = llx1 = flx2 = llx3 e Cs é a constante de Smagorinsky, já apresentada. Para fracas 
anisotropias, Deardorff ( 1970) propôs 

Csfleq, 

(D.JD.2D.3)1/3. 
( 4.57) 

(4.58) 

Para fortes anisotropias, um desenvolvimento mais rigoroso foi proposto por Scotti e Men
eveau (1993) o qual pode ser resumido nos seguintes resultados: 

onde 

e a1 e a2 são os fatores de aspecto, definidos como segue: 

ll; D.k 
a 1 =~;a2=~, 

max "-"max 

flmax = max{a1,a2,a3}. 

(4.59) 

( 4.60) 

(4.61) 

(4.62) 

Observa-se que este tipo de correção pode ser adaptada para a modelagem dinâmica também. 
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Figure 4.5: Malha irregular. 

Modelos baseados no conceito de Função Estrutura de Velocidade 

Neste tipo de modelo a viscosidade turbulenta é calculada com uma equação do seguinte tipo: 

vfF(:i,~x,t) = 0,105C~312~x[F2(:i,~x,t)] 112 , 
F2(:i,~x) = (iiu(:i,t) -u(:i+f',t)il 2)urll=l>x· 

(4.63) 

(4.64) 

Quando a malha é estruturada e regular, ~x é obtido da própria malha. Quando a malha 
é estruturada e irregular faz-se necessária uma correção e Lesieur e Métais {1996) sugerem o 
seguinte: 

(4.65) 

Toma-se em conta a lei de Kolmogorov (1941) a qual estabelece que a função estrutura de 
segunda ordem é proporcional a (ér)213 , onde r é a distância entre os dois pontos em questão. 
A viscosidade turbulenta acima é então recalculada substituindo-se ~x por ~c, o que resulta, 
na formulação a 6 pontos, em: 

F2(:i, ~c, t) = ~ t [llü(:i)- ü(:i + ~x;ei)li 2 + liü(:i)- ü(:i- ~x;êi)ll2] (~)
213 

6 
i=l ~X; ( 4.66) 

Nesta equação ei é o vetor na direção x;. Para compreender melhor reescreve-se esta 
expressão de uma forma estendida: 

{ 

[liü(:i)- ü(:i + ~x1ei)i1 2 + iiü(:i)- ü(:i- ~xlei)ll 2] (,t
1
f 13 

+ } 

F2(:i, ~c, t) = ~ [ilü(:i)- ü(x + ~x2e2)11 2 + llü(x)- ü(:i- ~x2e2)11 2] ( !".) :~: + 
4

.
67 

[ilü(x) - ü(:i + ~xaeã)ll 2.+ llü(x) - ü(:i- ~x3eã)ll2] ( f:.) ) 
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Imagine-se uma forte anisotropia na malha, por exemplo D.x1 » D.x2 ~ D.x3. Neste caso, 

.Ó.c .Ó.c .Ó.c --« --~ --. 
D.x1 D.x2 .Ó.x3 

( 4.68) 

e a anisotropia faz com que as flutuações na direção influenciem menos no cálculo da viscosidade 
turbulenta que nas outras direções. Quando a malha é não estruturada, sugere-se interpolar a 
velocidade sobre um círculo de raio llrll, como se ilustra na figura abaixo. Com as velocidades 
localizadas em posições eqüidistantes, calcula-se a viscosidade turbulenta em um ponto no 
centro deste círculo. 

4.5 Exemplos ilustrativos de aplicações de LES 

4.5.1 Simulação de Grandes Escalas de escoamentos em transição 
sobre cavidades bidimensionais 

Dois casos destes escoamentos foram estudados numericamente utilizando-se de uma formulação 
para escoamentos compressíveis. O método de discretização de MacCormack (1969) foi uti
lizado. O modelo clássico de Smagorinsky (1963), com uma constante C8 =O, 2 foi empregado 
para estabilização dos cálculos. Observa-se que a turbulência é, por definição, tridimensional e 
hipóteses de bidimensionalidade serve apenas como uma aproximação para os escoamentos em 
transição aqui apresentados. Observa-se que o código computacional não apresenta convergência 
sem o modelo sub-malha, para cálculos a altos números de Reynolds. Este fato apenas confirma 
a necessidade de se modelar o processo de transferência de energia pela freqüência de corte, 
mesmo para escoamentos em transição. O ideal teria sido utilizar modelos sub-malha dinâmicos 
que se adaptam melhor a este tipo de escoamento. O modelo de Smagorinsky foi empregado por 
maior simplicidade nesta fase inicial destes desenvolvimentos. Os dois casos são apresentados 
a seguir. 

Cavidade bidimensional aberta 

A geometria deste problema está ilustrada na Figura 6. Ilustra-se ainda o processo de transição 
do escoamento com a presença de instabilidades que compõem as recirculações no interior 
da cavidade. Na figura 7 mostra-se os campos de temperatura (Figura 7.a), de vorticidade 
(Figura 7.b) e as linhas de corrente (Figura 7.c). Observa-se a presença das estruturas 
turbilhonares que são formadas na zona cizalhante da cavidade, as quais são transportadas 
e incorporadas à recirculação média, como esquematizado na Figura 6. É interessante observar 
que estas recirculações médias são compostas de estruturas turbilhonares menores, ilustrando 
a multiplicidade de escalas comentada. 

Os turbilhões que se formam são transportados para a direita da cavidade chocando-se 
contra a parede vertical. Estes choques podem ser observados e quantificados pelos pulsos de 
pressão criados nesta posição. Para tanto, foi registrado o histórico de pressão em uma malha 
localizada nesta região de choque. Esta distribuição temporal da pressão está ilustrada na figura 
8. Na figura 9 mostra-se a transformada de Fourier deste sinal, evidenciando a freqüência típica 
de choque dos turbilhões. O número de Strouhal é St = O, 66. 

Na figura 10 mostra-se a comparação do coeficiente de pressão obtido numericamente com 
os valores experimentais. Observa-se um bom acordo entre eles, exceto nas proximidades da 
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Figure 4.6: Esquema ilustrativo do escoamento em transição no interior de uma cavidade aberta. 

Figure 4.7: Escoamento em transição numa cavidade plana; (a) temperatura, (b) vorticidade 
e (c) linhas de corrente. 
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Figure 4.8: Distribuição da pressão, em função do tempo, na região de choques turbilhonares 
contra a parede direita da cavidade. 
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Figure 4.9: Transformada de Fourier do sinal da figura 8. 
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Figure 4.10: Coeficiente de pressão junto à parede inferior. 

parede da direita, onde os dados experimentais são também questionáveis. Maiores detalhes 
sobre este trabalho podem ser encontrados em Pinho (1996). 

Cavidade simétrica fechada com efeitos térmicos 

Neste estudo objetivou-se analisar o processo de amortecimento de flutuações térmicas 
utilizando-se de um capacitar na forma de uma dupla cavidade como ilustrada na Figura 11. Na 
entrada deste domínio são impostos os perfis de velocidade e de temperatura. A temperatura 
é flutuante na entrada de forma a simular a existência de pulsos que devem ser amortecidos 
pelo capacitar. O objetivo é ter na sua saída uma distribuição temporal de temperatura o mais 
uniforme possível. 

Na Figura 12 mostra-se os campos de vorticidade e de temperatura que ilustram bem a 
natureza física do escoamento no interior da cavidade. As estruturas turbilhonares se formam e 
se desenvolvem no espaço e no tempo. À direita da figura os campos de temperatura mostram 
a presença dos pulsos de temperaturas através das variações de cores. As cores mais escuras 
representam temperaturas de valor unitário e as cores mais claras representam temperaturas 
da ordem de zero. Este pulsos são transportados para o interior do capacitar e difundidos pelo 
efeito molecular. 

É interessante observar que as instabilidades dinâmicas são muito importantes para acelerar 
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Figure 4.11: Cavidade plana simétrica, geometria e características físicas do escoamento. 

este processo de amortecimento térmico. Vê-se, desta forma, que a SGE fornece a natureza 
física do escoamento, o que facilita a compreensão do processo. 

Dos cálculos também se extrai as informações quantitativas que podem ser visualizadas na 
Figura 13. Na figura 13 (a) têm-se as oscilações de temperatura na entrada do capacitar, com 
uma freqüência constante e igual a O, 1U00 jh. A amplitude do sinal na entrada é de 40°C. Na 
figura (b) têm-se a distribuição de temperatura na saída do capacitar. O seu comportamento 
é mais complexo. Ele apresenta uma amplitude igual, em média, a l0°C. Observa-se, desta 
forma, um amortecimento muito importante nas oscilações imposta na sua entrada. Quanto 
à freqüência das oscilações, a transformada de Fourier deste sinal na saída permite identificar 
um valor típico de O, 1U00/h, o que mostra que o processo de amortecimento não alterou a 
freqüência de entrada, dando origem, no entanto, a alguns armônicos. 

À fim de ilustrar a influência da freqüência das oscilações na entrada do capacitar, foi 
simulado um caso com uma freqüência 10 vezes superior à precedente, ou seja, 1, OU00 /h. Na 
Figura 15 mostra-se os campos de vorticidade e de temperatura correspondentes. Nos campos 
de temperatura ficam claras as flutuações de temperatura pelas variações das cores. A análise 
quantitativa, ilustrada nas Figuras 16 e 17, mostra que o processo de amortecimento é muito 
mais eficiente neste caso. 

Considerando que a geometria é a mesma e que o número de Reynolds também não foi 
modificado em relação ao caso precedente, o aumento na eficiência de amortecimento deve 
estar ligado ao aumento da freqüência das oscilações de temperatura. Realmente, comparando 
os lados direitos das Figuras 12 e 15, observa-se que na última encontra-se um número maior 
de pulsos de temperatura por unidade de volume. Isto implica na existência de maiores e 
mais numerosos gradientes de temperatura no interior do capacitar, o que claramente acelera o 
processo de difusão molecular e em conseqüência o processo de homogeneização do campo de 
temperatura. A transformada de Fourier da Figura 16 (b), ilustrada na Figura 17, mostra que 
houve uma drástica redução também na freqüência das flutuações de temperatura. Maiores 
detalhes sobre este trabalho podem ser encontrados em Matos (1996). 

Observa-se que este tipo de compreensão física seria difícil de ser obtida via experimentação 
e impossível via simulações médias. Este é um caso interessante que ilustra as potencialidades 
da aplicação de SGE para análise e solução de problemas práticos. 

4.5.2 Simulação de Grandes Escalas da convecção mista sobre um 
cilindro rotativo aquecid~ 

No estudo a aproximação de Boussinesq foi utilizada para modelar as forças de empuxo. A 
figura 18 ilustra o sistema de coordenadas cilíndricas, bem como os volumes de discretização. 

A técnica de discretização dos Volumes Finitos· com malhas co-localizadas e um esquema 
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Figure 4.12: Seqüência temporal dos campos de vorticidade (esquerda) e de temperatura 
(direita); Re = 30.000(Re = U00hjv) ; freqüência das oscilações de temperatura de O, lU00/h; 
L= 0,8h. 
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Figure 4.13: Distribuições de temperatura, relativas à Figura 12, na entrada (a) e na saída (b) 
do capacitor. 
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Figure 4.14: Transformada de Fourier do sinal da Figura 13 (b). 



180 Capítulo 4: Simulação de Grandes Escalas de Escoamentos Turbulentos 

--~~ ~ »~ »~· --~· 

I 

• 

Figure 4.15: Seqüência temporal dos campos de vorticidade (esquerda) e de temperatura 
(direita); Re = 30.000(Re = U00h/v); freqüência das oscilações de temperatura de O, lU00 /h; 
L= O, 8h. 
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Figure 4.16: Distribuições de temperatura, relativas à Figura 15, na entrada (a) e na saída (b) 
do capacitar. 

Figure 4.17: Transformada de Fourier do sinal da Figura 16 (b). 
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Figure 4.18: Sistema de coordenadas, volumes de controle e nós de discretização. 

semi-implícito de discretização temporal foram utilizados (Morales, 1996). Utilizou-se ainda um 
esquema de transporte convectivo de terceira ordem do Tipo QUICK (Hayase et ai., 1992). As 
condições de contorno utilizadas são: comportamento assintótico no infinito (derivadas nulas) 
e velocidade e fluxo de calor impostos na superfície do cilindro. 

Na figura 19 mostra-se, utilizando o campo de temperatura, o regime permanente do escoa
mento para quatro condições de operação, caracterizados por diferentes rotações do cilindro. 
Nesta figura os número de Reynolds, de Rayleigh e de Froude são definidos respectivamente 
como segue: Re = wR2 jv, Ra* = Gr*Pr(Gr* = g/3R4q"jv2

K), a = Gr*/Re2
, sendo w a 

freqüência de rotação do cilindro, R o seu raio, /3 o coeficiente de expansão térmica, k a 
condutibilidade térmica e q" o fluxo de calor imposto sobre o cilindro. 

Observando esta figura, vê-se que quando Froude é zero (rotação nula) o escoamento adquire 
a configuração simétrica clássica, enquanto que, à medida que a rotação aumenta, o escoamento 
se distorce na direção da rotação (anti-horário, no presente caso), perdendo sua simetria, devido 
aos efeitos combinados da rotação e do empuxo gerado pelo aquecimento. 

Na Figura 20 apresenta-se as distribuições do número de Nusselt médio em função de 
Rayleigh e do inverso de Froude. Nota-se que os resultados são apresentados apenas para 
regimes de baixas rotações, pois os cálculos aqui apresentados são bidimensionais, enquanto 
que para altas rotações aparecem efeitos tridimensionais. 

Faz-se também a comparação com resultados experimentais e verifica-se uma boa con
cordância das simulações até s da ordem de 1. Com base nisto efetuou-se uma série de 25 
simulações, variando-se Froude de 0,0 a 1,0 com intervalo de 0,2, para os cinco valores de 
Rayleigh que consta da figura 20. Com os resultados ajustou-se uma equação que fornece 
Nusselt em função de Froude e de Rayleigh, a qual é apresentada a seguir: 

(4.69) 

onde 1 :::; a < oo e 104 
:::; Ra* :::; 108

. O termo Nunc é Nusselt para convecção natural pura 
cuja correlação foi proposta por Churchil et ai. (1975): 

{ ( 
Ra* )1/6}2 

Nunc = O, 6 +O, 321 Nunc , (4.70) 

a qual é válida para 103 :::; Ra* :::; 1012. Maiores detalhes podem ser encontrados em Morales 
et ai. (1998). 
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Figure 4.19: Campos de temperatura sobre um cilindro rotativo; Ra* = 1xl06
; Pr =O, 7; Cs = 

0,32; (a) Re = O,s = 8(0rpm); (b) Re = 290,s = 2(52rpm); (c) Re = 410,s = 1(75rpm); (d) 
Re = 557, s =O, 5(110rpm). 
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Figure 4.20: Nusselt médio em função do inverso de Froude (1/s) e de Ra*; Pr =O, 7. 
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Figure 4.21: Expansão brusca; domínio de cálculo e características geométricas. 

4.5.3 Simulação de Grandes Escalas de escoamentos turbulentos 

complexos 

Neste item são apresentados resultados de dois estudos ilustrativos da aplicação de SGE para 
a solução de problemas complexos: trata-se de escoamentos turbulentos sobre uma expansão 
brusca e a interação de múltiplos jatos tridimensionais. Ambos foram tratados com um código 
computacional em volumes finitos com malhas entrelaçadas. O modelo sub-malha função 
estrutura de segunda ordem foi utilizado. 

Escoamento turbulento sobre uma expansão brusca 

Este problema está esquematizado na Figura 21 onde se vê os detalhes geométricos. Na figura 
22 mostra-se o escoamento sobre uma expansão de baixo degrau, onde se visualiza os campos 
de vorticidades para vários instantes. Observa-se os detalhes do escoamento: descolamento no 
lado esquerdo da figura; a formação da região de recirculação com o processo de acumulação de 
vórtices que são transportados periodicamente para a saída do canal, em direção à direita do 
mesmo; o descolamento da camada limite junto a parede superior e a formação de uma esteira 
t ur bilhonar. 

O escoamento tridimensional sobre esta mesma geometria pode ser visualizado nas Figuras 
23 (a) e (b) onde se mostra respectivamente os campos de vorticidade e de pressão. É notória 
a complexidade do escoamento. Visualiza-se a formação das estruturas turbilhonares primárias 
(transversais ao escoamento), assim como as estruturas secundárias (longitudinais) com fortes 
interações não lineares entre si. Mais uma vez observa-se que foi possível colocar em evidência 
detalhes muito finos do escoamento, os quais foram também observados experimentalmente em 
escoamentos similares, tipo camada de mistura em desenvolvimento espacial. Mais detalhes 
sobre este trabalho podem ser encontrados em Silveira-Neto et al. {1993). 
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Figure 4.22: Evolução temporal do escoamento turbulento sobre um degrau; visualiza-se o 
campo de vorticidade; o número de Reynolds baseado na altura do degrau é ; utilizou-se uma 
malha de 320x80 pontos nas direções x e y respectivamente. 
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Figure 4.23 
200x30x30! 

(a) 

(b) 

alha de 

Figure 4.23: Simulação tridimensional da configuração descrita na Figura 22; malha de 
200x30x30 em x, y e z respectivamente. 

Interação entre jatos tridimensionais 

Este estudo foi desenvolvido por Urbin (1997) utilizando o mesmo código computacional descrito 
no item anterior. Mostra-se aqui parte da análise de sistemas de múltiplos jatos, a título de 
exemplificação da aplicação de Simulação de Grandes Escalas para a solução de problemas 
industriais complexos. Na Figura 24 visualiza-se um sistema composto de 10 jatos simultâneos, 
os quais são simulados em três dimensões. O processo físico de formação das instabilidades é 
evidenciado claramente. Na figura 25 evidencia-se, sobre este mesmo sistema a formação de 
baixas freqüências sobre o conjunto. Na Figura 25 (a) mostra-se a visualização experimental 
e na Figura 25 (b) mostra-se a visualização via Simulação de Grandes Escalas. É notória a 
semelhança entre os dois resultados. Ressalta-se o alto grau de complexidade deste tipo de 
escoamento, composto por múltiplos jatos interagindo entre si simultaneamente. 

4.6 Discussão 

Procurou-se dar uma visão geral sobre a metodologia de Simulação de Grandes Escalas de 
escoamentos turbulentos. Fez-se um apanhado dos tipos de modelos sub-malha existentes 
na literatura, desde os mais antigos até os mais modernos desenvolvidos nos últimos anos. 
Eles foram comparados e as vantagens e desvantagens foram levantadas ao longo do texto. 
Resultados ilustrativos foram apresentados, os quais permitiram ilustrar as potencialidades da 
metodologia SGE para a solução e análise de problemas envolvendo escoamentos complexos. 

Ressalta-se que todos os modelos sub-malha apresentados apresentam deficiências no que 
se refere à simulação dos seguintes problemas: escoamentos em transição; escoamentos nas 
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Figure 4.24: Simulação de grandes escalas do processo de interação entre múltiplos jatos; 
visualiza-se o campo de pressão (Urbin, 1997). 

(a) (b) 

Figure 4.25: Simulação de grandes escalas de múltiplos jatos; evidencia-se a formação de baixas 
freqüências sobre o sistema (Urbin, 1997). 
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proximidades de paredes e transporte inverso de energia das escalas não resolvidas (sub-malha) 
para as escalas resolvidas, através da freqüência de corte: este fenômeno é conhecido como 
back-scatter. 

A modelagem dinâmica, recentemente desenvolvida e ainda em fase de testes e mesmo de 
desenvolvimento, poderá resolver em parte estes problemas. Resta, no entanto, problemas 
de viscosidade turbulenta negativa em determinados momentos dos cálculos, o que promove 
divergências nas simulações. Muito ainda se tem que desenvolver em matéria de modelagem 
da turbulência, objetivando-se modelos que sejam ao mesmo tempo simples e gerais, ou seja, 
válidos para todas as geometrias e para escoamentos de naturezas físicas diferentes. 
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5.1 Introdução 

Uma das consequências do avanço tecnológico de sistemas computacionais, sem dúvida nen
huma, foi de proporcionar a engenheiros e cientistas ferramentas de simulação numérica que 
permitem a análise de problemas cada vez mais realistas. Associadas ao desenvolvimento de 
métodos numéricos eficientes, com a utilização ou não do paradigma da computação paralela, as 
ferramentas de simulação permitem uma abordagem confiável, com baixo custo, de problemas 
complexos tanto sob o ponto de vista de sua formulação matemática, quanto de seu domínio 
espacial. 

Escoamentos industriais podem ser abordados, na atualidade, considerando- se efeitos físicos 
diversos relacionados à turbulência, compressibilidade ou reatividade, dentre outros. Geome
trias e condições de contorno complexas podem também ser tratadas dentro de contextos de 
métodos numéricos adequados. Na segunda metade deste século, a modelagem da turbulência 
vem evoluindo em conjunto com metodologias numéricas avançadas. Esta dualidade, prati
camente indissociável, permite uma abordagem prática de problemas, com efetiva redução de 
custo de desenvolvimento industrial nas áreas aeroespacial, de processos químicos e de ali
mentos, automotiva, etc. A utilização de códigos baseados em métodos de volumes finitos ou 
elementos finitos é uma realidade no desenvolvimento de projetos de sistemas. Isto é con
sequência do desenvolvimento científico de alto nível envolvendo engenheiros e cientistas de 
diferentes países. O estágio atual dos códigos de simulação de escoamentos é caracterizado 
pelo repasse constante de novas implementações, permitindo aos grupos de projeto a utilização 
de tecnologia de ponta envolvendo tanto modelos matemáticos mais realistas, quanto métodos 
numéricos mais eficientes. 

Neste capítulo u!lla introdução ao método de elementos finitos para a simulação de escoa
mentos turbulentos é apresentada. Pretende-se colocar de lado uma discussão pouco profícua 
sobre a utilização de metodologias do tipo elementos finitos ou volumes finitos. Considera-se 
que ambas as metodologias são adequadas à simulação de problemas industriais complexos, 
sendo a escolha por uma ou outra abordagem uma escolha pessoal que envolve o histórico da 
formação do profissional de P&D envolvido na utilização do método, ou mesmo a oportunidade 
de negócio ou desenvolvimento associada à compra do código de trabalho. Para a abordagem 
de problemas matemáticos que formulam diferentes tipos de escoamento, ambas as metodolo-

, gias demonstraram nos últimos anos a capacidade de apresentar soluções realístas, de maneira 
computacionalmente eficiente. 

Este texto não pretende de forma nenhuma esgotar o assunto da utilização do método de 
elementos finitos (MEF) aos escoamentos turbulentos. Trata-se somente de um texto motivador, 
que introduz a linguagem específica do MEF, a profissionais ligados ao tratamento deste tipo 
de escoamento. 

5.2 Histórico 

Os primeiros métodos numéricos para a simulação de escoamentos datam das décadas de cin
quenta e sessenta e baseavam-se no método de diferenças finitas. Para as formulações de 
escoamentos por variáveis primitivas (u e p) ou em termos de função corrente-vorticidade (1/J 
- Ç) foram desenvolvidos as primeiras metodologias numéricas, relatadas por exemplo nos tra
balhos de Roache {1970}, Gosman et al. {1969) e Hirt (1971). As aplicações encontradas na 
literatura desta época envolvem principalmente problemas laminares, definidos em domínios 
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regulares. Algumas poucas aplicações de simulação de escoamentos turbulentos, com a uti
lização de modelos algébricos simples tipo comprimento de mistura, podem ser encontradas na 
literatura. Nesta mesma época o desenvolvimento do MEF avançava no sentido de tratar prob
lemas lineares com formulação matemática mais simples, tais como em engenharia estrutural, 
condução de calor, escoamento potencial, etc. (e.g. Zienkiewicz {1967)). O apelo ao tratamen
to de geometrias complexas proporcionava então a esta metodologia uma grande vantagem em 
relação a outras metodologias, que por outro estavam mais adaptadas à resolução de problemas 
de mecânica dos fluidos, estes não-lineares. 

Os anos 70 foram caracterizados por um grande avanço no desenvolvimento tanto de modelos 
de turbulência mais realísticos, quanto no desenvolvimento de novas metodologias numéricas 
mais adaptadas. Patankar & Spalding {1972) e Patankar {1980} caracterizam o marco de 
proposta da metodologia de volumes finitos. Esta metodologia, associada a proposta de mod
elos de turbulência com duas equações ( Harlow & Nakayama {1972),Jones & Launder {1972) 
e Launder fj Spalding (1972) ) permitiram a simulação de escoamentos turbulentos com re
circulação, envolvendo assim diversas situações práticas mais evidentes. Surgem também as 
primeiras versões mais objetivas de modelos de fechamento de segunda ordem (Hanjalic & 
Launder (1972}, Launder et al. {1975)). Nesta década, os avanços do MEF associados à 
mecânica dos fluidos foram caracterizados por um embasamento teórico mais sólido associado 
à análise numérica de problemas com formulação mixta (problemas de Stokes). Neste tipo de 
estudo, avaliou-se os espaços admissíveis de interpolação dos campos de velocidade e pressão 
( e.g. Brezzi {1974), Girault & Raviart {1979) e Bercovier & Pironneau {1979)). Elementos 
finitos consistentes para o tratamento de problemas em mecânica dos fluidos são então propos
tos, permitindo assim as primeiras simulações de escoamentos incompressíveis (Bristeau et al. 
(1980)). Esquemas estáveis para a discretização de problemas convectivos foram desenvolvidos 
com uma forte base nos desenvolvimentos anteriores para estabilização de problemas convec
tivos em diferenças finitas (Hughes {1978) e Kelly et al. (1980)). Um atrazo de quase dez 
anos em relação à evolução de métodos tipo diferenças finitas/volumes finitos é observado. A 
turbulência e elementos finitos ainda estavam bem distantes. 

!\a década de oitenta a evolução dos modelos de turbulência direcionou-se no sentido de 
propostas de modelos de fechamento de segunda ordem (e.g Launder {1987)) e para condições 
físicas mais complexas tais como compressibilidade ( Vandrome {1983) ) ou multiplas fases 
(Elghobashi & Abou-Arab {1983). Modelos válidos para regiões próximas à parede são também 
propostos (Modelos baixo Reynolds), permitindo assim a integração do problema em todo o 
domínio (Patel et al. {1985)). O método de elementos finitos evolui nos anos 80 no sentido 
de colocar dentro de um contexto de embasamento teórico os tratamentos dos problemas de 
estabilização do problema de convecção-difusão (Brooks & Hugues {1982}, Johnson fj Saranen 
(1986) e de interpolação dos campos de velocidade e pressão (e.g Hugues fj Franca (1987), 
Hughes et al. (1986)). Isto permitiu tanto a utilização de esquemas de discretização com 
convergência assegurada para problemas fortemente convectivos, como também a utilização de 
elementos finitos com mesma ordem de interpolação para os campos de velocidade e pressão. 
A aplicação do MEF a modelos de turbulência tipo k-E é somente reportada nos trabalhos 
pioneiros de Taylor {1983), Smith {1984) e Brison et al (1985). 

Se por um lado uma grande evolução do MEF no sentido de tratamento de problemas 
laminares e turbulentos foi observada, permitindo assim a resolução numérica de problemas 
com geometrias complexas, um atrazo ainda grande quanto ao tempo de cálculo em comparação 
com métodos que utilizavam malhas estruturadas, tipo volumes finitos, era ainda notado. Pelo 
lado do método de volumes finitos, o contexto de coordenadas generalizadas permitiu então 
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o tratamento de domínios um pouco mais complexos que aqueles definidos em coordenadas 
cartesianas (ou polares) (Maliska (1986)). Porém, neste ponto específico, a metodologia de 
elementos finitos era ainda mais adequada a tratar problemas geométricos mais complexos. 

No fim deste século, o MEF para aplicações em escoamentos laminares e turbulentos atinge 
uma maturidade de desenvolvimento. Atualmente o estágio de desenvolvimento desta metodolo
gia permite o tratamento de uma enorme variedade de problemas de escoamentos turbulentos, 
definidos em geometrias 2D e 3D, utilizando uma gama de modelos de fechamento de primeira 
e segunda ordem, os quais também apresentaram um nível de evolução importante. Diversos 
códigos comerciais baseados em elementos finitos são disponíveis no mercado, os quais disponi
bilizam modelos de turbulência avançados, considerando situações complexas de interações 
da hidrodinâmica com efeitos de compressibilidade ou combustão, por exemplo. O sentido 
de evolução da metodologia baseia-se atualmente na melhoria da eficiência dos algorítmos de 
maneira a acelerar a convergência de problemas não-lineares e no sentido de viabilizar a uti
lização de malhas de discretização que envolvam um número cada vez maior de graus de liber
dade. A modelagem da turbulência por outro lado evolui no sentido de proporcionar relações 
de fechamento mais exatas, com base em resultados experimentais obtidos com instrumentação 
avançada, ou ainda oriundos de simulações diretas ou de grandes vórtices (DNS ou LES). No 
estágio atual, tanto o MEF quanto o método de volumes finitos apresentam uma enorme po
tencialidade de resolução de problemas de escoamentos complexos quaisquer. A utilização de 
malhas não-estruturadas com grande número de graus de liberdade é uma realidade na solução 
de problemas de escoamentos em geometrias bastante complicadas. A própria evolução da 
computação paralela, em máquinas de relativo baixo custo, permite na virada do milênio a 
contrução de túneis de vento virtuais, com excelente confiabilidade de resultados, proporcio
nando portanto a redução de custos de desenvolvimento de projetos de diferentes produtos, de 
aviões à próteses de válvulas cardio-vasculares. 
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5.3 Formulação 

5.3.1 Equações de conservação médias 

Considera-se no presente trabalho escoamentos de fluidos newtonianos, incompressíveis e tur
bulentos. Define-se como O e r respectivamente o domínio no qual o escoamento é definido 
(O c ~N, N = 2 ou 3) e seu contorno. As equações que governam o problema são dadas pelas 
versões médias dos princípios de conservação da massa e quantidade de movimento: 

V'.U =O (5.1) 

au + (V'U)U""= -~V' P + V'.(vV'U)- V'.(u 0 u) 
8t p 

(5.2) 

Nestas equações p e v são a densidade e a viscosidade do fluido, U e P os campos médios 
de velocidade e pressão respectivamente, e u 0 u o tensor de tensões turbulentas. 

Condições de contorno devem ser adicionadas, especificando a velocidade ou a pressão em 
uma dada parcela do domínio, ou seja: U = g em f 9 ; e P =h em rh. Condições iniciais para 
o campo de velocidade devem ser consideradas, na forma U = Uo em n, para t =O. 

O aparecimento do tensor de Reynolds na equação de conservação é uma consequência direta 
do processo estocástico de geração de equações médias de grandezas aleatórias, envolvendo 
sempre uma recursividade a momentos de ordem superior. Uma equação média tensorial pode 
ser obtida a partir da equação exata do campo flutuante (c.f. Hinze (1975)). Esta equação é 
escrita na forma: 

ar 
-+U.V'r=P+d+<l>-E 
8t 

Nesta equação T = u 0 u e as diferentes parcelas tensoriais são dadas por: 

• Parcela de produção devido a taxa de deformação do campo médio: 

(5.3) 

(5.4) 

• Mecanismo de transporte por difusão, agregando as parcelas correspondentes às flutuações 
de velocidade, às flutuações de pressão e à difusão molecular: 

1 
d = -V'.(u 0 u 0 u)- -(V'pu + V'Tpu) + V'.(vV'r) 

p 
(5.5) 

• Parcela correpondente às correlações entre a taxa de deformação do campo flutuante com 
as flutuações de pressão. Esta parcela reflete o mecanismo de redistribuição, pela pressão, 
da energia cinética de turbulência, entre os diferentes componentes do tensor de Reynolds: 

<I> = ~p-'"(V'=-u-+-::V'::;T"u') 
p 

(5.6) 
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• Tensor de dissipação, que equaciona a dissipação viscosa: 

(5.7) 

Observação 1 
O tensor de Reynolds é simétrico e positivo definido 

Observação 2 
Os componentes da diagonal do tensor são sempre positivos, ( c.f Condição de realizabilidade1 

- Lumley (1983)): r;; 2': O, i= 1, 2, 3 

Observação 3 
Valem as seguintes relações: 

• V(i,j) , (v;.uj)::; uruJ, (Desigualdade de Cauchy-Schwartz); 

• det r 2': O, (Determinante do tensor positivo) 

As características apresentadas nas observações anteriores são consequência das propriedades 
estatísticas das correlações dos componentes de velocidade que compõem o tensor de Reynolds. 
Tais propriedades são utilizadas para a verificação da consistência de modelos de fechamento, 
ou mesmo para avaliar a convergência de esquemas numéricos. 

A partir do traço da equação 5.3 pode-se obter a equação de evolução da energia cinética 
de turbulência, definida como: 

Portanto: 

!Jff + U.'Vk 

q2 1_ 
k =- = -u.u 

2 2 
(5.8) 

(5.9) 

Em geral utiliza-se a notação dos termos de produção e dissipação desta equação respecti
vamente por: 

(5.10) 

(5.11) 

Para a dissipação, uma equação exata pode ser deduzida a partir da equação exata do campo 

flutuante (c.f. Hinze {1975)). 

1 Relizability constraint 
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5.3.2 Modelos de Turbulência: Aspectos gerais 

As equações 5.3 e 5.9 foram obtidas diretamente das leis de conservação com a aplicação de 
um operador de média estatística. Nesta dedução, novas variáveis de correlação estatística de 
ordem superior são obtidas (u ® u ® u, u'Vp, ... ). Isto é uma característica peculiar dos métodos 
estocásticos, onde uma correlação de uma dada ordem será sempre função de correlações de 
ordem superior. Em dado nivel de descrição estatística, o problema de fechamento é colocado, 
necessitando-se assim a modelagem inexata de correlações de ordem superior. 

Em geral a modelagem da turbulência utiliza técnicas análogas aquelas aplicadas na mecânica 
dos meios contínuos, onde procura-se representar uma grandeza escalar, vetorial ou tensorial 
em função de grandezas conhecidas. Metodologias de modelagem baseadas em teoremas de 
representação e invariância material são bastante utilizadas (e. g., Lumley (1 970) e Speziale 
(1989)). As constantes a determinar são ajustadas a partir de experiências precisas oriundas 
de análises experimentais ou de simulações diretas (DNS). Estas experiências apresentam infor
mações fundamentais para a modelagem, tais como os campos médios de velocidade e pressão, 
e suas estatísticas, bem como suas correlações de ordem superior. Estes parâmetros permitem 
a determinação das escalas características da turbulência e de seu balanço energético. 

Na classificação habitual de um modelo de turbulência, o modelo de fechamento em pri
meira ordem visa estabelecer relações diretas para o tensor de tensões de Reynolds com o 
campo de velocidade média, mais particularmente com os seus gradientes. Para um modelo de 
fechamento em segunda ordem, novas equações de transporte devem ser utilizadas para cada 
componente do tensor de Reynolds. Neste último caso os termos de ordem superior da equação 
média (equações 5.4-5.7) são convenientemente modelados. Neste trabalho limita-se a uma 
modelagem de fechamento em primeira ordem da turbulência. 

O princípio de invariância material estabelece que se o tensor de tensões turbulentas é 
função do gradiente de velocidade, a única dependência linear possível é dada por ( Chacon fj 
Pironneau (1 986)): 

u®u=al+bD(U) (5.12) 

Onde a, b E ~,I é o tensor indentidade e D(U) a parte simétrica do gradiente de velocidade 
dada por: 

1 - TTT 
D(U) = '2('VU +'V U) (5.13) 

Isto de fato embasa matematicamente a relação proposta no século XIX por Boussinesq 
(1877) na forma: 

-- 2 
u ® u = 3'kl- 2vrD(U) (5.14) 

Onde vr é a viscosidade de turbulência, um parâmetro que deve ser ainda modelado mais 
precisamente. 

A hipótese de Boussinesq foi originalmente proposta tendo em vista uma analogia do escoa
mento turbulento com a teoria cinética dos gases. Embora matematicamente correta, a hipótese 
de viscosidade de turbulência equivale a alinhar os eixos principais dos tensores de Reynolds e 
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de taxa de deformação, o que em diversas situações físicas não é observado. Para escoamentos 
onde as tensões tendem a um comportamento anisotrópico (escoamentos com forte curvatura 
nas linhas de corrente, controlados por forças de empuxo ou giro e em zonas de recirculação) os 
resultados obtidos com este tipo de modelo apresentam discordâncias em relação às medições 
experimentais. Mesmo com estas limitações, o modelo de viscosidade de turbulência é uma 
ferramenta importante para a resolução de escoamentos complexos sendo eles industriais ou 
ambientais. 

A relação 5.14 pode ser expandida em uma aproximação mais geral que envolve termos 
não-lineares (Speziale {1987}). Este tipo de modelo, ainda que de primeira ordem, considera 
efeitos anisotrópicos o que o torna mais realista do que a proposta original de Boussinesq. De 
forma geral, pode-se escrever este tipo de modelo na forma: 

- 2 ( u ® u = 3kl- 2vTD(U) + B U) (5.15) 

O tensor B(U) é uma função quadrática do gradiente de velocidade média. Este modelo 
será discutido à seguir. 

5.3.3 Modelo à duas equações k - E 

O modelo de turbulência k - E, proposto por Harlow €3 Nakayama (1972}, e implementado 
numericamente por Jones €3 Launder {1972} e Launder €3 Spalding {1972), é certamente o 
modelo de turbulência mais utilizado para a simulação numérica de escoamentos turbulentos. 
Sua implementação numérica é relativamente simples de ser executada a partir de um código 
laminar base. Embora sua ineficência na previsão de alguns tipos de escoamento seja observada, 
o mesmo é um bom ponto de partida para a análise de problemas que se necessitem um con
hecimento básico do campo turbulento. A base do modelo de turbulência k -E é a aproximação 
de Boussinesq formulada pela equação 5.14. A viscosidade de turbulência é então formulada 
por uma relação de escalas formada pela dissipação e pela energia cinética de turbulência. Esta 
relação é dada pela proposta de Prandt-Kolmogorov: 

(5.16) 

Utilizando as últimas relações na equação 5.9 e um fechamento simples para os termos 
difusivos, tem-se a equacão para a energia cinética de turbulência: 

(5.17) 

A equação para E é obtida através do fechamento de seus termos de ordem superior, ou de 
maneira mais simple e objetiva por argumentos de escala. Esta equação é dada por: 

(5.18) 



200 Capítulo 5: Elementos Finitos Aplicados à Turbulência 

Nas equações básicas do modelo (eqs. 5.17 e 5.18), constantes são introduzidas (uk, u., ... ). 
Os valores originais propostos por Jones & Launder (1972) são dados por: 

cp. = o.o9; cEl = 1.44; c.2 = 1.92; O"k =LO; u, = 1.3 

Observação 4 
Com base na metodologia RNG (Renormalization Group Theory), Yakhot & Orsag (1986} 

propõem uma versão ligeiramente diferente para as constantes do modelo, modificado-as para: 

cp. = o.085; ak = o.72; u. = o.n; c.2 = 1.68; 

c = 1.42- ry(1- ry/4.38) 
<I 1 + 0.012ry3 

Onde 

1]= 
kJ2D(U): D(U) 

é 

Os resultados obtidos utilizando esta abordagem demonstram uma melhora significativa 
para casos de escoamentos com recirculação ( e.g. Lien & Leschziner (1994)) 
Observação 5 

O modelo formulado considera sempre que a turbulência local é desenvolvida. O mesmo 
não apresenta uma tendência assintótica para o escoamento laminar, quando os valores de 
Reynolds local são baixos. Para que o modelo de turbulência consiga prever a laminarização 
do escoamento, é necessário que ajustes sejam propostos, caracterizados por modificações nas 
constantes das equações de k e é (e. g. Shi (1990), Yap (1987)). Estas modificações em geral 
envolvem funções de amortecimento da turbulência baseadas em um número de Reynolds local 
( Rer = k2 / vé) ou da distância da parede sólida. 

5.3.4 Modelo k- E Anisotrópico 

As principais deficiêcias do modelo k - é são consequência da utilização do conceito de vis
cosidade de turbulência. Sabe-se que a capacidade de tal modelo em prever situações onde as 
tensões normais são relevantes (escoamentos com forte curvatura das linhas de corrente, com 
influência da força de corpo ou giro, ou nas zonas de recirculação) são fracas e os resultados 
obtidos apresentam geralmente grandes diferenças em relação aos resultados experimentais. 

Diversas modificações empíricas do modelo são propostas para adapta-lo às diferentes situações. 
Cita-se por exemplo as propostas de Leschziner & Rodi (1984) para escoamentos com giração, 
Rodi (1984} para escoamentos com força de empuxo, dentre diversas outras versões adaptadas 
deste modelo para situações específicas. É importante observar que as adaptações do modelos 
original são feitas com base em um empirismo had hoc que só convém à situações particulares, 
limitantes em seu uso geral. 

Uma modificação bastante robusta foi proposta por Speziale (1987) ou Speziale (1991), 
que partindo das idéias de modelagem constitutivas de fluidos não-Newtonianos tipo Rivlin
Ericksen, congruentes com as idéias de base do modelo k - é, obtem-se uma versão anisotrópica 
e não-linear, que produz resultados muito bons para escoamentos com recirculação. Observa-se 
que os mesmos conceitos para a inclusão de termos anisotrópicos no modelo, foi proposta por 
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Yoshizawa {1984} utilizando um formalismo DIA. Mais recentemente o modelo anistrópico foi 
discutido nos artigos de Crajt et al {1993} e Park f3 Sung {1995) e novamente os resultados 
obtidos são surpreendentes. 

As idéias básicas que fundamentam o modelo anisotrópico, são oriundas de uma extensão do 
conceito de tensor do comportamento viscoso do tensor de Reynolds, utilizando uma equação 
constitutiva mais geral do tipo fluido visco-elástico, invariante à mudança de referencial. Esta 
concepção de fato é originária de um trabalho de Lumley (1970). Desta maneira Speziale {1987) 
utiliza a equação extentida 5.15, com o tensor B definido como: 

B(U) 
(5.19) 

Nesta equação o tensor W(U) é a parte anti-simétrica do gradiente de velocidade, i. e.: 

(5.20) 

e os invariantes dados por: 

n;I = D(U): D(U); w]I = W(U): w(u) (5.21) 

Os valores das constantes do modelo são dadas por Park f3 Sung {1995): 

Crl = 0.6; Cr2 = 0.4; Cr3 = 0.005 (5.22) 

Observação 6 
Embora os modelos apresentados anteriormente, contemplem matematicamente a parte 

transiente através da presença da derivada temporal nas equações de k e E, as hipóteses de 
fechamento originalmente utilizadas são incompatíveis com a variação dos campos com o tempo. 
A evolução temporal da turbulência deve estar associada a um fechamento que considere termos 
de história dos campos médios e de tensões de Reynolds. Para o modelo anisotrópico, um termo 
adicional de história, baseado na parcela transiente da derivada de Oldroyd, 8D(U)/8t deve 
ser considerado (ver Speziale {1986)). Para o caso do modelo k- E convencional, modificações 
devem ser propostas no sentido de considerar a escala de tempo de evolução da turbulência. 

5.3.5 Condições de Contorno 

O sistema de equações diferenciais parciais apresentado nos capítulos anteriores válidas no 
domínio n, deve ser complementado por um conjunto de condições de contorno, estabelecidas 
na fronteira r. Estas condições são caracterizadas por valores impostos dos campos U, P, k, e 
E, e SUas derivadas SObre r. 

As condições de contorno geralmente impostas são: 
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• Condição de afluxo: Para o escoamento entrando no domínio, sobre a superfície r., 
impõe-se condições do tipo Dirichlet para os campos de velocidade e de grandezas turbu
lentas, i.e.: 

U(x) = u.(x); k(x) = k.(x); E(x) = fe(x); 'Vx E r. (5.23) 

• Condição de efluxo: Para o escoamento saindo do domínio, sobre a superfície r., com 
normal n, impõe-se condições do tipo Neumman homogeneas sobre os componentes do 
campo de velocidade, k e E, considerando também uma pressão de referência na saída: 

au ak af - = 0 · - = 0 · - = 0 · P(x) = P · 'Vx E r 
8n ' 8n ' 8n ' 

8 
' 

8 (5.24) 

• Condições de parede: O estabelecimento de condições de contorno relativas à uma 
parede sólida que confina o escoamento, é um ponto delicado na modelagem da turbulência 
e seu tratamento numérico. Lembra-se inicialmente que as equações descritas nos ítens 
anteriores, não são válidas próximas à parede. A tendência natural seria de modificar o 
modelo, considerando uma tendência assintótica para laminarização, integrando assim as 
equações até a parede. Este tipo de estratégia, que utiliza modelos de baixo Reynolds, 
é utilizada em algumas situações. Nota-se porém que a utilização de tais modelos está 
associada à uma utiliação de malhas de discretização muito densas próximo da parede. 
Esta é a única maneira de capturar as fortes variações dos campos nestas regiões. Em 
geral, para contornar esta dificuldade, leis de parede são utilizadas. Nesta abordagem, o 
domínio é deslocado de uma distância ó, muito pequena, na direção normal da parede. A 
partir desta superfície, vale as equações do modelo de turbulência. Sobre esta superfície 
serão então impostos valores para U, k e E. 

Seja portanto uma superfície limite do domínio, próxima à parede sólida notada como 
r w, como mostra a figura 5.1. Em qualquer ponto desta superfície, pode-se definir um 
referência! local formado pelos vetores unitários normal à parede, n, tangencial à linha 
de corrente que passa sobre o ponto, t, e um vetor binormal aos dois primeiros s. A 
generalização das leis de equilíbrio sobre este sistema de coordenadas é dada por: 

U.t)w = f(ó, U, v, 'il P.t) (5.25) 

U.n)w =O; U.st =O (5.26) 

kw = k(ó, U, ... ); fw = E(ó, U, ... ) (5.27) 

As leis de parede são obtidas da integração da equação de quantidade de movimento na 
direção norma à parede, utilizando hipóteses de camada limite. Subdivide-se a região 
próxima em zonas internas e externas, cujo o efeito da turbulência é levado em conta ou 
não (e. g. Tritton {1988)). Obtem-se portando a seguinte relação para o componente 
tangencial da velocidade: 
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Linha de corrente próxima 
à parede 

Parede Sólida 

Figura 5.1: Condição de proximidade de parede 
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(5.28) 

Nesta equação K = 0.419 e C= 5.445, e Uf é a velocidade de fricção, definida como: 

2 Tw ) Ô uf =:-=(v+ IIT -
8 

(U.t) 
p n 

(5.29) 

As condições para k e E são obtidas das de energia cinética de turbulência, utilizando o 
equilíbrio entre produção e dissipação. Estas condições são dadas por: 

u2 u3 
k =-'-·€ =_j_ 

w ~' w KÓ 
(5.30) 

Observação 7 
Outras leis de parede são propostas e analisadas na literatura, associando a variação da 

velocidade tangencial com diferentes fatores tais como gradiente adverso de pressão (Foutoura 
Rogrigues {1990)), proximidade de zonas de recirculação (Panton {1990)) ou efeitos de rugosi
dade (Mohammadi et al. {1998)), por·exemplo. 
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Observação 8 
Alguns autores preferem a imposição de condições de contorno tipo leis de parede, de 

maneira ligeiramente diferente que a proposta anteriormente. No presente trabalho, as con
dições de contorno de parede são imposta na forma de condições de contorno tipo Dirichlet, 
sob o campo de velocidade. Alguns trabalhos preferem impor este tipo de condição na forma 
de uma condição de contorno tipo Neumann homogênea (e. g. Ilinka et al. {1991) ou Hallo 
et al. {1917)), utilizando um termo de tensão cisalhante imposta, ou seja: 

(5.31) 

A velocidade de atrito é calculada pela equação não-linear dada pela lei de parede 5.28 em 
cada ponto de r w· 
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5.4 Discretização temporal 

O sistema de equações diferenciais parciais formado pelas equações médias de conservação de 
massa e quantidade de movimento, acrescida das equações para k e €, é fortemente não-linear e 
acoplado. Em geral, para contornar esta dificuldade, um esquema evolutivo no tempo pode ser 
utilizado. Desta maneira, durante a integração do problema no tempo, as equações podem ser 
linearizadas, considerando em alguns termos os valores dos campos calculados em uma etapa 
de tempo anterior. Propõe-se aqui um esquema de ordem o(t.t) para integração incremental 
das equações. Notando pelos sobrescritos n e n + 1, os valores dos campos nas etapas te t + t.t 
respectivamente, o esquema de integração utilizado é escrito como: 

V'.Un+I =O (5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

Nestas equacões os coeficientes difusivos são dados por: 

Vy Vy 
Ku =v+ vr; Kk =v+-; K, =v+-

ak a, 
(5.36) 

Lembra-se ainda que para cada etapa de tempo, a viscosidade de turbulência é calculada 
com base na etapa de tempo anterior, ou seja: 

(5.37) 

Observação 9 
A parcela do gradiente de pressão leva em conta agora a parte dos efeitos axiais devido à 

energia cinética de turbulência, i. e., P* = P - (2/3)k. Isto é consequência da utilização da 
aproximação de Boussinesq. 

Observação 1 O 
Os termos de fonte das equações de k e € foram convenientementes linearizados, no intuito de 

proporcionar estabilidade quanto à integração temporal (Jeandel et al. {1986), Brun {1988)). 

Observação 11 
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Como a utilização do esquema de integração temporal consiste apenas em uma forma de 
linearizar o problema, evoluindo assim o cálculo de maneira a atingir a solução em regime 
permanente, o esquema de primeira ordem proposto é suficientemente estável, sem um com
promisso com a precisão no tempo. Para problemas verdadeiramente transientes, esquemas 
de discretização com ordem mais elevada, e mesmo um modelo de turbulência mais adequado, 
devem ser empregados. 

A partir de condições iniciais para o campo de velocidade, k e ~::, a solução em regime 
permanente pode ser obtida utilizando as equações acima. Nota-se que em cada etapa de 
tempo deve-se resolver um conjunto de problemas matemáticos formados por um problema 
de busca de solução dos campos hidrodinâmicos (U, P), equações 5.32-5.33, e dois problemas 
tipo convecção-difusão para os campos turbulentos (equações 5.34-5.35). Estes problemas serão 
tratados, quanto à sua discretização espacial, pelo método de elementos finitos. 
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5.5 Problema Convecção - Difusão 

5.5.1 Generalidades 

Considera-se um problema de contorno, do tipo convecção-difusão, definido no domínio fechado 
n c ~N, com contorno r subdividido em partes complementares rg e rh. Este problema pode 
ser formulado de forma geral como: 

Dado um campo de velocidade advectante u(x), solenoidal (i.e. 'V.u = 0), e as funções 
(a, v,/, g, h) : n -4 ~; encontre <P: n -4 ~ tal que: 

a<P + u.'V<P- 'V.(v'V<P) = f em n 

<P(x) = g Sobre r 9 (5.38) 

n.V'<P(x) =h Sobre rh 

Neste problema g representa as condições de contorno essenciais, ou tipo Dirichlet, aplicadas 
à parte complementar do contorno r 9 ; h representa as condições de contorno naturais, ou tipo 
Neumann, em r h, sendo na normal a esta parte do contorno. Esta formulação representa uma 
das equações do sistema formado por 5.32-5.35, e o desenvolvimento do MEF para este caso 
específico é o primeiro passo para o tratamento geral do problema. 

A formulação fraca do problema postulado em 5.38, pode ser obtida atravéz do método de 
resíduos ponderados, e é escrita na forma: 

Dados u, a, v, f, g e h, como defidos em 5. 38, encontrar <P E U; V v E V, tal que: 

B(<P, v)= F(v) (5.39) 

com 

B(<P, v)= (a<P, v)+ (u.'V<P, v)+ (v'V<P, 'V v) (5.40) 

F(v) =(!,v)+ (h,v)rh (5.41) 

(u,v) = 1 uvd!J (5.42) 

Os conjuntos de funções admissíveis U e V são definidos como sub-conjuntos do espaço de 
Sobolev H 1(!J) : 

u = {uI u E H 1(!J); u(x) = g, X E r g} (5.43) 
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V= {vi v E HJ(n)} (5.44) 

O terceiro termo de 5.40 e o segundo de 5.41 são consequências da utilização do teorema de 
Green para integraÇão por partes. 

A aproximação discreta da formulação fraca 5.39, pode ser construida a partir da utilização 
do método de Galerkin, com funções base oriundas da repartição do domínio por elementos 
finitos. Desta maneira, O problema 5.40 pode ser escrito em sua forma aproximada como: 

(5.45) 

com 

(5.46) 

(5.47) 

As funções de interpolação pertencem à sub-espaços de dimensão finita, ou seja, 1/Jh E Uh C 
u e V h E vh c u, de maneira que: 

lim III/I -1/Jh 11= O; lim 11 v- vh 11= O 
h~o h~o 

(5.48) 

h representa um parâmentro de aproximação relacionado com a malha de elementos finitos. 
Nota-se que se dim Vh = N e {N;(x) E Vhi i = 1, 2, ... , N} forma uma base desse conjunto, 

qualquer função 1/Jh pode ser representada por: --~ 

N 

1/Jh(x) = L 1/J;N;(x) + lji9 (5.49) 
i=l 

onde 1/ig = g; X E r g e 1/1; E ~-
Utilizando estes conceitos, a equação 5.45 pode ser escrita em uma forma matricial como: 

At; = F (5.50) 

com 

(5.51) 

(5.52} 
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F; = (!, N;) +(h, N;)rh - B(g, N;) {5.53) 

No método de elementos finitos as funções N;{x) são construídas com base na subdivisão 
do domínio O em um conjunto de elementos finitos (repartição do domínio), no caso triangulos 
não superpostos {Tetraedros para 3D). Logo, a triangularização do domínio é definida como 
um conjunto de m elementos {Th = K;; i= 1, 2, ... , m }, de maneira que nenhum vértice de cada 
triangulo esteja sobre a face de um outro (ver figura 5.2). 

Figura 5.2: Discretização do domínio 

Desta maneira as funções N;{x) E Vh são dadas como polinômios definidos no interior de 
cada um dos elementos finitos resultantes da discretização de O, i. e., 

{5.54) 

Onde pr são os polinômios interpoladores de grau 1 ::; r ::; k, definidos no interior dos 
elementos K, em função das coordenadas de seus vértices, ou nós, e k é a ordem de interpolação 
dos elementos. Como as funções base são definidas sobre cada elemento K teremos a matriz e 
o vetor locais definidos como: 

A~= (o:N;, Nj)K + (u.'il N;, Nj)K + (v'il N;, 'i1 Nj)K {5.55) 

Ff = (!, N;)K +(h, N;)rh - B(g, N;) {5.56) 

Portanto, globalmente, o sistema é composto pela união de todas as matrizes e vetores 
locais, o que pode ser escrito com auxílio de um operador de montagem dado por: 

{5.57) 
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(5.58) 

Observação 12 
A análise de estabilidade do esquema de discretização demonstra que uma estimativa do 

erro de aproximação é dada por (Hughes {1987) e Johnson & Sarasen {1986}, por exemplo): 

(5.59) 

onde h é o raio do elemento (para triângulos utiliza-se por exemplo a raiz quadrada do dobro 
da área), C é uma constante independente de h e Peh é o número de Peclet da malha definirlo 
por: 

lulh 
Peh = --

2v 
(5.60) 

Este resultado explicita a dependência direta do erro de aproximação com o número de 
Peclet local. Como consequência, para altos números de Peclet a solução apresenta oscilações 
espaciais que devem ser reduzidas ou pela utilização de malhas mais densas (Menores h's) ou 
através de esquemas de estabilização. 

5.5.2 Métodos de estabilização 

A estabilização de problemas tipo convecção-difusão tem sido nos últimos anos, objeto de um 
grande número de trabalhos publicados. Tal interesse decorre, em grande parte, das dificuldades 
numéricas associadas à solução de escoamento com alto número de Peclet. Em tais situações, 
caracterizadas pela preponderância dos termos convectivos sobre os termos difusivos, necessita
se de métodos de elementos finitos com características de estabilidade capazes de apresentar 
soluções satisfatórias de problemas expressos por 5.39. 

As primeiras proposta de estabilização do problema convecção difusão, para o método de 
elementos finitos, partiram das idéias oriundas de esquemas aplicados ao método de diferenças 
finitas. A ideia original era então de ponderar de maneira diferente as funções de interpolação, 
considerando a direção do escoamento. Esquemas foram inicialmente propostos no sentido de 
utilizar esquemas de integração diferenciados para a matriz convectiva (e.g., Hughes {1978)). 
Naturalmente, seguindo a trilha de desenvolvimento de esquemas em diferenças finitas tipo 
Upwind, foram também propostos equemas que visaram a utilização de termos extras na for
mulação fraca, com o objetivo de adicionar difusão artificial na direção da linha de corrente 
(Esquemas tipo ABD : Anisotropic balancing dissipation- Kelly et al. {1980)). Embora a 
utilização dos esquemas ABD proporcionarem a redução das oscilações espúrias dos resultados 
obtidos para altos valores de Peclet, os mesmos apresentam resultados pouco precisos quando 
os termos de fonte são não nulos. Isto se deve ao fato que este tipo de esquema não apresenta 
consistência, devido os termos extras adicionados. 

No começo da década de 80 os métodos de estabilização foram postulados de maneira 
consistente, superando assim as desvantagens apresentadas pelo esquema ADB. Surgiram então 
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os esquemas SUPG- Streamline Upwind Petrov-Galerkin (Brooks & Hughes {1982)). Neste tipo 
de metodologia, termos de difusão artificial são adicionados na direção da linha de corrente 
através de uma modificação conveniente das funções peso. O método de Galerkin é então 
colocado de lado, em detrimento de uma estratégia tipo Petrov-Galerkin. 

Num contexto mais atual, evoluções em torno dos métodos SUPG têm surgido através de es
tratégias simples, propostas para superpor estas limitações encontradas no método de Galerkin 
e introduzir, de forma generalizada, o aparecimento dos termos de estabilização para esse prob
lema. Esses métodos constituem-se principalmente em metodologias que resultam na adição 
de termos de perturbação, do mesmo modo que nos Métodos SUPG, sem comprometimento da 
consistência, podendo ser estendidos a diversas situações com grande flexibilidade. Algumas 
alternativas relativamente recentes de abordagem do problema de estabilização são propostas 
na literatura: 

• Método GLS: A estratégia GLS ( Galerkin Least Square) é uma abordagem alterna
tiva para estabilização de problemas convectivos proposta por Hughes et al. {1989). 
Esta metodologia baseia-se na utilização de termos de estabilização resultantes da min
imização em mínimos quadrados de um operador residual da formulação fraca. Este 
método tem uma abordagem simplificada adaptada ao contexto de integração temporal 
(Sampaio {1991), Zienkiewicz & Taylor {1991)), onde o parâmetro de estabilização é o 
própio passo de integração no tempo. 

• Método Taylor-Galerkin: A metodologia Taylor-Galerkin foi proposta por Donnea 
{1984). Nesta metodologia os termos de estabilização provém de uma expansão em série 
de Taylor no tempo do campo convectado. Esta metodologia é bastante interessante para 
utilização de esquemas explíctos, em problemas fortemente convectivos (fortes descon
tinuidades). 

• Método Characteristics-Galerkin: Nesta metodologia, os termos de estabilização são 
interpretados como uma aplicação do método de características dentro de um contexto 
de problema puramente convectivo (Zienkiewicz & Taylor {1991)). 

• Estabilização com Bolhas: Recentemente metodologias de estabilização que utilizam 
funções tipo bolha vem sendo utilizadas (e.g. Franca & Farhat{1995), Simo et al. {1995)). 
Esta metodologia é uma volta a utilização do método de Galerkin, enriquecendo os espaços 
de interpolação com funções do tipo bolha. 

Embora um número bastante diverso de metodologias de estabilização de problemas con
vectivos são disponíveis na literatura, em situações de utilização de elementos com iterpolação 
linear e esquemas de integração temporal simples estes esquemas são em geral equivalentes 
(Zienkiewicz & Taylor (1991)). 

5.5.3 Esquema SUPG 

A ideia principal de métodos tipo SUPG é oriunda da adição de difusividade artificial na 
direção das linhas de corrente, através de uma modificação conveniente das funções peso. Esta 
metodologia é uma evolução natural dos esquemas tipo ABD. Sua formulação no entanto é 
matematicamente consistente. 

No esquema SUPG, a função peso é modificada para: 
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v=v+ru.'Vv (5.61) 

onde r é um parâmetro de estabilização que será discutido a seguir. 
Desenvolvendo a formulação fraca do problema com base nesta função peso obtem-se de 

5.40: 

BsuPG(4J,v) = Fsupa(v) (5.62) 

onde 

BsuPa(4J, v)= (a.4J, v)+ (u.'V4J, v)+ (v'V4J, 'V v)+ ~)a.4J + u.'V4J- v'V2 4J, ru.'Vv) (5.63) 
k 

Fsupa(v) =(!,v)+ L(/,ru.'Vv) + (h,v)rh (5.64) 
K 

Os termos de estabilização adicionais neste tipo de formulação envolvem uma ponderação 
pelo parâmetro r. A estimativa classica de ponderação é dada por: 

(5.65) 

onde >..(Pe) é um valor ótimo para adição de difusão artificial, determinado pela análise de um 
problema 1D padrão. Utiliza-se neste trabalho a relação: 

1 
>..(Peh) = 1 - ---

0.5Peh + 1 
(5.66) 

Alternativamente, com base no trabalho de Mikuzami (1985}, pode-se utilizar também: 

(5.67) 

Onde M;; é o traço da matriz massa diagonalizada, A;i é a matriz de advecção e D;; é o 
traço da matriz de difusão. Todas estas matrizes são locais, calculadas com base no método de 
Galerkin. 

A presença da difusão artificial adicionada é evidenciada no termo de estabilização relativo 
à parte convectiva, que pode ser reescrito como: 

(u.'V4J,ru.'Vv) = (K'V4J, 'Vv) (5.68) 

Introduz-se desta maneira o operador de difusão sobre a linha de corrente dado por: 
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{5.69) 

Este termo é equivalente ao termo "upwind"proposto pelos esquemas ABD (Kelly · et al. 

{1980)). 
Para elementos finitos lineares, o termo de estabilização relativo a parte difusiva da equação 

(termo em laplaciano) desaparece como consequência da utilização do teorema de Green. As 
derivadas segunda da função de forma são nulas para este caso. 
Observação 13 

Formas de parâmetro de estabilização T para problemas fortemente convectivo são discutidas 
por Franca et al. {1992) para elementos quadráticos e bilineares. Os resultados obtidos pelos 
autores demonstram um bom nível de estabilização em diferentes casos teste. Parâmetros 
de estabilização livres de uma estimativa de raio do elemento, são propostos por Franca ê1 
Madureira {1993}, novamente também para elementos quadráticos. 

5.5.4 Esquema GLS 

O esquema GLS é uma generalização do esquema SUPG. A função peso nesta metodologia é 
dada pela derivada em relação à variável dependente do operador da equação diferencial. Isto 
pode ser interpretado como um processo de minimização via mínimos quadráticos. 

Seja um operador quadrático L(<Ph) definido como a norma L2{0) do resíduo da equação 
diferencial aproximada ao quadrado, dado por: 

{5.70) 

Minimizando este operador em relação a variável dependente tem-se: 

{5.71) 

onde: 

{5.72) 

A formulação acima pode ser reescrita na forma geral de um método tipo Petrov-Galerkin 
dado por: 

{5.73) 

com 

{5.74) 
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Observa-se que a diferença desta formulação em relação ao método SUPG é o termo em 
laplaciano adicionado na função peso. Sob forma compacta, o problema é escrito como: 

(5.75) 

onde 

FcLs(vh) = (!, Vh) +L(!, TCI:Vh + TU.V'vh- TvV'2vh) +(h, vh)r, (5.76) 
K 

Observação 14 
Para elementos lineares os termos em laplaciano são nulos, sendo portanto as duas metodolo

gias apresentadas equivalentes. 

5.5.5 Estabilização das equações (k, t:) 

A estabilização das equações para k e t é desenvolvida de maneira análoga à estabilização da 
equação genérica para o problema tipo convecção-difusão. Para cada etapa de tempo estas 
equações tem a forma: 

(5.77) 

(5.78) 

Onde: 

(5. 79) 

(5.80) 

(5.81) 
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(5.82) 

Os parâmetros de estabilização para estas equações são ligeiramente modificados, visto a 
presença do termo de ordem zero. Esta proposta foi testada com sucesso no trabalho de Macedo 
(1994) e é dada por: 

- a, 
Te= T +

T 

(5.83) 

(5.84) 

T é dado pela equação 5.65. Este tipo de estabilização, não usual, é bem semelhante à 
recomendação de Franca €3 Farhat (1995), envolvendo uma re-definição de número de Peclet 
da malha com argumentos de estabilização com funções tipo bolha. 
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5.6 Problema Pressão-Velocidade 

Durante a discretizaçao no tempo, para cada etapa n + 1, um problema para a determinação dos 
campos de velocidade e de pressão deve ser resolvido. O problema acoplado (u,p), postulado 
pelas equações 5.32 e 5.33, pode ser re-escrito como: 

Dados a, v, e f, e o campo advectante a, encontrar u e p, tal que: 

V'.u =o em n 

ou+ (V'u)a- V'.(vV'u) + V'p = f em n 
(5.85) 

u=u9 Sobrefu 

p = p9 Sobre fp 

:\m·amente. a formulação fraca do problema pode ser obtida atraYés do método de resíduos 
ponderados. Portanto. considerando os seguintes espaços de funções admissíveis, colocados em 
uma forma di~creta. com dimensão finita: 

(5.86) 

.\h= {qlq E C 0 (íl) n L~(íl): q = 0 sobre f} (5.87) 

A forma fraca discreta do problema (u,p) pode ser postulada por: 

(5.88) 

(5.89) 

Onde: 

(5.90) 

Definindo funções de base para os espaços de velocidade e pressão, os campo aproximados 
são definidos como: 

N 

uh =L uiN;(x) (5.91) 
i=l 
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M 

Ph = LPiMi(x) (5.92) 
i=l 

Desta maneira o problema pressão-velocidade pode ser colocado em uma forma matricial, 
como: 

(5.93) 

Onde: 

AiJ = (aNi,NJ) + (a(V'Ni),NJ) + (v\i'Ni, 'VNJ) (5.94) 

Bij =(Mi, 'V.NJ) (5.95) 

Fi= (f,Ni) (5.96) 

A análise teórica do problema de Stokes (caso particular de 5.85 no limite de Re -+ O), 
evidencia o fato que a unicidade da solução é dada somente para escolhas convenientes dos 
espaços Vh e lvh. Esta condição de compatibilidade dos espaços de discretização de (u,p), é 
conhecida como condição lnf-Sup (Ou condição de Babuska-Brezzi), e estabelece a sequinte 
restrição para as funções peso (Brezzi {1974), Babuska {1971)): 

(5.97) 

A consequência prática desta restrição é que elementos finitos específicos devem ser uti
lizados para a discretização dos campos de velocidade e pressão. Diversos trabalhos relatam 
a compatibilidade de elementos finitos com a condição lnf-Sup ( e.g Fortin & Fortin {1985), 
Pironneau {1989), Hauguel & Cahouet (1986)). Para o caso de elementos finitos triangulares 
a figura 5.3 apresenta algumas possíveis escolhas. A versão 30 destes elementos, em forma 
de tetraedros, também satisfazem a condição lnf-Sup. Este elementos possuem as seguintes 
características quanto à interpolação dos campos de velocidade e pressão: 

• Elemento Pl-Pl +: Neste elemento os campos de velocidade e pressão são interpola
dos linearmente, porém o campo de velocidade é enriquecido com um grau de liberdade 
central, utilizando uma função tipo bolha (Arnold et al. {1984)). 

• Elemento Pl-P2: N.este elemento o campo de velocidade é interpolado quadraticamente, 
enquanto a pressão é interpolada linearmente (Hood & Taylor {1974)). 
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O u,p,k,E 

e r 

Pl-PlisoP2 

Figura 5.3: Elementos finitos triangulares 

• Elemento Pl-PlisoP2: :\este elemento a pressão é interpolada linearmentP sobre um 
eiemento base e a Yelocidade é interpolada também linearmente. sobre um conjunto de 
quatro sub-elemento~ construidos pela repartição uniforme do elemento base ( Bercomer 
fc; Pironneau (1979)). Este tipo de elemento é utilizado no presente trabalho. 

Observação 15 
Para escoaementos com altos números de Reynols, os problemas de oscilações espaCiais 

espúrias ( wigless) também estão presentes, deYido o caráter convectivo-difusivo da equação de 
consen·ação de quantidade de mo\'imento. Este tipo de problema requer também um tratamento 
de estabilização de maneira análoga ao desenvolvido na seção anterior. Logo, a formulação 5.89 
de\·e ser acrescida de termos de estabilização como em 5.62, por exemplo. 

Observação 16 
A utilização de elementos finitos com mesma ordem de interpolação para os campos de 

pressão e velocidade é possível com a utilização de metodologias adequadas de estabilização. 
A estabilização do problema (u,p) é discultida com base na metodologia GLS (Hughes et al. 
( 1986), Franca & Frey (1992 )) ou no contexto da estabilização com funções tipo bolha Franca 
et al. ( 1992). Nestes tipos de esquemas, elementos finitos com mesma ordem de interpolação 
foram testados com sucesso para o caso da equação de Navier-Stokes. 

Uma vez escolhido o tipo de elemento finito para a discretização do problema velocidade
pressão, a utilização de uma estabilização conveniente para a questão convectiva-difusiva, o 
sistema discreto obtido em 5.85 deve ser resolvido. Cabe observar os seguintes pontos, à respeito 
da resolução do problema matricial colocado: 

• O problema matricial é mal condicionado, visto à presença de zeros na diagonal 

• A resolução direta do problema envolve matrizes de dimensão (2N+M), à serem invertidas. 
Evidentemente a evolução dos métodos diretos ou iterativos para a solução de sistemas 
lineares permitem o tratamento deste problema. Porém, para problemas com muitos graus 
de liberdade (como no caso de problemas 3D), uma metodologia iterativa, segregada é 
mais adequada 
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• Para o caso de escoamentos turbulentos deve-se lembrar que as condições de contorno 
tipo leis de parede, provêem uma não-linearidade adicional ao sistema. 

Uma boa proposta para resolver iterativamente o sistema 5.85, de forma segregada, é utilizar 
uma metodologia de busca tipo UZAWA (Arrow et al (1958)). Neste tipo de método uma 
estratégia de resolução iterativa é aplicada ao problema em pressão, obtido de 5.85 como: 

(5.98) 

Como o resíduo deste sistema é dado por: 

r= B.u (5.99) 

uma sequência iterativa pode ser proposta como: 

{5.100) 

p é uma constante positiva. 
Este método pode ser considerado como um método de minimizaçao do resíduo do problema 

5.98, o que é equivalente à minimização da aproximação da norma L2(rl) da divergência do 
campo de velocidade. Para o caso geral, a matriz [B.A -l.BT] não é simétrica, e portanto o 
método iterativo só converge para valores suficientemente pequenos de p, mais precisamente 
para valores de p inferiores ao maior auto-valor da matriz (Fortin & Glowinsky (1982)). 

Se A é simétrica e positiva definida (caso do problema de Stokes), o algorítmo proposto é 
equivalente ao método de gradiente aplicado à equação 5.98. De fato, neste caso, o problema 
contínuo pode ser interpretado como um problema de ponto de sela, para o qual um grande 
desenvolvimento teórico é disponível na literatura de análise numérica e otimização. 

O algorítimo de UZAWA é portanto dado por: 

Algorítmo 1: Método de UZAWA para o problema (u,p) 

Inicialização: Dado p0
; 

k:=O; 
Iterações: Repetir 

uk := A -l.{F - BT.pk); 

rk := B.uk; 
pk := pk _ prk; 

k := k + 1; 
Enquanto li rk li> tal e k :::; kmax· 

A velocidade de convergência do algorítmo 1 depende do condicionamento da matriz [ B .A -l .BT 

Uma forma de acelerar a convergência de tal algorítmo é pré-condicionar este algorítmo, por 
uma matriz C, próxima à [B.A -l.BT]. O problema 5.98 é modificado para: 

(5.101) 
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Portanto o novo algorítmo pode ser escrito na forma: 

Algorítmo 2: Método de UZAWA pré-condicionado para o problema (u,p) 

Inicialização: Dado p0 ; 

k:=O; 
Iterações: Repetir 

uk :=A -I(F- BTpk); 

rk := B.uk; 
dk := c-l.rk: 

pk := pk- pdk; 

k:=k+l: 
Enquanto llrk 11> to/ e k:::; Á'max· 

Obsen·a-se que esta \·ersão do a!gorítmo introduz a resolução adicional de um sistema ma
tricial de ordem .\1. durante o pré-condicionamento. Cahouet & Chabart (1 988) propoem a 
seguinte matriz de condicionamento para o algorítmo: 

(5.102) 

Onde as matrizes M e D são calculadas no espaço de interpolação em pressão como: 

(5.103) 

O custo de cálculo adicional devido ao pré-condicionamento é fortemente compensado pela 
redução no número de iterações necessárias para a convergência do problema. 

Observação 17 

De maneira a reduzir ainda mais o tempo de cálculo do problema (u,p), um algorítmo 
mais eficiente de minimização de resíduo pode ser utilizado (Lascaux & Theodor {1987), Buj
jat(1991)). Estes algorítmos utilizam uma estratégia de ortogonalização de direções de busca, 
tal como no método de gradientes conjugados. Esta variação da familia de métodos de min
imização de resíduos (ORTHOMIN, ORTHODIR e ORTHORES) foram desenvolvidas com 
sucesso para a resolução de sistemas lineares não-simétricos ( Young fj Jea (1980)), e podem 
ser aplicados ao problema iterativo de busca (u,p). Os resultados utilizando esta metodologia 
tem demonstrado boa eficiência no tratamento de problemas de escoamentos viscosos (Bujjat 
(1991)). 

Observação 18 

Os algorítmos de busca da solução (u,p), apresentados anteriormente, podem ser compara
dos a certos algorítmos implantados com sucesso no método de volumes finitos. Métodos tipo 
SIMPLE, SIMPLER, etc .. (Patankar (1980)), possuem grande semelhança com as metodolo
gias aqui apresentadas. 
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5.6.1 Tratamento de condições de contorno 

As condições de contorno de proximidade de parede, estabelecidas pelas equações 5.25-5.27, 
envolvem um tratamento numérico particular devido as não-linearidades relacionadas pela de
pendência logarítmica do campo de velocidade imposto envolvendo a derivada do campo de 
velocidade na determinação da velocidade de atrito. O acoplamento dos diferentes compo
nentes direcionais da velocidade, relacionado com a definição de vetores unitários tangenciais 
às linhas de corrente na proximidade de parede, é um aspecto particular neste tipo de problema. 

As não-linearidades das condições de contorno para k e €, expressas pelas equações 5.27, são 
tratadas ao longo da itegração temporal. Como as equações (k, €) são resolvidas, ei'1 cada etapa 
de tempo, após a determinação dos campos ( u, p), a imposição das condições do tipo Dirichlet 
dadas por 5.27 são triviais. Por outro lado, as condições de contorno para a velocidade devem 
ser tratadas com mais cuidado, devido o comportamento fortemente não-linear dEstas condições. 
Dois aspectos devem ser observados com detalhe, relativos tanto aos aspectos gwmétricos e de 
cálculo iterativo destas condições: 

• Considerações geométricas: Para escoamentos 2D, as direções normais e tangenci
ais são facilmente definidas sobre a face do elemento finito sobre a parede (fig. 5.4a). 
Os vetores t e n são determinados unicamente com base nos parâmetros geométricos do 
elemento. Os cálculos iterativos são feitos sempre nas faces dos elementos, e depois ex
trapolados para os nós que compõem a face por simples adição vetorial. Para escoamentos 
3D o problema é um pouco mais complexo. A direção tangencial não é conhecida a pri
ori. Somente o vetor normal pode ser calculado com base na geometr' a do elemento de 
fronteira. A determinação do vetor tangente t é feita pela projeção do vetor velocidade 
na etapa de tempo anterior un no nó interno do elemento de parede, sobre a face que 
forma a parede, como mostra a figura 5.4b. 

• Cálculo Iterativo: As não-linearidades extras oriundas da lei de parede são tratadas 
por um algorítmo iterativo tipo relaxação antes da resolução do problema (u,p). Após a 
convergência do problema não-linear associado ao campo de velocidade, a bu>ca por um 
campo à divergência nula é efetuada. O algorítmo 3 apresenta a etapa iterativa necessária 
para o cálculo de condições de parede. 
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(a) 
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Nó interno 

(b) 

Figura 5.-1: Condições de contorno de parede 

Linha de 
corrente 

Algorítmo 3: Cálculo iterati\·o de condições de contorno tipo lei de parede 

Inicwlização: Dado u 11
: 

Cálculo (n,t,s): 
Cálculo u}(u11

): 

Iterações: Repetir 

Observação 19 

Valores deu na parede u.n =O, u.s =O e u.t = f(uJ); 
U :=A -l(F- BT.p11

); 

Cálculo (n,t,s); 
Cálculo u}*(u); 
err := u}* - v}; 
u} = u}*- (err 

Enquanto 11 err 1:> tal. 

~o trabalho de Fontoura Rodrigues (1990), uma metodologia mais eficiente para cálculo 
iterativo de condições de contorno é proposta. Esta metodologia baseia-se na utilização de 
métodos tipo gradiente para a aceleração do algorítmo 3. Um bom aumento de desempenho 
computacional foi obtido para problemas 2D, considerando formas diferentes de funções de 
parede que levam em conta o efeito de gradiente adverso de pressão. 

Observação 20 
Durante as iterações do algorítmo 3, o custo da resolução do problema em velocidade é 

reduzido utilizando uma fatorização prévia da matriz A via método de Crout. Portanto nesta 
etapa, somente a substituição regressiva é efetuada. Para o caso com muitos graus de liberdade 
(escoamentos 3D), os sistemas lineres são resolvidos por métodos tipo gradiente conjugados. 
Nesta etapa portanto, a única redução de custo está associada ao pré-condicionamento da 
matriz. 
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5.7 Resultados Numéricos 

As ideias apresentadas nas seções anteriores, associadas ao método de elementos finitos, foram 
implementadas em uma série de códigos desenvolvidos em parte por professores, alunos e peq
uisadores do Departamento de Engenharia Mecânica da Universidade de Brasi1ia, em parceria 
com outros grupos de elementos finitos no pais e no exterior. No sentido de validar as metodolo
gias numéricas propostas ao tratamento de problemas de escoamentos turbulentos, uma série 
de casos vem sendo analisados ao longo dos últimos anos. Estes casos de validação geral
mente são escolhidos pela disponibilidade de dados experimentais na literatura, induzindo de 
maneira necessária uma comparação entre os resultados obtidos numericamente, com as difer
entes medições experimentais efetuadas por outros grupos de pesquisa. No presente trabalho, 
alguns casos já apresentados anteriormente em outros trabalhos ilustrarão a potencialidade das 
metodologias implementadas. 

5. 7.1 Jato plano turbulento 

Este problema consiste em um jato plano turbulento, injetado em um escoamento livre, com 
uma pequena velocidade induzida. Este problema foi estudado experimentalmente por Bradbury 
(1965), onde o autor disponibiliza um grupo muito bom de resultados, oriundos de medições 
com anemometria de fio quente. Este problerr;a foi simulado utilizando o modelo de turbulência 
(k, c), com metodologias de estabilização GLS tanto para o problema convectivo, quanto para 
a interpolação do campo de velocidade e pressão. Um estudo completo sobre este problema é 
encontrado no trabalho de Macedo (1994). Este problema, de escoamento livre é um excelente 
primeiro passo para a validação de códigos turbulentos. 

O escoamento foi simulado utilizando uma malha de 651 nós, com 1200 elementos. dis
cretizando um domínio de 10 vezes a abertura de saída do jato. As condições de contorno foram 
impostas com base nos resultados experimentais. para Reynolds igual a 28000. O domínio de 
discretização exclui a parte do cone potencial do jato. 

NJl figura 5.5 a ,·isualização do campo de velocidade e das curvas de nú·el de energia cinérica 
de turbulência são apresentadas. Na figura 5.6 resultados para um perfil típico de velocidade e 
energia cinética de turbulência são apresentados, comparando os resultados numéricos obtidos. 
com as medições de Bradbv.ry (1 965 ). 



224 

5.7.2 

tI I ( 11 t 
I tI,' ','tI 
t 1 t tI J tI I J 
, , , 1 1 r 1 J 

I I I I I fI f 
, • I •• '. I I 

I I I I f f f 
1 t J I I I I 
1 t I I I 

I I I , J., 't 
I fI I I fI I 

I I f fI 
r I I I I 

I I I I 
I I I t 
I t fI 
I I fI 
I I I I 
I tI I 
I I I I 
I I I f 
r I I t 
t tI I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I I I 

:I: S 

Capítulo 5: Elementos Finitos Aplicados à Turbulência 

Figura 5.5: Visualização: Jato plano turbulento (u e k) 
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Figura 5.6: Perfis de 11 e k em x/h = 23 

Expansão brusca 

Este problema é um caso de validação clássico analisado em diferentes Workshop 's sobre mod
elagem e simulação numérica de escoamentos turbulentos confinados. Tanto a versão de es
coamento plano, quanto a de axi-simétrico, são excelentes casos de validação, que envolvem o 
cálculo de escoamentos com recirculação. O caso simulado aqui foi tema do Workshop da As
sociação internacional de Pesquisa em Hidráulica (IAHR) em 1987 (ver Baron (1987)), e uma 
grande massa de resultados experimentais foram levantados utilizando a técnica de anemome
tria Laser. Este problema consiste de uma expansão brusca em uma tubulação, com relação de 
diâmetros de 2.0 e Reynolds de 40000. Este caso foi avaliado por Brasil et al. (1990), simulando 
o problema tanto utilizando elementos 2D como 3D. Foram utilizados elementos finitos tipo 
Pl-PlisoP2, para a discretização do campo de velocidade e pressão. 

Na figura 5.7 as visualizações do campo de velocidade e níveis de k são apresentadas. Perfis 
de velocidade e energia cinética de turbulência são apresentados nas figuras 5.8 e 5.9, para a 
posição axial xjD = 1.5, medida a partir da mudança de diâmetro. 
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Figura 5. 7: Visualização de Resultados : Expansão brusca 
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Figura 5.9: Perfil de/,: em x/D=l.5 (o Experimentos - Simulações) 

5.7.3 Jato 3D normal à um escoamento livre 

O escoamento formado pela injeção de um jato 3D em uma corrente livre, é um caso de val
idação relacionado com diferentes situações práticas de escoamentos industriais e ambientais. 
Este problema foi abordado em trabalhos anteriores, utilizando a mesma metodologia aqui ap
resentada (Brasil et al (1991a) e Brasil et al (1991b)). Este é um caso prático com bastante 
resultados experimentais disponÍ\·eis, os quais podem ser comparados aos resultados numéricos 
obtidos pelo :\IEF. Trata-se de um escoamento turbulento que envolve uma diversidade de car
acterísticas hidrodinàmicas 3D. tornando-o um excelente caso de validação para códigos que 
Yisem tratar escoamentos turbulentos complexos. 

:'\esta simulação considera-se uma injeção com razão de velocidade (W;/Uo) igual à 2, com 
Reynolds de 12000. Para estas condições, dados experimentais são apresentados por Crab et al. 
( 1981 ). os quais serão utilizados para efeito de comparação. Para esta simulação foi utilizada 
uma malha de 6039 nós Pl. com uma discretização com elementos P1-P1isoP2. 

:'\a figura 5.10 apresenta-se uma visualização do campo de velocidade no plano de simetria 
do jato. ObserYa-se o efeito de redirecionamento da corrente de fluido injetado ao longo do 
escoamento. assim como a região da esteira do jato, caracterizada por uma zona de retorno 
do escoamento. :\'a figura 5.11 o escoamento secundário é visualizado. Esta característica 
hidrodinàmica deste escoamento proporciona um efeito de mistura no escoamento devido ao 
moúmento dos vórtices contrarotativos observados na figura. Os efeitos médios do escoamento 
secundário e do escoamento induzido é observado pelas trajetórias de partículas injetadas na 
saida do jato e próximo à parede, como mostra as figuras 5.12 e 5.13. Nas figuras 5.14 e 
5.15 apresenta-se uma comparação de perfis de velocidade e energia cinética de turbulência em 
diferentes posições, no plano de simetria. 
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Figura 5.10: Visualização do escoamento : Jato 3D 

~~~:~~~i: rrf# -----
, ~ - .. 

~-· ,~ ,: i . : 
~- --. 

x/D ~ 1.0 

xiD ~3 

xiD ~ s.o 

/IIII 

xiD ~ 2.0 

I I I I I I I I • 

I I I I I I I 1' 

x!D~4 

, li,,,,.- .. 
I I''"' •· ... 
fI/"'.-..-.- • • - -

/.:::.::.::.:::.:::.:. 

u~~~~; i i i:: .• 
jl,\ ,·;))) j : ; ; : : : : 
~~:::::;:~~;:::: ____ ; ___ . , ....... _________ . 

x!D~6.0 

Figura 5.11: Escoamento secundário 

227 



228 

6 

5 

4 

3 

2 

Capítulo 5: Elementos Finitos Aplicados à Turbulência 

Figura 5.12: Trajetórias: Corpo do jato 

Figura 5.13: Trajetórias: Escoamento induzido 
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Glossário: 

Seção transversal do fio 
Calor específico a pressão constante 
Capacidade térmica do fluido 
Diâmetro do fio 
Tensão de saída do anemômetro 
Tensão de saída flutuante do anemômetro 
Coeficiente de transferência de calor 
Coeficiente de sensibilidade de arfagem 
Corrente de alimentação 
Coeficiente de sensibilidade de guinada 
Condutividade térmica do fio a temperatura T1 
Coeficientes de sensibilidade a velociades U e V 
Comprimento do fio 
Escalas integrais de comprimento longitudinal e transversal 
Coeficiente de potência da lei de King 
Número de Nusselt 
, p' Pressão, flutuação de pressão 
Número de Prandtl 
Resistência do fio a temperatura Ta ou a 20° 
Resistências do cabo, do fio e das agulhas 
Número de Reynolds 
Função de correlação temporal, função de correlação espacial 
Coeficiente de assimetria (Skewness) 
Coeficiente de sensibilidade a velocidade 
Coeficientes de sensibilidade a temperatura, a concentração 
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Coeficiente de sensibilidade a velocidade no modo Corrente Constante 
Coeficiente de sensibilidade a temperatura no modo Corrente Constante 
Função de densidade auto-espetral, função de densidade espetral cruzada 
Coeficiente de achatamento (Flatness ou K urtosis) 
Temperatura do escoamento, temperatura do fio 
Tensão de ruptura 
Componentes instantâneas da velocidade 
Transformada de Fourier dda velocidade U 
Velocidade efetiva 
Velocidade flutuante 
Coeficiente de temperatura do material a 20° 
Emissividade do fio 
Desvio padrão normalizado de U 
Concentração 
Viscosidade dinâmica 
Massa específica 
Massa específica do fio 
Constante de Stephan-Boltzmann 
Variância 
Resistividade do fio 
Resistividade do material a 20° 
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6.1 Introdução 

A anemometria térmica pode ser utilizada para numerosos estudos que envolvem escoamentos 
turbulentos tendo em vista sua possibilidade de medição de grandezas tão variadas como a 
velocidade, a temperatura, a concentração ou o atrito junto a uma superfície. O princípio 
de medição baseia-se na transferência de calor convectivo forçado de um elemento sensível, 
aquecido, imerso num meio fluido escoando. 

Este capítulo descreve os princípios básicos da anemometria de fio-quente. Abordaremos, 
entre outros, alguns temas relacionados aos problemas de: transferência de calor, coeficientes 
de sensibilidade, modo de corrente constante, modo de temperatura constante, resposta em 
freqüência e resolução espacial, medição de temperatura e de concentração, e, finalmente, 
anemometria de fio-quente pulsátil. Trataremos de fios-quentes com a forma cilíndrica e de 
filmes-quentes, por serem eles os sensores de anemometria térmica mais comuns. Aliás, a 
presente teoria pode ser extendida para qualquer sensor de fio-quente devido aos aspectos de 
transferência de calor serem similares. 

A anemometria de fio-quente funciona perfeitamente bem para as condições nas quais 
o tubo de Pitot não é recomendado ou não se aplica. O fio-quente por ser de diminutas 
dimensões e responde muito rapidamente a variações nas condições do escoamento. Mesmo 
para escoamentos complexos - turbulentos e de geometria tri-dimensional - o fio-quente pode 
detectar as freqüências mais altas presentes na estrutura do escoamento; classicamente, as 
freqüências correspondentes à escala de comprimento de Kolmogorov dos menores turbilhão. 
Assim, o anemômetro de fio-quente ainda é o principal instrumento de pesquisa para estudo de 
escoamentos turbulentos. Este instrumento ainda possui a vantagem de fornecer a informação 
de forma analógica, podendo ser processado eletronicamente para calcular intensidades, cor
relações ou espectros. 

As vantagens da anemometria de fio-quente, para escoamentos cujo nível de intensidade 
turbulenta é inferior a 25- 30 %, podem ser enumeradas como: 

1. Tempo de resposta. Freqüências de amostragem de até 50 kHz são comuns para anemome
tria de fio-quente em modo temperatura constante. 

2. Sinal contínuo. Ao contrário da anemometria Laser Doppler, o sinal analógico é contínuo. 
Assim, a amostragem, discretizada à freqüência constante, oferece totais condições para 
uma análise de freqüência. 

3. Dimensões do sensor. O tamanho típico de um sensor de fio-quente é de 5~-tm de diâmetro 
e 1.25mm de comprimento. Alguns sensores alcançam 0.25~-tm de diâmetro por 0.25mm 
de comprimento. Apenas para efeito de comparação, registramos aqui que o volume de 
medição típico para a anemometria Laser Doppler é de 50~-tm por 0.25m.m. 

4. Medição de velocidade. A faixa de medição de velocidades possível na anemometria a 
fio-quente é extensa, de alguns centímetros por segundo até escoamentos muito rápidos 
(compressíveis). As três componentes de velocidade instantânea podem ser medidas. 

5. Medição de temperatura. Pode-se medir a velocidade e a temperatura simultâneamente, 
utilizando por exemplo um sensor de fio-frio. 

6. Medição em escoamento bijásico. A anemometria de fio-quente pode ser utilizada em 
escoamento bifásico. Na hipótese de bolhas maiores do que o tamanho do sensor, a 
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parte do sinal analógico correspondente a passagem de uma bolha pode ser identificada 
e eliminada a fim de se obter a velocidade do meio contínuo. 

7. Exatidão. A Anemometria de Fio-Quente e a Anemometria Laser Doppler possuem 
exatidão similares de até 0.1 - 0.2 %. A exatidão mais comum alcançada é da ordem 
de 1%. 

8. Informação espacial. A utilização de vários fios-quentes fornece a medição de correlações 
espaciais e temporais para flutuações turbulentas. Por exemplo, uma escova de fios
quentes, acoplada a uma amostragem condicional, permite a identificação e o estudo de 
estruturas coerentes em escoamentos turbulentos. 

A Anemometria de Fio-Quente é complementar a outros instrumentos de medição em 
mecânica dos fluidos. Como instrumento não absoluto, o fio-quente precisa ser calibrado antes 
de cada utilização. A calibração é efetuada para a velocidade média, o que requer a utilização, 
por exemplo, de um tubo de Pitot como instrumento de referência. 

A complementaridade dos instrumentos utilizados para medições em mecânica dos fluidos 
pode ser apresentada assim: 

1. O tubo de Pitot para a medição de velocidades médias de um escoamento. 

2. A visualização para se obter uma visão física do problema bem como uma análise 
qualitativa dos fenômenos presentes. 

3. A Anemometria Laser Doppler para ser utilizada em meios hostis, por exemplo em 
câmaras de combustão, por ser um instrumento extrusivo. 

4. A velocimetria por imagens de partículas (PIV) para a medição de até três componentes 
de velocidade simultaneamente em vários pontos de um plano do escoamento. 

5. A Anemometria de Fio-Quente para a medição do campo de velocidades instantâneas até 
as menores escalas. 

6.2 Prindpio básico de funcionamento de um 

anemômetro de fio-quente 

A transferência de calor entre um elemento aquecido e o meio fluido escoando ao redor dele define 
o fenômeno básico da Anemometria de Fio-Quente . Dependendo das propriedades do fluido 
(densidade p, viscosidade Jl., condução térmica k, calor especifica cp etc.) e dos parâmetros do 
escoamento (velocidade U, temperatura Ta, pressão P, etc.) podemos estabelecer uma relação 
entre a velocidade do fluido incidente e a taxa de transferência de calor do fio-quente. 

6.2.1 Lei de comportamento do fio-quente 

Para conhecermos a lei do comportamento de um fio-quente num escoamento - de velocidade 
U e de temperatura Ta - vamos identificar cada termo da equação de equilíbrio da taxa de 
transferência de calor para um comprimento elementar do fio (Figura 6.1): 
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(6.1) 

com: 
dQe a taxa de geração de calor pela corrente elétrica, 

dQ fc = rrdh(TJ - Ta)dx a taxa de transferência de calor por convecção forçada, 

a taxa de transferência de calor por condução, 

dQr = rrrn(Tj- T:)dx a taxa de transferência de calor por radiação, 

a taxa de transferência de calor por acumulação, 

e I corrente de alimentação, X! resistividade do fio, A f seção transversal do fio, d diâmetro do 
fio, h coeficiente de transferência de calor, Tt temperatura do fio, Ta temperatura do escoa
mento, kJ condutividade térmica do fio à temperatura r,, a constante de Stefan-Boltzmann, E 

emissividade do fio e PJ massa especifica do fio. 

Figure 6.1: Saldo de transferência de calor para um pedaço elementar de fio quente. 

O termo devido à transferência de calor por radiação é muito pequeno, pois, como uma 
temperatura de funcionamento de 300°C é comum para os fios-quentes, este termo pode ser 
desprezado. O equilíbrio térmico do fio pode ser representado por: 

I 2x1 ó2T1 T1 --dx- rrdh(TJ- Ta)dx + k1A1--
2 

dx- PJCJAJ- =O. 
At óx ót 

(6.2) 

A partir da equação 6.2, sob condições uniformes óTJiót =O, Bruun (1995) mostra que é 
possível predeterminar a distribuição de temperatura ao longo de um fio-quente. Ele conclui 
que o fio tem que ser o mais comprido possível e que o material do fio tem que ter uma 
condutividade térmica baixa. Para fios-quentes padrões, a perda de calor por condução fica na 
ordem de 15 % da transferência total de calor no fio. 

A resistência R1 de uma porção de fio, de comprimento l, pode ser expressa como R1 = ~, 
sendo l o comprimento da porção de fio. O material do fio é termo-resistivo e sua resistência 
segue uma lei da forma: 

(6.3) 
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onde Ra e R20 representam o valor das resistências do fio respetivamente à temperatura do 
fluido Ta e a 20°C, e a 20 o coeficiente de temperatura do material a 20°C. Com a hipótese do 
fio ser infinitamente longo em condições uniformes, o balanço de calor em uma porção de fio se 
deduz da equação 6.2 e pode ser escrito como: 

(6.4) 

A potência elétrica fornecida ao fio é função do coeficiente de transferência de calor e da 
diferencia de temperatura entre o fio e o escoamento. A transferência de calor entre um corpo e 
o fluido que o circunda foi anteriormente explicitada por outros autores sob a forma de números 
adimensionais. Para um fio cilíndrico infinitamente longo, King (1914) mostrou, num trabalho 
experimental e teórico, que a transferência de calor convectiva pode ser expressa na forma de 
uma relação entre o número de Nusselt 1 e o número de Reynolds 2 que pode ser escrita como: 

(6.5) 

onde A e B são constantes empíricas de calibração. 
Kramers (1946) compilou resultados experimentais para fios no ar, na água e no óleo. Ele 

definiu uma lei cuja validade cobre larga faixas de números de Reynolds e de Prandtl 3 : 0.1 < 
Re < 10000 e 0.71 < Pr < 1000. Essa lei pode ser escrita como: 

Nu.= 0.42Pr02 + 0.57Pr0
·
33Re05

. (6.6) 

Introduzindo o número de Nusselt na equação 6.4: 

(6.7) 

ou, utilizando 6.3 e 6.6: 

(6.8) 

A potência elétrica fornecida ao fio é uma função da temperatura e da velocidade do fio; 
podemos então escrever: 

E 2 =A+BU0
·
5 

A = 0.427rkl(Tt - Ta)(R2o(1 - a2o(TJ - T2o)) )Pr0
·
2 

B = 0.57Trkl(Tt- Ta)(R2o(l- a2o(Tt- T20)))Pr0·33 [p:J o.s 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

1 Nu = lf com h coeficiente de transferência de calor, d diâmetro do cilindro circular e k condutividade 
térmica. 

2Re =e!(! com p massa especifica, U velocidade, e I' viscosidade molecular. 
3Pr =~com Cp o calor específico a pressão constante e I' a viscosidade dinâmica. 
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Sensor de dimensões finitas 
As perdas por condução nas extremidades do sensor devem ser tomadas em consideração, 

assim como uma variação da lei de comportamento do número de Nusselt. Na prática se utiliza 
um coeficiente n na equação 6.9: 

(6.12) 

Nesta equação, sempre referida como a lei de King, as constantes A, B e n são definidas 
através de uma calibração do instrumento. 

6.2.2 Calibração do anemômetro de fio-quente 

A curva de calibração de um anemômetro de fio-quente é obtida através da medição de uma 
velocidade de referência ( U r) e da tensão fornecida pelo anemômetro (E r). Procura-se uma 
tensão calculada Ec = F(Ur) que ajuste a função F aos pares de pontos medidos (Ur. Er). 

As constantes de calibração podem ser calculadas procurando minimizar o desvio padrão 
normalizado Eu: 

(6.13) 

onde Uc = F- 1(Er) e N denota a dimensão da amostra de calibração. Pode-se deduzir direta
mente as três constantes, ou deduzir as outras constantes incrementando n ou incrementando 
A. Esses métodos serão comparados mais à frente. 

Na proposta de sua lei, King resolveu utilizar n = 0.5; porém Collis e Williams (1959) 
mostraram que um valor de 0.45 fornece melhores resultados para uma faixa muito ampla de 
números de Reynolds (0.02 < Re < 44). Para se entender a amplitude desta faixa, basta 
notar que, para um fio de 5p,m de diâmetro no ar, a validade da lei se estende de 6cm/ s a 
132m/ s. Apesar disso, a utilização de um valor ótimo para no qual pode ser deduzido durante 
a calibração é a melhor solução. Alguns dos primeiros autores à utilizar esta solução, entre 
outros, são Van Thinh (1969) , Bruun (1976) , Bruun e Tropea (1980) , Swaminathan em et 
ai. (1983) e Pitts e Me Caffrey (1986) . Hoje em dia, esta lei é a mais utilizada para a geração 
de resultados precisos a serem utilizados em pesquisa. 

Outras leis de transferência de calor entre o fio e o escoamento são válidas. Davies e Patrick 
(1972) e Sidall e Davies utilizaram uma lei experimental proposta por Van der Hegge Zijnen 
(1956). Trata-se de uma lei de potência da forma: 

E 2 =A+ BU0
·
5 +CU. (6.14) 

Bruun (1971) desenvolveu um "princípio da função universal" F(U) utilizado assim: 

E 2
- E5 = CF(U), (6.15) 

onde C é uma constante do sensor e Eo uma tensão de deslocamento na origem. Após uma 
pesquisa profunda do assunto, Bruun não recomenda mais a utilização deste princípio pois essa 
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função deveria ser válida para qualquer velocidade e daí para amplas faixas de velocidade. Na 
realidade, um desvio desta lei foi constatado para baixas velocidades. 

A caracterização física e experimental da lei de transferência de calor torna válida uma lei 
polinomial da velocidade do escoamento da forma: 

U =A+ BE + CE2 + DE3 + ... (6.16) 

Bruun et al. (1988) publicaram uma comparação entre as diferentes leis de calibraç-ão 
acima propostas. O sensor utilizado foi do tipo DANTEC 55POL calibrado numa faixa dé' 
velocidade entre 5 e 50mjs. Eles mostraram que as leis deduzidas da lei de King oferecem uma 
boa precisão, independentemente do método de cálculo das constantes de calibraç-ão usadas 
(Eu 2"' 0.1- 0.15%). 

A lei de potência extendida aplicada aos mesmos dados experimentais permite alcanç·ar um 
desvio padrão 3 a 4 vezes maior: Eu= 0.46%. O termo CU age como um corretor: ele é meno~ 
eficiente do que modificar a constante n. 

Os mesmos dados experimentais foram aplicados a uma lei polinomial. Cm desúo padri\o 
da ordem de 0.15% foi obtido. Para alcanç-ar esta precisão foi preciso utilizar uma lei polinomial 
de quarta ordem ou superior. Uma lei polinomial de segunda ordem não permitt' diminuir o 

desúo padrão abaixo de 2.5%. 

Três conselhos para a calibração de um anemômetro de fio-quente : 

1. Recomenda-se considerar uma amostra com 20 - 30 pontos para reduzir as inct'rtPZ<b 
associadas à calibração. 

2. Recomenda-se também calibrar o anemômetro de fio-quente apenas na faixa de ,.t'loci
dades a serem exploradas, pois as leis de calibração são apenas aproximaç-ões do ,·erdadeiro 
comportament.o térmico do fio. Assim. a lei de calibração obtida será melhor para menores 
faixas de velocidade consideradas. 

3. Devido às características individuais de cada sensor, às variaç-ões nas componentes do 
anemômetro e às variações na temperatura do fluido, é sempre necessário realizar uma 
calibração cada vez que o anemômetro de fio-quente seja utilizado. 

6.2.3 Sensibilidade à velocidade e à temperatura 

A partir de uma variante da equação 6.9, escrita em funç-ão da diferença de temperatura Tt- Ta, 
podemos escrever: 

(6.17) 

No modo temperatura constante a resistência R f pode ser considerada constante. As con
stantes de calibração A, B e n são também consideradas independentes da velocidade e 
da temperatura do escoamento. A flutuação de tensão, e, resultante de uma flutuação de 
velocidade, u, ou de uma flutuação de temperatura no escoamento, O, se expressa em função 
dos coeficientes de sensibilidade Sue So: e= Suu +SoO. Os coeficientes de sensibilidade para 
a velocidade e para a temperatura se escrevem: 
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Su = ~~ 
= nBun-l [ RJ(TJ- Ta) r2 

2 A +BUn 
(6.18) 

Se = ~! = -~ [ R,(A + BUn)r
2 

2 TJ- Ta 
(6.19) 

A sensibilidade na velocidade aumenta com TJ - Ta; ela diminui com U devido à forma 
da equação 6.19. Por outro lado, a sensibilidade em temperatura diminui com TJ - Ta e 
aumenta com U. Assim, um coeficiente de superaquecimento alto é recomendado para a medição 
de flutuações de velocidade. Ao contrário, aconselha-se diminuir este coeficiente para medir 
flutuações de temperatura. 

No modo corrente constante o fio funciona com um baixo coeficiente de superaquecimento 
para a medição da temperatura. A tensão flutua em função da variação de temperatura no 
fluido e da temperatura do fio. As resistências correspondentes a estas temperaturas são 
respectivamente R a e R f. Demostra-se que as sensibilidades se expressam em função do valor 
médio R f por: 

Su,cc 

Se,cc 
(6.20) 

A sensibilidade na medida da temperatura aumenta se a corrente diminui; a sensibilidade 
na medida da velocidade atua na direção oposta. Para a medição de temperatura recomenda-se 
diminuir a corrente na ponte com o cuidado de conservar uma taxa sinal/ruído alta. 

6.2.4 Sensores de Anemometria de Fio-Quente 

V árias sensores foram desenvolvidas para a Anemometria de Fio-Quente . O elemento sensível 
do anemômetro pode ser um fio metálico muito fino esticado entre duas agulhas de aço 
inoxidável ou de níquel, ou pode ser uma fina camada de metal depositada num suporte de 
quartzo. O primeiro é chamado de fio-quente e o segundo de filme-quente. A resistência 
mecânica de um sensor de fio-quente é suficiente para suportar a medição de altas velocidades 
em um gás. Um fio-quente padrão pode realizar medição de velocidade de até 500m. / s no ar e 
5m. / s na água. Os sensores de filme-quente possuem uma resistência maior e podem ser usados 
na água até velocidades de 25m./ s. 

A Anemometria de Fio-Quente é um sistema especialmente apropriado para o estudo da 
turbulência. Para esses fenômenos, o sistema de medição deve possuir uma resposta em 
freqüência muito alta e precisa, e ser apto a medições locais. O tamanho do sensor não deve 
ser muito maior do que a escala de comprimento característica de Kolmogorov, presente nas 
menores estruturas do escoamento. Para estudos de medição de velocidade média ou dos 
componentes do tensor de Reynolds, um sensor comum de 5Jl.m de diâmetro e de 1.25m.m. de 
comprimento é apropriado. Um estudo espectral de um escoamento turbulento pode necessitar 
sensores ainda menores. 

O elemento sensível de um sensor de fio-quente é um fio de tungstênio, de platina ou de 
compostos de platina. Como visto na Tabela 1, o tungstênio não pode ser soldado. O fio de 
platina é macio e fraco; entretanto, um composto de platina pode torná-lo mais robusto. Se 
for preciso diminuir o tamanho do sensor pode-se utilizar o processo chamado Wollaston. Uma 
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haste fina de platina - ou de composto de platina - é coberta por uma camada de prata. O 
conjunto passa por um molde a fim de tomar a forma de um cilindro homogêneo. O fio é soldado 
às agulhas. Sofre o tratamento numa gota de solvente de prata afim de exibir um pedaço de 
fio. O elemento sensível resultante é muito pequeno e a distribuição de temperatura ao longo 
do fio é melhor porque as perdas de calor para as agulhas são menores. Como não existem 
solventes para utilização com o tungstênio, o processo de Wollaston não pode ser aplicado com 
este material. 

Tabela 1: Propriedades físicas dos materiais comumente utilizados nos sensores de fio-quente. 

Material Tr a2o X2o kJ CJ Comentários 
[Ncm-2] [oc-1] [11Dcm] [Wcm-1°C-1] [kJkg- 1°C- 1] 

Tungstênio 250,000 0.0036 5.5 1.9 0.14 
Platina 35,000 0.0038 9.8 O. 7 0.13 
Platina 
Rhodium(ll 
Platina 
Iridium(2) 

70,000 0.0016 19 0.4 0.15 

140,000 0.0008 32 0.17 0.13 

Não pode ser soldado 
Macio e fraco 
Mais robusto que a Pt 

Mais robusto que a Pt 

(1)(90 - 10) % ; (2l(80 - 20) %. Tr é a tensão de ruptura, a 20 o coeficiente de temperatura 
da resistividade a 20°C, X2o a resistividade a 20°C, k.r a condutividade térmica e c f o calor 
especifico. 

Os sensores de fio-quente podem possuir diversas configurações. Existem principalmente 
sensores com 1, 2 ou 3 elementos sensíveis. Cada fio mede um componente da velocidade 
num plano cuja posição é perpendicular ao fio. Os sensores de dois fios - sensores em X -
tem aplicações nos escoamentos bi-dimensionais. A Figura 6.2 mostra alguns exemplos de 
fios-quentes industriais. 

Os sensores de filmes-quente são construidos pela deposição de uma camada fina de platina 
ou de níquel sobre um substrato isolado de quartzo. Existem várias configurações geométricas 
adaptadas à diversidade de aplicações dos filmes-quentes: sensores na forma de cilindros 
circulares, de cones, de ângulos agudos ou sensores colados a uma parede. O modelo cilíndrico é 
o mais freqüente possuindo um elemento sensível com 25 a 70/lm de diâmetro e 1 a 2 milímetros 
de comprimento. 

Devido à sua maior resistência mecânica, o filme-quente é preferido ao fio-quente nos meios 
líquidos. É também o preferido nos casos susceptíveis a contaminações nos escoamentos gasosos. 
O coeficiente de superaquecimento não deve ultrapassar 1.08 se o fluido for líquido a fim de 
impedir a formação de bolhas ao redor do filme. 

6.2.5 Coeficiente de superaquecimento 

Se a temperatura do fio for muito maior do que a temperatura do escoamento, o Anemometria 
de Fio-Quente será altamente sensível à variações da velocidade e pouco sensível a variações da 
temperatura do escoamento. O coeficiente de superaquecimento deve ser escolhido o mais alto 
possível; porém, a temperatura de oxidação do tungstênio, da ordem de 350°C, não deve estar 
alcançada. Para este tipo de sensor - o mais comum - o coeficiente de superaquecimento não 
deve ultrapassar 0.8 - 1. Por exemplo, um sensor simples de tipo DANTEC 55P01 (5J.Lm de 
diâmetro e 1.25mm de comprimento) funcionando com um coeficiente de superaquecimento de 
0.8, alcança mais ou menos 230°C. 
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55Pll Fio reto comum 55R31 Filme de ângulo agudo 55P61 Fios cruzados 

55Pl2 Fio inclinado a 45" 55R41 Filme cônico 55P81 Fio com compensação ténnica 

55Pl5 Fio de camada limite 55R47 Filme grudado a parede 55P91 Fios triplos 

Figure 6.2: Diversos tipos de sensores DANTEC. 
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E 

l_ 

Figure 6.3: Esquema de princípio do Anemômetro a Corrente Constante. 

Lembramos que o coeficiente de superaquecimento é definido como a razão entre a resistência 
do sensor em funcionamento e a resistência do sensor à temperatura do escoamento: 1 + 
a = Rr / Ra. Porém, a resistência total inserida na ponte de Wheatstone inclui Rr. Rc. a 
resistência do cabo, e R, a resistência das agulhas. DeYe-se então enfatizar que a resistência 
a ser compensada na ponte no modo de funcionamento será igual a (1 + a)Ra + Rc + R1. 
Como as resistências Ra, R1 e Rc possuem a mesma ordem de grandeza, nenhuma delas pode 
ser desprezada. Caso contrário, a temperatura de oxidação pode ser alcançada ou mesmo 
ultrapassada. 

Em casos de utilização num líquido, o sensor não de\'e ultrapassar a temperatura de ebulição 
do líquido. :\'a água, o coeficiente de superaquecimento normalmente utilizado é da ordem de 
1.08. 

6.2.6 Anemômetro a corrente constante 

Existem basicamente dois modos de funcionamento de Anemometria de Fio-Quente . o modo 
CC (corrente con~tante) e o modo TC (temperatura constante). Os dois possuem uma taxa 
sinal/ruído alta. O ruído eletrônico de um anemômetro de fio-quente tem origem no sensor. nas 
resistências da ponte e no amplificador do circuito. A taxa sinal/ruído pode ser otimizada. con
forme menciona Figerson e Freymuth (1983) (veja Bruun (1995) ), caso as seguintes condições 
sejam observadas: 1) operar com taxa de superaquecimento alta; 2) utilizar um material com 
coeficiente de temperatura alto; 3) optar para um fio fino cuja capacidade térmica é muito 
baixa. 

Um circuito típico de anemômetro a corrente constante é mostrado na Figura 6.3. O 
coeficiente de superaquecimento é ajustado por meio da resistência Ra através da relação: 

R J + R1 + Rc = Ra 
R1 R2 

(6.21) 

onde R1 e Rc são respectivamente> as resistências das agulhas do sensor e do cabo ligando o 
sensor ao anemômetro. 
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E 

1 
Figure 6.4: Esquema de princípio do Anemômetro a Temperatura Constante. 

Se as resistências do circuito são constantes, a tensão de saída E é uma função linear 
de R1. Assim, qualquer fenômeno produzindo uma variação linear de Rt resultará em uma 
variação linear de E. Isto é o caso da temperatura cuja lei segue uma formulação do tipo 
R f = Ra + R2oci2o(TJ- Ta). Infelizmente, este não é o caso da velocidade. Para um anemômetro 
a corrente constante, a temperatura do sensor depende da velocidade do escoamento; se a 
velocidade varia, a temperatura também varia. Ora, a inércia térmica do fio tende a se opor 
à variação de temperatura. A resposta térmica do fio é grande em comparação com o tempo 
característico de um escoamento turbulento. Isto posto, a faixa de resposta em freqüência 
do sistema é estreita. As freqüências de corte de fios comuns de 5 e 1 11-m de diâmetro são 
respectivamente de 100Hz e 2kHz. Estas faixas podem ser otimizadas até 30kHz com uso 
de circuitos corretores. Porém, estes circuitos devem ser ajustados em função da faixa de 
velocidades a serem medidas no escoamento a fim de compensar com eficiência a inércia térmica 
do fio. 

Na prática, se a temperatura do sensor é muito maior do que a temperatura do escoamento, 
o anemômetro a corrente constante é primordialmente sensível a variações na velocidade. Se, 
ao contrário, a temperatura do sensor e do escoamento são próximas, o anemômetro a corrente 
constante é sensível à temperatura. 

6.2. 7 Anemômetro a temperatura constante 

Um esquema eletrônico com o princípio de funcionamento do anemômetro a temperatura 
constante é representado na Figura 6.4. A alimentação da ponte depende, desta vez, de 
um servidão pelo amplificador de saída. A inércia térmica do elemento sensível é, assim, 
automaticamente ajustada se as condições de escoamento variam. Esta característica é a maior 
vantagem deste modo de funcionamento do anemômetro a fio-quente. 

As vantagens do modo TC são conhecidas há muito tempo, desde 1943 por Weske ou 
1948 por Ossofsky. Entretanto, precisou-se esperar a década dos 60 e o desenvolvimento dos 
amplificadores em circuitos integrados para implementar o modo TC nos anemômetros a fio
quente. 
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Quando a velocidade do escoamento muda, a temperatura e a resistência do elemento 
sensível mudam. Ocorre, então, uma tensão de desequilíbrio na ponte a ser aplicada ao 
amplificador. A corrente de saída do amplificador é inversamente proporcional à variação 
da resistência do elemento sensível. Essa corrente será injetada na alimentação da ponte 
de Wheatstone, o que restaura a resistência a sua valor inicial. Os amplificadores modernos 
possuem constante de tempo muito pequena, conservando a temperatura do elemento sensível 
constante, exceto para freqüências muito altas. 

Porém, o anemômetro a temperatura constante é limitado: o tempo de resposta do circuito 
fechado de servidão depende do ganho do amplificador contínuo. No entanto, um valor alto 
demais do ganho resulta em oscilações do sistema auto-regulado. Em um anemômetro a 
temperatura constante comum as oscilações são limitadas por um filtro H.F. inserido no circuito 
fechado. O melhor tempo de resposta possível resulta de um compromisso entre o ganho e o 
filtro H.F .. 

Qualquer anemômetro a temperatura constante moderno possui também um circuito 
eletrônico para definir o coeficiente de superaquecimento, e um gerador de ondas quadradas 
para testar a resposta em freqüência do sistema. Os controles disponíveis para o usuário são 
em geral: 

• uma capacitência ou indutância na ponte para compensar a reatância do cabo; 

• uma tensão de deslocamento e0 JJ do amplificador; 

• o ganho do amplificador; 

• um filtro H.F. no ramo de volta da alimentação. 

Lembramos que a taxa da ponte varia em geral entre 5 e 20 para, principalmente, dirigir a 
corrente de volta no ramo do elemento sensível. 

6.2.8 Passos básicos de mediÇão com a Anemometria de Fio-Quente 

Estudos experimentais baseados em Anemometria de Fio-Quente com a assistência de um 
computador possuem algumas regras básicas de andamento similares. Para um escoamento 
estacionário, os sucessivos passos podem ser assim definidos: 

1. Definição da medição desejada: A configuração do escoamento (jato livre, camada lim
ite, camada de mistura ... ), o tipo de escoamento (altamente turbulento, temperatura 
flutuante ... ), as componentes de velocidade desejadas etc. são parâmetros importantes 
na escolha do sistema de medição. Também o tratamento futuro dos dados influência o 
material e a instalação experimental. Por exemplo, correlações espaciais duplas ou triplas 
exigem medições simultâneas de velocidade. 

2. Seleção do tipo de anemômetro e do sensor: Os dois tipos de anemômetros - o 
anemômetro a temperatura constante e o anemômetro a corrente constante - possuem 
características e aplicações diferentes. Quanto à escolha do sensor, foram desenvolvidos 
e comercializados muitos sensores em resposta à demanda científica. Os parâmetros 
importantes são: a geometria do espaço de medição, o número de componentes de 
velocidades desejadas, a influência da temperatura, o tipo de fluido, o limite superior 
de sensibilidade na freqüência desejada (função do diâmetro do sensor). 
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3. Calibração: Depois da escolha da lei de calibração a ser validada, a calibração é realizada 
em função da sensibilidade do sensor, isto é, de seus componentes e de sua temperatura. 
Um sensor de fios-quentes cruzados deve ser calibrado com relação à velocidade e à direção. 

4. Seleção do sistema de aquisição digital: A configuração experimental e o tratamento de 
dados futuro define o tipo de conversor A/N, o condicionador de sinal (deslocamento e 
ganho) e os filtros a serem aplicados. Eles definem também a freqüência de aquisição, a 
cadência de armazenamento e o tamanho dos arquivos gravados. 

5. Identificação e medição do escoamento médio: A caracterização das velocidades médias 
fornece uma primeira qualificação do escoamento estudado. Esta etapa é primordial no 
caso da utilização de sensores de fios-quentes cruzados; ela pode ser realizada com um 
tubo de Pitot. 

6. Medição e aquisição: Os parâmetros de aquisição foram escolhidos: a freqüência de corte 
do filtro passa-baixo, deslocamento e ganho do condicionador de sinal, freqüência de 
aquisição e número de pontos de aquisição (ou período de aquisição). 

7. Tratamento dos dados. 

8. Apresentação dos dados. 

9. Análise de erro. 

6.3 Medição das características turbulentas com o 
anemômetro de fio-quente 

Até os anos .50, a turbulência estava atrelada a um processo totalmente aleatório, cuja única 
caracterização era estatística. Um escoamento turbulento era visto como composto por um 
campo de velocidades médias superposto a um campo de velocidades flutuantes turbulentas. 
A noção de turbilhão era utilizada para modelar os termos turbulentos, sem qualquer idéia da 
organização e da estrutura da turbulência. 

A visualização e o desenvolvimento de instrumentos capazes de medir velocidades in
stantâneas modificou os conceitos sobre turbulência. Os primeiros resultados mostravam um 
certo grau de organização, em total contradição a um processo puramente aleatório. Logo a 
Anemometria de Fio-Quente permitiu a medição e a detecção de todos os componentes da 
turbulência, até as escalas de comprimento de dissipação, incluindo as estruturas organizadas 
imersas na turbulência. Daí, muitos artigos de referência em turbulência são baseados em 
experimentos realizados apenas com a Anemometria de Fio-Quente . Começando por Corrsin 
e Kistler (1955) , chegamos a uma lista muito extensa, cuja podemos destacar alguns: Coles 
(1956) , Corrsin (1963) , Fiedler e Head (1966) , Wygnanski e Fiedler (1969) , Antonia (1971) 
, Bradshaw (1971) , Bruun (1971) , Comte-bellot e Corrsin (1971) , Hussain (1983) , Castro 
(1985) , Heywood (1987) . 

6.3.1 Sensibilidade direcional 

A sensibilidade de um sensor de fio-quente possui uma direção privilegiada: o plano perpen
dicular ao fio. Seja um anemômetro de fio-quente suposto responder a uma lei de potência da 
forma 
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u 

Figure 6.5: Sistema de coordenadas e componentes de \·elocidade correspondentes. 

E 2 =.4.+BU;. (6.22) 

onde Ue é a velocidade efetiva a ser relacionada à Yelocidade O. Para um sensor horizontal na 
direção i (ver Figura 6.5) a velocidade efetiYa exprime-se através da equação de Jorgensen·s: 

(6.23) 

onde U, V e W são as três componentes de velocidade e k e h os coeficientes de sensibilidade 
de guinada (yaw) e de arfagem (pitch) do sensor. k e h devem também transcritos em termo 
de fatores rt-iacionados ao escoamento e a geometria do sensor. Valores típicas de k e h são 
respetivamente 0.2 e 1.05. 

Podemos adaptar a demonstração encontrada na referência Perry (1982) para determi
nar a sensibilidade de um fio a pequenas perturbações nas três componentes da velocidade. 
Suponhamos que o eixo do sensor esteja alinhado à velocidade média fJ = ffx do escoamento 
(V= W = 0). As flutuações u', v' e w' sobrepõem-se à velocidade média. A equação 6.23 se 
transforma, em uma primeira aproximação em 

(6.24) 

As pequenas perturbações satisfazem ~, ~, 1J «:: 1, assim, 

Ue = fJ + u'. (6.25) 
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Figure 6.6: Sensibilidade angular de um fio-quente inclinado. 

Substituindo em 6.22: 

1 

} 
E= lA+Bfl(l+~f]" 
E= E+e' 

1 

E= (A+ Bfl) 2 

(6.26) 

I 
nBul 

I e 
2EU

1 n = Kuu· (6.27) 

Um sensor de fio-quente alinhado com o escoamento médio é sensível, em primeira aprox
imação, apenas à componente u' das flutuações. O coeficiente de sensibilidade Ku é expresso 
na equação 6.27. 

Fio inclinado: 

Cm fio-quente inclinado faz um ângulo rP com o escoamento médio fJ = ffx. O fio não é 
sensível à componente w' pelo mesmo motivo em que ele foi mostrado nâo ser sensível a um fio 
normal ao escoamento médio. 

Seja UN a projeção normal ao fio da velocidade, e U L a projeção longitudinal da velocidade 
sobre o fio. Podemos escrever: 

U N = (ff + u.') cos rP + v' sin rP } 
U L = (ff + u.') sin rP - v' cos rP 

u; = u'f.: + k 2U], 

lembrando-se que ~ e ~ « 1, a combinação de 6.29 com 6.29 fornece: 

substituindo 6.30 em 6.22 temos: 

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 
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Figure 6.7: Campo de velocidade ao redor de um fio-quente inclinado, Re = 3.7. (Graham et 
al., 1995) 

E= E+e' (6.31) 
-2 
E = A+B'YJ (6.32) 

B'= B cosn 1/J ( 1 + k 2 tan 2 <P) 'i (6.33) 

e'= Kuu' + Kvv' (6.34) 
nB' 

Ku= 
2E0 (U) 1

-n 
(6.35) 

Kv= 
(1- k 2 ) tan <P 

(6.36) 
2E0 (u) I-n (1 + k2 tan2 ljJ) 

Esta lei de calibração de um fio inclinado possui várias constantes a serem determinadas. 
A constante B' pode ser determinada por uma interpolação linear dos dados experimentais 

(E2
, (ut). Para calcular Kv, precisa-se determinar os valores de k e 1/J. Devido ao tamanho 

do sensor, a medição do ângulo 1/J é muito delicada; aconselha-se, portanto a se determinar 1/J 
na calibração. 

Num estudo recente Graham et a/.(1995) estudaram o escoamento ao redor de um fio-quente 
inclinado. Este trabalho experimental baseia-se na velocimetria por imagens de partículas ou 
PIV (Particule lmage velocimetry). Eles concluíram que o parâmetro relevante é k2 e não k, pois 
o valor de k2 pode ser negativo. A técnica PIV mostra um efeito de deflexão do vetor velocidade 
ao chegar no fio (ver figura 6.7; o escoamento tende a desviar-se na direção do fio. A deflexão 
pode alcançar 3°. O efeito direto é a diminuição da velocidade efetiva de resfriamento do fio, 
modificando o coeficiente de correção k 2 para valores negativos. Assim, durante a calibração 
de um fio-quente inclinado, precisa-se determinar as constantes B', 1/J e k2 . 

6.3.2 Tensor de Reynolds 

A tensão de cisalhamento de Reynolds, u'v', pode ser medida com apenas um fio-quente 
inclinado. Duas medições sucessivas são realizadas com o fio vertical, e depois de uma rotação 
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de 180° do fio sobre o eixo do sensor. Um único fio-quente fornece assim dois sinais: 

(6.37) 

A tensão de cisalhamento de Reynolds é obtida pelo tratamento desses sinais: 

""'i2 ""'i2 
u.'v' = e! - e2 

4KuKv 
(6.38) 

Para medir as tensões normais u'2 e v'2 o operador precisa de dois fios, ou de um par de 
fios-quentes cruzados. Porém, dois fios nunca são perfeitamente idênticos. Precisa-se, neste 
caso, determinar quatro coeficientes de sensibilidade, todos positivos 

Desta \'ez. as tensões de Reynolds são calculadas a partir de: 

u'c' 

0 

[I\ u2e~ + I\ ui e;]" 
KutKl'2 + Kl'IKu2 

l\·,.2!\u2;;; + ~(Kv!Ku2- Ku!Kv2)- Ku!Kvl-;;; 

(Ku!Kv2 + Kv!Ku2) 2 

6.3.3 Sensor Tri-componentes 

(6.39) 

(6.40) 

(6.41) 

(6.42) 

A medição das três componentes de Yelocidades médias e flutuantes pode ser alcançada com 
sensores industriais. Lakskiminarayana et al. (1982) publicou uma revisão dos sensores tri
componentes existentes e das técnicos de redução de dados adequadas. Dois sensores apresen
taram a menor perturbação aerodinâmica, sendo compostos de três fios: um da TSI, modelo 
1299-20-18. e o outro da DA2\TEC, modelo 55P91 (ver Figura 6.2). 

Cma das limitações desse tipo de medição é a seguinte: os sinais fornecidos pelos três 
anemôn~etros deYem ser adquiridos simultaneamente pelo conversor A/D e pelo gravador. A 
freqüência de aquisição pode alcançar 150 kHz por canal no caso de escoamentos compressíveis 
a altas velocidades. Nos casos gerais, a freqüência pode ser limitada a 50kHz por canaL Mesmo 
assim, o equipamento experimental de medição é de alta tecnológia e de custo elevado. 

6.3.4 Medições simultâneas 

Inicialmente divulgadas por Blackwelder e Kaplan, as escovas de fios-quentes foram rapidamente 
desenvolvidas. Até 250 fios chegaram a ser implementados em um experimento em andamento 
na Universidade de Buffalo. As limitações não são mais a capacidade de aquisição e de 
armazenagem de dados, mas, sim, a influência aerodinâmica dos sensores. Este tipo de medição 
abre as portas para várias técnicas de análise e tratamento de dados específicas: 
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• Reconhecimento de forma (Patern Recognition). Consiste em projetar o campo de 
velocidades instantâneo sobre um plano espaço-tempo para conseguir uma visualização 
dos turbilhões mais simples e completa. 

• Correlações espaço-temporais multi-pontos, até multi-componentes. Medição do tensor 
de Reynolds. 

• Amostragem condicional (Condicional Sampling). Detecção das estruturas "organizadas" 
no escoamento cujas características são reconhecíveis no campo de velocidade, por exem
plo a vorticidade. 

• Transformação por ondeletes. Tratamento de dados espectral num domíhio espaço
temporal. 

• Decomposição Ortogonal Própria ou decomposição em autovalores (POD Proper Orthog
onal Decomposição) com informação de fase. Consiste em projetar o campo de \·elocidades 
instantâneo sobre uma base de auto vetores determinísticos. Essa base é composta de 
modos coerentes, não correlacionados entre si no senso da energia (Lumley. 1967. Del\"ille 
(1995) ). 

6.3.5 Intensidades turbulentas 

A descrição estatística de um escoamento turbulento se exprime sob a forma de quantidade~ 
médias, cujos valores possuem um alto grau de repetibilidade sob condições experimentais 
idênticas. O valor instantâneo da velocidade é. por si mesmo. de pouco interesse: ele não 
fornece nenhuma indicação sobre a velocidade no mesmo ponto em um instante diferente. 
ou num outro ponto no mesmo instante. Ao contrário. a \·elocidade média em pontos com 
localização geométrica idêntica é sempre a mesma (por exemplo na mesma distãncia da fonte 
de um jato livre turbulento e na mesma distãncia do eixo do jato). 

O primeiro passo na análise estatística de um escoamento turbulento consiste em aplicar a 
decomposição de Reynolds na velocidade U = U + u', isto já foi visto em seções anteriores. É 
preciso notar que, nas medições com um fio-quente, esta decomposição é geralmente aplicada 
logo na aquisição dos sinais fornecidos pelos anemômetros. Isto permite aumentar a precisão 
das medições: se o escoamento for pouco turbulento, as flutuações de velocidade são pequenas 
comparadas ao valor médio medido. Os conversores A/N possuem uma resolução em tensão 
fixa (tipicamente 2m V por 12 bits e resolução), sendo recomendável medir as velocidades média 
e flutuante com ganho próprio. 

Existem também outros tipos de decomposição do campo de velocidade como por exemplo 
U = U + 1./ + u.", u' caracterizando as grandes estruturas e un caracterizando as pequenas 
estruturas. Porém, a primeira é a mais comum. 

Seja a 2 a variância da velocidade U, 

,[;;2 = Vu'2 + v'2 + w'2, (6.43) 

é conhecido como a intensidade turbulenta. Expressa-se em geral a intensidade turbulenta em 
porcentagem do valor médio da velocidade. Para não prejudicar esta medição lembramos que 
nenhum filtro espectral passa baixo deve ser utilizado, sendo, que, qualquer freqüência pode 
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Figure 6.8: Efeito dos momentos de terceiro e quarto ordem. 

possuir alguma influência sobre a turbulência. Lembramos também uma limitação da utilização 
do fio-quente para intensidades turbulentas inferiores a 30% devido à falta de sensibilidade do 
sensor à direção da velocidade. Por exemplo, velocidades positivas ou negativas possuem a 
mesma potencialidade de resfriamento sobre o sensor, impedindo o investigador de diferenciá
las. 

A ordem de grandeza da intensidade turbulenta é: 

• 0.05% a 0.1% em túneis de vento aeronáuticos; 

• 0.1% a 0.3% em túneis de vento de laboratório; 

• 3% (escoamento livre) a 20% (parede) em escoamento de camada limite; 

• 0.05% (eixo) a 0.1% (limite externa) em jatos livres. 

A raiz quadrada da variância, u, é o familiar desvio padrão da amostra. 1/2 é o momento de 
segunda ordem da distribuição dos valores ul medidos. Chama-se também de distribuição de 
probabilidade, e se ul for contínuo, falamos da função de densidade de probabilidade. Supondo 
v' = w' = O, o valor de u 2 não pode ser influenciado pela falta de simetria da distribuição 

dos valores de u' medidos. Enquanto isso, o terceiro momento u.'3 caracteriza a simetria da 
distribuição. Definimos o coeficiente de assimetriaS (Skewness) e o coeficiente de achatamento 
T (flatness ou Kurtosis) por: 

(6.44) 

(6.45) 

Se a distribuição medida for Gaussiana S = O e T = 3. 
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Figure 6.9: Variações aleatórias de ,·elocidade instantânea: (a) Yelocidade instantânea em função 
do tempo, (b) a função de densidade de probabilidade correspondente e (c) a correlação das 
componentes 11 e v instantâneas da velocidade (RadkiYi e Callander, 1975). 

6.3.6 Correlações espaciais e temporais 

As funções de distriuuição de probabilidade são, às vezes, determinadas experimentalmente, 
mas muito mais freqüentemente através do cálculo do valor médio das quantidades medidas. 
Mais informações sobre as flutuações em um ponto provém de u12 , u13 , u14 , etc. 

A Figura 6.9 mostra um sinal temporal de velocidade (a) e a sua função de densidade de 
probabilidade correspondente (b). Se a variação de velocidade é aleatória, a funçã.o de densidade 
de probabilidade aproxima-se de uma Gaussiana. Para duas componentes de velocidade, as 
funções de densidade de probabilidade definem um domínio de maior ocorrência da soma das 
flutuações u.' +v'. O limite deste domínio é representado pela curva (c) da Figura 6.9( c). Se não 
existe nenhuma relação entre as duas componentes de velocidade, a curva c formará um círculo. 
Se uma relação linear existe entre elas, a curva c formará uma reta. A função de correlação 
entre as duas velocidades caracteriza a forma da curva c. 

Informações sobre as flutuações de velocidades em diferentes pontos ejou diferentes instantes 
são fornecidas pela medição de correlações. A correlação entre duas velocidades flutuantes u.: e 
u.j é definida por u.;u.j, enquanto o coeficiente de correlação é dado por: 
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Figure 6.10: Interpretação geométrica das tensões de Reynolds. 

-,-, 
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lf!ll/ 
(6.46) 

Nesta definição, u; e uj são quantidades quaisquer. Por exemplo, podem ser valores 
simultâneos de uma componente de velocidade em dois pontos diferentes, ou duas componentes 
diferentes de velocidade no mesmo ponto. Podem ser também valores de uma componente 
de velocidade no mesmo ponto em instantes diferentes, ou qualquer combinação desejada. Se 
as duas velocidades são interdependentes R,...., ±1. Ao contrário, se não possuem dependência 
nenhuma entre as duas velocidades, a correlação será nula. Por exemplo, as tensões de Reynolds 
-pu'v' provém da correlação de duas componentes de velocidade flutuante no mesmo ponto. Se 
u'v' for negativo, quando u' for negativo, v' possui uma tendência a ser negativo, e vice-versa. 

Inclinando as coordenadas x, y de 45° podemos mostrar que isso corresponde a uma 
anisotropia da turbulência: intensidades diferentes em direções diferentes. Seja 

* 1 ( 1 ') u=J2u+v, (6.47) 

* 1 ( 1 ') v=J2u-v, (6.48) 

temos 

1 (- -) uv = "2 u*2 - v* 2 
. (6.49) 

A Figura 6.10 mostra que se as configurações das flutuações de velocidade ocorrem mais do 
modo (a) e {b) do que dos modos (c) e {d), fornecendo um uv negativo, v•2 será maior do que 
u•2 , como desenhado em (e). Uma correlação deste tipo pode claramente corresponder a um 
escoamento cisalhante. 

A função de correlação espacial entre duas velocidades flutuantes é definida pela função de 
correlação: 
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~ij(r, t) =L U;(x, t)Uj(x +r, t)dx, (6.50) 

onde D é o domínio dos valores de x. Se este domínio for discreto, a função de correlação 
espacial é definida por: 

~ij(r, t) =L ui(x, t)Uj(x +r, t). 
:i 

(6.51) 

Este tipo de correlação é utilizada em turbulência homogénea, Ja que as densidades de 
probabilidades da velocidade não dependem do ponto de medição mas sim da distância entre 
os dois pontos de medição. As correlações espaciais permitem definir escalas integrais de 
comprimento longitudinal L 1 e transversal Lt do escoamento, relacionadas ao tamanho das 
grandes estruturas: 

L = 1"" ~u(r)d L ,r, 
o 0"11 

(6.52) 

L =l""~22(r)d t .r. 
o 0"22 

(6.53) 

A função de correlação espacial resulta de um tratamento de dois sinais de velocidade 
adquiridos simultaneamente. Precisa-se então de dois anemômetros de fio-quente funcionando 
em conjunto. Já a função de auto-correlação temporal pode ser obtida com um anemômetro 
de fio-quente só; ela constitui-se em uma correlação temporal de um sinal com ele mesmo. 
Ela caracteriza a sua dependência em um determinado instante dos valores de velocidade 
em outros instantes, e pode ser utilizada para definir uma escala de tempo característica da 
turbulência. De maneira mais geral, define-se a função de correlação temporal entre duas 
velocidades flutuantes, como: 

(6.54) 

Se o domínio das realizações das velocidades for discreto, a função de correlação temporal é 
definida por 

(6.55) 

Seja R;; a função de auto-correlação temporal da velocidade U; e a? a sua variância, o tempo 
integral correspondente 

T -1"" R;;(T, x)d - 2 T, 
o O"; 

(6.56) 
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é uma medição do período de tempo no qual as velocidades U(t) e U(t+T) são correlacionadas. 
As duas velocidades podem ser consideradas não correlacionadas de um ponto de visto es
tatístico se T 2: 2T. 2T define o intervalo de tempo ótimo entre duas medições sucessivas. Isso 
assegura a aquisição de uma amostra de pontos não correlacionados e otimiza o tratamento 
estatístico futuro. A correlação temporal é utilizada em um escoamento turbulento estacionário, 
já que as densidades de probabilidades não dependem do instante de medição mas sim do 
intervalo de tempo que separa as duas medições. 

Se um movimento turbulento se superpõe à uma velocidade média alta do escoamento, a 
turbulência pode ser convectada pelo ponto de observação, ou de medida, mais rapidamente 
que a evolução das flutuações. Esta condição corresponde a hipótese de Taylor, possibilitando 
se transformar uma correlação temporal em uma correlação espacial na direção do escoamento 
médio. O parâmetro de tempo T é substituído pelo parâmetro espacial r, onde T = r/ U. 
Considerando a hipótese de Taylor, a escala integral de comprimento L1 pode ser estimada a 
partir de 

(6.57) 

Em um recente trabalho de revisão sobre escoamentos turbulentos e sua modelagem, Brad
shaw (1996) declara que a contribuição do estudo das estruturas coerentes sobre o desenvolvi
mento dos métodos de medição da turbulência foi muito pequena, de certo modo desapontadora. 
Apenas Goldshtik e Hussain (1995) desenvolveu um trabalho interessante para as camada de 
mistura. Até agora, a análise das estruturas coerentes se concentra mais na qualificação e na 
quantificação do nível de organização da turbulência. A maior parte destas análises baseia-se 
nas correlações de velocidade, e de maneira mais global, nas correlações espaço-temporais 

~ij(f, T, :r, t) =L fo')C' U;(x, t)Uj(x +r, t + T)dxdt, (6.58) 

com D o domínio das valores de x. Se este domínio for discreto, a função de correlação espacial 
é definida por 

~ij(r,T,x,t) = L:L:u;(x,t)Uj(x+f,t+T). 
x 

(6.59) 

A medição das velocidades deve ser simultânea em vários pontos diferentes. As escovas de 
fios-quentes são particularmente eficientes neste aspecto. 

São também de grande interesse as correlações envolvendo flutuações de pressão, pois o 
termo p'v' encontrado nas equações de Navier-Stokes é de difícil modelagem. Estas quantidades, 
por serem muito difíceis de ser medidas, foram ainda pouco exploradas. 

O conceito de correlações, da mesma maneira que o conceito de distribuições de proba
bilidade, pode ser extendido para maiores ordens, definindo-se quantidades do tipo u;uju~. 
Tritton (1988) lembra que a completa especificação da turbulência requer considerar as ordens 
superiores até o infinito. Por exemplo, a equação da energia cinética turbulenta possui 
correlações triplas de velocidades que representam o transporte de energia turbulenta ou de 
fluxo de quantidade de movimento: são termos de difusão turbulenta; num escoamento de 
camada limite, os termos u'2v' ou u'v'2 representam o fluxo turbulento vertical ou horizontal 
das tensões de cisalhamento. 



Medição das características turbulentas ... 261 

6.3. 7 Análise espectral 

Vários escoamentos turbulentos contém fenômenos periódicos, detectáveis por análise espectral. 
Bendat e Piersol (1986) apresentam uma descrição das definições e do cálculo das funções de 
densidade de probabilidade espectral, a serem reproduzidas aqui. 

Seja U a transformada de Fourier da velocidade U. 

(6.60) 

A função de densidade auto-espectral limitada à T é definida por: 

1 . . 
Suu(/, T) = 7;U*(f, T)U(f, T), (6.61) 

sendo u•(!, T) o conjugado complexo de U(f, T). A função de densidade auto-espectral escreve
se: 

SuuU) = lim E [SuuU, T)], 
T~oo 

(6.62) 

onde E [SuuU, T)] é a esperança matemática do conjunto das realizações Suu(/, T). Portanto, a 
função de densidade auto-espectral se define somente na faixa de freqüências positivas e assim 

Suu(/) = 2 lim E [Suu(f, T)]. 
T-oo 

(6.63) 

Finalmente, a função de densidade auto-espectral é fornecida por: 

(6.64) 

No limite quando T tende ao infinito, demonstra-se que a função de densidade auto-espectral 
pode ser calculada também a partir das correlações temporais: 

lim E [Suu(/, T)] = 100 

Ruu(r)e-2
"ifT dr. 

T-oo -00 

(6.65) 

A estimativa do espectro no caso da medição durante um período finito é dada por: 

2 • 2 
Suu(/) = TJU(f, T)J . (6.66) 

A função de densidade espectral cruzada de duas velocidades possui a forma: 

SuvU) = 2 lim E [u•(!, T)V(f, r)] . 
T-oo 

(6.67) 
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6.4 Medição de temperatura e de concentração 

A medição de flutuações de temperatura em um escoamento é uma informação difícil de se 
obter. O anemômetro de fio-quente é um instrumento cuja resposta é muito rápida e, devido 
a sua sensibilidade à temperatura do fluido, pode ser adaptado para medição de flutuações de 
temperatura. Dois métodos eficientes e já amplamente utilizados serão descritos nesta seção. 

6.4.1 Medição de temperatura por sensor duplo 

A resposta de um anemômetro de fio-quente depende de duas variáveis, U e TJ- Ta, ou seja, da 
velocidade instantânea e da diferencia de temperatura entre o fio T1 e o escoamento ambiente 
Ta· A técnica, portanto, propõe utilizar dois anemômetros com fios-quentes paralelos e com 
diferentes sensibilidades à temperatura e à velocidade. Os dois fios s<~o considerados estar 
tão próximos que permanecem expostos às mesmas velocidade e temperatura instantâneas do 
escoamento. 

Com anemômetros a temperatura constante, obtemos duas equações a duas incógnitas: 

ou. como as temperaturas dos fios são constantes, podemos utilizar 

E?= Cj + c2Ta + (c3 + c4Ta) un, } 
Ei = d1 + d2Ta + (d3 + d4Ta) W. 

e. eliminando un. obtemos uma equação de segunda ordem para Ta: 

hT?, +fiTa+ !o = O. 

(6.68) 

(6.69) 

(6.70) 

onde /o, h e h são constantes que dependem das constantes de calibração e das tensões 
fornecidas pelos anemômetros E1(t) e E2(t). Calculado Ta(t), uma das equações 6.69 fornece 
[' ( t). Uma única componente de velocidade é tratada e a calibração é bastante simplificada. 
Isto é um método eficiente e simples de medir tanto a velocidade flutuante quanto a temperatura 
flutuante. Lienhard e Helland (1989) utilizaram este tipo de sensor; eles utilizaram uma lei de 
calibração um pouco diferente. A conclusão obtida foi que este tipo de sensor funciona muito 
bem num escoamento com altas flutuações de temperatura. Portanto, a análise espectral de 
dados experimentais é fortemente maculada por ruído se as flutuações de temperatura são 
fracas. Neste caso, estes autores recomendam a utilização do método do fio resistente. 

6.4.2 Medição de temperatura por fio resistente 

Um fio muito fino posto para funcionar em modo Corrente Constante com baixo coeficiente de 
superaquecimento é freqüentemente chamado de fio frio. A limitação deste método reside no 
tempo de resposta da medição devido à inércia térmica do fio. Utiliza-se em geral um fio do 
tipo Wollaston, cujo diâmetro pode alcançar 0.25/Lm. Para o menor diâmetro, a freqüência de 
corte do instrumento chega a lOkH z, caindo para lkH z se o fio possui um diâmetro de 2.5/Lm. 
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Ao contrário do modo temperatura constante, a taxa de transferência de calor por acu
mulação não é mais desprezível na equação 6.2. 

Seja Ra a resistência do fio possuindo a temperatura do fluido. A resposta do fio pode ser 
expressa a partir da equação 6. 7 transformada: 

(6.71) 

Expressando TJ em função de R1 e utilizando Nu= A+ BUn, mostramos que a resistência do 
fio satisfaz uma equação de segunda ordem, 

com a constante de tempo, 

Portanto, a tensão nas bordas do fio expressa-se, como E = I R.r, 

dE 1rlkNu 
M- +E= IRa 2 . 

dt 1rlkN 11 - I a2oR2o 

Um fio ideal, sem inércia térmica (M =O), teria uma resposta Er da forma 

Substituindo 6.75 em 6.74 

dE 
M-+E =Ey. 

dt 

(6.72) 

(6.73) 

(6.74) 

(6.75) 

(6.76) 

Se o coeficiente de superaquecimento for baixo, a corrente I será pequena e Er = IRa. 
Er acaba senduma medição direta de Ra e também da temperatura do fluido. Em uma 
segunda aproximação, Er pode ser calculado simplesmente a partir da medição de E(t) e 
do conhecimento do valor de M. Entretanto, a determinação de M não é trivial, e depende 
da velocidade do escoamento. Esta dependência é significativa nas medições onde a velocidade 
média varia, por exemplo, em camadas limite. A correção do valor de M(U) pode ser realizada 
através de uma medição simultânea de um fio-frio e de um fio-quente. Essas medições duplas 
mostraram ser de grande qualidade (Bremhorst e Graham, 1990 ). 
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6.4.3 Medição de concentração por sensor único 

A Anemometria de Fio-Quente pode ser também utilizada para a medição de concentração 
em escoamentos de mistura de gás. Me Quaid e Wright (1973) apresentaram um método que 
utiliza um sensor de fio-quente. O ar, a mistura e o gás são supostos responder de uma forma 
análoga por: 

Aa + BaUn, 

Am + BmUn, 

A9 + B9Un, 

(6.77) 

(6.78) 

(6.79) 

onde os índices a, m e g correspondem ao ar, à mistura e ao gás. As constantes Am e Bm 
dependem do valor da concentração. Eles chegaram à conclusão, através de uma calibração, 
que a função 1/J definida por 

(6.80) 

não depende da velocidade mas apenas do valor médio da concentração r. 

- - -2 
1/J(f) = (1 + c)r- cr . (6.81) 

O valor da constante c, dependente do coeficiente de superaquecimento, é determinado por 
ajuste da curva de calibração. 

Sejam as decomposições E =E+ e, U = fJ + u e r= r+ 1, a resposta do anemômetro a 
flutuações de velocidade e de concentração pode ser escrita como: 

e= Suu + S-y/, (6.82) 

com Su = 
n(E;,- Am) 

(6.83) 
2EmU 

E2- E2 
S-r= '!f;(r) ;Em a, (6.84) 

e '!f;(r) = (1 +c)- 2cr. (6.85) 

Ora, dois métodos foram aplicadas para resolver este sistema de equações: o primeiro utiliza 
um fio-quente funcionando com vários coeficientes de superaquecimento; o outro, consiste em 
medir a resposta de dois fios-quentes simultaneamente, com sensibilidades a velocidade Su e a 
concentração S-r diferentes. Os dois métodos foram tratados por Me Quaid e Wright (1973) . 

6.4.4 Medição de concentração por sensor duplo 

Um método especialmente adaptado para misturas de ar com hélio foi utilizado por Way e 
Libby (1970) . Um fio-quente de platina de 2.5~-tm de diâmetro é fixo perpendicularmente, e 
à frente, de um filme-quente cilíndrico. Os sensores são próximos a fim de capturar qualquer 
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interação entre os campos térmicos. Esta interferência implica em uma grande sensibilidade 
dos sensores à concentração. As leis de calibração dos dois sensores podem ser expressas por: 

A 1(r) + B 1(r)u112
, 

Atm(r) + Btm(r)U 112~ 

{6.86) 

{6.87) 

Os índices f e fm se referem, respetivamente, ao fio-quente e ao filme-quente. As constantes, 
funções da concentração, são determinadas através de uma calibração. A eliminação da veloci
dade U entre as duas equações fornece uma relação entre r e as tensões medidas. As constantes 
A e B dependem levemente da concentração, o que resulta um valor de r pouco preciso. Way 
e Libby {1970) descobriram que a sensibilidade à concentração aumenta drasticamente se os 
dois campos térmicos se interferem. Por isso, a distância entre os dois sensores é variada até 
0.05mm. Assim a relação EJ = a{r) + bn(r)E]m fornece uma solução simples de determinação 
da concentração. 

6.5 Medição de escoamentos com separação e recir
culação - a técnica de anemometria de fio-quente 
pulsátil 

A ambigüidade na direção da velocidade medida por um anemômetro de fio-quente padrão 
impede a sua utilização em vários aplicações práticas: alta turbulência, escoamentos rotati,·os, 
ao redor de obstáculos, com separação ou com expansão súbita. Dos anemômetros de fio-quente 
sensíveis à direção do escoamento, dois foram amplamente utilizados: a técnica do anemômetro 
de fio-quente em movimento e a técnica do anemômetro de fio-quente pulsátil. 

Payne e Lumley {1966) mediram a turbulência atmosférica com um anemômetro de fio
quente instalado a um aeroplano. Esta técnica foi depois bastante utilizada em laboratório 
para a medição de escoamentos com recirculação. Para maiores detalhes sobre a técnica o leitor 
pode consultar Bruun {1995) , Perry {1982), Sirivat {1989) ou ainda Dinsdale et al.(1988). 

Agora, concentraTUos a nossa apresentação na técnica da anemometria de fio-quente pulsátil. 
Um fio muito fino, aquecido por um pulso, é colocado perpendicularmente entre dois fios 

sensores (veja a Figura 6.11). O método consiste em medir o intervalo de tempo necessário para 
um pulso de calor alcançar um fio sensor. Esta duração é relacionada à velocidade instantânea 
do fluido. Com dois fios, um à frente e um atrás do fio pulsátil, a direção e a intensidade da 
velocidade instantânea podem ser determinadas. 

Em 1965 Bauer foi o primeiro a utilizar a técnica do fio pulsátil (Bruun, 1995 ). Um só 
fio sensor era colocado em paralelo ao fio pulsátil. Infelizmente, essa técnica era limitada aos 
escoamentos laminares. Bradbury {1969) e Tombach {1969) foram os primeiros a desenvolver, 
separadamente e em paralelo, o fio pulsátil com a configuração de três fios, dando assim acesso 
à medição da direção da velocidade para a Anemometria de Fio-Quente . Bradbury e Castro 
{1971) fizeram uma ampla análise da técnica. O desenvolvimento de novos sensores foi descrito 
por Bradbury {1976) , Jaroch {1985) e Jaroch e Dahm {1988) . Handford e Castro {1989) , 
Castro {1991) e Bruun {1995) publicaram artigos de revisão sobre a técnica. 

No caso ideal, a inércia térmica do fio pulsado é nula e a difusão térmica e os efeitos de 
esteira viscosa são pequenos. Seja h a distância entre o fio pulsátil e um fio sensor e Ü a 
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Figure 6.11: Sensor de anemômetro de fio-quente pulsátil, tipo Bradbury-Castro. 
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velocidade instantânea do fluido, o tempo T para o fluxo de calor passar do fio pulsátil a um 
fio sensor, ou tempo de viagem é: 

h 
T=--. u cose 

(6.88) 

Entretanto, as condições reais, claro, não são ideais, e numa primeira aproximação supomos 
a difusão térmica desprezível. Os dois fios sensores são supostos colocados na direção do 
escoamento médio. Precisamos descrever primeiro o comportamento do fio pulsátil e depois 
a resposta dos fios sensores. A equação 6.2 se simplifica para 

2 EJ 7r 2 dTt 
I Rt =- = PJCJ-d l- + 7rklNu(Tt- Ta)· 

Rt 4 dt 
(6.89) 

A taxa de geração de calor elétrico é igual à taxa de calor armazenada no fio, mais a taxa 
de transferência de calor por convecção forçada. O fio pulsátil padrão possui um diâmetro de 
5J.Lm correspondente a uma constante de tempo Mp da ordem de 1ms até 5ms. Este tempo é 
muito maior do que a duração do pulso de calor (2- 10J.Ls ). O efeito da convecção forçada pode 
ser considerado desprezível. Substituindo a expressão de R f da equação 6.3 na equação 6.89. a 
resposta do fio é fornecida por 

(6.90) 

Isto é uma equação diferencial de primeira ordem em Tt cuja valor máximo Tt,max será atingido 
no final do pulso. A temperatura do fio pulsátil responde da forma 

(6.91) 

Para o fio resfriar entre dois pulsos, o período dos pulsos deve ser maior do que Mp. Valores de 
70Hz até lOOH z são comumente utilizadas. 

Resposta do fio sensor: 
O fio funciona em modo Corrente Constante com baixas correntes de aquecimento. O 

termo de aquecimento elétrico da equação 6.89 pode ser desprezado. Bradbury e Castro (1971) 
analisam a resposta do fio sensor, assumindo a influência da difusão térmica e da esteira viscosa 
desprezíveis. Sob a influência de um pulso de calor, a temperatura do fio sensor T8 aumenta, ao 
longo do fio de comprimento l, modificando o valor da resistência R. e da tensão E. da forma 

I R2oa2o ~l/2 
E.- IRa= I(Rs- Ra) = -- (Ts- Ta)dy. 

l -l/2 
(6.92) 

Seja Ms a constante de tempo do fio sensor, demonstra-se que a resposta em temperatura 
segue a relação, 
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f l/2 
_ 112(T. - Ta)dy 

(Tp,max - Ta)h 
1rNup Mp [exp (- t- h/U) _ exp (- t- h/U)] H(h/U), 

Pe Mp- Ms Mp Ms (6.93) 

com Pe = Uh/k o número de Peclet, Nu o número de Nusselt do fio pulsátil e H(h/U) 
a função passo de Heaviside. A amplitude da resposta não depende da distância do sensor 
pulsátil, mas a resposta é descontínua para o atraso de tempo convectivo, t = h/U. Assim, 
sob a hipótese de não influência da difusão térmica e da esteira viscosa, esta característica da 
resposta é facilmente detectada e fornece uma medição simples do tempo de convecção; deste 
modo obtem-se facilmente a velocidade instantânea do fluido. O valor máximo da resposta 
ocorre no tempo 

Mp Mp h 
---'--log- + --, 
Mp-Ms Ms UM. 

(6.94) 

e alcança o valor de 

(6.95) 

Este valor depende do quociente Mp/M •. Porém, Corrsin (1963) estimou que a constante 
de tempo de um fio varia com d312 , dependência esta verificada se d > 111m. Bruun (1995) 
mostra que a escolha do diâmetro do fio pulsátil d8 responde a um compromisso entre: 1) ds 
alto para aumentar a resposta do fio sensor; 2) d8 pequeno para o fio resfriar entre dois pulsos e 
assim aumentar a freqüência dos pulsos, a última condição também diminui o efeito da esteira 
viscosa. Um compromisso prático consiste a tomar um diâmetro de fio pulsátil de 5/lm, duas 
vezes maior do que o diâmetro do fio sensor. O valor máximo da resposta pode ser relacionado 
a u-0·55 (Bradbury e Castro, 1971 ). Assim, o tempo de viagem pode ser determinado pelo 
limiar do sinal. Handford e Bradshaw (1989) propõem um corte a um terço do valor típico de 
um pico do sinal. 

Para números de Peclet altos, o efeito da difusão térmica é quase nulo e a teoria concorda 
com os dados experimentais (Bradbury e Castro, 1971 ). O efeito da difusão é importante para 
números de Peclet inferiores a 50. Porém, o resultado teórico fornece uma boa aproximação 
qualitativa da resposta do fio sensor. Aliás, a calibração de um anemômetro de fio-quente 
pulsátil leva em consideração os efeitos da difusão térmica e da esteira viscosa. 

Calibração de um anemômetro de fio-quente pulsátil: 
A resposta em velocidade U de um fio-quente pulsátil em função do tempo de viagem T 

pode ser expressa por: 

U = A/T + B/Tn. (6.96) 

Hanford eBradshaw (1989) compararam várias leis de calibração e mostraram que o valor 
da constante n pode ser definido igual a 2 ou a 3. 
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Medições com um anemômetro de fio-quente pulsátil: 
O aquecimento impulsivo do fio pulsátil provoca um sinal eletromagnético agudo no fio 

sensor durante o tempo do pulso (2- lOJ.Ls ). Este efeito demora entre 50 e 100J.Ls no fio sensor. 
A empresa PELA Flow Instruments Ltd. comercializa um circuito eletrônico para cancelar 
este efeito. O circuito corta o sinal de limiar durante um período de 100J.Ls depois do pulso. 
A velocidade máxima que pode ser medida é igual ao quociente de h por este período. Por 
exemplo, se h= 1.2mm, a velocidade máxima será de 12m/s. 

O valor da corrente de aquecimento do fio sensor deve responder a um compromisso entre 
sensibilidade e ruído eletrônico pois é preciso diminuir a sensibilidade à velocidade pela aplicação 
de uma corrente baixa. Por outro parte, o pulso de calor cobre um pequeno pedaço do fio sensor 
e o fator sinal/ruído fica importante. Handford e Bradshaw (1989) propõem um valor de 1-2m A 
para um fio de tungstênio de 2.5J.Lm. 

O instrumento alinhado na direção do escoamento médio consegue medir fJ e ut2 com alta 
precisão. A resposta do fio ao ângulo do escoamento é nitidamente senoidal, até um ângulo 
máximo definido por amax = tan_ 1(l/(2h)), onde l é o comprimento do sensor e h a distância 
entre os fios. Este ângulo alcança 75° (Handford e Bradshaw, 1989), Jaroch, 1985 ). Porém, o 
fio pulsátil padrão realiza medições defeituosas para a = O. Por causa da esteira do primeiro 
fio sensor, a resposta do segundo sensor é alterada. Isto pode ser nitidamente reduzido com a 
utilização de fios de 2.5J.Lm. 

Se a resposta em cosenos for perfeita, um sensor inclinado de um ângulo a mediria uma 
velocidade flutuante efetiva de: 

u~ 2 = u12 cos2 a + v'2 sin2 a + u'v' sin 2a. (6.97) 

Castro e Cheun (1982) e Jaroch (1985) verificaram que a medição da velocidade efeti\·a 
com três ângulos diferentes é suficiente para determinar com alta precisão os momentos de 
segunda ordem ut2

, v'2 e u'v'. Os ângulos ótimos seriam de ±45°. A precisão alcançada para 
os momentos de segunda ordem depende também da freqüência de aquisição, ou freqüência 
de pulso, e do número de medidas da amostra. Aliás, um critério para a determinação da 
freqüência corresponde ao desejo de adquirir dados não correlacionados. Por isso, o intervalo de 
tempo entre duas medições sucessivas deve ultrapassar em duas vezes a escala de tempo integral 
característica (cf. 3.5). Experimentalmente, 100Hz é um valor suficiente para determinar estas 
quantidades turbulentas estatísticas. 
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