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Prefacio

A1 Escola de Primavera em Transicao e Turbuléncia (ETT) fot uma inicia-
tiva do Comité de Ciéncias Térmicas da Associacao Brasileira de Ciéncias
Mecéanicas (ABCAI). Sonho antigo da comunidade de mecanica dos fluidos.
ela se tornou realidade gragas ao entusiasmo de alguns pesquisadores e ao
apoio generoso de varias instituigdes.

O grande interesse no assunto. aliado a sua importancia tecnolégica. foram
fatores que sempre couspiraram a favor de sna realizacado. De fato. por
ser a turbnléncia de interesse geral para varios ramos do conhecimento.
o atual formaro da conferéncia sempre foi anseio natural da commmnidade.
Um forum onde métodos e priticas pudessem ser discutidos de modo livre
se constitula em demanda legitima.

A Escola snpriu essa demanda adicionando. além disso. ao seun escopo.
sessoes téenicas de alto nivel. Fruto principal da Escola. as notas dos
wini-enrses dao origem a este livro. Preparadas com enorme dedicagao
por excelenres pesquisadores ¢ professores em turbuléncia. elas certamente
deverao servir de material didético para wm grande niimiero de cursos de
pés-graduacao em ciéneias e engenharias afins.

Este volue. portanto. reprodnz praticamente na integra os textos apre-
sentados na I ETT. No futuro. novas publicages semelhantes a esta serao
editadas pela ABCML
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Aspectos histéricos 3

1.1 Aspectos histdricos

A maior parte dos escoamentos encontrados na natureza e em aplicagdes préticas séo turbulen-
tos. Consequentemente, é muito importante compreender os mecanismos fisicos que governam
este tipo de fenémeno. Os escoamentos turbulentos séo instaveis e contém flutuacdes que séo
dependentes do tempo e da posi¢io no espago. Dentre as caracteristicas mais importantes
dos escoamentos turbulentos, destaca-se a multiplicidade de escalas que os caracterizam, desde
as maiores estruturas (baixas freqiiéncias), controladas pela geometria que as geram, até as
menores estruturas (altas freqiiéncias) as quais sdo controladas pela viscosidade do fluido. Os
escoamentos turbulentos sdo também altamente rotacionais.

O regime turbulento é predominante nos escoamentos. Isto se deve ao fato que pequenas
perturbacdes injetadas nos escoamentos sdo naturalmente amplificadas, gerando-se instabili-
dades que os conduzem 4 transi¢io. Os parametros adimensionais mais comuns que controlam
o fendmeno da transigio sdo os nimeros de Reynolds e de Rayleigh.

Nas investigagGes das instabilidades presentes nos escoamentos em uma ou mais dimensdes,
usualmente passa-se por uma formulagio de um problema linear de um trem infinito de ondas
de pequenas amplitudes, visando obter informagdes sobre como determinados comprimentos de
onda evoluirdo no tempo. Uma descri¢do completa da transi¢do requer a andlise do processo
nao linear de amplificagdo de perturbagdes. Isto constitui uma tarefa teérica dificil uma vez
que se trata de problemas nao lineares.

Ferramentas estatisticas sdo usualmente utilizadas para a andlise de escoamentos turbulentos
completamente estabelecidos, considerando-se a suas naturezas complexas, pelo menos numa
banda larga do espectro. No entanto as médias estatisticas ndo permitem o acesso as mais im-
portantes informagdes dos mecanismos fisicos dos escoamentos, especialmente no que concerne
as instabilidades. Isto é menos sério para os escoamentos completamente desorganizados, como
o0s escoamentos isotrépicos e homogéneos gerados atris de uma grelha.

Por outro lado, para se entender o comportamento altamente intermitente de determinados
tipos de escoamentos, como os mecanismos de produgio de turbuléncia e a interelagio das fases,
as técnicas de médias ndo sdo suficientes. Nestes casos os processos de amostragens condicionais
podem ser utilizados para retirar informacoes dos escoamentos turbulentos altamente oscilantes.
Esta técnica tem sido utilizada para investigacoes experimentais da estrutura da turbuléncia
de escoamentos confinados por paredes e escoamentos cizalhantes livres. Técnicas modernas
de simulacdo numérica, pelas quais as equagdes governantes sido finamente resolvidas tém
sido desenvolvidas e utilizadas na dltima década e tém se tornado ferramentas acessérias e
complementares das ferramentas experimentais para a anélise da turbuléncia nos fluidos.

A turbuléncia e o campo correlato da transigdo a turbuléncia a partir de um regime laminar,
tem sido um dos assuntos cientificos mais seriamente pesquisados no ultimo século. Isto nos d4
um testemunho das dificuldades e dos desafios cientificos oferecidos por este tema, o qual estd
bem longe de ser esgotado, e, ao contrario, é ainda muito mal compreendido nas suas bases
fundamentais.

Os primeiros estudos sobre instabilidade e turbuléncia foram desenvolvidos por Osborne
Reynolds e Lorde Rayleigh no século XIX. Reynolds (1883), na sua famosa investigacio de
escoamentos no interior de tubos, estabeleceu claramente a existéncia de dois regimes funda-
mentais de escoamentos: laminar e turbulento (denominado ”sinuoso” por ele). Ele estabeleceu -
também a existéncia de um pardmetro de controle da transicao,
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Ud
=— (1.1)

14
onde, U é a escala de velocidade, d é a escala de comprimento e v é a viscosidade cinemaética
do fluido. Este pardmetro se tornou conhecido posteriormente como sendo o nimero de
Reynolds. Ele estabeleceu que um escoamento turbulento no interior de uma tubulagdo s6
pode ser sustentado para Re acima de 2300, valor critico. Hoje se sabe que este valor depende
da forma que o escoamento estd sendo perturbado. Outra descoberta importante realizada
por Reynolds foi a existéncia de regides turbulentas intermitentes (spots), uma propriedade
posteriormente estabelecida como comum a escoamentos préximos de paredes. Reynolds deixou
também outra contribuigdo importante ao desenvolver as famosas equagdes médias de Reynolds
para os escoamentos turbulentos quando ele introduziu as conhecidas tensdes de Reynolds
(1884).

Em paralelo aos trabalhos experimentais de Reynolds, Lord Rayleigh desenvolvia suas
investigagOes tedricas sobre instabilidades de escoamentos paralelos de fluidos inviscidos. Seus
estudos, que deram origem a vérios outros trabalhos, permitiram determinar quando uma
pequena perturbacao na forma de um trem de ondas infinito e de amplitude uniforme se
amplifica ou se amortece com o tempo, (Rayleigh, 1878). Entre seus importantes resultados,
destaca-se a demonstracgao de que a condigao necessaria para que um escoamento paralelo seja
instdvel é a presenca de uma regido inflexional no campo de velocidade (Rayleigh, 1880).

A idéia de se estudar um escoamento turbulento como sendo laminar e modificar viscosidade
molecular via conceito de viscosidade turbulenta nasceu com Boussinesq (1877). Ele supds
que as tensdes turbulentas de Reynolds sao proporcionais as taxas de deformacédo, como foi
feito por Stokes para o caso das tensdes viscosas, mas com um coeficiente de proporcionalidade
denominado viscosidade turbulenta, a qual é muito maior que a viscosidade molecular do fluido.
A principio, uma viscosidade turbulenta constante foi utilizada para escoamentos livres do tipo
esteira, jatos e camadas de mistura. No entanto, para escoamentos sobre placas ou no interior
de dutos, do tipo camada limite, ndo se consegue resultados coerentes sem que a viscosidade
turbulenta varie com a distancia & parede.

A partir dos trabalhos de Prandtl e Von Karman, no periodo de 1920-1930, desenvolveu-se
métodos baseados em constantes empiricas capazes de melhor aproximar as solugdes para perfis
médios de velocidade. Particularmente, Prandtl (1925) propés o bem sucedido conceito, para
aquela época, de comprimento de mistura para o cdlculo de uma viscosidade turbulenta varidvel
com o espago e com o tempo. Ainda hoje este conceito, que leva o seu nome, é utilizado.
Ressalta-se que Taylor (1915) j4 tinha estabelecido este conceito em termos do afastamento
médio de uma particula em relagao a linha de corrente média. Prandtl assumiu um comprimento
de mistura proporcional & distdncia & parede o que permitiu se obter os perfis de velocidades
médias junto a ela de forma mais coerente. Apés Prandtl numerosas e mais complexas hipéteses
foram feitas visando-se modelar a transferéncia de quantidade de movimento pelas flutuagdes
turbulentas. Nas tltimas décadas modernas técnicas foram desenvolvidas, como a modelagem
sub-malha para Simulagdo Numérica de Grandes Escalas, que serd objeto de estudo detalhado
em outra segao.

A teoria estatistica da turbuléncia foi objeto de desenvolvimentos importantes nas décadas
de 1940 a 1950, primeiramente pelos estudos de Kolmogorov (1941), Millionschikov (1939) e
(1941), Obukov (1941), Heisenberg (1948) e Batchelor (1953). Apesar de que esta drea de
pesquisa sobre turbuléncia ainda permanece ativa até os dias atuais, nenhuma teoria completa
para turbuléncia isotrépica foi concluida.

Re
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Uma 4rea na qual se conseguiu importantes progressos foi a drea de transi¢io a turbuléncia.
As primeiras investigagbes feitas por Rayleigh concernentes & estabilidade dos escoamentos
cizalhantes livres inviscidos foram sucedidas por investigagdes nas quais se leva em conta os
efeitos viscosos. Orr (1907) e Sommerfeld (1908) derivaram de forma independente a equagio
para perturbagdes infinitesimais em escoamentos cizalhantes livres viscosos. Esta equagio leva
hoje os seus nomes. A grande dificuldade em resolvé-la, exigiu um tempo importante para
se conseguir novos progressos, o que comecou a acontecer com Tollmien (1935) e Schlichting
(1933) e (1935). Uma importante questdo que se colocou por muito tempo, foi até que ponto
as chamadas ondas de Tolmien-Schlichting, previstas teoricamente, poderiam ser observadas
experimentalmente em laboratérios. Os primeiros a observa-las e a comprovar a teoria da
estabilidade linear foram Schubauer e Skramstad (1947), os quais forgaram distdrbios de
comprimentos de onda e amplitudes conhecidos, numa camada limite e obtiveram as chamadas
ondas TS. No entanto, as instabilidades lineares sdo apenas o primeiro estdgio de um complexo
conjunto de instabilidades ndo lineares que caracterizam a transicdo e o estado turbulento de
um escoamento conforme descrito por Klebanoff et al. (1962).

No que concerne aos escoamentos cizalhantes livres (jatos, esteiras e camadas de mistura)
a evolugdo aconteceu de forma mais gradual. A estrutura da turbuléncia completamente
desenvolvida em escoamentos cizalhantes livres tem sido objeto de numerosas investigagoes
experimentais e, nas ultimas décadas, por experimentalistas numéricos. Do lado dos exper-
imentalistas de laboratério os avancos se deram gragas aos desenvolvimento de sistemas de
medidas do tipo anemometria a fio e a filme quente, anemometria a laser, assim como aos
avangos no desenvolvimento de sistemas de visualizacdo. Nesta drea, dentre os virios trabalhos,
pode-se citar alguns de muita relevancia como Townsend (1976) e as investigagoes Klebanoff et
al. (1962) e Laufer (1950).

Uma caracteristica particular da turbuléncia é o comportamento intermitente dos escoa-
mentos tipo camada limite préximos de uma parede. Durante as duas tltimas décadas muitos
experimentos de visualizagdo e medidas tém sido realizados objetivando-se o entendimento deste
fenémeno particular e de dificil modelagem. Este fenémeno foi evidenciado com o trabalho de
visualizagdo de Kline et al. (1967) que observaram o manifesto de turbuléncia de extrema
atividade em periodos de tempos muito curtos, hoje conhecidos como ”bursts”. Estes periodos
de atividades sao separados por longos periodos de escoamento ditos laminares, porém inst4veis.
Este tipo de visualizagdo pode ser entendido como uma forma de amostragem condicional
(” conditional sampling”) técnica aplicada nos dias de hoje a nivel estatistico para medicdes
experimentais. O critério de amostragem pode ser o aparecimento de altas velocidades e
aceleragdes que permitem identificar, no tempo, o acontecimento de ”fenémenos interessantes”.

Para os escoamentos cizalhantes livres grande progresso foi conseguido na compreensio da
turbuléncia com a descoberta das chamadas estruturas coerentes da turbuléncia, em particular
das instabilidades de Kelvin-Helmholtz, colocadas em evidéncia em experiéncias cldssicas como
Brown e Roshko (1974) sobre uma camada de mistura gerada por uma placa separadora de
duas correntes de velocidades diferentes. Este tipo de estruturas pode ser também observadas
em esteiras e jatos.

Quanto aos desenvolvimentos teéricos, os escoamentos turbulentos sio modelados pelas
equacdes de Navier-Stokes, para nimeros de Mach inferiores a 15, a partir do qual as escalas de
Kolmogorov comegam a atingir as dimensdes das escalas moleculares. Para estes escoamentos,
o modelo de fechamento de Stokes, no qual se utiliza o conceito de viscosidade molecular nao é
mais valido e nestes casos equacdes do Tipo Boltzman podem ajudar a modelar os escoamentos.
No entanto, para a maior parte das aplicagdes, os niimeros de Mach sdo inferiores a esta marca
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extremamente elevada. Sendo assim, a solugdo correta das equagdes de Navier-Stokes sao
representativas dos escoamentos turbulentos, colocadas & parte as deficiéncias dos métodos
de solugbes numéricas e as capacidades dos computadores para se atingir o grau de precisao
e de refinamento de malhas necessdrio & boa representatividade das solugées. Muitos tém
sido os testes de validade destas equagoes, partindo de solugdes de escoamentos de Poiseuille
em um canal, solugdo de Blasius para camada limite, escoamentos gerados por dois cilindros
concéntricos rotativos (escoamento de Taylor-Couette) e outros experimentos com efeitos de
aquecimento e de compressibilidade. Nos tltimos anos, modernas técnicas tém permitido a
simula¢do numérica da transi¢do de diversos tipos de escoamentos turbulentos, como transicao
de camada limite, escoamentos cizalhantes e também do processo de decaimento de energia em
escoamentos turbulentos, assim como de escoamentos complexos e até mesmo de escoamentos
industriais.

1.2 Escalas da turbuléncia

Antes de aprofundar qualquer tipo de estudo sobre os escoamentos turbulentos é interessante
poder ter uma idéia das ordens de grandezas das varidveis envolvidas nos fenémenos, através das
escalas caracteristicas da turbuléncia. Estas escalas sao relacionadas com tempo, comprimento,
velocidades, energia, e vorticidade.

1.2.1 Escalas dissipativas de Kolmogorov

Para langar o conceito de escala de dissipac@o viscosa de Kolmogorov, toma-se um turbilhéo
de tamanho caracteristico r com uma velocidade caracteristica v, origindrio em um fluido de
viscosidade v. Define-se entdo um nimero de Reynolds local,

Re, = == (12)

v
O quadrado deste parametro representa a importancia relativa das forgas de inércia e das
forgas viscosas. Admita-se que a escala r esteja numa zona do espectro onde, pela teoria de
Kolmogorov, ¥ = (er)/® | ver Lesieur (1994). Substituindo v, na equacdo (2) tem-se Re, =

(er4)/3/v. Considerando que para esta escala r os efeitos viscosos sdo pequenos pode-se afirmar
que Re, é maior que 1. Se r diminui Re, diminui também e se r < I; , onde Iy é definido abaixo,

lg= (1/3/6) 14 (1.3)

entdo Re, torna-se menor que 1 e os efeitos viscosos passam a dominar os efeitos de inércia. Esta
escala lj é a escala dissipativa de Kolmogorov. Logo os turbilhées de tamanhos menores que Iy
sao dissipados por efeitos viscosos e ndo podem se desenvolver. Esta andlise permite entender
porque o espectro de energia cinética cai tdo rapidamente quando se aproxima do niimero de
onda dissipativo de Kolmogorov, 27 /l; . A titulo de exemplo, a escala de Kolmogorov no interior
da camada limite atmosférica é da ordem de 1 mm, enquanto que no caso de uma turbuléncia
de grelha é da ordem de 0,1 mm. Fazendo-se uma andlise dimensional e expressando-se o tempo
caracteristico em fungdo de v e ¢, chega-se & seguinte expressio para este pardmetro, relativo
as estruturas dissipativas de Kolmogorov,

= (5)1/2. (1.4)

€
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Figure 1.1: Esquema ilustrativo da hipdtese do equilibrio.

De forma semelhante deduz-se as escalas de velocidade, de vorticidade (da ordem do inverso
da escala de tempo de Kolmogorov) e de energia cinética turbulenta de Kolmogorov (da ordem
do quadrado da escala de velocidade):

v o= (ue)”“, (1.5)
e 1/2

w = (;) , (1.6)

e = (ve)/? (1.7)

1.2.2 Grandes Escalas

As malores estruturas de um escoamento sdo determinadas pela geometria que lhes do origem.
Seja L a escala de comprimento tipica de um escoamento: por exemplo o didmetro de um cilindro
longo & jusante do qual se forma uma esteira turbilhonar. Seja U a escala de velocidade, ou
seja, a velocidade de transporte das grandes estruturas de um escoamento. Com estas duas
grandezas caracteristicas define-se as demais, na seguinte ordem: tempo, vorticidade e energia,
as quais sdo dadas pelas equagdes seguintes:

L
t=o (L.8)
U
W = A (1.9)
E=U? (1.10)

1.2.3 Taxa de dissipagao

Para os escoamentos turbulentos completamente desenvolvidos pode-se fazer a hipétese do
equilibrio para os quais a dissipacio viscosa (e) é igual & taxa de injecdo de energia cinética nas
grandes escalas (U?/t). E interessante perceber que a dissipagdo viscosa pode entdo ser expressa
em fungdo de grandezas independentes da viscosidade, como ilustrado esquematicamente na
Figura 1.1.

Desta forma pode-se expressar a taxa de dissipagdo como segue:
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vyl
en = (1.11)

Com esta equagdo diz-se que a taxa de dissipagdo pode ser estimada a partir de pardmetros
relativos as grandes escalas, sem a participagdo da viscosidade.

1.2.4 Relagoes Entre as Escalas da turbuléncia

Pode-se, agora, deduzir relagGes interessantes envolvendo as escalas estabelecidas acima. Por
exemplo, substituindo-se a equagéo (11) na equagdo (3) obtém-se:

lg = (ﬁ/ (%3))1/4 (1.12)

d’onde
L
Z = Rt (1.13)
la
Analogamente,
T .
= = Re)?, (1.14)
-
U
— = Re)/*, (1.15)
UT
w 1/2
W = RCL y (116)
E
== Re)”. (1.17)

Observa-se alguns fatos interessantes ao analisar estas expressoes. Todas elas mostram que
as escalas dissipativas sdo muito menores que as escalas das estruturas coerentes, exceto a
vorticidade. As leis de variagdo com o nimero de Reynolds sdo diferentes, como se ilustra na
Figura 1.2. Vé-se que as escalas de comprimento se distanciam mais rapidamente que as escalas
de tempo e de velocidade.

Pela relagdo (16) vé-se que as pequenas escalas tém mais vorticidade que as grandes escalas,
e, de forma contrdria, pela relagdo (47), as grandes escalas sdo portadoras de uma maior
quantidade de energia.

1.2.5 Escalas moleculares versus escalas turbulentas

As escalas dissipativas de Kolmogorov sdo as menores que podem ocorrer em um escoamento
turbulento. E importante verificar quando estas escalas podem sofrer influéncias das escalas
moleculares. Seja ¢ o livre caminho médio molecular. Para os gases a escala de molecular de
velocidade pode ser associada & velocidade do som c. Da teoria cinética dos gases mostra-se
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§ as escalas

Figure 1.2: Comportamento qualitativo das relagdes de escalas.

que a viscosidade cinemdtica pode ser expressa em fungao destas duas grandezas caracteristicas
(&, ¢) pela relagdo v = &~ . d’onde

TS (1.18)
4
Mas da equacdo (13)
—3/4
U
lg = <—> LY, (1.19)
14
Dividindo a equacao (18) pela equagdo (19) tem-se:
¢ M
> = (1.20
lg Re}‘/4 )

onde M = U/c é o nimero de Mach. Numa primeira anélise desta equaéﬁo poder-se-ia dizer
que a escala caracteristica molecular, £, é sempre muito menor que a escala dissipativa lg
uma vez que mesmo para altissimos nimeros de Mach o nimero de Reynolds deve ser ainda
muito superior a ele de forma que esta relacio seria sempre muito menor que a unidade. No
entanto um cuidado especial deve ser tomado pois & medida que Reynolds aumenta a escala
dissipativa l; tende &s escalas moleculares. Segundo Lesieur (1994), para Mach acima de 15
estas duas escalas comegam a se confundir. Esta informacéo é extremamente importante pois
isto implicaria em dizer que as equagdes de Navier-Stokes ndo sdo mais representativas dos
escoamentos com M > 15. Ter-se-ia, neste caso, que utilizar equagGes alternativas do tipo
Boltzman. Felizmente, para quase a totalidade dos problemas praticos da atualidade Mach néo
supera esta marca, mesmo para os escoamentos com fortes efeitos de aquecimento.
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1.3 Caracterizagao da Turbuléncia

1.3.1 Aspectos gerais

A turbuléncia nos fluidos nos concerne a todos, sendo enorme a quantidade de exemplos que
podem ser citados. As escalas de tempo e de comprimento concernentes sdo as mais diversas.
No interior de uma bolha em ascensdo por for¢a de empuxo pode-se encontrar transi¢io &
turbuléncia. A fumaga gerada por um cigarro dd origem a instabilidades do tipo toroides, as
quais se desestabilizam e geram turbuléncia tridimensional. O processo de transporte de calor
ou poluentes num dado ambiente pode ser extremamente acelerado pela presenga de turbuléncia.
Se se considera apenas o processo difusivo molecular, a difusdo de um contaminante depositado
numa dada posi¢éo de uma sala poderia demorar alguns dias para se completar, enquanto que,
na realidade, as forcas empuxo ou mesmo as correntes de escoamentos forcantes aceleram este
processo a alguns minutos, devido a ag¢do da turbuléncia. O escoamento turbulento no interior
de nossos pulmoées aceleram a difusdo de oxigénio e facilita o processo de absor¢ao. Gragas &
turbuléncia de pequenas escalas o processo de mistura de combustivel e oxigénio no interior
de uma camara de combustdo se torna eficiente o bastante para aumentar o rendimento do
motor e reduzir os efeitos nefastos da polui¢do dos gases téxicos liberados pelos automéveis
e avides. O movimento turbulento da atmosfera se encarrega de dispersar e transportar para
outras regioes, os gases poluentes origindrios das cidades e das indistrias que tendem a subir
por forcas de empuxo. No entanto pode acontecer que estes gases, normalmente mais leves que
o ar, subam até encontrar uma camada de mesma densidade onde eles se "estacionam”. Na
verdade estes gases se encontram em escoamento turbulento e toda a energia cinética turbulenta
deve ser transformada, o que da origem a espécies de ondas internas horizontais que por sua vez
se degeneram novamente em turbuléncia, a qual os dispersard em extensas camadas que, por
vezes emcobrem toda uma cidade, criando conseqiiéncias danosas para a satide dos habitantes.

Fenomenos como o famoso " El Nind” provocam supostamente, sem muitas provas cientificas,
verdadeiras catdstrofes em todo o planeta, tamanhas as conseqiiéncias climaticas dele advindas.
De forma muito resumida este fenémeno é a conseqiiéncia de um sobreaquecimento do oceano
pacifico nas costas do Peru o que modifica a natureza das circulagdes atmosféricas de pratica-
mente todo o planeta. Publicagdes recentes nos jornais falam de descobertas importantes em
relagao ao comportamento altamente turbulento do sol, cujas instabilidades afetariam de forma
importante o clima da terra. Em particular acredita-se numa estreita ligagio entre as chamadas
manchas solares e determinadas singularidades climédticas do nosso planeta. Em particular, a
chamada pequena idade glacial que ocorreu na terra no século 17 coincide com a época de
quase desaparecimento destas manchas solares. Retornando a problemas de menores escalas
néo se pode deixar de citar a importancia dos escoamentos turbulentos em aplicagdes ligadas
aos processos de troca de calor, transferéncia de massa, sistemas de bombeamento, e o vasto
campo de problemas envolvendo os corpos em movimento num dado meio fluido. Neste iiltimo
caso, enormes esforgos cientificos tém sido direcionados para a compreensdo dos fenémenos
envolvidos. Esta compreensdo implica em competéncia de controle destes fendmenos, o que
pode ter como consequéncia a redugdo de custos com aumento da seguranca e do conforto.
De fato, ao longo de uma viagem aérea, freqiientes sdo os anincios de ”estamos atravessando
uma zona de turbuléncia, favor atar os cintos”. Realmente as oscilagbes induzidas sobre as
estruturas, especialmente sobre as asas dos avides, sdo visualiziveis a olho. Felizmente tudo se
passa como se espera na quase totalidade destas ocorréncias.

Em todas estas situagoes, as caracterfsticas da turbuléncia sio de extrema importéncia. Por
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isto, nesta unidade caracterizar-se-4 a turbuléncia nos fluidos & luz da compreensao fisica ji
adquirida e registrada na bibliografia ao longo dos iltimos tempos. Em primeiro lugar, a tur-
buléncia ndo é uma propriedade dos escoamentos. De fato pode-se encontrar o comportamento
turbulento em qualquer sistema dindmico desde que o mesmo possa ser caracterizado por um
alto nimero de graus de liberdade. O bom senso indica que os comportamentos dos complexos
sistemas de bolsas de valores, sistema econdmico-plitico-social de um pais, sistema de migragio
de povos de uma regido para outra, o processo de crescimento de uma cidade e muitos outros
exemplos, sdo turbulentos.

1.3.2 A turbuléncia é um fendémeno altamente difusivo

Restringindo o raciocinio para a turbuléncia nos fluidos, as observagdes experimentais e de
modernas simulagées numéricas, levam a concluir que a turbuléncia aumenta em muito o poder
de difusdo de um escoamento, como jé foi ilustrado no inicio desta unidade através de exemplos.
Em conseqiiéncia, a mistura de massa, contaminantes, energia, quantidade de movimento é
muito mais eficiente neste regime de escoamento. No regime laminar as particulas de fluido
nao tém a oportunidade de se deslocar rapidamente de uma posi¢do a outra, enquanto que
no regime turbulento particulas em altas temperaturas, ou portadoras de muita concentragio
de um dado contaminante, viajam rapidamente de uma posicéo a outra, entrando em contato
com outras particulas que se encontram em baixa temperatura ou portadoras de uma baixa
concentragao de contaminante. Isto implica em fortes gradientes dos potenciais associados, o
que acelera o processo de difusdo molecular.

1.3.3 A turbuléncia é rotacional e tridimensional

A turbuléncia sé pode ocorrer em escoamentos rotacionais. Na verdade todos os mecanismos
conhecidos sobre o processo de transi¢do a turbuléncia passam pela geracdo de vorticidade
via instabilidades de diferentes naturezas: nos escoamentos turbulentos cizalhantes livres a
transi¢cdo se inicia com a geracdo das famosas instabilidades de Kelvin-Helmholtz, as quais
s30 rotacionais; em escoamentos parietais a transi¢do se dd via ondas de Tolmien-Schlichting
as quais ddo origem as famosas instabilidades em ”grampo de cabelo” que se degeneram
em turbuléncia tridimensional; as instabilidades de Couette-Taylor aparecem em escoamentos
entre cilindros concéntricos rotativos, e, & medida que a diferenga de rotagdo aumenta, estas
instabilidades também se degeneram em turbuléncia tridimensional. Em todos estes exemplos
e em outros nao descritos, o caminho da transi¢do leva a um estado altamente rotacional.

Tomando as equagdes de Navier-Stokes e aplicando-lhes o operador rotacional, gera-se uma
equagdo de transporte para a vorticidade, conhecida como a equacao de Helmholtz. Entre
0s seus varios termos aparece aquele que representa a geracdo de vorticidade. Facilmente se
demonstra que este termo é nulo em escoamentos bidimensionais. Isto leva & conclusdo que
ndo é possivel de se gerar vorticidade em escoamentos bidimensionais, ou seja, todo escoamento
turbulento deve ser tridimensional. Um exemplo interessante sdo as ondas de superficie, que,
mesmo podendo ser randonicas, ndo sdo turbulentas, pois ndo sdo rotacionais.

1.3.4 A turbuléncia é um fenémeno altamente dissipativo

As tensoes cizalhantes de um escoamento, as quais sdo intensificadas em regime turbulento,
conduzem ao processo de transformacdo de energia cinética em aquecimento. Quanto mais
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intensas as flutuagbes de velocidades, maiores serdo os gradientes e o cizalhamento local, e,
em conseqiéncia maior o efeito de dissipagdo viscosa. Logo a turbuléncia exige fornecimento
continuo de energia para a sua manutengdo. Caso contririo a turbuléncia entra em regime
de decaimento répido. Um jato turbulento injetado no interior de uma sala serd conduzido
a0 repouso pois toda sua energia serd consumida pelos efeitos viscosos. As ondas de gravi-
dade interna, geradas por efeitos estabilizadores, como a estratificacdo estdvel superposta a
turbuléncia, ndo sao turbulentas, por néo ser dissipativas, apesar de serem randénicas.

1.3.5 A turbuléncia é um fenémeno continuo

Como foi comentado no item (1.2) as menores escalas da turbuléncia, as escalas dissipati-
vas de Kolmogorov, sdo ainda muito maiores que as escalas caracteristicas dos movimentos
moleculares, exceto para altissimos nimeros de Mach (M > 15). Portanto, toda modelagem
realizada (com hipétese de continuo) para os escoamentos diversos, sao também validas para os
escoamentos turbulentos: as equagdes de Navier-Stokes modelam os escoamentos turbulentos.
Na realidade, existem ainda didvidas sobre até que ponto os movimentos moleculares podem
excitar as escalas continuas de um escoamento, de forma a influenciar o seu comportamento
dindmico. Quanto & fase das estruturas turbilhonares, existem cogita¢des de que "o bater de
asas de uma borboleta” pode alterar o clima da terra em localidades extremamente distantes.
Acredita-se, no entanto, que, pelo menos do ponto de vista estatistico, perturbacodes tdo
pequenas, nao afetam os escoamentos turbulentos.

1.3.6 A turbuléncia é um fenémeno imprediscivel

A imprediscibilidade do comportamento de um sistema dinamico, governado por equagoes
deterministicas, pode ser vista como uma alta sensibilidade de sua dinamica as condi¢des iniciais
que lhe sdo impostas. O conjunto de estados que serdo adquiridos pelo sistema serd afetado de
valores finitos quando ele é perturbado inicialmente por excitagdes infinitesimais. Este processo
se caracteriza por interagbes nao lineares entre os diversos modos do sistema, o que resulta por
amplificar as perturbagoes inicialmente muito pequenas mas que determinam instabilidades de
naturezas complemente diferentes nas suas fazes, freqiiéncias e posi¢des. Um exemplo tipico
desta caracteristica se d4 nos escoamentos turbulentos atmosféricos, cuja previsao meteorolégica
néo pode ser feita com seguranca, nos dias atuais, exceto para alguns dias futuros.

Esta imprediscibilidade se da por trés fatores fundamentais: imperfei¢des nos modelos
matematicos e nos métodos de solucdo das equagées e as imprecisdes nos sistemas de medidas
que fornecem as condigbes iniciais para realizacdo das simulagdes. Os modelos matemadticos
utilizados para simular os escoamentos atmosféricos, por exemplo, ainda ndo podem levar em
conta, com precisdo, a presenca de nuvens carregadas de vapor, os efeitos da camada limite
atmosférica {rugosidade), os efeitos de radiagao solar e a troca de calor com os oceanos e mares.
Por outro lado os métodos de discretizagdo das equagdes diferenciais nao lineares envolvidas nio
oferecem ainda a precisio necessiria para evitar a propagagao de erros importantes do ponto
de vista da imprediscibilidade, tal qual discutida. Por outro lado, mesmo que se dispusesse de
um cédigo computacional perfeito, dos pontos de vista de modelagem e de métodos de solugéo,
qualquer erro nas medidas fornecidas como condigGes iniciais serd amplificado e implicard em
discrepéncias finitas no comportamento do sistema dindmico. Felizmente este tipo de problema
$6 é importante quando se preocupa em obter informagdes de posi¢do e de fase das instabilidades
associadas. Para a compreensdo dos fenémenos envolvidos, o que é mais importante é poder
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colocar em evidéncia a existéncia e a forma das estruturas turbilhonares e suas interagoes.

Quanto as aplicacdes de engenharia, informagoes estatisticas sao suficientes para a maioria
das situacbes. Além disto, mesmo do ponto de vista experimental, é impossivel de se repetir
com fidelidade os resultados de uma experiéncia. Admita-se que seja possivel se iniciar dois
experimentos partindo-se de dois estados iniciais idénticos. Mesmo assim as duas realizagOes
seriam completamente diferentes devido as perturbagées injetadas no experimento pelas fontes
externas ndo controladas pelo experimentador. Por menores que sejam estas perturbacdes, elas
poderfio ser amplificadas e dar origem a familias de instabilidades diferentes.

1.3.7 A turbuléncia: altos niimeros de Reynolds e largo espectro de
energia

Uma das formas de se interpretar o nimero de Reynolds é através da relagao entre os efeitos
convectivos e os efeitos difusivos envolvidos num dado escoamento. Os efeitos difusivos tém
papel amortecedor das instabilidades origindrias no seio interior do escoamento, enquanto que
os efeitos convectivos (nao lineares) trabalham.no sentido de amplificar perturbagoes e gerar
estas instabilidades. Assim, s6 é possivel de se ter instabilidades e turbuléncia a Re 3> 1. Por
outro lado, como atesta a equagio (13) a relagdo entre as escalas da turbuléncia (grandes escalas
e escalas dissipativas) é proporcional ao nimero de Revnolds. Decorre entdo que o mimero de
graus de liberdade, por unidade de volume, de um escoamento pode ser calculado através da
equacio abaixo:

d

L\? /
Ngl = (—) = Re? (1.21)
! L '

Como a turbuléncia sé ocorre para altos Reyvnolds. conclui-se que se trata de um fenomeno
a alto nimero de graus de liberdade. Qutra forma de caracteriza-lo é através do espectro
de energia, o qual devera ser for¢osamente portador de uma larga banda de fregiiéncias ou
comprimentos de onda. Todas as experiéncias realizadas até o momento tém confirmado este
fato.

Estas s@ao as caracteristicas mais importantes dos escoamentos turbulentos. Qualquer
fendmeno que se manifesta na natureza e que ndo apresenta todas elas sim:ltaneamente, néo
pode ser caracterizado como turbulento. Além disto. com estas caracteristicas em mente fica
mais facil de entender melhor e de forma mais organizada a natureza deste complexo problema.

1.4 Origem da turbuléncia

A transicdo & turbuléncia, identificada por Reynolds (1883), é caracterizada pelo aparecimento
de instabilidades num escoamento originalmente estivel (denominado laminar) as quais se
multiplicam por um processo ndo linear e degeneram-se finalmente em um regime turbulento.
Em qualquer tipo de escoamento, o processo de transi¢ao pode ser generalizado como sendo
o resultado da amplificagdo de perturbagdes injetadas por variadas fontes de ruidos. Esta
amplificacdo s6 se torna possivel pela presenca de zonas cizalhantes no interior dos escoamentos.
No entanto, a forma fisica em que este processo de geracdo de instabilidades ocorre depende
do tipo de escoamento em questdo, o que conduz a uma reflexdo e a uma possivel classificacao
dos escoamentos transicionais.
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Figure 1.3: Campo de velocidade inflexional.

Os escoamentos cizalhantes livres sao caracterizados pela auséncia de paredes e obstdculos
no seu interior ou nos seus limites. As instabilidades que se desenvolvem nesta classe de
escoamentos sao ditas de natureza cizalhantes uma vez que, pela teoria da estabilidade linear,
clas podem se desenvolver mesmo na situacao hipotética de escoamentos inviscidos. Rayleigh
estabeleceu o critério da inflexionalidade do campo de velocidade como requisito necessério
para geracao de instabilidades em escoamentos cizalhantes livres. Quanto aos escoamentos que
se desenvolvem sob a influéncia de uma parede, onde néo existe inflexionalidade, a experiéncia
mostra que. indiferente a isto. ocorre a transicdo. Neste caso as instabilidades tipicas devem
ser de outra natureza que a cizalhante. Manifestamente os efeitos viscosos sao necessarios para
ocorrer o processo de amplificacdo de perturbacoes e geracdo de instabilidades. Fala-se neste
caso de instabilidades de natureza viscosa. Outros tipos de transi¢io podem ocorrer, como
aquelas sob efeitos de rotacao e também aqueles sob efeitos de convec¢do térmica.

Extes escoamentos (cozalhantes. parietais. conveccao térmica e sob rotagao) podem ser vistos
isoladanente como escoamentos de base. que. quando combinados geram uma classe especial
de problemas: os escoamentos complexos. Via de regra, nas situagdes prdticas encontra-se
uma combinagdo de escoamentos do tipo cizalhantes, camada limite, rotacao e sob efeitos de
rransferéncia de calor. A seguir sdo apresentados estudos resumidos do processo de transicio
de diferentes escoamentos dentro dos grupos colocados acima.

1.4.1 Escoamentos cizalhantes livres

Este grupo de escoamentos pode ser subdividido em trés tipos distintos apesar do processo de
transicao ser similar em todos eles. Sao eles: camadas de mistura, jatos e esteiras.

Camadas de mistura

a. Camada de mistura em desenvolvimento temporal
Uma camada de mistura se desenvolve devido a existéncia de diferengas de velocidade no
interior de um escoamento. Normalmente tém-se uma camada altamente cizalhante que separa
duas camadas de escoamentos uniformes com velocidades diferentes, como ilustra a Figura 1.3.
As instabilidades que se desenvolvem neste tipo de escoamento sao o resultado do processo
de amplificagdo de perturbagdes injetadas no seu interior por fontes externas. Existe neste caso

.
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uma fregiiéncia que serd amplificada com taxa de amplificacio méxima e que se manifestard em
primeiro lugar. Posteriormente, estas instabilidades induzirdo outras freqiiéncias harmonicas
que por sua vez induzirdo novas freqiiéncias e assim até a degeneracdo em turbuléncia, A
primeira manifestagio acontece com a oscilagdo da napa cizalhante de fluido ilustrada na Figura
1.3, com a freqiiéncia de maxima taxa de amplifica¢do, como se ilustra na Figura 1.4.

O processo de transigdo se inicia a partir de uma faixa cizalhante gerada por duas correntes
de velocidade uniformes de magnitudes U; e Us. O pardmetro A = (U; + Usz)/2 permite
caracterizar o comportamento dindmico da camada de mistura. Observa-se na Figura 1.4 (b)
a manifestacdo de oscilagGes com comprimento de onda Ap,; que se desenvolvem com maxima
taxa de amplificacdo. O processo de selecdo deste comprimento de onda ainda ndo é bem
compreendido.
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Figure 1.4: Camada de mistura em desenvolvimento temporal.

Quando estas instabilidades aparecem observa-se a geragao de cristas e vales da napa
cizalhante inicialmente uniforme. Eles sdo assinalados com mais e menos sobre esta onda.
E natural que sobre as cristas a pressio seja menor que no interior dos vales uma vez que
as velocidades sao maiores e menores respectivamente. Este fato faz com que se tenha um
sistema completamente instavel no qual as instabilidades sé podem amplificar. Além disto,
as (ristas entram em zonas rapidas e os vales entram em zonas lentas do escoamento. Desta
forma as cristas serdo transportadas mais rapidamente que os vales o que resulta no processo de
enrolamento ilustrado na Figura 1.4 (c). As instabilidades da Figura 1.4 (b) e os turbilhdes da
Figura 1.4 (c) sdo conhecidas como instabilidade e turbilhdes de Kelvin-Helmholtz. Observa-
se na Figura 1.4 (c) que os turbilhées transportam fluido rico em quantidade de movimento
(sentido descendente) e fluido pobre em quantidade de movimento (sentido ascendente) para o
interior da camada de mistura, o que explica a denominagdo de "camada de mistura”. Na Figura
1.5 mostra-se uma camada de mistura em desenvolvimento temporal cbservada na atmosfera.
Na parte inferior da figura observa-se uma cidade sobre a qual o escoamento se desenvolve
magistralmente.
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Figure 1.5: Camada de mistura em desenvolvimento temporal; escoamento atmosférico.

(a)

Ui

Figure 1.6: Camada de mistura em desenvolvimento espacial.

b. Camada de mistura em desenvolvimento espacial

A Figura 1.6 (a) ilustra uma camada de mistura em desenvolvimento espacial. Observa-se a
formac&o de um campo de velocidade inflexional & jusante de uma placa separadora de duas cor-
rentes de velocidades uniformes de intensidades U; e Us. O desenvolvimento das instabilidades
e dos turbilhdes de Kelvin-Helmholtz sdo observados. Neste caso as estruturas turbilbhonares
crescem 3 medida que elas sdo transportadas espacialmente através de mecanismos do tipo
emparelhamento turbilhonar, como ilustrado na Figura 1.6 (b). Nesta dltima figura tem-se

o resultado de uma simulagido numérica (Kaul, 1988), onde a corrente uniforme mais répida
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Figure 1.7: Camada de mistura em desenvolvimento espacial (Brown e Roshko, 1974).

encontra-se na regido inferior da placa. E interessante observar que o sentido de rotagdo das
estruturas é determinado pelo sentido do cizalhamento.

Na Figura 1.7 mostra-se uma visualizagdo experimental realizada por Brown e Roshko
(1974), mostrando os estagios bidimensionais junto & placa separadora e o comportamento qual-
itativo de tridimensionalizacdo do escoamento. Estas estruturas turbilhonares bem organizadas
nas grandes escalas sdo também conhecidas como estruturas coerentes. A descoberta destas
estruturas levou a se acreditar que pelo menos a nivel das grandes estruturas a turbuléncia
apresenta um dado nivel de organizacdo e coeréncia do ponto de vista estatistico, ou seja, sdo
estruturas capazes de guardar uma forma geométrica bem definida por um tempo superior ao
seu tempo caracteristico de rotacgéo.

¢. Desenvolvimento de instabilidades tridimensionais

As instabilidades descritas acima sdo, num primeiro momento, bidimensionais. Mas como foi
comentado na unidade (1.3.3) os escoamentos turbulentos sdo tridimensionais. Nesta unidade
analisa-se 0s mecanismos envolvidos no processo de tridimensionalizagio dos escoamentos do
tipo camada de mistura.

O complexo processo de transicdo a turbuléncia é ainda pouco compreendido. No entanto
nas ultimas décadas grandes avancos tém sido conseguidos gracas aos desenvolvimentos de
novas técnicas experimentais e também dos computadores de dltima geracdo e de novas e
performantes metodologias de solugdo das equagbes que modelam os escoamentos turbulentos.
A transicdo pode ser entendida como sendo um processo de multiplicagio de freqiiéncias cujas
formas estdo sendo desvendadas pouco a pouco. No presente texto objetiva-se apenas transmitir
as idéias bédsicas do processo de transicdo e por isto limitar-se-4 a apresentar alguns resultados
ilustrativos existentes na literatura.

Como comentado precedentemente, as instabilidades primérias formadas numa camada de
mistura possuem formas cilindricas bidimensionais. Complexos mecanismos nao lineares in-
duzem oscilagoes harmdnicas sobre estas instabilidades iniciais. Concomitantemente filamentos
turbilhonares longitudinais sdo induzidos entre as estruturas primdrias consecutivas o que cria
um processo de fortes interacoes ndo lineares e que, aparentemente, levam ao processo de
tridimensionaliza¢ido e de multiplicacdo de freqiiéncias que caracterizam a transi¢do para o
estado de turbuléncia tridimensional. Na Figura 1.8 ilustra-se de forma esquemética este
processo. Nesta figura os cilindros transversais representam as instabilidades primaérias, as
quais giram no sentido horario. Elas induzem a formagao das instabilidades secunddrias na
forma de filamentos turbilhonares contra-rotativos. As setas sobre os filamentos informa o
sentido de rotagdo segundo a regra da mao direita.

Na Figura 1.9 mostra-se o resultado de observagdes experimentais realizadas por Lasheras
e Choi (1988). Visualiza-se o processo de interagdo entre as estruturas primérias e secundérias
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Figure 1.8: Esquema qualitativo do processo de geragdo de instabilidades secunddrias em
camadas de mistura.

criando fortes deformagdes e conduzindo ao processo de tridimensionalizagao.

Jatos

Os jatos podem ser classificados segundo a geometria que os formam. Fala-se de um jato
redondo se ele foi gerado por um orificio circular, jato plano ou retangular se foi gerado por
uma cavidade retangular. Em qualquer um destes tipos de jatos a transicdo é caracterizada, a
semelhanca das camadas de mistura, pela formacgao de instabilidades primadrias e turbilhdes de
Kelvin-Helmholtz, os quais induzirdo a formagdo de filamentos secundérios. A interagio dos
filamentos longitudinais contrarotativos com as estruturas turbilhonares primérias induzirao
a formagao de oscilagdes transversais sobre as estruturas primérias as quais se amplificam e
finalizam por degenerar o escoamento em turbuléncia tridimensional.

A transi¢do de um jato laminar para um jato turbulento acontece, via de regra, préximo
do bocal que lhe d4 origem, de forma que ela dependa da geometria do orificio ou do bocal
e também das condi¢bes do escoamento & jusante. Desta forma os experimentos sao dificil-
mente compardveis. Torna-se também dificil de comparar simulacées numéricas com dados
experimentais, exceto do ponto de vista estatistico.

Como nos casos precedentes, as oscilagbes aparecem de forma senoidal, indicando um
processo de amplifica¢io seletivo de perturbagdes. Os jatos se transicionam a baixos nimeros
de Reynolds, a exemplo do que acontece com todos os escoamentos cizalhantes livres. Os
escoamentos parietais exigem majores niimeros de Reynolds para que aconteca a transigdo.
Para os jatos a transicdo se inicia a Rey; = 10 enquanto em camada limite isto acontece a
Rey = 1.000, Drazin e Reid (1981).

A Figura 1.10 ilustra esquematicamente este processo com as diferentes fases da transigio:
(1) bocal convergente; (2) niicleo de escoamento potencial; (3) toroide de alta concentracio de
vorticidade; (4) geragdo de vortices toroidais bidimensionais; (5) emparelhamento de vértices
anulares; (6) oscilagGes tridimensionais sobre os vortices toroidais; (7) degeneragdo em tur-
buléncia tridimensional; (8) reorganizagio da turbuléncia em grandes escalas compostas de
outras miiltiplas escalas. Observa-se também neste tipo de escoamento a formacio de filamentos
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Figure 1.9: Detalhes de uma camada de mistura em desenvolvimento espacial; vista superior;
resultado experimental (esquerda) e esquema qualitativo (direita).

longitudinais que interagem com as estruturas primérias. Este cendrio tém sido observado
tanto em trabalhos trabalhos experimentais quanto em trabalhos de simulagdo numérica de
grandes escalas. A Figura 1.11 (a) ilustra o processo de transi¢do e a regido de degeneraco
em turbuléncia de um jato circular. Trata-se de uma visualizagdo experimental com ajuda de
um plano de iluminagéo laser. Mostra-se os primeiros turbilhdes de Kelvin-Helmholtz, seguidos
de emparelhamentos e de uma regido fortemente tridimensional e turbulenta. Na Figura 1.11
{b) mostra-se um corte horizontal efetuado transversalmente ao jato vertical da Figura 1.11
(a) na posigao indicada pela seta. Na Figura 1.12 apresenta-se o resultado de uma simulagéo
numérica realizada por Urbin (1997). Nesta figura visualiza-se o desenvolvimento do processo
de transigao de umi jato circular sob fortes efeitos de for¢cagem na entrada do dominio de célculo.
Verifica-se o desenvolvimento de estruturas toroidais consecutivas com uma freqiiéncia igual a
freqiiéncia de forcagem.

Esteiras

Os escoamentos do tipo esteira aparecem a jusante de um obstdculo onde se gera, em média,
um escoamento recirculante com um campo inflexional de velocidade. Este é sem divida o
escoamento transicional mais familiar para toda a comunidade, mesmo para os mais leigos no
assunto, que ji teve a oportunidade de observar a cldssica esteira de Von Karman atrds dos
pilares de uma ponte.

Este talvez seja 0 momento mais apropriado para falar do conceito de estruturas coerentes da
turbuléncia, conceito langado nas dltimas décadas, associado as grandes estruturas turbulentas
de um escoamento, Cantwell (1981) e Hussain (1983). Este conceito leva a novas reflexées no
sentido de néo se tratar um escoamento turbulento como randénico em todas as suas escalas.
Isto cria uma nova possibilidade de interpretagao da turbuléncia, podendo esta ser coerente nas
grandes escalas e rand6nica nas pequenas. A esteira de Von Karman foi uma das primeiras
visualizagoes destas estruturas coerentes em escoamentos & jusante de um cilindro.

A Figura 1.13 ilustra uma esteira formada & jusante de um obstaculo. Observa-se a formagéo
de turbilhdes coerentes alternados num modo denominado sinuoso. E menos freqiiente mas ¢é
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Figure 1.10: Esquema ilustrativo do processo de transicdo de um jato redondo.

(@)

Figure 1.11: Jato redondo em transicdo; (a) visualizacdo de um plano laser vertical e (b) plano
laser horizontal transversal ao jato, na posicao indicada pela seta (experimento realizado por
Balint, Ecole Centrale de Lyon).
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Figure 1.12: Simulac¢do numérica de grandes escalas do processo de transicao de um jato redondo
(Figura concedida por Urbin. CEA Grenoble, 1997).

Figure 1.13: Esteira de Von Karman formada & jusante de uma placa rombuda (Van Dyke,
1982). Este comportamento, ilustrado nesta figura, se manifesta bem organizado em regime
quase bidimensional na fase de transigdo, nas proximidades do cilindro. Experimentalmente e
por simulagdo numérica observa-se o processo de transicao de forma completamente similar ao
que jé foi apresentado para os outros tipos de escoamentos.

possivel que esta esteira se apresente também no chamado modo varicoso, onde os turbilhdes
permanecem em fase.
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Figure 1.14: Esteira tridimensional a jusante de um obstdculo (retirado de Lesieur, 1994).

O cenério da transigdo, ilustrado na Figura 1.14 se mostra novamente como uma composigao
de estruturas primdrias transversais e estruturas secundérias longitudinais. Na Figura 1.14 (a)
mostra-se o escoamento sob uma vista em perspectiva. O escoamento ¢ visualizado com a ajuda
de bolthas que sao geradas por processo de cavitagido. Como o processo de mudanca de fase s¢
da primeiro nas regioes de baixas pressdes, fica claro que o que se visualiza sdo os centros dos
turbilhdes. Na Figura 1.14 (b) mostra-se o resultado de uma simulagdo numérica de grandes
escalas deste tipo de escoamento. E espetacular a semelhanca entre os resultados sobre um
escoamento com tal complexidade. Fica clara a potencialidade das ferramentas numéricas para
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Figure 1.15: Esteira turbilhonar & jusante de uma esfera; o escoamento estd direcionado da
esquerda para a direita (retirada de Faber, 1995).

se evidenciar detalhes do processo de transicdo a turbuléncia. Em especial destaca-se a clareza
com que os filamentos longitudinais contrarotativos sdo evidenciados. Mais uma vez o processo
de interacdo entre estruturas coerentes primarias e secunddrias é primordial para o processo de
transicao.

Como ja comentado uma esteira se forma & jusante de um obstaculo qualquer e o seu
comportamento fisico depende da geometria deste obstaculo. Nos casos precedentes tem-se
geometrias alongadas de forma que as instabilidades geradas s3o bidimensionais, nao apre-
sentando variacoes na direcdo transversal. A titulo de ilustragdo, na Figura 1.15 mostra-se
uma esteira formada & jusante de uma esfera onde se observa a formacdo de uma familia de
instabilidades que caracterizam a transi¢do a turbuléncia. Novamente observa-se a formagao de
instabilidades e turbilhdes de Kelvin-Helmholtz em consequéncia da existéncia de um campo
médio inflexional de velocidade gerado pelo processo de recirculacdo. As instabilidades iniciais
(préximo da esfera) sdo toroides quase bidimensionais, apresentando oscilagdes segundo a
diregdo circunferencial. Verifica-se que estas oscilagdes amplificam-se rapidamente e degeneram
em turbuléncia tridimensional. A uma distancia de um didmetro da esfera o escoamento j4 se
econtra completamente transicionado.

1.4.2 Camada Limite

Quando um fluido se movimenta sobre um corpo sélido a altos nimeros de Reynolds, a camada.
limite que se forma sob os efeitos viscosos, pode se tornar turbulenta. Neste caso os efeitos
do atrito viscoso sobre o corpo aumentam. Compreender e controlar os fendmenos fisicos
envolvidos na transi¢io de uma camada limite desperta muito interesse pratico devido aos
anseios de se reduzir os efeitos de arrastes em aviGes e naves, navios e submarinos. Muito
interesse também surge para se reduzir os custos de bombeamento e maximizar a eficiéncia de
mistura de componentes em processos quimicos. Os comentérios que serdo lancados neste texto
sao voltados para o processo de transi¢io de camada limite.

Nas segOes precedentes comentou-se sobre os escoamentos cizalhantes livres, nos quais a



Origem da turbuléncia 25

Figure 1.16: Esquema ilustrativo das fases de transicdo de uma camada limite sobre uma placa
plana (retirado de Schlichting, 1968).

Figure 1.17: Spot turbulento no interior de uma camada limite plana em transigao (retirado de
Cantwell et al., 1978).

transi¢do se da gragas ao processo de geracdo de instabilidades de Kelvin-Helmholtz, pouco
dependentes dos efeitos viscosos mas altamente dependentes do comportamento dos campos
médios de velocidade: éles devem ser inflexionais. Enfatiza-se novamente que se trata das
instabilidades de natureza cizalhante. No caso das camadas limite a origem da turbuléncia néo
pode ter ligacdo com a inflexionalidade dos perfis médios de velocidade e passa a ter uma forte
dependéncia do comportamento viscoso. As etapas da transigao, reconhecidas até o momento,
sdo ilustradas esquematicamente na Figura 1.16, para o caso particular de uma placa plana.
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(a)

Figure 1.18: Camada limite sobre a primeira metada &4 esquerda de uma esfera (a); detalhes
das ondas de Tollmien-Schlchting e das instabilidades tipo grampo de cabelo (b) (retirada de
Faber, 1995).

A primeira fase (1) que antecede a transi¢do é obviamente o escoamento laminar, assumindo-
se que nao exista turbuléncia no escoamento que antecede a placa. A segunda fase (2) formacdo
das primeiras instabilidades, junto & parede, de pequenas amplitudes e de comportamento
laminar, sdo denominadas ondas de Tollmien-Schlchting. Em seguida (3) estas ondas se
colocam a oscilar na direcdo transversal & placa, com um comprimento de onda de méxima
taxa de amplificacdo, selecionado entre todos os comprimentos de onda injetados na forma
de perturbacdes, dando origem a instabilidades conhecidas como grampo de cabelo. Estas
instabilidades sao filamentos turbilhonares contrarotativos que se erguem para o interior da
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camada limite devido ao efeito de bombeamento de fluido criado pelos bragos contrarotativos.
Na seqiiéncia (4), como uma conseqiiéncia das instabilidades grampos de cabelo surgem os
famosos bursts turbulentos que representam fortes concentragoes de vorticidade as quais geram
transportes violentos de matéria da parede para o interior da camada limite, visualizados
classicamente por meio de injecao de fumaca.

A tltima fase (5) da transicdo, ilustrada em detalhe na Figura 1.17, representa uma espécie
de reorganizacdo do escoamento em spots turbulentos com fortes concentragdes de energia
cinética turbulenta, o que da ao processo de transigdo um carater fortemente intermitente.
Finalmente a fase (6) caracteriza a fase completamente turbulenta da camada limite.

A exemplo do que foi ilustrado para o caso dos escoamentos do tipo esteira, uma camada
limite também se desenvolve sobre diferentes tipos de geometrias. Na Figura 1.18 (a) mostra-se
a camada limite que transiociona sobre uma esfera. A camada limite se forma & esquerda da
mesma. seguida da formacao de ondas Tollmien-Schichting e de instabilidades do tipo grampo
de cabelo. Estes detalhes podem ser vizualizados na Figura 1.18 (b).

1.4.3 Outros tipos de escoamentos que transicionam

Além dos escoamentos ji apresentados pode-se encontrar outros tipos, menos frequentes, mas
ndo menos importantes e que merecem alguns comentarios. A seguir apresenta-se aqules
escoamentos e suas instabilidades caracteristicas que eventualmente podem conduzi-los ao
processo de transicdo a turbuléncia.

Convecgao de Rayleigh-Bérnard e de Marangoni

Supor uma camada de fluido entre duas placas horizontais separadas de uma distancia d,
submetidas a uma diferenga de temperatura Af. Se a placa inferior for a mais aquecida surgira
movimento gerado pelo empuxo. Devido a conservagdo da massa, para este caso especifico
de camada de fluido horizontal, o movimento deve se manifestar forcosamente na forma de
instabilidades com movimentos ascendentes e descendentes de forma que o fluxo liquido médio
de fluido por um plano intermediario horizontal seja nulo. Estas instabilidades convectivas
s80 as primeiras que aparacem neste tipo de escoamento e sdo conhecidas como instabilidades
de Rayleigh-Bernard. E bem evidente que elas s6 aparecerdo a partir de condigdes criticas
envolvendo o modo de operacao, o tipo de fluido e a geometria do sistema. Estes parametros
se agrupados via andlise dimensional permite a defini¢do do nimero de Reayleigh, dado pela
equagao abaixo:

3
Ra = M (1.22)
av
onde 3, o e v sdo respectivamente o coeficiente de expansio volumétrica, a difusdo térmica
e a viscosidade cinemdtica molecular. Assim se Ra > Ra,, inicia-se o processo de amplificagao
de perturbagdes e formagao das ditas instabilidades de Rayleigh-Bernard, mais por forca do
uso que por precisao histérica nos desenvolvimentos cientificos.
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Figure 1.19: Convecgéo de Bernard em uma camada fluida horizontal, para Pr = 0,7: (a)
Ra = 4,8210% (b) Ra = 1,3x10% e (c) Ra = 1,7z10%.

Nas Figuras 1.19 (a), (b) e (c) mostra-se trés configuragdes de escoamentos numa camada
horizontal relativas a trés regimes diferentes. Observa-se que & medida que se aumenta o nimero
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Figure 1.20: Tracos de células hexagonais convectivas de Marangoni geradas no fundo de um
lago (Figura retirada de Faber, 1995).

de Rayleigh o escoamento se torna menos organizado. Na Figura 1.19 (a) tem-se as células de
Bernard ainda bem organizadas. Nas Figuras 1.19 (b) e (c) estas células desapareceram e surge
um regime mais desorganizado, onde a transi¢do a turbuléncia torna-se evidente. O movimento
convectivo presentc neste tipo de escoamento se deve ao processo de transformacio de energia
potencial em energia cinética o que alimenta as correntes convectivas. Existe também os efeitos
viscosos cuja energia dissipada deve ser reposta também pela energia potencial.

Existem também problemas semelhantes a este nos quais o processo convectivo é alimentado
por outra fonte de energia. Imagine-se por exemplo uma camada de fluido fina sobre uma
placa plana horizontal e com uma superficie livre. Efeitos de tensdo interfacial aparecerio.
Aquecendo-se a superficie inferior do fluido, surge um movimento vertical por variacdo de
densidade. Surge entdo na superficie livre superior regides mais aquecidas e em consequéncia
gradientes horizontais de temperatura. O coeficiente de tensdo interfacial é fungio da temper-
atura, diminuindo na dire¢do dos pontos mais quentes. Este fato é conhecido como efeito de
Maragoni. Neste caso surge um campo de forga resultante, em consonincia com os gradientes
de temperatura, que promoverd movimentos horizontais. Desta forma & medida que o fluido
quente sobe e libera energia térmica para o meio ambiente o escoamento recebe energia liberada
na interface a qual tem origem no gradientes de tensdes interfaciais. Este movimento combinado
com o empuxo completa 0 movimento convectivo na forma de células organizadas, conhecidas
por células de Maragoni.

Na Figura 1.20 ilustra-se os tragos das células de Marangoni formadas no solo de um lago
(salt lake) apés o processo de secagem gerado pela evaporagdo. Percebe-se que estas células
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Figure 1.21: Esquema ilustrativo do escoamento de Couette (a) e instabilidades toroidais de
Tayvlor-Couette (b).

a0 muito regulares e ndo podem caracterizar um regime turbulento mas é certo que, sendo
instabilidades. caracterizam o inicio do processo de transigao.

Observa-se que. quando se tem superficie livre envolvida neste tipo de problema, as duas
fonres de manutencio da conveccdo (energia interfacial e energia potencial) co-existem. Pode-se
demonstrar (Faber. 1995) que os efeitos da energia interfacial serdo predominantes quando

do . 2 .
ke —3pgd-. (1.23)
A titulo de exemplo se se coloca éleo silicone sobre uma superficie horizontal e se a espessura
d da camada de liquido ndo excede 3 mm entao os efeitos de Marangoni serao predominantes.
Este é um tipo de escoamento envolvido em muitos problemas praticos. Além disto éle tem
sido alvo da atencédo de muitos pesquisadores, tornando-se um campo muito rico para andlise
de instabilidades e a evolugao para a movimentos trubulentos.

Instabilidades de Taylor-Couette

Um outro tipo de instabilidades, semelhantes as instabilidades de Rayleigh-Bérnard, se formam
em escoamentos isotérmicos no interior de uma cavidade entre dois dilindros concéntricos
rotativos. Este tipo de escoamento é conhecido como escoamento de Couette. Neste caso as
forcas centrifugas geradas pela rotacio estao ligadas 4 formagéio e manutengao das instabilidades
de Taylor-Couette, descritas nesta segéo.

Nas Figuras 1.21 (a) e (b) mostra-se respectivamente um corte transversal e um corte
longitudinal do canal composto por dois cilindros concéntricos. Na Figura 1.21 (b) ilustra-se
as instabilidades toroidais contrarotativas de Taylor-Couette. Nas Figuras 1.22 (a), (b) e (c)
tem-se a visualizacido experimental destas instabilidades assim como do processo de transigio
A turbuléncia.

Na Figura 1.22 (a) os toroides contrarotativos, relativos a uma dada diferenca de rotagao, sao
bidimensionais. A medida que esta diferenca de rotagdo aumenta surgem oscilagbes harmonicas
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Figure 1.22: Instabilidades de Taylor-Couette (a}; oscilagdes harménicas (b) e degeneracio em
turbuléncia (c); Figura retirada de Coles (1965).

sobre os toroides, as quais se amplificam e o0 escoamento se degenera em turbuléncia, como se
ilustra na Figura 1.22 (c¢). Este é apenas mais um cendrio de transi¢do a turbuléncia com
caracteristicas similares aos precedentes: surgime :to de instabilidades tipicas do escoamento
como resultado do processo de amplificagido de pe. urbuacgdes; bifurcacio destas instabilidades
primdrias e geragdo de uma nova familia e finalmente degeneragdo em um espectro largo de
instabilidades caracteristico da turbuléncia.

O leitor interessado pode encontrar mais detalhes sobre o tratamento analitico deste prob-
lema, via teoria da estabilidade linear em Tritton (1988).

1.5 Alguns comentarios sobre a teoria da estabilidade
linear

Como ja foi mencionado anteriormente ndo existe até o momento uma teoria que permita
explicar o processo de transicio dos escoamentos na sua totalidade. No entanto a teoria da
estabilidade linear pode elucidar muitos aspectos, pelo menos na fase inicial da transi¢ao onde
a natureza do escoamento é essencialmente laminar e portanto com pouca influéncia das nao
linearidades.

Todo escoamento cizalhante pode transicionar a valores suficientemente elevados do niimero
de Reynolds. A teoria da estabilidade linear indica quando um escoamento cizalhante laminar
pode transicionar para o regime turbulento. No entanto, como demonstrado na vasta literatura
as ondas preditas por este tipo de teoria sdo apenas o primeiro estigio do cendrio da transicdo
para a turbuléncia. Fica a questdo do que acontece na seqiiéncia, onde este tipo de teoria nio
pode dar nenhuma resposta as questdes que se coloca sobre a fisica do processo de transigio.
Além disto ndo existe outro tipo de teoria. Resta ainda as investigagGes experimentais e
por simulagbes numéricas. Estes tipos de investigacOes, apesar de conduzir & compreensio
dos processos fisicos, ndo pode conduzir a uma teoria fechada, a qual sempre estaria sob
influéncia do modo de observagido de cada experimentalista ou numericista. Esta discussio
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Figure 1.23: Caracteristicas geométricas e fisicas qualitativas do escoamento transicional sobre
uma expansao brusca.

conduz a interpretagdes muito complexas e é apropriada para dar uma descri¢io fenomenoldgica.
Detalhes sobre a teoria da estabilidade linear e varios exemplos de andlise de escoamentos
especificos através desta teoria podem ser encontrados nos livros de Schlichting {1968) e Drazin
and Reid (1981). -

1.5.1 Escoamentos Complexos
Transigao sobre uma expansao brusca

Os escoamentos ditos complexos sio os mais freqiientes na natureza e nas aplicagdes préticas e
tecnoldgicas. Eles podem ser entendidos como sendo uma composi¢do dos escoamentos de
base apresentados nas secoes precedentes. Do ponto de vista da transicdo, muito do que
foi apresentado em matéria da natureza fisica, pode ser encontrado no interior deste tipo de
escoamento.

O caso de uma expansao brusca em um canal retangular é aqui apresentado como exemplo
deste tipo de escoamento. Esta geometria, ilustrada na Figura 1.23, é bastante simples de
ser discretizada e. no entanto. propicia o aparecimento de um escoamento transicional de
alta complexidade. Como ilustrado na Figura 1.23, nas regides (I) tem-se escoamentos do
tipo camada limite: sobre o degrau, ponto (II) a camada limite se descola e gera-se uma
zona cizalhante (III) com a formacao de instabilidades do tipo Kelvin-Helmholtz, as quais sio
submetidas ao efeito de confinamento e sdo transportadas em direcao & regido de recolamento
da canada limite (V). regido esta de grande complexidade devido ao choque das estruturas
turbilhonares com a parede inferior do canal; em baixo da camada cizalhante tém-se uma
regiao de escoamento recirculante interagindo com ela; apds a regiao de recolamento encontra-
se a regido de redesenvolvimento da camada limite (VI) a qual interage com as estruturas
turbilhonares que sdo transportadas para a saida do canal; finalmente, sobre tudo isto encontra-
se a regiao de escoamento mais estavel (VII) a qual ndo pode ser considerada como potencial
devido as fortes instabilidades que sdo injetadas de forma intermitente no seu interior.

Simulacdes numéricas bidimensionais e tridimensionais tém sido realizadas para analisar a
natureza fisica deste problema, por exemplo Silveira-Neto (1991). Na Figura 1.24 mostra-se os
resultados de uma simulagdo bidimensional, evidenciando o processo de transicao. Visualiza-se
o escoamento com a ajuda de um colorante passivo numérico. Uma seqiiéncia temporal é apre-
sentada. Observa-se no lado esquerdo desta figura, a formagao das primeiras oscilages, seguidas
do aparecimento de instabilidades de Kelvin-Helmholtz e de aparelhamentos turbilhonares, de
forma similar ao que foi apresentado para uma camada de mistura em desenvolvimento espacial.
Trata-se, neste caso de um degrau alto, para o qual a parede inferior exerce pouca influéncia
sobre as instabilidades.

Na Figura 1.25 apresenta-se resultados de uma simulacdo tridimensional do escoamento
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Figure 1.24: Escoamento bidimensional & jusante de uma expansdo brusca.

sobre esta geometria. Na Figura 1.25 (a) visualiza-se, através de uma vista inclinada do canal
de saida, apds a expansdo, isosuperficies de vorticidade e na Figura 1.25 (b) visualiza-se as
isosuperficies do campo de pressdo, sendo neste caso uma vista superior do canal. Percebe-se
o processo de trasicdo em ambas as figuras, com a presenca de instabilidades primdrias de
Kelvin-Helmholtz, bidimensionais inicialmente, as quais se tornam fortemente tridimensionais
quando sdo transportadas para a direita da figura. Visualiza-se claramente a presenga dos
turbilhGes contrarotativos longitudinais induzidos aparentemente pelas estruturas primérias
j descritas. A intensa agdo mecanica destas estruturas filamentares longitudinais sobre as
estruturas primdrias pode ser percebida na Figura 1.25 (b). Reconhece-se a importancia delas
no processo de transicdo e aparecimento da turbuléncia num estdgio posterior ndo mostrado
nesta figura. Esta configuracdo refere-se a um degrau pequeno e portanto a parede inferior
exerce uma forte influéncia sobre o processo de transigio.
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(a)

Figure 1.25: Escoamento tridimensional sobre uma expansio brusca.

Retomando o escoamento apresentado na Figura 1.24, agora tridimensional, obtém-se o
que se mostra na Figura 1.26, numa vista superior inclinada do escoamento. Focaliza-se o
escoamento logo apds a expansdo brusca de forma a se visualizar os detalhes das instabilidades
tridimensionais formadas. Claramente se vé os filamentos de cores alternadas as quais represen-
tam valores negativos e positivos de mesmo valor em médulo da vorticidade longitudinal. Fica
mais evidente que se trata de filamentos de vértices contrarotativos. Para tornar mais clara esta
constatacao, na Figura 1.27 visualiza-se um corte vertical da Figura 1.26 sobre os turbilhdes
longitudinais. Tragou-se o campo de velocidade e os vetores mostram a existéncia de estruturas
turbilhonares na forma de cogumelos assim como os nicleos dos turbilhdes longitudinais.

1.6 Exemplos de Escoamentos Turbulentos

1.6.1 Desenvolvimento da turbuléncia

A turbuléncia, na majoria dos casos conhecidos, é iniciada por uma das instabilidades de-
scritas nos itens precedentes. O desenvolvimento destas instabilidades é relativamente bem
compreendido. No entanto, pouco se compreende sobre o que leva, & partir destas instabilidades,
os escoamentos a se degenerarem em turbuléncia completamente desenvolvida. Reconhece-se
também que os escoamentos turbulentos sdo imprediciveis no sentido de que néo se pode calcular
precisamente o campo de velocidade ¥ = (Z,t) devido & dificuldade de fornecer, sem erros, as
condicdes iniciais do escoamento. No entanto o campo médio ¥ = (&, ) é calculdvel. E sabido

também que cada nova instabilidade que se desenvolve no seio de um escoamento introduz
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Figure 1.26: Detalhe dos turbilhdes longitudinais contrarotativos.

Figure 1.27: Corte vertical sobre os turbilhdes longitudinais da Figura 26; campo de velocidade.
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uma nova freqiiéncia no espectro de energia e que cada nova freqiiéncia deve ser diferente das
demais freqiiéncias presentes pois que elas se desenvolvem a partir de perturbagdes randénicas.
Isto leva & concluir novamente que os escoamentos turbulentos sdo caracterizados por espectros
largos de energia.

1.6.2 Turbuléncia homogénea e isotrépica

Muitas sdo as investigacdes tedricas desenvolvidas sobre o tema turbuléncia homogénea e
isotrépica: as propriedades estatisticas do escoamento sdo invariantes por translacdo (homo-
geneidade) e invariantes por rotagdo (isotropia). Uma aproximagio experimental para este
tipo de turbuléncia é o caso do escoamento gerado atrds de uma tela fina. Sendo assim, as
constatagdes tedricas podem ser comprovadas experimentalmente. As teorias advindas para
este tipo de escoamento conduzem a vérias predigdes, nao s no que se refere aos espectros
de potgéncia mas também as constantes de difusao as quais governam as taxas de transporte
de quefﬁtidade de movimento, calor e escalares passivos e ativos, no interior de escoamentos
turbulentos. E dentro deste contexto que foi desenvolvida a teoria de Kolmogorov, a qual nao
serd abordada no contexto deste capitulo.

1.6.3 Escoamentos cizalhantes

As instabilidades tipicas dos escoamentos cizalhantes foram descritas anteriormente. Estes
escoamentos, a titulo de organizar as idéias, sdo: camada de mistura espacial; camada de
mistura temporal; jatos e esteiras. Este grupo de escoamentos néo se enquadram na categoria
doitem (1.5.2) devido a caracteristica de cizalhamento médio, diante da qual as propriedades de
invaridncia estatistica ndo sdo obedecidas. Por outro lado, como foi visualizado anteriormente,
estes escoamentos sao caracterizados pela presenca das chamadas estruturas coerentes, as
quais apresentam um importante grau de organizacao local, o que promove anisotropia e
inomogeneidade do escoamento. O termo coerente se refere ao fato que elas guardam uma
geometria bem definida por um tempo superior ao tempo caracteristico de giro delas mesmas.
As figuras apresentadas nos itens precedentes ilustram estes argumentos.

1.6.4 Escoamentos turbulentos parietais

Um escoamento parietal acontece sempre que se tem um corpo submerso no escoamento. Junto
4 parede do mesmo, devido a acdo da viscosidade, aparece uma zona rotacional. Nesta regido,
as primeiras instabilidades a surgirem, sdo do tipo ondas de Tolmien-Schlichting, as quais
dao origem a outra familia de instabilidades chamadas grampo de cabelo que desencadeiam
os famosos bursting ou explosdes turbulentas e finalmente a degeneracdo em turbuléncia
desenvolvida. Este cendrio é tipico de camadas limite sobre placas planas ou com curvaturas
convexas. Caso se tenha curvaturas céncavas podem aparecer também as instabilidades de
Goertler, como se ilustra na Figura 1.28.

Estas instabilidades tém natureza semelhante aquelas de Taylor-Couette, geradas pelos
efeitos de forgas centrifugas. A compreenséo do processo de transigao a turbuléncia e a natureza
fisica do seu estado completamente turbulento é de elevada importancia pratica devido ao fato
que no regime turbulento os esforgos de arraste aumentam significativamente.
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Figure 1.28: Instabilidades de Goertler formadas no interior de uma camada limite sobre um
COTrpo curvo concavo.

1.6.5 Escoamentos turbulentos confinados

Esta familia é composta pelos escoamentos no interior de tubos e dutos. Eles podem ser
também entendidos como problemas de camada limite, considerando que, também aqui, sdo os
efeitos viscosos junto as paredes internas que governa a transi¢io & turbuléncia e a natureza do
escoamento turbulento. Eles sdo também muito importantes para os processos de bombeamento
e problemas de termo-hidrdulica em geral, onde os efeitos de atrito e de transferéncia de calor
vao determinar a poténcia de bombeamento e a eficiéncia de transporte de energia térmica em
equipamentos diversos.

1.6.6 Escoamentos turbulentos complexos

Um exemplo académico deste tipo de escoamento jd foi apresentado: escoamento sobre uma
expansao brusca. A maioria dos escoamentos praticos e industriais podem ser classificados como
complexos devido ao fato que as geometrias envolvidas também o séo. Via de regra ter-se-d a
composicdo de jatos, esteiras, camadas de mistura, camada limite, descolamento, recolamento,
efeitos de rotagdo, efeitos de estratificagdo, efeitos de curvatura e interagdes diversas entre estes
tipos de base.

1.7 Turbuléncia e Caos

Pequenas causas, grandes efeitos. Uma s6 linha errada nos programas computacionais utilizados
na bolsa de Wall Street e se assistird um onda de instabilidade financeira mundial. Assim se
exprimem aqueles que se interessam por uma das mais importantes disciplinas da atualidade: a
teoria do caos. Por muito tempo a ciéncia funcionou ao abrigo da satisfagio geral e confortdvel
dos fendmenos previsiveis e das equagodes lineares. Conhecendo-se a vazdo da torneira e o
volume da banheira determina-se rapidamente o tempo necessario para enché-la. Conhecendo-
se o peso do satélite e a altura da 6rbita desejada, calcula-se o0 empuxo necessario ao langador



38 Capitulo 1: Fundamentos da Turbuléncia nos Fluidos

para executar a tarefa de colocé-lo em drbita. Conhecendo-se o nimero de famintos espalhados
pelo imenso Brasil calcula-se a quantidade de alimento necessiria para sacia-los por um periodo
determinado. Mas o que dizer do comportamento dindmico das bolsas mundiais nos dias que
seguiriam a dita libertacdo do Koweit em 19917 O que dizer sobre o que acontecera com
a populacdo de regides especificas do nordeste brasileiro em funcdo do éxodo rural que tém
acontecido nas tltimas décadas?

Nada! A ciéncia tradicional muito pouco pode afirmar sobre os fenémenos naturais com-
plexos. No entanto, falando em fenémenos complexos, nés estamos mergulhados neles e apenas
se conhece isto! No entanto a disciplina do caos néo é nada nova. Ainda 1889 que Henri Poincaré
j4 tinha descoberto a nog¢do de caos determinista no contexto de um problema de mecénica
celeste a trés corpos. Ele se afastou de suas equagdes, considerando os parcos recursos de célculo
daquela época. Hoje, no entanto, o progresso das ciéncias matemaéticas e dos extraordindrios
recursos de célculo apontam para um novo horizonte.

Os escoamentos turbulentos tém sido vistos como um dos mais importantes e menos com-
preendidos dominios da dindmica dos fluidos. Tem sido verificado também que muitos sistemas
dinadmicos com menor numero de graus de liberdade apresentam caracteristicas semelhantes aos
movimentos turbulentos. Alguns destes sistemas sdo muito mais simples que os escoamentos
e a compreensdo do seus comportamentos pode ajudar a entender sistemas cada vez mais
complexos.

A palavra turbuléncia tém sido intimamente associada aos escoamentos, apesar de que isto
néo é verdadeiro. Como ja ressaltado, qualquer sistema dinamico que se caracterize por um
nimero de graus de liberdade suficientemente elevado pode atingir o regime de turbuléncia.
Observa-se que todos os sistemas dindmicos sdo governados matematicamente por equagdes
deterministicas. Observa-se ainda que um sistema dinamico com baixo grau de liberdade nao
pode atingir tal regime turbulento, mas podem atingir, no entanto, comportamentos altamente
impredisciveis. Neste sentido fala-se entdo de caos deterministico.

Para compreender melhor este importante tépico, serd feita uma digressdo dos sistemas
fluidos e alguns exemplos de sistemas dindmicos ndo fluidos serdo discutidos.

1.7.1 Sistema dinamico tipo péndulo simples

Supde-se um péndulo simples com um grau de liberdade: rotago circunferencial, como ilustrado
na Figura 1.29. Considere-se inicialmente uma situagio em que se tenha os efeitos dissipativos
presentes. Posiciona-se o péndulo no ponto C e libera-o. Neste momento sua aceleracio é
méxima e sua velocidade é nula. Ao passar pelo ponto B sua aceleragdo é nula e sua velocidade
¢ mdxima. Ao se dirigir ao ponto A o comportamento se inverte até se atingir o ponto de
equilibrio A, tendo, no entanto, menor nivel de energia potencial que no ponto C, devido aos
efeitos dissipativos. A cada ciclo o péndulo tem sua energia inicial dissipada, até atingir o
repouso no ponto B. Define-se o chamado espago das fases como sendo composto por duas
varidveis, a aceleragdo e a velocidade. O comportamento deste sistema est4 plotado no espaco
das fases na Figura 1.30 (a).
O ponto para o qual o sistema converge é um ponto de equilibrio. Neste caso particular ele
corresponde ao repouso, o gue nao constitui uma regra e sim uma particularidade.

Para o caso em que o sistema ilustrado ndo esta submetido a efeitos dissipativos, ou se ele é
movido por uma forga externa o equilibrio serd representado por um circulo limite para o qual
o sistema deve convergir, como ilustrado na Figura 1.30 (b).
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Figure 1.31: Comportamento cadtico das érbitas de um péndulo esférico (retirado de Tritton,
1988).

1.7.2 Movimento cadtico de um péndulo

O conceito de movimento cadtico é algo bastante abstrato. Assim, sera utilizado aqui um
sistema dinamico simples, que, mesmo nao sendo um sistema fluido, é um arranjo que exibe
este tipo de comportamento. Supor o péndulo do caso precedente, porém com trés graus de
liberdade: movimento circular e movimento vertical. Desta forma a esfera do péndulo pode
percorrer uma esfera de raio varidvel. Trata-se de um arranjo conhecido como um péndulo
esférico ou conico. O ponto de apoio do péndulo pode oscilar segundo uma senoide, com uma
amplitude pequena comparada com o comprimento do péndulo. Si a freqiiéncia f de forcagem
estd proxima da frequéncia natural do sistema, obviamente as oscilagdes se amplificardo e darao
origem a um regime instdve]l. Como resultado, existe uma faixa de freqiiéncias de excitacio
para as quais a esfera do péndulo orbita no interior da casca esférica de raio méximo ao invés
de percorrer um arco sobre esta esfera.

E este movimento orbital que exibe o fenémeno com o qual o estudo estd relacionado.
Experimentos ja realizados mostram que o sistema exibe um comportamento surpreendente na
forma de oscilagdes, 4 medida que a freqiiéncia de excitagdo é alterada. E curioso observar
que quando a fregiiéncia de excitacdo é levemente superior que a freqiiéncia natural o sistema
adquire um comportamento cadtico, enquanto que se ela é levemente inferior, isto néo acontece.
Na Figura 1.31 mostra-se um conjunto de 36 6rbitas assumidas pelo sistema em tempos
diferentes. Ressalta-se que é totalmente imprediscivel qual delas o sistema assumird em um
dado tempo futuro, apesar deste sistema ser regido por equagoes deterministicas. Isto mostra
a extrema sensibilidade deste sistema as perturbacdes injetadas. Neste sentido diz-se que o
sistema evoluiu para um regime de caos deterministico. Mais detalhes sobre este estudo pode
ser encontrado em Tritton (1988).
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Figure 1.32: Espectro de poténcia da velocidade em uma experiéncia de Bérnard, mostrando o
processo de multiplicacéo de freqiiéncias e de intermiténcia: (a) Ra/Ra. = 21,0; (b) Ra/Ra. =
26,0; {¢) Ra/Ra. = 27,0 e (d) Ra/Ra. = 36,9 (retirado de Tritton, 1988).

1.7.3 Caos na dinamica dos fluidos

Fica evidente, com base nos argumentos apresentados nas segoes precedentes, que um mesmo
sistema dindmico pode tanto estar em regime caético quanto em regime ordenado para diferentes
valores do parametro de forcagem. O sistema percorre entdo um caminho (transiciona) para o
caos 4 medida que se varia este parametro. Os processos de transicdo para o caos e transicio
para a turbuléncia serao comparados qualitativamente.

A primeira raz8o pela qual a teoria do caos pode ser importante para a dinamica dos fluidos
é a turbuléncia. Deve-se enfatizar que existem algumas formas que um escoamento pode exibir
um comportamento caético. A questdo de quando um escoamento torna-se turbulento pode
ser diferente de quando ele se torna cadtico. Um escoamento de Taylor-Couette, por exemplo,
pode adquirir védrias combinagées de regimes: laminar, cadético laminar e turbulento cadtico.
Seguindo as idéias modernas sobre caos, pode-se considerar os movimentos turbulentos como
exemplos de caos deterministico, desde que se admita que os mesmos sejam governados pelas
equagdes deterministicas de Navier-Stokes.

Duas configuragoes mais estudadas neste tipo de transicio tem sido o caso de convecgdo
de Bérnard entre duas placas planas horizontais e o escoamento de Taylor-Couette entre dois
cilindros rotativos concéntricos. No caso da conveccado de Bérnard duas rotas de transigio sao
identificadas: rota de multiplicacdo freqiiéncias e rota de intermiténcia. A Figura 1.32 ilustra
os espectros de poténcia para diferentes valores do niimero de Rayleigh. Observa-se nas Figuras
1.32 (a) e (b) que existe uma multiplicagdo de freqiiéncias, passando pela Figura 1.32 (c) onde
" se observa a presenca de intermiténcia através dos niveis de energia das diversas freqiiéncias.
Finalmente se observa na Figura 1.32 (d) um espectro de energia continuo, mostrando a presenca
de uma banda de freqiiéncias e caracterizando um estado caético e turbulento do escoamento.

Observa-se que pequenas mudangas na bancada pode promover o aparecimento de uma rota
diferente para o caos. As razdes nio sio bem conhecidas. Fica ainda uma questdo de dificil



42 Capitulo 1: Fundamentos da Turbuléncia nos Fluidos

resposta: pode uma rota standard para o caos ser identificada na transigdo para a turbuléncia?

Uma tltima questdo a ser abordada aqui € a possibilidade de retorno & ordem ou processo de
relaminarizacdo de um escoamento. Sob alguns efeitos estabilizadores os escoamentos podem
ser relaminarizados e retornar 4 ordem. Um exemplo é o caso de reestabilizacio de escoamentos
turbulentos quando submetidos a fortes efeitos de estratificacio estdvel em densidade. Os efeitos
de rotagdo assim como de compressibilidade exercem um papel semelhante.

1.8 A visao deterministica e a visao estatistica da tur-
buléncia

A turbuléncia é um regime de operacdo de um sistema dinamico de grande complexidade.
Muito j4 se compreende sobre ele mas, sem divida, resta ainda muito mais a compreender.
Segundo a visdo ja adquirida, tudo indica que a turbuléncia é um fenémeno deterministico e
como tal ela é, na sua esséncia, prediscivel. A questdo de imprediscibilidade ja discutida estd
associada & impossiblidades cientificas ligadas a falta de capacidade de se fornecer corretamente
as condigdes iniciais, aos métodos de solugdo das equagdes governantes e aos recursos computa-
cionais disponiveis. De fato, pequenissimos erros nas condigées iniciais serdo amplificados ex-
ponencialmente pelas interagdes nao lineares gerando instabilidades que sao dependentes destes
ruidos iniciais. Qualquer variagdo nas condig¢des iniciais determinardo estados completamente
diferentes nas previsdes. Um dos primeiros cientistas a perceber este fato foi Henrri Poincaré,
o qual descobriu no fim do século passado que um sistema simples como o sistema sol-terra-lua
interagindo gravitacionalmente, pode ter um comportamento imprediscivel ou cadtico. Este é,
no entanto, um ponto de vista determinista pois trata-se de um sistema dinamico regido por
equagdes deterministas. E neste sentido que Einstein diz que "Deus nao decide por jogo de
dados” pois certamente Ele conhece em todos os detalhes as infimas perturbagées que vibram
no Universo.

Um exemplo fantastico de sistema cadtico € o comportamento dindmico da nossa atmosfera:
desafio colossal é a previsdo meteoroldgica do nosso clima. Surpreendente sio também os
avancos conseguidos neste dominio, gragas ao aumento de precisdo nas medidas de estagoes
experimentais, as quais sio fornecidas a computadores cada vez mais potentes que giram cédigos
computacionais cada dia mais representativos da fisica destes escoamentos, tém permitido a
previsao do comportamento climatico com bom nivel de confiabilidade para até 5 dias futuros.

Felizmente, para a maior parte das aplicagdes da engenharia € mesmo para a busca da
compreensdo fenomenolégica dos escoamentos, a previsio exata da posi¢io e da fase de uma
estrutura turbilhonar néo é tao indispensdvel como se pode imaginar. T4o importante é se ter
uma boa predicio do comportamento estatistico de um sistema dinadmico. Isto significa que
mesmo que nao se possa reproduzir exatamente uma experiéncia realizada em um laboratdrio,
sabe-se que se pode reproduzi-la no que se refere ao seu comportamento estatistico. Por
exemplo, os turbilhdes reproduzidos numa experiéncia numérica (solugao numérica das equagoes
governantes) ndo correspondem exatamente ao turbilhGes observados numa experiéncia de
laboratério, no que se refere as sua posicdo no espago € no tempo, por mais proximas que
sejam as condigGes iniciais e limites. No entanto, quando se extrai as informagdes estatisticas
destes turbilhGes tedricos obtém-se normalmente excelentes concordancias com a estatistica ex-
perimental. Outro fato também importante é que os fenémenos fisicos sdo também corretamente
representados, o que permite interpretagoes e compreensao a partir de resultados tedricos.

Fica entao as idéias de que os comportamentos dos sistemas dindmicos podem ser im-
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predisciveis mesmo sendo eles regidos por equagdes deterministicas. De fato, ndo é possivel
fornecer exatamente as mesmas condigdes iniciais presentes nos experimentos. Por outro
lado o comportamento estatistico dos sistemas dindmicos independem destas perturbacbes
iniciais para a maior parte das aplicagGes praticas. As ferramentas estatisticas de modelagem
da turbuléncia sdo portanto indispensiveis e permitem também auxiliar ndo sé na questao
da imprediscibilidade como também na questdo crucial da pequena poténcia computacional
disponivel para se resolver, de forma estatistica, os escoamentos turbulentos. Na unidade
seguinte serd introduzido o problema de fechamento da turbuléncia.

1.9 Comentéarios sobre o problema de fechamento e a
modelagem da turbuléncia

Como foi comentado no inicio deste documento, uma das caracteristicas mais importantes de
um escoamento turbulento é a multiplicidade de escalas que o caracteriza. Para ilustrar esta
afirmacgdo, mostra-se na Figura 1.33 o escoamento em transicio & jusante de uma bolha que
sobe em um meio liquido. Nesta figura observa-se a formacéo de duas recirculagdes simétricas
de tamanhos caracteristicos da ordem do tamanho fisico da bolha. Observa-se que estas
recirculagées sdo nitidamente compostas de instabilidades de Kelvin-Helmhjoltz. Se a fotografia
apresentasse maior nivel de detalhe poder-se-ia detectar que estas menores instabilidades ja
apresentariam sinais de novas instabilidades sobre si mesmas, dando uma idéia fisica do processo
de multiplicidade de escalas.

Esta multiplicicade de escalas representa também o numero de graus de liberdade de um
escoamento turbulento, o qual pode ser estimado utilizando-se o nimero de Reynolds, via
equagao abaixo:

(L 3_ 9/4
ngl = E = Rej . (1.24)

Percebe-se com esta equagdo que quanto maior o nimero de Reynolds maior serd o nitmero
de graus de liberdade do escoamento. Na Figura 1.34 mostra-se um espectro de energia de um
escoamento turbulento a alto nimero de Reynolds obtido em um tinel de vento.

Observa-se que este espectro estd representado em escalas log-log e que a sua largura é de
cinco décadas aproximadamente. Este resultado é atualmente o record experimental em tineis
de vento.

Para exemplificar o cdlculo do Ngl de escoamentos turbulentos, dois casos extremos serdo
tomados: escoamento atmosféricos e escoamento & jusante de uma grelha. O primeiro caso estd
ilustrado na Figura 1.35, onde uma estrutura turbilhonar atmosférica pode ser visualizada.

Para o cdlculo do NV g! de um escoamento, tomar-se-4 alguns dados tipicos: | =~ 500km (escala
. de comprimento caracteristica) e n & lmm (menor escala da turbuléncia, escala dissipativa de
Kolmogorov). Com estas duas escalas calcula-se o Ngl ~ 10?*. Sabendo-se que, a anlise
tedrica de um problema passa pela solugdo de sistemas lineares, compostos por um nimero de
equagdes igual ao Ngl, vé-se que a solugo tedrica ou numérica do problema acima ests fora
das possibilidades atuais, mesmo com os supercomputadores existentes.

Um outro exemplo pode ser visualizado na Figura 1.36 onde se mostra um escoamento
turbulento & jusante de uma grelha. Visualiza-se as estruturas turbilhonares caracteristicas.
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Figure 1.33: Escoamento em transicdo em torno de uma bolha (Figura retirada de Couder et
al. 1989).

| oovvend v aoaenl )i

0.* 3 0e

Figure 1.34: Espectro de energia cinética turbulenta de um escoamento a alto nimero de
Reynolds (Retirado de Lesieur, 1994).
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Figure 1.35: Turbilhdao atmosférico (Figura retirada de Lesieur, ~994).

Figure 1.36: Escoamento turbulento & jusante de uma grelha (Figura retirada de Lesieur, 1994).
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Para o cdlculo do Ngl, novamente tomar-se-a alguns dados tipicos: | = 4mm (largura dos
passos da grelha); U = 10m/s (velocidade tipica); v = 10™°m?/s (viscosidade cinemética). Com
estas informacdes tem-se Re = 4.000, o que fornece Ngl = 1,3z108. Verifica-se que, mesmo
neste caso a um modesto nimero de Reynolds, o calculo explicito de todos os graus de liberdade
nio é possivel. Seria necessario resolver sistemas lineares de 1,0z10® equagdes simultineas. A
maior parte dos problemas préticos de engenharia so caracterizados por nimeros de Reynolds
que se localizam nesta faixa. Surge entdo a questdo: como resolver esta classe de problemas?

Reynolds (1894) iniciou uma reflexdo sobre este assunto e propds um processo de decom-
posicdo das equagbes governantes de tal forma a se analisar o comportamento médio do escoa-
mento e modelar suas flutuagoes. Esta decomposicdo proposta conduz ao chamado problema
de fechamento da turbuléncia e deu origem um vasto dominio de pesquisa e desenvolvimento,
denominado problema de fechamento e modelagem da turbuléncia. Em outra unidade este
problema serd investigado e serdo apresentadas duas linhas de modelagem: modelagem es-
tatistica cldssica (simula¢do numérica do comportamento médio dos escoamentos turbulentos)
e modelagem sub-malha (simulagdo numérica de grandes escalas, onde as grandes estruturas
sdo resolvidas explicitamente e as menores estruturas sao modeladas).
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2.1 As equagoes do movimento para um escoamento tur-
bulento; o tensor de Reynolds

2.1.1 O conceito de média de Reynolds

O capitulo introdutdrio inicial deixou claro ao leitor que a caracterizacdo da turbuléncia néo
é facil. Neste capitulo, ndo intencionamos repetir todos os conceitos discutidos anteriormente.
Nosso objetivo principal é deduzir as equagGes do movimento para um escoamento turbulento
de acordo com o procedimento cldssico de Reynolds{1895).

Lembremos que um escoamento turbulento é caracterizado por violentas flutuagbes. Este
fato sugere a dificuldade de se obter uma completa descricio do escoamento. Para muitos dos
fendmenos de interesse, entretanto, frequentemente é suficiente se conhecer o valor médio das
variaveis de interesse. Para os escoamentos turbulentos, estas médias podem ser definidas com
respeito ao tempo ou ao espago.

Escrevamos o valor instantaneo da velocidade como

U=U+u (2.1)

onde a barra denota um valor médio, e, portanto, u representa a flutuacdo instantinea, de
modo que 7 = 0.

Com a passagem da média, toda informagao sobre a violéncia das flutuagdes é perdida. Para
recuperar esta informacéo definimos a intensidade das flutuagées turbulentas como

o= \/g_f (2.2)

A intensidade relativa pode ser definida como

IT = =. (2.3)
U

As médias indicadas acima podem ser tomadas de véarios modos. Se o escoamento é quase
estaciondrio, médias com relacdo ao tempo podem ser usadas. No caso da turbuléncia ho-
mogénea, médias com relagdo ao espago podem ser tomadas. Para outros casos, pode ser que
as médias tenham que ser tomadas sobre um grande nimero de experimentos que possuam as
mesmas condig¢des iniciais e de contorno; temos entdo o chamado valor esperado ou esperanca
matemdtica da varidvel.

Os trés métodos de tomada da média descritos acima podem ser expressos matematicamente
da seguinte forma:

Média temporal para uma turbuléncia estaciongria:

- T

. 1
U (Zo) = ’111_1:20 ﬁ U(JJ(), t) dt. (24)
-T

Meédia espacial para a turbuléncia homogénea:
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X

— 1
tg) = lim — to) dz. 2.5
U (to) Sim o i Ulz,to) dz (2.5)

Valor esperado para uma repeticdo de N experimentos:

e Y1 Un(zo, to)

U (zo, t()) = N (26)

O valor esperado pode também ser obtido por meio da fungao densidade de probabilidade,
f(U), através da expressdo

Uf(zo, o) = /_oo U f(U)dU. (2.7)

oo

Para a turbuléncia estaciondria e homogénea podemos esperar e considerar que os trés
processos de passagem da média levem ao mesmo resultado,

=t

U'(z0) = U (to) = U (o, o). (2.8)

Este resultado é conhecido como a hipdtese ergotica.

Os escoamentos reais ndo sao estaciondrios nem tao pouco homogéneos; além disso, por
razoes praticas nao podemos realizar a passagem da média com respeito ao tempo ou ao espago
para infinitos valores de T ou X . Neste caso, deve-se definir um intervalo adequado que repre-
sente bem o fenémeno em estudo, e a média serd obtida para este intervalo de tempo.

Consideremos, por exemplo, o escoamento no interior de um tunel de vento. Este escoa-
mento pode apresentar variagGes de baixa frequéncia provenientes do ventilador usado para sua
geragao. Portanto, se tomarmos T como um intervalo finito, este intervalo deve ser grande o
suficiente quando comparado com a escala temporal da turbuléncia mas pequeno o suficiente
para que flutuagoes de baixa frequéncia resultantes de artefatos externos sejam claramente no-
tadas e caracterizadas. Na prética, a escolha de um T adequado frequentemente pode ser feita
sem dificuldades. A Figura 2.1 apresenta um sinal obtido com o auxilio de um anemoémetro de
fio-quente instalado no interior de um tinel de vento de baixa intensidade turbulenta situado
no Laboratério de Mecénica da Turbuléncia do COPPE/UFRJ. A curva superior representa o
sinal diretamente medido a uma taxa de aquisicdo de 1000 Hz. A curva seguinte representa o
mesmo sinal com todas as frequéncias superiores a 500 Hz filtradas. Na terceiro curva, todas as
frequéncias superiores a 100 Hz foram filtradas. Através de filtragens sucessivas pode-se chegar,
portanto, a sinais cada vez mais suaves, que caracterizem bem o escoamento médio.
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Figura 2.1: Flutuacdes no escoamento como medidas por um anemémetro de
fio-quente(Menut, 1998).

Os valores encontrados ap6s a passagem da média devem ser independentes da origem no
tempo considerada.

Nas equagdes anteriores, a passagem da média foi indicada por uma barra. Este simbolo,
portanto, indica um operador matemadtico linear. As seguintes propriedades valem para este
operador:

A=A+a=A+a=A+a, ousejaa=0. (2.9)
AB=AB=AB (2.10)
Ab=Ab=Ab=0; poisb=0. (2.11)

Do mesmo modo,
Ba=Ba=Ba=0 2.12)
AB=(A+a)(B+b)=AB+Ab+Ba+ab=AB +ab (2.13)

2.1.2° As equagoOes do movimento

No escoamentos turbulentos as equagdes do movimento valem em qualquer instante de tempo,
e, portanto, também na média. De fato, um conjunto de equagdes para as quantidades médias,
as equagbes de Reynolds, pode ser obtido diretamente das equagbes de Navier-Stokes pela
aplicagdo do operador média temporal.

A técnica de passagem da média de Reynolds consiste de dois passos:
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1. As varidveis que aparecem nas equagoes do movimento sdo decompostas em partes médias
e flutuantes.

2. E aplicado o operador média temporal sobre um intervalo de tempo finito nos termos
resultantes. :

As grandezas que caracterizam o campo de um escoamento sdo, dentro do processo de
decomposigao escritas como

Ui = Ui + u, (2.14)
P=P+p, (2.15)
p=p+5, (2.16)
T=T+t, (2.17)

onde U; representa os componentes da velocidade nas i direcdes, P é a pressio, p é a massa
especifica e T a temperatura. As flutuagbes em massa especifica foram denotadas por 4.
A equagdo da continuidade para um escoamento compressivel pode ser escrita como

dp 0
—+ —(pU;)=0. 2.1
o7 + 500 | (2.18)
Substituindo-se as expressdes para p e U; na equagdo (2.18), e apds a passagem da média,
obtém-se

dp 0 _ 9 b
9t * 5a, VU = 5 g, 1) (219)
Op 0
6t + _(P ]) (2‘20)
Bp 8 R
=%t "5 =—(pU; + puy). (2.21)

Como resultado, observamos que a equagao da continuidade nédo pode ser re-escrita simples-
mente em termos de 7 e de U;, pois aparece um termo adicional que estabelece uma correlacdo
entre as flutuagdes de massa especifica e de velocidade.

A equacio da continuidade para um escoamento turbulento fica entao

op

yriny —(pU + puj) = 0. (2.22)

A equacio de Navier-Stokes, ou da conservacao da taxa da quantidade de movimento linear,
para um escoamento compressivel pode ser escrita como

o, LoU_ . oy 00U oU; 0
0z; Ozx;j H 0z; Ox; Ox;

(x — gu)e. (2.23)
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onde f; representa as forgas de corpo na i-ésima direcdo, p é a viscosidade molecular, x rep-
resenta uma viscosidade de volume e © = d;; = 0U;/0z;. Para os fluidos newtonianos, x =

0.

Para deduzir as equagtes médias do movimento diretamente das equagbes de Navier-Stokes,
aplicamos o operador média na equacdo de conservacdo da taxa de variacdo da quantidade de

movimento, que pode ser re-escrita como (termo a termo):

6U,~ - BUI - aui

"ot Pt TP
0U — 851 8u,» — 6ui
U. =5U; DU —m Y il
PiGe, ~Pligy, TPig, TVl 5,
+—~——851 + - aui
) Rhidei)
pUj ax]_ Pujd )
pfi=7pfi
o _ 0,
8Ii - Bl‘ipy
a [oU; oU; 8 0U; AU,
“61]» [8a:j * Bxi] _ﬂazj [616]- * Bxi]’
2 2 06 2 L)
396z, 3"0z;
A equagdo (2.23), entdo, ser escrita em sua forma completa como
_oU;, _—0U; _ op 8 98U, d8U;; 2 06
Py PP =Pt o e o, T ) t 3en,
_[~Bui+_u_%+ﬁ _Ou; +—8U + 3u1]
P ot TP ga, TP g, T P e, PUj Gui)

Para um escoamento incompressivel, a equacdo da continuidade implica que

; _
aZJ'_ ’
=p,
0

™

deste modo, a equagdo (2.30) pode ser re-escrita na forma

aU; 17,20 oU; it a- 0%, du;
- =pfit+t— - —PU; —.
p ot 3 = z; tu 8x? Ui dzj

(2.24)

(2.25)
(2.26)

(2.27)
(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
(2.33)

(2.34)

Uma comparacio da equagdo (2.30) com a equagao de Navier-Stokes revela véarios termos
novos. Esses termos podem ser associados ao aumento de resisténcia a4 deformacio provocado
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pela turbuléncia do escoamento. Em outras palavras, a presenga da turbuléncia manifesta-se
num aumento aparente da viscosidade do fluido.
Agrupando os termos que surgiram com a aplicagdo do operador média temporal, obtemos

u; —0U; _  Ou; ‘
72 +pu,6 +pu e ] (2.35)

075 Ou; Ou;
=-[p—+puj —+U;p
6.’1: i [p 6t P 7 6.’Ej i P oz,
A tensdo 7; é o resultado das interacdes entre as flutuagdes no campo de escoamento.
Primeiramente introduzidas por Reynolds, elas definem os elementos do tensor de tensodes
“aparentes” ou “turbulentas” conhecidas como o tensor de Reynolds.
Combinando a equacdo (2.35) com a equagio da continuidade, obtemos

6T'i a — a _ - = - = =
3:1:]]- = —[Epui-ka—zj(pu,-uj+Uipuj+Ujpui+puiu]-)]; (2.36)

deste modo, os efeitos da turbuléncia sdo determinados pelas correlagoes

Uj Uy, ,b"u.,-, ﬁui Uj. (237)

Para o caso de um escoamento incompressivel, o termo de tensao turbulenta é fornecido por

07‘]',' 6‘!11' (2 38)
=—pu; —. .
Oz; 7 daj
Observemos, porém, que
0 — Ou, ‘u Bu
— T = u — .
oz; 7 T dzj dz] (2.39)
Entretanto,
oU. —38Us
v, 2% 9%, w2 (2.40)

Oz; tdzj

Da equagdo da continuidade para um escoamento incompressivel, resulta que o termo da
esquerda e o primeiro termo da direita da igualdade acima sao nulos. Logo,

6u_7

w2 =0, (2.41)

de modo que podemos escrever

6Tji _ _a_—
ij - paw_,

;. (2.42)
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Desde que p é uma constante, 7j; = —pu;u;; ou em forma tensorial

u?
Tiy = —p |uv

& gl
ek

uw

No tensor de Reynolds os elementos da diagonal representam os componentes de tensao
normal. Os elementos fora da diagonal representam as tensées cisalhantes.

Os desenvolvimentos acima demonstram que os componentes da velocidade média de um
escoamento turbulento satisfazem as mesmas equagbes que um escoamento laminar, exceto
pelo fato de que as tensoes laminares devem ser acrescidas de tensoes adicionais fornecidas pelo
tensor de Reynolds. Estas tenstes sio devidas as flutuagdes turbulentas, sendo obtidas pelos
valores médios dos termos quadréticos dos componentes turbulentos. Como essas tensdes sido
adicionadas ao termo viscoso das equagOes de Navier-Stokes e possuem influéncia semelhante
sobre o escoamento, elas sio chamadas de tensdes turbulentas.

O processo de tomada da média faz, portanto, aparecerem correlagoes envolvendo flutuagdes
de velocidade na equagdo do movimento médio. Estes novos termos sdo interpretados como
uma tensao adicional ao movimento: uma tensao turbulenta. De fato, a equa¢do do movimento
médio, equacdo (2.30), é idéntica & equagdo de Navier-Stokes exceto pela inclusdo dos termos
de tensdes turbulentas.

As varidveis independentes para o caso turbulento passam, portanto, a ser U;, P e Uity
(caso incompressivel). Isto faz com que nosso nimero de incégnitas seja superior ao niimero de
equagdes disponiveis. Para resolver qualquer problema que envolva um escoamento turbulento ¢,
entdo, necessario providenciar um novo conjunto de equagdes que relacione as grandezas médias
as grandezas instantaneas. Este procedimento de obtensdo de novas relagdes funcionais que com-
pletem a formulagdo do problema é chamado, em turbuléncia, de “problema do fechamento”.

O modo mais simples de se definir o problema é considerar que os fenémenos de transferéncia
de quantidade de movimento molecular e turbulento se processem de modo anélogo. Esta
abordagem, proposta pioneiramente por Boussinesq em 1877, sugeria que a tensio turbulenta
deveria estar relacionada ao gradiente local de velocidades do escoamento médio através de
uma viscosidade associada as caracteristicas do fluido, do escoamento e da geometria envolvida
no problema sob consideragio, ou seja,

dUu

" (2.43)

Te = Mt

A viscosidade turbulenta, p;, deveria, portanto, imbutir em sua definigio parametros que

bem caracterizassem a turbuléncia através da reresentagio do fluido, do escoamento médio e
da geometria desejada.

2.1.3 A equagao de transporte para os elementos do tensor de
Reynolds

Em segbes futuras dedicaremos bastante tempo ao problema de estabelecer relagées funcionais
entre as grandezas turbulentas desconhecidas que formam os elementos do tensor de Reynolds
e os componentes médios do escoamento. Este problema é bastante complexo, podendo ser
abordado de vérias formas.
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Uma possibilidade interessante é utilizar a prépria equagio de Navier-Stokes para obter
equacdes de transporte que descrevam o comportamento desses elementos. De fato, por meio
de manipulagdes algébricas, é possivel se desenvolver equagdes exatas para os momentos de
uma certa ordem que involvam momentos de ordem superior.

Nos capitulos subsequentes, a modelagem dos termos turbulentos por técnicas relativamente
simples que involvam o conceito de viscosidade turbulenta serd realizada. Modelos formados por
equagoes algébricas ou por equagdes diferenciais serdo desenvolvidos. Alguns desses modelos
utilizardo a equacdo da energia cinética turbulenta. De fato, alguns modelos fazem uso de
uma velocidade caracteristica, u.. Neste caso, a rota natural é se tomar u, = (K)'/2, onde K
denota a energia cinética turbulenta. Deste modo, relaciona-se as flutuagoes a uma propriedade
turbulenta inerente ao escoamento, a energia cinética turbulenta.

Para obtermos uma equagdo para os momentos de segunda ordem u;u;, multipliquemos
(2.30) por u; e tiremos a média temporal de cada termo da equagdo resultante. A seguir
adicionamos a esta equagdo uma outra idéntica a ela prépria, mas com todos os indices i e jJ
trocados. Com o auxilio da equacdo da continuidade, equagio (2.22), chegamos a

0 0 ou + aU;
U;u U; = Uil — U;U
! "5 ! k ’ k@xk
Ju;  Ou; le} DU,
+’—’( - +ﬁ> - ——(mww b
p\O0z; O Oz p (2.44)
W& 0 Ouy Ouy ’
— 0 — V—UjU; — VU;— — VU;— -
kT e T ey, T g,
9 du; % . %auk 4 Ou; % ,
Oz 0z Oy Oz,  Oxy O
a qual pode ser escrita de forma contracta como
D
Euiu]- = Pij + d)ij + D,;]' — €45- (245)

O termo P;; em (2.45) representa a taxa de criacdo de 7;u; pela agdo do escoamento médio
sobre o campo turbulento. Apenas momentos de 2* ordem e propriedades do escoamento
médio aparecem neste termo de modo que eles sdo tratados de modo exato. As correlacdes que
envolvem flutuagoes de pressdo e de velocidade, ¢;;, resultam de dois processos: um processo
puramente turbulento e outro dependente da taxa de deformacao do campo médio de velocidade.
Uma propriedade importante de ¢;; é que seu trago é zero, pois

8Ui
6(1},‘

= 0. (2.46)

O termo, portanto, nao faz qualquer contribuigéo para o nivel global da turbuléncia, servindo
tdo somente para redistribuir energia entre os componentes de tensio normal.

O termo D;; é facilmente reconhecido como sendo um termo difusivo. De fato, uma in-
tegracdo deste termo sobre o dominio mostra que nenhuma contribui¢do para o nivel de tur-
buléncia é feita, mesmo sendo os valores locais de u;u; diferentes de zero. O efeito de D;;
¢é promover uma redistribui¢do espacial da tenséo turbulenta. Os trés tltimos termos de Dy
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descrevem o transporte difusivo devido & efeitos moleculares. Na maioria dos escoamentos eles
sdo despreziveis.

O termo ¢;; representa a taxa de destruicéo de u;u; pelos efeitos viscosos. Este termo garante
que a energia continuamente retirada do escoamento médio pelo campo turbulento através do
termo P;; serd destruida, evitando portanto, um crescimento ilimitado de u;u;.

Qualquer tentativa de solugdo da equacédo (2.44) passa, agora, necessariamente, pela mod-
elagem dos termos ¢y, Dy; € €;. Idealmente, gostariamos que esta modelagem fosse simples e
universal. Infelizmente, isto ndo é possivel. Alguns principios, entretanto, deverdo ser segui-
dos. Primeiramente, gostariamos que o cardter matemédtico de modelo fosse fiel ao carater
matemético das equagdes que o originaram. Por exemplo, se o processo fisico requerendo
aproximagéo é representado por um tensor simétrico de trago zero, assim também deverd o ser
o modelo. Este principio sempre deve ser observado para a modelagem de momentos de 2¢
ordem. Qutro conceito fundamental é o principio de influéncia recedente. Ele afirma que a
influéncia sobre o escoamento dos momentos de ordem n sempre serd menor que a influéncia
dos momentos de ordem n — 1. Este principio é frequentemente invocado para, justamente, vi-
olar o anterior, com vistas a obtenc¢do de equagdes menos complexas que sejam numericamente
mais facilmente implementaveis. Outro importante principio é aquele que exige que as formas
aproximadas exibam as mesmas respostas a translagoes e reflexdes do sistema de coordenadas
que o fenémeno real exibiria. Outra exigéncia normalmente aplicada é a de que o sistema de
equagOes modeladas ndo gere valores “néo fisicos”, tais como, tensées normais negativas ou

correlagbes com a forma wu;u;/ u?u]2 com valores maiores do que 1.

Duas outras idéias importantes para simplificar o processo de modelagem de um escoa-
mento sdo as chamadas “hipéteses de altos nimeros de Reynolds”. Estas idéias sao aplicadas
extensivamente em escoamentos cisalhantes. Elas podem ser expressas como:

¢ As interagOes entre as maiores escalas, responsaveis predominantemente pelo transporte
de quantidade de movimento e de grandezas escalares, néo sdo afetadas pela viscosidade
do fluido.

¢ Os movimentos de menores escalas, responsdveis pela dissipa¢do viscosa, ndo tomam
conhecimento da natureza do escoamento médio e portanto das maiores escalas. Sua
estrutura é semelhante aquela encontrada na turbuléncia isotrépica.

E evidente que o movimento nas menores escalas ndo é exatamente isotrépico. Entretanto,
se as duas regras acima forem aplicadas com critério, uma série de simplicagbes tteis podera
ser obtida durante o processo de modelagem turbulenta.

A modelagem-da turbuléncia por modelos Ad Hoc serd amplamente discutida em um capitulo
especifico.

Podemos entéo agora deduzir uma equagio para K diretamente da equagéo (2.44) tomando-
se 1 = j. Dali,

DK _ a0l 0 (g o) 4 0K ou ) * 2.47
DK _ _ a2V _ 0 S AL £ A .
Pt T TP e T B \PN T TP ) T Rz, T\ Ba; (2.47)
onde K’ = 1/2(u? + v? + w?).

A equacio acima nos fornece o modo como a taxa de variagio da energia turbulenta ocorre
com o tempo como fungio dos virios efeitos representados no lado direito. A interpretagao
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desses efeitos é identica aquela desenvolvida para a equagio de transporte para os elementos
do tensor de Reynolds.

2.1.4 Consideragoes sobre a energia

Discutimos amplamente que os escoamentos turbulentos sdo altamente dissipativos e que, por
causa desta dissipa¢ao, energia mecénica é transformada em calor. Deste modo, a manutengio
da turbuléncia requer um suprimento continuo de energia. Também como resultado do movi-
mento turbulento, a difusdo de particulas juntamente com sua energia cinética ocorre.

Concluimos que um estado estaciondrio pode apenas existir se houver um equilibrio entre
a energia fornecida & turbuléncia, o transporte dela por convecgdo ou difuséo e sua dissipacao
pOr mecanismos viscosos.

A seguir faremos uma nova dedugio da equagdo da energia cinética turbulenta, desta vez a
partir de equagoes de balango para a energia total. O objetivo é identificar as relagGes entre as
energias que ocorrem em um escoamento turbulento.

A energia total por unidade de massa de um fluido pode ser escrita como

ﬁiﬁi

E=Fin+ Einy = B

+ Eint- (248)

Para escrever a equagdo acima desprezamos quaisquer efeitos externos, tais como a energia
provocada por um campo gravitacional ou eletro-magnético.
Segue-se que a equagdo de transporte para E pode ser escrita como

DE o 09
— = —(k— +0;;U;), 2.49
p Dt 61?]( 83:]- ” 1) ( )
onde 6 é a temperatura do fluido, e k é o coeficiente de condutividade térmica.
Para um fluido newtoniano, o tensor tenséo o;; é descrito por

2
oy = —Péi; + uD;; — §y96ij. (250)

A combinagio das duas expressdes acima, nos fornece

DE o ,{ﬁ)_Pe_Uja_P_,__a_u(

_ 0 oU; | oU;
Dt = 9z;" Ox; dz; = Ox;

02_7 6I,‘

2
p VUi — guG)Ui]-

(2.51)

A interpretacdo de cada um dos termos da equagdo acima é a seguinte:

1. variagdo local com o tempo e mudangas devido ao transporte convectivo por unidade de
volume e de tempo da energia total,

2. mudangas por unidade de volume e de tempo devido a condutividade térmica,

3. mudangas por unidade de volume e de tempo devido ao trabalho por compressdo e ex-
pansao,
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4. mudangas por unidade de volume e de tempo devido o trabalho pelos gradientes de
pressao,

5. mudangas por unidade de volume e de tempo devido ao trabalho pelas tensdes viscosas.

O termo (3) é convertido em calor enquanto o termo (4) fornece a contribui¢do em energia
cinética. O termo (5) pode ser re-escrito como

0 ou; 0U; 2 8 oU; 0U; a 2
— U= 200U = \Uijz—ul s+ 3 )| - Uiz o
9z, [“(azj M az,-> 3" ] [ ’[azj"(axj i 155,349
ou; oU;\oU; 2 _, 2
-2 . .52
+ [ﬂ(axj + 6$,‘>61‘]‘ 3#’9 ( )
O primeiro termo desta equacdo contribui com a energia cinética enquanto o segundo con-

tribui com a dissipagéo.
Considerando-se separadamente a energia cinética e a energia interna podemos escrever:

Para a energia cinética:

D U:U; 7] oU;  0U;
Dt B = —Uia—zj [—P6ij + (aCIIJ axl )U - —,u@] (253)
ou
D UU; oP 9 au; oU; 2
"Dir _U"a_xj+a_[ (ax] * ,)Uf‘ 3“")”1] -
au; + oU; (2:54)
# 0z; Oz,
Para a energia interna:
DE;n: 0 a6 ou; ou;\ou; 2
= PO : J Lo Zue?. .
"Dt =z, "as;) ~FO* [ (axj * azi)azj 3#© ] (2:55)

A equagdo (2.55) pode ser identificada como a primeira lei da termodinimica. A inter-
pretacdo de cada um de seus termos é, portanto, clara.

As equagdes acima podemos agora aplicar a decomposi¢do de Reynolds. Para um escoa-
mento compressivel o algebrismo é grande. Aqui, por simplicidade, consideraremos as equagdes
para um escoamento incompressivel.

A decomposicdo de Reynolds, como visto na segio anterior, nos fornece

Ui=Ui+u, (2.56)
P,=P+p, (2.57)
UU;, = ﬁi_U_,' + 26,'?1.,' + uu; = U[ﬁ.- + ZU,-ui + q2. (2.58)

A substituic8o dessas relagdes na equagéo (2.54), seguida pela tomada da média resulta em
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aUU;, 8¢ P 1 i
at 2 +6_3= oz; <p+2UU]) ( 61,)
U; p 1
(5_ —) Bz, 61‘1 (5 27 ) (2.59)
d — 1
Bz 32,0 531‘ U?

+ lo} 0’&,‘ + a’ll.j 611,1- + 811.]- 6'Ll]
v—uijl — +— | —v| — :
oz; ° O0x; Oz; 0r; Oz, ) O,

Multiplicando-se cada termo da equacdo da conservagdo da taxa de quantidade de movi-
mento por U; obtemos

8 UU; 8 — (P 1__ _02U —_ 9
= = -—U,(=+0,0, — Ui —u;, 2.
ot Ox; (p +2 J ])+ az]ax] ’axj“"J (2.60)
ou ainda,
dUU;, 8 = (P 1—_— alu, o —
— ! Jil —+=U;U; | = —(—u;) — — —wu;U;
53 +811L (p -+-2 ] J) (- uj)azj azju u;U
& — (08U, U, oU; dU;\oU;
U —+==) - : (2.61)
¥ o J(azj 611> "(mﬁa )0:61

Estas sao as equagdes de transporte para a energia cinética do movimento médio. O primeiro
termo do lado direito da equacdo corresponde ao trabalho de deformagio pelas tensdes turbu-
lentas por unidade da massa e de tempo. Quando i # j, tal que —%;u; é uma tensdo de
cizalhamento, normalmente esta tensado possui o mesmo sinal de 9U;/dz;; logo, para i # j
este termo fornece uma contribuicao negativa para a energia cinética do escoamento, isto é, ele
extrai energia do movimento médio. Quando ¢ = j a contribuigao pode ser positiva ou negativa,
dependendo do sinal de OU;/0z;. Entdo, de certa forma, este termo pode ser visto como um
termo de dissipacdo para o escoamento médio. De fato, uma comparagio entre todos os termos
do lado direito da equagdo (2.61) mostra que o primeiro e o quarto termos fornecem o trabalho
de deformacdo do escoamento médio pelas tensdes turbulentas e viscosas respectivamente. No
caso da dissipagdo viscosa, este trabalho é convertido em calor.

Subtraindo-se a equagdo (2.61) da equagdo (2.59), obtemos a equacdo da energia cinética
turbulenta. Esta equagdo é repetida aqui.

Rq_—_iu B+12 _u,u,a_ﬁi
Dt2 = 8z; ‘\gq 2q * "az,-

+ d 8ui + 8u]' 611,‘ + 6Uj auj
V—u; —v| — .
6zi J 6xj a.'l:,‘ 61}]' 6:6,‘ 6z,~

Observe que o segundo termo do lado direito desta equagao é o primeiro termo da equagio
anterior com o sinal trocado. Isto indica que ele transfere energia do movimento médio para a

(2.62)
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turbuléncia e vice-versa. Na equagio da energia cinética turbulenta ele é chamado de termo de
producdo. Fisicamente, a transferéncia de energia se dé através de um processo de esticamento
dos vértices turbulentos devido ao escoamento médio.

Como exercicio, consideremos um escoamento onde a velocidade aumenta na diregéo longi-
tudinal, z;, tal que 85{/63:1 > 0. Neste caso o termo —ulaUl/aa:l é negativo. Isto promove
um decréscimo em energia turbulenta. Por outro lado, se 8U; /0z1 < 0, a turbuléncia tendera
a aumentar. Acabamos de deduzir a seguinte regra: um escoamento sujeito a um gradiente
positivo de velocidade possui uma tendéncia & intensidade turbulenta relativa diminuir; um
escoamento sujeito a um gradiente negativo de velocidade sofre os efeitos contrarios.

Terminamos esta se¢io lembrando que frequentemente a equacio da energia cinética turbu-
lenta aparece escrita de outro modo.

De fato, para um escoamento incompressivel,

azu,—

Logo, podemos escrever

92,"\ 5z, " 02:) \@z, « 0z:)0z: 8 V0x; 87,2020  0w; 0z: Oz 0
L9 5 0wy (2.64)
2 O:ciazi 0.’1,‘1 a.’L‘i

i) _(a'u.i 6u]-> 3 (611,1- + Bu])au] 0 0w 0105 Oudu; Ou;0u;

A equacio da energia cinética turbulenta entdo fica,

D q _ 1o} P 1 9 651 1 (92 -3 6uj an
Dt2 az,-“‘(q T30 ) T T Y ne ) Vw02 (265)

2.2 As equacgoes de camada limite

Para os escoamentos turbulentos, as equagoes de camada limite podem ser deduzidas utilizando-
se 0s mesmos conceitos e hipéteses do caso laminar. Nominalmente, que existe um comprimento
caracteristico na direcdo transversal, a espessura da camada limite, o qual é muito menor que o
comprimento caracteristico na diregio longitudinal. Isto € equivalente a se dizer que, na equacéo
de Navier-Stokes, os gradientes dos termos difusivos na dire¢do z podem ser desprezados perante
os gradientes na diregdo y.

De fato, a hipdtese da existéncia de um comprimento caracteristico transversal muito menor
que os outros comprimentos envolvidos no problema sob tratamento é tipica das teorias de
camadas finas; estas envolvem a camada limite, os jatos, as esteiras, as plumas, etc.

No caso de um escoamento incompressivel, bi-dimensional, isto leva s seguintes equagdes:

U oV

F By 0, (2.66)
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U+ V= — o o — (2.67)

—oU —8U 18P 8{ au _}
Or Oy pOxr 0Oy '

Comparando-se as equacdes (2.66) e (2.67) com as equagBes para os escoamentos laminares,
observamos que:

1. Os componentes de velocidade U,V e P foram substituidos por U,VeP.

2. Os termos de inércia e de pressao permanecem com a forma inalterada, enquanto o termo
viscoso ¢ trocado por

0 ou
—lv— —uv ). 2.
” (y ” v) (2.68)

Isto é equivalente a dizer que as forcas viscosas laminares por unidade de volume

(= 071/dy) sdo trocadas por
a
53;(7'1 +Tt>, (2.69)

onde 7, = pdU /8y e 7, = —puv é a tensdo turbulenta resultante da hipétese de Reynolds.

As condigbes de contorno a serem satisfeitas por um escoamento turbulento sdo idénticas
aquelas impostas aos escoamentos laminares. S&o elas a condigdo de nado deslizamento
(y = 0,U = 0) e a condicio de nao penetrabilidade (y = 0,V = 0). Longe da parede,
a velocidade deve tender assintoticamente aos valores do escoamento externo. Desde que a
condig¢do de ndo deslizamento deve ser satisfeita, é claro que na parede as flutuagdes sao nulas
e portanto os componentes do tensor tensido de Reynolds também o sdo. A consequéncia é que
bastante préximo a parede as tensoes turbulentas devem ser menos importantes que as tensées
viscosas laminares, desde que estas sdo, genericamente falando, diferentes de zero. Segue-se
que para todo escoamento turbulento existe préximo & parede uma regido bastante fina onde
o comportamento do escoamento é laminar. Esta camada é conhecida como a sub-camada
laminar. Nela, as forcas viscosas dominam também os termos de inércia. Imediatamente acima
da sub-camada laminar encontra-se uma outra regido onde os efeitos das flutuacdes, através do
termo de tensdes de Reynolds, se tornam compardveis aos efeitos viscosos. A seguir, uma outra
regido é atingida onde as tensdes turbulentas dominam completamente as tensdes laminares.
Embora a espessura da regido de escoamento laminar seja muito pequena, seu estudo é impor-
tante por ser ali que o fendmeno da aderéncia do fluido & parede, que d4 origem ao arrasto,
acontece.

2.2.1 Alguns resultados experimentais sobre as flutuag¢oes turbulen-
tas

Experimentos sobre escoamentos turbulentos devem, preferencialmente, prover medidas nao
apenas das quantidades médias mas também dos componentes das flutuagdes. De fato, medidas
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das quantidades médias nos fornecem a maioria das informagdes necessdrias para o tratamento
de problemas simples de engenharia. Porém, s6 com o conhecimento das flutuagées turbulentas
poderemos ganhar um completo conhecimento da mecédnica da turbuléncia. Nosso propdsito
nesta se¢do é apresentar medidas de algumas quantidades do campo de turbuléncia de modo
a enriquecer nossa visdo do fendmeno e oferecer alguma justificativa para os procedimentos
matemaéticos a serem adotados no futuro.

A Figura 2.2 apresenta dados experimentais para o perfil de velocidade médio e para os
valores médios quadraticos dos dois componentes \/1:_5 e \/v:2 das flutuagbes. Observe o alto
valor atingido por \/u_—2 préximo a parede (= 0.13U).

O produto —uv € mostrado na Figura 2.3. Na maior parte do escoamento as tensoes se
devem exclusivamente aos termos turbulentos. Apenas junto & parede, onde as flutuagbes
devem ir a zero, as tensoes laminares dominam. A linha tracejada mostra a variagdo de tensdo
cisalhante. Ainda nesta Figura, é mostrado o coeficiente de correlagio —¢, definido como

6= ¥ . (2.70)

Um outro conjunto de medidas é mostrado na Figura 2.4.
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Figura 2.2: Medidas dos componentes de Figura 2.3: Medidas dos componentes de

flutuagdo turbulenta.em um tinel de vento  flutuagdo turbulenta em um canal (Reichardt,
(Reichardt, 1938). 1938).
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Figura 2.4: Variacdo dos componentes de flutuagdo em uma camada limite de acordo com as

medidas de Kiebanoff(1955). Curva 1, U curva 2, Vu?; curva 3, Vw?Z curva 4,V v curva 5,
Vuv. As trés curvas no detalhe representam respectivamente as curvas 2, 3 e 4.

E claro que, devido & prépria natureza do escoamento, a turbuléncia nas regides mais exter-
nas da camada limite é intermitente. Oscilogramas dos componentes da velocidade demostram
que a posi¢cao da borda da camada limite que divide as regides de escoamento turbulento do
escoamento externo, varia fortemente com o tempo. A variagdo do fator de intermiténcia vy ao
longo da direcao transversal do escoamento é mostrada na Figura 2.5. O valor v = 1 significa
que o escoamento ¢ turbulento todo o tempo; v = 0 corresponde ao caso contrario.
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Figura 2.5. Comportamento do fator de intermiténcia v em uma camada limite turbulenta
como medido por Klebanoff(1955).
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2.2.2 A estrutura assintética da camada limite turbulenta

Para deduzirmos a estrutura assintética da camada limite turbulenta precisamos, antes de qual-
quer cojsa, estimar a ordem de grandeza das flutuagGes turbulentas. Isto deve ser feito através de
uma andlise meticulosa dos dados experimentais. A tensdo turbulenta —%v/U2 medida préxima
a parede é comparavel em ordem de grandeza & tensao local na parede 7,,/pUZ ~ 0.0015. Isto
nos sugere ser razodvel assumir que

ord(u) = ord(v) = ord(u,), (2.71)

ur = |22, (2.72)
Pu

De fato, um farto material pode ser encontrado na literatura para corroborar as hipdteses
acima. Para a camada limite incompressivel, os dados de Schubauer e Klebanoff(1951), de Kle-
banoff(1955) e de Laufer(1951, 1954) estabeleceram as igualdades acima como verdadeiras.
Para o escoamento compressivel, medidas de Kistler(1959), de Kistler e Chen(1963) e de
Morkovin(1962) ndo apenas confirmaram este resultado como chegaram a

U v t U
ord(a) = ord(a) = ord(ﬁ) = ord(i) = ord(i) (2.73)

Outros trabalhos podem ser encontrados na literatura que demonstram ser as relagoes acima
validas mesmo para escoamentos com gradiente externo de pressdo ou inje¢ido normal de fluido
na parede.

A velocidade caracteristica u, é chamada de velocidade de atrito. Podemos entdo agora
proceder a uma anédlise sobre a ordem relativa dos termos na equagao (2.66).

Numa vizinhanga imediatamente adjacente & parede deve existir uma regido onde os ter-
mos laminares viscosos dominam exclusivamente. Podemos entdo adiantar que a equagio do
movimento para esta regido se reduz a

*U
— =0. 2.74
o2 (2.74)
Uma primeira integral, nos fornece
oU
— = A. .
7 By (2.75)

Desde que a igualdade acima vale em paricular para y = 0, temos A = 7.
Uma integral segunda resulta em

U=—, 2.76
. (276)

pois na parede U = 0.
A equagdo (2.76) pode ainda ser escrita da forma
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U_wy (2.77)
Ur v

ou ainda,
Ut =yt (2.78)

A conclusio é que o perfil de velocidade de um escoamento turbulento possue forma linear
na regiao muito préxima 3 parede. Podemos ainda concluir que (u, , yu,/v) sdo varidveis de
similaridade para esta regiao.

Imediatamente acima da regido laminar viscosa deve existir uma regiio onde os efeitos das
tensoes laminares e turbulentas possuem a mesma importancia. A equagdo do movimento se
reduz entdo a

U  duw

H ay

Infelizmente, como até o momento nio desenvolvemos qualquer relacao constitutiva que nos
permita modelar o termo turbulento, nao podemos obter uma integral segunda da equacio
(2.79) chegando a uma solugdo analitica fechada para o perfil de velocidade. Podemos, entre-
tanto, avangar nosso conhecimento com alguns argumentos de escala. Facamos portanto

ord (ug—ﬁ) = ord(uv). (2.80)

Y

Como na camada limite turbulenta a mistura na diregdo transversal é muito intensa, a
variagao do perfil da velocidade com y ndo pode ser de ordem unitéria, como acontece com a
camada limite laminar: ela deve ser, de fato, bem menor. Observa-se que préximo a parede

ord(g) = ord(“z’/—’) (2.81)

Este resultado, de fato, é plenamente sugerido pela equaggo (2.77).
Seja agora 6 a espessura da camada onde a relagdo (2.81) é satisfeita, logo

Vi
ord (=) = ord(u), (2.82)
pois vimos anteriormente que ord(u) = ord(v) = ord(u,),
Segue-se que a espessura da camada viscosa laminar é fornecida por
6 = ord(v/u,). (2.83)

Imediatamente acima da regiao viscosa laminar encontramos uma regido onde as tensdes
turbulentas dominam completamente o escoamento. Esta regifio, de suma importancia para a
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determinagdo de vérias propriedades importantes do escoamento, serd tratada em detalhes em
uma se¢do especifica a seguir. Por ora nos deteremos na determinacio de sua espessura.

Acima da regido completamente turbulenta segue-se uma regido onde os termos de inércia
dominam a equagdo do movimento. Esta regido compreende a maior parte da camada limite
turbulenta sendo chamada normalmente de camada externa ou camada defeituosa; este termo
ficard claro a seguir.

Para determinarmos a espessura da camada completamente turbulenta consideraremos a
regido onde os termos de tensdo turbulenta e os termos de inércia possuem a mesma ordem de
grandeza; isto é, consideraremos a regido onde

ord (UZ—Z) = ord <-%—"> . (2.84)

Para avaliarmos a ordem dos termos acima consideraremos que na regido interna do escoa-
mento as quantidades de referéncia ainda sdo (u,,v/u,). Para a regio externa, entretanto,
tomaremos como quantidades de referéncia (Ue, §), onde 6 denota a espessura da camada
limite baseada em 6§ = 0.99 Ug.

De fato, na regido externa do escoamento as equagdes do movimento para uma primeira
ordem de aproximagao sio as equagdes do escoamento de um fluido nao viscoso. Os termos tur-
bulentos conferem a essas equagdes uma correcio de primeira ordem. Portanto, numa primeira
aproximacao, a solugao para a camada limite turbulenta na regido externa é simplesmente U =
Uso(z). A correcio de ordem superior a esta solucdo, provocada pelo termo turbulento, resulta
em um “defeito” na solugdo nao viscosa. Dai o termo camada defeituosa.

Chamando a espessura da camada completamente turbulenta de 5, da equagio (2.84) vem

Us 2
Too = ord(%), (2.85)

isto é,

2
5:0(5‘; > (2.86)

Se 6§ denota a espessura da camada limite, sua estrutura pode ser vista esquematicamente
na Figura 2.6.

A camada limite turbulenta possui entdo estrutura bastante distinta da camada limite lam-
inar. Ela possui junto & parede uma camada bastante fina, de espessura 5, onde os termos
viscosos prevalecem. Acima desta camada e até a espessura 5, a predominancia é dos termos
turbulentos. Finalmente, na regido mais externa, de espessura 6, o dominio é dos termos de
inércia. Nesta regido, os termos de tensio aparente de Reynolds possuem uma contribui¢io de
ordem superior.
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Figura 2.6. A estrutura assintética da camada limite turbulenta.

A Figura 2.7 ilustra um perfil de velocidade construido em coordenadas internas e grafico
mono-logaritmico. Observe que todos os perfis de velocidade colapsam para y* < 1000. Pos-
suindo inicialmente uma forma linear, como demonstrado pela expressdo (2.77), o perfil de
velocidade assume a seguir uma forma logaritmica. Em toda esta regifo, as varidveis de simi-
laridade (u,,v/u,) permanecem perfeitamente validas. Repare que estas varidveis haviam sido
deduzidas com base apenas na regido de solugao linear e que, portanto, existe alguma sur-
presa ao constatarmos que elas sao validas para uma extensao bem mais ampla que aquela
inicialmente pensada.

Na regido externa, os perfis nao coincidem tendo em vista serem as varidveis de similaridade
(U, 8). A solugdo desta regido também sera discutida em separado.

Aos conceitos acima emitidos uma interpretagdo matematica rigosa pode ser fornecida pela
utilizacio de técnicas de perturbagdo. Os trabalhos de Yajnik(1969) e de Mellor(1972) sao
cldssicos. Neles, a camada limite é caracterizada por duas regides distintas, possuindo repre-
sentagio por expansdes assintéticas diferentes e apresentando um dominio comum de validade,
a regido turbulenta.

Para o caso compressivel, podemos adiantar que a estrutura assintdtica da camada limite
turbulenta permanece a mesma. Na realidade, a variagao local da massa especifica e da temper-
atura do escoamento, tornam qualquer andlise matematica do problema muito mais complexa.
A prépria defini¢io de uma velocidade caracteristica préxima & parede torna-se dificil pois
agora u, pode ser definido em fung¢do do valor da massa especifica na parede ou no escoamento
externo.

Afzal(1973) discutiu a camada limite turbulenta compressivel sob o ponto de vista do método
das expansdes assintoticas combinadas. Ele identificou uma estrutura e solugoes aproximadas
que sofreram criticas de vérios outros autores. A dificuldade principal residia no modo como
a combinacio das solugbes interna e externa foi realizada para o perfil de massa especifica.
Mais tarde Silva Freire(1989a) utilizando o conceito de limite de Kaplun(1967) mostrou que a
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andlise de Afzal encontrava-se correta em quase todos os detalhes e que, portanto, a camada
limite turbulenta compressivel possui uma estrutura de duas camadas. Nesta segunda anilise,
modificagbes de ordem superior foram introduzidas para garantir o fechamento da combinagio
das expangées assintdticas.
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Figura 2.7: O perfil de velocidade escrito em funcdo das coordenadas internas (Ludwieg and
Tillmann(1949), Klebanoff and Diehl(1951), Schultz-Grunow(1940)).

Toda a andlise anterior pode ser extendida para a camada limite térmica sem muitas di-
ficuldades; esta também apresenta uma estrutura em trés camadas com a regiao da parede
dominada pelos efeitos condutivos. Adjacente a esta encontra-se uma camada dominada pe-
los efeitos turbulentos. Finalmente, na camada mais externa, os efeitos convectivos dominam.
Mais detalhes sobre esta estrutura podem ser obtidos em Silva Freire e Hirata(1989).

Discussdes mais gerais sobre a estrutura da camada limite turbulenta baseadas no conceito
de limite de Kaplun{1967) podem ser encontradas em Silva Freire(1990, 1996, 1998).

2.2.3 A lei da parede

Na secio anterior estabelecemos uma série de regides distintas para a camada limite turbulenta.
De fato, varios pesquisadores j4 haviam no inicio do século identificado muitas dessas regides e
suas solugdes.

Por meio do limite assintdtico de uma expansao Prandtl, obteve a solu¢@o linear para a
sub-camada laminar em 1910. A solugao logaritmica foi primeiramente deduzida por Taylor
em 1916 e subsequentemente por Prandtl em 1925 e von Kdrmdan em 1930. Os dois tltimos
autores usaram argumentos relacionados & teoria do comprimento de mistura (a ser apresentada
em secbes posteriores). Mais tarde, em 1939, von Kdrmén dividiu a solugio logaritmica em
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duas para obter uma melhor concordancia com os dados experimentais.

A solugdo logaritmica recebeu uma deducdo a partir de argumentos de escala e de anélise
dimensional por meio de Millikan em 1939. Em sua anélise do problema Millikan utilizou apenas
razdes de ordem geral, ndo precisando considerar qualquer argumento sobre o fechamento do
termo de tensdo turbulenta.

Para um escoamento sobre uma superficie lisa, o comprimento caracteristico foi visto na
secdo anterior ser v/u.. No caso de uma parede rugosa, a distribuigdo de velocidade deve ser
afetada pelas caracteristicas dos elementos rugosos, particularmente quando estes possuirem
dimensGes superiores a espessura da sub-camada laminar.

O resultado é que, para a regido da parede, argumentos dimensionais revelam ser U uma
funcao de u,, k, v e y. Aqui, k£ denota um comprimento apropriado capaz de caracterizar a
rugosidade da parede. Segue-se de argumentos dimensionais que

_ f(u.,,yy u.rk)

14 14

(2.87)

A relacdo acima é conhecida como a lei da parede. Para uma parede lisa, ela fica simplificada
para

Flal

= f(&Y. (2.88)

v

Para a regido externa da camada limite, farta evidéncia experimental mostra que similar-

idade pode ser obtida se considerarmos a diferenga de velocidade, Uy, — U, e a distincia da
parede, y, adimensionalizadas respectivamente por v, e §; ou seja

2= = (%) = g(n) (2:89)

A relagdo acima é vdlida em uma grande extensdo da camada limite. Observando a grande
similaridade entre as condicoes do escoamento na regido externa da camada limite e na esteira
de corpos a equagao (2.89) tem sido chamada de a lei da esteira, ou, ainda como anteriormente,
de a lei do defeito na velocidade.

As leis da parede e da esteira sao vélidas em regies distintas do dominio, devendo ser
necessdriamente combinadas para se obter uma solugéio global vélida da parede a regido ex-
terna da camada limite. Deste modo, deve existir uma regido onde as expressdes (2.87) e
(2.89) possuem dominio de validade comum. Neste caso, isto deve também ser valido para os
gradientes locais de velocidade.

Segue-se que

—+

U d dg d

U _ 4 _ _dgdn (2.90)
gyt dyt dn dy*

onde U' = Ul/u, e yt=yu./v.
Como dn/dy*=v/6u,=n/y*, temos
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y* E(gi/f_*“ = —nj—z = constante = A. (2.91)
A solugdo fica entdo
U'=fy")=Alny" +B, (2.92)
e
Ul -U =gn)=-Alny+C. (2.93)

Resulta, portanto, que a fungio aparecendo na lei da parede possui forma logaritmica.

Como dito anteriormente, muitos autores realizaram programas experimentais extensivos
para a validac@o da expressao acima. Hoje existe consenso que para a camada limite sujeita a
um gradiente de pressdo zero os parametros A e B possuem valor constante e igual a 2,5 ¢ 5,0
respectivamente. O pardmetro A é normalmente escrito sob a forma A = 1/3¢, onde » = 0,4 é
a chamada constante de von Karmdn. Esta constante, como veremos em se¢bes subsequentes,
estd relacionada ao conceito de comprimento de mistura.

Uma outra inspecao da Figura 2.7 revela que o valor de y* a partir do qual os dados
experimentais divergem da solugéo logaritmica dependem do nimero de Reynolds. Os dados
divergem dando origem a curvas com mesma forma, mostrando que para altos valores de y* a
linha reta fornece resultados muito inferiores aos dos perfis de velocidade medidos.

Na Figura 2.7 a lei da parede foi desenhada com valores de constante A = 2,5e B = 5,0.
Esses sdo os valores preferidos de Coles(1956), que os obteve apds a anélise de mais de 600
diferentes experimentos.

Novas indicagdes da existéncia da lei da parede serao fornecidas a seguir. O conjunto de
experimentos a ser apresentado foi realizado por Avelino et al.(1998c) em um dos tineis de
vento do Laboratério de Mecéanica da Turbuléncia do PEM/COPPE/UFRJ.

A Figura 2.8 mostra os perfis de velocidade medidos ao longo de 13 estagbes para uma
camada limite que se desenvolve sobre uma placa lisa com gradiente de pressiao externa nulo.
Os perfis foram desenhados em coordenadas dimensionais em um gréfico mono-log (logaritmico
de Neper). A existéncia de uma regido onde a solugdo € linear nao deixa dividas. O coeficiente
linear das retas na regido logaritmica diminui em valor a medida que o escoamento se desenvolve
a montante, indicando que o coeficiente de atrito diminui. Os mesmos perfis de velocidade sao
vistos na em Figura 2.9 em internas. Observe como todos eles colapsam dando origem a uma
tnica curva que representa a lei da parede, expressio (2.92).
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Figura 2.8: O perfil de velocidade escrito em coordenadas dimensionais (Avelino et al., 1998c¢).
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Figura 2.9: O perfil de velocidade escrito em coordenadas internas (Avelino et al, 1998).

Fagamos agora uma deducgéo alternativa da lei da parede por argumentos semelhantes aos
anteriores mas apresentados de modo totalmente original.
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Retornemos & equagdes (2.88) e (2.89), considerando que as leis da parede e da esteira
possam ser escritas como

U(z,y) = uff(u;y), (2.94)

T(2,y) = Ueolz) — ur g(5): (2.95)

Como estas relagdes devem ser simultaneamente vilidas em uma mesma regido do escoa-
mento, a regido de combinagdo das solucdes interna e externa, temos que a seguinte equagao
pode ser escrita

Uso(z) = ur [f(y*) + 9(n)]. (2.96)
Derivando a equagio (2.96) com relagdo a z vem

Tale) = e [2515) = )| 444 L76) + o) 29

Derivando com relagdo a y obtemos,

0=u, [%f’(zﬁ) + %g’(n)]v

5 (2.98)
Ur
g =-—1@")
v
Substituindo-se as expressoes (2.96) e (2.98) em (2.97) chegamos a
— ! 6! U
@) =ur [ﬁy+f'(y+>+—y+f'(y+)] +u U=(®) (2.99)
ur ) Ur
ou ainda,
—[7;:1?1) - ﬁm(l‘);; e
=y ) (2.100)
+ =
Ur 6

Como os termos do lado direito e esquerdo da equagdo (2.100) sdo fungdes de varidveis
diferentes estes devem ser iguais a uma constante, ou seja,

vy f'y*)=4,  fly*)=Alny*+B. (2.101)

Logo, na regido onde ambas f e g séo validas o perfil deve ser logaritmico.
O lado esquerdo da eguagéo (2.100) nos fornece
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Uyolz) = ul u, ¥
o) Felz)Z =4+, 2.102
=2 Tule) g =4 |+ 5 (2.102)
d [U d
4 V@) _ 4 L ny, 41, (2.103)
dz | u, dz
Uso
) _ Alnus+B. (2.104)
Uy

A dltima equagao pode ser facilmente identificada como a equacdo do atrito na parede
anteriormente deduzida.

2.2.4 A lei da esteira

Para altos valores de yu,/v serd mais apropriado considerarmos a diferenga de velocidade
(Us — U)/u; a0 invés de U /u,. Da expressdo (2.92) podemos obter diretamente

U —-U
ST Al (2.105)
Uy 1
Infelizmente, como vimos das Figuras 7 e 9 a expressio (2.92) nao fornece uma boa repre-
sentagao do perfil de velocidade para y=6 de modo que a expressdo acima deve ser corrigida
pela introducdo de uma constante arbitrdria. Logo, segue que

U —U

Ur

=-4 ln%-i—C. (2.106)

A Figura 2.10 mostra um gréfico logaritmico da distribuigdo de velocidade em coordenadas
externas. Para valores de y/§ inferiores a 0,15 a curva é praticamente reta com valores de A e
C iguais a 2,5 e 3,7 respectivamente. Os valores de y/§ ~ 0,15 correspondem a yu,/v = 750.

N
- ~
- ~
- N
al- ~
- A
| L
107 107 10°
y/defta

Figura 2.10: A distribuigdo de velocidade em coordenadas externas (Clauser, 1956).
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Os perfis de velocidade das Figuras 2.8 e 2.9 sdo re-apresentados aqui na Figura 2.11 em
coordenadas externas. Observe que todos os perfis colapsam na regido externa do escoamento,
enquanto o mesmo ndo acontece para a regido interna. Portanto, temos acabado de demonstrar
que a descrigdo da camada limite turbulenta realmente requer o concurso de dois conjuntos de
escalas distintos, um para representar a regiao interna e outro para representar a regido externa
do escoamento.

uminf 1.0 |
09 |

08 -
0.7
06 |-
05
04
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0.3
0.0 0.1 y/delta 1.0

Figura 2.11: O perfil de velocidade escrito em coordenadas externas (Avelino et al, 1998c).

Uma proposta de Hama(1954) para representar o perfil de velocidade para y/6 > 0,15
resultou na seguinte correlagdo empirica

=9,6(1- %)% (2.107)

Uy é

Entretanto, se esta férmula for aceita como verdadeira, a conclusio é que o ponto limftrofe
entre as regides interna e externa da camada limite turbulenta independe do numero de
Reynolds, e isto ndo parece razodvel. De qualquer forma, a expressio acima possui muita
utilidade em aplicagdes priticas.

Impressionado pela grande similaridade apresentada pelos escoamentos na regido externa
da camada limite e em uma esteira, Coles(1956) propds uma correlagio puramente empirica
para a corregao da lei da parede e sua consequente extensio para a regides externa. De fato, os
escoamentos na regiao externa da camada limite e em uma esteira sio ambos dominados por
processos de mistura de grande escala controlados pelos efeitos de inércia e ndo por processos
viscosos.

Apés a andlise de mais de 600 experimentos distintos, Coles propds escrever a expressio
para o perfil de velocidade como
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1. yu, IT
=—In(—)+B+—-W(n) 2.108
SIn(S5)+ B+ W) (2.108)

§lal

Na expressdo acima s é a constante de von Kérmén (=0,40), B = 5,0 e n = y/é.

A fungdo W (n) é uma fungéo positiva, de carter aparentemente universal; ela é conhecida
como a lei da esteira. O parametro II ndo depende de y. Ele esté relacionado ao coeficiente de
atrito local pela expressao

]

1 T I
X = Zln(—=)}+ B+ —-W(1). 2.1
%n(y)+ +- (1) (2.109)

Ur

Esta expressdo mostra que II deve ser uma fungdo implicita de = por meio de sua de-
pendéncia em u, e §. Coles considerou II independente de z; entretanto uma andlise dos dados
experimentais revela que

Il = —0,057571n? Ry + 1.062In Ry — 4,317; Rp < 5600 (2.110)
=0,55; Ry > 5600. (2.111)

onde Ry denota o nimero de Reynolds baseado na espessura da quantidade de movimento local.
Re-escrito em variaveis externas, o perfil de velocidade fica

Us—U

s

:—}%lnn+—g[2—W(n)]. (2.112)

A lei da parede possui uma interpretacao fisica muito interessante e relacionada a separacio
de um escoamento. A equacdo (2.109) pode ser re-escrita como

1 u, Ur u,ll
l=—=—1In +=—B+=—-W(1). 2.113
n Uy ( v ) U Ut M) ( )

Uy

Considerando-se W (1) = 2, um valor sugerido por Coles, a passagem do limite v, — 0 na
equacao acima nos fornece

lim T _ L (2.114)
=0 3x 2

Logo, resulta da expressdo (2.108) que no ponto de separacéo,

= ZW(n). (2.115)

A fungdo universal W (n) foi apresentada por Coles em forma tabular.
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A lei da esteira.

n _Whm n W)

0 0 0,55 1,152
0,06 0,004 0,60 1,307
0,10 0,029 0,65 1,458
0,15 0,084 0,70 1,600
0,20 0,168 0,75 1,729
0,25 0,272 0,80 1,840
0,30 0,396 0,85 1,926
0,35 0,535 0,90 1,980
0,40 0,685 0,95 1,999
0,45 0,838 1,00 2,000
0,50 0,994

A curva que representa W () é quase simétrica com relagio ao ponto n = 0,5. Ela pode ser
aproximada por

2n—1
W(n)=1+sen = Ur 5 )F. (2.116)
Outra aproximacfo bastante popular é
W(n)=1- cosmn. (2.117)

2.2.5 A lei da parede para um escoamento compressivel

Nos escoamentos turbulentos compressiveis, os mecanismos de transporte associados a flu-
tuagoes da massa especifica, da temperatura, e da viscosidade poderiam ser suficientes para,
de alguma forma, alterar a estrutura ja estabelecida para o escoamento incompressivel.
Mostraremos a seguir que este ndo é o caso.

Para um escoamento compressivel Morkovin(1960) deduziu a seguinte expressao

ol ™

t ol
= =—(y-1)M = (2.118)
onde M representa o nimero de Mach.

A partir desta equagao, verifica-se que a razao entre as flutuagdes em massa especifica e seu
valor médio é pequena, ndo excedendo valorer superiores a 0,1 para nimeros de Mach inferiores
a 5,0. Pode-se concluir que as flutuages de temperatura e de massa especifica ndo exercem
influéncia significativa no campo de turbuléncia até nimeros de Mach iguais a 5,0. Isto significa
que o conhecimento adquirido sobre a estrutura turbulenta em escoamentos subsdnicos pode
ser extendida para escoamentos supersonicos.

Sob certas condigoes a equagdo da energia para um escoamento turbulento possui solucao
analitica. Para o caso em que a temperatura na parede é constante, Crocco(1933)(veja
Rotta(1965)) obteve
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T T, T,-T,U y=1_ ., U
F&“F&“L VR A M; (1_(75))’ (2.119)
onde,
r = fator de recuperagio (=0,896),
T, = temperatura na parede,
Ts = temperatura na regido externa da camada limite,
T, = temperatura de recuperagio,
e

y—1

T, =Ts(1+r 5

M3). (2.120)

Para um escoamento adiabdtico, isto é, sem fluxo de calor na parede, a equagio (2.119) se
torna

T =1 U
— =1 Mgl - (= 2.12
=t (1- (), CREN

De todo o exposto, espera-se, portanto, que a camada limite possa ser dividida em uma
regido interna e outra externa. Deste modo, para uma regido localizada imediatamente adja-
cente 4 parede onde os efeitos viscosos dominem podemos escrever

U wul (T,\"
5y 7(?) , (2.122)

onde a variacdo da viscosidade com a temperatura foi avaliada pela expressao

L= fhy (%)“ (2.123)

Substituindo-se a expressdo (2.119) em (2.122) com w = 1 obtemos

— ,
U _usy
PR (2.124)
onde
1.0 1 U .2 .
U =U[1+ za*=— - -b"3(=)"], 2.125
[14+50° 5 - 3] (2129
. TIs ¥y-1
a T—w(1+r 5 ME) -1, (2.126)
-1 _,T,
b=l M2 (2.127)
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e o superscrito ¢ foi adicionado para lembrar que o escoamento é incompressivel.

Esta expressio se reduz ao caso incompressivel no limite Ms — 0.

Logo acima da regido dominada pelos efeitos moleculares, existe uma regido onde os efeitos
difusivos turbulentos dominam, a regido onde a lei logaritmica prevalece.

Nesta regido, o gradiente local de velocidade é fornecido por

auT 1 T\?
By = —%—yu(T—) (2.128)

Uma primeira integral desta equagio resulta em

U_*z_l_l Yo

Uy P4

+Cr, (2.129)

onde

«U° *
. U 2" —a
U = ~Lsen™! [ ( Ye ] (2.130)

Tt o2 + 4p2)1/2

A transformagéao acima é conhecida como a transformagao de Van Driest(1951). Ela trans-
forma um perfil de velocidades compressivel, U°, em um perfil U’ equivalente a lei da parede
cldssica. De fato, toda a influéncia da compre551b111dade ¢ incorporada a transformagao através
dos coeficientes a* e b*. A constante C} é igual ao valor cldssico 5.0.

A extensdo da lei da parede compressivel & regido externa do escoamento pode ser feita nos
mesmos moldes de Coles(1956); isto é, adicionando-se uma funcéo universal aos termos do lado
direito de (2.129). Esta foi a proposta de Maise e McDonald(1968).

De fato, mostra-se que a lei da parede para um escoamento incompressivel vale para situagdes
muito mais complexas desde que o escoamento ndo separe. Mesmo para o caso da interacao
de uma onda de choque com uma camada limite, pode-se mostrar que formulagbes de lei de
parede ainda podem ser utilizadas para descrever o escoamento nas regides internas da camada
limite. Veja, por exemplo, os trabalhos de Silva Freire(1988b), Silva Freire(1989b,1989c), Silva
Freire(1990), Silva Freire e Terra(1991) e de Terra, Su e Silva Freire(1996,1997). Em todos estes
trabalhos técnicas assintéticas foram utilizadas para identificar uma regido de forte interacao
ao redor da onda de choque, secundada por regides de fraca interacdo antes a depois da onda
de choque. No trabalho de 1988, o método das expansdes assintdticas combinadas foi utilizado
para estudar problemas onde a onda de choque era forte e penetrava bastante na camada limite.
Todo o trabalho foi desenvolvido num contexto analitico com solugées locais aproximadas sendo
obtidas para todas as regides do escoamento. A necessidade de combinar todas as solu¢des
nas dire¢les longitudinal e transversal do escoamento resultou em um procedimento bastante
complexo, em particular para as regides internas da camada limite. Uma revisdo completa de
todo o procedimento de solugio pode ser vista em Silva Freire(1989c).

Para obter uma sistemdtica mais simples de solugdo, Silva Freire(1989b), Silva Freire(1990),
e Silva Freire e Terra(1991) resolveram o problema da interacdo desconsiderando a existéncia
da regido de mistura na regido de forte interagdo. O resultado foi uma solugio muito mais
simples onde a regido externa era combinada diretamente & regido viscosa. Uma comparacio
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entre os procedimentos completo e simplificado mostrou ser o desempenho do segundo muito
bom.

Nos trabalhos de Terra, Su e Silva Freire(1996,1997) a énfase foi na descrigao da estrutura
assintGtica. Utilizando limites de Kaplun(1967), os autores mostraram que a camada limite
possui uma estrutura onde na maior parte do escoamento préximo & onde de choque os efeitos
viscosos turbulentos podem ser desprezados.

2.2.6 Escoamento sobre uma superficie rugosa

Quando um escoamento ocorre sobre uma superficie rugosa, as expressdes desenvolvidas anteri-
ormente passam a ndo ser mais validas de modo que algumas modificagdes devem ser efetuadas.

Nikuradse estabeleceu em 1933 os conceitos fundamentais do problema por meio do estudo
de escoamentos em tubos que apresentavam superficie rugosa do tipo “areia”. Ele observou que,
para altos nimeros de Reynolds, o escoamento préximo a superficie torna-se independente da
viscosidade, sendo uma fungdo de um comprimento caracteristico da rugosidade, do didmetro
do tubo, e do préprio nimero de Reynolds. Ele também observou que, para a camada externa
da camada limite, as relagdes universais se aplicam para a maior parte do escoamento, inde-
pendentemente das condi¢bes na parede. A influéncia da rugosidade, portanto, ficava restrita
a uma regido fina adjacente & parede.

De argumentos dimensionais, Nikuradse escreveu

U 1 ku,
—=~1n3+3[“]. (2.131)
14

Uy ” k

A equagdo acima foi escrita de modo alternativo por Clauser(1954) como

=—1In + A -

ur v Ur

. (2.132)

U 1 Yur AU [ku,]
As fungées B e AU deveriam ser determinadas a partir de dados experimentais. De fato,
apés um extensivo programa experimental, Hama(1954) obteve

AU 1. ku,
=—1In
Ur n v

+C. (2.133)

Na realidade, a express@o acima vale para um tipo particular de rugosidade, as rugosidades
ditas do tipo “k”. Escoamentos, por outro lado, que sio insensiveis a k nas dependem de
uma escala global sdo chamados de escoamentos do tipo “D”. No primeiro caso, a rugosidade
é caracterizada por uma série de dentes distantes suficientemente uns dos outros para que o
escoamento entre eles penetre bem atingindo a superficie. No segundo caso, os dentes estio
suficientemente juntos para provocar o aparecimento de estruturas vorticais entre eles.

Para uma rugosidade do tipo D a lei da parede fica

U_1l,yr, 4 AU Du

ur M v Uy v

(2.134)
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A principio, nédo existe qualquer razdo para que as fungdes aparecendo nas equagges (2.132)
e (2.134) tenham a mesma forma, desde que os comprimentos caracteristicos usados para ambas
representacoes sao distintos. Entretanto, Moore(1951) mostrou que uma relagio universal pode
ser escrita se a origem do perfil de velocidade for considerada alguma distdncia abaixo da crista
dos elementos rugosos. Um método detalhado para a determinacdo do delocamento na origem
foi desenvolvido por Perry and Joubert(1964). Este deslocamento é normalmente chamado de
erro na origem, .

Para escrever uma expressao universal, vdlida para todos os tipos de rugosidade fazemos,
entao

U 1 'y AU
U _L,rteu  , AU (2.135)
[T 4 v Uy
onde
AU 1 r
=-m* 4c, (2.136)
Us » v

yr € medido a partir da crista dos elementos rugosos, e C;,i = K, D; é uma constante carac-
teristica da rugosidade.

Mais detalhes sobre como a formula¢io acima pode ser extendida para a camada limite
térmica, ou utilizada em conjuncdo com modelos turbulentos diferenciais de duas equagdes
podem ser obtidos em Silva Freire e Hirata(1990) e Avelino et al.(1997, 1998b). Uma inves-
tigacdo experimental completa sobre a camada limite rugosa, incluindo uma farta explicacao
sobre 0 modo de redugéo dos dados pode ser vista em Avelino et al.(1998¢) e Avelino e Silva
Freire(1998).

Alguns dos resultados de Avelino et al.(1998c) serdo reproduzidos aqui.

A Figura 2.12 compara os perfis de velocidade obtidos para uma parede lisa com os perfis
obtidos para uma parede rugosa. Os elementos rugosos possuiam altura de 3mm, largura de
12mm e passo de 2dmm- isto caracteriza uma rugosidade do tipo k. A Figura 2.12 foi desenhada
em coordenadas dimensionais. Observe que sao dois os efeitos da rugosidade:

1. Deformar as retas que definem a regido logaritmica, provocando um deslocamento de seus
pontos para a esquerda.

2. Abaixar o nivel dos pontos localizados na regido completamente turbulenta.

3. Eliminar a regifo linear adjacente a parede.

De fato, o método desenvolvido para calcular o deslocamento na origem consiste num pro-
cedimento para “retificar” a curva definida pelos pontos da regido turbulenta.

A Figura 2.13 apresenta os mesmos pontos da Figura 2.12, agora em coordenadas internas.
Vemos entédo dois conjuntos de pontos que se agrupam de acordo com as leis da parede para uma
superficie lisa e para uma superficie rugosa. O agrupamento ocorre apenas na regido interna
do escoamento. Na regido externa, todos os perfis de velocidade diferem.
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Figura 2.12: O perfil de velocidade escrito em coordenadas dimensionais para o escoamento

sobre uma superficie rugosa (Avelino, 1998c).
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Figura 2.13: O perfil de velocidade escrito em coordenadas internas para o escoamento sobre
uma superficie rugosa (Avelino, 1998c).
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A Figura 2.14 mostra os perfis de velocidade da Figura 2.12 em coordenadas externas.
Eles colapsam na regido externa reiterando, como afirmado anteriormente, que a influéncia dos
elementos rugosos fica restrita a regido da parede.

I T T 1 LI N B B § I ¥ T L) ] T T 17T I T 1
Ulinf 1.0 - +
09 |- 4
08 |- ]
07 [ ]
06 |- ]
05 |- Superficie Lisa |
- -—- x=-80 + x=-80 A
0.4 -— ~ _<> - =50 . =60 __
03} -3 x=40 B =<0 ]
i -0O- x=-20 ® x-20 T
02 :— -A- x=0 A x=0 |
0.1 1 1 U I Y TR N W I 1 1 1 Ll {1 L.} l 1
0.0 0.1 y/detta 1.0

Figura 2.14: O perfil de velocidade escrito em coordenadas externas para o escoamento sobre
uma superficie rugosa (Avelino, 1998c).

2.2.7 Escoamento com transpiragao na parede

A injecdo ou sucgdo normal de fluido na parede fornece um modo cldssico de controlar as pro-
priedades da camada limite turbulenta. Com injegdo ou sucgdo de fluido podemos proteger
térmicamente uma parede, evitar a separagdo ou provocar a re-laminarizacdode de um escoa-
mento; de fato, podemos modificar de modo controlado muitas de suas caracteristicas locais e
globais.

Quando injegdo ou sucgdo de fluido na parede é aplicada a um escoamento, a equagio do
movimento para a regido interna do escoamento pode ser escrita como

_ - o
Vwa_U = V?_U 0w

By 8y2 - w, (2.137)

onde V,, é a velocidade de injecdo ou succ¢do de fluido normal & parede.
Na regido completamente turbulenta, os termos moleculares podem ser desprezados e esta
relagdo pode ser simplificada para

aUu duv

Yoy = oy (2.138)
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Uma integracdo das equagdes acima nos fornece

VU + 42 = ~w. (2.139)

A solugdo desta equagdo possui a forma

Yot 2, (2.140)

Uy Ur

De fato, pode-se mostrar (Silva Freire, 1988a) que a lei da parede para um escoamento com
injegdo ou succdo de fluido na parede fica da forma

U 1 . 1V, , 1 r
e Iy B TSN A (2.141)
ur M v Uy M v

O parametro B passa agora a ser uma funcéo da velocidade de injecdo ou suc¢io de acordo
com a expressdo (Silva Freire, 1988a):

Ve
B =5,0- 512ﬁ—. (2.142)

o0

Para escoamentos incompressiveis, a expressdo (2.141) pode ser facilmente extendida para
a regido externa da camada limite pela simples adigdo da lei da esteira. Neste caso, o perfil, II,
da lei da esteira varia com a velocidade de injegéo (Silva Freire, 1988a).

Uma lei da parede e uma lei da esteira para escoamentos compressiveis com injecdo ou
sucgdo de fluido normal & parede também podem ser deduzidas desde que a transformacio de
van Driest seja invocada. Os resultados podem ser vistos em Silva Freire(1988c).

A contrapartida desses resultados para a camada limite térmica incompressivel também pode
ser obtida por argumentos similares; consulte Medeiros e Silva Freire(1989, 1992) e Medeiros et
al.(1990). Nestas anélises novas expressoes foram propostas para as leis da parede e da esteira
para os perfis de velocidade.

O problema térmico, compressivel, com injecdo de massa foi estudado por Silva Freire et
al.(1991, 1995). Utilizando o método das expansdes assintdticas combinadas, os autores desen-
volveram uma solugfo analitica para a representagdo da lei da parede que fornece excelentes
resultados para a previsdo do nimero de Stanton. A regra do termo de dissipacdo na solucio
do problema térmico foi discutida em Cruz e Silva Freire(1991). Uma reviso, sob o ponto de
vista assintético, dos varios aspectos do problema pode ser vista em Silva Freire(1991).

Outros estudos do problema com transferéncia de massa foram realizados por Su et al.(1993,
1995) e Avelino et al.(1996, 1998b). Diferentemente dos estudos anteriores, estes trabalhos se
preocuparam exclusivamente com o desenvolvimento de modelos turbulentos especificos para
esta classe de problemas. Modelos algébricos (Su et al.(1993) e diferenciais de duas equagdes
(Su{1995), Avelino et al.(1996, 1998b)) foram abordados, resultando em um novo modelo de
baixo nimero de Reynolds e novas expressdes para a lei da parede para K, a energia cinética
turbulenta, e para ¢, a taxa de dissipacao de energia cinética turbulenta por unidade de massa.
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2.2.8 Escoamento préximo a um ponto de separagao

A descrigio do comportamento da camada limite turbulenta préxima a um ponto de separagao
nao pode ser realizada dentro do contexto anteriormente desenvolvido. No ponto de separagao,
a velocidade caracteristica previamente utilizada, u., torna-se identicamente nula fazendo com
que a estrutura de duas camadas deixe de existir, pelo menos nos moldes deduzidos anterior-
mente.

Quando a camada limite encontra-se sujeita a grandes gradientes adversos de pressdo, o
“defeito” em sua regido externa torna-se grande resultando em uma equagdo do movimento
néo linear para a primeira ordem de aproximacdo. Os argumentos utilizados para a dedugdo da
equagdo cldssica da camada limite também deixam de ser vélidos, de modo que ndo podemos
esperar mais a existéncia de um perfil logaritmico de solugdo.

A seguir, faremos uma breve andlise do problema para identificar a forma do perfil de
velocidade préximo a um ponto de separagdo. Uma andlise completa do problema para os
campos de velocidade e de temperatura pode ser obtida em Cruz e Silva Freire(1995a, 1995b,
1998).

Consideremos o gradiente normal de velocidade na regido completamente turbulenta do
escoamento. A dependéncia funcional de du/dy nos pardmetros do escoamento deve possuir a
forma

0
% = f(y,p,7), (2.143)

A unica combinagdo dos pardmetros y, p, 7 que fornece a dimensio de du/dy é

ou _ 1 [I/el (2.144)

dy »\ oy
onde o sinal + ou - deve concordar com o sentido de 7.
Para resolver esta equagéo tomemos uma expansdo em série de Taylor de T ao redor y = 0,
isto é

dP,
T = Ty —d?wy +0(y?), (2.145)

onde 7, e dP,/dz denotam a tensdo cisalhante e o gradiente de pressdo na parede.
A substituigdo da equacdo acima na anterior nos fornecerd trés funcoes diferentes, depen-
dendo dos valores relativos de 7, e de (dP,/dz).

CASO1: ¢ >0 —

‘ Tw/p+ 1%y — \/1u/p

rw/p + 28y + \/rulp (2.146)

rulp + -2

CASO 2: T < 0e |2 4uy| > |ru/p| -
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2 [Tulp+ 18Pe
u = 2 Tw/p + ! de ‘rw/p — arctan w/— + Cy(z),
> e ~Tw/p (2.147)

CASO 3: = < 0 e |140y| < |ru/p| —

1dPy, _
1dP, _\/—Tw/plnl ~Tw/P - @

u o w/P o dz

+ Cs(z)

/
\/W +/=Tu/p (.2.148)

As equagées acima sdo uma generalizacao da lei da parede para escoamentos que apresentem
separacdo. Longe do ponto de separagdo 7,/p >> (dPy,/dz)(y/p) e a primeira das equagdes se
reduz a

1
ut = Zlny™ + by, (2.149)
b4

a lei da parede classica.
Préximo a um ponto de separacdo esta mesma expressao se reduz a

2
W= —(y")? - A (2.150)

a lei da parede de Stratford(1959).

Apés o ponto de separagdo, na regiao de escoamento reverso, a expressao (2.148) possui
validade. Similarmente & equagio (2.146), esta equagdo possui um comportamento logaritmico.
O sentido reverso, é garantido pelo sinal negativo.

Consideremos agora um outro aspecto importante do nosso problema: a escala caracteristica
do escoamento. Para obté-la consideremos

8%y 1dP,

il (2.151)

a equacdo aproximada junto & parede.
Uma integragdo sucessiva desta equagio nos fornece

. . ldp,L? ,
wruy = ——yt + - == —y*4 2.152
4 p uy p dz 21/y (2.152)
onde v* = u/u, , y* = y/L e L é o comprimento caracteristico, ainda a ser determinado.
Considerando que na regido viscosa ord(u*) = ord(y*) = ord(1), e passando o limite quando
u; — 0, obtemos
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(2.153)

Da equacéo acima, resulta que

L=521 (2.154)

Como pode ser visto, o comportamento de L a jusante da separagido é completamente
diferente de seu comportamento a montante, onde L = v/u;.

Em Cruz e Silva Freire(1994, 1995a, 1995b, 1998) além dos desenvolvimentos descritos
acima, uma completa andlise da estrutura assintética do escoamento foi realizada. Mostra-se
que a estrutura classica de duas camadas deve ser substituida por uma estrutura de uma ca-
mada, que possui pardmetros de escala varidveis com a distancia da separa¢do. No campo de
temperaturas, expressoes equivalentes aquelas acima para a lei da parede foram desenvolvidas.
A principal novidade é o aparecimento de um perfil de temperatura proporcional a y~/2 na
regido de separacdo, em oposicdo ao perfil de y'/? deduzido por Stratford(1959) para a veloci-
dade. Este fato, caracteriza a quebra da hipdtese de similaridade de Reynolds junto ao ponto
de separagdo. Este fato implica que o ndmero de Stanton deixa de poder ser calculado dire-
tamente a partir do coeficiente de atrito na parede. Por este motivo, uma equagio especifica
para a previsdo do nimero de Stanton deve ser desenvolvida; este foi o objetivo do trabalho de
Cruz e Silva Freire(1996).

Uma, discuss@o sobre os critérios adotados para a previsdo da separa¢ido da camada limite
turbulenta pode ser vista em Cruz e Silva Freire(1992).

2.2.9 A camada limite carregada com particulas sélidas

Escoamentos turbulentos carregados com particulas ocorrem corriqueiramente nos fendomenos
naturais e tecnolégicos. As primeiras teorias tratavam deste problema sob o ponto de vista pu-
ramente estatistico, considerando a dispersdo das particulas como a difuséo de um contaminante
passivo. A difusdo turbulenta era entdo calculada baseada em propriedades do escoamento e das
particulas. Nos trabalhos mais recentes, o papel das estruturas coerentes tem sido incorporado
na previsdo da formacao de regides de alta ou baixa concentragao.

A anilise do problema com particulas sélidas é de modelagem e solugdo dificil pois vérios
fatores como o nimero de Reynolds da particula, a constante de tempo, o campo gravitacional,
o carregamento madssico, a distribuicdo e o didmetro das particulas, a relagdo entre as massas
especificas do fluido e da particula, sempre deverao ser levados em conta.

A seguir, mostraremos como a presenga de pequenas particulas dispersas no fluido afeta as
propriedades do escoamento na regido da parede. Em particular, mostraremos como a lei da
parede é modificada pela acdo das particulas.

O procedimento a ser apresentado aqui seguird os mesmos principios das segdes anteriores.
Portanto, a partir das equagtes gerais do movimento, chegaremos a um conjunto simplificado
de equagdes para a regido completamente turbulenta da camada limite, as quais, ap6s sucessivas
integragdes, fornecerao uma solucdo analitica local. Para a obtencgao das solucdes aproximadas,
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o importante é modelar corretamente a interagao entre as particulas e o escoamento. Deve-
mos atentar para o fato de que, agora, as equagdes do movimento deverdo ser acrescidas de
uma equagio de transporte para a concentracgdo. Esta nova equagdo deverd possuir um termo
convectivo, um termo difusivo molecular e um termo difusivo turbulento.

Seguindo a andlise de Camozzato e Silva Freire(1996a, 1996b, 1998) consideraremos que a
forga de arrasto por unidade de volume aplicada ao fluido pelas particulas possui uma forma
linear. Esta hipdtese é razodvel para situacdes onde a particula é muito mais densa que o fluido,
seu numero de Reynolds é préximo de um e os efeitos gravitacionais podem ser desprezados.

Segue-se que as equagdes da conservagdo da taxa de variagdo da quantidade de movimento
e da concentracdo podem ser escritas como

oU; — aU; 18p U,  dum; 1
EAAI Rl —-F, 2.1
ot + ]63:]- p 0z; + "ax,-axj + Jr; p (2.155)
aC — oC ] o°C
U = — Tl + A 2.
5t oz, 0z, ' o0, (2.156)
onde,
c —
Fi= (U= V) + —(ui — va). (2.157)
Tp Tp

Nas equagdes acima a notacéo € a cldssica; A representa o coeficiente de transporte molec-
ular de concentracdo, C' representa a concentragio local média de particulas, 7, é a chamada
constante de tempo aerodinimica da particula e V; é a velocidade da particula. As equagdes
acima deve ser adicionada a equagio da continuidade.

Em Camozzato e Silva Freire(1996), argumentos assintdticos sao utilizados para simplificar
as equagdes (2.155) e (2.156) através do reconhecimento da estrutura das camadas limite de
velocidade e de concentragdo. Segue-se que na regido completamente turbulenta, as equagdes
aproximadas se reduzem a

15} 1
a-ziuiuj - ;Fi =0, (2.158)
e
4 __
0_zjcuj =0. (2.159)

Nesta regiao, as flutuagées de velocidade podem ser consideradas da ordem da velocidade
de atrito, u,, enquanto as flutuacGes de concentragdo podem ser consideradas da ordem da
concentracao de atrito, c;.

Para a solugdo dessas equagdes, alguma hipétese deve ser feita sobre a natureza da tur-
buléncia. Em Camozzato e Silva Freire(1996b) um modelo simples algébrico foi utilizado.
Aqui, apenas adiantaremos que as leis da parede para a velocidade e para a concentragio se
tornam
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— 1 Yy 1 b,

U:u,(;ln y,,+A)+au,[%—:{C(§ln Yo+ — — 1)+ D],, (2.160)

— 1 ¥y, 1 i,

C=c(—Iny,+B)+ac|[5(—-Iny, - +1) + E] (2.161)
A w2 2 2

onde o parametro a representa (U — V))/pry] [(ve,)/ud]. A grandeza (U — V) foi considerada
constante.

Na realidade, a obtencdo das solugdes (2.160) e (2.161) é mais complexa do que aquela
descrita acima. No trabalho original, os campos de velocidade .e de concentragdo foram rep-
resentados por expansoes assintéticas apropriadas. Apds a substitui¢io dessas expansbes nas
equagdes (2.158) e (2.159) chega-se entdo a quatro novas equacdes do movimento acopladas que
devem ser resolvidas simultaneamente. A descricdo detalhada da solugdo pode ser encontrada
em Camozzato e Silva Freire(1996b).

As solugdes (2.160) e (2.161) foram incluidas no presente trabalho por exemplificar como
métodos assintéticos podem ser utilizados para resolver problemas complexos com equacoes
acopladas.

Seguindo ainda a metodologia desenvolvida nas se¢des anteriores, as solugdes acima podem
ser extendidas para a regido externa do escoamento através da fungdo universal de Coles. Com
isto, pode-se deduzir uma equagio para a previsdo da concentracio na parede.
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Figure 3.1: Sinal tipico de flutuagdes de velocidade em um escoamento turbulento; adaptado
de Tritton (1988).

3.1 Introducgao

A anilise de escoamentos é uma atividade extremamente importante a nivel tecnolégico haja
visto que muitos equipamentos e sistemas industriais envolvem liquidos e gases para o seu
funcionamento ou a sua manufatura. Na maioria das situagdes de interesse prdtico prevalece no
escoamento um comportamento cadtico de grande complexidade, referenciado comumente como
turbuléncia. A Figura 3.3 mostra um sinal tipico de velocidade registrado ao longo do tempo.
para uma posi¢ao fixa num escoamento, que demonstra o cardter desordenado da turbuléncia.

Os primeiros modelos para a descricdo da transferéncia de quantidade de movimento e de
energia (ou outra propriedade) em escoamentos turbulentos se baseavam essencialmente na
identificacdo de grandezas adimensionais para a caracterizacao do escoamento. Os modelos
assim desenvolvidos relacionam, por exemplo, quantidades tais como 0 nimero de Nusselt em
funcéo de parametros tais como o nimero de Reynolds Re e o nimero de Prandtl Pr. Embora
uteis em algumas situagoes, essas correlagoes sio via de regra limitadas a geometria do problema
e as faixas de Re e de Pr para as quais foram ajustadas.

Com o surgimento dos primeiros computadores digitais, andlises mais elaboradas tornaram-
se possiveis através da aplicac@o de técnicas numéricas para a solugéo das equagoes diferenciais
governantes do escoamento. Este tipo de andlise, normalmente referenciada como Mecanica dos
Fluidos Computacional, estd hoje bem consolidada como uma alternativa para a anélise de prob-
lemas de engenharia e, em principio, se constitui numa ferramenta extremamente flexivel. Por
exemplo, a caracteristica do escoamento pode ser facilmente modificada pela simples alteragéo
das condigdes de contorno ou parametros fisicos introduzidos no procedimento de célculo. Esta
flexibilidade, aliada ao aumento continuo da capacidade de processamento dos novos com-
putadores (a custos cada vez mais baixos) e ao desenvolvimento de técnicas numéricas mais
eficientes, explica o fato da Mecéanica dos Fluidos Computacional ser hoje um dos métodos
mais empregados para a andlise de escoamentos em situagoes industriais. As Figuras 2 e 3
apresentam uma visdo sobre a o custo e a evolugdo dos recursos computacionais ao longo dos
anos.

Apesar desse cendrio, e do fato que as equagdes de Navier-Stokes sejam adequadas para
a descrigdo rigorosa do fendémeno da turbuléncia, ndo hé expectativa da obtengao de solugoes
numéricas para situagoes de interesse industrial num futuro préximo. O problema é que o es-
coamento turbulento é sempre tridimensional e transiente, caracterizando-se pela presenca de
vértices, com uma larga faixa de escalas de comprimento e de tempo, que requerem niveis de
discretizacido espacial e temporal extremamente pequenos para as suas corretas caracterizagoes.
Embora simulagdes numéricas diretas a partir das equagdes de Navier-Stokes ( ” Direct Numer-
ical Simulation ” - DNS) tenham sido realizadas recentemente para situagdes relativamente
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Figure 3.2: Custo computacional relativo ao longo dos anos para a solugao de um dado escoa-
mento; adaptado de Fletcher (1991).
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simples de escoamentos turbulentos, a magnitude dos recursos computacionais envolvidos nes-
sas simulagdes indicam que a solucdo direta de escoamentos complexos tera que ser aguardada
ainda por muitas décadas. Deve-se ressaltar, no entanto, que simulagdes deste tipo permitem a
obtencédo de informagdes sobre parametros de dificel, ou impossivel, medicao experimental. Por
esta razdo, apesar da limitacdo na andlise de situagbes complexas de escoamentos, a simulagdo
direta pode e tem sido utilizada para o melhor entendimento da turbuléncia e para o refino de
modelos para a sua descrigdo.

Uma outra alternativa que tem sido considerada para a solugdo numérica de escoamentos
turbulentos recebe o nome de Simulagdo de Grandes Escalas { ” Large Eddy Simulation ” -
LES). Essa técnica é similar a DNS pelo fato de que ela tenta resolver parte da turbuléncia,
portanto tridimensional e transiente. No entanto, as discretiza¢Ges espacial e temporal ado-
tadas sdo aplicadas somente aos maiores vértices, o que dimimui consideravelmente os recur-
sos computacionais necessarios para a simulagdo. As pequenas escalas de comprimento e de
tempo, associadas aos menores vortices e de comportamento mais universal, sdo aproximadas
pela introducdo de algum modelo algébrico simples. Apesar da grande redugdo nos recursos
computacionais, quando comparada a simulacéo direta, a simula¢do de grandes escalas é ainda
impraticdvel para escoamentos encontrados em situagdes de engenharia. No entanto, em funcio
dos avangos na drea de recursos computacionais, é possivel que essa metodologia possa ser uti-
lizada dentro de alguns anos, especialmente para a solucdo de escoamentos nos quais mesmo os
maiores vortices apresentam transientes rdpidos.

Embora informacoes sobre as menores escalas do escoamento turbulento sejam relevantes,
em 1nuitas situagoes é suficente uma descri¢do do escoamento médio. O conceito de tensao de
Reynolds, introduzido por Osborne Reynolds (1895). usa esta idéia e é o ponto de partida para a
vasta maioria das simulagoes de escoamentos industriais. De acordo com esse método, qualquer
propriedade do escoamento pode ser expressa através de uma quantidade média e de outra de
flutuagdo associada a turbuléncia. Por exemplo. a componente de velocidade instantanea Ui
na direcdo x; pode ser escrita como a soma de uma velocidade média U; e uma flutuacao de
velocidade 1; em torno da média:

Ui=Ui+ui . (3.1)
Aplicando esta definicdo para todos as quantidades envolvidas no escoamento, pode-se de-
duzir uma equagao para a descricdo do escoamento médio através de uma média temporal
das equagoes de Navier-Stokes. Este método é uma espécie de filtro que remove as flutuagoes
das varidveis dependentes, permitindo o uso de malhas bem menos refinadas, o emprego de
hipéSteses simplificativas (tais como, escoamento bidimensional, regime permanente, etc) e, como
conseqiiéncia, uma redugdo drastica dos recursos computacionais requeridos.

Da tomada desta média, o Unico termo relacionado & turbuléncia que permanece € %;7;,
denominado tensor de Reynolds. O problema do analista é entdo o fornecimento de um método
para a determinacio de ;u; que possa prever de forma adequada o maior nimero possivel de
situacdes de escoamento. Basicamente, duas sdo as formas mais utilizadas para este fim:

1. o conceito de viscosidade turbulenta e
2. a modelacdo da equagdo de transporte do tensor de Reynolds.

A primeira técnica usa a proposta de Boussinesq (1877) que, numa forma semelhante a
postulada para os fluidos Newtonianos, tenta relacionar contribui¢ées da turbuléncia na trans-
feréncia da quantidade de movimento (representadas por #;ii;) através de taxas de deformagio
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do escoamento médio. Por exemplo, para uma camada limite sobre uma placa plana a hipétese
de Boussinesq fornece:

el (3.2)

dy

A hipétese de viscosidade turbulenta relaciona u? a gradientes de velocidade do escoamento
médio através de uma viscosidade turbulenta v, a ser determinada. Modelos com esta finalidade
sao conhecidos como modelos de viscosidade turbulenta numa alusdo que o efeito pratico da
turbuléncia é o de aumentar a difusdo no escoamento.

Embora modelos de turbuléncia baseados no conceito de viscosidade turbulenta tenham
alcancado sucesso na solucdo de determinados escoamentos externos muitas deficiéncias sao
ainda encontradas em escoamentos internos. Tais deficiéncias estdo geralmente associadas a
efeitos de curvatura. regides de separagao e aceleracdao, para os quais a hipdtese de Boussinesq
é falha.

\Modelos mais sofisticados de turbuléncia abandonam a hipétese de viscosidade turbulenta
e deduzem equacdes de transporte para o cdlculo das componentes de w;77;. Porém, neste novo
sistema de equacdes surgem novas incognitas, tais como correlacoes triplas de flutuagoes de
velocidade w57, bem como outras envolvendo flutuagbes de pressio. Novas equagdes para
estas correlagées representam o surgimento de outras de ordem ainda superior € um aumento
dramdtico no ndimero de equacoes diferenciais. O problema assim colocado recebe o nome
de problema de fechamento pois nao é possivel igualar o nimero de equacdes ao nimero de
incégnitas. A metodologia comumente adotada por diversos grupos de pesquisa emprega a
equagao de transporte para w;u; com aproximagoes para os termos desconhecidos.

O desenvolvimento dos modelos de turbuléncia, seja a partir do conceito de viscosidade
turbulenta ou a partir de equagoes de transporte para u;u;, tem sido invarialmente realizado
com base em investigagoes experimentais. Mais recentemente, com a disponibilidade de com-
putadores de grande capacidade de processamento e memoria, resultados da simulacio direta
(DNS) e de grande escalas (LES) estdo também sendo utilizados para a calibracio dos modelos
de turbuléncia (Rodi et al., 1990). E importante ressaltar que, de fato, o grau de precisio de
um modelo de turbuléncia depende essencialmente da validade das hipéteses utilizadas na sua
concepcao e que, portanto, o desenvolvimento desses modelos est4 inevitavelmente associado a
uma compreensao fenomenoldgica do problema em maos.

O presente texto apresenta em detalhes os modelos de turbuléncia atualmente utilizados para
a simulac@o de escoamentos de interesse prético. Inicialmente, na secio 2, o conceito de média
para o escoamento turbulento introduzido por Reynolds (1895) e que serve de ponto de partida
para esses modelos é descrito. Na se¢do 3 sio discutidas algumas caracteristicas fenomenégicas
da turbuléncia importantes para a modelagio de escoamentos. Como visto anteriormente, os
modelos de turbuléncia podem ser dividos em duas classes: i) modelos baseados no conceito
de viscosidade turbulenta e ii) modelos para as equagdes de transporte do tensor de Reynolds.
Informagdes referentes & obtengao desses modelos bem com uma andlise dos méritos e limitaces
de cada um deles, sdo apresentadas na secio 4 (modelos de viscosidade turbulenta) e na secio
5 (modelos para o transporte do tensor de Reynolds).
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3.2 Média do Escoamento Turbulento

3.2.1 O Conceito de Média para Escoamentos Turbulentos

A maioria dos escoamentos encontrados em situacoes de engenharia sdo turbulentos e, por-
tanto, tridimensionais e transientes. Como serd mostrado na préxima secdo, a equagio de
Navier-Stokes é valida para a descrigdo do escoamento turbulento mas a sua solugdo numérica
é impraticdvel, devido aos niveis de discretizagdo espacial e temporal extremamante elevados
para a caracterizagio do movimento dos menores vértices. Por outro lado, mesmo que os
computadores atuais fossem capazes de suprir os recursos computacionais necessirios para a
simulacdo numérica, deve-se ter em mente que na maioria das aplicagBes industriais somente
uma pequena parte da solugdo seria de interesse.

Para eliminar a necessidade de resolver todos os detalhes do escoamento utiliza-se uma in-
tegracdo ao longo de um intervalo de tempo de tal forma que as flutuagdes instantaneas do
escoamento possam ser desprezadas. Quando variagtes temporais do escoamento, ndo associ-
adas & turbuléncia, ocorrem ao longo de escalas de tempo muito maiores do que as referentes
aos maiores vortices, uma média temporal das varidveis como definida por Osborne Reynolds
(1895) torna-se conveniente:

1 to+T/2

Uiy = i; o2 Uiy dt . (3.3)
Um aspecto importante desta média é que um grande nimero de escoamentos turbulentos
de interesse sdo estaciondrios e assim nesses casos a simulagdo numeérica pode ser realizada
para um unico instante de tempo. Adicionalmente, as propriedades resultantes desta média
para um escoamento turbulento estaciondrio variam muito menos espacialmente do que os
valores instantaneos da turbuléncia. Por exemplo, em algumas situagdes as propriedades médias
podem apresentar variagdes significativas somente em uma ou duas diregdes, muito embora o
escoamento instantaneo seja sempre tridimensional.

A velocidade média na equagao (3.3) é definida como um valor limite alcangado para valores
de T indefinidamente longo. Na pratica, o valor médio pode ser estabelecido num intervalo
de tempo pequeno que, dependendo do escoamento, pode representar uns poucos segundos
ou mesmo alguns milésimos de segundo. Em regides do escoamento totalmente turbulento a
velocidade média pode ser avaliada de forma razodvel num intervalo de tempo da ordem de 10?
L/u,onde u e L s7o as magnitudes das escalas de velocidade e de comprimento, respectivamente,
dos maiores vértices. Desta forma, a equagédo (3.3) pode em principio ser usada para a defini¢ao
de valores médios mesmo em escoamentos nao-estaciondrios, desde que o ao longo do tempo
minimo necessdrio para a média, T, a variagao da velocidade média seja muito pequena, ou
seja:

1282 Uiy dt = J778” Uiy dt

~ <1 3.4
I Uiy dt 44

Quando as variagdes temporais do escoamento médio sdo tao rapidas que a equagdo (3.4) ndo
é satisfeita, a defini¢do dada pela equagéo (3.3) deixa de ser vélida.

A diferenca entre a velocidade instantanea U; e seu valor médio U; é definida como
Uy = i},‘ - Ul (35)

Da equagao (3.3) pode-se observar que
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T/2 T/2
T/ uiry @ T/ Uiy @ / Uiy dt =0 (3.6)

Por conveniéncia, usaremos a seguinte notagao para a média temporal aplicada acima a u;
;=0 3.7

Por analogia ao que foi feito para a velocidade ﬁi, uma quantidade instantanea qualquer ®
pode ser escrita como a soma de um valor médio ¢ e um termo de flutuacao ¢:

d=0+¢ (3.8)

e assim,

=0 (3.9)

Com essas relacdes, podemos agora obter outras necessirias na avaliagdo da transferéncia
de quantidade de movimento, calor e massa do escoamento médio:

8% 90 (3.10)
82131‘ - 6331‘ '
uma vez que operacgoes temporais e espaciais sdo comutativas. Da mesma forma,
96 _ 96 _
3.11
bx; 81:, ( )

3.2.2 Equacgao de Reynolds

O campo de velocidade instantaneo de um escoamento turbulento € descrito pelas equagdes de
Navier-Stokes:

e Conservagao da Massa, R
dp 0OpU;
P 9P

ot ' oz =0 (3.12)

e Conservacido da Quantidade de Movimento na direcao z;

ot Oz; oz; * %; bi

opUs  0pU;Us _ 0P 0 {ﬁ [Z_U_, ou; 2 ”%” LR (3.13)
zj 62:,» 3 6z,»

onde F; é uma forca de corpo instantinea. Todas as quantidades aparecendo nas equagdes acima,

podem apresentar flutuages decorrentes da turbuléncia. Vamos considerar que as variagoes da,

massa especifica p e da viscosidade i sejam suficientemente pequenas de tal forma que seus

efeitos sobre a turbuléncia possam ser desprezados. Uma outra hipdtese que assumiremos é

a de escoamento incompressivel. Com estas hiplteses, as equages (3.12) e (3.13) podem ser

reescritas como:

ou;
95, =0 (3.14)
aU; ~ oU; 18P 8 0U; =
+—v— +F, (3.15)

Bt iaz, T 5o | 9s, 0z
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Realizando a promédia destas equacdes resulta:

o,

= -1
7z, 0, (3.16)

+ .
ot ’ azj p dzi (")x]

i i 1 P
au, ou. 0 d OU |+ F (3.17)
ax]

Estas equacdes sao conhecidas como as Equagoes de Reynolds e diferem das equagoes (3.14) e
(3.15) apenas pela presenca da média do produto das flutuagdes de velocidade 773, denominado
tensor de Reynolds, o qual representa a transferéncia de quantidade de movimento adicional
causada pela turbuléncia.

Embora #;m; tenha sua origem na nao-linearidade dos termos de inércia da equagéo de
Navier-Stokes, geralmente ele é agrupado junto a tensdo viscosa no lado direito da equagéo de
Reynolds. Por este motivo, e também pelo seu papel no aumento da difusividade da quantidade
de movimento, as componentes de u;n; costumam ser denominadas tensées turbulentas.

Deve-se notar que o tensor de Reynolds é simétrico:

ULlg = Uglly & U g = Uz Ugliz = Uzl (3.18)

Logo existem seis componentes independentes do tensor. A determinacdo destas componentes
é o principal objetivo da modelacao da turbuléncia.

3.2.3 O Conceito de Média Aplicado a Equagoes de Transporte de
Escalares

O transporte de uma propriedade instantanea escalar ® pode ser descrita atraiés de uma
equagio da forma:

909 , 00,9 _ 9 (1 ( ae) + 55 (3.19)

ot Jz; dx; \ Oxj
Além de representar eventuais fontes ou sumidouros. o termo Sg pode englobar também qual-

quer termo que nao se encaixe na estrutura dos outros termos da equagao. Aplicando o conceito
de média & equacéo (3.19) temos

00 00 0 { 00,

— — = — u,8l +3S 3.20
ot + Jazj Ox; ’Yaxj ]}+ © ( )

onde v = ['/p. O termo fonte é representado como uma média Se para enfatizar a possibilidade
do mesmo conter termos nao-lineares. A média do produto de flutuagdes u;6 é interpretada
como uma difusividade adicional de © devido a turbuléncia e precisa ser determinada.

3.2.4 Equacgao de Transporte para o Tensor de Reynolds

Podemos obter uma equagio exata para a descrigdo do transporte do tensor de Reynolds através
dos seguintes passos:
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Troca do indice repetido ”j” pelo fndice "k” na equagio (3.15);
Multiplicagdo da equagao por uj;
Média da equagao resultante;

”: n ” N

Adicdo de uma equago equivalente a anterior mas com os {ndices j” trocando
de posigao.

W e

Apés algumas manipulagées da equagao resultante, obtemos

ouu;
“8“1 +Cyj=Py+ Fij+ b+ Dyj —€ij (3.21)
onde
¢y = w2 62)
k
o (___ . mwp, WP _ 0mm
D’j = _E <'Ilkll,,"llvj + 5]’1;'7 + (SikT -V 9zx ) (323)
oU; aoU;
P’J = - <Il “ka—l,: + leﬂkm) . (324)
10—
]:i'] = _(fi’l]_l"fjll;) . (325)
du;  Ouj
= L] 3.26
Qs (al] 6.1‘,) ( )
Bu; Ou;
s = a1 3.27
- alA 0” ( )

Os termos do lado esquerdo da equacao (3.21) sao de facil interpretacdo e nao necessitam
de maiores detalhes. Por outro lado. os dois primeiros termos no lado direito representam a
taxa de geracao de u;uw; por efeitos da deformagdo do escoamento médio, P;;, e pela acdo de
flutuacoes de for¢a de corpo. Fij.

A correlagéo entre flutuagdes de pressao e flutuagdes de deformagao do escoamento, ¢;;, é
muito importante. Podemos notar que seu trago € zero, jd que para um escoamento incom-
pressivel

% =0 (3.28)
81‘1'
Assim podemos interpretar que o termo ¢;; nao contribui para o nivel total da energia da
turbuléncia, atuando somente para a redistribuicdo da energia entre as tensées normais.

Os termos agrupados em D;; estdo associados ao transporte difusivo que somente redistribui
espacialmente u;u;. Os trés primeiros termos aparecendo em D;; so associados ao transporte
turbulento, enquanto que o ultimo representa a contribuicdo da agdo molecular na difusao,
podendo ser desprezado em regides do escoamento totalmente turbulentas.

Finalmente, o termo ¢;; representa a taxa de destrui¢do de w;u; pela agéio viscosa. Ao
contréario da difusdo molecular, citada anteriormente, os termos de dissipacdo e;; ndo podem
ser desprezados em situacgao alguma, ja que englobam correlagtes de derivadas de flutuagdes de
velocidade, as quais sdo sempre elevadas, mesmo nas menores escalas do escoamento.

Dada a importancia dos termos de produgio, P;;, é oportuno exemplificar seus valores para
uma situacao simples de escoamento, mostrada na Figura 3.4, onde a unica taxa de deformagéo
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y¥,»)

xU,w)

Figure 3.4: Escoamento sobre uma placa plana.

'\72

Geracao P

[
~~~ Redistribuigao ¢ij

Figure 3.5: Processo de transferéncia de energia entre as tensdes de Reynolds.

importante é U /dy. Para o caso ilustrado. OU/dy > 0. wr < 0, 2>0,v2>0ew?>0. Com
estas informagoes. podemos resumir o valor da produgao para cada tensao através da seguinte
tabela

Table 3.1: Producao de w;u;

P P P33 P12
—2 wwdU/dy 0 0 —2v20U /9y

Embora ndo haja produgéo para as tensoes v2 e w? isto ndo significa que elas desaparecerdo,
uma vez que o termo ¢;; atua para a redistribuicdo de energia entre as véarias tensdes normais.
O processo de transferéncia de energia entre as tensées w2, v2 e Ww pode ser representado pelo
diagrama indicado na Figura 3.5. Detalhes adicionais de como o termo de redistribuicdo age

serdo mostrados na segdo 5.
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3.2.5 Equacao de Transporte para a Energia Cinética Turbulenta

Uma quantidade muito utilizada na investigagio da turbuléncia é a energia cinética turbulenta,
k, definida como

(3.29)

Pode-se obter uma equacdo de transporte para k pela contracdo da equacdo de transporte do
tensor de Reynolds %;u; (ou seja, fazendo i = j) resultando:

ok

E+Ck=D"+P+E ) (3.30)
onde
Ce = Ujaa—gi, (3.31)
D = —6%_ uj(";“i+§>—u§—£} , (3.32)
P = —uiujg—’:, (3.33)
it 534

Os dois primeiros termos no lado esquerdo da equagio denotam a taxa de variagio local e
o transporte por convecgdo de k, respectivamente.

O termo D, representa o transporte de k por difusdo, somente transferindo energia de um
posic¢do para outra no escoamento, nao sendo responsavel pela geracdo nem tampouco dissipacio
de k. O dltimo termo entre colchetes refere-se ao transporte molecular de k, enquanto os outros
dois termos sdo associados ao transporte turbulento.

O termo de producdo Py representa a taxa de transferéncia de energia do escoamento médio
para o mecanismo da turbuléncia. Finalmente, o tltimo termo na equacao (3.30), ¢, ¢ inter-
pretado como sendo a taxa de dissipagéo viscosa da energia turbulenta.

3.2.6 Equagoes de Transporte para o Fluxo Turbulento de Pro-
priedades Escalares

Da mesma forma como fizemos para %;u;, podemos também obter uma equagdo para o fluxo
turbulento de escalares, u,6, seguindo os seguintes passos:

1. Multiplicagio da equagéo (3.19) por u;;
2. Adicdo dessa equagdo a equagdo (3.15) multiplicada por 0 e;
3. Média da equagdo resultante.

Considerando que o termo fonte Sg néo apresenta nenhum termo de flutuagio, a equagéo
para u;f assume entdo a seguinte forma:
duif

W + cig = Dig+ Pig + big — €9 (335)
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onde
ouf
w0 = U ) )
Cip L (3.36)
F) _ pd T Ou; 08
Dig = —o— |vwivgd +0u— —vf— —yui—| , .
0 Fr. (u urf + 6 P v B2, Y axk) (3.37)
Py = —<_u,-ukg—2+m27[];> : (3.38)
0
Fo = 12 (3.39)
L
_ P(99
¢19 = /)(8.’61') ) (340)
40 PO 541
&4 = V) o—7— . '
o K al‘k azk ( )

Podemos observar que as equagdes para Wi, e u,§ tém estruturas semelhantes.

3.3 Aspectos Fenomenolégicos da Turbuléncia

3.3.1 Caracteristicas Basicas da Turbuléncia

A turbuléncia se manifesta em situacdes de escoamentos com mimero de Revnolds elevado
através de instabilidades do escoamento laminar. Os detalhes desta transicio nao possuem
até o momento uma descricdo matematica completa. j& que a maior parte da teoria aplicada
a0 surgimento das instabilidades é véalida somente para pequenas perturbagdes no escoamento.
No entanto, para a condigdo de nimero de Reynolds tendendo ao infinito, onde o transporte
devido & agdo molecular pode ser desprezado, é possivel um tratamento tedrico assintético da
turbuléncia que fornece resultados extremamente titeis.

Apesar da na’ureza cadtica da turbuléncia, ela pode ser perfeitamente descrita pela teoria
do continuo, uma vez que, como veremos nesta secao, as menores escalas de comprimento
envolvidas no problema sido bem superiores ao caminho livre médio das moléculas.

O escoamento turbulento é dissipativo e precisa de um um sumprimento continuo de ener-
gia, caso contrdrio decai rapidamente. Uma forma para este suprimento é dada pela prépria
deformacdo do escoamento médio. Do ponto de vista prético, uma das caracteristicas mais im-
portantes da turbuléncia é o aumento da difusividade das propriedades do escoamento (quanti-
dade de movimento, calor e massa) causado pelo seu movimento desordenado. E precisamente
a avaliagdo deste incremento da difusividade que os modelos de turbuléncia buscam determi-
nar. A préxima subsecdo apresenta uma avaliagdo aproximada do efeito da turbuléncia sobre
0s mecanismos de transporte do escoamento.

Algumas caracteristicas de escoamentos livres e de escoamentos junto a superficies sélidas
sao introduzidas nas subsegdes 3.3 e 3.4, com o objetivo de fornecer subsidios para a discussio
dos modelos de turbuléncia algébricos e diferenciais.
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3.3.2 Escalas da Turbuléncia

Uma das caracteristicas marcantes da turbuléncia é aumento das taxas de transferéncia de
quantidade de movimento, calor e massa, quando comparada ao regime laminar. Para ilustrar
isto, vamos comparar as taxas de difusdo molecular e turbulenta de calor numa sala com uma
dimensao caracteristica L e na qual estd instalado um radiador de calor.

Caso nao haja movimentacao de ar na sala, o calor deve ser transferido por difusdo molecular.
Este processo é governado pela equagio da difusdo

96 0%

(3.42)

Ao invés de resolver a equacdo anterior para um conjunto de condi¢des de contorno, vamos
proceder uma analise dimensional, reescrevendo a equagio (3.42) na seguinte forma aproximada:

Af A6 3.43
T~ (3.43)
onde Af é uma diferenca caracteristica de temperatura. Desta forma,
L2

Se o comprimento caracteristico da sala L for igual a 5 m, o tempo Ty, é da ordem de 10°% s
(mais de 10 dias). j& que 7qr = 2 x 107° m?/s.

Vamos considerar agora que a turbuléncia também possa ser caracterizada por L, ou seja, os
maijores vértices possuem uma dimensao L j& que eles sao limitados pelo tamanho da sala. Pre-
cisamos também de uma velocidade caracteristica v para o vértice. Assim, para o escoamento
com dimensao L e velocidade caracteristica u, o tempo caracteristico é T;:

L

U
Uma velocidade caracteristica razodvel para este tipo de problema é da ordem de 5 cm /s, 0 que
fornece T; ~ 100 s. Portanto, através deste exemplo podemos observar que a difusdo turbulenta
¢ bem mais efetiva do que a molecular.

Com os resultados anteriores para T, e T3, podemos expressar a relagio entre as escalas de
tempo para os dois processos de transporte

I Ly _ o

T WlZ-ul (3.46)
Como para gases, v = v, a relagdo anterior em termos adimensionais fica
Tt v _ 1
Tm ul  Re (3.47)

~

No nosso exemplo Re = 12 000. Isto mostra que este nimero de Reynolds do movimento
turbulento pode ser interpretado como a relagio entre a escala de tempo molecular (a qual
prevaleceria na auséncia da movimentagio do fluido) e a escala de tempo da turbuléncia.
Uma forma de tratar o aumento da difusividade originada pela turbuléncia é através da
introdugdo de uma difusividade turbulenta. Quando fazemos isto, deixamos parcialmente de
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lado a busca do entendimento da turbuléncia e tendemos a tratd-la como se ela fosse ums,
propriedade do fluido. Conceitualmente, este procedimento € incorreto mas torna o problema
matematico bem mais simples. Usando esta definicdo para o presente problema temos:

9 2
o8 _ 9%

_3-15 - ax,@xi (3‘48)

onde K representa a difusividade turbulenta.

Para que a equagdo (3.48) possa representar os efeitos verificados no escoamento turbulento,
a difusividade K deve ser escolhida de tal forma a fornecer a mesma escala de tempo T, verificada
para a difusdo turbulenta. Pela andlise dimensional da equagao (3.48) concluimos que

L2
Ty~ I (3.49)
e, assim,
K ~ulL (3.50)

Esta equagdo mostra que K aumenta com o aumento da escala de comprimento L dos vértices.
A difusividade K pode ser comparada com a viscosidade cinemitica v e a difusividade
térmica v

K K ulL
= — = Re (3.51)

¥ v v

A relagao entre as difusividades turbulenta e molecular é portanto outra possivel interpretacio
para o numero de Reynolds do movimento turbulento.

Até aqui consideramos somente as maiores escalas de tempo e comprimento associadas aos
maiores vortices. Ao nivel das menores escalas de comprimento, correspondentes aos menores
vértices, 0s termos viscosos atuam no sentido de limitar o surgimento de vértices ainda menores
através da dissipagdo de energia na forma de calor. J4 que movimentos com pequenas escalas
de comprimento tendem a ter pequenas escalas de tempo, é possivel que estes movimentos
sejam estatisticamente independentes dos movimentos mais lentos de grande escala, bem como
do escoamento médio. Se esta hipétese for correta, movimentos de pequena escala deveriam
depender somente da taxa de suprimento de energia pelo escoamento médio e da viscosidade
cinematica. Adicionalmente, como os termos viscosos limitam o tamanho dos menores vértices,
a dissipagdo ocasionada por estes termos deveria igualar a quantidade de energia fornecida.
Esta é a base da "Hip6tese do Equilibrio Universal” de Kolmogorov (1942), a qual postula que
o0s linicos pardmetros importantes para o movimento de pequena escala sdo a taxa de dissipagdo
€ e a viscosidade cinemadtica v.

Usando portanto a dissipagdo € e a viscosidade cinemética v, podemos formar através de
uma andlise dimensional as seguintes escala de comprimento 7, tempo 7 e velocidade v:

=(2)" @) v on

3 3

Da equagdo (3.52) notamos que as escalas de comprimento e velocidade so tais que o nimero
de Reynolds baseado neles é

Re= =1 (3.53)
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Uma hipétese razoédvel a respeito da taxa de transferéncia de energia dos vértices de grande
escala para os de pequena escala é assumir que ela seja proporcional ao inverso da escala de
tempo dos vértices de grande escala:

T/ '= = (3.54)

Como a energia por unidade de massa dos grandes vértices é proporcional a u?, a taxa de
transferéncia de energia ¢, portanto, proporcional a u3/L. Como esta energia deve ser dissipada

ao nivel dos menores vortices,

ud

&~ f (3.55)

Usando a relagio (3.55) nas expressoes (3.52) para os movimentos de pequena escala temos:

AN
2= <_) =Re™ | (3.56)
14
-1/2
% = % = (E) = Re_l/z ) (357)
v
e
—1/4
v (E) — Reit (3.58)
U 14

Podemos observar que as escalas de comprimento, tempo e velocidade dos menores vértices
sdo muito menores do que as dos maiores vértices e que esta diferenga aumenta com a elevagio
do nimero de Reynolds.

A vorticidade tem dimensdes de freqiiéncia (s~!). Logo, como a vorticidade dos menores
vértices deve ser proporcional ao inverso da escala de tempo 7, podemos concluir que a vor-
ticidade dos menores vértices € muito maior do que a dos maiores vértices. Por outro lado, a
relagdo v/u mostra que a energia dos menores vértices é bem menor do que a energia contida
nos vértices de grandes escalas e,desta forma, num escoamento turbulento a maior parte da
energia estd associada ao movimento de grandes escalas.

Antes de terminarmos esta se¢do, vamos examinar se os escoamentos turbulentos podem ser
descritos pela hipdtese do continuo. Da teoria da cinética dos gases

v~ ck (3.59)

onde v € a viscosidade cinemaética, ¢ é a velocidade do som no meio e £ é o caminho livre médio
das moléculas. Assim,

13 M
0~ R <1 (3.60)
onde
u
M= z (3.61)

é o niimero de Mach do movimento turbulento.

Para o caso da transferéncia de calor numa sala considerada anteriormente, Re = 12500 e
M =1,47 x 10~* e assim £/ = 1,4 x 1075,



Aspectos Fenomenoldgicos da Turbuléncia 115

Uos
/—ir-o/taiicﬁ\_/\/
turbulento Ue
g
v: Ve W SNy

Figure 3.6: Esteira formada pelo escoamento sobre um cilindro; adaptado de Kundu (1990).

3.3.3 Estrutura da Turbuléncia em Escoamentos Livres

Para a situagdo de escoamentos livres, como a esteira formada atrds um cilindro (Figura 3.6),
a intensidade da turbuléncia é consideravelmente elevada e fortemente tridimensional. Na
auséncia de gradientes de velocidade, ou outro mecanismo de suprimento de energia, a tur-
buléncia decai com a distancia.

A Figura 3.7 mostra a distribuicdo das tensées de Reynolds (u_2 v, w2, v) e da energia
cinética turbulenta  para uma esteira bidimensional. O valor da tenséo cisalhante de Reynolds
uv é zero no centro da esteira devido a condicdo de simetria e tende também a zero & medida
que se aproxima da borda da esteira, onde vigora o escoamento irrotacional. Neste tipo de
escoamento, a intensidade de wr é muito maior do que a de v0U /dy, fazendo com que a esteira
aumente rapidamente o seu espalhamento, com a conseqiiente queda da diferenca de velocidade
U — Ue.

O balanco de energia, apresentado na Figura 3.8, mostra a contribuicdo de cada um dos
termos da equacdo de transporte da energia cinética turbulenta . A méxima producio de
energia é localizada préximo ao maximo de 77 (e de U /0y também). O principal mecanismo
de suprimento de energia para a turbuléncia é o gradiente de velocidade do escoamento médio.
No centro da esteira a difusdo é pequena mas ocorre um suprimento de energia considerdvel
devido ao mecanismo de convecgdo. Na regido junto & borda da esteira a convecgio torna-se
uma contribuicido negativa devido & transferéncia de energia para regides do fluido ainda nao
perturbadas e que vio sendo incorporadas pelo espalhamento da esteira.

3.3.4 Estrutura da Turbuléncia em Escoamentos junto a Superficies
Sdlidas

Os niveis das tensoes de Reynolds em escoamentos junto a superficies sélidas sdo muito menores
do que aqueles encontrados em escoamentos livres, devido a4 agdo inibidora da parede.

Podemos expressar a tensao local num escoamento junto a uma parede como a soma da
tensdo viscosa e da tensdo turbulenta:

% = v9U |8y — T (3.62)

Na superficie a condigdo de velocidade nula se aplica a todo instante e, portanto, U; = 0 e u; = 0.
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Figure 3.7: Distribuicdo de tensbes de Reynolds numa esteira bidimensional para Re=1360,
x/d > 500; adaptado de Tritton (1988).
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Figure 3.8: Balan¢o da energia cinética k numa esteira bidimensional: i) produgdo, ii) dis-
sipagéo, iii) convecgdo, iv) difusdo; adaptado de Tritton (1988).
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Como conseqiiéncia, a tensao de cisalhamento de Reynolds também é nula na parede (uw = 0)
e, desta forma, a tinica tensdo exercida 14 é a tensdo viscosa (v8U/8y). Numa regiio um pouco
mais afastada da parede a tensdo de Reynolds tem seu valor aumentado e eventualmente se
compara em importancia a tensdo viscosa. Finalmente, afastando-se da parede ainda mais, a
tensdo turbulenta se torna dominante e a difusio molecular pode ser desprezada.

A Figura 3.9 apresenta as distribuig6es da tensao total 7/p, da tensio viscosa voU/dy e da
tensdo turbulenta —uv para uma camada limite sobre uma placa plana em fungao da distancia
a parede. A regido onde a tensdo viscosa é importante representa uma pequena fracio da
espessura da camada limite. Para a diminuicdo brusca na tensio viscosa mostrada na Figura
3.9, o escoamento médio deve apresentar um perfil de velocidade aproximadamente plano na
regido afastada da parede e uma variagdo brusca junto a superficie. Para ilustrar isto, a Figura
3.10 mostra para uma mesma vazdo os perfis de velocidade numa canalizagio para as condigdes
correspondentes ao escoamento turbulento e ao escoamento laminar. Fica evidente da figura
a variagdo muito mais brusca do perfil de velocidade junto & parede no caso do escoamento
turbulento.

Devido a inibicdo do movimento do fluido na direcdo normal a parede, a anisotropia das
flutuacoes de velocidade junto & parede é bem maior do que no caso do escoamento livre. A
Figura 3.11 mostra a distribuicio das tensées de Reynolds (v2, v2, w?, 7%) junto a uma parede
s6lida. Como pode ser observado, as maiores intensidades das flutuacdes de velocidade ocorrem
na regido adjacente a parede, onde os gradientes de velocidade s@o muito elevados e, como
conseqiiéncia, também a geracdo da turbuléncia P;;.

Uma viséo da contribuigio de cada um dos mecanismos de transporte no balanco da energia
cinética k ¢ apresentada na Figura 3.12. Existe uma regido junto a parede onde a produgéao é
elevada e praticamente iguala-se & dissipagdo. Esta regido é comumente dita estar na condicéo
de equilibrio local, numa referéncia ao fato de que os mecanismos de suprimento e remogéo de
energia da turbuléncia estdo em equilibrio.

A taxa de geracdo P, da energia cinética & junto a parede pode ser representada por
mwoU/dy. Bem préximo a superficie a producdo de F é pequena devido ao baixo valor de
wv. Por outro lado, em regides afastadas da parede 9U/0y torna-se pequeno e neste caso
também a produc¢do serd baixa. Podemos escrever o termo de producdo de i da seguinte forma

_ou 1 ( 8U) au

uv - T—pa—y @ (3.63)

9y »
Considerando a regido onde a tensdo total T é constante, podemos deduzir dessa equagao que a
localizagdo da méxima produgio de k ocorre para a posi¢ao onde pdU/0y = /2, ou seja, onde
a tensao viscosa e tensdo turbulenta trocam seus papéis de dominéncia sobre o valor de .

O Perfil Universal de Velocidade junto a Paredes Sélidas

Os vértices préximos a paredes sélidas possuem diminutas escalas de comprimento e assim
freqiiéncias altas. Desta forma, a turbuléncia nessas regides pode ser considerada estatistica-
mente independente dos vértices de baixa freqiéncia (grandes escalas de comprimento) e do
escoamento médio. Assim, o escoamento junto 4 parede é assumido ser afetado somente pela
proximidade da parede e pela viscosidade do fluido. Tal regido é denominada Regido da Parede
e pode ser subdividida em trés regides:

e Subcamada limite viscosa - onde o transporte devido & difusdo molecular é dominante;
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Figure 3.9: Distribui¢do da tensdo total, tensdo viscosa e tensao de Reynolds através de uma
camada limite; adaptado de Tritton (1988).
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Figure 3.10: Comparagéo entre perfis de velocidade no interior de uma canalizacdo para uma
mesma vazdo: i) escoamento laminar,; ii) escoamento turbulento; adapatado de Tritton (1988).
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Figure 3.11: Distribuicido de tensbes de Reynolds junto a uma superficie sélida; adaptado de
Schlichting (1968).
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Figure 3.12: Balanco de energia para uma camada limite sobre uma placa plana (Res = 7x 10%):
i) produgio, ii) Dissipagéo, iii) convecgao, iv) difusdo; adaptado de Tritton (1988).
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e Camada de amortecimento - onde os transportes molecular e turbulento sdo da
mesma ordem de magnitude;

e Regiao turbulenta - onde o transporte turbulento é dominante.

Uma outra caracteristica importante do escoamento turbulento junto a superficies sélidas
¢ a existéncia de uma regido onde a tensdo total 7 (a soma da tensdo viscosa e da tensdo de
Reynolds) é constante e igual & tensdo na parede 7, conforme mostrado na Figura 3.9.

Dadas essas caracteristicas, o perfil de velocidade U do escoamento pode ser determinado a
partir das condigoes na parede, expressas pela tensdo de cisalhamento 7, e pela rugosidade e,
da distancia y & superficie e das propriedades fisicas do fluido, ou seja:

U=U(rw ey, p,u (3.64)
De uma anélise dimensional U .
u
— = f (_yy 2) (3.65)
u v v
onde
Wt =\JT./p (3.66)
e v(= u/p) é a viscosidade cinemdtica. Para uma superficie lisa e = 0 e, portanto,
U uty
i (7) (3.67)

e Subcamada limite viscosa

Na subcamada limite viscosa (y — 0) a tensdo total v é praticamente igual 4 tensdo viscosa
e a tensao na parede 7. Portanto,

ET=1Ty (3.68)
ou

dy u
Esta relacdo indica uma variagdo linear de velocidade e, como U = 0 na parede, temos

Tw

U=—y 3.
p (3.69)
ou, em termos adimensionais:
U u'y
i (3.70)
Denotando U
*
. +_Y +_ vy
W=l e gl 6.7

ut =yt (3.72)
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Dados experimentais mostram que esta relacio é vilida para valores de y* < 5.
e Regiao Turbulenta

Na regido turbulenta o transporte turbulento é dominante. Portanto espera-se que nessa
regido a variagio da velocidade nio dependa da viscosidade mas somente de u* € y, ou seja,

ou

oy @y (3.73)

Aplicando uma anélise dimensional & equacdo acima temos

o
oy ry
onde x é uma constante de proporcionalidade. Integrando a equagdo acima, resulta

1
ut = ;lny+ +B (3.74)

7

A relagdo (3.74) ¢ conhecida como perfil logaritmico de velocidade da parede e é um dos
resultados mais conhecidos no estudo da turbuléncia, sendo valida aproximadamente para o
intervalo 30 < y* < 200. Na regido 5 < y* < 30 os efeitos viscosos e turbulentos sio da mesma
ordem de magnitude e um perfil de velocidade deve ser ajustado. Para valores de y* > 200 a
variagdo de velocidade nao depende mais somente dos parametros ligados & parede sélida mas
também de efeitos dindmicos da camada limite como um todo.

De acordo com resultados experimentais de Nikuradse (1933) x = 0,4 ¢ B = 5,5. Por outro
lado, num trabalho mais recente Coles e Hirst (1968) propdem « = 0,41 ¢ B = 5,0. A Figura
3.13 apresenta a distribui¢ao de velocidade do escoamento médio junto a uma superficie sélida
comparada a dados experimentais.

E importante notar que a Lei da Parede como deduzida aqui ndo pode ser aplicada em
algumas situacoes de interesse pratico. Exemplos dessas excegoes sdo escoamentos envolvendo
paredes com transferéncia de massa, regides de separacao, regides com gradientes elevados de
pressdao ou de massa especifica, a presenca de forcas de corpo, etc.

3.4 Modelos Baseados no Conceito de Viscosidade Tur-

bulenta

Seja qual for o modelo a ser adotado para a simulagdo do escoamento turbulento, algumas
caracteristicas sdo desejdveis. Inicialmente, o modelo deveria ser matematicamente simples e
envolver 0 menor nimero possivel de conceitos fisicos. Além disto, deveria ser capaz de prever
uma grande variedade de escoamentos sem a necessidade de ajustes nas suas constantes ou
equagoes. Finalmente, por uma questio de conveniéncia o modelo deveria ser numericamente
estavel.

Os modelos que consideraremos sdo conhecidos como ” single-point closures”, pelo fato de
avaliarem as correlagdes envolvendo produtos de flutuagdes (por exemplo, %) a partir de
propriedades localizadas numa mesma posigéo espacial. Dentro desta classe de modelos existem
diferentes metodologias utilizadas para a descrigdo da turbuléncia. A maioria delas assume que
os fluxos de quantidade de movimento, %;u;, e de escalares, u;f, podem ser representados por
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Figure 3.13: Perfil de velocidade junto a uma parede sélida; adaptado de Hinze (1975).

um coeficiente de difusdo turbulento (modelos seguindo esta metodologia serao discutidos nesta
secao). Outras obtém formas modeladas para as equacoes de transporte de 7;u; e u;6 (modelos
deste tipo serao analisados na préxima segéo).

3.4.1 Conceito de Viscosidade Turbulenta

A hipétese de que as tensoes de Reynolds 73i; sdo proporcionais a deformacdo do escoamento
médio, agindo de forma anédloga as tensoes viscosas, foi originalmente proposta por Boussinesq
(1877) através do conceito de viscosidade turbulenta. Considerando um escoamento unidire-
cional ao longo de uma placa plana infinita, ele propds que assim como no caso da tensao
viscosa, a contribui¢ao da turbuléncia na transferéncia de quantidade de movimento poderia
ser modelada por

ou

—-uv = l/ta—y- y (375)

onde u e v séo as flutuagbes de velocidade associadas as componentes de velocidade U e V,
paralela e normal a superficie, respectivamente, e y € a direcao normal a superficie da placa. Em
contraste & viscosidade molecular, v, ndo é uma propriedade fisica do fluido mas sim uma medida
local do nivel da turbuléncia, variando de ponto a ponto e de escoamento para escoamento.
Ao longo dos tltimos anos, a hipétese de Boussinesq, numa forma generalizada proposta por
Kolmogorov (1942), tem sido um dos métodos mais empregados para a previsio de escoamentos

turbulentos. Segundo Kolmogorov (1942), o tensor de Reynolds pode ser avaliado através da
seguinte relagio:

au; ou;\ 2
7 R ot it 1) B S 3.7
W = vy (6zj + 61i> 36]k (3.76)
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onde é;; é o delta de Kronecker e k é a energia cinética das flutuagGes de velocidade. Intro-
duzindo esta relagio na equagdo (3.17) resulta:

U, _8U; 19 2 d aU;  aU;
AL A S S Zk) + — el | :
at + ch')zj pOzi <P e > - 9z; [(V e <azj " 8:1:,-)] (.10

Modelos seguindo esta hipétese avaliam v; utilizando desde simples relagdes algébricas até

mesmo equagdes diferenciais. A energia cinética k ndo precisa ser obtida obrigatoriamente do

modelo ja que ela pode ser eliminada pela definicio de uma nova pressao P* para o escoamento:
2

PP=P+Zk
3

3.4.2 Modelo Algébrico do Comprimento de Mistura

Considerando um escoamento turbulento simples com U = U(y) e V. = W = 0, conforme
representado na Figura 3.14, Prandtl (1925) desenvolveu sua Hipdtese do Comprimento de
Mistura e propos com base nela um modelo algébrico de turbuléncia.

Prandtl imaginou para o escoamento turbulento ao longo da parede, por¢des de fluido que
se juntam e movimentam-se através de um determinado comprimento ¢,, sem alterar sua quan-
tidade de movimento na direcdo z. Vamos assumir inicialmente que o movimento de uma
porgao de fluido comege em y = —¢,, e se desloque com v > 0 ao longo de um comprimento £,,
para a nova posigdo y = 0. Sua quantidade de movimento por unidade de volume é pU(—¢,,),
onde U(—{,,) designa a velocidade em y = —{,,. Como o fluido mantém sua quantidade de
movimento, sua velocidade na nova posi¢do y = 0 é menor do que a velocidade existente 14. A
diferenca entre as velocidades na nova posicdo serd

AUy = U(0) = U(—tbm) (3.78)

Através de uma séria de Taylor podemos escrever aexpressio acima na seguinte forma aproxi-
mada
AU, ~ b <3—U) (3.79)
dy y=0
Considerando agora uma porc¢do de fluido vindo de y = ¢,, para y = 0, ousejav < 0, a
velocidade do fluido serd maior do que a velocidade na sua nova vizinhanga e a diferenga de

velocidade serd U
AUy = by, <—) (3.80)
0Y J y=0

As diferengas no valor de velocidade originada pelo movimento transversal pode ser interpretado
como as flutuagdes de velocidade em y = 0. O valor médio do médulo dessas flutuacdes de
velocidade em y = 0 pode ser avaliado por:

dy ¥=0

A equacfo acima permite que se interprete o comprimento de mistura como a distdncia que
deve ser percorrida por uma porgao de fluido com sua velocidade original de tal forma que a
diferenca entre os valores de sua velocidade e o da velocidade na nova regido seja igual ao valor
médio da flutuacdo de velpcidade naquela regiao.

llull = (3.81)

N =

(AUl + [|AU:]]) = bm
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Figure 3.14: Escoamento considerado para a Hipétese do Comprimento de Mistura.

E natural esperar que a componente de velocidade transversal v possui a mesma ordem de

()
dy =0

onde 0 < ¢ < 1. Para avaliar o produto uv devemos observar que uma condigdo v > 0
geralmente estd associada a uma condicdo de u < 0, ja que porgdes de fluido vindas de regites
com menor velocidade tendem a produzir uma redugao de velocidade (flutuagéo) no novo meio.
Usando o mesmo argumento, podemos também associar a condigio de v < 0 valores de u > 0.
Desta forma, para o perfil de velocidade representado na Figura 3.14, a tensdo cisalhante 7o
deve ser escrita como:

magnitude de u, ou seja,

vl = ellull = ctm

(3.82)

uw = —cflu] - o] (3.83)
Substituindo as equagdes (3.81) e (3.82) na equagio (3.83) temos '

_ au\?

ww = 42 <5§) (3.84)

j8 que a constante ¢ pode ser incorporada na expressio de ¢, ainda nao definida. Finalmente,
levando em consideragdo o sinal que @ deve apresentar para diferentes situagées de perfis de

velocidade, é necessdrio ainda escrever:
ou oU
EI() (559

A expressao acima é o principal resultado da Hipdtese do Comprimento de Mistura de Prandtl.

O valor do comprimento de mistura ¢, varia de acordo com o tipo de escoamento. Por
exemplo, para escoamentos junto a paredes sélidas é natural esperar que, & medida que se
aproxime da superficie, a escala de comprimento da turbuléncia associada ao tamanho do
vértices diminua. Nestas situagdes a expressio comumente adotada para o comprimento de
mistura é

—uv = ¢,

b = KY (3.86)
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onde k = 0, 41.

Por outro lado, em regides do escoamento sem a influéncia de superficies sdlidas, a escala de
comprimento é praticamente equivalente a dimenséo geométrica do escoamento. Nesses casos,
o comprimento de mistura é geralmente definido por: '

b = Cxb (3.87)

onde § pode representar a espessura da camadas limite, no caso de esteiras e jatos planos, ou o
raio no caso de jatos circulares. O coeficiente ¢, é introduzido para ajustar a relacio aos varios
tipos de escoamento, podendo assumir valores entre 0,07 e 0,16.

Para uma consulta dos valores de ¢, adequados a diferentes situa¢des de escoamento tur-
bulento recomenda-se o livro de Launder e Spalding (1972).

3.4.3 Modelo a Uma Equagao

Na segdo 3 vimos que podemos expressar a viscosidade turbulenta como o produto de uma
velocidade caracteristica « e uma escala de comprimento L. Ou seja.

vy~ ul (3.88)

Uma forma de introduzir um pouco de mais informacao fisica do escoamento no célculo de v, é
considerar no cdlculo da velocidade caracteristica n a energia cinética turbulenta b (= w,7,/2)
da seguinte forma:

w= 112 {3.89)
A equacdo de transporte para k
ok
— +Cr =Dy +P+=
ot + G IS
onde
ak
Cr = Uj—
k ](9.1‘]
17} ;P ak
'D _ . + =) —y—
¢ O ”]( 2 p) Varj
oU;
Pr = _ma_rj’
_ 611,,' a‘Ui
£ = dz;dz; ) '

jé foi deduzida na secdo 2.

Nesta equacdo, os dois primeiros termos no lado esquerdo da equagdo denotam a taxa
de variagdo local e o transporte por convecg¢do de k, respectivamente, e niao necessitam ser
modelados.

O termo D, representa o transporte de k por difusdo. O ultimo termo entre colchetes
refere-se ao transporte difusivo molecular de k e é somente importante em regides de baixa
intensidade da turbuléncia (como, por exemplo, a subcamada limite viscosa). Os outros dois
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termos aparecendo em Dy sdo associados ao transporte difusivo turbulento e sio portanto
aproximados através a idéia do conceito de viscosidade turbulenta:

uity | p\ ok
u]< 3 + p) _%sz . (3.90)

A difusividade v, é determinada da analogia de Reynolds, que relaciona a difusividade de
qualquer propriedade linearmente com a difusividade da quantidade de movimento, isto é:

Vi

Tk = (3.91)

Ok

O nimero de Prandtl turbulento o« para o transporte de k¥ é comumente assumido ser igual a
1.

O termo Py, geralmente denotado de termo de produgio, representa a taxa de transferéncia
de energia do escoamento médio para o mecanismo da turbuléncia. Em modelos baseados na
hipdtese da viscosidade turbulenta, o tensor ;; aparecendo em Py é aproximado utilizando a
equacao (3.76).

Finalmente, o iltimo termo aparecendo na equagéo, ¢, é interpretado como sendo a taxa de
dissipagao viscosa de k. Neste caso, a hipdtese de equilibrio local e a observagao experimental,
que relacionam a dissipagio de energia dos grandes vortices (~ k) com as suas escalas de tempo
(~ L/kl/Q), ja discutido na secdo 3, produzem a seguinte estimativa para ¢.

k3/2
£~
L,

(3.92)

Usando essas aproximacdes, o modelo a uma equagdo pode ser expresso como:

Ok, Ok _ 8 ) ok [aU:  ou;| foui] K 103
9E g9 9, 9K _ . .
ot lox; Oz, oz | T 0x, T 81| |8, | T L. (3.93)

A viscosidade turbulenta é obtida da seguinte relagdo, proposta independentemente por Kol-
mogorov (1942) e Prandtl (1945) e caracterizada, em adicéo & velocidade /2, pela escala de
comprimento L, ,:

v = c, k2L, (3.94)

onde cu(= 0.09) é uma constante empirica.
Assumindo a condigdo de equilibrio local podemos encontrar uma expressio para L. Ini-
cialmente, reconhecemos que para esta condigio

—Wa—U =¢ (3.95)
oy ’
Para o modelo a uma equagéo
k3/2
€= 3.96
T (3.96)
Portanto,
k3/2
L.= (3.97)

—uv U /8y
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Como nesta regido o perfil de velocidade é o logaritmico, 8U /8y = u*/ky. Introduzindo esta
relagio na equagio anterior, € lembrando que na regido da parede a tensdo local —uv é prati-
camente igual a tensdo na parede 7, € ¢, = Ky temos

k3/2
Le = oo tm

Para a maior parte da camada limite o coeficiente estrutural —wv/k = 0, 3 se aplica. Logo,
L. = 2,44y

A escala de comprimento L, é geralmente considerada ser igual a L.. No entanto, para
a regido muito préxima & parede onde a viscosidade molecular v é maior ou compardvel a
viscosidade turbulenta v, a inclusdo das seguintes fungdes de amortecimento se torna necessédria
para a previsdo correta do escoamento:

Le=2,44y[l —exp(-Ap y7)] (3.98)

L,=2,44y (1 —exp(—A, y")] (3.99)

onde Ap e A, sdo constantes iguais a 0,235 e 0,016, respectivamente, e y* representa um nimero
de Reynolds local que indica a intensidade da turbuléncia e definido como y* = yk1/2/v.
Para escoamentos livres L. é usualmente expresso por

L= (3.100)

onde 0,4 < ¢ < 1 (dependente do tipo de escoamento) e § é a espessura da camada limite.
Para o caso de camada limite sobre superficies sélidas é comum a definigdo de uma ”fungio-
degrau”:
L. = 244y —y/6<A/k

L. cb —y/6> Ak (3.101)

onde A = 0,09 e x = 0,41. Maiores detalhes do modelo a uma equagdo podem ser obtidos em
Launder e Spalding (1972).

3.4.4 Principais Observagoes sobre os Modelos Algébrico e a Uma
Equacgao

Como vimos anteriormente, o modelo algébrico do comprimento de mistura necessita somente
de quantidades do campo de velocidade média do escoamento e, desta forma, requer menos
recursos computacionais do que o modelo a uma equacéo.

Para escoamentos em dutos, 0 modelo a uma equagéo permite o célculo de regides plena-
mente desenvolvidas, ou em desenvolvimento, com a simples prescricdo de L. . No caso do
modelo do comprimento de mistura necessitamos introduzir ajustes para evitar que v; = 0
quando 8U/8y = 0 (Figura. 3.15a).

Regides de separacio do escoamento (Figura. 3.15b) sfo também situagbes onde o modelo
do comprimento de mistura é totalmente inadequado. Devido aos pequenos gradientes de ve-
locidade média na regido de separagdo, o modelo do comprimento de mistura néo é capaz de
prever os coeficientes do transporte turbulento com a intensidade evidenciada por dados exper-
imentais. Além disto, o modelo é também incapaz de prever os niveis elevados de turbuléncia
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Figure 3.15: Situagdes de escoamento onde o modelo do comprimento de mistura fornece resul-
tados fisicamente inconsistentes: adaptado de Launder e Spalding (1972).

verificados experimentalmente em regides de estagnacao do escoamento. Essa deficiéncias, que
nao acontecem no modelo a uma equacgdo, se originam essencialmente pelo fato do modelo do
comprimento de mistura néo incluir os mecanismos de transporte por convecgao e difusdo no
cdlculo de v;. Para a condi¢do de equilibrio local, onde a convecgado e a difusido sdo insignifi-
cantes. os dois modelos de turbuléncia sdo equivalentes.

A maior deficiéncia do modelo a uma equagao, e também da formulacio do comprimento
de mistura. é a necessidade de se prescrever uma escala de comprimento para caracterizagio
da turbuléncia. Esta pratica, com a excecao de escoamentos de geometria simples, é de dificil
execucdo. O ideal seria portanto determinar o valor da escala L, também de uma equagio de
transporte; este enfoque é discutido a seguir.

3.4.5 Modelos a Duas Equagoes
A Escolha da Segunda Variavel

Na elaboracdo de um modelo a duas equagdes faz sentido continuarmos usando a equagio para
a energia cinética k, devido ao pouco empiricismo usado na sua obten¢do. Como podemos
utilizar qualquer combinacio do tipo k*L? para a segunda varidvel, vérias propostas surgiram
ao longo dos anos:

e Freqiiéncia dos vértices f(= k/2L~!) (Kolmogorov, 1942);
o Produto energia x escala de comprimento kL (Rodi e Spalding, 1970);
e Vorticidade; w(= kL~2?) (Wilcox, 1988);

o Dissipaco e(= k*2L™') da energia cinética k (Harlow e Nakayama, 1968 e Launder
e Spalding, 1974).

O modelo k-¢ é sem diivida o modelo que tem recebido maior atengio devido, principalmente,
aos trabalhos de Jones e Launder (1972, 1973) e de Launder e Spalding (1974).
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Equagao de Transporte para ¢

Uma equacdo exata para o transporte de £ pode ser obtida pela manipulagdo das equagdes de
Navier-Stokes.

O 0 _ _,0Ui(0uidu;  duxdur) _, uj0u O°U;
ot " oz;  “ou; \Ozk 0z | Oz O35 dxr 0,01k
I . Ir 1r

-
2 %Bui%_2<y 0%ux )

- V@xj a.’tk 8$k 6xj61k
v v
d |. ou;\*  ow Op Ouy Oe
- — |vu; Tl S Bl IS .
Ot |i1/u] (c’hk) p Ox; Oz, Vazj (3.102)

vI

O termo I corresponde a taxa da variagdo local e a taxa do transporte de £ por convecgao
e nio necessita de modelagdo alguma. Porém, vérios outros termos na equagio precisam ser
aproximados. Os termos II e III representam a geracio de ¢ devido a mecanismos associados a
vorticidade e ao escoamento médio. De acordo com Tennekes e Lumley (1972), ambos podem
ser desprezados em situagdes de nimeros de Reynolds elevados. Os termos IV e V sdo, respec-
tivamente, a geragdo devido ao alongamento dos vértices e & dissipacdo viscosa. Finalmente, o
termo VI representa a difusdo de e.

Modelagdao da Equacao de ¢

Os termos na equagdo de transporte de £ podem ser agrupados de tal forma a representarem
mecanismos fisicos distintos:

5} 0
a—i+Uj5§=Ds+Pe+de (3103)
7

onde D, P. e d. representam, respectivamente, os mecanismos de difusdo, produgéo e destruigio
de . As principais técnicas para a modelacdo dos termos na equagido de ¢ sdo a andlise
dimensional e a intuicdo fisica.

A difusdo D, é aproximada usando o gradiente de &:

~ 0 vt ) O¢
d, = 52, {(Ue ) o o (3.104)

Por outro lado, a produgio Pj de k deve ser balanceada pela producdo P, de ¢ para evitar
um aumento ilimitado de k. Assim,

P~ —Py (3.105)

onde (g/k) € o inverso da escala de tempo.
O termo de destruigdo d. na equagdo de ¢ deve tender ao infinito quando k — 0, caso
contrdrio k pode tornar-se negativo. Desta forma:

d.~ Se (3.106)
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Figure 3.16: Escoamento através de uma tela.

C

Usando as aproximagdes anteriores, o modelo k-¢ para niimeros de Reynolds elevados assume
a seguinte forma:

— li— = — |y — + — | —c. 3.107
ot * 161‘] Ox; I:Vf(?rj t Oz 31‘,} {BIJ ( )
9= ds 8 [uv 9= £ e?

—-U = —|—= e = Pr — Ce,— . 3.108
ot Tox;  Ox; [0:— 8.1']} + ey R ( )

onde: 2
v =cy— (3.109)

com os valores das constantes tomando os seguintes valores: ¢, = 0.09; ¢.; = 1,44; c.o = 1,92,
o =10e 0. = 1.3 A seguir sdo apresentadas as formas através das quais os valores de ¢,
¢:1€ .2 830 determinados.

e Determinacao de c.o

O wvalor de ¢, é determinado pela observa¢do do decaimento da turbuléncia gerada por
uma tela em um tinel de vento, conforme ilustrado esquematicamente na Figura 3.16. Para
uma posicao suficientemente afastada da tela (z > 1007), onde T ¢ o espacamento da malha,
pode-se obter aproximadamente a condi¢do de isotropia para a turbuléncia (2= xyl)e
portanto k & 3/2 u2.

Considerando o escoamento ser uniforme e a turbuléncia homogénea, as equagoes de k e ¢
assumem a seguinte forma:

dk
—=— 3.110
i (3.110)
e
de g2 .
= _052? (3.111)

Assumindo uma variagao para energia cinética do tipo ¥ = cz™ nas equagdes acima temos

Ucnz™ ! = —¢ (3.112)



Modelos Baseados no Conceito de Viscosidade Turbulenta 131

(Ucnz""l)2

Ulen(n — 12" 2= —c, —
cr

(3.113)

Logo,

n—1

Ce2 =

(3.114)

De medigoes experimentais do decaimento de k ao longo de z temos que n = —1.08 e desta
forma cep = 1, 92.

e Determinagao de c,

A constante ¢, pode ser determinada a partir da regido logaritmica do perfil de veloci-
dade, onde o efeito da tensdo viscosa é insignificante, a producéo de energia cinética é igual &
dissipagao viscosa e a tensdo de Reynolds (ww = (u,)z = 7,/p) é praticamente constante.

Do perfil logaritmico de velocidade podemos escrever

ou ut

Eial (3.115)

onde x = 0,41. Substituindo a relacdo acima na equacao da energia cinética k para a condigao
de equilibrio local vem que

1/2
Poe= %w {___(Twi’;) } , (3.116)
Logo, podemos escrever
3
£ = (Zy) (3.117)

Expressando a tensdo turbulenta através do conceito de viscosidade turbulenta do modelo k-¢

k20U
UV = ¢, — — 3.118
W=y (3.118)
e substituindo as estimativas para os valores de ¢ e 9U/dy temos
uv

Ao longo da maior parté da camada limite sobre uma placa plana a seguinte relagio estrutural
da turbuléncia é vélida (Figura 17):

~0,3 (3.120)

Portanto, ¢, = 0, 09.

e Determinagio de ¢



132 Captulo 3: Modelos Algébricos e Diferenciais

0.20
0.18}F
0.16§
¥ 014 "/ Res ~ 7.5 x 104
2k 0.12 .
o.10} Y- ~0.037
Uo
0.08}
0.06 1 ] 1 i 1 1 1 L 1 L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
x,/8

Figure 3.17: Relagao entre a tensao cisalhante u% e a energia cinética k na se¢ao transversal de
uma camada limite: adaptado de Hinze (1975).

A determinagao de c.; pode também ser realizada com auxilio do perfil de velocidade
logaritmico e da condi¢ao de equilibrio local. Estas condigdes aplicadas a equacdo modelada do
transporte de ¢ (retendo os termos de difusdo, produgao e dissipacéo) fornecem como resultado

9 1 Cep — Ce C1/2“m4
0= 2 () Lo ca)g (3.121)
dy \ o K2y?
Resolvendo a equagdo acima temos
2
C:1 = C=2 — —1/2 (3122)

Oy

Podemos observar que c.; € relacionado a o.. Os escoamentos livres sio muito sensiveis a
miudangas nos coeficientes c.; e c.9. tal que uma alteracdo de 10% nos seus valores altera a
taxa de crescimento da camada limite de mistura em torno de 40%. Estes escoamentos sao
adotados para ajustar numericamente os valores de c., pelo ajuste de o, de tal forma que o
modelo produza uma boa previsao do escoamento. O valor de o, = 1,3 é comumente adotado
no modelo. gerando um valor de ¢,; = 1.49. No entanto, o modelo de Launder e Spalding
(1974) emprega ¢, = 1. 44

Modelo k-: para Numeros de Reynolds Baixos

Em regides junto a superficies sélidas onde y* < 30, o transporte difusivo molecular niao pode
ser desprezado e portanto deve ser incluido em todas as equagdes de transporte. Praticamente
todos os modelos a duas equagbes utilizam alguma correcédo, em funcdo de um nimero de
Revnolds da turbuléncia. para a previsdo correta do escoamento.

Considera-se que os efeitos viscosos comecam ser importantes quando:

i2
Ry =~ < 100 (3.123)

ve

Em regides préximas a paredes sélidas, a condi¢do de ndo deslizamento implica que k — O e
¢ # 0 quando y — 0, onde y é a distancia & parede. Entdo nessas regiées R, — 0. Para ilustrar
isto vamos considerar a o escoamento sobra a placa plana mostrada na Figura 18.
A condigdo de ndo-deslizamento na parede implica que para as flutuagdes de velocidade wu,
vew
v=u=w=0
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Figure 3.18: Escoamento sobre uma placa plana.

Ou  duw
dr ~ 9z
em y = 0. Assim, pela continuidade,
ov
é =0 em y=20

133

(3.124)

(3.125)

Portanto, representando as flutuagoes de velocidade u, v e w através de polinémios

a1y + azy2 +

I

U

v o= b2y2 +
w o= ay + cy® +
temos,
uv o~ a1b2y3 +
koo~ 1/2(af+)y® +
e

Vt~y3

e = é)u.,- 2
=V 823]'

Portanto, para a dissipagdo na parede, €, a seguinte condigdo ocorre

_ au2+ aw\*| _, (9k/2\?
=gy ay ) |~ oy

Sabemos que

Da equagdo acima podemos observar que ¢ em y = 0 é diferente de zero (g, # 0)

definindo & como

ok1/2 2
E=e—2u< o )

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

. No entanto

(3.131)
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temos que £, = 0.

O primeiro modelo k-¢ para nimeros de Reynolds baixos foi proposto por Jones e Launder
(1972) e adota £ ao invés de £ com o objetivo de simplificar a prescrigdo da condigio de contorno
de £ na parede. -Além disto, Jones e Launder (1972) adicionaram na equacao da dissipagido um

termo fonte proporcional a
o2, \*
vy,
¢ 6xkaxm

com o0 objetivo de melhorar a previsdo do perfil da energia cinética k junto & parede.

O modelo de Jones e Launder (1972) foi otimizado posteriormente por Launder e Sharma
(1974), a fim de tornar as constantes do modelo também adequadas para escoamentos livres.
A versdo final do modelo tem a seguinte forma:

ok ok 9 ok au;, au,] [, K12\ *
E+U-—-—{<u+yt> J+ut[—+a]}{U}—€—2u(aa ) (3.132)

o) 8z; dz; ' 0ai| |0z,

]811- N 61‘j Z;
e
L . A5 - o; \?
B—f + [,/jaj— = E (:(V + Z) al‘jJ + fl('='1;’P - f2C52? + 2vy, (61’1‘81‘1 (3133)
com a viscosidade turbulenta sendo calculada através de
/\‘2
v = fycy? (3.134)

As fungdes fi. f e f,. introduzidas para corrigir 0 modelo em regides do escoamento sob acéo
de efeitos viscosos. tomam as seguintes formas:

fi = 10, (3.135)
fr = 10-03exp(-R?) , (3.136)
fu = exp[-3.4/(1.0 + R,/50.0)?] . (3.137)

Os valores das constantes ¢, c.1, ¢c2, 0 € 0. permanecem como no modelo k-¢ para numero
de Revnolds elevados.

Deficiéncias do Modelo k-¢

Em algumas situagdes comuns de escoamento o modelo k-¢ apresenta deficiéncias significativas.
Exemplos dessas situagdes sdo:

1. Escoamento na presenga de curvatura de linhas de corrente;
2. Escoamento sob agdo de gradientes de pressao adversos;
3. Escoamentos com regides de separacao;

4. Jatos;
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5. Escoamentos sob ag¢do de campos de forga.

i) Curvatura de Linhas de Corrente

Escoamentos que possuem linhas de corrente curvas sao um exemplo onde a modelagao da
turbuléncia é extremamente dificil. Por exemplo, na Conferéncia de Stanford 1980-81 (Kline
et al., 1981) nenhum dos modelos testados conseguiu prever os efeitos da curvatura das linhas
de corrente sobre o escoamento, sem que fossem incluidos nas equagdes termos extras para este
fim. Bradshaw (1973), numa excelente revisio deste tipo de escoamento, mostra que mesmo
taxas de deformagdo pequenas associadas a curvaturas suaves das linhas de corrente acarretam
um efeito pronunciado sobre as tensoes de Reynolds. Resumidamente, pode-se dizer que a forca
centrifuga reduz a turbuléncia sobre superficies convexas e aumenta sua produgdo ao longo de
superficies concavas.

Mais recentemente, Muck et al. (1985) e Hoffman et al. (1985) analisaram em detalhes os
efeitos de curvaturas convexas e concavas sobre camadas limite e concluiram que eles sio total-
mente diferentes entre si, mesmo do ponto de vista qualitativo. Uma das diferencas apontada
por eles relaciona-se ao tempo de resposta muito mais curto da camada limite & aplicagdo ou
retirada de curvaturas convexas. Além disto, eles notaram que os efeitos de curvatura convexa
nao causam grandes alteracoes na estrutura da turbuléncia, ao contririo daqueles associados &
curvatura concava, onde a turbuléncia é modificada diretamente pela prépria curvatura e indi-
retamente pelo surgimento de vértices longitudinais semi-inviscidos ao longo da superficie. Por
este motivo, eles sugerem que modificagdes nos modelos de turbuléncia para o cdlculo destes
efeitos devam ser implementadas de forma distinta para os dois tipos de curvatura.

Dados experimentais mostram que para reproduzir os efeitos mencionados acima através do
conceito de viscosidade turbulenta, adotado no modelo k-¢, precisamos de uma relagéo do tipo

= v (g—z + ai—Z) (3.138)
onde 8 < a < 15.

Viérias propostas surgiram para minimizar esta deficiéncia do modelo k-¢ e, via de regra,
utilizam como parimetro o nimero de Richardson. As correges sdo introduzidas na forma
de termos fontes/sumidouros na equagdo da dissipagdo ¢. Por exemplo, Launder et al. (1977)
propuseram:

ce2=1,92(1,0 - 0,2R1;) (3.139)
onde 2V 3 (+Va)
. k*Vpcosad(rVy

Rip= = 5o (3.140)

As correges introduzidas nos modelos para a previsdo dos efeitos da curvatura de linhas
de corrente sdo de alguma ajuda mas sdo necessarias diferentes interpretacoes do nimero de
Richardson em fungédo do tipo de escoamento considerado.

ii) Gradientes Adversos de Pressao

Originalmente, as constantes do modelo k-¢ foram ajustadas de tal forma a produzir para
o caso de escoamento turbulento em equilibrio local (Py = ¢) o correto aumento da escala de
comprimento da turbuléncia com a distdncia y medida a partir da parede, isto é:

Lo = 2,44y (3.141)
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Através da evidéncia experimental sabe-se que a escala de comprimento dada pela relagio
acima € valida mesmo para escoamentos sob a acdo de gradientes adversos de pressdo elevados.
Porém, quando a camada limite progride em diregéo & separagido do escoamento, o modelo k-¢
prevé escalas de comprimento L. = (k3/2/¢) muito maiores do que L.. Conseqilentemente,
os niveis de turbuléncia tornam-se excessivos e o escoamento tende a nio separar-se, mesmo
em situagdes em que a evidéncia experimental indica o contririo. Este problema, associado &
equagdo de ¢, é ainda mais critico quando adota-se a versdo do modelo k-¢ para baixos nimeros
de Reynolds.

Hanjalic e Launder (1980) propuseram uma mofificaco para a equagéo de ¢ a partir da mod-
elagdo de escoamentos em bocais. Haja visto os grandes gradientes de velocidade na diregao
principal do escoamento em tais situagOes, eles argumentaram que a energia através do espectro
da turbuléncia é transferida preferencialmente pelas tensdes normais. Pelo fato desta energia
terminar sendo dissipada pela agdo viscosa ao nivel dos menores vértices, Hanjilic e Launder
(1980) argumentaram que a equagio da dissipagdo ¢ deveria prever este papel maior des con-
tribuicdes originadas pelas tenstes normais. Para conseguir este efeito, eles propuseram em
P. um coeficiente maior do que c¢.; para as tensdes normais através da seguinte da seguinte
modificacio:
€

aU; o
L Pe = clieuk b

Pe = a "0z, Oz
7 m

€4k Eimk (3.142)

onde
0  se dois ou mais indices se repetem

€45k = 1 sea permutacao for seqiiencial (3.143)
—1 se a permutacao for alternada

com & = 4,44 e ¢, = 3,0.

Expandindo a equagio anterior para uma situagdo de escoamento bidimensional e usando a
aproximacdo de Boussinesq

__ oU; oU; 2

tem-se

2 2
- oU ov
PE = (Cel - C;l)cﬂk [(a—y-) + (a—z)

o ov.
dy Oz

+ 2¢,k (€1 + ¢ly) (3.144)

Podemos explorar agora a agao dessa proposigio de Hanjilic e Launder (1980) para algumas
situagbes comuns de escoamento, conforme indicadas na Figura 3.19.

o Camada limite sobre superficie plana e com gradiente adverso de pressio

Neste tipo de escoamento a linica deformagao importante é U /9y. Considerando a presenga
de um gradiente adverso de pressio P, se reduz a

. U\ _ ey —moU
PE = (Cel - C;l) Cuk (E) - CEIE [UZ - ’UZ] - (3145)
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Figure 3.19: Escoamento turbulento sobre superficies (a) plana e (b) levemente curva.

Como pode ser obervado, o termo atua no sentido de tornar a produgido de ¢ muito
mais ensivel a aceleragdes e desaceleragdes do escoamento, j4 que &; é bem maior do que
(€1 — ¢.;) .Hanjalic e Launder (1980) verificaram desta forma uma melhora significativa na
modelagdo de jatos e camadas limite com gradientes adversos de pressdo. Mais tarde, Rodi and
Scheuerer (1986) adotaram a mesma modificagdo na previsio de outras situagoes de camada
limite sob um gradiente adverso de pressdo, observando também uma melhora sensivel nos
resultados.

o Escoamento com linhas de corrente curvas

Para esta situagdo de escoamento, ambas as taxas de deformacdo 9U /9y e dV/dz sdo
importantes. Assim,

2 2
~ ou ov - ou ov
PE = (cel - Clgl) C“k I:(a) + (a_x) ] + 2C#k (Cel + Clsl) a—y’a (3146)

E interessante observar desta equagdo que o coeficiente (C + cl,) é muito maior do que
(€1 — ¢/;). Para uma.camada limite desenvolvendo-se sobre uma superficie convexa 8U/dy
é positivo e 9V/0z é negativo. Assim, o produto deles é negativo e, mesmo para curvaturas
suaves, o termo pode ser elevado o suficiente para a diminuigao de € € um conseqliente aumento
da viscosidade turbulenta; ou seja, um efeito exatamente oposto a situagao fisica verificada
experimentalmente. A proposi¢ao de Hanjélic e Launder (1980) por esta razdo nio é adequada
para escoamentos na presenca de linhas de corrente curvas, sob pena de fornecer resultados nio
realisticos.

iii) Escoamentos com Regido de Separacgdo

A eficiéncia de um grande nimero de aplicacoes é afetada pelo fendmeno da separagéo do
escoamento causada por gradientes adversos de pressao ao longo de superficies sélidas. Sob
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a acdo do campo de pressdo e da tensdo na parede, o fluido é desacelerado junto & superficie
até o repouso para entdo separar-se. As informagbes disponiveis sobre este tipo de escoamento
tem se originado quase que exclusivamente de trabalhos experimentais e muito pouco de abor-
dagens tedricas. Apesar da grande importancia tecnolégica e do grande esforgo envolvido na
investigacdo do fenémeno, o entendimento da interagdo dos fatores envolvidos na separagio de
escoamentos turbulentos permanece ainda um grande desafio.

Simpson et al. (1974) realizaram uma anélise experimental de uma camada limite com
separacdo usando anemometria laser e observaram que a lei da parede é vélida somente até a
regido préxima ao ponto de separagao, uma regiao segundo eles onde os termos das equagdes do
movimento associados &s tensbes normais tém grande importancia. Simpson et al. (1981) apre-
sentaram um exame detalhado da regido separada e concluiram que nao é possivel estabelecer
para ela uma lei da parede. Com base nos resultados experimentais, eles argumentaram que
o escoamento em sentido reverso na regido separada néo é proveniente do escoamento médio a
jusante, e sim de vértices de consideravel tamanho que cruzam a camada limite. Além dis%o, a
tensao cisalhante v foi observada ser dependente somente da estrutura da turbuléncia e néo ter
relacdo alguma com taxas de deformacao média do escoamento. Por este motivo Simpson et al.
(1981) concluiram que modelos de turbuléncia baseados no conceito de viscosidade turbulenta
sao0 inapropriados para a descrigdo da regido separada.

iv) Jatos

Os jatos circulares tém uma taxa de espalhamento em torno de 20% menor do que os
jatos planos. No entretanto, previsdes desses escoamentos com o modelo k- fornecem um
espalhamento maior para os jatos circulares. O problema novamente parece ser originado na
equagdo de €. Apesar de vérias tentativas para a otimizagdo das constantes no modelo nenhuma
delas alcangou sucesso.

iv) Escoamentos sob a Acdo de Forcas de Corpo

Situagdes de escoamento onde ocorre a presenga de forgas de corpo sdo também inapropri-
adas para uma andlise com o modelo k-¢. A secdo 5 apresenta uma discussio sobre a origem
do problema.

Observagoes Gerais sobre as Deficiéncias do Modelo k-¢

O modelo k- é falho na previsdo de escoamentos afastados da condigao de equilfbrio local. Esta
deficiéncias sdo sérias o suficiente para que o modelo tenha que ser utilizado com cautela na
previsdo de escoamentos complexos. Basicamente, os erros no modelo k-¢ se originam pelo uso
de uma relagdo entre tensdes turbulentas e taxas de deformagéo do escoamento médio ansloga
a usada para o escoamento laminar e também & pouca fundamentacio fisica da equagido de
transporte de ¢, para a qual nenhuma das corregées propostas até o momento fornece uma
generalidade suficiente.

Outras Propostas de Modelos a Duas Equagdes
i) Modelo k-¢ Nao-Linear

A relagdo linear usada para %%, ndo é adequada em muitas situagdes. Por exemplo, para
um escoamento plenamente desenvolvido num duto de segdo retangular o modelo k-¢ prevé a
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Figure 3.20: Escoamento secundario em esoamentos turbulentos plenamente desenvolvidos no
interior de dutos: a) segdo triangular; b) se¢do retangular.

condicdo de isotropia para a turbuléncia, contradizendo os resultados experimentais. Este erro
ocasiona a supressdo do escoamento secundario, verificado experimentalmente (Figura 3.20),
uma vez que para isto a condigio de anisotropia u2 # v2 deve existir.

Um outro problema decorrente de imprecisdes na previsdo das tensdes normais acontece
em regioes de separacdo do escoamento (Figura 3.21). Nessas situagdes, como enfatizado por
Simpson et al. (1974), as tensGes normais tém um papel importante sobre o escoamento 3
medida que se aproxima do ponto de separagéo.

Uma tentativa para contornar os problemas acima consiste na inclusio de termos ndo-
lineares no calculo de %@, (por exemplo, Lumley, 1970, Speziale, 1987 e Myong e Kasagi, 1990).
Dentro desta classe de modelos, a porposta de Speziale (1987) é uma das mais conhecidas e
avalia %;u; é através da seguinte expressdo:

2 k2 L k3 1 2K (o 1,
W, = —géijk + 20#?3,-]- + 4ch“£—2 (s,-msmj - gsmnsmné.-j) + 4cEc“E—2 (sij - gsmné‘ij
(3.147)
onde
1 (oU; 0U;
== = 3.148
Sij 2(69:,-+3z,~) ( )
38." 6s,~- aU.' oU;
=T U T Ba o G (@.149)
1 m m

A complexidade de implementagdo e o tempo de processamento computacional requeridos
pelo modelo de Speziale (1987) sdo compardveis aos modelos diferenciais para as equacdes de

transporte de u;%;, a ser discutido na préxima secio, mas requer aproximadamente 30% a
menos de espago de memdria.

As Figuras 3.22 e 3.23 mostram resultados da distribuigdo de tensées normais 42 e v2 obtidos
com o modelo de Speziale (1987) para o escoamento plenamente desenvolvido no interior de
uma canalizagio de segdo retangular, comparados aos resultados obtidos com o modelo k-¢.
Nota-se que enquanto o modelo k-¢ prevé a condi¢do de isotropia (u_f =v = -1;5), o modelo
nao-linear prevé valores diferentes para as tensdes normais e prever o escoamento secundirio,
conforme ilustrado na Figura 3.24.
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Figure 3.21: Separagao do escoamento turbulento provocada por uma expansdo brusca.
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Figure 3.22: Distribuio da tenso normal %@ para o escoamento plenamente desenvolvido em
duto de seo retangular; O Resultado experimental; ——~ k— &; — k-¢ no-linear; adaptado de
Speziale (1998).
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Figure 3.23: Distribuigdo da tensdo normal 7o para o escoamento plenamente desenvolvido em
duto de secdo retangular; O Resultado experimental; —— k-g; — k-¢ néo-lir.ear; adaptado de
Speziale (1998).

Figure 3.24: Escoamento secundario plenamente desenvolvido numa canalizagio de se¢do re-
tangular obtido com o k-¢ ndo-linear; adaptado de Speziale (1987).
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ii) Modelo RNG k-¢

Uma variante do modelo k-¢, recentemente proposta por Orszag et al. (1993), foi derivada
a partir da Teoria do Grupo de Renormalizagdo. O apelo desta nova versdo, denominada
de modelo RNG k-¢ se deve ao fato de que constantes e fungdes aparecendo no modelo sdo
obtidas teoricamente, e ndo empiricamente como no caso do modelo k-¢ tradicional. Além
disto, o modelo pode ser aplicado & subcamada limite viscosa sem a necessidade da inclusdo de
corregOes nas constantes ou fungdes nas equagdes de transporte.

Devido 4 sua base matematica, em oposigdo ao carater empirico do modelo k-¢ tradicional,
Orszag et al. (1993) defendem que o modelo RNG k-¢ oferece um espectro de aplicagdo maior.
Resultados preliminares, indicam que o modelo RNG k-¢ fornece previsées mais precisas do
que o modelo k-g, em situagdes de escoamento incluindo separagéo, linhas de corrente curvas e
regioes de estagnacao.

A viscosidade efetiva vep(= v + 14) € calculada no modelo RNG k- pela seguinte relagao:

v e
a qual ¢ vélida para qualquer nivel de turbuléncia.

A energia cinética k e sua dissipagao e sao obtidas de suas respectivas equacdes de transporte,
também derivadas teoricamente:

¢, k 2
ue,=u<1+ = ) , (3.150)

Ok 7] Ok 2
]a_xj = a_z] |:alleff6—zj:| + VtS - & (3151)
e P P 2
Oe € € 2 €
i3z, " Bx, [""effa—x,.] eaguS —cag — R, (3.152)

com os valores de ¢, e ¢, iguais a 1,42 e 1,68, respectivamente. O inverso do nimero de
Prandtl o para o transporte turbulento é dada pela seguinte relaggo:

o —1,3929 [*¥% | o - 2,3929 2% (3.153
ag — 1,3929 ag — 2,3929 153)
onde ap = 1.0.
O termo de deformagio, R, é obtido de
3 1— 2.2

1+ pn3 k

com n = Sk/E, o ~ 4,38, ,3 = 0,012, S2 = 2S,~,~Sij e S,'j = 1/2(6Ut/621 + BU,/ax,) Em
regides de pequenas deformagbes do escoamento, o termo R tende a aumentar v,y um pouco,
mas mesmo nessas situagdes o valor de v,y é ainda menor do que o valor que seria avaliado
pelo modelo k-¢ tradicional. Em regides de grande deformagao o sinal de R torna-se negativo e
ves é reduzido consideravelmente. Esta caracteristica do modelo RNG k-¢ € responsével pelas
melhorias verificadas na previsdo de escoamentos com regides de separagao.

Finalmente, o valor menor de c,, obtido na dedugdao do modelo RNG k-¢, comparado ao
valor de 1,9 usado no modelo k-¢ tradicional, age no sentido de reduzir a taxa de destruicdo
de ¢, fornecendo valores menores para v.y.
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3.5 Modelos para a Equacao de Transporte das Tensoes
de Reynolds

Os modelos baseados no conceito de viscosidade turbulenta fornecem resultados satisfatdrios
para escoamentos turbulentos bidimensionais sobre superficies planas mas néo sdo capazes de
prever corretamente os efeitos da curvatura de linhas de corrente sobre o escoamento. Uma
outra limitagdo dessa classe de modelos acontece na avaliagdo das tensdes normais de Reynolds,
de grande importancia em escoamentos com separagdo. Uma alternativa para a solugéo desses
problemas é a obtengdo das tensdes de Reynolds diretamente de suas equagdes de transporte.
Nesta se¢io serdo discutidos as principais vantagens, e também limitagées, associadas aos mod-
elos para as equagoes de transporte do tensor de Reynolds. Inicialmente, sdo discutidos alguns
aspectos fisicos da turbuléncia que estio envolvidos na equagio de transporte de @, e, poste-
riormente, apresentadas as técnicas comumente adotadas para a sua modelacéo.

3.5.1 Aspectos Fisicos das Equacgoes de %;%;

Termo de Producao P;;

i) Escoamento sobre Placa Plana

Vamos considerar o termo de geragao de devido & agao da deformagdo do escoamento médio:

oU; aU;
Py = —( zuka + uju k@z;,) (3.155)

Bradshaw (1973) mostrou que reduzidas taxas de deformacdo associadas a pequenas cur-
vaturas do escoamento causam aprecidveis alteracdes nos niveis das tensbes de Reynolds. Para
uma camada limite sobre uma placa plana (Figura 3.19a), onde somente a tensao cisalhante 7o
é importante, a geracdo de %u; dada pela equacdo (3.155) se reduz a

—0U
Pe =75 (3.156)

Esta relacdo mostra porque uv tem sinal oposto a dU/dy.
ii) Escoamento sobre Superficie Curva

Para uma camada limite desenvolvendo-se sobre uma superficie levemente curva (Figura
3.19b), isto é

BV 20U
P 10 M (3.157)
o termo de geragdo assume a seguinte forma
50U oV
o ul
Pw ( By +u 62) (3.158)
ov

P -—2uva—$ (3.159)
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Préximo & superficie uZ é muito maior do que v (Flgura 3.11) e, desta forma, u2 aumenta
a influéncia de 8V/9z em Pg. Além disto, P;z origina-se puramente de 8V/dz e como para
uma superficie concava este gradiente é positivo v2 é aumentada. Como resultado, verifica-se
que em semelhantes situagdes uv é entre 10 a 15 vezes mais sensivel a 8V/dx do que U /dy.

Obviamente, os modelos baseados na hipétese de Boussinesq sdo incapazes de prever semel-
hante influéncia de 8V/dz sobre uw. Em tais situagdes, a relagao de Boussinesq fornece o valor

da tensdo de cisalhamento como:
. oU 8V
—Uv = (% + E‘) (3.160)

Assim, se 8V/8z for 1% de 89U /8y teremos somente uma alteragio 1% sobre ww. A deficiéncia
do modelo est4 relacionada precisamente com a hipétese de Boussinesq, a qual relaciona tensdes
de Reynolds e taxas de deformagdes do fluido numa forma andloga & usada para fluidos New-
tonianos.

Termo de Produgao F;;

A aplicacdo de um campo de for¢a pode alterar as caracteristicas do escoamento médio e da
turbuléncia. Como vimos na se¢do 3, uma flutuacéo de forga, f;, origina termos do tipo:

i = (Faus + Tjw) (3.161)
na equagéo de u;u; e .
Fig = fif (3.162)

na equagéo'de uif.

Geralmente os efeitos sobre o escoamento médio podem ser modelados usando o conceito
de viscosidade turbulenta. No entanto, como veremos a seguir, os efeitos sobre w;z; e u:f s6
podem ser descritos por modelos baseados nas suas respectivas equagdes de transporte.

i) Forca empuxo

Vamos considerar incialmente a situacio de uma pluma térmica, como mostrada na Figura
29

No presente caso temos g; = (~g,0,0). Logo a geragao de ww; (P;; e Fj;) é dada por

_au — g
W : —G0— — 2up’= 3.163
3y " (3.163)
weww:0 (3.164)

o —g
v —vv— —vp'= 3.165
oy 7, (3.165)

.0 fato de 8U/dy ser negativo faz com que @v seja positivo. Da mesma forma, como dp/dz
é positivo, vp’ é negativo. Assim, a forca de empuxo aumenta a magnitude de #w. Podemos
representar as relagdes entre as correlagdes de segunda ordem nas equagdes de transporte para
este escoamento bidimensional através da Figura 3.26.

Para um escoamento horizontal teriamos g; = (0, —g,0). Conforme ilustrado na Figura
3.27, as relagdes entre as tensoes e os fluxos de escalares associados a gradientes de velocidade



Modelos para a Equagéo de Transporte das Tensées de Reynolds 145

*x

U

8
e’

(p-p

Figure 3.25: Perfis de velocidade e densidade em uma pluma térmica.

Figure 3.26: Relacdo entre as tensdes de Reynolds e as difusividades turbulentas no processo
de producdo e redistribuicdo de energia; escoamento vertical.

e escalares médios sdo as mesmas encontradas na situacao do escoamento anterior. Porém
as relagbes decorrentes do campo gravitacional sdo bem distintas nos dois casos. De fato, a
complexidade das relagdes entre as tensdes de Reynolds e os fluxos turbulentos sugere que os
modelos de turbuléncia baseados no conceito de viscosidade turbulenta terdo, na melhor das
hipé6teses, pouca generalidade. Portanto, somente com o emprego de equagdes de transporte
para u;i; e u:8 pode-se alcangar uma descri¢iio adequada do fenémeno.

ii) For¢a de Coriolis

Uma outra situagio de escoamento onde a equagio de transporte do tensor de Reynolds
mostra-se superior & hipétese de Boussinesq ocorre quando forgas de Coriolis estdo presentes.
Quando usamos um sistema de coordenadas sendo rotacionado com velocidade angular w con-
stante, aparecem aceleragdes associadas ao uso do sistema de coordenadas néo-inercial. Matem-
aticamente, podemos expressar isto por

DV DV o s o .
(—15t—)l=(—D—t—)R+w®(w®r)+2w®VR (3.166)
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Figure 3.27: Relacéo entre as tensdes de Reynolds e as difusividades turbulentas no processo
de producio e redistribuigdo de energia; escoamento vertical.

Os subindices "I” e " R” referem-se aos sistemas de coordenadas inercial e em rotagao, respec-
tivamente. (DV /Dt); é a aceleragdo total a que o fluido estard sujeito e é a quantidade a
ser igualada ao somatério das forgas agindo sobre o escoamento. Usando a expressdo para
(DV /Dt); podemos portanto escrever a equagao da conservagio da quantidade de movimento
com base em velocidades relativas ao sistema de coordenadas em rotagéo:

OV - _—

1 -
- v-vv=—;vp-w®(w’®?)—2w®V’R+uv2V (3.167)

A forga de Coriolis no escoamento turbulento origina uma forga de flutuacéo
fi = —2wk €ikm Um (3.168)

onde €4 é 0 simbolo de permutagio, ja definido anteriormente. Assim, na equacédo de trans-
porte de T;u; teremos o seguinte termo fonte

fij = —2wg (Eikm umuj+ e_7'lcm umui) (3169)
Para um duto com rotagdo do tipo indicada na Figura 3.28 temos que
Fip = -2 (u] - ) (3.170)

Para esta situagao P;; € negativo préximo a superficie de pressdo e positiva junto & superficie
de sucgdo. Como conseqiiéncia, ¥, € aumentada junto & superficie de pressdo e amortecida
junto & superficie de sucgao.

Redistribuigao de Energia

Vamos considerar as equagoes de W;u; para o caso de um escoamento sobre uma placa plana

DW__—26U+p(8u av) 7] (—2 E) 9 6u6_v

oy Toz) "y \" T ) T ¥ ousom

Du? oU pdu 8 5u )’
A, KA L Sy, F W it .
D v E» + >z 3yu v—2v ( (3.172)
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X
3 X,

Figure 3.28: Escoamento entre placas planas sob o efeito de rotagéo.

Do? pov O [— P 3o )2
=042-— -~ 349" -2 — 3.173
Dt * pOy 3Oy (U * p ) v (8:1% ( )
Dw? pow 08— dw )’
— g _ —- | — 3.
Dt p0z Oy v <@Ik (3.174)

Pode-se observar que ndo hé producdo de energia para v? nem tampouco para w2. Por-
tanto, a 1nica forma de suprir energia para estas componentes, essencial para a manutencio da
turbuléncia, é através da transferéncia de energia da direcdo principal do escoamento para as
outras diregées através do termo de redistribui¢do associado a flutuagées de pressdo. Se con-
siderarmos que, através da distribui¢io de energia, as flutuagdes de pressao atuam no sentido
da isotropia da turbuléncia podemos interpretar, como veremos mais adiante, que estes termos
agem também como uma espécie de sumidouro de energia da equagdo de 7.

3.5.2 Modelo para o Transporte das Tensoes de Reynolds

(bservamos anteriormente que as equagdes de u;u; e usf possibilitam a interpretacio fisica
de efeitos de curvatura do escoamento, campos de forca, etc. Também observamos que os
termos de geragdo P;; e F;; sdo escritos em fungdo de quantidades conhecidas e, portanto, nao
necessitam modelagdo. A seguir, apresentaremos a modelacdo dos termos ndo conhecidos na
equagio de transporte de %;u;. Além de procurar a maior simplicidade possivel para a forma
final da equacio modelada, devemos observar alguns principios importantes:

1. Inicialmente devemos assegurar que os termos nas formas original e modelada tenham as
mesmas dimensoes;

2. Além disto, o termo modelado deve ter as mesmas propriedades mateméticas do termo
substituido. Esta condigio é geralmente satisfeita para correlagoes de segunda ordem mas
é freqiientemente ignorada para correlagdes de ordem superior, partindo da hipétese de
que os termos de ordem n tem menor influéncia sobre o escoamento médio do que termos
de ordem (n-1);
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3. Finalmente, a forma modelada deve apresentar as mesmas respostas & translagio e a
rotacdo do sistema de coordenadas apresentadas pelo termo original e ser incapaz de
produzir valores fisicamente inconsistentes.

i) Modelagdo da Dissipagéo €;;

Da hipétese de nimero de Reynolds elevado, assume-se que as flutuagdes contribuindo para
€ij sdo isotrépicas e, desta forma,
€ij = bije (3.175)

Esta condigdo implica na inexisténcia de dissipagdo viscosa para as tensbes cisalhantes. A
validade da hipétese de isotropia para e;; nao é totalmente aceita entre os varios grupos de
pesquisa mas devido & dificuldade de se obterem dados confidveis de ¢;;, a maioria dos modelos
tenta compensar qualquer imprecisdo de sua modelagao através da modelagdo do termo de
redistribuicdo ¢;.

i) Modelagao da Redistribuicao ¢;;

Através da manipulagio da equacdo diferencial de u;, podemos chegar a uma equagéo para
a flutuagio de pressdo p:

10% _  Oum U &

paz—:m - Or; 0z 0101y,

(wium — Wly,) - (3.176)

Chou (1945) mostrou que a solugdo desta equagao substituida no termo de ¢;; produz um novo
termo composto de trés parcelas:

bij = bij1 + Sij2 + bijw (3.177)
onde
1 Puum \ (Bus _ du;\dV.
¢ij’1 - _4_7r‘/Vol (61181,") (.(9Tj+6z, T ’ (3'178)
1 U\ du,, [du; du
ii = — 2 — ¢ J .
bui2 4ir [’ol (6:5,,,) oxy (61:1 + 31:’) R (3.179)

_ 1 190 , 6u,' Buj , 6u,~ 8u,- 0 1
¢c],w - 4 /Area {i“@n'p (a$] + 61,) -P (B:c, + T:IJ:)W (F)}ds ’ (3180)

Na equagdo anterior, dV e dS sdo elementos de volume e de drea das integrais em torno de
um ponto do escoamento. Derivadas normais a superficies sélidas sio representadas por n. O
indice *" ” indica que a quantidade ¢ avaliada a uma distancia 7 do local z; considerado.

A equagdo (3.177) sugere que o termo de redistribuigdo é afetado por diferentes processos
fisicos. A primeira parcela, ¢i;1, é associada essencialmente a flutuagdes de velocidade enquanto
a segunda, ¢, representa contribuicdes provenientes de quantidades do escoamento médio e da
turbuléncia. O terceiro termo, ¢i;w, representa a influéncia de paredes sélidas na redistribuicdo
da turbuléncia.
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Podemos observar da equagdo de %@; que todas as parcelas que compdem a solugio de-
vem ser tensores simétricos de segunda ordem. Como o0s termos em ¢;; atuam no sentido de
redistribuir energia entre as tensées de Reynolds, tanto ¢;;; como ¢;j2 devem agir no sentido
de levar a turbuléncia & condigdo de isotropia {onde as tensGes normais sio iguais e as tensdes
cisalhantes séo zero, ou seja, &@; = 2/36;;k). Seguindo esta idéia, (Rotta, 1951) assumiu para
a modelagdo de ¢;;1 que em escoamentos onde as taxas de deformagéo do escoamento sdo nulas,
o retorno a condigdo de isotropia é proporcional ao nivel de anisotropia:

€ 2
¢ij,1 = _CIE (uiuj - 55,Jk) s (3181)
onde ¢; = 1,8.

Empregando o mesmo principio, Naot et. al. (1970) propuseram que ¢;; teria o papel de
redistribuir os termos de producao P;; no sentido da condigao de isotropia:

2
bijo = —c (Pij - g@‘ﬂ’k) ; (3.182)

onde ¢ = 0, 6.

A presenca de paredes sélidas em um escoamento faz com que a flutuagao de velocidade
normal as superficies decaia muito mais rapidamente do que aquelas nas outras direcdes. Ao
contrdrio do transporte difusivo associado a mecanismos viscosos, os efeitos das paredes sobre
¢i; sao sentidos mesmo em regioes afastadas no escoamento. A proposta mais difundida para
a modelagéo de ¢;,, foi apresentada por Gibson e Launder (1978) e é dada por:

bijw = 351 + bij2 (3.183)
onde
w Y 3___ 3___
¢z‘j,1 = ciz (ukumnknm&j - §ukujnkni - Euku,-nknj> fw (3_184)
w , 3 3
bii2 = Ch (¢km,2nknm6ij - §¢ik,2nknj - §¢jk12nkn1‘) fuw (3.185)

Nestas equagoes, as constantes cj e ¢ sdo iguais a 0,5 e 0,3, respectivamente, e n; representa as
componentes do vetor unitdrio ™’ normal & parede sélida. A fungdo de escala de comprimento
fw é introduzida de tal forma a diminuir a atuagdo de ¢;;; e ¢};, & medida que se afasta da
parede. Uma forma comumente adotada para f,, é

E3?% /¢
fu= e (3.186)
onde ¢ = 2,44 e d,, é uma distancia & parede (de dificil interpretacdo para situacdes de

escoamentos com complexidade geométrica).

Quando o escoamento incide contra uma superficie, como no caso de um jato, a modelacdo
de ¢y 4 falha completamente e distribui a energia entre as tensdes de forma fisicamente in-
consistente. Embora propostas recentes para a modelaggo de ¢;;, (Craft, 1991) corrijam esta
anomalia, elas ndo apresentam generalidade suficiente para aplicagdo em diferentes escoamen-
tos. Por esta razdo, em alguns casos (Lea, 1993) o procedimento tem sido a ndo inclusio de
#7; o nas equagdes de transporte de Tu;.

iii) Modelagdo da Difuséo D;;
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A hipdtese generalizada do gradiente de difusdo de Daly e Harlow (1970) é a forma mais
utilizada para a aproximagao do transporte difusivo. De acordo com esta hipdtese

— k 06
UpP = —Cop—Uklyp— 3.187
P 47 TRlmy ( )
Assim, caso ¢ represente a tensao de Reynolds instantanea u;u;, a relagdo acima fornece

k 8uiuj
UpUUy = —cszukum

(3.188)

Tm

onde cg = 0,22.

3.5.3 Modelo para as Equagoes de Transporte de u;z;.

Introduzindo as aproximagdes para D;j, ¢;; € €;; discutidas anteriormente, podemos escrever a
equagio modelada para o transporte de @;ii; da seguinte forma:

ouu; dusu; 0 k 0 oU; oU;
- 4 U—~L = — s—U - N _— U 1
ot + ok ail:k 6xk ¢ Eukw 6.’()[ “ Ukal‘k +u’uk6zk (3 89)
N——— — v
Cij Dij Pij
€ 2 2
— CIE (U,“Uj - géuk) - C2 (Pij - g&ijpk-)
Bija ¢T;2

€[ o _
+ Cl; (ukumnknmélj - Eukujnkn,- - §ukuinknj> fw

~
w
¢i1,1

, 3 3
+ ¢ (¢km,2nknm6ij - §¢ik,2nknj - §¢jk,2nk”i) fuw

w
17,2

2
- 561-1-6

A taxa de dissipac@o ¢ é uma incégnita e portanto precisamos calculd-la. A forma mais utilizada
da equagdo modelada de £ é essencialmente a mesma adotada em modelos de viscosidade

turbulenta: 5 5 )
3 € € €
— + U'—:‘r—] = D5+ CElE’Pk - 052?

com o termo de difusdo D, sendo modelado através da hipitese generalizada do gradiente de
difusdo de Daly e Harlow (1970):

(3.190)

d k
de = — (ceru,-—ﬁ> (3.191)
5 £ 0z,

onde ¢, = 0,18

Devido ao grande nimero de hipéteses utilizadas na sua obtencéo.a equagdo de transporte
de £ é uma das principais fontes de erro nos modelos de turbuléncia. Esta incerteza associada
4 equagdo de ¢ tem conseqiiéncias diretas sobre a modelagdo das equagdes de transporte de



Modelos para a Equagédo de Transporte das Tensées de Reynolds 151

#;u,;. Por exemplo, devemos ser capazes de separar eventuais imprecisdes na previsdo de u;u;
entre erros na determinagio de ¢ e erros nos na modelagdo dos outros termos da equagio de
u7u; (especialmente ¢i;). Embora existam dificuldades para esse diagndstico, podemos fazer tal
separacao reconhecendo que erros nos niveis de € agem no sentido de produzir niveis de energia
excessivamente baixos ou elevados, enquanto que deficiéncias em ¢;; originam distribuigdes
incorretas de energia entre as tensdes.

A energia cinética k das flutuagdes que aparece no termo de redistribuigdo ¢;;; e na equagao
de ¢ pode ser obtida diretamente da soma das tensdes normais. No entanto, algumas vezes o
uso de uma equagio de transporte também para k torna o procedimento iterativo mais estdvel.
Neste caso, da mesma forma como realizado para a equagdo de ¢, o termo de difusdo Dy na
equagéo de k é aproximado pela hipétese generalizada do gradiente de difuséo:

ok 9k 8 k 9k
& Bzi

Eiv o amt | o py - 192
8t+ i9w; ~ oz, CKUT; } Pr—c¢ (3.192)

onde ¢ = 0,22
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4.1 Turbuléncia

A turbuléncia nos fluidos estd entre os mais complexos e espetaculares fendmenos encontrados
na natureza. E naturalmente tridimensional e dependente do tempo. E caracterizada por
processos nao lineares de troca de massa, energia e quantidade de movimento, o que se da
via interacOes entre estruturas das mais variadas escalas de tempo e de comprimento. A
importancia pratica da compreensao da turbuléncia é muito grande e crescente com o tempo. A
turbuléncia é estudada por fisicos, quimicos, engenheiros (mecénicos, aeronduticos, nucleares,
termo-hidrdulicos), matemaéticos, bidlogos, médicos, sociélogos, economistas, meteorologistas e
astrofisicos, cada um com suas motivagoes particulares geradas pela busca de compreender os
seus problemas.

Basicamente existem duas correntes de estudos da turbuléncia: os experimentalistas de
laboratérios e os experimentalistas numéricos. Neste capitulo serd abordada a metodologia de
Simulagdo de Grandes Escalas dos escoamentos turbulentos, uma entre as numerosas metodolo-
gias de tratamento tedrico deste assunto. Ela se iniciou com os trabalhos do meteorologista
Smagorinsky (1963}, com a motivagdo de simular apenas as grandes escalas dos escoamentos
atmosféricos, na impossibilidade de simular todo o espectro de escalas. As primeiras aplica¢oes
em problemas de engenharia se iniciaram com Deardorff (1970). Durante estes quarenta anos
esta metodologia j4 evoluiu bastante. Novos modelos foram desenvolvidos e muitas pesquisas
tém atestado o potencial desta metodologia tanto para andlise de problemas de engenharia
quanto para andlise fisica e fenomenolégica.

Turbuléncia ocorre com muita freqiiéncia na natureza e tem sido objeto de estudos por

mais de 150 anos. Na verdade desde Leonardo da Vinci (1510) os estudos neste dominio tém
acontecido. Ele fez interpretactes muito importantes com base em observacoes visuais apenas:
a esteira de vortices gerada a jusante de um obstdculo é composta por uma larga quantidade
de freqiiéncias e de formas diversas. Esta foi. provavelmente. a idéia precursora do processo de
decomposi¢io de escalas de Reyvnolds (1894).
E grande o investimento em pesquisas relacionadas a compreensdo e ao controle dos es-
coamentos turbulentos, devido & enorme gama de implicagdes vraticas advindas, envolvendo
sistemas de transportes (aeronaves, navios, automaveis), sistemas de conversao e transmissao de
energia (motores, turbinas, compressores, trocadores de calor) e também aplicacbes geofisicas
(meteorologia, qualidade do ar, dispersdo de poluentes nos mares). A necessidade de modelos
mateméticos e de métodos de solucido de equagles € crescente. Grandes esforcos tem sido
dispensados e com tendéncia de crescer ao longo do tempo, para o desenvolvimento de ferra-
mentas numéricas que possam ser empregadas tanto para a realizagio do que hoje se chama
experimentacdo numérica quanto para a obtencao de informagdes para a aplicagio imediata em
atividades de engenharia. Dentre as maiores dificuldades para o desenvolvimento da modelagem
matematica dos escoamento encontra-se a problemdtica da modelagem da turbuléncia, objeto
de discussces neste documento.

4.2 Metodologias de Simulacao

Sao numerosas as formas de se modelar e simular os efeitos da turbuléncia. Elas variam desde
as correlagGes e diagramas empiricos até as modernas metodologias de simulagio numérica. Um
exemplo das primeiras sdo os diagramas de cdlculo de perda de carga (diagramas de Moody)
utilizados para dimensionar sistemas de bombeamento e ventilagio. Neles se leva em conta
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o nimero de Reynolds, a geometria dos condutos e a rugosidade de suas paredes internas.
Quanto as metodologias de simulagio numérica mais cldssicas, mas nio menos importantes,
outros capitulos serdo dedicados a elas. Lembra-se que este capitulo é dedicado & metodologia de
Simulagdo de Grandes Escalas (SGE), considerada uma das mais modernas formas de se analisar
as causas e os efeitos ligados aos escoamentos turbulentos. No entanto, antes de se entrar neste
assunto especificamente, serdo feitas consideragdes sobre a metodologia de Simulagéo Numérica
Direta (SND).

4.3 Simulacao Numérica Direta

Como discutido no capitulo de Fundamentos da Turbuléncia nos Fluidos, uma das principais
caracteristicas dos escoamentos turbulentos é o alto grau de liberdade que caracteriza este tipo
de sistema dindmico. Mostrou-se, inclusive, que o0 ndimero de graus de liberdade (Ng!) pode
ser estimado em fungio do niimero de Reynolds (equagdo 21 do item 1.3.7). Com esta equagio
conclui-se que quanto maior o nimero de Reynolds maior é o nimero de graus de liberdade.

A forma mais intuitiva de se simular um escoamento passa pela solugdo das equagoes de
Navier-Stokes. Se a malha de discretizagdo for suficientemente fina, todos os fenémenos fisicos
serdo resolvidos, ou seja, todos os Ngl e todo o processo de interacdo nao linear entre eles.
Este tipo de simulagio é conhecido como Simula¢do Numérica Direta (SND) da turbuléncia.
Obviamente, por questdes de capacidade computacional, esta metodologia sé pode ser utilizada
para escoamentos a baixos nimeros de Reynolds. Isto é uma conseqiiéncia do fato que cada grau
de liberdade corresponde a uma equagéo linear discretizada. A titulo de exemplo, voltando-se
4 unidade 1.7, figura 35, estima-se Re = 4.000 o que fornece um Ngl = 1,3z10%. Observa-
se que, numa estimativa grosseira, a solu¢do deste problema via SND exigiria a solugdo de
130 milhdes de equacoes simultaneas. As perspectivas para a solugdo direta deste problema
sdo muito otimistas pois nos dias atuais jd se fala na solugio de 20 milhdes de equagdes
simultineas. No entanto este nuimero de Reynolds é muito modesto diante dos valores que
caracterizam uma grande maioria dos problemas de engenharia e de geofisica. Um outro
exemplo extremo, ilustrado na figura 35 da unidade 1.7, mostra que um escoamento tipico
atmosférico é caracterizado por um Ngl = 10, A solugio direta deste tipo de sistema dinamico
esta fora de todas as esperancas atuais.

Diante desta rapida exposigdo, conclui-se que a maior parte dos problemas préticos nio
podem ser solucionados via SND. Neste sentido, Smagorinsky (1963), utilizando das idéias de
decomposicao das escalas de Reynolds (1894), propds uma nova filosofia de modelagem, com
a qual a separacdo em um campo médio e nas respectivas flutuagdes ndo é mais utilizada mas
sim a separacdo das altas freqiiéncias das baixas freqiiéncias, utilizando-se de um processo
de filtragem. O comprimento caracteristico do filtro (que determina a freqiiéncia de corte) é
baseado no tamanho da malha de discretizagdo. Este assunto é o objeto central deste capitulo,
o qual serd discutido com mais detalhes na unidade seguinte.

4.4 Simulacao de Grandes Escalas

Simulagdo de Grandes Escalas é uma metodologia intermedidria & Simulagio Direta e & sim-
ulagdo via equacdes médias de Reynolds. Em SGE as estruturas turbulentas transportadoras
de energia e quantidade de movimento sdo resolvidas diretamente da solucdo das equagdes
filtradas, enquanto que apenas as menores estruturas sdo modeladas. Considerando-se que
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as menores estruturas tendem a ser mais homogéneas e isotrépicas e menos afetadas pelas
condigdes de contorno, espera-se que os modelos advindos sejam mais universais e independentes
dos diferentes tipos de escoamentos, quando comparados com a metodologia média cléssica.

As metodologias de SND e SGE sao semelhantes no sentido que ambas permitem a obtencgéo
de resultados tridimensionais e transientes das equagdes de Navier-Stokes. Sendo assim, SGE
continua a exigir malhas refinadas. No entanto, torna-se possivel resolver escoamentos a altos
nimeros de Reynolds, devido ao processo de separagio de escalas utilizado e ao processo de
modelagem dos tensores sub-malha adicionais que aparecem. Devido a estas caracteristicas a
SGE se tornou uma das mais promissoras metodologias para solugdo de escoamentos turbu-
lentos. Nos préximos capitulos serdo fornecidos detalhes sobre os processos de filtragem e de
modelagem sub-malha.

4.4.1 Processos de separagao de escalas e de filtragem das equagoes

Nesta unidade restringir-se-a aos escoamentos incompressiveis cujas equagdes de transporte sao
as seguintes:

Ou; 7] _ 1 Op 7] Ou;
ot + 51;—1_(11,111.]) = po a:tl + - (I/azj) s (41)
oT 9 0 oT
T+ LT = —(a— .
ot + Oz; (uiT) Oz (aazj) ' (42)
au,-
= 0. }
oz, (4.3)

Estas equagbes representam respectivamente a conservacido da quantidade de movimento,
da energia e da massa. Trata-se de um sistema de 5 equagdes e 5 incdgnitas, constituindo-se,
portanto, num sistema de equagdes fechado. Conforme ja argumentado, a solugio direta destas
equagoes s6 é possivel para baixos nimeros de Reynolds. Para escoamentos a altos nimeros
de Reynolds, a alternativa é o processo de filtragem e de separagio das escalas. Para tanto, as
varidveis presentes nestas equagdes governantes sdo separadas em uma parte dita de grandes
escalas f(Z,t) e em outra parte dita sub-malha f'(Z,1) :

f(&1) = (&) + f(&,1). (4.4)
A parte filtrada é dada por

F(@,t) = / H&@0)C(E — )47 (4.5)

onde a funcgdo filtro é definida de diversas formas, entre as quais uma das mais utilizadas, é a
funcdo filtro por volume, dada pela equacdo abaixo:

1/A% se|l@] < AJ2

G(#) = { 0 seld] > A2, (4.6)

onde A é o tamanho caracteristico do filtro, o qual caracteriza a freqiiéncia de corte da
filtragem. Em particular, se A for tomado como o tamanho da malha, o processo de filtragem
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se confunde com a filtragem imposta pela discretizagio, uma vez que no interior de um volume
de discretizagio todas as variiveis sio mantidas constantes. Qutro tipo de filtro sugerido pela
literatura é dado por uma funcdo gauseana cldssica. Em funcao do processo de filtragem acima,
as propriedades classicas da decomposi¢io néo sdo mais verificadas, ou seja:

U # Ui

{ iy 7 0 (.7)

Aplicando-se o processo de filtragem as equagdes governantes (1) a (3) obtém-se as seguintes
equagoes:

o 0, 185 0 ( om
ot + 6.’Ej (UIUJ) - Po azi + aa:]- (Val‘j) ’ (48)
T 0 — 0 T
— — (u;T) = — _
ot + al']‘ (uJ ) 6zj (aa.’l?j) ' (49)
0;
5 = O (4.10)

O sistema de equages acima modelam o transporte das varidveis wu; e T. Nota-se que os
termos ndo lineares se apresentam na forma de dois produtos filtrados, o que torna impossivel
a solugdo deste sistema de equagbes. Desta forma, faz-se necessario decompor as escalas,
utilizando a equagdo (4), o que modificard apenas o termo nio linear ou de transporte convectivo
destas equagdes, da seguinte forma:

wy = (0 +u)(ug +uj) = Uiy + W) + uig + uiul, (4.11)
GT = (@ +u )T +T) = GT+5T +uiT + T (4.12)

Observa-se que o processo de decomposigio ainda nao resolve o problema colocado, pois os
iiltimos membros das equagées (11) e (12) continuam dependendo de dois produtos filtrados.
Objetivando expressar estes termos em funcdo do produto das varidveis filtradas utiliza-se um
tensor e um fluxo turbulento adicionais, definidos das seguintes formas:

Li; = wuj w4y, (4.13)
Ly; = 4T -1 (4.14)

Substituindo-se as equagGes (13) e (14) nas equagdes (11) e (12), obtém-se as seguintes
equagoes:

W, = Uy 4wt + w4 wju) + Ly, (4.15)
wT = %G T+uT +5T +uiT + Le;. (4.16)

Finalmente, estes dois termos estdo escritos em fungdo do produto das varidveis filtradas e
de alguns tensores e fluxos adicionais, identificados a seguir:
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Tij = uﬁu’i Tensor de Reynolds sub-malha
Cyj = ulj+uuj Tensor cruzado

Tensor de Leonard
Fluxo turbulento sub-malha
Fluxo turbulento cruzado

Iy
.
I

Uilj — Ui Uj
ulT!

Co; = F-F;LT
Ly = 5T ~4;T

(4.17)

Loty

Fluxo turbulento de Leonard.

Substituindo-se estes resultados nas equagdes (8) e (9) obtém-se as equagdes governantes
filtradas, nas seguintes formas:

om0, 1o 0 [om
ot + a—x](ut Uj) = _po Bz, + [ a:l:] (T;J + C,] + L’J)] , (418)
T 0 = ij aT
— 4+ —(u; T) = — 0; + C, L 4.19
T @T) = g [age— 6+ O+ ). (@19)
Oy
= 0. 4.2
o= (1.20

Este é um sistema de cinco equagdes e cinco varidveis de transportadas (u;, Tep) acrescidas
dos trés tensores (7ij, Cije L;j) e dos trés vetores fluxos turbulentos (6;, CgjeLq;). Trata-se
entdo de um sistema de equagOes aberto com mais equacdes que incégnitas. Este problema
tem sua origem no termo nao linear da equagédo de conservagdo da quantidade de movimento e
no termo de transporte convectivo da equagio da conservacgio da energia. Observa-se que eles
apareceram do processo de geragdo das equagdes (18), (19) e (20) que governam o transporte
de momentos estatisticos de primeira ordem. Os tensores e vetores incdgnitas ji citados
tém como componentes, correlagbes ou momentos de segunda ordem. E sempre possivel se
gerar equagdes de transporte para estes momentos de segunda ordem, o que acarretaria no
aparecimento de momentos de terceira ordem e assim sucessivamente. Este é o classico problema
de fechamento da turbuléncia, um dos maiores desafios cientificos da fisica moderna, o qual est4,
ainda completamente em aberto, ndo contando ainda com uma teoria fechada.

Métodos paliativos de fechamento da turbuléncia foram propostos ao longo das ultimas
décadas. Neste capitulo dedica-se & modelagem sub-malha da turbuléncia que conduz a
metodologia de Simulacado de Grandes Escalas, a qual é objeto de discuss@o no préximo item.

4.4.2 Modelagem sub-malha da turbuléncia

Os modelos de turbuléncia podem ser classificados em dois grupos bdsicos: aqueles que de-
pendem da viscosidade turbulenta (hipétese de Boussinesq) e aqueles baseados em equagGes
algébricas, os quais ndo dependem da viscosidade turbulenta. No presente estudo restringir-se-
4 ao primeiro grupo, ou seja, aqueles que dependem da viscosidade turbulenta.

Boussinesq propds expressar o tensor de Reynolds sub-malha em fungido da taxa de de-
formacéo gerada pelo campo de velocidade filtrado e da energia cinética turbulenta, como
segue:

Ou; O0u 2
Tij = — (%j + ‘aT':) + k6l]1 (421)
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onde a viscosidade turbulenta v; pode ser calculada via diferentes modelos. Os mais utilizados
serio descritos posteriormente. A energia cinética turbulenta sub-malha pode ser incorporada
A pressao est4tica. Os tensores cruzado e de Leonard podem ser modelados seguindo a idéia de
Clark et al. (1979) que sugerem expressar a soma destes tensores como uma expansio de Taylor
do campo de velocidade filtrado. Com base nisto Findikakis e Street (1979) demonstraram que:

A, 0% 077
12 8z Oz
onde k = 1,2,3. Com esta expressdo calcula-se explicitamente estes tensores em func¢io do
campo filtrado de velocidade. Shaanan et al. (1975) estimaram que, quando um esquema
de transporte convectivo de até segunda ordem é utilizado, os tensores de Leonard e cruzado
podem ser desprezado. Por outro lado, quando se utiliza esquemas de ordens mais elevadas ou
métodos espectrais, este tensor nio pode ser mais desprezado. Silveira-Neto et al. (1993), em
experiéncias numéricas sobre uma expansao brusca, evidenciaram que mesmo para esquemas de
terceira ordem estes dois tensores podem ser despreziveis face ao tensor de Reynolds sub-malha.
Para tanto foram definidos trés termos de difusdo como segue:

Lij + Cij = (422)

Dr = ||VF|, (4.23)
Dy = 6(Lﬁ4-cﬁ)L (4.24)
Dy = ||V.(2v53)], (4.25)

onde Dg, Dy e D)y sdo respectivamente os efeitos da difuséo associada ao tensor de Reynolds
sub-malha, aos tensores de Leonard e cruzado e ao tensor viscoso respectivamente. Estes
efeitos foram calculados em simulagbes de grandes escalas com as equagdes (21) e (22), onde a
viscosidade turbulenta foi avaliada com um modelo de Smagorinsky (1963) a ser descrito ainda.

Na Figura 1 mostra-se os efeitos relativos destas difusées. Nas regides mais distantes do
degrau (z/H maior) os efeitos Dp sdo da ordem de 40 vezes os efeitos de Dy e Dy, Este
resultado esta de acordo com os resultados de Antonopoulos-Domis (1981) obtidos com um
método de discretizagdo semelhante. Desta forma a inclusdo ou nio destes tensores depende
da ordem de precisao do esquema de transporte convectivo.

Resta ainda o problema ligado ao cdlculo da viscosidade turbulenta , objeto de diferentes
tipos de modelos a serem descritos nos itens que seguem.

4.4.3 Modelo sub-malha de Smagorinsky

Este modelo foi proposto por Smagorinsky (1963), baseando-se na hipétese do equilibrio local
para as pequenas escalas, ou seja, que a produgao de tensdes turbulentas sub-malha seja igual
a dissipagéo:

p=c¢ (4.26)

onde a produgao pode ser escrita em fungdo da taxa de cizalhamento do campo filtrado e a
dissipagdo pode ser escrita em fungio da escala de velocidade e do comprimento caracteristicos
sub-malha:
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. = Reyno.diff.
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Figure 4.1: Comparagio dos efeitos de difusao molecular, de Leonard e cruzado e de Reynolds
sub-malha (Silveira-Neto et al., 1993).

p = —uu]Sy = 2SSy, (4.27)
—er (@) 1. (4.28)

L]

o™
|

Observa-se que —u;u; contém apenas a parte anisotrépica do tensor de Reynolds sub-malha.

P ~ ——\1/2 ~ . .
Na ultima equagao, (u;u;) / e | sdo as escalas de velocidade e de comprimento sub-malha
respectivamente. Supde-se ainda que a viscosidade turbulenta sub-malha seja proporcional a

estas duas escalas, conforme a equagdo seguinte:

v = erl(ujuf). (4.29)

Utilizando-se este conjunto de equagdes pode-se exprimir a viscosidade turbulenta em fungao
da taxa de deformagcdo e da escala de comprimento:

u = (Cs)2\/5455;. (4.30)

O comprimento caracteristico ! é calculado em funcdo da malha de discretizagdo. A
constante de Smagorinsky Cs = 0,18 foi determinada analiticamente por Lilly (1967), para
turbuléncia homogénea e isotrépica. No entanto o valor desta constante tem sido questionado
o adaptado segundo o tipo de cédigo de calculo utilizado pela comunidade. Apesar disto, este
primeiro modelo sub-malha tem sido largamente utilizado e permitiu o inicio de uma das mais
promissoras linhas de pesquisa na érea da simulagdo numérica de escoamentos turbulentos.
No campo da modelagem sub-malha, avangos considerdveis tém sido conseguidos, chegando
A novas concepcdes como os modelos dindmicos que nfo necessitam do uso desta constante
ad-hoc. Nesta nova concepgio de modelagem, esta constante é substituida por uma fungio
avaliada dinamicamente durante a simulagao.
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(k)

|E,. (Parte calculadada
do espectro)

sum (parte
sub-malha) \

k. k

Figure 4.2: Espectro de energia cinética turbulenta e nimero de onda de corte.

4.4.4 Modelo sub-malha Fungao Estrutura de Velocidade

Em uma simulagio de grandes escalas os fluxos turbulentos de quantidade de movimento
e de calor sio modelados via conceitos de viscosidade e de difusdo turbulentas. Chollet e
Lesieur (1982) apresentaram o formalismo para o célculo de v; (viscosidade turbulenta) e o,
(difusividade turbulenta) no espago de Fourier. Estas quantidades servem & modelagem das
interagdes das grandes estruturas que correspondem aos pequenos nimeros de onda k < k. com
as estruturas sub-malha relativas aos grandes niimeros de onda k£ > k., onde k. é o niimero de
onda de corte (ver figura 2) determinado pela malha de discretizagdo utilizada, (k. = 7/A).

A partir do formalismo desenvolvido por Kraichnan (1976), Cholet e Lesieur (1982) uti-
lizaram a teoria EDQNM, Lesieur (1997), para fechar as equagbes de conservacdo. Eles
obtiveram a seguinte equacé@o para a viscosidade turbulenta:

vi(ke, t) = 1/{"‘ f E—(IIZC’—t) (4.31)

A constante v;~ é determinada fazendo-se um balanco de energia como segue:
ke
/ 2uk*E(k, t)dk = e(t), (4.32)
0
onde £(t) é o fluxo de energia cinética turbulenta através do espectro de energia de Kolmogorov:

E(k,t) = Cge¥3k=5/3, (4.33)

0 que permite obter

vt = (2/3)C*”, (4.34)
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onde Cx = 1,4 é a constante de Kolmogorov. Percebe-se que o célculo de v; passa pelo célculo
do espectro de energia cinética turbulenta no espago de Fourier. O célculo desta grandeza no
espago fisico é bastante dificil de ser realizado. Uma forma de resolver este problema é utilizar
o conceito de funcdo estrutura de velocidade de ordem 2, o que deu origem a um novo tipo de
modelagem sub-malha, proposto por Métais e Lesieur (1991). Um resumo desta modelagem é
aqui apresentado.

A funcao estrutura de ordem 2 da velocidade é definida como segue:

Fao(Z,7,t) = |@(Z + 7, t) — 4(Z, 1)||%, (4.35)

onde o operador ” ” denota o processo de média espacial em torno do ponto 7 e no interior
de uma esfera de raio r. A literatura, Batchelor (1953), mostra que existe um dualismo entre a
fungio estrutura Fy(7,t) (definida no espago fisico) e o espectro de energia E(k,t) (definido no
espago de Fourier), vélido para turbuléncia homogénea e isotrépica. Nestas condigdes, utiliza-
se um espectro de energia que apresenta uma zona inercial em k~%3 e obtém-se a relacdo
procurada:

E(Z, ke, t) = 0,03AFy(Z, 7, 1), (4.36)

onde A é o tamanho caracteristico da malha e k. = 7n/A é o nimero de onda de corte.
Substituindo-se a equagdo (36) na equagdo (31) obtém-se o seguinte resultado:

n(Z, A t) = 0,067C 2 A/Fo(Z, A 1). (4.37)

Com a equacao {37) o problema de cdlculo de v, estd resolvido, sob as hipéteses utilizadas.
No entanto, Fo(Z,r,t) é a funcio estrutura relativa ao espectro de energia completo, com
k € [0,00]. Por outro lado, em simulagdo de grandes escalas, este cdlculo deve ser realizado
utilizando-se a parte resolvida do espectro, ou seja, k < k. ou do campo de velocidade filtrado,
fazendo-se uma média sobre uma esfera de raio r > A. Falta, em conseqiléncia, a parte das
escalas sub-malha. Métais e Lesieur (1991) propuseram uma corre¢io supondo-se uma extensio
da zona inercial do espectro de energia para k > k. . Define-se entdo uma fungfo estrutura
truncada como segue:

Fo(Z,r,t) = [@(Z + 7, t) — 4(Z,1)[1%q2n- (4.38)

A forma mais simples de calcular a média espacial é fazé-lo sobre os seis pontos mais
préximos do ponto Z. A figura 3 mostra a distribuicio dos pontos utilizados, no caso especifico
de duas dimensées.

Finalmente, o cdlculo de v, levando-se em conta esta correcio, é feito com a equagdo
seguinte:

v(Z, A,t) = 0,104C 2 A/ Fy(z, A 1). (4.39)

A viscosidade turbulenta é calculada no espago fisico para cada posigdo ¥ e para cada
instante ¢, utilizando-se o campo de velocidade filtrado. Observa-se que a passagem de uma ]
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Figure 4.3: Distribuigdo dos pontos utilizados para o cilculo da fun¢do estrutura truncada
Fy(&,r,t) sobre um dominio D.

viscosidade turbulenta v;(k, t) no espago espectral para uma viscosidade turbulenta 14(Z, A, t)
no espago fisico é justificada pela hipétese de homogeneidade e isotropia nas pequenas escalas,
as quais sdo levadas em conta via modelagem sub-malha. A nio homogeneidade das grandes es-
calas deve ser levada em conta explicitamente via solugdo numérica das equagtes de conservagao
filtradas e modeladas.

No que se refere & modelagem da equacdo da conservacdo da energia, ela é realizada com
o conceito de difusividade térmica turbulenta a4, calculada via conceito de nimero de Prandtl
turbulento, pr; = v/a; = 0,6, conforme Chollet e Lesieur (1982) e Métais e Lesieur (1991).

Observa-se que neste tipo de modelo também estd presente uma constante ad-hoc, deter-
minada analiticamente, o que o torna, como o modelo de Smagorinsky limitado a escoamentos
turbulentos completamente desenvolvidos. Estes modelos ndo sio adequados & simulagio de
escoamentos em transi¢io e escoamentos nas proximidades de paredes.

Modificagbes sobre esta versao bésica do modelo fungéo estrutura foram propostas no sentido
de tornd-lo aplicdvel a todos os regimes de escoamentos, incluindo a transigdo. David (1993)
propds o modelo funcdo estrutura seletivo, no qual a viscosidade turbulenta ”é desligada” se
o escoamento nio apresenta o devido nivel de tridimensionalizacdo. Fallon (1996) aplicou
este modelo para simulagdo da transicio sobre uma expansio brusca, obtendo resultados
mais coerentes que com o uso do modelo de base. Ducros (1995) propés o modelo fungo
estrutura filtrado, no qual as baixas freqiiéncias sdo eliminadas via um filtro passa alta. Testes
foram realizados para a transicdo de camada limite. Resta no entanto uma lacuna de maior
generalidade destas novas versdes, bem como a possibilidade de se simular corretamente o que
acontece junto a paredes onde, normalmente se faz necessario o uso seja de modelos especificos,
seja de malhas extremamente finas. Necessita-se também de modelagem para os problemas
de transi¢do & turbuléncia, onde as hipéteses de homogeneidade e isotropia ndo sdo mais
verdadeiras e a teoria de Kolmogorov nao é vilida.

No que diz respeito ao modelo de Smagorinsky, novas propostas tém sido feitas, dentre as
quais se destaca a chamada modelagem dindmica, a qual é apresentada no préximo item.
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4.4.5 Modelagem dindmica sub-malha
Aspectos Fundamentais

A modelagem sub-malha convencional envolve uma constante de proporcionalidade ad-hoc
imposta. Apesar das limitacdes advindas deste fato, conseguiu-se, nos dltimos anos, avangos
extremamente importantes na area de simulagdo numérica dos escoamentos turbulentos. Os
resultados que podem ser obtidos em turbuléncia completamente desenvolvida e fora das regides
parietais colocam a SGE hoje como uma ferramenta paralela 4 experimentagéo em laboratérios
(Bradshaw et al., 1996, e Gharib, 1996).

Uma das principais limitagoes diz respeito a andlise de escoamentos em transi¢do e nas
proximidades de paredes, em conseqiiéncia da imposicao ad-hoch de uma constante de pro-
porcionalidade. A determinagdo dindmica de uma funcdo de proporcionalidade no célculo da
viscosidade turbulenta pode representar avangos importantes.

Modelagem sub-malha dindmica

Neste tipo de modelo o coeficiente de proporcionalidade néo é mais uma constante e sim uma
funcéo que se ajusta ao escoamento no tempo e no espago. A base desta modelagem ¢ o uso de
dois filtros com comprimentos caracteristicos diferentes:

e No primeiro, usa-se as dimensdes da malha para calcular o seu comprimento caracteristico.
Ele é denominado filtro a nivel da malha;

e No segundo usa-se um miltiplo das dimensdes das malhas para calcular o comprimento
caracteristico. Ele é denominado filtro teste.

Com base no uso dos dois niveis de escalas (acima da malha), conclui-se que, na modelagem
dindmica, usa-se informagcoes do nivel de energia contido nas menores escalas resolvidas, situ-
adas entre as escalas dos dois filtros, para modelar a transferéncia de energia entre as escalas
resolvidas e as escalas ndo resolvidas, como ilustrado na figura 4.

E importante perceber que a funcio a ser determinada varia com o tempo e com o espago.
Ela deve se anular nas regiées de escoamentos laminares e proximidades de fronteiras sélidas,
implicando num melhor comportamento assintético.

Espera-se ainda a possibilidade de se simular o efeito de transferéncia inversa de energia
cinética turbulenta das escalas sub-malha para as escalas resolvidas (back-scatter), fendmeno
este que aparece nas regides de camada limite, por exemplo.

E necessério enfatizar que o principal ingrediente para o estabelecimento do modelo dindmico
¢ a identidade entre as tensdes turbulentas sub-malha e a faixa do espectro definida por dois
filtros de larguras diferentes.

A base matemética dos modelos dindmicos sdo as equagao de Navier-Stokes:

au,' 0 lap + 5] ( au,) (4.40)

—_— + —(uu;) = —— —_— V—

ot 6xj( it3) pOz; Oz Ox;

Aplicando-se um filtro G com comprimento caracteristico A, calculado com base na malha,
obtém-se a seguinte equacio filtrada:
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Fscalss resoNidss

Figure 4.4: Espectro de energia, ilustrando as duas escalas que definem os dois filtros utilizados

e a banda de freqiiéncia que serve & modelagem do processo de interagio entre as escalas
resolvidas e as escalas sub-malha.

o 0 _io 0 (uau’). (4.41)

3t 5z, ) = 050t o5 Vs,

Define-se um tensor de Reynolds global sub-malha (alternativamente ao que foi definido na
equagdo (17)) como segue:

Tij = Wty — U U (4.42)

Tem-se entdo a seguinte equacgao filtrada:

9%, 0 Gmy=-1P 0 (0%
ot " og; T Yoz;

25w " 7, (4.43)

Aplica-se agora um novo filtro G de largura A > A sobre a equagdo (41),

aﬁ+i(ﬁ)__1a_%+i O "™
at 6:cj ) pa.’ti B:cj 6.’11j Tl ( )

onde a relagdo A = 22 tem sido utilizada. Define-se o tensor das tensdes relativas ao segundo
filtro, também chamadas de sub-teste, como sendo:

—

Ty =u; -

|»

¢1] (4.45)

[

e em conseqiiéncia a equacio (45) pode ser reescrita na forma seguinte:

i 0 [~ 19p @ &
L (ma)=-x2 % (2 1) 46
5t 5 (59) = S5 t ( 5o, ]) (4.46)
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Filtrando-se a equagdo (43) obtém-se:
0L 8 (= 10p o [ ou .
Ty + a_z] (u, u,) = oo + 92; (Vazj - tau,]) (4.47)

Subtraindo-se da equagédo (46) a equagéo (47), tem-se:

0 [—= =~ =~\ 0

6_%. (“_i“_j_“_i_“_j) = a—xj(Ti‘*T}j)- (4.48)
Define-se o tensor de Leonard global a partir da equagao (48),
L= (“_i“_j - W) = (T — 73). (4.49)

Esta igualdade é conhecida como a identidade de Germano. Ela pode ser utilizada para de-
terminacio da fungio coeficiente ¢(Z, t) que aparece nos modelos de fechamento da turbuléncia.

A parte anisotrdpica do tensor de Reynolds global sub-malha pode ser modelada com a
hipétese de Bousinesq:

bij - 92— —
Ti]' - ?.77_1_]_ = —2Vtsij = —2c(f,t)A2|S[S,-j, (450)

onde |§| = /8 Si.

Modelando-se as tensoes turbulentas sub-teste T;; de forma andloga, tem-se:

85 22~
T; - —:';iT,,- = —2¢(Z,t)A |S]Sy;. (4.51)
Filtrando-se a equacdo (50) tem-se:
R 5,']' R = . Y Sy
7y = iy = ~2uy = 28, 9B 555, (452

3

Utilizando-se as equagdes (49), (50), (51) e (52} e apds manipulagGes tensoriais obtém-se a
expressdo procurada para o coeficiente dindmico:

_LLyM

Z,t) = . .
c(Z, 1) 2 MM, (4.53)
O tensor de Leonard L;; foi definido pela equacdo (49) e o tensor M;; é definido da seguinte

forma:

~AD A~ e —
M; =4 |3|S,; - K|35, (4.54)
Observa-se que o célculo do coeficiente dindmico sé depende de grandezas resolvidas e de
um duplo processo de filtragem.
Em seguida fornece-se uma lista de publicagGes mais relevantes neste dominio: Germano
(1986), Germano et al. (1991), Moin et al. (1991), Lilly (1992), Germano (1992), Piomeli
(1993), Carati et al.(1995), Ghosal et al. (1995) e Spyropoulos e Blaisdel (1996).
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4.4.6 Consideragées sobre aplicagao de modelagem sub-malha em
malhas irregulares

Os modelos sub-malha sdo baseados em duas formas de cdlculo da viscosidade turbulenta: A
primeira delas exige o cdlculo de taxas de deformacdo (familia de modelos baseados no modelo
de Smagorisnky, 1963), e a segunda passa pelo cdlculo de diferengas de velocidades (familia
de modelos baseados no modelo da fungdo estrutura de velocidade - Lesieur e Métais, 1991).
A aplicagdo destes modelos para malhas regulares nio oferece dificuldades uma vez que os
comprimentos caracteristicos dos filtros sdo calculados diretamente da dimensio regular da
malha. Para os casos de malhas irregulares, deve-se levar em conta este fato via modificagdes
nos modelos originais.

Modelos derivados do modelo de Smagorinsky

O modelo original de Smagorinsky pode ser reescrito da seguinte forma.

— 1/2—

2
Tij = —2 [L(A)] [2Smn5mn] Sij, (4.55)

onde A = (A1, Ay, A3) e L(A) dependem do grau de anisotropia ou de irregularidade da malha
utilizada. Se a malha é completamente regular,

L(A)=C,A (4.56)

sendo A = Az, = Azy = Azrz e C; é a constante de Smagorinsky, j4 apresentada. Para fracas
anisotropias, Deardorff (1970) propos

L) = Cilq, (4.57)
Deg = (A1AgA3)'R (4.58)

Para fortes anisotropias, um desenvolvimento mais rigoroso foi proposto por Scotti e Men-
eveau (1993) o qual pode ser resumido nos seguintes resultados:

L(E) = CsAeqf(alv a2) (459)

onde

f(ay,a2) = cosh \/% [(Ine;)? —Inajas + (Inay)?, (4.60)

e a; e ag sdo os fatores de aspecto, definidos como segue:

A; ay = A
Amaz’ 2_Amaz,

Amar = max{ai, a3, a3}. (4.62)

a; =

(4.61)

Observa-se que este tipo de corregio pode ser adaptada para a modelagem dindmica também.
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Figure 4.5: Malha irregular.

Modelos baseados no conceito de Fungao Estrutura de Velocidade

Neste tipo de modelo a viscosidade turbulenta é calculada com uma equagio do seguinte tipo:

Il

vIF(E, Az, t)

0,105C2Az [Fy(Z, Az, t)]?, (4.63)
Fy(Z, Az)

(la(Z,t) = (2 + 7, 1)11%) jri=re- (4.64)

Quando a malha é estruturada e regular, Az é obtido da prépria malha. Quando a malha

¢ estruturada e irregular faz-se necessaria uma corregio e Lesieur e Métais (1996) sugerem o
seguinte:

¢ = (Az;AzyAzs)'/? (4.65)

Toma-se em conta a lei de Kolmogorov (1941) a qual estabelece que a fungdo estrutura de
segunda ordem é proporcional a (¢7)%/3, onde = é a distancia entre os dois pontos em questéo.

A viscosidade turbulenta acima é entdo recalculada substituindo-se Az por Ac, o que resulta,
na formulagdo a 6 pontos, em:

3

) LS 1a(2) — 33 4+ AP 4 1368 — a0z — Aac?] (22
Fy(Z, Ac,t) = 5 Z l@(@) — (& + Azi&)||® + |(2) - U — Azié;)|?] (Aa:)
- i/ (4.66)

Nesta equagdo €; é o vetor na direcdo z;. Para compreender melhor reescreve-se esta

expressdo de uma forma estendida:

- oy <\ 112 o/ o —\n21 { Ac 2/3
a(Z) - @ + Az )|® + ||5(2) ~ &(F - Azen)|I?) (£2)  +
- 1 SOV . Lo o 2/3

Fy(F, Ac,t) = 24 [|#(3) - (& + Aa@3)|? + (&) ~ (& — Azséi) ] g;—) +

- . . . 2/3 4.67)
13(@) - 5(Z + Acs)|* + 12(2) — ©(z - Awsei)|?] (£2)
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Imagine-se uma forte anisotropia na malha, por exemplo Az > Azy & Azj. Neste caso,

A A A
Afl:l A:l:z ~ AI3.

(4.68)

e a anisotropia faz com que as flutuagdes na dire¢ado influenciem menos no célculo da viscesidade
turbulenta que nas outras diregdes. Quando a malha é néo estruturada, sugere-se interpolar a
velocidade sobre um circulo de raio ||r||, como se ilustra na figura abaixo. Com as velocidades
localizadas em posigbes eqiiidistantes, calcula-se a viscosidade turbulenta em um ponto no
centro deste circulo.

4.5 Exemplos ilustrativos de aplicacoes de LES

4.5.1 Simulagao de Grandes Escalas de escoamentos em transigao
sobre cavidades bidimensionais

Dois casos destes escoamentos foram estudados numericamente utilizando-se de uma formulagao
para escoamentos compressiveis. O método de discretizagdo de MacCormack (1969) foi uti-
lizado. O modelo cldssico de Smagorinsky (1963), com uma constante C; = 0, 2 foi empregado
para estabilizagdo dos cdlculos. Observa-se que a turbuléncia é, por defini¢do, tridimensional e
hipéteses de bidimensionalidade serve apenas como uma aproximagao para 0s escoamentos em
transicdo aqui apresentados. Observa-se que o cddigo computacional ndo apresenta convergéncia
sem o modelo sub-malha, para célculos a altos nimeros de Reynolds. Este fato apenas confirma
a necessidade de se modelar o processo de transferéncia de energia pela freqiiéncia de corte,
mesmo para escoamentos em transi¢do. O ideal teria sido utilizar modelos sub-malha dindmicos
que se adaptam melhor a este tipo de escoamento. O modelo de Smagorinsky foi empregado por
maior simplicidade nesta fase inicial destes desenvolvimentos. Os dois casos sdo apresentados
a seguir.

Cavidade bidimensional aberta

A geometria deste problema estd ilustrada na Figura 6. Ilustra-se ainda o processo de transigao
do escoamento com a presenca de instabilidades que compdem as recirculagdes no interior
da cavidade. Na figura 7 mostra-se os campos de temperatura (Figura 7.a), de vorticidade
(Figura 7.b) e as linhas de corrente (Figura 7.c). Observa-se a presenca das estruturas
turbilhonares que sdo formadas na zona cizalhante da cavidade, as quais sdo transportadas
e incorporadas a recirculacdo média, como esquematizado na Figura 6. E interessante observar
que estas recirculagoes médias sao compostas de estruturas turbilhonares menores, ilustrando
a multiplicidade de escalas comentada.

Os turbilhdes que se formam sdo transportados para a direita da cavidade chocando-se
contra a parede vertical. Estes choques podem ser observados e quantificados pelos pulsos de
pressdo criados nesta posicdo. Para tanto, foi registrado o histérico de pressdo em uma malha
localizada nesta regido de choque. Esta distribui¢ao temporal da pressdo estd ilustrada na figura
8. Na figura 9 mostra-se a transformada de Fourier deste sinal, evidenciando a freqiiéncia tipica
de choque dos turbilhdes. O nimero de Strouhal é St = 0, 66.

Na figura 10 mostra-se a comparacdo do coeficiente de pressio obtido numericamente com
os valores experimentais. Observa-se um bom acordo entre eles, exceto nas proximidades da
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Figure 4.7: Escoamento em transi¢io numa cavidade plana; (a) temperatura , (b) vorticidade
e (c) linhas de corrente.

FhutuagZo do Coef. de Press2o ( ')

Figure 4.8: Distribui¢io da presséo, em funcdo do tempo, na regido de choques turbilhonares
contra a parede direita da cavidade.
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Figure 4.9: Transformada de Fourier do sinal da figura 8.
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Figure 4.10: Coeficiente de pressdo junto & parede inferior.

parede da direita, onde os dados experimentais sdo também questiondveis. Maiores detalhes
sobre este trabalho podem ser encontrados em Pinho (1996).

Cavidade simétrica fechada com efeitos térmicos

Neste estudo objetivou-se analisar o processo de amortecimento de flutuagbes térmicas
utilizando-se de um capacitor na forma de uma dupla cavidade como ilustrada na Figura 11. Na
entrada deste dominio sdo impostos os perfis de velocidade e de temperatura. A temperatura
é flutuante na entrada de forma a simular a existéncia de pulsos que devem ser amortecidos
pelo capacitor. O objetivo é ter na sua saida uma distribuicdo temporal de temperatura o mais
uniforme possivel.

Na Figura 12 mostra-se os campos de vorticidade e de temperatura que ilustram bem a
natureza fisica do escoamento no interior da cavidade. As estruturas turbilhonares se formam e
se desenvolvem no espago e no tempo. A direita da figura os campos de temperatura mostram
a presencga dos pulsos de temperaturas através das variagoes de cores. As cores mais escuras
representam temperaturas de valor unitdrio e as cores mais claras representam temperaturas
da ordem de zero. Este pulsos sdo transportados para o interior do capacitor e difundidos pelo
efeito molecular. ‘

E interessante observar que as instabilidades dindmicas sio muito importantes para acelerar
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Figure 4.11: Cavidade plana simétrica, geometria e caracteristicas fisicas do escoamento.

este processo de amortecimento térmico. Vé-se, desta forma, que a SGE fornece a natureza
fisica do escoamento, o que facilita a compreensao do processo.

Dos cdlculos também se extrai as informagdes quantitativas que podem ser visualizadas na
Figura 13. Na figura 13 (a) tém-se as oscilagbes de temperatura na entrada do capacitor, com
uma. freqiiéncia constante e igual a 0, 1Uy/h. A amplitude do sinal na entrada é de 40°C. Na
figura (b) tém-se a distribui¢do de temperatura na saida do capacitor. O seu comportamento
é mais complexo. Ele apresenta uma amplitude igual, em média, a 10°C. Observa-se, desta
forma, um amortecimento muito importante nas oscilagGes imposta na sua entrada. Quanto
a freqiiéncia das oscilagbes, a transformada de Fourier deste sinal na saida permite identificar
um valor tipico de 0,1U/h, 0 que mostra que o processo de amortecimento ndo alterou a
freqiiéncia de entrada, dando origem, no entanto, a alguns arménicos.

A fim de ilustrar a influéncia da freqiiéncia das oscilagbes na entrada do capacitor, foi
simulado um caso com uma freqiiéncia 10 vezes superior & precedente, ou seja, 1,0U/h. Na
Figura 15 mostra-se os campos de vorticidade e de temperatura correspondentes. Nos campos
de temperatura ficam claras as flutuacées de temperatura pelas variagoes das cores. A analise
quantitativa, ilustrada nas Figuras 16 € 17, mostra que o processo de amortecimento é muito
mais eficiente neste caso.

Considerando que a geometria é a mesma e que o nimero de Reynolds também nio foi
modificado em relagdo ao caso precedente, o aumento na eficiéncia de amortecimento deve
estar ligado ao aumento da freqiiéncia das oscilagoes de temperatura. Realmente, comparando
os lados direitos das Figuras 12 e 15, observa-se que na 1ltima encontra-se um nimerc maior
de pulsos de temperatura por unidade de volume. Isto implica na existéncia de maiores e
mais numerosos gradientes de temperatura no interior do capacitor, o que claramente acelera o
processo de difusdo molecular e em conseqiiéncia o processo de homogeneizagio do campo de
temperatura. A transformada de Fourier da Figura 16 (b), ilustrada na Figura 17, mostra que
houve uma dréstica redugio também na freqiiéncia das flutuagdes de temperatura. Maiores
detalhes sobre este trabalho podem ser encontrados em Matos (1996).

Observa-se que este tipo de compreensao fisica seria dificil de ser obtida via experimentacio
e impossivel via simulagdes médias. Este é um caso interessante que ilustra as potencialidades
da aplicacio de SGE para anélise e solugdo de problemas praticos.

4.5.2 Simulagao de Grandes Escalas da convecg¢ao mista sobre um
cilindro rotativo aquecido
No estudo a aproximagdo de Boussinesq foi utilizada para modelar as forcas de empuxo. A

figura 18 ilustra o sistema de coordenadas cilindricas, bem como os volumes de discretizagio.
A técnica de discretizagio dos Volumes Finitos' com malhas co-localizadas e um esquema
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Figure 4.12: Seqiiéncia temporal dos campos de vorticidade (esquerda) e de temperatura
(direita); Re = 30.000(Re = Uxh/v) ; freqiiéncia das oscilagdes de temperatura de 0, 1Ux/h ;
L =0,8h
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Figure 4.13: Distribui¢bes de temperatura, relativas & Figura 12, na entrada (a) e na saida (b)
do capacitor.
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Figure 4.14: Transformada de Fourier do sinal da Figura 13 (b).
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]

() t=207.3 WU

Figure 4.15: Seqiiéncia temporal dos campos de vorticidade (esquerda) e de temperatura
(direita); Re = 30.000(Re = Uxh/v) ; freqiiéncia das oscilagdes de temperatura de 0, 1Us/h ;
L =0,8h.
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Figure 4.16: Distribui¢es de temperatura, relativas a Figura 15, na entrada (a) e na saida (b)
do capacitor.
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Figure 4.17: Transformada de Fourier do sinal da Figura 16 (b).
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Figure 4.18: Sistema de coordenadas, volumes de controle e nés de discretizagao.

semi-implicito de discretizagio temporal foram utilizados (Morales, 1996). Utilizou-se ainda um
esquema de transporte convectivo de terceira ordem do Tipo QUICK (Hayase et al., 1992). As
condigbes de contorno utilizadas sio: comportamento assintético no infinito (derivadas nulas)
e velocidade e fluxo de calor impostos na superficie do cilindro.

Na figura 19 mostra-se, utilizando o campo de temperatura, o regime permanente do escoa-
mento para quatro condigdes de operagdo, caracterizados por diferentes rotagdes do cilindro.
Nesta figura os nimero de Reynolds, de Rayleigh e de Froude sao definidos respectivamente
como segue: Re = wR?/v, Ra* = Gr*Pr(Gr* = gBRY"/v*k), 0 = Gr*/Re?, sendo w a
freqiéncia de rota¢do do cilindro, R o seu raio, 8 o coeficiente de expansdo térmica, k a
condutibilidade térmica e ¢” o fluxo de calor imposto sobre o cilindro.

Observando esta figura, vé-se que quando Froude é zero (rotagio nula) o escoamento adquire
a configuracio simétrica classica, enquanto que, a medida que a rotagio aumenta, o escoamento
se distorce na dire¢do da rotacdo (anti-hordrio, no presente caso), perdendo sua simetria, devido
aos efeitos combinados da rotagdo e do empuxo gerado pelo aquecimento.

Na Figura 20 apresenta-se as distribui¢des do nimero de Nusselt médio em funcio de
Rayleigh e do inverso de Froude. Nota-se que os resultados sido apresentados apenas para
regimes de baixas rotagGes, pois os cdlculos aqui apresentados sio bidimensionais, enquanto
que para altas rotagdes aparecem efeitos tridimensionais.

Faz-se também a comparagdo com resultados experimentais e verifica-se uma boa con-
cordancia das simulagdes até s da ordem de 1. Com base nisto efetuou-se uma série de 25
simulagdes, variando-se Froude de 0,0 a 1,0 com intervalo de 0,2, para os cinco valores de
Rayleigh que consta da figura 20. Com os resultados ajustou-se uma equacdo que fornece
Nusselt em fungdo de Froude e de Rayleigh, a qual é apresentada a seguir:

Nu = Nup. — 3,3510 82 Ra* 00783, (4.69)

onde 1 < ¢ < oo € 10 < Ra* < 10%. O termo Nu,, é Nusselt para convecgao natural pura
cuja correlagdo foi proposta por Churchil et al. (1975):

Ra* \ /¢ 2
Nug = 0’6+0’321(Nu,.c) }, (4.70)

a qual é vélida para 10® < Re* < 10'2. Maiores detalhes podem ser encontrados em Morales
et al. (1998).
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(o) (d)

Figure 4.19: Campos de temperatura sobre um cilindro rotativo; Ra* = 1210%; Pr = 0,7,C, =
0,32; (a) Re = 0,5 = 8(0rpm); (b) Re = 290, s = 2(52rpm); (¢) Re = 410, s = 1(757pm); (d)
Re = 557,s = 0,5(110rpm).

Figure 4.20: Nusselt médio em fungéo do inverso de Froude (1/s) e de Ra*; Pr =0,7.
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Figure 4.21: Expansao brusca; dominio de célculo e caracteristicas geométricas.

4.5.3 Simulacdo de Grandes Escalas de escoamentos turbulentos
complexos

Neste item sio apresentados resultados de dois estudos ilustrativos da aplicagédo de SGE para
a solugdo de problemas complexos: trata-se de escoamentos turbulentos sobre uma expansao
brusca e a interacdo de miltiplos jatos tridimensionais. Ambos foram tratados com um cédigo
computacional em volumes finitos com malhas entrelagadas. O modelo sub-malha funcéo
estrutura de segunda ordem foi utilizado.

Escoamento turbulento sobre uma expansao brusca

Este problema estd esquematizado na Figura 21 onde se vé os detalhes geométricos. Na figura
22 mostra-se o escoamento sobre uma expansao de baixo degrau, onde se visualiza os campos
de vorticidades para vérios instantes. Observa-se os detalhes do escoamento: descolamento no
lado esquerdo da figura; a formagéo da regiao de recirculagéo com o processo de acumulagio de
vértices que sdo transportados periodicamente para a saida do canal, em dire¢do & direita do
mesmo; o descolamento da camada limite junto a parede superior e a formagao de uma esteira
turbilhonar.

O escoamento tridimensional sobre esta mesma geometria pode ser visualizado nas Figuras
23 (a) e (b) onde se mostra respectivamente os campos de vorticidade e de pressdo. £ notéria
a complexidade do escoamento. Visualiza-se a formacéo das estruturas turbilhonares primérias
(transversais ao escoamento), assim como as estruturas secundérias (longitudinais) com fortes
interagdes nao lineares entre si. Mais uma vez observa-se que foi possivel colocar em evidéncia
detalhes muito finos do escoamento, os quais foram também observados experimentalmente em
escoamentos similares, tipo camada de mistura em desenvolvimento espacial. Mais detalhes
sobre este trabalho podem ser encontrados em Silveira-Neto et al. (1993).
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Figure 4.22: Evolugdo temporal do escoamento turbulento sobre um degrau; visualiza-se o
campo de vorticidade; o mimero de Reynolds baseado na altura do degrau é ; utilizou-se uma
malha de 320x80 pontos nas diregdes x e y respectivamente.
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Figure 4.23 alha de

200x30x30 ¢

| ®)
Figure 4.23: Simulagdo tridimensional da configuracio descrita na Figura 22; malha de
200x30x30 em x, y e z respectivamente.

Interacao entre jatos tridimensionais

Este estudo foi desenvolvido por Urbin (1997) utilizando o mesmo c6digo computacional descrito
no item anterior. Mostra-se aqui parte da analise de sistemas de miiltiplos jatos, a titulo de
exemplificagao da aplicagdo de Simulacdo de Grandes Escalas para a solugdo de problemas
industriais complexos. Na Figura 24 visualiza-se um sistema composto de 10 jatos simultaneos,
0s quals sdo simulados em trés dimensdes. O processo fisico de formacdo das instabilidades é
evidenciado claramente. Na figura 25 evidencia-se, sobre este mesmo sistema a formacio de
baixas fregiiéncias sobre o conjunto. Na Figura 25 (a) mostra-se a visualizagido experimental
e na Figura 25 (b) mostra-se a visualizacdo via Simulagdo de Grandes Escalas. E notéria a
semelhanca entre os dois resultados. Ressalta-se o alto grau de complexidade deste tipo de
escoamento, composto por multiplos jatos interagindo entre si simultaneamente.

4.6 Discussao

Procurou-se dar uma visao geral sobre a metodologia de Simulagio de Grandes Escalas de
escoamentos turbulentos. Fez-se um apanhado dos tipos de modelos sub-malha existentes
na literatura, desde os mais antigos até os mais modernos desenvolvidos nos dltimos anos.
Eles foram comparados e as vantagens e desvantagens foram levantadas ao longo do texto.
Resultados ilustrativos foram apresentados, os quais permitiram ilustrar as potencialidades da
metodologia SGE para a solugdo e andlise de problemas envolvendo escoamentos complexos.
Ressalta-se que todos os modelos sub-malha apresentados apresentam deficiéncias no que
se refere & simulagdo dos seguintes problemas: escoamentos em transi¢io; escoamentos nas
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Pigure 4.24: Simulacdo de grandes escalas do processo de interagdo entre multiplos jatos;
visualiza-se o campo de pressdo (Urbin, 1997).

(a) (b)

Figure 4.25: Simulagio de grandes escalas de miltiplos jatos; evidencia-se a formagéao de baixas
freqliéncias sobre o sistema (Urbin, 1997).
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proximidades de paredes e transporte inverso de energia das escalas nao resolvidas (sub-malha)
para as escalas resolvidas, através da freqiiéncia de corte: este fendmeno é conhecido como
back-scatter.

A modelagem dindmica, recentemente desenvolvida e ainda em fase de testes e mesmo de
desenvolvimento, poderd resolver em parte estes problemas. Resta, no entanto, problemas
de viscosidade turbulenta negativa em determinados momentos dos cdlculos, o que promove
divergéncias nas simulagdes. Muito ainda se tem que desenvolver em matéria de modelagem
da turbuléncia, objetivando-se modelos que sejam a0 mesmo tempo simples e gerais, ou seja,
vélidos para todas as geometrias e para escoamentos de naturezas fisicas diferentes.
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5.1 Introducao

Uma das consequéncias do avango tecnoldgico de sistemas computacionais, sem ddvida nen-
huma, foi de proporcionar a engenheiros e cientistas ferramentas de simulagdo numérica que
permitem a andlise de problemas cada vez mais realistas. Associadas ao desenvolvimento de
métodos numéricos eficientes, com a utilizagio ou ndo do paradigma da computagéo paralela, as
ferramentas de simulagdo permitem uma abordagem confidvel, com baixo custo, de problemas
complexos tanto sob o ponto de vista de sua formulagdo matematica, quanto de seu dominio
espacial.

Escoamentos industriais podem ser abordados, na atualidade, considerando- se efeitos fisicos
diversos relacionados & turbuléncia, compressibilidade ou reatividade, dentre outros. Geome-
trias e condigdes de contorno complexas podem também ser tratadas dentro de contextos de
métodos numéricos adequados. Na segunda metade deste século, a modelagem da turbuléncia
vem evoluindo em conjunto com metodologias numéricas avangadas. Esta dualidade, prati-
camente indissocidvel, permite uma abordagem pratica de problemas, com efetiva redugio de
custo de desenvolvimento industrial nas areas aeroespacial, de processos quimicos e de ali-
mentos, automotiva, etc. A utilizacdo de cédigos baseados em métodos de volumes finitos ou
elementos finitos é uma realidade no desenvolvimento de projetos de sistemas. Isto é con-
sequéncia do desenvolvimento cientifico de alto nivel envolvendo engenheiros e cientistas de
diferentes paises. O estdgio atual dos cddigos de simulagdo de escoamentos é caracterizado
pelo repasse constante de novas implementacoes, permitindo aos grupos de projeto a utilizagio
de tecnologia de ponta envolvendo tanto modelos mateméticos mais realistas, quanto métodos
numéricos mais eficientes.

Neste capitulo uma introdugido ao método de elementos finitos para a simula¢io de escoa-
mentos turbulentos é apresentada. Pretende-se colocar de lado uma discussao pouco proficua
sobre a utilizacdo de metodologias do tipo elementos finitos ou volumes finitos. Considera-se
que ambas as metodologias sdo adequadas a simulacdo de problemas industriais complexos,
sendo a escolha por uma ou outra abordagem uma escolha pessoal que envolve o histérico da
formacdo do profissional de P&D envolvido na utilizagdo do método, ou mesmo a oportunidade
de negécio ou desenvolvimento associada & compra do cédigo de trabalho. Para a abordagem
de problemas matemaéticos que formulam diferentes tipos de escoamento, ambas as metodolo-
éias demonstraram nos dltimos anos a capacidade de apresentar solugdes realistas, de maneira,
computacionalmente eficiente.

Este texto ndo pretende de forma nenhuma esgotar o assunto da utilizagio do método de
elementos finitos (MEF) aos escoamentos turbulentos. Trata-se somente de um texto motivador,
que introduz a linguagem especifica do MEF, a profissionais ligados ao tratamento deste tipo
de escoamento.

5.2 Histdrico

Os primeiros métodos numéricos para a simulagio de escoamentos datam das décadas de cin-
quenta e sessenta e baseavam-se no método de diferencas finitas. Para as formulacdes de
escoamentos por varidveis primitivas (u e p) ou em termos de fungdo corrente-vorticidade (v
- §) foram desenvolvidos as primeiras metodologias numéricas, relatadas por exemplo nos tra- -
balhos de Roache (1970), Gosman et al. (1969) e Hirt (1971). As aplicagdes encontradas na
literatura desta época envolvem principalmente problemas laminares, definidos em dominios
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regulares. Algumas poucas aplicagdes de simulagdo de escoamentos turbulentos, com a uti-
lizagdo de modelos algébricos simples tipo comprimento de mistura, podem ser encontradas na
literatura. Nesta mesma época o desenvolvimento do MEF avancava no sentido de tratar prob-
lemas lineares com formulagio matemética mais simples, tais como em engenharia estrutural,
conducdo de calor, escoamento potencial, etc. (e.g. Zienkiewicz (1967)). O apelo ao tratamen-
to de geometrias complexas proporcionava entéo a esta metodologia uma grande vantagem em
relacdo a outras metodologias, que por outro estavam mais adaptadas a resolugéo de problemas
de mecanica dos fluidos, estes nio-lineares.

Os anos 70 foram caracterizados por um grande avanco no desenvolvimento tanto de modelos
de turbuléncia mais realisticos, quanto no desenvolvimento de novas metodologias numéricas
mais adaptadas. Patankar & Spalding (1972) e Patankar (1980) caracterizam o marco de
proposta da metodologia de volumes finitos. Esta metodologia, associada a proposta de mod-
elos de turbuléncia com duas equagées ( Harlow & Nakayama (1972),Jones & Launder (1972)
e Lounder & Spalding (1972) ) permitiram a simulagdo de escoamentos turbulentos com re-
circulacdo, envolvendo assim diversas situagdes praticas mais evidentes. Surgem também as
primeiras versdes mais objetivas de modelos de fechamento de segunda ordem (Hanjalic &
Launder (1972), Launder et al. (1975)). Nesta década, os avangos do MEF associados &
mecanica dos fluidos foram caracterizados por um embasamento tedrico mais sélido associado
4 analise numérica de problemas com formulagdo mixta (problemas de Stokes). Neste tipo de
estudo, avaliou-se os espagos admissiveis de interpolacdo dos campos de velocidade e pressdo
(e.g. Brezzi (1974), Girault & Raviart (1979) e Bercovier & Pironneau (1979)). Elementos
finitos consistentes para o tratamento de problemas em mecanica dos fluidos sdo entdo propos-
tos, permitindo assim as primeiras simulagées de escoamentos incompressiveis (Bristeau et al.
(1980)). Esquemas estaveis para a discretizacio de problemas convectivos foram desenvolvidos
com uma forte base nos desenvolvimentos anteriores para estabilizacdo de problemas convec-
tivos em diferencas finitas (Hughes (1978) e Kelly et al. (1980)). Um atrazo de quase dez
anos em relagdo a evolugdo de métodos tipo diferengas finitas/volumes finitos é observado. A
turbuléncia e elementos finitos ainda estavam bem distantes.

Na década de oitenta a evolugdo dos modelos de turbuléncia direcionou-se no sentido de
propostas de modelos de fechamento de segunda ordem (e.g Launder (1987)) e para condigbes
fisicas mais complexas tais como compressibilidade (Vandrome (1983) ) ou multiplas fases
(Elghobashi & Abou-Arab (1983). Modelos vélidos para regides préximas a parede sao também
propostos (Modelos baixo Reynolds), permitindo assim a integracao do problema em todo o
dominio (Patel et al. (1985)). O método de elementos finitos evolui nos anos 80 no sentido
de colocar dentro de um contexto de embasamento tedrico os tratamentos dos problemas de
estabilizagdo do problema de conveccio-difusio (Brooks & Hugues (1982), Johnson & Saranen
(1986) e de interpolagao dos campos de velocidade e pressio (e.g Hugues & Franca (1987),
Hughes et al. (1986)). Isto permitiu tanto a utilizacio de esquemas de discretizagio com
convergéncia assegurada para problemas fortemente convectivos, como também a utilizacio de
elementos finitos com mesma ordem de interpolagdo para os campos de velocidade e pressio.
A aplicacao do MEF a modelos de turbuléncia tipo k-¢ é somente reportada nos trabalhos
pioneiros de Taylor (1983), Smith (1984) e Brison et al (1985).

Se por um lado uma grande evolucdo do MEF no sentido de tratamento de problemas
laminares e turbulentos foi observada, permitindo assim a resolu¢do numérica de problemas
com geometrias complexas, um atrazo ainda grande quanto ao tempo de cdlculo em comparagio
com métodos que utilizavam malhas estruturadas, tipo volumes finitos, era ainda notado. Pelo
lado do método de volumes finitos, o contexto de coordenadas generalizadas permitiu entdo
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o tratamento de dominios um pouco mais complexos que aqueles definidos em coordenadas
cartesianas (ou polares) (Maliska (1986)). Porém, neste ponto especifico, a metodologia de
elementos finitos era ainda mais adequada a tratar problemas geométricos mais complexos.

No fim deste século, o MEF para aplicagOes em escoamentos laminares e turbulentos atinge
uma maturidade de desenvolvimento. Atualmente o estigio de desenvolvimento desta metodolo-
gia permite o tratamento de uma enorme variedade de problemas de escoamentos turbulentos,
definidos em geometrias 2D e 3D, utilizando uma gama de modelos de fechamento de primeira
e segunda ordem, os quais também apresentaram um nivel de evolucdo importante. Diversos
c6digos comerciais baseados em elementos finitos sdo disponiveis no mercado, os quais disponi-
bilizam modelos de turbuléncia avangados, considerando situacdes complexas de interacgdes
da hidrodindmica com efeitos de compressibilidade ou combustdo, por exemplo. O sentido
de evolugdo da metodologia baseia-se atualmente na melhoria da eficiéncia dos algoritmos de
maneira a acelerar a convergéncia de problemas nfo-lineares e no sentido de viabilizar a uti-
lizagdo de malhas de discretizagdo que envolvam um nimero cada vez maior de graus de liber-
dade. A modelagem da turbuléncia por outro lado evolui no sentido de proporcionar relagées
de fechamento mais exatas, com base em resultados experimentais obtidos com instrumentacéo
avangada, ou ainda oriundos de simulagdes diretas ou de grandes vértices (DNS ou LES). No
estdgio atual, tanto o MEF quanto o método de volumes finitos apresentam uma enorme po-
tencialidade de resolucdo de problemas de escoamentos complexos quaisquer. A utilizacio de
malhas ndo-estruturadas com grande nimero de graus de liberdade é uma realidade na solugao
de problemas de escoamentos em geometrias bastante complicadas. A prépria evolugdo da
computagdo paralela, em médquinas de relativo baixo custo, permite na virada do milénio a
contrucao de tineis de vento virtuais, com excelente confiabilidade de resultados, proporcio-
nando portanto a reducdo de custos de desenvolvimento de projetos de diferentes produtos, de
avides & proteses de valvulas cardio-vasculares.
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5.3 Formulacgao

5.3.1 Equagdes de conservagao meédias

Considera-se no presente trabalho escoamentos de fluidos newtonianos, incompressiveis e tur-
bulentos. Define-se como §2 e I' respectivamente o dominio no qual o escoamento é definido
(2 C RN, N = 2 ou 3) e seu contorno. As equagdes que governam o problema sdo dadas pelas
versoes médias dos principios de conservagio da massa e quantidade de movimento:

VU=0 (5.1)

a(,)—tj + (VU)UN= —%VP +V.(vVU) - V.(u®u) (5.2)

Nestas equagOes p e v sdo a densidade e a viscosidade do fluido, U e P os campos médios
de velocidade e pressdo respectivamente, e u ® u o tensor de tensdes turbulentas.

Condigdes de contorno devem ser adicionadas, especificando a velocidade ou a pressdao em
uma dada parcela do dominio, ou seja: U =g em I’y ; e P = h em I',. CondigGes iniciais para
o campo de velocidade devem ser consideradas, na forma U = Uy em §2, para t = 0.

O aparecimento do tensor de Reynolds na equacio de conservagdo é uma consequéncia direta
do processo estocistico de geragio de equagdes médias de grandezas aleatdrias, envolvendo
sempre uma recursividade a momentos de ordem superior. Uma equagdo média tensorial pode
ser obtida a partir da equacdo exata do campo flutuante (c.f. Hinze (1975)). Esta equagio é
escrita na forma:

Z_I+U'VT=P+d+d)—E (6.3)

Nesta equagdo 7 = u ® u e as diferentes parcelas tensoriais sdo dadas por:
o Parcela de produgdo devido a taxa de deformagdo do campo médio:

P = -7 (VU +V'U) (5.4)

¢ Mecanismo de transporte por difusdo, agregando as parcelas correspondentes as flutuagdes
de velocidade, as flutuacdes de pressdo e a difusao molecular:

d=-V.(Gduen) - %(vm+ vTpa) + V.(vVr) (5.5)

e Parcela correpondente as correlacoes entre a taxa de deformacdo do campo flutuante com
as flutuagOes de pressdo. Esta parcela reflete o mecanismo de redistribuicao, pela pressao,
da energia cinética de turbuléncia, entre os diferentes componentes do tensor de Reynolds:

| P
b= ;p (Vu + VTy) (5.6)
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e Tensor de dissipagdo, que equaciona a dissipacdo viscosa:
e=2VuVTiy (5.7)

Observagao 1
O tensor de Reynolds é simétrico e positivo definido

Observagao 2
Os componentes da diagonal do tensor sdo sempre positivos,(c.f Condicio de realizabilidade!
- Lumley (1988)): 7, > 0,1=1,2,3

Observagao 3
Valem as seguintes relagoes:

o Y(i,7) , (Tiug) < u_fu_f, (Desigualdade de Cauchy-Schwartz);

e det7 > 0, (Determinante do tensor positivo)

As caracteristicas apresentadas nas observagées anteriores sdo consequéncia das propriedades
estatisticas das correlagbes dos componentes de velocidade que compdem o tensor de Reynolds.
Tais propriedades sdo utilizadas para a verificacdo da consisténcia de modelos de fechamento,
ou mesmo para avaliar a convergéncia de esquemas numéricos.

A partir do trago da equagdo 5.3 pode-se obter a equagéo de evolucdo da energia cinética,
de turbuléncia, definida como:

>
1l
0[Sy

I
[SSRNE
:
—~
o
oo
=

Portanto:

%+UVk = V.(vVk-uk - }f%) -u@u: VU-
(5.9

—%(Vu + VTu):(Vu + VTu)

Em geral utiliza-se a notagdo dos termos de producio e dissipacdo desta equagdo respecti-
vamente por:

Pi=-u®u:VU (5.10)

€= %(Vu + VTu):(Vu + VTu) (5.11)

Para a dissipagio, uma equagio exata pode ser deduzida a partir da equacdo exata do campo
flutuante (c.f. Hinze (1975)).

1 Relizability constraint
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5.3.2 Modelos de Turbuléncia: Aspectos gerais

As equagdes 5.3 e 5.9 foram obtidas diretamente das leis de conservacdo com a aplicagao de
um operador de média estatistica. Nesta dedugdo, novas varidveis de correlagdo estatistica de
ordem superior sio obtidas (u ® u ® u, uVp,...). Isto é uma caracteristica peculiar dos métodos
estocdsticos, onde uma correlacdo de uma dada ordem serd sempre fungdo de correlagdes de
ordem superior. Em dado nivel de descrigdo estatistica, o problema de fechamento é colocado,
necessitando-se assim a modelagem inexata de correlagdes de ordem superior.

Em geral a modelagem da turbuléncia utiliza técnicas andlogas aquelas aplicadas na mecénica
dos meios continuos, onde procura-se representar uma grandeza escalar, vetorial ou tensorial
em fungdo de grandezas conhecidas. Metodologias de modelagem baseadas em teoremas de
representagéo e invaridncia material sdo bastante utilizadas (e. g¢., Lumley (1970) e Speziale
(1989)). As constantes a determinar sdo ajustadas a partir de experiéncias precisas oriundas
de andlises experimentais ou de simulagdes diretas (DNS). Estas experiéncias apresentam infor-
magdes fundamentais para a modelagem, tais como os campos médios de velocidade e presséo,
e suas estatisticas, bem como suas correlagdes de ordem superior. Estes pardmetros permitem
a determinacdo das escalas caracteristicas da turbuléncia e de seu balanco energético.

Na classificagdo habitual de um modelo de turbuléncia, o modelo de fechamento em pri-
meira ordem visa estabelecer relagoes diretas para o tensor de tensdes de Reynolds com o
campo de velocidade média, mais particularmente com os seus gradientes. Para um modelo de
fechamento em segunda ordem, novas equagdes de transporte devem ser utilizadas para cada
componente do tensor de Reynolds. Neste tltimo caso os termos de ordem superior da equagio
média (equagbes 5.4-5.7) sdo convenientemente modelados. Neste trabalho limita-se a uma
modelagem de fechamento em primeira ordem da turbuléncia.

O principio de invaridncia material estabelece que se o tensor de tensdes turbulentas é
funcéo do gradiente de velocidade, a inica dependéncia linear possivel é dada por (Chacon &
Pironneau (1986)):

u®u =al +5D(U) (5.12)

Onde a,b € R, I é o tensor indentidade e D(U) a parte simétrica do gradiente de velocidade
dada por:

D(U) = %(vﬁ+ vTU) - (5.13)

Isto de fato embasa matematicamente a relacio proposta no século XIX por Boussinesq
(1877) na forma:

— 2
u®u= §kI - 2urD(U) (5.14)

Onde vr é a viscosidade de turbuléncia, um pardmetro que deve ser ainda modelado mais
precisamente.

A hipétese de Boussinesq foi originalmente proposta tendo em vista uma analogia do escoa-
mento turbulento com a teoria cinética dos gases. Embora matematicamente correta, a hipétese
de viscosidade de turbuléncia equivale a alinhar os eixos principais dos tensores de Reynolds e
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de taxa de deformagio, o que em diversas situagdes fisicas ndo é observado. Para escoamentos
onde as tensdes tendem a um comportamento anisotrépico (escoamentos com forte curvatura
nas linhas de corrente, controlados por forgas de empuxo ou giro e em zonas de recirculagio) os
resultados obtidos com este tipo de modelo apresentam discordincias em relagao as medicdes
experimentais. Mesmo com estas limitacGes, o modelo de viscosidade de turbuléncia é uma
ferramenta importante para a resolugiao de escoamentos complexos sendo eles industriais ou
ambientais.

A relacdo 5.14 pode ser expandida em uma aproximac¢do mais geral que envolve termos
néo-lineares (Speziale (1987)). Este tipo de modelo, ainda que de primeira ordem, considera
efeitos anisotrépicos o que o torna mais realista do que a proposta original de Boussinesq. De
forma geral, pode-se escrever este tipo de modelo na forma:

2
u®u= gkI - 2urD(U) + B(U) (5.15)

O tensor B(U) é uma fungio quadrética do gradiente de velocidade média. Este modelo
serd discutido & seguir.

5.3.3 Modelo a duas equacgoes k — ¢

O modelo de turbuléncia k — ¢, proposto por Harlow & Nakayama (1972), e implementado
numericamente por Jones & Launder (1972) e Launder & Spalding (1972), é certamente o
modelo de turbuléncia mais utilizado para a simulagio numérica de escoamentos turbulentos.
Sua implementagao numérica é relativamente simples de ser executada a partir de um cédigo
laminar base. Embora sua ineficéncia na previséo de alguns tipos de escoamento seja observada,
0 mesmo é um bom ponto de partida para a andlise de problemas que se necessitem um con-
hecimento basico do campo turbulento. A base do modelo de turbuléncia k — € é a aproximacio
de Boussinesq formulada pela equacdo 5.14. A viscosidade de turbuléncia é entdo formulada
por uma relacao de escalas formada pela dissipacao e pela energia cinética de turbuléncia. Esta
relacdo é dada pela proposta de Prandt-Kolmogorov:

k2
vr = Cﬂ? (516)

Utilizando as iltimas relagdes na equagdo 5.9 e um fechamento simples para os termos
difusivos, tem-se a equacdo para a energia cinética de turbuléncia:

ok
— +UVk=V. ((u + U—T)Vk) +P.—¢ (5.17)
ot Ok

A equagdo para € é obtida através do fechamento de seus termos de ordem superior, ou de
maneira mais simple e objetiva por argumentos de escala. Esta equagdo ¢ dada por:

Je v € €2
5{ + U.Ve =.V. ((V + 'a—f)VE) + Cd;Pk — Cezf (5.18)



200 Capitulo 5: Elementos Finitos Aplicados & Turbuléncia

Nas equagdes bésicas do modelo (egs. 5.17 e 5.18), constantes sdo introduzidas (o, o,...).
Os valores originais propostos por Jones & Launder (1972) sao dados por:

C,=009Cq =1.44;,C9 = 1.92;04 = 1.0;0, = 1.3

Observagao 4
Com base na metodologia RNG (Renormalization Group Theory), Yakhot & Orsag (1986)
propdem uma versio ligeiramente diferente para as constantes do modelo, modificado-as para:

C, =0.085;04 = 0.72;0, = 0.72;Cey = 1.68;

n(1 — 1/4.38)
=142 - ———M—~
Ca 1+0.01253

Onde

_ k/2D(U)D(U)

n=
€

Os resultados obtidos utilizando esta abordagem demonstram uma melhora significativa
para casos de escoamentos com recirculagdo (e.g. Lien & Leschziner (1994))

Observagao §

O modelo formulado considera sempre que a turbuléncia local é desenvolvida. O mesmo
ndo apresenta uma tendéncia assintética para o escoamento laminar, quando os valores de
Reynolds local sdo baixos. Para que o modelo de turbuléncia consiga prever a laminarizagio
do escoamento, é necessario que ajustes sejam propostos, caracterizados por modifica¢bes nas
constantes das equagdes de k e € (e. g. Shi (1990), Yap (1987)). Estas modificagGes em geral
envolvem fung¢oes de amortecimento da turbuléncia baseadas em um nimero de Reynolds local
(Rep = k?/ve) ou da distancia da parede sélida.

5.3.4 Modelo k£ — ¢ Anisotrdpico

As principais deficiécias do modelo k — ¢ sdo consequéncia da utilizagdo do conceito de vis-
cosidade de turbuléncia. Sabe-se que a capacidade de tal modelo em prever situagdes onde as
tensdes normais sio relevantes (escoamentos com forte curvatura das linhas de corrente, com
influéncia da for¢a de corpo ou giro, ou nas zonas de recirculagio) sio fracas e os resultados
obtidos apresentam geralmente grandes diferengas em relagéo aos resultados experimentais.

Diversas modificagdes empiricas do modelo sdo propostas para adapta-lo as diferentes situagoes.
Cita-se por exemplo as propostas de Leschziner & Rodi (1984) para escoamentos com giragéo,
Rodi (1984) para escoamentos com forca de empuxo, dentre diversas outras versoes adaptadas
deste modelo para situagbes especificas. E importante observar que as adaptacdes do modelos
original séo feitas com base em um empirismo had hoc que sé convém a situagbes particulares,
limitantes em seu uso geral.

Uma modificagdo bastante robusta foi proposta por Speziale (1987) ou Speziale (1991),
que partindo das idéias de modelagem constitutivas de fluidos nao-Newtonianos tipo Rivlin-
Ericksen, congruentes com as idéias de base do modelo & — ¢, obtem-se uma versdo anisotrépica
e nao-linear, que produz resultados muito bons para escoamentos com recirculagdo. Observa-se
que 0s mesmos conceitos para a inclusdo de termos anisotrépicos no modelo, foi proposta por
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Yoshizawa (1984) utilizando um formalismo DIA. Mais recentemente o modelo anistrépico foi
discutido nos artigos de Craft et al (1993) e Park & Sung (1995) e novamente os resultados
obtidos sdo surpreendentes.

As idéias bésicas que fundamentam o modelo anisotrépico, sdo oriundas de uma extensao do
conceito de tensor do comportamento viscoso do tensor de Reynolds, utilizando uma equacéo
constitutiva mais geral do tipo fluido visco-eldstico, invariante & mudanca de referencial. Esta
concep¢ao de fato é origindria de um trabalho de Lumley (1970). Desta maneira Speziale (1987)
utiliza a equagio extentida 5.15, com o tensor B definido como:

B(U) = Cnvrf (DXU) - iD}I) + Crovrk (W(U)D(U) + WT(U)D(U))
(5.19)
‘+-C-r31/'1“!€E (W2(U) — %W?II)

Nesta equacdo o tensor W(U) é a parte anti-simétrica do gradiente de velocidade, i. e.:

W(U) = - (VU - VTU) (5.20)

N | —

e os invariantes dados por:

D}; = D(U): D(U); Wj} = W(U): W(U) (5.21)

Os valores das constantes do modelo sdo dadas por Park & Sung (1995):

Cr=06; Cro=04; Cr3 = 0.005 (5.22)

Observagao 6

Embora os modelos apresentados anteriormente, contemplem matematicamente a parte
transiente através da presenca da derivada temporal nas equagdes de k e €, as hipéteses de
fechamento originalmente utilizadas sdo incompativeis com a varia¢ao dos campos com o tempo.
A evolugdo temporal da turbuléncia deve estar associada a um fechamento que considere termos
de histdria dos campos médios e de tensées de Reynolds. Para o modelo anisotrépico, um termo
adicional de histéria, baseado na parcela transiente da derivada de Oldroyd, 8D(U)/dt deve
ser considerado {ver Speziale (1986)). Para o caso do modelo k — e convencional, modificagdes
devem ser propostas no sentido de considerar a escala de tempo de evolugdo da turbuléncia.

5.3.5 Condig¢oes de Contorno

O sistema de equagdes diferenciais parciais apresentado nos capitulos anteriores validas no
dominio 2, deve ser complementado por um conjunto de condigbes de contorno, estabelecidas
na fronteira I'. Estas condigdes sio caracterizadas por valores impostos dos campos U, P, k, e
€, e suas derivadas sobre I'.

As condigdes de contorno geralmente impostas sdo:
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e Condigao de afluxo: Para o escoamento entrando no dominio, sobre a superficie T,
impde-se condigdes do tipo Dirichlet para os campos de velocidade e de grandezas turbu-
lentas, i.e.:

U(x) = Ug(x) ; k(x) = ke(x) ; (%) = €e(x) ; ¥x € T (5.23)

e Condicido de efluxo: Para o escoamento saindo do dominio, sobre a superficie I, com
normal n, impde-se condigdes do tipo Neumman homogeneas sobre os componentes do
campo de velocidade, k e ¢, considerando também uma pressdo de referéncia na saida:

ou 'ak_o'ae_
én '86n ' én

0; P(x)=P,; ¥Yx €T, (5.24)

e Condicoes de parede: O estabelecimento de condigbes de contorno relativas 4 uma
parede sélida que confina o escoamento, é um ponto delicado na modelagem da turbuléncia
e seu tratamento numérico. Lembra-se inicialmente que as equagdes descritas nos itens
anteriores, nao sao validas préoximas & parede. A tendéncia natural seria de modificar o
modelo, considerando uma tendéncia assintética para laminarizagio, integrando assim as
equagdes até a parede. Este tipo de estratégia, que utiliza modelos de baixo Reynolds,
é utilizada em algumas situagdes. Nota-se porém que a utilizacio de tais modelos estd
associada & uma utiliacdo de malhas de discretizacdo muito densas préximo da parede.
Esta é a tnica maneira de capturar as fortes variacbes dos campos nestas regides. Em
geral, para contornar esta dificuldade, leis de parede sao utilizadas. Nesta abordagem, o
dominio é deslocado de uma distancia §, muito pequena, na dire¢io normal da parede. A
partir desta superficie, vale as equacdes do modelo de turbuléncia. Sobre esta superficie
serdo entdo impostos valores para U, k e e.

Seja portanto uma superficie limite do dominio, préxima & parede sélida notada como
Iy, como mostra a figura 5.1. Em qualquer ponto desta superficie, pode-se definir um
referéncial local formado pelos vetores unitarios normal & parede, n, tangencial & linha
de corrente que passa sobre o ponto, t, e um vetor binormal aos dois primeiros s. A
generalizagdo das leis de equilibrio sobre este sistema de coordenadas é dada por:

U.t), = f(5,U,v, VP.t) (5.25)
Um),=0; Us), =0 (5.26)
ko =k(6,U,...) ; € = €(6,U, ...) (5.27)

As leis de parede sdo obtidas da integragdo da equagdo de quantidade de movimento na
direcdo norma a parede, utilizando hipéteses de camada limite. Subdivide-se a regido
préxima em zonas internas e externas, cujo o efeito da turbuléncia é levado em conta ou
ndo (e. g. Tritton (1988)). Obtem-se portando a seguinte relagdo para o componente
tangencial da velocidade:
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Linha de corrente préxima
4 parede

Parede Solida

Figura 5.1: Condi¢do de proximidade de parede

(5.28)

Tw a
uf = o= v+ VT)é;(U.t) (5.29)

As condigles para k e € sdo obtidas das de energia cinética de turbuléncia, utilizando o
equilibrio entre producao e dissipagéo. Estas condigdes sdo dadas por:

'I.L2 u3
! =1 (5.30)

VG, T s

ky =

Observagao 7

Outras leis de parede sdo propostas e analisadas na literatura, associando a variagdo da
velocidade tangencial com diferentes fatores tais como gradiente adverso de pressdo (Foutoura
Rogrigues (1990)), proximidade de zonas de recirculagdo (Panton (1990)) ou efeitos de rugosi-
dade (Mohammadi et al. (1998)), por exemplo.
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Observagdo 8

Alguns autores preferem a imposicdo de condigbes de contorno tipo leis de parede, de
maneira ligeiramente diferente que a proposta anteriormente. No presente trabalho, as con-
digdes de contorno de parede sido imposta na forma de condigbes de contorno tipo Dirichlet,
sob o campo de velocidade. Alguns trabalhos preferem impor este tipo de condigio na forma
de uma condigdo de contorno tipo Neumann homogénea (e. g. Ilinka et al. (1997) ou Hallo
et al. (1977)), utilizando um termo de tensdo cisalhante imposta, ou seja:

Tt=71y = puf, (5.31)

A velocidade de atrito é calculada pela equagdo ndo-linear dada pela lei de parede 5.28 em
cada ponto de T'y,.
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5.4 Discretizagao temporal

O sistema de equagGes diferenciais parciais formado pelas equagdes médias de conservagao de
massa e quantidade de movimento, acrescida das equagdes para k e ¢, é fortemente n3o-linear e
acoplado. Em geral, para contornar esta dificuldade, um esquema evolutivo no tempo pode ser
utilizado. Desta maneira, durante a integragdo do problema no tempo, as equagdes podem ser
linearizadas, considerando em alguns termos os valores dos campos calculados em uma etapa
de tempo anterior. Propde-se aqui um esquema de ordem o(At) para integracdo incremental
das equagdes. Notando pelos sobrescritos n e n + 1, os valores dos campos nas etapas t e t + At
respectivamente, o esquema de integracdo utilizado é escrito como:

vuUtl =9 (5.32)

AU+ (VU™HU" = VP 4 V. (KpVU™T) +
(5.33)
+V.(B(U™) + 2,U" + V. (K5VTU")

1 " 1
T UTLVRN = UL (KRVRTY) + P - R Sk (5.34)

1 n+1 n+1 n+1 n n+1 n+1 € e n+1 1 n
¢ ULV = V. (K!Ve™*!) + Coy Pp vt~ Cagme™ + e (5.35)

Nestas equacdes os coeficientes difusivos sao dados por:

T Ke=v+-L (5.36)

Ok [

Ky=v+vr; Ky=v+

Lembra-se ainda que para cada etapa de tempo, a viscosidade de turbuléncia é calculada
com base na etapa de tempo anterior, ou seja:

vr=C, (E-)n (5.37)

€

Observagao 9

A parcela do gradiente de pressdo leva em conta agora a parte dos efeitos axiais devido &
_energia cinética de turbuléncia, i. e., P* = P — (2/3)k. Isto é consequéncia da utilizacdo da
aproximagio de Boussinesq.

Observagao 10
Os termos de fonte das equagdes de k e e foram convenientementes linearizados, no intuito de
proporcionar estabilidade quanto & integragio temporal (Jeandel et al. (1986), Brun (1988)).

Observagao 11
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Como a utilizagdo do esquema de integracdo temporal consiste apenas em uma forma de
linearizar o problema, evoluindo assim o célculo de maneira a atingir a solugdio em regime
permanente, o esquema de primeira ordem proposto é suficientemente estdvel, sem um com-
promisso com a precisdo no tempo. Para problemas verdadeiramente transientes, esquemas
de discretizagdo com ordem mais elevada, e mesmo um modelo de turbuléncia mais adequado,
devem ser empregados.

A partir de condigdes iniciais para o campo de velocidade, k e €, a solu¢do em regime
permanente pode ser obtida utilizando as equagbes acima. Nota-se que em cada etapa de
tempo deve-se resolver um conjunto de problemas mateméticos formados por um problema
de busca de solugdo dos campos hidrodindmicos (U, P), equagdes 5.32-5.33, e dois problemas
tipo convecgdo-difusdo para os campos turbulentos (equagdes 5.34-5.35). Estes problemas serdo
tratados, quanto a sua discretizagdo espacial, pelo método de elementos finitos.
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5.5 Problema Convecgao - Difusao

5.5.1 Generalidades

Considera-se um problema de contorno, do tipo convecgao-difusdo, definido no dominio fechado
Q. c ®Y, com contorno I subdividido em partes complementares T’y e I'y. Este problema pode
ser formulado de forma geral como:

Dado um campo de velocidade advectante u(x), solenoidal (i.e. V.u = 0), e as fungdes
(a,v, f,9,h) : @ —> R; encontre ¢ : @ — R tal que:

a9 +uVe—-V.(vV¢)=f em Q
#(x) =g Sobre I'y (5.38)

n.V¢(x) = h Sobre I'y

Neste problema g representa as condigbes de contorno essenciais, ou tipo Dirichlet, aplicadas
4 parte complementar do contorno I'y; h representa as condi¢es de contorno naturais, ou tipo
Neumann, em I';, sendo n a normal a esta parte do contorno. Esta formulacdo representa uma
das equagdes do sistema formado por 5.32-5.35, e o desenvolvimento do MEF para este caso
especifico é o primeiro passo para o tratamento geral do problema.

A formulagédo fraca do problema postulado em 5.38, pode ser obtida atravéz do método de
res{duos ponderados, e é escrita na forma:

Dados u, o, v, f,g e h, como defidos em 5.38, encontrar ¢ € U; Vv € V, tal que:

B(¢,v) = F(v) (5.39)
com
B(¢,v) = (ag,v) + (u.Ve,v) + (vV¢, Vv) (5.40)
F(v) = (f,v) + (h,v)r, (5.41)
(u,v) = /qudQ (5.42)

Os conjuntos de fungbes admissiveis U e V séo definidos como sub-conjuntos do espago de
Sobolev H((Q) :

U= {u]u€ H(Q);u(x) = g,x € Ty} (5.43)
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V = {v]|v € Hy(Q)} (5.44)

O terceiro termo de 5.40 e o segundo de 5.41 sdo consequéncias da utilizagdo do teorema de
Green para integragdo por partes.

A aproximacdo discreta da formulagio fraca 5.39, pode ser construida a partir da utilizagio
do método de Galerkin, com fungdes base oriundas da repartigio do dominio por elementos
finitos. Desta maneira, O problema 5.40 pode ser escrito em sua forma aproximada como:

B(¢n,vn) = F(vn) (5.45)

com
B(¢n,vr) = (adn, vr) + (0.Vén,v) + (vVp, Vug) (5.46)
F(va) = (f,vn) + (b, va)r, (5.47)

As fungGes de interpolagdo pertencem & sub-espacos de dimensdo finita, ou seja, ¢p € U C
U e vy € Vi C U, de maneira que:

lim || ¢ = n =0 lim || v — vn ||= 0 (5.48)

h representa um paramentro de aproximagio relacionado com a malha de elementos finitos.
Nota-se que se dim V, = N e {N;(x) € Vj;i = 1,2,...,, N} forma uma base desse conjunto,

qualquer fungdo ¢, pode ser representada por: e
N
on(x) =D $iNi(x) + ¢, (5.49)
=1

onde ¢, =g;x €lge ¢ € R
Utilizando estes conceitos, a equagdo 5.45 pode ser escrita em uma forma matricial como:

Ap=F (5.50)

com

A.‘j = (aN;, Nj) + (ll.VN,', Nj) + (VVN.', VNJ) (551)

i (5.52)

A2
]
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Fi = (f7 Nt) + (thi)Fh - B(ngi) (553)

No método de elementos finitos as fungdes N;(x) sdo construidas com base na subdivisio
do dominio 2 em um conjunto de elementos finitos (reparticdo do dominio), no caso triangulos
néo superpostos (Tetraedros para 3D). Logo, a triangulariza¢do do dominio é definida como
um conjunto de m elementos {Th = K;;i = 1,2, ...,m}, de maneira que nenhum vértice de cada
triangulo esteja sobre a face de um outro (ver figura 5.2).
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Figura 5.2: Discretiza¢do do dominio

Desta maneira as fungdes N;(x) € V}, sdo dadas como polindmios definidos no interior de
cada um dos elementos finitos resultantes da discretizacio de Q, i. e.,

Vi = {vr|vn € P"(Q)|k, K € Ty, vn, = 0 sobre I'} (5.54)

Onde P sdo os polinémios interpoladores de grau 1 < r < k, definidos no interior dos
elementos K, em funcdo das coordenadas de seus vértices, ou nds, € k é a ordem de interpolacio

dos elementos. Como as fungoes base sdo definidas sobre cada elemento K teremos a matriz e
o vetor locais definidos como:

AY = (aN;, Nj)k + (u.VN;, Nj)g + (WVN;, VN;)g (5.55)

Ff = (f,N)k + (h, Ni)r, — B(g, Ny) " (5.56)

Portanto, globalmente, o sistema é composto pela unido de todas as matrizes e vetores
locais, o que pode ser escrito com auxilio de um operador de montagem dado por:

A=|JA¥ _ (5.57)
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F=|J)F¥ (5.58)
K=1

Observagao 12
A andlise de estabilidade do esquema de discretizacdo demonstra que uma estimativa do
erro de aproximagdo é dada por (Hughes (1987) e Johnson & Sarasen (1986), por exemplo):

| & — én l|< CPenh*! (5.59)

onde h é o raio do elemento (para tridngulos utiliza-se por exemplo a raiz quadrada do dobro
da drea), C' é uma constante independente de h e Pej, é o nimero de Peclet da malha definido
por:

_ lulk

Peh 2w

(5.60)

Este resultado explicita a dependéncia direta do erro de aproximagido com o nimero de
Peclet local. Como consequéncia, para altos nimeros de Peclet a solugdo apresenta oscilagdes
espaciais que devem ser reduzidas ou pela utilizagdo de malhas mais densas {Menores h’s) ou
através de esquemas de estabilizagao.

5.5.2 Meétodos de estabilizagao

A estabilizagdo de problemas tipo convecgao-difusido tem sido nos dltimos anos, objeto de um
grande ntiimero de trabalhos publicados. Tal interesse decorre, em grande parte, das dificuldades
numéricas associadas a solugdo de escoamento com alto nimero de Peclet. Em tais situacoes,
caracterizadas pela preponderancia dos termos convectivos sobre os termos difusivos, necessita-
se de métodos de elementos finitos com caracteristicas de estabilidade capazes de apresentar
solugdes satisfatérias de problemas expressos por 5.39.

As primeiras proposta de estabilizagio do problema convecgio difusio, para o método de
elementos finitos, partiram das idéias oriundas de esquemas aplicados a0 método de diferengas
finitas. A ideia original era entdo de ponderar de maneira diferente as fungdes de interpolagéo,
considerando a dire¢do do escoamento. Esquemas foram inicialmente propostos no sentido de
utilizar esquemas de integragdo diferenciados para a matriz convectiva (e.g., Hughes (1978)).
Naturalmente, seguindo a trilha de desenvolvimento de esquemas em diferengas finitas tipo
Upwind, foram também propostos equemas que visaram a utilizagdo de termos extras na for-
mulacgdo fraca, com o objetivo de adicionar difusdo artificial na dire¢do da linha de corrente
(Esquemas tipo ABD : Anisotropic balancing dissipation - Kelly et al. (1980)). Embora a
utilizagio dos esquemas ABD proporcionarem a reducdo das oscilagGes espirias dos resultados
obtidos para altos valores de Peclet, os mesmos apresentam resultados pouco precisos quando
os termos de fonte sdo ndo nulos. Isto se deve ao fato que este tipo de esquema néo apresenta
consisténcia, devido os termos extras adicionados.

No comego da década de 80 os métodos de estabilizacdo foram postulados de maneira
consistente, superando assim as desvantagens apresentadas pelo esquema ADB. Surgiram entéo
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os esquemas SUPG - Streamline Upwind Petrov-Galerkin ( Brooks & Hughes (1982)). Neste tipo
de metodologia, termos de difusdo artificial sdo adicionados na dire¢do da linha de corrente
através de uma modificagio conveniente das fungdes peso. O método de Galerkin é entao
colocado de lado, em detrimento de uma estratégia tipo Petrov-Galerkin.

Num contexto mais atual, evolugbes em torno dos métodos SUPG tém surgido através de es-
tratégias simples, propostas para superpor estas limitagdes encontradas no método de Galerkin
e introduzir, de forma generalizada, o aparecimento dos termos de estabiliza¢io para esse prob-
lema. Esses métodos constituem-se principalmente em metodologias que resultam na adigéo
de termos de perturbagio, do mesmo modo que nos Métodos SUPG, sem comprometimento da
consisténcia, podendo ser estendidos a diversas situagdes com grande flexibilidade. Algumas
alternativas relativamente recentes de abordagem do problema de estabilizacdo sdo propostas
na literatura:

e Método GLS: A estratégia GLS (Galerkin Least Square) é uma abordagem alterna-
tiva para estabilizagio de problemas convectivos proposta por Hughes et al. (1989).
Esta metodologia baseia-se na utilizagdo de termos de estabilizagao resultantes da min-
imizacdo em minimos quadrados de um operador residual da formulagio fraca. Este
método tem uma abordagem simplificada adaptada ao contexto de integra¢do temporal
(Sampaio (1991), Zienkiewicz & Taylor (1991)), onde o pardmetro de estabilizagio é o
prépio passo de integragdo no tempo.

e Método Taylor-Galerkin: A metodologia Taylor-Galerkin foi proposta por Donnea
(1984 ). Nesta metodologia os termos de estabilizagdo provém de uma expansdo em série
de Taylor no tempo do campo convectado. Esta metodologia é bastante interessante para
utilizagio de esquemas explictos, em problemas fortemente convectivos (fortes descon-
tinuidades).

¢ Método Characteristics-Galerkin: Nesta metodologia, os termos de estabiliza¢do séo
interpretados como uma aplicagdo do método de caracteristicas dentro de um contexto
de problema puramente convectivo (Zienkiewicz & Taylor (1991)).

e Estabilizacdo com Bolhas: Recentemente metodologias de estabilizagdo que utilizam
fungdes tipo bolha vem sendo utilizadas (e.g. Franca & Farhat(1995), Simo et al. (1995)).
Esta metodologia é uma volta a utilizagdo do método de Galerkin, enriquecendo os espagos
de interpolagdo com fungdes do tipo bolha.

Embora um nimero bastante diverso de metodologias de estabilizacdo de problemas con-
vectivos sdo disponiveis na literatura, em situagdes de utiliza¢do de elementos com iterpolagio
linear e esquemas de integragdo temporal simples estes esquemas sio em geral equivalentes
(Zienkiewicz € Taylor (1991)).

5.5.3 Esquema SUPG

A ideia principal de métodos tipo SUPG é oriunda da adigdo de difusividade artificial na
dire¢do das linhas de corrente, através de uma modificacdo conveniente das fungdes peso. Esta
metodologia é uma evolugéo natural dos esquemas tipo ABD. Sua formulagdo no entanto é
matematicamente consistente.

No esquema SUPG, a fung&o peso é modificada para:
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t=v+7u.Vy (5.61)

onde 7 é um parametro de estabilizag8o que serd discutido a seguir.
Desenvolvendo a formulagao fraca do problema com base nesta fungdo peso obtem-se de
5.40:

Bsupa(¢,v) = Fsypg(v) (5.62)

onde

Bsupa(¢,v) = (ad,v) + (0.V6,) + (vV4,Vv) + ) (ad +u.Ve — vV?,ru.Vv) (5.63)
k

Fsupc(v) = (f,9) + ) _(f,7u.Vv) + (h, d)r, (5.64)
K

Os termos de estabilizagdo adicionais neste tipo de formulagido envolvem uma ponderagio
pelo parametro 7. A estimativa classica de ponderagdo é dada por:

MPep)h
T= = (5.65
ol )
onde A(Pe) é um valor 6timo para adi¢do de difusao artificial, determinado pela andlise de um
problema 1D padréo. Utiliza-se neste trabalho a relagio:

1

APep)=1- —
(Pen) 0.5Pes + 1

(5.66)

Alternativamente, com base no trabalho de Mikuzami (1985), pode-se utilizar também:

M,','/3

7=05% —0m8 —«—
| Aijllmaz + Dii/3

(5.67)
Onde M; é o traco da matriz massa diagonalizada, A;; é a matriz de advecgdo e D;; é o
trago da matriz de difusdo. Todas estas matrizes sdo locais, calculadas com base no método de
Galerkin.
A presenca da difusdo artificial adicionada é evidenciada no termo de estabilizacdo relativo
A parte convectiva, que pode ser reescrito como:

(u.V¢,Tu.Vv) = (KV¢, Vv) (5.68)

Introduz-se desta maneira o operador de difusdo sobre a linha de corrente dado por:
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MPe)h

Kij=_2|—1T1]

(5.69)

Este termo é equivalente ao termo ”upwind”proposto pelos esquemas ABD (Kelly et al.
(1980)).

Para elementos finitos lineares, o termo de estabilizacgo relativo a parte difusiva da equagéo
(termo em laplaciano) desaparece. como consequéncia da utilizagdo do teorema de Green. As
derivadas segunda da fung¢io de forma sdo nulas para este caso.

Observagao 13

Formas de pardmetro de estabilizagio 7 para problemas fortemente convectivo sao discutidas
por Franca et al. (1992) para elementos quadraticos e bilineares. Os resultados obtidos pelos
autores demonstram um bom nivel de estabilizacdo em diferentes casos teste. Pardmetros
de estabilizacio livres de uma estimativa de raio do elemento, sdo propostos por Franca &
Madureira (1993), novamente também para elementos quadraticos.

5.5.4 Esquema GLS

O esquema GLS é uma generalizacdo do esquema SUPG. A funcédo peso nesta metodologia é
dada pela derivada em relagdo & varidvel dependente do operador da equagéo diferencial. Isto
pode ser interpretado como um processo de minimizac¢do via minimos quadraticos.

Seja um operador quadratico L(¢p) definido como a norma L?(Q) do residuo da equagio
diferencial aproximada ao quadrado, dado por:

L(¢n) = /9 [agh +u.Von — vV — f]*dO2 (5.70)

Minimizando este operador em relagéo a varidvel dependente tem-se:

OL(n) _ L 9AW)
n —Az[A(¢h) fl—=——= 96, 40 =0 (5.711)

onde:
A(¢n) = adn + 0.V — vV, (5.72)

A formulagdo acima pode ser reescrita na forma geral de um método tipo Petrov-Galerkin
dado por:

| 140 - inan =0 (5.73)

com

op = vp + Tu. Vg — vV 20, (5.74)
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Observa-se que a diferenca desta formulagio em relagio ao método SUPG é o termo em
laplaciano adicionado na funcdo peso. Sob forma compacta, o problema é escrito como:

Bgrs(ér, vr) = Fars(vh) (5.75)

onde
Bgrs(#n,vr) = {(agn,vn) + (W.Vop, va) + (vVp, Vur)+

+ Xk (adn+u. Ve, — vV 2y, Tavy + 0.V, — 70V 20)

Fors(ve) = (f,vn) + Z (f, Tavy + Tu. Vo, — vV 20,) + (A, On)T, (5.76)
K

Observagao 14
Para elementos lineares os termos em laplaciano sdo nulos, sendo portanto as duas metodolo-
gias apresentadas equivalentes.

5.5.5 Estabilizagdo das equagdes (k,¢)

A estabilizagdo das equagdes para k e € é desenvolvida de maneira andloga & estabilizacdo da
equagao genérica para o problema tipo convecgdo-difusdo. Para cada etapa de tempo estas
equagdes tem a forma:

opk™ ! UL VR _ V(KLVEMY = fi (5.77)
o™ + UM Yt _ U (K VM) = (5.78)
Onde:
1.e

= ot (5.79)
fe=Pc+ 1 n 5.80
k= 'k At ( . )

1 n
Qe = — + Cugee (5.81)
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fo= CaloPet Len (5.82)
e = Vel kn k At .

Os parametros de estabilizacdo para estas equagdes sdo ligeiramente modificados, visto a
presenca do termo de ordem zero. Esta proposta foi testada com sucesso no trabalho de Macedo
(1994) e é dada por:

Pe=T+— (5.83)

(5.84)

7 é dado pela equagdo 5.65. Este tipo de estabilizacdo, ndo usual, é bem semelhante &
recomendacdo de Franca & Farhat (1995), envolvendo uma re-definicio de nimero de Peclet
da malha com argumentos de estabiliza¢ido com fungdes tipo bolha.
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5.6 Problema Pressao-Velocidade

Durante a discretizagao no tempo, para cada etapa n+ 1, um problema para a determinagio dos
campos de velocidade e de pressao deve ser resolvido. O problema acoplado (u, p), postulado
pelas equagdes 5.32 e 5.33, pode ser re-escrito como:

Dados a,v, e f, e 0 campo advectante a, encontrar u e p, tal que:

Vu=0 em

cu+ (Vu)a— V.(vVu)+Vp=f em Q
(5.85)
u =uy Sobre I',

p=pg Sobre [,

Novamente. a formulagio fraca do problema pode ser obtida através do método de residuos
ponderados. Portanto. considerando os seguintes espacos de fungdes admissiveis, colocados em
uma forma discreta. com dimensao finita:

Vy = {vlve H(Q)"Y:v = 0sobre '} (5.86)
My = {qlq € C*Q) N LE():q = O sobre '} (5.87)

A forma fraca discreta do problema (u,p) pode ser postulada por:

Encontrar us, (up —ug) € Vi e pr, (pn — pg) € My, ¥vi € V€ g € My, tal que:

(V.uh, (]h) =0 (588)
a(up, vi) = (pr, Vova) = (£, v4) (5.89)

Onde:
a(up, vi) = (aup, vi) + (a(Vug), vi) + (@ Vug, Vvy) (5.90)

Definindo fungdes de base para os espagos de velocidade e pressdo, os campo aproximados
sdo definidos como:

N
up = ZuiNi(x) (5.91)
=1
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M
ph= ZpiMi(x) (5.92)

Desta maneira o problema pressio-velocidade pode ser colocado em uma forma matricial,
como:

A BT u F
55 - [E] 639
Onde:
A;; = (eN;,Nj) + (a(VN;),N;) + (vWN;, VN;) (5.94)
B = (M;, V.Ny) (5.95)
F;=(f,Ny) (5.96)

A anilise tedrica do problema de Stokes (caso particular de 5.85 no limite de Re — 0),
evidencia o fato que a unicidade da solugdo é dada somente para escolhas convenientes dos
espagos Vj, e M. Esta condigdo de compatibilidade dos espagos de discretizagio de (u,p), é
conhecida como condigdo Inf-Sup (Ou condi¢do de Babuska-Brezzi), e estabelece a sequinte
restrigio para as fungdes peso (Brezzt (197/), Babuska (1971)):

V.
inf sup (g, V.va)

I Y YR 5 550 (5.97)
®wEMn v, eV, | va ||V;1 Il gn “Ph

A consequéncia pratica desta restri¢io é que elementos finitos especificos devem ser uti-
lizados para a discretizagdo dos campos de velocidade e pressdo. Diversos trabalhos relatam
a compatibilidade de elementos finitos com a condigdo Inf-Sup (e.g Fortin & Fortin (1985),
Pironneau (1989), Hauguel & Cahouet (1986)). Para o caso de elementos finitos triangulares
a figura 5.3 apresenta algumas possiveis escolhas. A versio 3D destes elementos, em forma
de tetraedros, também satisfazem a condigdo Inf-Sup. Este elementos possuem as seguintes
caracteristicas quanto & interpolagéo dos campos de velocidade e pressdo:

¢ Elemento P1-P17*: Neste elemento os campos de velocidade e pressdo sdo interpola-
dos linearmente, porém o campo de velocidade é enriquecido com um grau de liberdade
central, utilizando uma fungao tipo bolha (Arnold et al. (1984)).

¢ Elemento P1-P2: Neste elemento o campo de velocidade é interpolado quadraticamente,
enquanto a pressdo ¢ interpolada linearmente (Hood & Taylor (1974)).
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P1-P1"
P1-P2
P1-PlisoP2

Ounpk.e
or

Figura 5.3: Elementos finitos triangulares

e Elemento P1-P1lisoP2: Neste elemento a pressao ¢ interpolada linearmente sobre um
elemento base e a velocidade ¢ interpolada também linearmente, sobre um conjunto de
quatro sub-elementos construidos pela reparticio uniforme do elemento base (Bercovier
& Pironneau (1979)). Este tipo de elemento ¢é utilizado no presente trabalho.

Observacao 15

Para escoaementos com altos niimeros de Reynols, os problemas de oscilagbes espaciais
esplirias (wigless) também estao presentes, devido o cardter convectivo-difusivo da equagio de
conservacio de quantidade de movimento. Este tipo de problema requer também um tratamento
de estabilizacao de maneira anéloga ao desenvolvido na se¢ao anterior. Logo, a formulagao 5.89
deve ser acrescida de termos de estabilizacao como em 5.62, por exemplo.

Observagao 16

A utilizagao de elementos finitos com mesma ordem de interpolagdo para os campos de
pressdo e velocidade é possivel com a utilizacdo de metodologias adequadas de estabilizagdo.
A estabilizagdo do problema (u,p) é discultida com base na metodologia GLS (Hughes et al.
(1986), Franca & Frey (1992)) ou no contexto da estabilizagdo com fungdes tipo bolha Franca
et al.(1992). Nestes tipos de esquemas, elementos finitos com mesma ordem de interpolagao
foram testados com sucesso para o caso da equagdo de Navier-Stokes.

Uma vez escolhido o tipo de elemento finito para a discretizacio do problema velocidade-
pressdo, a utilizagdo de uma estabilizacdo conveniente para a questdo convectiva-difusiva, o
sistema discreto obtido em 5.85 deve ser resolvido. Cabe observar os seguintes pontos,  respeito
da resolucao do problema matricial colocado:

¢ O problema matricial é mal condicionado, visto & presenca de zeros na diagonal

e A resolugio direta do problema envolve matrizes de dimensao (2N+M), & serem invertidas.
Evidentemente a evolugio dos métodos diretos ou iterativos para a solugéo de sistemas
lineares permitem o tratamento deste problema. Porém, para problemas com muitos graus
de liberdade {(como no caso de problemas 3D), uma metodologia iterativa, segregada é
mais adequada
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e Para o caso de escoamentos turbulentos deve-se lembrar que as condigdes de contorno
tipo leis de parede, provéem uma nao-linearidade adicional ao sistema.

Uma boa proposta para resolver iterativamente o sistema 5.85, de forma segregada, é utilizar
uma metodologia de busca tipo UZAWA (Arrow et al (1958)). Neste tipo de método uma
estratégia de resolucdo iterativa é aplicada ao problema em pressao, obtido de 5.85 como:

[BAT'B"]p=[B.A7'] F (5.98)

Como o residuo deste sistema é dado por:

r=DB.u (5.99)

uma sequéncia iterativa pode ser proposta como:

P = pF ek (5.100)

p é uma constante positiva.

Este método pode ser considerado como um método de minimizagao do residuo do problema
5.98, o que é equivalente & minimizacio da aproximagio da norma L?(Q) da divergéncia do
campo de velocidade. Para o caso geral, a matriz [B.A‘l,BT] ndo é simétrica, e portanto o
método iterativo sé converge para valores suficientemente pequenos de p, mais precisamente
para valores de p inferiores ao maior auto-valor da matriz (Fortin & Glowinsky (1982)).

Se A ¢ simétrica e positiva definida (caso do problema de Stokes), o algoritmo proposto é
equivalente ao método de gradiente aplicado a equagdo 5.98. De fato, neste caso, o problema
continuo pode ser interpretado como um problema de ponto de sela, para o qual um grande
desenvolvimento tedrico é disponivel na literatura de andlise numérica e otimizagéo.

O algoritimo de UZAWA ¢ portanto dado por:

Algoritmo 1: Método de UZAWA para o problema (u, p)
Inicializagio: Dado p%
k:=0;
Tteragoes: Repetir
uk .= AL (F — BT p*);

r* .= B.uF;
p* =t = ks
k:=k+1,

Enquanto || r* ||> tol e k < kpaz.

A velocidade de convergéncia do algoritmo 1 depende do condicionamento da matriz [B ATBT
. Uma forma de acelerar a convergéncia de tal algoritmo é pré-condicionar este algoritmo, por
umea matriz C, préxima & {B.A~1.BT]. O problema 5.98 é modificado para:

cl.BA'B|p=Cc. [BA7I]F (5.101)
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Portanto o novo algoritmo pode ser escrito na forma:

Algoritmo 2: Método de UZAWA pré-condicionado para o problema (u, p)
Inicializacdo: Dado p%
k:=0;
Tteragées: Repetir

K -——B.uk,
dk C-]-'I'k
o= pF = pdb
k=k+1

Enquanto || ¥ ||> tol e k < ks

Observa-se que esta versao do algoritmo introduz a resolugdo adicional de um sistema ma-
tricial de ordem ). durante o pré-condicionamento. Cahouet & Chabart (1988) propoem a
seguinte matriz de condicionamento para o algoritmo:

Cl'=vM™!'4aD™! (5.102)

Onde as matrizes M e D sdo calculadas no espaco de interpolagio em pressdao como:

M;; = (M;, M;); Dyj = (VM;, VM;) (5.103)

O custo de cdlculo adicional devido ao pré-condicionamento é fortemente compensado pela
reducdo no nimero de iteracdes necessarias para a convergéncia do problema.

Observagao 17

De maneira a reduzir ainda mais o tempo de cdlculo do problema (u,p), um algoritmo
mais eficiente de minimizacio de residuo pode ser utilizado (Lascauz & Theodor (1987), Buf-
fat(1991)). Estes algoritmos utilizam uma estratégia de ortogonalizagio de dire¢des de busca,
tal como no método de gradientes conjugados. Esta variacdo da familia de métodos de min-
imizacdo de residuos (ORTHOMIN, ORTHODIR e ORTHORES) foram desenvolvidas com
sucesso para a resolugdo de sistemas lineares nao-simétricos ( Young & Jea (1980)), e podem
ser aplicados ao problema iterativo de busca (u,p). Os resultados utilizando esta metodologia
tem demonstrado boa eficiéncia no tratamento de problemas de escoamentos viscosos ( Buffat
(1991)).

Observagao 18

Os algoritmos de busca da solugéo (u, p), apresentados anteriormente, podem ser compara-
dos a certos algoritmos implantados com sucesso no método de volumes finitos. Métodos tipo
SIMPLE, SIMPLER, etc.. (Patankar (1980)), possuem grande semelhanca com as metodolo-
gias aqui apresentadas.
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5.6.1 Tratamento de condi¢oes de contorno

As condicoes de contorno de proximidade de parede, estabelecidas pelas equagdes 5.25-5.27,
envolvem um tratamento numérico particular devido as nao-linearidades relacionadas pela de-
pendéncia logaritmica do campo de velocidade imposto envolvendo a derivada do campo de
velocidade na determinagido da velocidade de atrito. O acoplamento dos diferentes compo-
nentes direcionais da velocidade, relacionado com a defini¢do de vetores unitdrios tangenciais
as linhas de corrente na proximidade de parede, é um aspecto particular neste tipo de problema.

As nao-linearidades das condigbes de contorno para k e ¢, expressas pelas equagées 5.27, sdo
tratadas ao longo da itegragdo temporal. Como as equagoes (k, €) sdo resolvidas, e cada etapa
de tempo, apds a determinacdo dos campos (u, p), a imposi¢do das condigbes do tipo Dirichlet
dadas por 5.27 séo triviais. Por outro lado, as condigGes de contorno para a velocidade devem
ser tratadas com mais cuidado, devido o comportamento fortemente nao-linear destas condigdes.
Dois aspectos devem ser observados com detalhe, relativos tanto aos aspectos geométricos e de
célculo iterativo destas condigdes:

o Consideragoes geométricas: Para escoamentos 2D, as dire¢des normais e tangenci-
ais sdo facilmente definidas sobre a face do elemento finito sobre a parede (fig. 5.4a).
Os vetores t e n sdo determinados unicamente com base nos pardmetros geométricos do
elemento. Os célculos iterativos sio feitos sempre nas faces dos elementos, e depois ex-
trapolados para os nés que compdem a face por simples adi¢ao vetorial. Para escoamentos
3D o problema é um pouco mais complexo. A diregdo tangencial ndo é conhecida a pri-
ori. Somente o vetor normal pode ser calculado com base na geometria do elemento de
fronteira. A determinagdo do vetor tangente t é feita pela projecdo do vetor velocidade
na etapa de tempo anterior u™ no né interno do elemento de parede, sobre a face que
forma a parede, como mostra a figura 5.4b.

e Cilculo Iterativo: As nio-linearidades extras oriundas da lei de parede sio tratadas
por um algoritmo iterativo tipo relaxagdo antes da resolucéo do problema (u,p). Apés a
convergéncia do problema néao-linear associado ao campo de velocidade, a busca por um
campo & divergéncia nula é efetuada. O algoritmo 3 apresenta a etapa iterativa necessiria
para o cdlculo de condicées de parede.
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Elemento de
parede 3D

Linha de
corrente

N6 interno

(@) ®

Figura 5.4: Condicées de contorno de parede

Algoritmo 3: Célculo iterativo de condi¢des de contorno tipo lei de parede
Inicializagao: Dado u™:
Célculo (n,t,s):
Céleculo u3(u™);
Iteragoes: Repetir '
Valores de u na parede un =0, us =0 e u.t = f(uy);
u:=A"1(F-BTp");
Célculo (n,t,s);
Célculo g?"(u)2
err (= uf — up;
u? = u}* - Cerr
Enquanto || err ||> tol.

Observagao 19

No trabalho de Fontoura Rodrigues (1990), uma metodologia mais eficiente para célculo
iterativo de condicdes de contorno é proposta. Esta metodologia baseia-se na utilizagdo de
métodos tipo gradiente para a aceleragao do algoritmo 3. Um bom aumento de desempenho
computacional foi obtido para problemas 2D, considerando formas diferentes de fungdes de
parede que levam em conta o efeito de gradiente adverso de presséo.

Observagao 20

Durante as iteragbes do algoritmo 3, o custo da resolugdo do problema em velocidade é
reduzido utilizando uma fatorizagdo prévia da matriz A via método de Crout. Portanto nesta
etapa, somente a substituicdo regressiva é efetuada. Para o caso com muitos graus de liberdade
(escoamentos 3D), os sistemas lineres sio resolvidos por métodos tipo gradiente conjugados.
Nesta etapa portanto, a Unica reducdo de custo estd associada ao pré-condicionamento da
matriz.
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5.7 Resultados Numéricos

As ideias apresentadas nas se¢bes anteriores, associadas ao método de elementos finitos, foram
implementadas em uma série de c6digos desenvolvidos em parte por professores, alunos e peq-
uisadores do Departamento de Engenharia Mecanica da Universidade de Brasilia, em parceria
com outros grupos de elementos finitos no pais e no exterior. No sentido de validar as metodolo-
gias numéricas propostas ao tratamento de problemas de escoamentos turbulentos, uma série
de casos vem sendo analisados ao longo dos ultimos anos. Estes casos de validagéo geral-
mente sio escolhidos pela disponibilidade de dados experimentais na literatura, induzindo de
maneira necessdria uma comparacao entre os resultados obtidos numericamente, com as difer-
entes medigGes experimentais efetuadas por outros grupos de pesquisa. No presente trabalho,
alguns casos ja apresentados anteriormente em outros trabalhos ilustrardo a potencialidade das
metodologias implementadas.

5.7.1 Jato plano turbulento

Este problema consiste em um jato plano turbulento, injetado em um escoamento livre, com
uma pequena velocidade induzida. Este problema foi estudado experimentalmente por Bradbury
(1965), onde o autor disponibiliza um grupo muito bom de resultados, oriundos de medigdes
com anemometria de fio quente. Este problema foi simulado utilizando o modelo de turbuléncia
(k,€), com metodologias de estabilizacdo GLS tanto para o problema convectivo, quanto para
a interpolacdo do campo de velocidade e pressdo. Um estudo completo sobre este problema é
encontrado no trabalho de Macedo (1994). Este problema, de escoamento livre é um excelente
primeiro passo para a validagdo de c6digos turbulentos.

O escoamento foi simulado utilizando uma malha de 651 nds, com 1200 elementos. dis-
cretizando um dominio de 10 vezes a abertura de saida do jato. As condi¢ées de contorno foram
impostas com base nos resultados experimentais, para Revnolds igual a 28000. O dominio de
discretiza¢do exclui a parte do cone potencial do jato.

Na figura 5.5 a visualizacdo do campo de velocidade e das curvas de nivel de energia cinérica
de turbuléncia sdo apresentadas. Na figura 5.6 resultados para um perfil tipico de velocidade e
energia cinética de turbuléncia sdo apresentados, comparando os resultados numéricos obtidos,
com as medigoes de Bradbury (1965).
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Figura 5.5: Visualizagio: Jato plano turbulento (u e k)
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Figura 5.6: Perfisde u e k em z/h = 23

5.7.2 Expansao brusca

Este problema é um caso de validagao cldssico analisado em diferentes Workshop’s sobre mod-
elagem e simulagdo numérica de escoamentos turbulentos confinados. Tanto a versdo de es-
coamento plano, quanto a de axi-simétrico, sao excelentes casos de valida¢ao, que envolvem o
célculo de escoamentos com recirculagdo. O caso simulado aqui foi tema do Workshop da As-
sociagdo internacional de Pesquisa em Hidrdulica (IAHR) em 1987 (ver Baron (1987)), e uma
grande massa de resultados experimentais foram levantados utilizando a técnica de anemome-
tria Laser. Este problema consiste de uma expansao brusca em uma tubulagio, com relagio de
diametros de 2.0 e Reynolds de 40000. Este caso foi avaliado por Brasil et al. (1990), simulando
o problema tanto utilizando elementos 2D como 3D. Foram utilizados elementos finitos tipo
P1-PlisoP2, para a discretiza¢do do campo de velocidade e presséo.

Na figura 5.7 as visualizagdes do campo de velocidade e niveis de k sdo apresentadas. Perfis
de velocidade e energia cinética de turbuléncia sdo apresentados nas figuras 5.8 e 5.9, para a
posi¢do axial z/D = 1.5, medida a partir da mudanca de didmetro.
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Figura 5.9: Perfil de & em x/D=1.5 (o Experimentos — Simulagdes)

5.7.3 Jato 3D normal 4 um escoamento livre

O escoamento formado pela injecdo de um jato 3D em uma corrente livre, é um caso de val-
idacao relacionado com diferentes situagoes praticas de escoamentos industriais e ambientais.
Este problema foi abordado em trabalhos anteriores, utilizando a mesma metodologia aqui ap-
resentada (Brasil et al (1991a) e Brasil et al (1991b)). Este é um caso préatico com bastante
resultados experimentais disponiveis, os quais podem ser comparados aos resultados numéricos
obtidos pelo MEF. Trata-se de um escoamento turbulento que envolve uma diversidade de car-
acteristicas hidrodinamicas 3D, tornando-o um excelente caso de valida¢do para cédigos que
visem tratar escoamentos turbulentos complexos.

Nesta simulagao considera-se uma injecdo com razao de velocidade (W,/Up) igual & 2, com
Revnolds de 12000. Para estas condigdes, dados experimentais sao apresentados por Crab et al.
(1981). os quais serdo utilizados para efeito de comparagdo. Para esta simulacao foi utilizada
uma malha de 6039 nds P1, com uma discretizagdo com elementos P1-PlisoP2.

Na figura 5.10 apresenta-se uma visualizacado do campo de velocidade no plano de simetria
do jato. Observa-se o efeito de redirecionamento da corrente de fluido injetado ao longo do
escoamento. assim como a regido da esteira do jato, caracterizada por uma zona de retorno
do escoamento. Na figura 5.11 o escoamento secundério é visualizado. Esta caracteristica
hidrodinamica deste escoamento proporciona um efeito de mistura no escoamento devido ao
movimento dos vértices contrarotativos observados na figura. Os efeitos médios do escoamento
secunddrio e do escoamento induzido é observado pelas trajetérias de particulas injetadas na
saida do jato e préximo & parede, como mostra as figuras 5.12 e 5.13. Nas figuras 5.14 e
5.15 apresenta-se uma comparacao de perfis de velocidade e energia cinética de turbuléncia em
diferentes posigées, no plano de simetria.
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Figura 5.12: Trajetérias: Corpo do jato

Figura 5.13: Trajetérias: Escoamento induzido
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Secao transversal do fio

Calor especifico a pressdo constante

Capacidade térmica do fluido

Diametro do fio

Tensédo de saida do anemémetro

Tensdo de saida flutuante do anemémetro

Coeficiente de transferéncia de calor

Coeficiente de sensibilidade de arfagem

Corrente de alimentagio

Coeficiente de sensibilidade de guinada

Condutividade térmica do fio a temperatura T}
Coeficientes de sensibilidade a velociades U e V
Comprimento do fio

Escalas integrais de comprimento longitudinal e transversal
Coeficiente de poténcia da lei de King

Nuimero de Nusselt

, ¢’ Pressao, flutuagdo de pressdo

Nimero de Prandtl

Resisténcia do fio a temperatura T, ou a 20°

Resisténcias do cabo, do fio e das agulhas

Nimero de Reynolds

Fungéo de correlagdo temporal, funcdo de correlagio espacial
Coeficiente de assimetria (Skewness)

Coeficiente de sensibilidade a velocidade

Coeficientes de sensibilidade a temperatura, a concentragéo
Coeficiente de sensibilidade a velocidade no modo Corrente Constante
Coeficiente de sensibilidade a temperatura no modo Corrente Constante
Fungao de densidade auto-espetral, funcdo de densidade espetral cruzada
Coeficiente de achatamento (Flatness ou Kurtosis)
Temperatura do escoamento, temperatura do fio

Tensdo de ruptura

Componentes instantineas da velocidade

Transformada de Fourier dda velocidade U

Velocidade efetiva

Velocidade flutuante

Coeficiente de temperatura do material a 20°

Emissividade do fio

Desvio padrio normalizado de U

Concentracéio

Viscosidade dindmica

Massa especifica

Massa especifica do fio

Constante de Stephan-Boltzmann

Variincia

Resistividade do fio

Resistividade do material a 20°
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6.1 Introdugao

A anemometria térmica pode ser utilizada para numerosos estudos que envolvem escoamentos
turbulentos tendo em vista sua possibilidade de medicio de grandezas tdo variadas como a
velocidade, a temperatura, a concentracdo ou o atrito junto a uma superficie. O principio
de medigio baseia-se na transferéncia de calor convectivo forcado de um elemento sensivel,
aquecido, imerso num meio fluido escoando.

Este capitulo descreve os principios bdsicos da anemometria de fio-quente. Abordaremos,
entre outros, alguns temas relacionados aos problemas de: transferéncia de calor, coeficientes
de sensibilidade, modo de corrente constante, modo de temperatura constante, resposta em
freqliéncia e resolucdo espacial, medicdo de temperatura e de concentragdo, e, finalmente,
anemometria de fio-quente pulsitil. Trataremos de fios-quentes com a forma cilindrica e de
filmes-quentes, por serem eles os sensores de anemometria térmica mais comuns. Alids, a
presente teoria pode ser extendida para qualquer sensor de fio-quente devido aos aspectos de
transferéncia de calor serem similares.

A anemometria de fio-quente funciona perfeitamente bem para as condi¢bes nas quais
o tubo de Pitot ndo é recomendado ou ndo se aplica. O fio-quente por ser de diminutas
dimensdes e responde muito rapidamente a variagdes nas condigdes do escoamento. Mesmo
para escoamentos complexos — turbulentos e de geometria tri-dimensional — o fio-quente pode
detectar as frequiéncias mais altas presentes na estrutura do escoamento; classicamente, as
freqiiéncias correspondentes & escala de comprimento de Kolmogorov dos menores turbilhdo.
Assim, o anemoémetro de flo-quente ainda € o principal instrumento de pesquisa para estudo de
escoamentos turbulentos. Este instrumento ainda possui a vantagem de fornecer a informacao
de forma analdgica, podendo ser processado eletronicamente para calcular intensidades, cor-
relagOes ou espectros.

As vantagens da anemometria de fio-quente, para escoamentos cujo nivel de intensidade
turbulenta é inferior a 25 - 30 %, podem ser enumeradas como:

1. Tempo de resposta. Freqiiéncias de amostragem de até 50 kHz sdo comuns para anemome-
tria de fio-quente em modo temperatura constante.

2. Sinal continuo. Ao contrédrio da anemometria Laser Doppler, o sinal analdgico € continuo.
Assim, a amostragem, discretizada & freqiiéncia constante, oferece totais condigdes para
uma analise de freqgiiéncia.

3. Dimensoes do sensor. O tamanho tipico de um sensor de fio-quente é de 5um de didmetro
e 1.25mm de comprimento. Alguns sensores alcancam 0.25um de didmetro por 0.25mm.
de comprimento. Apenas para efeito de comparagéo, registramos aqui que o volume de
medigdo tipico para a anemometria Laser Doppler é de 50um por 0.25mm.

4. Medigao de velocidade. A faixa de medi¢do de velocidades possivel na anemometria a
fio-quente ¢ extensa, de alguns centimetros por segundo até escoamentos muito rapidos
(compressiveis). As trés componentes de velocidade instantinea podem ser medidas.

5. Medicao de temperatura. Pode-se medir a velocidade e a temperatura simultdneamente,
utilizando por exemplo um sensor de fio-frio.

6. Medicdo em escoamento bifdsico. A anemometria de fio-quente pode ser utilizada em
escoamento bifdsico. Na hipdtese de bolhas maiores do que o tamanho do sensor, a
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parte do sinal analdgico correspondente a passagem de uma bolha pode ser identificada
e eliminada a fim de se obter a velocidade do meio continuo.

7. Exatiddo. A Anemometria de Fio-Quente € a Anemometria Laser Doppler possuem
exatiddo similares de até 0.1 - 0.2 %. A exatiddo mais comum alcangada é da ordem
de 1%.

8. Informagao espacial. A utilizacdo de varios fios-quentes fornece a medigédo de correlagdes
espaciais e temporais para flutuagdes turbulentas. Por exemplo, uma escova de fios-
quentes, acoplada a uma amostragem condicional, permite a identificacdo e o estudo de
estruturas coerentes em escoamentos turbulentos.

A Anemometria de Fio-Quente é complementar a outros instrumentos de medicdo em
mecanica dos fluidos. Como instrumento ndo absoluto, o fio-quente precisa ser calibrado antes
de cada utilizagdo. A calibragio é efetuada para a velocidade média, o que requer a utilizagéo,
por exemplo, de um tubo de Pitot como instrumento de referéncia.

A complementaridade dos instrumentos utilizados para medigoes em mecanica dos fluidos
pode ser apresentada assim:

1. O tubo de Pitot para a medicao de velocidades médias de um escoamento.

2. A visualizagdo para se obter uma visdo fisica do problema bem como uma anéilise
qualitativa dos fendémenos presentes.

3. A Anemometria Laser Doppler para ser utilizada em meios hostis, por exemplo em
camaras de combustdo, por ser um instrumento extrusivo.

4. A velocimetria por imagens de particulas (PIV) para a medi¢do de até trés componentes
de velocidade simultaneamente em véarios pontos de um plano do escoamento.

5. A Anemometria de Fio-Quente para a medigao do campo de velocidades instantaneas até
as menores escalas.

6.2 Principio Dbasico de funcionamento de um
anemoémetro de fio-quente

A transferéncia de calor entre um elemento aquecido e o meio fluido escoando ao redor dele define
o fenémeno bésico da Anemometria de Fio-Quente . Dependendo das propriedades do fluido
(densidade p, viscosidade p, condugdo térmica k, calor especifica ¢, etc.) e dos parametros do
escoamento (velocidade U, temperatura T,, pressdo P, etc.) podemos estabelecer uma relacio
entre a velocidade do fluido incidente e a taxa de transferéncia de calor do fio-quente.

6.2.1 Lei de comportamento do fio-quente

Para conhecermos a lei do comportamento de um fio-quente num escoamento - de velocidade
U e de temperatura 7, — vamos identificar cada termo da equagio de equilibrio da taxa de
transferéncia de calor para um comprimento elementar do fio (Figura 6.1):
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dQe = dQ . + dQ. + dQ, + dQ,, (6.1)

com:

Q. = %ida: a taxa de gerac8o de calor pela corrente elétrica,

dQ fe =ndh(Ty — T,)dz a taxa de transferéncia de calor por convecgio forcada,

dQ. = -k A f%;idz a taxa de transferéncia de calor por conducao,
aQ, = mye(T}‘ —THdz a taxa de transferéncia de calor por radiagao,
dQ, =p erA f% a taxa de transferéncia de calor por acumulacéo,

e I corrente de alimentacéo, x resistividade do fio, Ay segdo transversal do fio, d didmetro do
fio, h coeficiente de transferéncia de calor, Ty temperatura do fio, T, temperatura do escoa-
mento, ky condutividade térmica do fio & temperatura Ty, o constante de Stefan-Boltzmann, €
emissividade do fio e py massa especifica do fio.

Figure 6.1: Saldo de transferéncia de calor para um pedago elementar de fio quente.

O termo devido & transferéncia de calor por radiagao é muito pequeno, pois, como uma
temperatura de funcionamento de 300°C é comum para os fios-quentes, este termo pode ser
desprezado. O equilibrio térmico do fio pode ser representado por:

12)(]
Ag

82T T
dz — ndh(T; — To)dz + k,A,?fodz - pfcfA,é—: =0. (6.2)

A partir da equagao 6.2, sob condi¢oes uniformes §T/6¢ = 0, Bruun (1995) mostra que é
possivel predeterminar a distribuigdo de temperatura ao longo de um fio-quente. Ele conclui
que o fio tem que ser o mais comprido possivel e que o material do fio tem que ter uma
condutividade térmica baixa. Para flos-quentes padrdes, a perda de calor por condugao fica na
ordem de 15 % da transferéncia total de calor no fio.

A resisténcia Ry de uma porgao de fio, de comprimento !, pode ser expressa como Ry = %,
sendo [ o comprimento da porgio de fio. O material do fio é termo-resistivo e sua resisténcia
segue uma lei da forma:

Rf= R, + R20020(Tf - Ta), (6.3)
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onde R, e Ry representam o valor das resisténcias do fio respetivamente & temperatura do
fluido T, e a 20°C, e ay o coeficiente de temperatura do material a 20°C. Com a hipétese do
fio ser infinitamente longo em condigdes uniformes, o balango de calor em uma porgéo de fio se
deduz da equacgdo 6.2 e pode ser escrito como:

I*R; = ndhl(Ty - T.). (6.4)

A poténcia elétrica fornecida ao fio é funcdo do coeficiente de transferéncia de calor e da
diferencia de temperatura entre o fio e o escoamento. A transferéncia de calor entre um corpo e
o fluido que o circunda foi anteriormente explicitada por outros autores sob a forma de nimeros
adimensionais. Para um fio cilindrico infinitamente longo, King (1914) mostrou, num trabalho
experimental e tedrico, que a transferéncia de calor convectiva pode ser expressa na forma de
uma relagdo entre o nimero de Nusselt ! e o nimero de Reynolds 2 que pode ser escrita como:

Nu = A+ BRe'?, (6.5)
onde A e B sdo constantes empiricas de calibraggo.

Kramers (1946) compilou resultados experimentais para fios no ar, na dgua e no dleo. Ele
definiu uma lei cuja validade cobre larga faixas de nimeros de Reynolds e de Prandtl ®: 0.1 <
Re < 10000 e 0.71 < Pr < 1000. Essa lei pode ser escrita como:

Nu = 0.42Pr%? 4 0.57Pr"33Re%3, (6.6)

Introduzindo o nimero de Nusselt na equagdo 6.4:

I’R; = nkl(Ty — T,)Nu, (6.7)
ou, utilizando 6.3 e 6.6:
T, - T,
I?Rog = nkl—1 =% (0.42Pr%2 £ 0.57PrO33Re0S) . 6.8
2 1 — ago(Ty — Tao) ( ) (6.8)

A poténcia elétrica fornecida ao fio é uma fungdo da temperatura e da velocidade do fio;
podemos entdo escrever:

E? = A+ BU% (6.9)

A = 0.427rkl(Tf et Ta)(Rzo(l - ago(Tf — Tgo)))P?"O'2 (610)
0.5

B =0.57nkl(Ty — To)(Rao(l — ago(Ty — Tag))) Pr033 [%] (6.11)

Ny = % com h coeficiente de transferéncia de calor, d didmetro do cilindro circular e k condutividade
térmica.

2 _ pUld : . . .

Re = com p massa especifica, U velocidade, e p viscosidade molecular.

3pr= ka" com Cp o calor especifico a press@o constante e u a viscosidade dinamica.
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Sensor de dimensdes finitas

As perdas por condugéo nas extremidades do sensor devem ser tomadas em consideragao,
assim como uma variac¢ao da lei de comportamento do nimero de Nusselt. Na pratica se utiliza
um coeficiente n na equagao 6.9:

E*=A+ BU™ (6.12)

Nesta equagdo, sempre referida como a lei de King, as constantes A, B e n sdo definidas
através de uma calibracdo do instrumento.

6.2.2 Calibragao do anemdmetro de fio-quente

A curva de calibragdo de um anemémetro de fio-quente é obtida através da medi¢do de uma
velocidade de referéncia (U,) e da tensdo fornecida pelo anemémetro (E;). Procura-se uma
tensao calculada E, = F(U,) que ajuste a funcéo F aos pares de pontos medidos (U,, E.).

As constantes de calibra¢do podem ser calculadas procurando minimizar o desvio padrdo

normalizado €,:
N 1/2
( > (-, ) , (6.13)
i=1

onde U, = F7Y(E,) e N denota a dimensio da amostra de calibragio. Pode-se deduzir direta-
mente as trés constantes, ou deduzir as outras constantes incrementando n ou incrementando
A. Esses métodos serao comparados mais a frente.

Na proposta de sua lei, King resolveu utilizar n = 0.5; porém Collis ¢ Williams (1959)
mostraram que um valor de 0.45 fornece melhores resultados para uma faixa muito ampla de
nimeros de Reynolds (0.02 < Re < 44). Para se entender a amplitude desta faixa, basta
notar que, para um fio de 5um de diametro no ar, a validade da lei se estende de 6crr/s a
132m/s. Apesar disso, a utilizacdo de um valor étimo para n o qual pode ser deduzido durante
a calibragdo é a melhor solugdo. Alguns dos primeiros autores & utilizar esta solucao, entre
outros, sdo Van Thinh (1969) , Bruun (1976) , Bruun e Tropea (1980) , Swaminathan em et
al. (1983) e Pitts e Mc Caffrey (1986) . Hoje em dia, esta lei é a mais utilizada para a geracao
de resultados precisos a serem utilizados em pesquisa.

Outras leis de transferéncia de calor entre o fio e o escoamento sdo vélidas. Davies e Patrick
(1972) e Sidall e Davies utilizaram uma lei experimental proposta por Van der Hegge Zijnen
(1956). Trata-se de uma lei de poténcia da forma:

2=

E*= A+ BU +CU. (6.14)

Bruun (1971) desenvolveu um ”principio da fungio universal” F(U) utilizado assim:

E?-El=CF(U), (6.15)

onde C é uma constante do sensor e Ey uma tensdo de deslocamento na origem. Apds uma
pesquisa profunda do assunto, Bruun nio recomenda mais a utilizagdo deste principio pois essa



Principio bésico de funcionamento ... 243

funcio deveria ser valida para qualquer velocidade e dai para amplas faixas de velocidade. Na
realidade, um desvio desta lei foi constatado para baixas velocidades.

A caracterizagio fisica e experimental da lei de transferéncia de calor torna vilida uma lei
polinomial da velocidade do escoamento da forma:

U=A+BE+CE*+DE*+ .. (6.16)

Bruun et al. (1988) publicaram uma comparacdo entre as diferentes leis de calibracdo
acima propostas. O sensor utilizado foi do tipo DANTEC 55P01, calibrado numa faixa de
velocidade entre 5 e 50m/s. Eles mostraram que as leis deduzidas da lei de King oferecem uma
boa precisdo, independentemente do método de célculo das constantes de calibracao usadas
(e, 2 0.1 —0.15%).

A lei de poténcia extendida aplicada aos mesmos dados experimentais permite alcancar um
desvio padrao 3 a 4 vezes maior: ¢, = 0.46%. O termo CU age como um corretor: ele é menos
eficiente do que modificar a constante n.

Os mesmos dados experimentais foram aplicados a uma lei polinomial. Um desvio padrio
da ordem de 0.15% foi obtido. Para alcancar esta precisao foi preciso utilizar uma lei polinomial
de quarta ordem ou superior. Uma lei polinomial de segunda ordem néo permite diminuir o
desvio padrao abaixo de 2.5%.

Trés conselhos para a calibragdo de um anemémetro de flo-quente :

1. Recomenda-se considerar uma amostra com 20 - 30 pontos para reduzir as incertezas
associadas a calibracao.

2. Recomenda-se também calibrar o anemoémetro de fio-quente apenas na faixa de veloci-
dades a serem exploradas, pois as leis de calibracéo sdo apenas aproximagcées do verdadeiro
comportamento térmico do fio. Assim, a lei de calibracao obtida serd melhor para menores
faixas de velocidade consideradas.

3. Devido as caracteristicas individuais de cada sensor, &s variacdes nas componentes do
anemémetro e as variagdes na temperatura do fluido, é sempre necessdrio realizar uma
calibragio cada vez que o anemoémetro de flo-quente seja utilizado.

6.2.3 Sensibilidade a velocidade e a temperatura

A partir de uma variante da equagio 6.9, escrita em funcio da diferenga de temperatura 7'y — T,
podemos escrever:

2
E—:(A+BU")(Tf—Ta). (6.17)
Ry
No modo temperatura constante a resisténcia Ry pode ser considerada constante. As con-
stantes de calibragdo A, B e n sdo também consideradas independentes da velocidade e
da temperatura do escoamento. A flutuacdo de tensdo, e, resultante de uma flutuagao de
velocidade, u, ou de uma flutuagdo de temperatura no escoamento, 8, se expressa em funcao
dos coeficientes de sensibilidade S, € S¢: e = S,u + Sg8. Os coeficientes de sensibilidade para
a velocidade e para a temperatura se escrevem:
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_sg _ nBU"! [Ry(Ty - To) v 6.18
Su =50 =7 A+ BU" ’ (6.18)
1 [Ry(A + BUM]?
s f
S9 = % = —5 [———Tf — Ta } (619)

A sensibilidade na velocidade aumenta com Ty — T,; ela diminui com U devido & forma
da equagdo 6.19. Por outro lado, a sensibilidade em temperatura diminui com 77 — T, e
aumenta com U. Assim, um coeficiente de superaquecimento alto é recomendado para a medicéo
de flutuacées de velocidade. Ao contrério, aconselha-se diminuir este coeficiente para medir
flutuacoes de temperatura.

No modo _corrente _constante o fio funciona com um baixo coeficiente de superaquecimento
para a medigio da temperatura. A tensdo flutua em fungio da variagdo de temperatura no
fluido e da temperatura do fio. As resisténcias correspondentes a estas temperaturas sao
respectivamente R, e Ry. Demostra-se que as sensibilidades se expressam em fungo do valor
médio ﬁf— por:

Suce BU™1I?R;
S . (6.20)
So.cc (A+ BU™)?Rypax

A sensibilidade na medida da temperatura aumenta se a corrente diminui; a sensibilidade
na medida da velocidade atua na dire¢do oposta. Para a medigao de temperatura recomenda-se
diminuir a corrente na ponte com o cuidado de conservar uma taxa sinal/ruido alta.

6.2.4 Sensores de Anemometria de Fio-Quente

Vérios sensores foram desenvolvidas para a Anemometria de Fio-Quente . O elemento sensivel
do anemodmetro pode ser um fio metalico muito fino esticado entre duas agulhas de ago
inoxiddvel ou de niquel, ou pode ser uma fina camada de metal depositada num suporte de
quartzo. O primeiro é chamado de fio-quente e o segundo de filme-quente. A resisténcia
mecanica de um sensor de fio-quente é suficiente para suportar a medicao de altas velocidades
em um gds. Um fio-quente padrdo pode realizar medigao de velocidade de até 500m/s no ar e
5m /s na dgua. Os sensores de filme-quente possuem uma resisténcia maior e podem ser usados
na dgua até velocidades de 25m/s.

A Anemometria de Fio-Quente é um sistema especialmente apropriado para o estudo da
turbuléncia. Para esses fenémenos, o sistema de medi¢do deve possuir uma resposta em
freqliéncia muito alta e precisa, e ser apto a medigdes locais. O tamanho do sensor nao deve
ser muito maior do que a escala de comprimento caracteristica de Kolmogorov, presente nas
menores estruturas do escoamento. Para estudos de medigdo de velocidade média ou dos
componentes do tensor de Reynolds, um sensor comum de S5um de didmetro e de 1.25mm de
comprimento é apropriado. Um estudo espectral de um escoamento turbulento pode necessitar
sensores ainda menores.

O elemento sensivel de um sensor de fio-quente é um fio de tungsténio, de platina ou de
compostos de platina. Como visto na Tabela 1, o tungsténio ndo pode ser soldado. O fio de
platina é macio e fraco; entretanto, um composto de platina pode torni-lo mais robusto. Se
for preciso diminuir o tamanho do sensor pode-se utilizar o processo chamado Wollaston. Uma
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haste fina de platina — ou de composto de platina — é coberta por uma camada de prata. O
conjunto passa por um molde a fim de tomar a forma de um cilindro homogéneo. O fio é soldado
as agulhas. Sofre o tratamento numa gota de solvente de prata afim de exibir um pedago de
fio. O elemento sensivel resultante é muito pequeno e a distribuicio de temperatura ao longo
do fio é melhor porque as perdas de calor para as agulhas sdo menores. Como nio existem
solventes para utilizacdo com o tungsténio, o processo de Wollaston nao pode ser aplicado com
este material.

Tabela 1: Propriedades fisicas dos materiais comumente utilizados nos sensores de fio-quente.

Material Tr o9 X20 ky cf Comentarios

[Nem™2 [PC7Y] [uQem] [Wem™°CY] [kJkg~i°C 1]
Tungsténio 250,000 0.0036 5.5 1.9 0.14 Nao pode ser soldado
Platina 35,000 0.0038 9.8 0.7 0.13 Macio e fraco
Platina 70,000 0.0016 19 04 0.15 Mais robusto que a Pt
Rhodium
Platina 140,000 0.0008 32 0.17 0.13 Mais robusto que a Pt
Iridium®

(90 - 10) % ; (80 - 20) %. Tr é a tensdo de ruptura, agg o coeficiente de temperatura
da resistividade a 20°C, xg0 a resistividade a 20°C, ky a condutividade térmica e ¢y o calor
especifico.

Os sensores de fio-quente podem possuir diversas configuragées. Existem principalmente
sensores com 1, 2 ou 3 elementos sensiveis. Cada fio mede um componente da velocidade
num plano cuja posi¢ao é perpendicular ao fio. Os sensores de dois flos — sensores em X -
tem aplicagdes nos escoamentos bi-dimensionais. A Figura 6.2 mostra alguns exemplos de
fios-quentes industriais.

Os sensores de filmes-quente sdo construidos pela deposi¢do de uma camada fina de platina
ou de niquel sobre um substrato isolado de quartzo. Existem varias configuracoes geométricas
adaptadas 4 diversidade de aplicagdes dos filmes-quentes: sensores na forma de cilindros
circulares, de cones, de angulos agudos ou sensores colados a uma parede. O modelo cilindrico é
o mais freqiiente possuindo um elemento sensivel com 25 a 70um de didmetro e 1 a 2 milimetros
de comprimento.

Devido 3 sua maior resisténcia mecanica, o filme-quente é preferido ao fio-quente nos meios
liquidos. E também o preferido nos casos susceptiveis a contaminagoes nos escoamentos gasosos.
O coeficiente de superaquecimento nic deve ultrapassar 1.08 se o fluido for liquido a fim de
impedir a formagao de bolhas ao redor do filme.

6.2.5 Coeficiente de superaquecimento

Se a temperatura do fio for muito maior do que a temperatura do escoamento, o Anemometria
de Fio-Quente ser4 altamente sensivel & variacoes da velocidade e pouco sensivel a variagoes da
temperatura do escoamento. O coeficiente de superaquecimento deve ser escolhido o mais alto
possivel; porém, a temperatura de oxidagdo do tungsténio, da ordem de 350°C, ndo deve estar
alcancada. Para este tipo de sensor — o mais comum - o coeficiente de superaquecimento nao
deve ultrapassar 0.8 — 1. Por exemplo, um sensor simples de tipo DANTEC 55P01 (5um de
didmetro e 1.25mm de comprimento) funcionando com um coeficiente de superaquecimento de
0.8, alcanga mais ou menos 230°C.
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=

55P11 Fio reto comum 55R31 Filme de angulo agudo 55P61 Fios cruzados

/

P

55P12 Fio inclinado a 45 55R41 Filme conico  55P81 Fio com compensagdo térmica

55P15 Fio de camada limite ~ 55R47 Filme grudado a parede 55P91 Fios triplos

Figure 6.2: Diversos tipos de sensores DANTEC.
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Fonte de

corrente @

Figure 6.3: Esquema de principio do Anemémetro a Corrente Constante.

Lembramos que o coeficiente de superaquecimento € definido como a razao entre a resisténcia
do sensor em funcionamento e a resisténcia do sensor & temperatura do escoamento: 1 +
a = R¢/R,. Porém, a resisténcia total inserida na ponte de Wheatstone inclui Ry. R, a
resisténcia do cabo, e R, a resisténcia das agulhas. Deve-se entdo enfatizar que a resisténcia
a ser compensada na ponte no modo de funcionamento serd igual a (1 + a)R, + R. + R;.
Como as resisténcias R,, R; e R, possuem a mesma ordem de grandeza, nenhuma delas pode
ser desprezada. Caso contrario, a temperatura de oxidagdo pode ser alcancada ou mesmo
ultrapassada.

Em casos de utilizagdo num liquido, o sensor nao deve ultrapassar a temperatura de ebulicdo
do liquido. Na dgua, o coeficiente de superaquecimento normalmente utilizado é da ordem de
1.08.

6.2.6 Anemometro a corrente constante

Existem basicamente dois modos de funcionamento de Anemometria de Fio-Quente . 0 miodo
CC (corrente constante) e o0 modo TC (temperatura constante). Os dois possuem uma taxa
sinal/ruido alta. O ruido eletrénico de um anemoémetro de fio-quente tem origem no sensor. nas
resisténcias da ponte e no amplificador do circuito. A taxa sinal/ruido pode ser otimizada. con-
forme menciona Figerson e Frevmuth {1983) (veja Bruun (1995) ), caso as seguintes condi¢oes
sejam observadas: 1) operar com taxa de superaquecimento alta; 2) utilizar um material com
coeficiente de temperatura alto; 3) optar para um fio fino cuja capacidade térmica é muito
baixa.

Um circuito tipico de anemémetro a corrente constante é mostrado na Figura 6.3. O
coeficiente de superaquecimento é ajustado por meio da resisténcia R3 através da relagao:

R R
Ryt Ri+R. Ry (6.21)
Ry Ry
onde R; e R, sio respectivamente® as resisténcias das agulhas do sensor e do cabo ligando o
sensor ao anemometro.
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Figure 6.4: Esquema de principio do Anemémetro a Temperatura Constante.

Se as resisténcias do circuito sdo constantes, a tensao de saida F ¢ uma funcéo linear
de R;. Assim, qualquer fenémeno produzindo uma variagdo linear de Ry resultard em uma
variagdo linear de E. Isto é o caso da temperatura cuja lei segue uma formulagdo do tipo
Rf = Rg+ Rypopo(Ts—T,). Infelizmente, este ndo é o caso da velocidade. Para um anemémetro
a corrente constante, a temperatura do sensor depende da velocidade do escoamento; se a
velocidade varia, a temperatura também varia. Ora, a inércia térmica do fio tende a se opor
4 variacao de temperatura. A resposta térmica do fio é grande em comparacdo com o tempo
caracteristico de um escoamento turbulento. Isto posto, a faixa de resposta em freqiiéncia
do sistema ¢ estreita. As freqiiéncias de corte de fios comuns de 5 e 1 um de didmetro sio
respectivamente de 100Hz e 2kHz. Estas faixas podem ser otimizadas até 30kHz com uso
de circuitos corretores. Porém, estes circuitos devem ser ajustados em fungdo da faixa de
velocidades a serem medidas no escoamento a fim de compensar com eficiéncia a inércia térmica.
do fio.

Na prética, se a temperatura do sensor é muito maior do que a temperatura do escoamento,
0 anemometro a corrente constante é primordialmente sensivel a variagdes na velocidade. Se,
ao contrario, a temperatura do sensor e do escoamento sdo proximas, o anemoémetro a corrente
constante € sensivel & temperatura.

6.2.7 Anemometro a temperatura constante

Um esquema eletrénico com o principio de funcionamento do anemémetro a temperatura
constante é representado na Figura 6.4. A alimentagdo da ponte depende, desta vez, de
um servidao pelo amplificador de saida. A inércia térmica do elemento sensivel é, assim,
automaticamente ajustada se as condigdes de escoamento variam. Esta caracteristica é a maior
vantagem deste modo de funcionamento do anemémetro a fio-quente.

As vantagens do modo TC sdo conhecidas hd muito tempo, desde 1943 por Weske ou
1948 por Ossofsky. Entretanto, precisou-se esperar a década dos 60 e o desenvolvimento dos
amplificadores em circuitos integrados para implementar o0 modo TC nos anemémetros a fio-
quente.



Principio bésico de funcionamento ... 249

Quando a velocidade do escoamento muda, a temperatura e a resisténcia do elemento
sensivel mudam. Ocorre, entdo, uma tensio de desequilibrio na ponte a ser aplicada ao
amplificador. A corrente de saida do amplificador é inversamente proporcional & variagéo
da resisténcia do elemento sensivel. Essa corrente serd injetada na alimentacdo da ponte
de Wheatstone, o que restaura a resisténcia a sua valor inicial. Os amplificadores modernos
possuem constante de tempo muito pequena, conservando a temperatura do elemento senswel
constante, exceto para freqiiéncias muito altas.

Porém, o anemémetro a temperatura constante é limitado: o tempo de resposta do circuito
fechado de serviddo depende do ganho do amplificador continuo. No entanto, um valor alto
demais do ganho resulta em oscilagbes do sistema auto-regulado. Em um anemémetro a
temperatura constante comum as oscilagdes sdo limitadas por um filtro H.F. inserido no circuito
fechado. O melhor tempo de resposta possivel resulta de um compromisso entre o ganho e o
filtro H.F..

Qualquer anemoémetro a temperatura constante moderno possui também um circuito
eletronico para definir o coeficiente de superaquecimento, e um gerador de ondas quadradas
para testar a resposta em freqiiéncia do sistema. Os controles disponiveis para o usudrio sao
em geral:

e uma capaciténcia ou indutancia na ponte para compensar a reatancia do cabo;
e uma tensdo de deslocamento e,;; do amplificador;
e o ganho do amplificador;

e um filtro H.F. no ramo de volta da alimentacao.

Lembramos que a taxa da ponte varia em geral entre 5 e 20 para, principalmente, dirigir a
corrente de volta no ramo do elemento sensivel.

6.2.8 Passos basicos de medi¢do com a Anemometria de Fio-Quente

Estudos experimentais baseados em Anemometria de Fio-Quente com a assisténcia de um
computador possuem algumas regras bdsicas de andamento similares. Para um escoamento
estacionério, os sucessivos passos podem ser assim definidos:

1. Definicao da medicdo desejada: A configuragio do escoamento (jato livre, camada lim-
ite, camada de mistura ...), o tipo de escoamento (altamente turbulento, temperatura
flutuante ...), as componentes de velocidade desejadas etc. s@o pardmetros importantes
na escolha do sistema de medi¢do. Também o tratamento futuro dos dados influéncia o
material e a instalacdo experimental. Por exemplo, correlacdes espaciais duplas ou triplas
exigem medicoes simultaneas de velocidade.

2. Selegao do tipo de anemémetro e do sensor: Os dois tipos de anemdmetros — o
anemoOmetro a temperatura constante e o anemémetro a corrente constante — possuem
caracteristicas e aplicacoes diferentes. Quanto & escolha do sensor, foram desenvolvidos
e comercializados muitos sensores em resposta & demanda cientifica. Os parametros
importantes sdo: a geometria do espaco de medigdo, o nimero de componentes de
velocidades desejadas, a influéncia da temperatura, o tipo de fluido, o limite superior
de sensibilidade na freqiiéncia desejada (funcéo do didmetro do sensor).
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3. Calibragdo: Depois da escolha da lei de calibragao a ser validada, a calibragao é realizada
em fun¢io da sensibilidade do sensor, isto é, de seus componentes e de sua temperatura.
Um sensor de fios-quentes cruzados deve ser calibrado com relagao a velocidade e & diregdo.

4. Selecdo do sistema de aquisigdo digital: A configuracio experimental e o tratamento de
dados futuro define o tipo de conversor A/N, o condicionador de sinal (deslocamento e
ganho) e os filtros a serem aplicados. Eles definem também a freqiiéncia de aquisigéo, a
cadéncia de armazenamento e o tamanho dos arquivos gravados.

5. Identificagéo e medicdo do escoamento médio: A caracterizagdo das velocidades médias
fornece uma primeira qualificacdo do escoamento estudado. Esta etapa é primordial no
caso da utilizagdo de sensores de fios-quentes cruzados; ela pode ser realizada com um
tubo de Pitot.

6. Medi¢do e aquisigao: Os pardmetros de aquisigao foram escolhidos: a freqiiéncia de corte
do filtro passa-baixo, deslocamento e ganho do condicionador de sinal, freqiiéncia de
aquisi¢io e nimero de pontos de aquisigdo (ou periodo de aquisi¢ao).

7. Tratamento dos dados.
8. Apresentagao dos dados.

9. Andlise de erro.

6.3 Medicao das caracteristicas turbulentas com o
anemoOmetro de fio-quente

Até os anos 50, a turbuléncia estava atrelada a um processo totalmente aleatério, cuja tnica
caracterizacdo era estatistica. Um escoamento turbulento era visto como composto por um
campo de velocidades médias superposto a um campo de velocidades flutuantes turbulentas.
A nocéo de turbilhdo era utilizada para modelar os termos turbulentos, sem qualquer idéia da
organizagéo e da estrutura da turbuléncia.

A visualizagdo e o desenvolvimento de instrumentos capazes de medir velocidades in-
stantaneas modificou os conceitos sobre turbuléncia. Os primeiros resultados mostravam um
certo grau de organizacdo, em total contradigdo a um processo puramente aleatério. Logo a
Anemometria de Fio-Quente permitiu a medicdo e a detecgdo de todos os componentes da
turbuléncia, até as escalas de comprimento de dissipac¢do, incluindo as estruturas organizadas
imersas na turbuléncia. Dai, muitos artigos de referéncia em turbuléncia sio baseados em
experimentos realizados apenas com a Anemometria de Fio-Quente . Comecando por Corrsin
e Kistler (1955) , chegamos a uma lista muito extensa, cuja podemos destacar alguns: Coles
(1956) , Corrsin (1963) , Fiedler e Head (1966) , Wygnanski e Fiedler (1969) , Antonia (1971)
, Bradshaw (1971) , Bruun (1971) , Comte-bellot e Corrsin (1971) , Hussain (1983) , Castro
(1985) , Heywood (1987) .

6.3.1 Sensibilidade direcional

A sensibilidade de um sensor de fio-quente possui uma diregdo privilegiada: o plano perpen-
dicular ao fio. Seja um anemdmetro de fio-quente suposto responder a uma lei de poténcia da
forma
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Figure 6.5: Sistema de coordenadas e componentes de velocidade correspondentes.

2= 4+ BU". (6.22)

onde U, é a velocidade efetiva a ser relacionada & velocidade U. Para um sensor horizontal na
diregdo Z (ver Figura 6.5) a velocidade efetiva exprime-se através da equacio de Jorgensen's:

U =U%+ 1?2 + w2, ' (6.23)

onde U, V e W sdo as trés componentes de velocidade e k e h os coeficientes de sensibilidade
de guinada (yaw) e de arfagem (pitch) do sensor. k e h devem também transcritos em termo
de fatores rciacionados ao escoamento e a geometria do sensor. Valores tipicas de & e h sdo
respetivamente 0.2 e 1.05.

Podemos adaptar a demonstragdo encontrada na referéncia Perry (1982) para determi-
nar a sensibilidade de um fio a pequenas perturbages nas trés componentes da velocidade.
Suponhamos que o eixo do sensor este]a alinhado & velocidade média U = U, do escoamento

(V =W = 0). As flutuagdes «/, v’ e w’ sobrepdem-se & velocidade média. A equacio 6.23 se
transforma, em uma primeira aproximagao em

1?1 2V 2 2w2
Rl = +2h (6.24)
2U U

U=U |1+

S

As pequenas perturbacgées satisfazem %, %, % & 1, assim,

SIS

Ue

U+ (6.25)
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Figure 6.6: Sensibilidade angular de um fio-quente inclinado.

Substituindo em 6.22:

1
=n nnl2
E= [A+BU 1+ |
E= E+¢ (6.26)
_ —n
E= (A+BU)?
B ‘I
el = ﬁ—’l;—n = Kuu’ (627)
2EU

Um sensor de fio-quente alinhado com o escoamento médio é sensivel, em primeira aprox-
imacao, apenas & componente u’ das flutuagdes. O coeficiente de sensibilidade K., é expresso
na equacgao 6.27.

Fio inclinado:

Um fio-quente inclinado faz um angulo ¢ com o escoamento médio U = U,. O fio nao é
sensivel & componente v’ pelo mesmo motivo em que ele foi mostrado nao ser sensivel a um fio
normal ao escoamento médio.

Seja Uy a projecao normal ao fio da velocidade, e U a projecéo longitudinal da velocidade
sobre o fio. Podemos escrever:

UN=(§+u’)cos¢+v'sin¢ 6.98
U= (U +v')sing — v/ cos ¢ (6.28)
U? = U} + KU} (6.29)
lembrando-se que “U-’ e %, < 1, a combinaggo de 6.29 com 6.29 fornece:
— " (1-k)tang v’
.= 1+ k? tan? ¥ Aok tang vl :
U.=Ucos¢ (1+k’tan ¢)(1+U+1+k2tan2¢U (6.30)

substituindo 6.30 em 6.22 temos:
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Figure 6.7: Campo de velocidade ao redor de um fio-quente inclinado, Re = 3.7. (Graham et
al., 1995)

E= E+¢ (6.31)
= A+BT" (6.32)
B'= Bcos"¢ (1 + k%tan® ¢)% (6.33)
e = Ku'+ Ky (6.34)
B/
K, = _—n_T; (6.35)
2E, (U)
1— k2t
K, = (1 - k) tan ¢ (6.36)

2F, (U) " (1+ k2 tan? ¢)

Esta lei de calibracdo de um fio inclinado possui vérias constantes a serem determinadas.
A constante B’ pode ser determinada por uma interpolagio linear dos dados experimentais

(EZ, (U)n). Para calcular K, precisa-se determinar os valores de k e ¢. Devido ao tamanho

do sensor, a medigido do dngulo ¢ é muito delicada; aconselha-se, portanto a se determinar ¢
na calibracao.

Num estudo recente Graham et al.(1995) estudaram o escoamento ao redor de um fio-quente
inclinado. Este trabalho experimental baseia-se na velocimetria por imagens de particulas ou
PIV (Particule Image velocimetry). Eles coneluiram que o parametro relevante é k? e ndo k, pois
o valor de k? pode ser negativo. A técnica PIV mostra um efeito de deflexdo do vetor velocidade
ao chegar no fio (ver figura 6.7; o escoamento tende a desviar-se na diregdo do fio. A deflexdo
pode alcangar 3°. O efeito direto é a diminuigdo da velocidade efetiva de resfriamento do fio,
modificando o coeficiente de corregio k2 para valores negativos. Assim, durante a calibracio
de um fio-quente inclinado, precisa-se determinar as constantes B’, ¢ e k2.

6.3.2 Tensor de Reynolds

A tensdo de cisalhamento de Reynolds, v'v/, pode ser medida com apenas um fio-quente
inclinado. Duas medigoes sucessivas sdo realizadas com o fio vertical, e depois de uma rotagio
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de 180° do fio sobre o eixo do sensor. Um Wnico fio-quente fornece assim dois sinais:

! ! !
e = Ku' + Ky, 6.37
ey =K' — Kp' (6.37)
A tensdo de cisalhamento de Reynolds é obtida pelo tratamento desses sinais:
W
v =L %2 (6.38)
4K, K, '

Para medir as tensdes normais u’> e v’ o operador precisa de dois fios, ou de um par de
fios-quentes cruzados. Porém, dois flos nunca sdo perfeitamente idénticos. Precisa-se, neste
caso, determinar quatro coeficientes de sensibilidade, todos positivos

! ! ’
el = Kyu + K1,
6.3
6,2 = Kug’ul — I(Ugv’. } ( 9)
Desta vez. as tensoes de Reyvnolds sdo calculadas a partir de:
P 2
F _ [[X v2€7 + K L‘1€2] (640)

KK+ Koy

- - 2
T [Kue] + Kureh] (6.41)
K+ A’L'll\'uQ ) '

Kok oe? + eleh(KnKu — Kuky) — KuKae)’

o= . 6.42
" (I{ulKu2 + A’vll(u?)2 ( )

6.3.3 Sensor Tri-componentes

A medicao das trés componentes de velocidades médias e flutuantes pode ser alcancada com
sensores industriais. Lakskiminarayana et al. (1982) publicou uma revisdo dos sensores tri-
componentes existentes e das técnicos de reducdo de dados adequadas. Dois sensores apresen-
taram a menor perturbacdo aerodinamica, sendo compostos de trés fios: um da TSI, modelo
1299-20-18. e o outro da DANTEC, modelo 55P91 (ver Figura 6.2).

Uma das limitagdes desse tipo de medigdo é a seguinte: os sinais fornecidos pelos trés
anemometros devem ser adquiridos simultaneamente pelo conversor A/D e pelo gravador. A
fregiiéncia de aquisi¢do pode alcangar 150 kHz por canal no caso de escoamentos compressiveis
a altas velocidades. Nos casos gerais, a freqiiéncia pode ser limitada a 50 kHz por canal. Mesmo
assim, o equipamento experimental de medicdo é de alta tecnoldgia e de custo elevado.

6.3.4 Medigoes simultaneas

Inicialmente divulgadas por Blackwelder e Kaplan, as escovas de fios-quentes foram rapidamente
desenvolvidas. Até 250 fios chegaram a ser implementados em um experimento em andamento
na Universidade de Buffalo. As limitagdes ndo sdo mais a capacidade de aquisi¢do e de
armazenagem de dados, mas, sim, a influéncia aerodinamica dos sensores. Este tipo de medigao
abre as portas para varias técnicas de andlise e tratamento de dados especificas:
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o Reconhecimento de forma (Patern Recognition). Consiste em projetar o campo de
velocidades instantdneo sobre um plano espago-tempo para conseguir uma visualizagdo
dos turbilhdes mais simples e completa.

e Correlagoes espago-temporais multi-pontos, até multi-componentes. Medi¢ao do tensor
de Reynolds.

e Amostragem condicional (Condicional Sampling). Detec¢do das estruturas “organizadas”
no escoamento cujas caracteristicas sdo reconheciveis no campo de velocidade, por exem-
plo a vorticidade.

e Transformacdo por ondeletes. Tratamento de dados espectral num dominio espago-
temporal.

e Decomposi¢ao Ortogonal Prépria ou decomposicdo em autovalores (POD Proper Orthog-
onal Decomposi¢ao) com informagao de fase. Consiste em projetar o campo de velocidades
instantdneo sobre uma base de auto vetores deterministicos. Essa base é composta de
modos coerentes, ndo correlacionados entre si no senso da energia (Lumlev. 1967 . Delville
(1995) ).

6.3.5 Intensidades turbulentas

A descricao estatistica de um escoamento turbulento se exprime sob a forma de quantidades
médias, cujos valores possuem um alto grau de repetibilidade sob condigdes experimentais
idénticas. O valor instantaneo da velocidade é, por si mesmo, de pouco interesse: ele nao
fornece nenhuma indicacido sobre a velocidade no mesmo ponto em um instante diferente.
ou num outro ponto no mesmo instante. Ao contrdrio. a velocidade média em pontos com
localizagdo geométrica idéntica é sempre a mesma (por exemplo na mesma distancia da fonte
de um jato livre turbulento e na mesma distancia do eixo do jato).

O primeiro passo na andlise estatistica de um escoamento turbulento consiste em aplicar a
decomposigio de Reynolds na velocidade U = U + ', isto ja foi visto em secdes anteriores. E
preciso notar que, nas medi¢des com um fio-quente, esta decomposigdo é geralmente aplicada
logo na aquisi¢do dos sinais fornecidos pelos anemémetros. Isto permite aumentar a precisdo
das medigdes: se o escoamento for pouco turbulento, as flutuagdes de velocidade sdo pequenas
comparadas ao valor médio medido. Os conversores A/N possuem uma resolugio em tensio
fixa (tipicamente 2mV por 12 bits e resolucéo), sendo recomendével medir as velocidades média
e flutuante com ganho préprio.

Existem também outros tipos de decomposi¢do do campo de velocidade como por exemplo
U = U + v + u”, « caracterizando as grandes estruturas e u” caracterizando as pequenas
estruturas. Porém, a primeira é a mais comum.

Seja 02 a variancia da velocidade U,

Vo2 = \Ju? +v7? +w?, (6.43)

é conhecido como a intensidade turbulenta. Expressa-se em geral a intensidade turbulenta em
porcentagem do valor médio da velocidade. Para ndo prejudicar esta medi¢do lembramos que
nenhum filtro espectral passa baixo deve ser utilizado, sendo, que, qualquer fregiiéncia pode
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Figure 6.8: Efeito dos momentos de terceiro e quarto ordem.

possuir alguma influéncia sobre a turbuléncia. Lembramos também uma limitagéo da utilizagéo
do fio-quente para intensidades turbulentas inferiores a 30% devido & falta de sensibilidade do
sensor & direcdo da velocidade. Por exemplo, velocidades positivas ou negativas possuem a
mesma potencialidade de resfriamento sobre o sensor, impedindo o investigador de diferencia-
las.

A ordem de grandeza da intensidade turbulenta é:

e 0.05% a 0.1% em tuneis de vento aeronduticos;
e 0.1% a 0.3% em tuneis de vento de laboratério;
o 3% (escoamento livre) a 20% (parede) em escoamento de camada limite;

e 0.05% (eixo) a 0.1% (limite externa) em jatos livres.

A raiz quadrada da varidncia, o, é o familiar desvio padrdo da amostra. u'> é o momento de
segunda ordem da distribui¢do dos valores ' medidos. Chama-se também de distribuicdo de
probabilidade, e se v’ for continuo, falamos da fun¢io de densidade de probabilidade. Supondo
v’ = w' = 0, o valor de 6% ndo pode ser influenciado pela falta de simetria da distribuicdo
dos valores de v’ medidos. Enquanto isso, o terceiro momento u® caracteriza a simetria da
distribui¢do. Definimos o coeficiente de assimetria S (Skewness) e o coeficiente de achatamento
T (flatness ou Kurtosis) por:

§ = (6.44)

(6.45)

Se a distribuicdo medida for Gaussiana S =0e T = 3.
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Figure 6.9: Variagoes aleatérias de velocidade instantanea: (a) velocidade instantanea em funcao
do tempo, (b) a fungdo de densidade de probabilidade correspondente e {¢) a correlacdo das
componentes v e v instantaneas da velocidade (Radkivi e Callander, 1975).

6.3.6 Correlagoes espaciais e temporais

As funcgbes de distrivuicdo de probabilidade sao, as vezes, determinadas experimentalmente,

mas muito mais freqilentemente através do cdlculo do valor médio das quantidades medidas.
2 o3 oA

bl u b

Mais informacdes sobre as flutuacdes em um ponto provém de u’?, u ete.

A Figura 6.9 mostra um sinal temporal de velocidade (a) e a sua fungdo de densidade de
probabilidade correspondente (b). Se a variacio de velocidade é aleatéria, a funcdo de densidade
de probabilidade aproxima-se de uma Gaussiana. Para duas componentes de velocidade, as
fungoes de densidade de probabilidade definem um dominio de maior ocorréncia da soma das
flutuacdes v’ +v’. O limite deste dominio ¢ representado pela curva (c) da Figura 6.9(c). Se nao
existe nenhuma relagio entre as duas componentes de velocidade, a curva ¢ formard um circulo.
Se uma relagdo linear existe entre elas, a curva ¢ formard uma reta. A fungdo de correlagio
entre as duas velocidades caracteriza a forma da curva c.

Informagoes sobre as flutuagdes de velocidades em diferentes pontos e/ou diferentes instantes
sdo fornecidas pela medigdo de correlagdes. A correlagdo entre duas velocidades flutuantes u} e
u; é definida por u;uj, enquanto o coeficiente de correlagao ¢ dado por:
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(a) (b) (¢) (d) (e)

Figure 6.10: Interpretacao geométrica das tensGes de Reynolds.

= (6.46)

Nesta definigdo, u} e u; sao quantidades quaisquer. Por exemplo, podem ser valores

simultaneos de uma componente de velocidade em dois pontos diferentes, ou duas componentes
diferentes de velocidade no mesmo ponto. Podem ser também valores de uma componente
de velocidade no mesmo ponto em instantes diferentes, ou qualquer combinagio desejada. Se
as duas velocidades sfo interdependentes R ~ +1. Ao contrdrio, se ndo possuem dependéncia
nenhuma entre as duas velocidades, a correlagéo serd nula. Por exemplo, as tensbes de Reynolds
—pu'v’ provém da correlacio de duas componentes de velocidade flutuante no mesmo ponto. Se
u/v’ for negativo, quando u' for negativo, v’ possui uma tendéncia a ser negativo, e vice-versa.

Inclinando as coordenadas z,y de 45° podemos mostrar que isso corresponde a uma
anisotropia da turbuléncia: intensidades diferentes em direces diferentes. Seja

= %(u’ +o), (6.47)

v = %(u' -, (6.48)
temos

— 1l —

W= (u"2 - v‘2) . (6.49)

A Figura 6.10 mostra que se as configuragdes das flutuagdes de velocidade ocorrem mais do
modo (a) e (b) do que dos modos (c) e (d), fornecendo um %v negativo, v*? serd maior do que
u*2, como desenhado em (e). Uma correlacio deste tipo pode claramente corresponder a um
escoamento cisalhante.

A funcdo de correlagdo espacial entre duas velocidades flutuantes ¢ definida pela fungdo de
correlagao:
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m,-j(F,t)z/Ui(i,t)Uj(f+r“,t)di‘, (6.50)
D

onde D é o dominio dos valores de £. Se este dominio for discreto, a funcdo de correlagéo
espacial é definida por:

Rij(7,t) = D Uil @, t)U; (7 + 7 1). (6.51)

Este tipo de correlagdo é utilizada em turbuléncia homogénea, ja que as densidades de
probabilidades da velocidade ndo dependem do ponto de medicdo mas sim da distancia entre
os dois pontos de medicdo. As correlagdes espaciais permitem definir escalas integrais de
comprimento longitudinal L; e transversal L; do escoamento, relacionadas ao tamanho das
grandes estruturas:

L,:/ Ru), (6.52)

0 o11

Ltz/ Raa() . (6.53)
0 722

A fungdo de correlagdo espacial resulta de um tratamento de dois sinais de velocidade
adquiridos simultaneamente. Precisa-se entdo de dois anemdmetros de fio-quente funcionando
em conjunto. Ja a funcdo de auto-correlagdo temporal pode ser obtida com um anemoémetro
de fio-quente s6; ela constitui-se em uma correlagdo temporal de um sinal com ele mesmo.
Ela caracteriza a sua dependéncia em um determinado instante dos valores de velocidade
em outros instantes, e pode ser utilizada para definir uma escala de tempo caracteristica da
turbuléncia. De maneira mais geral, define-se a funcdo de correlagdo temporal entre duas
velocidades flutuantes, como:

Rij(f,f)=/0 UiZ, t)U;(Z,t + 7)dt. (6.54)

Se o dominio das realizagbes das velocidades for discreto, a funcdo de correlagido temporal é
definida por

Rij(r,3) = Y Ui, t)U;(Z,t + 7). (6.55)

Seja Ri; a fungio de auto-correlagio temporal da velocidade U; e o? a sua varidncia, o tempo
integral correspondente

T=/ R‘i(g’x)dr, (6.56)
0 i
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é uma medicdo do perfodo de tempo no qual as velocidades U(t) e U(t + 7) sdo correlacionadas.
As duas velocidades podem ser consideradas ndo correlacionadas de um ponto de visto es-
tatistico se 7 > 2T. 2T define o intervalo de tempo étimo entre duas medig¢des sucessivas. Isso
assegura a aquisi¢do de uma amostra de pontos ndo correlacionados e otimiza o tratamento
estatistico futuro. A correlagao temporal é utilizada em um escoamento turbulento estaciondrio,
j& que as densidades de probabilidades ndo dependem do instante de medi¢do mas sim do
intervalo de tempo que separa as duas medigGes.

Se um movimento turbulento se superpde a uma velocidade média alta do escoamento, a
turbuléncia pode ser convectada pelo ponto de observacdo, ou de medida, mais rapidamente
que a evolu¢do das flutuacoes. Esta condigdo corresponde a hipétese de Taylor, possibilitando
se transformar uma correlacdo temporal em uma correlagio espacial na dire¢do do escoamento
médio. O pardmetro de tempo 7 é substituido pelo pardmetro espacial r, onde 7 = r/U.
Considerando a hipétese de Taylor, a escala integral de comprimento L; pode ser estimada a
partir de

L =UT. (6.57)

Em um recente trabalho de revisdo sobre escoamentos turbulentos e sua modelagem, Brad-
shaw (1996) declara que a contribui¢ao do estudo das estruturas coerentes sobre o desenvolvi-
mento dos métodos de medigdo da turbuléncia foi muito pequena, de certo modo desapontadora.
Apenas Goldshtik e Hussain (1995) desenvolveu um trabalho interessante para as camada de
mistura. Até agora, a anilise das estruturas coerentes se concentra mais na qualifica¢do e na
quantificacao do nivel de organizagdo da turbuléncia. A maior parte destas andlises baseia-se
nas correlagoes de velocidade, e de maneira mais global, nas correlagoes espago-temporais

Rii (7,7, & / / (Z, ) U;(Z + 7t + 7)dZdt, (6.58)

com D o dominio das valores de Z. Se este dominio for discreto, a funcao de correlagio espacial
é definida por

Ri(F, 7, T, t) ZZU (Z, ) U (2 +7,t+ 7). (6.59)

A medicao das velocidades deve ser simultanea em vérios pontos diferentes. As escovas de
fios-quentes sdo particularmente eficientes neste aspecto.

Sao também de grande interesse as correlagdes envolvendo flutuagdes de pressdo, pois o
termo p’v’ encontrado nas equacdes de Navier-Stokes é de dificil modelagem. Estas quantidades,
por serem muito dificeis de ser medidas, foram ainda pouco exploradas.

O conceito de correlagbes, da mesma maneira que o conceito de distribuigbes de proba-
bilidade, pode ser extendido para maiores ordens, definindo-se quantidades do tipo u!u/ U
Tritton (1988) lembra que a completa especificacdo da turbuléncia requer considerar as ordens
superiores até o infinito. Por exemplo, a equagdo da energia cinética turbulenta possui
correlagdes triplas de velocidades que representam o transporte de energia turbulenta ou de
fluxo de quantidade de movimento: sﬁo termos de difusdo turbulenta; num escoamento de
camada limite, os termos u v’ ou u'v' 2 representam o fluxo turbulento vertical ou horizontal
das tensdes de cisalhamento.
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6.3.7 Andlise espectral

Viérios escoamentos turbulentos contém fendmenos periédicos, detectaveis por andlise espectral.
Bendat e Piersol (1986) apresentam uma descricio das definigdes e do célculo das fungGes de
densidade de probabilidade espectral, a serem reproduzidas aqui.

Seja U a transformada de Fourier da velocidade U.

U(f,T) = /0 TU(t)e—'“ftdt (6.60)

A funcio de densidade auto-espectral limitada & T é definida por:

Sul£,T) = ZU (A TIO(T), (661

sendo U*(f,T ) o conjugado complexo de U(f, T). A funcdo de densidade auto-espectral escreve-
se:

Swu(f) = lim E [Suu(f,T)], (6.62)

T—oo

onde E [Su.(f, T)] é a esperanca matemética do conjunto das realizagdes Sy, (f,T). Portanto, a
funcio de densidade auto-espectral se define somente na faixa de freqiiéncias positivas e assim

Suu(f) =2 lim E [Suu(f, T)]. (6.63)

T—o0

Finalmente, a fungdo de densidade auto-espectral é fornecida por:

Swlf) =2 Jim £ I0(7T)F]. (6.64)

No limite quando T tende ao infinito, demonstra-se que a fungao de densidade auto-espectral
pode ser calculada também a partir das correlagdes temporais:

oC

Jim E (S, (f.T)] = / Ruu(r)e ™7 gr. (6.65)

—00

A estimativa do espectro no caso da medigao durante um periodo finito é dada por:

Swlf) = 20 TIP (6.66)

A fungdo de densidade espectral cruzada de duas velocidades possui a forma:

Sw(f) =2 Jim E [U+(£,T)V(1,T)] (6.67)
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6.4 Medicao de temperatura e de concentragao

A medicdo de flutuagdes de temperatura em um escoamento é uma informacdo dificil de se
obter. O anemoémetro de fio-quente é um instrumento cuja resposta é muito rdpida e, devido
a sua sensibilidade & temperatura do fluido, pode ser adaptado para medig¢io de flutuagdes de
temperatura. Dois métodos eficientes e ja amplamente utilizados serdo descritos nesta segéo.

6.4.1 Medigao de temperatura por sensor duplo

A resposta de um anemoémetro de fio-quente depende de duas varidveis, U e Ty —T,, ou seja, da
velocidade instantanea e da diferencia de temperatura entre o fio Ty e 0 escoamento ambiente
T.. A técnica, portanto, propde utilizar dois anemémetros com fios-quentes paralelos e com
diferentes sensibilidades & temperatura e a velocidade. Os dois fios sfo considerados estar
tdo préximos que permanecem expostos as mesmas velocidade e temperatura instantaneas do
escoamento.

Com anemodmetros a temperatura constante, obtemos duas equagoes a duas incognitas:

E%: (A1+BlUn) (Tfl _Ta)7 } (668)

E22 = (A2 + BQU”) (ng = Ta) .

ou, como as temperaturas dos fios sdo constantes, podemos utilizar

E2 = ¢, + esTa + (c3 + caTo) U™, } (6.69)

E}=d + doT, + (d3 + daT,) U™

e. eliminando U". obtemos uma equacio de segunda ordem para T),:
p a

T2+ fiTa+ fo=0. (6.70)

onde fo, f1 e fo sdo constantes que dependem das constantes de calibracio e das tensdes
fornecidas pelos anemometros E;(t) e Eo(t). Calculado T,(t), uma das equagdes 6.69 fornece
U(#). Uma inica componente de velocidade é tratada e a calibragio é bastante simplificada.
Isto € um método eficiente e simples de medir tanto a velocidade flutuante quanto a temperatura
flutuante. Lienhard e Helland (1989) utilizaram este tipo de sensor; eles utilizaram uma lei de
calibragao um pouco diferente. A concluséo obtida foi que este tipo de sensor funciona muito
bem num escoamento com altas flutuacdes de temperatura. Portanto, a anélise espectral de
dados experimentais é fortemente maculada por ruido se as flutuacdes de temperatura sio
fracas. Neste caso, estes autores recomendam a utilizagdo do método do fio resistente.

6.4.2 Medicao de temperatura por fio resistente

Um fio muito fino posto para funcionar em modo Corrente Constante com baixo coeficiente de
superaquecimento é freqiientemente chamado de fio frio. A limitacio deste método reside no
tempo de resposta da medigao devido & inércia térmica do fio. Utiliza-se em geral um fio do
tipo Wollaston, cujo didmetro pode alcangar 0.25um. Para o menor didmetro, a freqiiéncia de
corte do instrumento chega a 10k H z, caindo para 1kH z se o fio possui um didmetro de 2.5um.
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Ao contrdrio do modo temperatura constante, a taxa de transferéncia de calor por acu-
mula¢io ndo é mais desprezivel na equagdo 6.2.

Seja R, a resisténcia do fio possuindo a temperatura do fluido. A resposta do fio pode ser
expressa a partir da equagdo 6.7 transformada:

T
IZRf=(Rf—Ra)(A+BU")+pfcfA,6—f. (6.71)

Expressando Ty em fungdo de Ry e utilizando Nu = A + BU™, mostramos que a resisténcia do
fio satisfaz uma equacgdo de segunda ordem,

dR; wlkNu
M—+Rf=R,—————, 6.72
@t Y T TNy T PanRm (6:72)
com a constante de tempo,
4)d?l
Moo Pserm/4dt (6.73)
nlkNu — I2axRq0
Portanto, a tensdo nas bordas do flo expressa-se, como E = I Ry,
dE mlhkNu
M—+F=IR,(———————. .
dt + mlkNu — I2ayRy (6.74)
Um fio ideal, sem inércia térmica (M = 0), teria uma resposta E7 da forma
Br=IR,——NL 6.75
T ek Nu — PPagRa (6.75)
Substituindo 6.75 em 6.74
" dE
Mﬁ + E = Ep. (676)

Se o coeficiente de superaquecimento for baixo, a corrente I serd pequena e E; = IR,.
Er acaba senduma medicdo direta de R, e também da temperatura do fluido. Em uma
segunda aproximagdo, Er pode ser calculado simplesmente a partir da medi¢io de E(t) e
do conhecimento do valor de M. Entretanto, a determinacdo de M néo é trivial, e depende
da velocidade do escoamento. Esta dependéncia é significativa nas medigdes onde a velocidade
média varia, por exemplo, em camadas limite. A corregéo do valor de M (U) pode ser realizada
através de uma medigdo simultinea de um fio-frio e de um fio-quente. Essas medigdes duplas
mostraram ser de grande qualidade (Bremhorst e Graham, 1990 ).
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®

6.4.3 Medigao de concentragao por sensor dnico

A Anemometria de Fio-Quente pode ser também utilizada para a medicdo de concentragio
em escoamentos de mistura de gds. Mc Quaid e Wright (1973) apresentaram um método que
utiliza um sensor de fio-quente. O ar, a mistura e o gés sdo supostos responder de uma forma
analoga por:

E? = A,+ BU", (6.77)
E2 = Ap+ BnU™ (6.78)
E? = Ag+ByU™, (6.79)

onde os indices a, m e g correspondem ao ar, 4 mistura e ao gds. As constantes A,, e B,
dependem do valor da concentragdo. Eles chegaram & concluséo, através de uma calibragao,
que a funcéo ¢ definida por

EL - E2?
EZ- E?

nao depende da velocidade mas apenas do valor médio da concentracio T.

$(T) = (1 + )T — . (6.81)

O valor da constante c, dependente do coeficiente de superaquecimento, é determinado por
ajuste da curva de calibragéo.

Sejam as decomposices E = E +e, U =U +uel =T + v, a resposta do anemdmetro a
flutuagoes de velocidade e de concentracgdo pode ser escrita como:

e=  Syu+ Sy, (6.82)
%~ n
com Sy= P(L_A—), (6.83)
2E,U
— E2-E?
S = F ——;—u, 684
v ¥(T) BT (6.84)
e ¥(T)= (14c¢)- 2. (6.85)

Ora, dois métodos foram aplicadas para resolver este sistema de equacdes: o primeiro utiliza
um fio-quente funcionando com vérios coeficientes de superaquecimento; o outro, consiste em
medir a resposta de dois fios-quentes simultaneamente, com sensibilidades a velocidade S, e a
concentracdo S, diferentes. Os dois métodos foram tratados por Mc Quaid e Wright (1973) .

6.4.4 Medigao de concentragao por sensor duplo

Um método especialmente adaptado para misturas de ar com hélio foi utilizado por Way e
Libby (1970) . Um fio-quente de platina de 2.5um de didmetro é fixo perpendicularmente, e
4 frente, de um filme-quente cilindrico. Os sensores sdo préximos a fim de capturar qualquer
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interacdo entre os campos térmicos. Esta interferéncia implica em uma grande sensibilidade
dos sensores & concentragio. As leis de calibragdo dos dois sensores podem ser expressas por:

E} = A[D)+ ByD)UY?, (6.86)
E?m Afm(F) + Bfm(P)UIﬂ; (687)

Os indices f e fm se referem, respetivamente, ao fio-quente e ao filme-quente. As constantes,
fungoes da concentragio, sao determinadas através de uma calibragdo. A eliminagio da veloci-
dade U entre as duas equagdes fornece uma relagio entre I' e as tensdes medidas. As constantes
A e B dependem levemente da concentragdo, o que resulta um valor de [’ pouco preciso. Way
e Libby (1970) descobriram que a sensibilidade & concentragdo aumenta drasticamente se os
dois campos térmicos se interferem. Por isso, a distancia entre os dois sensores é variada até
0.05mm. Assim a relagdo E? =a(l)+ bn(I’)E?m fornece uma solugéo simples de determinacéo
da concentracao.

6.5 Medicao de escoamentos com separagao e recir-
culacao — a técnica de anemometria de fio-quente
pulsatil

A ambigiiidade na direcdo da velocidade medida por um anemdmetro de fio-quente padrao
impede a sua utiliza¢do em varios aplicagdes praticas: alta turbuléncia, escoamentos rotativos,
ao redor de obstaculos, com separagdo ou com expansao sibita. Dos anemometros de fio-quente
sensiveis & dire¢do do escoamento, dois foram amplamente utilizados: a técnica do anemémetro
de fio-quente em movimento e a técnica do anemometro de fio-quente pulsétil.

Payne e Lumley (1966) mediram a turbuléncia atmosférica com um anemémetro de fio-
quente instalado a um aeroplano. Esta técnica foi depois bastante utilizada em laboratdrio
para a medi¢do de escoamentos com recirculagido. Para maiores detalhes sobre a técnica o leitor
pode consultar Bruun (1995) , Perry (1982), Sirivat (1989) ou ainda Dinsdale et al.(1988).

Agora, concentramos a 10ssa apresentagao na técnica da anemometria de fio-quente pulsatil.

Um fio muito fino, aquecido por um pulso, é colocado perpendicularmente entre dois fios
sensores (veja a Figura 6.11). O método consiste em medir o intervalo de tempo necessério para
um pulso de calor alcangar um fio sensor. Esta duracio é relacionada & velocidade instantanea
do fluido. Com dois fios, um & frente e um atrds do fio pulsitil, a direcdo e a intensidade da
velocidade instantinea podem ser determinadas.

Em 1965 Bauer foi o primeiro a utilizar a técnica do fio pulsitil (Bruun, 1995 ). Um s6
fio sensor era colocado em paralelo ao fio pulsétil. Infelizmente, essa técnica era limitada aos
escoamentos laminares. Bradbury (1969) e Tombach (1969) foram os primeiros a desenvolver,
separadamente e em paralelo, o fio pulsitil com a configuragio de trés fios, dando assim acesso
4 medigdo da diregéo da velocidade para a Anemometria de Fio-Quente . Bradbury e Castro
(1971) fizeram uma ampla analise da técnica. O desenvolvimento de novos sensores foi descrito
por Bradbury (1976) , Jaroch (1985) e Jaroch e Dahm (1988) . Handford e Castro (1989) .,
Castro (1991) e Bruun (1995) publicaram artigos de revisio sobre a técnica.

No caso ideal, a inércia térmica do fio pulsado é nula e a difusdo térmica e os efeitos de
esteira viscosa s3o pequenos. Seja h a distincia entre o fio pulsitil e um fio sensor e U a
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Figure 6.11: Sensor de anemémetro de fio-quente pulsétil, tipo Bradbury-Castro.
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velocidade instantanea do fluido, o tempo T para o fluxo de calor passar do fio pulsitil a um
fio sensor, ou tempo de viagem é:

h
T = .
Ucos@

(6.88)

Entretanto, as condigoes reais, claro, ndo sao ideais, € numa primeira aproximagao supomos
a difusdo térmica desprezivel. Os dois fios sensores sdo supostos colocados na dire¢do do
‘escoamento médio. Precisamos descrever primeiro o comportamento do fio pulsétil e depois
a resposta dos fios sensores. A equagdo 6.2 se simplifica para

2
I’R; = B pfcfﬁd%d—Ti + TkINu(Ty - T,). (6.89)
Ry 4 dt

A taxa de geragdo de calor elétrico é igual a taxa de calor armazenada no fio, mais a taxa
de transferéncia de calor por convecgdo forcada. O fio pulsdtil padrdo possui um didmetro de
5um correspondente a uma constante de tempo A, da ordem de 1ms até 5ms. Este tempo é
muito maior do que a duragio do pulso de calor (2 — 10us). O efeito da convecgao forcada pode
ser considerado desprezivel. Substituindo a expressao de Ry da equacdo 6.3 na equagao 6.89, a

resposta do fio é fornecida por

E? dT
f o0t f
= prep—dil—L. 6.90
Ro[l + Oth(Tf — Tzo)] pes . ( )

Isto é uma equagéo diferencial de primeira ordem em T’y cuja valor maximo T'f m,, serd atingido
no final do pulso. A temperatura do fio pulsatil responde da forma

T - T,

m = exp(—t/Mp). (691)

Para o fio resfriar entre dois pulsos, o periodo dos pulsos deve ser maior do que M. Valores de
70H z até 100H z sdo comumente utilizadas.

Resposta do fio sensor:

O fio funciona em modo Corrente Constante com baixas correntes de aquecimento. O
termo de aquecimento elétrico da equagéo 6.89 pode ser desprezado. Bradbury e Castro (1971)
analisam a resposta do fio sensor, assumindo a influéncia da difuséo térmica e da esteira viscosa
despreziveis. Sob a influéncia de um pulso de calor, a temperatura do fio sensor T, aumenta, ao
longo do fio de comprimento !, modificando o valor da resisténcia R, e da tensao E, da forma

IR 1/2
E;,-IR,= I(Rs - Ra) = %‘20_/ (Ts - Ta)dy- (692)
—12

Seja M, a constante de tempo do fio sensor, demonstra-se que a resposta em temperatura
segue a relagéo,
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H(h/U),

f_l./l{jQ(Ts—Ta)dy aNu, M, [exp (_t—h/U) ~exp (_t— h/U)]
(6.93)

(Tpmaz — Ta)h Pe Mp,—- M, M, M,
com Pe = Uh/k o nimero de Peclet, Nu o nimero de Nusselt do fio pulsitil e H(h/U)
a funcdo passo de Heaviside. A amplitude da resposta nao depende da distdncia do sensor
pulsétil, mas a resposta é descontinua para o atraso de tempo convectivo, ¢t = h/U. Assim,
sob a hipétese de nédo influéncia da difusdo térmica e da esteira viscosa, esta caracteristica da
resposta é facilmente detectada e fornece uma medigdo simples do tempo de convecgao; deste
modo obtem-se facilmente a velocidade instantanea do fluido. O valor médximo da resposta
ocorre no tempo

t M, M h
w o log ——* : 6.94
Ms Mp_Ms ()gjws—+_[]M‘s ( )
e alcancga o valor de
1/2 M
f—/l/Q(Ts - Ta)dy WNUP Mp Mp—Ms (6 95)
x = = . )
ma (Tp,max - Ta)h Pe M

Este valor depende do quociente M,/M,. Porém, Corrsin (1963) estimou que a constante
de tempo de um fio varia com d%2, dependéncia esta verificada se d > lpm. Bruun (1995)
mostra que a escolha do didmetro do fio pulsatil d, responde a um compromisso entre: 1) d,
alto para aumentar a resposta do fio sensor; 2) d, pequeno para o fio resfriar entre dois pulsos e
assim aumentar a freqiiéncia dos pulsos, a tdltima condigdo também diminui o efeito da esteira
viscosa. Um compromisso pratico consiste a tomar um didmetro de fio pulsdtil de 5um, duas
vezes maior do que o didmetro do fio sensor. O valor maximo da resposta pode ser relacionado
a U™%% (Bradbury e Castro, 1971 ). Assim, o tempo de viagem pode ser determinado pelo
limiar do sinal. Handford e Bradshaw (1989) propéem um corte a um tergo do valor tipico de
um pico do sinal.

Para niimeros de Peclet altos, o efeito da difusdo térmica é quase nulo e a teoria concorda
com os dados experimentais (Bradbury e Castro, 1971 ). O efeito da difusdo é importante para
nimeros de Peclet inferiores a 50. Porém, o resultado teérico fornece uma boa aproximagio
qualitativa da resposta do fio sensor. Alids, a calibragdo de um anemoémetro de fio-quente
pulsétil leva em consideracéo os efeitos da difusdo térmica e da esteira viscosa.

Calibragdo de um anemoémetro de fio-quente pulsatil: .
A resposta em velocidade U de um fio-quente pulsétil em fungio do tempo de viagem T
pode ser expressa por:

U=A/T+B/T" (6.96)

Hanford eBradshaw (1989) compararam vérias leis de calibragdo e mostraram que o valor
da constante n pode ser definido igual a 2 ou a 3.
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Medicdes com um anemdmetro de fio-quente pulsatil:

O aquecimento impulsivo do fio pulsitil provoca um sinal eletromagnético agudo no fio
sensor durante o tempo do pulso (2 — 10us). Este efeito demora entre 50 e 1005 no fio sensor.
A empresa PELA Flow Instruments Ltd. comercializa um circuito eletrénico para cancelar
este efeito. O circuito corta o sinal de limiar durante um periodo de 100xs depois do pulso.
A velocidade méxima que pode ser medida é igual ao quociente de h por este periodo. Por
exemplo, se h = 1.2mm, a velocidade méxima serd de 12m/s.

O valor da corrente de aquecimento do fio sensor deve responder a um compromisso entre
sensibilidade e ruido eletronico pois é preciso diminuir a sensibilidade a velocidade pela aplicacio
de uma corrente baixa. Por outro parte, o pulso de calor cobre um pequeno pedago do fio sensor
e o fator sinal/ruido fica importante. Handford e Bradshaw (1989) propéem um valor de 1-2m A
para um fio de tungsténio de 2.5um.

O instrumento alinhado na direcdo do escoamento médio consegue medir U e v’ com alta
precisdo. A resposta do fio ao dngulo do escoamento é nitidamente senoidal, até um dngulo
méximo definido por ams; = tan_y(I/(2k)), onde [ é o comprimento do sensor e h a distancia
entre os fios. Este dngulo alcanca 75° (Handford e Bradshaw, 1989), Jaroch, 1985 ). Porém, o
fio pulsétil padrdo realiza medigdes defeituosas para a = 0. Por causa da esteira do primeiro
fio sensor, a resposta do segundo sensor € alterada. Isto pode ser nitidamente reduzido com a
utilizagdo de fios de 2.5um.

Se a resposta em cosenos for perfeita, um sensor inclinado de um angulo o mediria uma
velocidade flutuante efetiva de:

u? = u?cos? a + v’ sin® a + w/v' sin 2. (6.97)
Castro e Cheun (1982) e Jaroch (1985) verificaram que a medigdo da velocidade efetiva
com trés angulos diferentes é suficiente para determinar com alta precisdo os momentos de

segunda ordem w2, v'2 e W'v’. Os angulos 6timos seriam de £45%. A precisdo alcancada para
os momentos de segunda ordem depende também da freqiiéncia de aquisi¢do, ou freqiiéncia
de pulso, e do nimero de medidas da amostra. Alids, um critério para a determinacao da
freqiiéncia corresponde ao desejo de adquirir dados néo correlacionados. Por isso, o intervalo de
tempo entre duas medigdes sucessivas deve ultrapassar em duas vezes a escala de tempo integral
caracteristica (cf. 3.5). Experimentalmente, 100H z é um valor suficiente para determinar estas

quantidades turbulentas estatisticas.
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