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Resumo: No trabalho proposto é apresentada uma nova solug¢do analitica para a equagdo de Helmholtz em duas
dimensées para dominios de formato arbitrario. Essa solu¢do é obtida utilizando o fato de que qualquer
transformagdo conforme constitui uma simetria de Lie admitida pela equagdo. Simulagbes para escoamentos
turbulentos sdo apresentadas.
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1. Introducao

O emprego de Simetrias de Lie na obtencdo de solucdes exatas para equacdes diferenciais parciais (Olver, 2000;
Bluman, 1989; Zwillinger,1992; Zabadal, 2001, 2002) tem-se mostrado um procedimento bastante vantajoso do ponto
de vista computacional na analise de escoamentos viscosos (Zwillinger, 1992). Entretanto, suas aplicagdes em mecanica
dos fluidos tém sido direcionadas, desde a década de setenta, para a resolugdo das equagdes de Navier-Stokes
(Ibragimov, 1995). A principais desvantagens deste procedimento residem na impossibilidade de encontrar Simetrias
associadas a produgdo de componentes flutuantes. Dessa forma, todas as solugdes obtidas através do emprego de
Simetrias para o sistema Navier-Stokes e continuidade resultam exatas apenas para escoamentos laminares.

No trabalho proposto sdo obtidas solugdes exatas para a Equagdo de Helmholtz bidimensional transiente através do
emprego indireto de Simetrias de Lie. Essas solug¢des, capazes de produzir componentes flutuantes na escala da
rugosidade, sdo validas para escoamentos viscosos em torno de corpos submersos com geometria arbitraria.

2. O conceito de simetria de Lie
Simetrias de Lie sdo mudangas de variaveis utilizadas para transformar solugdes exatas de uma determinada

equacdo diferencial em novas solucdes exatas, capazes de satisfazer a um conjunto mais amplo de condi¢des iniciais e
de contorno. Como exemplo, a equagdo
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admite como solugdo exata a fungdo
T, =c,(x’+2t)+¢,x+c¢, , ()

que obedece a um conjunto relativamente restrito de condi¢des de contorno. Entretanto, a partir dessa expressao €
possivel construir novas solugdes exatas contendo maior numero de constantes artbitrarias. A solugéo

T, =c,(X’+6xt)+c,(x’+21) +c,x +c,,

obtida a partir de T, através da aplicagdo de um operador integro-diferencial, contém maior numero de constantes
arbitrarias, e se reduz a T para c;=0 podendo, portanto, satisfazer a um conjunto mais amplo de restricdes. Todas as
mudancas de variaveis que transformam solugdes exatas de uma determinada equacdo diferencial em novas solucdes



s sdo denominadas simetrias de Lie admitidas pela equagdo, ou simplesmente simetrias. Dentre as diversas técnicas
analiticas desenvolvidas para obter simetrias (Ibragimov, 1995; Dattoli, 1998; Chari, 1994), o esquema utilizado no
trabalho proposto é chamado método de substitui¢do direta (Bluman, 1989), sendo empregado na obtengdo de solugdes
exatas para a equagdo de Helmholtz transiente em duas dimensdes. Para tanto, se faz necessario obter a0 menos uma
solugdo para dar inicio ao processo. O processo através do qual é obtida a primeira solugdo exata é apresentado a seguir.

3. Obtenc¢ao de uma solugao exata valida para subdominios do campo de escoamento

A equacdo de Helmholz bidimensional em regime transiente ¢ dada por
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A fim de obter uma solugdo particular para a equagdo (3), pode ser produzido um sistema auxiliar de equagoes
homogeéneas:

oo _, Vo=0 (4)
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A solugdo geral da equagdo (5) ¢ uma fung@o arbitraria da fungdo corrente. De fato, substituindo @ = f{y) em (5),

aplicando a regra da cadeia e colocando d_ em evidéncia, resulta
7%
d 0 0
dy 0y ox

uma vez que o termo entre parénteses ¢ identicamente nulo. Dessa forma, a fungdo corrente pode ser expressa como
uma fungdo arbitraria da vorticidade: se @ = fly) , v = f'(w) = g(w), sendo w qualquer solu¢io da equacio (4).
Tomando uma solugdo particular dessa equagao, dada por

I +clx+czy+v(cl2 +c§ )t

w=e @)
a respectiva fung@o corrente resulta
h
y=g(e")+y, ®)

onde /4 ¢é o argumento da exponencial presente na equacdo (7), e a parcela ¥/, corresponde a fung¢do corrente relativa ao

escoamento potencial em torno do corpo submerso. Embora a expressdo obtida ndo constitua a solucao geral da equagdo
de Helmholtz, a fungdo arbitraria nela contida pode satisfazer identicamente as condi¢des de ndo-deslizamento e nio-

0 oy

penetracdo na interface do corpo submerso. Impondo as condigdes a—l// =0 e — =0 resulta g’(h)=0 na fronteira.
X y

Além disso, a solug@o se reduz a fungdo corrente relativa ao escoamento potencial a medida que sdo tomados pontos

progressivamente mais afastados da interface sélida. Basta para tanto impor a condigéo

lim g(h)=0. ©)

X,y 0

Essa expressdo constitui o ponto de partida para a obteng@o de novas solugdes exatas para equagdo de Helmholtz
validas para qualquer geometria a considerar. O processo de obteng@o dessas solucdes valida para todo o dominio, que
consiste na aplicacdo de simetrias admitidas pela equacdo de Helmholtz, ¢ apresentado a seguir.



4. Construcio de novas solucdes exatas

A fim de construir novas solugdes a partir de (8), sdo efetuadas as seguintes mudancas de variavel:

x—a(x,y), y—bkx,y), (10)

onde a e b representam as partes real e imaginaria de uma fungdo de variavel complexa f{z), sendo z=x+iy. Isto ocorre
porque qualquer transformagao conforme constitui uma simetria admitida pela equagdo de Helmholtz, isto ¢, quando x
for substituido por a e y por b em (3) uma nova solucdo exata é produzida. A aplicacdo de uma transformagdo conforme
sobre a solugdo obtida tem por objetivo introduzir a rugosidade sobre a superficie do corpo submerso. Esse processo ¢
descrito a seguir.

4.1. Transformacdes conformes — simetrias admitidas pela equacio de Helmholtz em regime estacionario

Efetuando as mudangas dadas por (10) na equacdo de Helmholtz obtém-se a seguinte equag@o auxiliar nas novas
variaveis:

o o ok ol ol
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Para que as mudangas dadas por (10) constituam simetrias admitidas pela equagdo de Helmholtz, basta que a
equacdo permaneca invariante em relacdo a essa troca de variaveis, isto ¢, que a equagdo (11) assuma a forma

U@+V@)_ Jow T

a e Natw (12)

onde as componentes do vetor velocidade nas novas variaveis sdo definidas como

0 0
v=Y e v=-Y (13)
ob Oa
Essa definigdo ¢ analoga a das componentes de velocidade presentes na equagdo em sua forma original:
0 0
u= 4 , V= i (14)
oy ox

Assim, o chamado critério de invariancia (Olver, 2000; Bluman, 1989) consiste na preservagdo da forma da
equacgdo original, exceto pela troca de variaveis, e constitui uma condig@o suficiente para que a mudanga transforme
uma determinada solugdo da equagdo em uma nova solugdo exata. Isso ocorre porque, se f(x,y) ¢ solucdo da equacdo
original, f(a(x,y),b(x,y)) sera automaticamente solugdo da equagdo mapeada.

Uma forma pratica de estabelecer a invaridncia da equacdo consiste em dividir todos os termos por (ai + ai) , €
em seguida impor as restrigoes
2,12 _ 2 2
b; +by =a; +a,
_ (15)
ab.+ab, =0

v

ua, +va, = (ai +ai) b

) 5 (16)
tua,, Fva, = —(a’ + ai)—l//

Impondo as primeiras duas restrigdes, dadas por (15), obtém-se

b ==a e by =+a,_, (17)



0 que implica em
Via=V’h=0.

Assim, a equagdo (11) resulta

ua, +va, 6a)+ ub,+vb, 0w (@20) 52wj_0

- +
a: + ai oa al + ai ob oa>  0b’
Impondo agora as restri¢cdes dadas por (16), obtém-se

ua,+va, | Oy . tua, +va, _ oy
a; +a, ob (af +aj) Oa

Reescrevendo u e v em termos da fungdo corrente, ¢ utilizando a regra da cadeia, resulta

uzal’[/—a al//+b v V_ﬁ_lﬂ:
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Substituindo as defini¢des de u e v em (16), resulta

(1ai$ai)%—?—(df+ i) al//
(5
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Ambas as equagdes se reduzem a identidades ao especificar os sinais nas relagdes presentes em (17). Desse modo,

para
b,=a,
e
b.=-a,

(24)

(25)

as equagdes (22) e (23) sdo identicamente satisfeitas. Entretanto, essas restri¢gdes constituem as condigdes de Cauchy-
Riemann relativas a uma transformagdo conforme cujas partes real e imaginaria correspondem, respectivamente, as
funcdes b e a. Portanto, qualquer transformagdo conforme é uma simetria de Lie admitida pela equagdo de Helmholtz.



5. Resultados e conclusao

As figuras (1) e (2) mostram as isolinhas da fungdo corrente para o escoamento viscoso em torno de um
cilindro, para Re=10000 ¢ Re=100000 respectivamente. Embora o modelo utilizado seja bidimensional, algumas
caracteristicas qualitativas relevantes dos escoamentos reais foram reproduzidas pela solugdo obtida, tais como o atraso
no descolamento da camada limite e a redugdo das dimensdes dos vortices com o aumento do niimero de Reynolds.
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Figura 1 — Escoamento ao redor de um cilindro para Re=10000
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Figura 2— Escoamento ao redor de um cilindro para Re=100000



Além disso, a solugdo € valida para corpos submersos de qualquer formato, como exemplificado na figura (3), que
mostram o escoamento em torno de um perfil aecrodinamico, para Re=10000.
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Figura 3 — Escoamento ao redor de um aerofdlio para Re=10000

Outra caracteristica qualitativa importante da solugdo obtida reside na formacdo e na amplificacdo de componentes
flutuantes, produzidas pela incorporagdo da rugosidade a geometria do corpo submerso, embora a média quadratica das
flutuacdes (u'yys) seja inferior aos respectivos valores experimentais, representando cerca de 6% da velocidade da
corrente livre. Naturalmente, a turbuléncia é um fendmeno essencialmente tridimensional, e produzido ndo apenas na
escala da rugosidade, mas também em escala molecular, razéo pela qual o modelo foi utilizado apenas para checar a
consisténcia qualitativa da solug@o resultante com os respectivos fendmenos. Entretanto, a solugdo obtida esta sendo
utilizada para produzir novas solugdes em trés dimensdes, contemplando o termo relativo ao “vortex stretching”. No
estagio atual de desenvolvimento do método, solugdes para a equagdo de Helmholtz tridimensional estdo sendo
pesquisadas com base em algumas simetrias que ndo foram utilizadas na formulagio atual.
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Abstract:In this work an analytical solution for the two dimensional Helmholtz equation for complex-shaped domains
is presented. The solution is obtained by showing that any conformal mapping is a Lie symmetry admitted by the
equation. By analytical is meant that no approximation is made along its derivation. Simulations for turbulent flow

scenarios are reported.
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