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∂ρu

∂t
= −

∂ρu2

∂x
−

∂ρuv

∂y
−

∂p

∂x
+

1
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(
4

3

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

1

3

∂2v

∂x∂y
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∂ρv

∂t
= −

∂ρv2

∂y
−

∂ρuv
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−

∂p

∂y
+

1
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(
4

3

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂x2
+

1

3

∂2u

∂x∂y

)
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∂ρ

∂t
= −

∂ρu
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−

∂ρv

∂y
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ui =
u∗

i

c∗
, ρ =

ρ∗

ρ∗0
, p =

p∗

ρ∗0 c∗2
, t =

t∗c∗

δ∗ω0

, xi =
x∗

i

δ∗ω0

,
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δ∗ω0
=

U∗

1 − U∗

2

|dū0
∗/dy∗|max

,
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(
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ρ∗0 c∗2
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u(x, y, t) = ū0 + u′,

o=0

v(x, y, t) = v̄0 + v′,

o;0

ρ(x, y, t) = ρ̄0 + ρ′.
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u′ = û1 exp(iαx + iβy − ω1t) + û2 exp(iαx + iβy − ω2t),

v′ = v̂1 exp(iαx + iβy − ω1t) + v̂2 exp(iαx + iβy − ω2t),

ρ′ = ρ̂1 exp(iαx + iβy − ω1t) + ρ̂2 exp(iαx + iβy − ω2t),
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û1 = û2 = 1,
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v̂1 = v̂2 =
β

α
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ρ̂1 =
3iρ∗

2

0 (α + v̂1β)

2µ∗ (α2 + β2) + i
√

(α2 + β2) (−4µ∗2(α2 + β2) + 9ρ∗20 c∗2)
,
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ρ̂2 =
3iρ∗
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0 (α + v̂2β)

2µ∗ (α2 + β2) − i
√

(α2 + β2) (−4µ∗2(α2 + β2) + 9ρ∗20 c∗2)
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w2 =
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(β2 + α2) (−4µ∗2(α2 + β2) + 9ρ∗20 c∗2)
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� ��õið^õFñ�õið~ñ�ð:�4ý^õWñ��Nõ -�ýrð`ñÆð~ñ���,*õz÷�ö*ýCñ���õ(÷�ý^õiõ(ð��Nõ<�¥ý+�	�\û*õmýCð^ô��0ò��	�¥ñ^ôÑö4ï$�+� �Nô¾ð+�Ný�ö4ú��Ñõ�� óNõ�34õ��cö0��ðO÷�ý�ö�� ð��Eõeþvô�-�õióÕôÑïNôcñ^ô����
þmö4ï�óNô�ñ�ôcö*ï�ðP
|F�ö4ý^ñ^òNï��0�Rh�f0f�f_@�+�fû?�Eõiý^ú�ö��Ñô¾þwñ��¥ï),4õmï"ñ���õ��4ïG�Ný�ö�-R�cõ�ù �4ð(ò�ð^õió(v

ū0 =

(
U∗

1 − U∗

2

2

)
tanh(2y),


y9B>�

ù���õmý�õ
U∗

1

�¥ïEó
U∗

2

�¥ý�õwñ��Nõ¬ò�����õmý
(y > 0)

�4ï�óÝñ��NõP�Ñö=ùFõiý
(y < 0)

÷�ý^õiõ,ð`ñ�ý^õ<�����MW%�cö*ï�,�ù�ô�ñ���ñ��Nõ83*õ��Ñö�þvôcñ`ûK�Ný�ö�-)�Ñõ�ñ��Nõ
óNôÑð~ñ^òNý�ú)�4ï�þvõeð(ùFõiý^õjó�õ�-�ïNõió��*ð�v

u′ =
2σy

(α1α2)
[A1 sin(α1x)α2 + A2 sin(α2x)α1] exp(−σy2),


�9�=0

v′ = [A1 sin(α1x) + A2 sin(α2x)] exp(−σy2),

�9�;0

ρ′ = 0,

oh�f0

ù���õmý�õ
A
ôÑð(ñ��Nõ������)�côcñ^ò�óNõ��

α
ô¾ð(ñ��Nõ,ù �O34õmïuò��0úEõiý��¥ï�ó

σ
ôÑð(ñ��Nõ¬ð��Ný�õ��4óÝö¥÷Oñ���õ,ó�ôÑð~ñ^ò�ý^ú)�4ï�þvõjôÑï�ñ��Nõjû�ó�ôÑý^õeþ�ñ^ôÑö4ïY�a� �Nõ

ð^òNú�ð�þvý�ô	��ñ�9wý�õv÷�õmýrðzñ^ö0ñ��Nõjó�ö0�ÕôÑï)�4ï*ñ7��öuóNõ��4ï�ó7ð^òNú�ð�þvý�ô��Nñ�h¬ý^õm÷�õmýrðÆñ�ö¬ñ��Nõ�ð~òNú)�)�¥ý���ö4ïNô¾þfõ�Q�þmô�ñ��=ñ�ôcö*ï$�4�fïNôc÷�ö4ý�� ó�õiï�ð~ôcñ`û
ô¾ð[�*ð^ð^ò���õió7÷�ö4ý(ñ��Nõjôcï�ô�ñ�ô	���$��õ��¥ïÝø�ö=ù�


ρ = 1.2256
@�uð~öÕñ��NõP��õ��¥ï��Ný�õið�ð^òNý^õwô¾ð(ö4ú�ñ��¥ôÑïNõióÝúuûÏñ���õjõ��"ò)�=ñ�ôcö*ïD>V�

eWõ����Ñö=ù&ñ��Nõjó�ô¾ð�þvý�õvñ^ô	'��¥ñ^ôÑö4ïÏòEð~õeóÏôÑïÏñ���õwð~ñ^ý�õ����¬ù�ô¾ð~õ��¥ï�ó7ïNö4ý��"���Èó�ôcý�õiþvñ^ôÑö4ïI�4ý^õ��Ný�õið^õmï"ñ��4� �Nõ��cõmñ~ñ�õmý
i, j
ý�õ��Ný�õið^õmï"ñ�ð

ñ��Nõ%,*ý^ô¾óA��ö*ð^ô�ñ�ôcö*ïÏôcïKQA�4ï�ó�û	ó�ôcý�õiþvñ^ôÑö4ï$�"ù��Nô¾þ��"3B�¥ý�ôcõeðC÷�ý�ö��
0
ñ^ö

N, M
ý^õeð���õiþvñ^ô	34õ��cû0�?îaï	ñ��Nõ[Q	ó�ôÑý^õeþ�ñ�ôcö*ï�ñ��Nõ

6th ö4ýró�õmý
ô	�A���ÑôÑþmô�ñ!
Hþvö0���R�4þ�ñ@Wó�õmý�ô�3B�¥ñ^ô	34õiðW÷�ö*ý

0 < i < N
�*ðW÷�ö��	�cö=ùfð�v




3 1 1
1 3 1� � � � � � � � �

1 3 1� � � � � � � � �
1 3 1

1 1 3







f ′

0,j

f ′

1,j���
f ′

i,j���
f ′

N−1,j

f ′

N,j




=




1

12dx
(fN−1,j + 28fN,j − 28f1,j − f2,j)

1

12dx
(fN,j + 28f0,j − 28f2,j − f3,j)���

1

12dx
(fi+2,j + 28fi+1,j − 28fi−1,j − fi−2,j)���

1

12dx
(fN−3,j + 28fN−2,j − 28fN,j − f0,j)

1

12dx
(fN−2,j + 28fN−1,j − 28f0,j − f1,j)




.

� ��õ�ð�þ��Nõ��Õõeð�ó�õið�þvý�ôcú�õióú�õ��	�cö=ù ù7�*ð¦òEð~õeó%úuûl�uö*ò�'���õvñ8���o�	�ih�f0f0h���WWñjñ��Nõ�ú�ö4òNïEó��¥ý�ôcõeð&�
5th
ö4ýró�õmý&�4ð^û?�A�Õõmñ^ý�ôÑþ

�����Ný�öOQ�ô��"�=ñ�ôcö*ï¬ù �4ðE�Ný�ö���ö*ð^õió(�4ù��Nõmý�õ��*ðU÷�ö*ý4�Eö*ôcï"ñrðCïNõ��4ýOñ��Nõ�ú�ö4òNïEó��¥ý�ôcõeð4�
6th
ö4ýró�õiý+�*ð~û?�A��õvñ�ý^ô¾þ �����Ný�öOQ�ô��"�¥ñ^ôÑö4ï,ù �4ð

òEð~õeó(�4FNö4ýFñ���õ¦ôÑï"ñ^õmý�ôÑö4ýa��ö4ôÑï"ñ�ð��_�
6th
ö4ýró�õmýWð~û?�A��õvñ�ý^ô¾þ%�����Ný�öOQuô	�"�=ñ�ôcö*ïÕù �4ðM�4ó�ö0��ñ^õeó(�4� �Nô¾ðFð�þ��Nõ���õeðzù �4ða�Õö�ó�ô�-�õeó�ñ^ö

ùWö4ý�/�ù�ô�ñ��,ñ��NõW÷�ý^õiõ�mað��Ñô��¬úEö*òNï�ó��4ý^ûjþvö*ï�ó�ôcñ^ôÑö4ï$�+� �Nõ
6th
ö4ýró�õmýOô	���)�cô¾þvôcñ[
9þvö0�A�)�4þvñ�?ó�õmý�ô�3B�¥ñ^ô	34õiðUù�ô�ñ��¬÷�ý�õmõ�m�ð��Ñô��,ú�ö4ò�ï�ó��¥ý�û

þmö4ï�óNô�ñ�ôcö*ïÝ÷�ö*ý
0 < i < M

�*ó�ö���ñ�õióÝù7�*ð�v




1
1 6 2� � � � � � � � �

1 3 1� � � � � � � � �
2 6 1

1







f ′

i,0

f ′

i,1���
f ′

i,j���
f ′

i,M−1

f ′

i,M




=




0.0
1

120dy
(−406fi,0 − 300fi,1 + 760fi,2 − 80fi,3 + 30fi,4 − 4fi,5)���

1

12dy
(fi,j+2 + 28fi,j+1 − 28fi,j−1 − fi,j−2)���

1

120dy
(406fi,M + 300fi,M−1 − 760fi,M−2 + 80fi,M−3 − 30fi,M−4 + 4fi,M−5)

0.0




.

FOôÑï)���	�Ñû%ñ��Nõ
4th
ö*ý�ó�õiý�c�òNï),4õ�mst�ò�ñ^ñ���ð�þ��Nõ���õÏô¾ð!�Ný^õeð~õiï"ñ^õió$�.� �NõÝó�ô¾ð�þvý�õvñ^ô	'mõeóJñ^ý��¥ï�ð���ö4ý^ñ,õ��"ò)�=ñ�ôcö*ï�ð��4ý^õ7ò�ð~õeóJñ^ö

óNõvñ^õiý���ôÑïNõ0ñ��Nõ!3O���cò�õið¦ö¥÷Cñ���õ�3B�¥ý�ô	�4ú��Ñõið%�¥ñ¦õ<�4þ��D��ö4ôÑï*ñwö¥÷Cñ��NõÕþmö��A�Nò�ñ��=ñ�ôcö*ï)���Oó�ö��"�¥ôÑïl�¥ñ'ñ^ô	��õ
tn+1 = tn + dt

��� �Nõ
ð�þ��Nõ��Õõeð �Nõmý�õjó�õið�þvý�ôÑúEõeóÝùWö4ý�/�ðzôÑï�w	ð`ñ�õ���ð��Y
|F�õmý�'mô	,4õiý �4ï�ó*�yõmý�ôÑþ��(9�;�;?>��v

w



f∗

n+ 1

2

= fn +
dt

2
f(tn, fn),


6hV9<

f∗∗

n+ 1

2

= fn +
dt

2
f(tn+ 1

2

, f∗

n+ 1

2

),

6h�h�

f∗

n+1 = fn + dtf(tn+ 1

2

, f∗∗

k+ 1

2

),

6h�p0

fn+1 = fn +
dt

6
[f(tn, fn) + 2f(tn+ 1

2

, f∗

n+ 1

2

) + 2f(tn+ 1

2

, f∗∗

n+ 1

2

) + f(tn+1, f
∗

n+1)].

6hBw_

� ��õ�-�ýrð`ñÆñ`ùWö¬ð~ñ^õ���ð��_qa�\�:hV9%�4ï�óKh�hwòEð~õ%�j÷�ö4ý��¬ò����=ñ�ôcö*ï	ö¥÷(qÆò��Ñõmý&�@�Ný�õió�ô¾þ�ñ�ö4ýB�Wõ�QV���ÑôÑþmô�ñ7�¥ï�óK�j÷�ö4ý��¬ò����=ñ�ôcö*ïÕö4÷(qÆò��Ñõmý
�mþvö*ý^ý�õiþvñ^ö4ýB�wô	���)�cô¾þvôcñ�÷�ö4ýwñ��Nõ�ð�����õ¬ñ�ô���õ

t + dt/2
�8� �Nõ0÷�ö��	�Ñö=ù�ôcï�,�ð`ñ�õ��S
oh�p0�ô¾ð&�U���Ný�õió�ô¾þ�ñ�ö4ýB��ú)�4ð^õió%ö4ï%ñ��NõÕý^ò)�cõÕö¥÷

ñ��Nõ"��õió�ôÑò����Eö*ôcï"ñj÷�ö4ý�ñ��Nõ	ù��Nö0�cõ	ð~ñ^õ��
(t + dt)

�4ï�ó%ñ��Nõ"���4ð~ñI
oh�w_@�7�vþvö*ý^ý�õiþvñ^ö*ýO��ô¾ðjú)�*ð~õeó�ö*ïg��ô��A��ð^ö4ï$� ð�ý�ò��cõ0�"� �Nõ
þmö��0úNôcïR�=ñ^ôÑö4ï�ö¥÷Oñ���õið^õ�ð~ñ^õ���ð�ý�õið^ò��cñ�ð(ôÑï*�

4th
ö4ýró�õmý��4þiþvòNý��4þmûK���	,4ö*ý^ôcñ������

� ��õ¦ïNõ�Quñ(ð^õiþvñ^ôÑö4ïI��ý^õeð~õiï*ñrðzý�õið^ò��cñ�ðFö¥÷pñ��Nõ¦ñ^õið~ñfþ��*ð~õ¦ù�ô�ñ��Ýð~ñ��¥ïEó�ôcï),0ù �O34õ[��ý^ö*ú��cõ��b�¥ï�óÏý^õeð~ò��cñ�ðWö*ú�ñ��4ôcïNõeó	ù�ôcñ��Ýñ��Nõ
÷�ý�õmõ,ð��Nõ<�¥ý �	�\û*õmý �Ný�ö4ú��Ñõ����

� AG���OL�K";=698*:NGz5ÝK"Pe�OG�íiP

� ��ôÑð,ð^õiþvñ^ôÑö4ïZ�Ný�õið^õmï"ñ�ðjñ��NõÏý�õið^ò��cñ�ðjö*ú�ñ��4ôcï�õióJù�ô�ñ��3ñ��Nõ7ï"ò)�Õõiý^ô¾þ����Æþvö�ó�õ0�*FOôÑý�ð~ñ��?÷�ö4ýP3*õmý�ôT-Eþ��=ñ�ôcö*ïö4÷Wñ��NõK��õvñ��Nö�ó(�
ñ�õið~ñ�ðwùWõmý�õ¬þ��4ý^ý�ûÝö*ò�ñ¦ù�ôcñ��Jð`ñ��=ñ�ôcï�,*�4þmö4ò�ð~ñ^ô¾þ,ù �O34õ8��ý^ö*ú��cõ����4ï�ó�ñ��Nõ¬ý�õið^ò��cñ�ð¦ùFõiý^õÕþvö0���R�¥ý�õió�ù�ôcñ��l�ÑôÑïNõ��4ý��¥ïR���Ñû*ñ�ôÑþ����
ð^ö��Ñò�ñ�ôcö*ï$�:W�÷Éñ�õmý�ñ��Nõ�÷�ý^õiõjð��Nõ<�¥ý ���\û4õmý �Ný�ö4ú)�cõ�� ù7�*ð�ð~ô	�¬ò)�	�¥ñ^õióÝù�ôcñ���ö4ïNõP�4ï�óÝñ`ùFö���öuóNõið��

� A ë AÝ@ÝM?:�G��pPe69P�>R�(í<�?Kl���?L�K";=698*:NGa�¦;\;=>�;

� ��ôÑðÆð^õiþvñ^ôÑö4ïA�Ný�õið^õmï"ñ�ð4�4ï"�¥ï)���cû�ð^ôÑðyö4÷Eñ��Nõ'ð��)�=ñ�ô	���Nó�ôÑð�þvý�õvñ�ô�'<�=ñ�ôcö*ï0õiý^ý�ö4ý<�i� �Nõfð~ñ��4ï�ó�ôÑï�,8�4þmö4ò�ð~ñ^ô¾þWù7�O3*õ �Ný^ö*ú��Ñõ��2ù �4ð
ð^ô	�¬ò����=ñ�õió(�"� �NõK�4ï)���Ñû"ñ^ô¾þ����Cð^ö��Ñò�ñ^ôÑö4ïJù �4ðwö4ú�ñ��¥ôÑïNõió^�ÑôcïNõ<�¥ý�ô�'iôcï),Ýñ��NõK�4óNö���ñ�õióõ��"ò)�=ñ�ôcö*ï�ð���� �Nõiý^õm÷�ö4ý�õ¬ñ��Nõ�ñ^ý�òNï�þ��=ñ�ôcö*ï
õiý^ý�ö4ý0ö¥÷fñ��Nõ�ð��R�=ñ^ô���� ���)�Ný^öOQ�ô	�"�=ñ^ôÑö4ïEð,ù �4ðÕþ��¥ý�ý�ôcõeó3ö4ò�ñ"�¥ï)���cû?'iôcï�,%ñ��Nõ�ý�õið^ò���ñrðÕö4ú�ñ��¥ôÑïNõió+ù�ôcñ��k��õið���ù�ôcñ��Úó�ôTHÈõmý�õmï"ñ
ð^ô	'mõið��'îaï%ñ��Nõ0ïuò���õmý�ôÑþ0ð~ö0�cò�ñ�ôcö*ï�ñ��Nõiý^õ��¥ý�õ8�"�¥ïuû�ð~ö*òNýrþvõ,ö4÷Æõmý�ý^ö*ý�ð�vzñ��Nõ���ö�ó�õ��côÑï�,7õiý^ý�ö4ý<�EóNòNõ,ñ�öÏñ���õ!�Ñôcï�õ��¥ý�ôcñ`ûÝö4÷Cñ��Nõ
õ<�"ò)�=ñ�ôcö*ï�ð�{�ñ��NõÕóNôÑð�þvý�õvñ�ô�'<�=ñ^ôÑö4ï�õiý^ý�ö4ý'ôcï"ñ^ý�ö�ó�ò�þmõió�úuû�ñ��Nõ0ñ^ô	��õ��*óV3B�¥ï�þmõ!����,*ö4ý�ô�ñ�����
�ñ^õ�����ö4ý����Oõmý�ý�ö4ý@ �¥ï�ó�ñ��Nõ�ð��)�¥ñ^ô����
óNôÑð�þvý�õvñ�ô�'<�=ñ^ôÑö4ï�õiý^ý�ö4ý<�:� �Nõjñ�õ��A�Eö*ý����Y�¥ïEó�ð��)�¥ñ^ô����Uó�ô¾ð�þvý�õvñ^ô	'��¥ñ^ôÑö4ï�õmý�ý^ö*ý(ôcï�þ��còEó�õiðfñ��Nõ,ý�ö4ò�ï�ó?m�ö�Hl�¥ïEó7ñ�ý^ò�ï�þ��¥ñ^ôÑö4ï�õmý�ý^ö*ý��
îaïö4ýró�õmýfñ^öI3*õmý�ô�÷�û�ñ��Nõ¬ö*ý�ó�õiý'ö4÷Cñ��NõÕð��)�¥ñ^ô����E�����Ný�öOQ�ô��"�¥ñ^ôÑö4ï�ð���ö*ïNõ��)�O3*õ�ñ^ö*�4ð�ð~òNý�õjñ��)�=ñ¦ñ��Nõ�ð��R�=ñ^ô����?ý^ö*òNï�ó?m�ö�HJõmý�ý^ö*ý��
ñ�ö�,*õvñ���õmý�ù�ôcñ���ñ��Nõjö4ñ��Nõiý�õmý�ý^ö*ý�ð7�¥ý�õ�ïNõ�,0�cô	,4ôÑú��Ñõ��
îaï�ö*ý�ó�õiýWñ^ö�ö4ú�ñ��¥ôÑï�ñ��NõP�¥ïR���Ñû*ñ�ôÑþ����pð^ö��Ñò�ñ^ôÑö4ïEð(ô�ñfô¾ð(ïNõiþmõið�ð��4ý^û�ñ�öA�côÑïNõ��4ý^ô	'mõwñ��Nõjôcï?3*ö��	34õió7õ��"ò)�¥ñ^ôÑö4ï�ð��4� �"òEð�þ��¥ï*,4ô	34õ

õiý^ý�ö4ý,óNòNõÏñ�ö�ñ��NõÝïNö4ïVmu�ÑôcïNõ<�¥ý�ô�ñ`û%úEõ��)�O3uôcö*ý,ö¥÷(ñ���õ7ÿ%�O3uôÑõmý�ms�"ñ�ö�/*õiðwõ��"ò)�¥ñ^ôÑö4ï�ð��D� �Nõið^õ	õ��"ò)�¥ñ^ôÑö4ï�ðjô	�A���Ñõ���õmï"ñ^õeó+ôÑï3ñ��Nõ
ïuò���õiý^ô¾þ����?þvö�ó�õ¬ôcï�þ��còEó�õiðfñ��Nõ0ïNö4ïVmu�ÑôcïNõ<�¥ý�ñ�õmý��	ð��fü¦òNý�ôcï�,Ïñ��Nõ¬ð^ô	�¬ò����=ñ�ôcö*ï�ðfùWõ8�)�*ó�ñ^öI�*ð^ð^òNý�õ�ñ��)�¥ñ'ñ���õ8�"��,4ï�ô�ñ�ò�ó�õ,ö4÷
ñ��Nõið^õ�ïNö4ïU�ÑôcïNõ<�¥ýwñ^õiý��	ð�ù �4ð�34õiý^û�ð��"���	�o���Uö�õeð`ñ�ô��"�=ñ�õÕñ��NõA��ö�ó�õ��Ñôcï),�õiý^ý�ö4ý<�kð~ô	�¬ò)�	�¥ñ^ôÑö4ï�ðwù�ôcñ��Jñ��NõA�Ñôcï�õ��¥ýP�4ï�ó%ï�ö4ïVm
�ÑôÑïNõ��4ýFõ<�*òR�=ñ^ôÑö4ïEðÆùWõmý�õ¦þ��4ý^ý�ôÑõióÕö4ò�ñ��¥ïEó�ñ��Nõwó�ô�H�õiý^õiï�þvõ¦úEõmñ`ùFõiõmïÏñ��Nõfñ`ùWö0ð^ö��Ñò�ñ�ôcö*ï�ðC÷�ö*ýWð^õ�3*õmý����Nù �O34õ%���A���côcñ^òEó�õiðFùFõiý^õ
þ����¾þvò����=ñ�õió(�+FOô�,*òNý�õP9fð��Nö=ùfðCñ��)�¥ñÆñ��Nõ%�Õö�ó�õ��côÑï�,jõiý^ý�ö4ýCôÑï�þvý�õ��*ð~õeðyù�ô�ñ���ñ��Nõ'ù7�O3*õ ���A���côcñ^òEó�õ��yî�ñzþ��4ï	úEõ¦þvö4ïEþ��Ñò�ó�õió0ñ��)�=ñ
ñ��Nô¾ðjõmý�ý^ö*ý¦ú�õiþmö���õiðwïNõ�,��Ñô�,*ôcú)�cõÕ÷�ö4ýP�����)�côcñ^ò�óNõiðjð��A�����Ñõmýwñ��)�¥ï

10−8
�"�uô	��ô����¥ý�ý�õið^ò���ñrð�ùFõiý^õÕö4úNñ��¥ôÑïNõeó�÷�ö*ý¦ñ��Nõ	ó�õmïEð~ôcñ`û

�4ï�ó*�Ný�õið�ð~òNý�õ��
îaï�ñ��Nô¾ð%�¥ïR���Ñûuð^ô¾ð�ô�ñ¦ù7�*ð[���¾ð~ö	ý�õ��"òNôÑý�õióÝñ^ö	ùWö4ý�/7ù�ôcñ��.��ñ�ô���õ¬ð~ñ^õ��

(dt)
�¬òEþ���ð��"���	�Ñõmý�ñ��)�¥ï�ñ��Nõ¬ó�ô¾ð`ñ��¥ï�þmõjúEõmñ`ùFõiõmï

ñ`ùWö�þvö4ïEð~õeþvò�ñ�ô�3*õ���ö4ôÑï*ñrðwôcïñ��Nõ
x
ó�ôÑý^õeþ�ñ^ôÑö4ï.�

(dx)
�!W�þiþvö*ý�ó�ôÑï�,Ýù�ô�ñ��%ñ��NôÑð&�*ð^ð^ò��A��ñ^ôÑö4ï%ñ��NõÕñ�õ��A�Eö*ý����OóNôÑð�þvý�õvñ�ô�'<�=ñ^ôÑö4ï

õiý^ý�ö4ý4��õmýrð^ôÑð~ñzð��"�����NôÑïÏþvö0�A�)�¥ý�ôÑð^ö4ïÕù�ôcñ���ñ���õ'ð��R�=ñ^ô����Eó�ôÑð�þvý�õvñ�ô�'<�=ñ�ôcö*ï0õiý^ý�ö4ý<�iF�ö4ýCñ��Nõ�ñ^õeð`ñrðyñ���õ�ñ^ô	��õ'ð`ñ�õ��
(dt)
ù �4ð

10−6
�

FOôÑï)���	�ÑûÝñ��Nõ0ð��)�¥ñ^ô����?óNôÑð�þvý�õvñ�ô�'<�=ñ^ôÑö4ï�õiý^ý�ö4ý�ô¾ð'ñ��NõÕþvö��0úNôÑï)�=ñ�ôcö*ï�ö¥÷Cñ���õ¬ý�ö4òNï�óVm�ö�HU�¥ïEó�ñ^ý�òNï�þ��¥ñ^ôÑö4ï�õiý^ý�ö4ý<��W'ðwð���ö=ù�ï
ôÑïnFOô	,)�Dh�ñ��NõÏñ^ý�òNï�þ��¥ñ^ôÑö4ï3õmý�ý�ö4ýjôÑï�þvý�õ��*ð~õeðjù�ô�ñ��3ñ��NõÝó�ôÑð~ñ��4ï�þvõ7úEõmñ`ùFõiõmï3ñ`ùWö�þvö4ïEð~õeþvò�ñ�ô�3*õ"�Eö*ôcï"ñ�ð

(dx)
�Cù��Nõiý^õ<�4ð�ñ��Nõ

ý�ö4ò�ï�ó?m�ö�H7õiý^ý�ö4ýÆó�õeþvý�õ��*ð~õeð��?î�ñFô¾ðÆó�ô�C	þmò��cñzñ^ö¬õið~ñ^ô	�A�¥ñ^õ�ñ��Nõ[3B���ÑòNõeðÆö¥÷�ñ���õ'ý�ö4òNï�óVm�ö�H7õmý�ý^ö*ýCôcï	ý�õ����=ñ�ôcö*ïÕñ^öjñ��Nõ�ñ^ý�òNï�þ��=ñ�ôcö*ï
õiý^ý�ö4ý<�uúNò�ñfö*ïNõ,þ��4ïÝõeð`ñ�ô��"�=ñ�õið(ù��Nõiý^õ�õ<�4þ���õmý�ý^ö*ýWô¾ð ��ö4ý�õjð~ô	,4ïNô�-Eþ��¥ï"ñ��:FOô	,4òNý�õPpÕð��Nö=ùfðFñ���õ,ð~ò�� ö¥÷Oñ��Nõjý�ö4ò�ï�ó?m�ö�H.�¥ï�ó
ñ�ý^ò�ï�þ��¥ñ^ôÑö4ï�õmý�ý^ö*ý(þ����	�cõeóÏñ�ö¥ñ����kõmý�ý�ö4ý<�
îaï�ñ��Nõ�ð�����õ�ù7�\ûJñ���õG�Ný�õióNö���ôcïR�¥ï�þmõ7ö¥÷¦ñ��NõÝñ^ö4ñ����Wõiý^ý�ö4ý0ù�ô�ñ���ñ��Nõ�ïuò���õmý�ôÑþÝð~ö0�cò�ñ�ôcö*ï�ðÕù7�*ð¬õeð`ñ�ô��"�¥ñ^õió$�nFOô�,*òNý^õ

wð��Nö=ùfðwñ��Nõ7ú�õ��R�O3"ôÑö4ýjö4÷(ñ��NõK�"��Quô	�¬ò)� ïuò���õmý�ôÑþ����Æõiý^ý�ö4ýjôÑï3÷�òNï�þvñ^ôÑö4ï+ö4÷Wñ��Nõ7ð��)�=ñ�ô	���zó�ô¾ð^þmý^õmñ^ô	'��¥ñ^ôÑö4ï3ôcï"ñ�õmý�3O���
(dx)

�
îaïJö4ýró�õiý'ñ�ö*�*ð^ð^òNý�õ,ñ��R�=ñ�ñ��Nõ�ý�ö4òNïEó?m�ö�HJõiý^ý�ö4ý��4ó�ö0��ñ^õeó�ù �4ð��¬òEþ��ð��A�����Ñõmý¦ñ��R�¥ïñ��NõÕñ^ý�òNï�þ��=ñ�ôcö*ï�õmý�ý^ö*ý���ñ��Nõ	ó�ôÑð~ñ��4ï�þvõ
ú�õvñ`ùWõmõiï�ñ`ùFö	þvö*ï�ð^õiþvòNñ^ô	34õ��Eö*ôcï"ñ�ð[�)�4óG3B���ÑòNõið�ð^ò���õmý�ôcö*ý(ñ^ö

0.01
�

�?ö'õeð`ñ�ô��"�¥ñ^õÆñ��Nõzö*ý�óNõmýUö4÷�ñ��NõWð��R�=ñ^ô����?���)�Ný^öOQ�ô	�"�=ñ^ôÑö4ïjð�þ��Nõ���õeðkñ`ùWö'ó�ô�H�õiý^õiï*ñE��õið��Nõið?ùFõiý^õzò�ð~õeó(�=ö4ï�õÆù�ô�ñ��
dx = 0.1�4ï�óÕñ���õ'ö¥ñ��Nõmýzù�ô�ñ��

dx = 0.2
�+X�ö�ó�õ'ó�õmñ��¥ô	�¾ðÆö¥÷Èñ��Nõfõið~ñ^ô	�"�=ñ�ôcö*ï	ö¥÷Èñ��Nõ¦ö4ýró�õmýÆþ��¥ï	ú�õf÷�ö*òNï�ó�ôÑïI�uö4ò�'<���?h�f�f0f��EF?ô	,4ò�ý^õ�}��

`I�¥ï�ól>!�Ný�õið^õmï"ñrð(ñ��Nõ0ð��)�¥ñ^ô����E�����Ný�öOQ�ô��"�¥ñ^ôÑö4ï�ð^þ��Nõ���õið(÷�ö*ý[34õ��cö�þvôcñ`ûÝþmö��A��ö4ïNõiï*ñ<�Eó�õiï�ð^ô�ñ`û��¥ï�ó���ý^õeð^ð^òNý�õwý�õið���õiþ�ñ�ô�3*õ��Ñû��
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dx < 0.1
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� A x AÝ�U;=K"K%�Y�OK":N;Ý�z:0�EK";

�'õmý�õÏñ��NõÝïuò���õiý^ô¾þ����Fý�õið^ò��cñ�ðÕù�ô�ñ���ñ��Nõ7÷�ý�õmõ�ð���õ��¥ý����\û4õmý!�Ný�ö4ú��Ñõ����¥ý�õI��ý^õeð~õiï*ñ�õió(�3îaï�ñ��Nõ�þvòNý�ý�õmï"ñÕð~ñ���,4õÏö4÷fñ��Nô¾ð
ùWö4ý�/	ôcñ(ù �4ð(þ��¥ý�ý^ôÑõió7ö4ò�ñ(ñ���õ&�4ï)���Ñû�ð~ô¾ðWö¥÷?ñ��NõP���A���Ñô�-Eþ��¥ñ^ôÑö4ï�ý��¥ñ^õwôcï*�côÑïNõ<�¥ý�ý�õ�,4ô	��õ��+� �Nõjý�õið^ò���ñrðWùFõiý^õ�þvö0���R�¥ý�õióÏù�ôcñ��
�4ï)���Ñû"ñ^ô¾þ����i�Ñôcï�õ��¥ýwý�õið^ò���ñ<�jîaï�ñ��Nõ0ï�ö4ïVmu�côÑïNõ<�¥ýwý^õ�,4ô	�Õõ0�\-�ý�ð~ñ��Èôcñjù7�*ð¦ð^ô��0ò����=ñ^õeó.�7ø�ö=ù$ò�ð^ôcï�,*�Ýð��"���	�OóNôÑð~ñ^òNý�ú)�4ï�þvõÕö¥÷M�
ð~ñ^ô	�Nò����=ñ�õió*��ö�ó�õ��yîaï�ö4ýró�õmýWñ^ö�ý�õ��Ný�ö�ó�ò�þmõ'ñ��Nõjð~õeþvö4ïEó��¥ý�û�ôcï�ð~ñ��4úNô	�côcñ`û���ôcñfùFõiý^õ�ð^õ��Ñõiþ�ñ�õióÝð��"���	�pó�ô¾ð`ñ�òNý�ú)�¥ï�þmõið(þvö0�A�Eö"ð~õeó
úuû*�ÕóNö���ôcïR�¥ï"ñ[�¥ï�ó*�	ð~ò�ú��)�¥ý���ö4ïNô¾þ��Õö�ó�õ0�

� ��õjõ�34ö0�còNñ^ôÑö4ï�ö¥÷Cð��"�����UóNôÑð~ñ^òNý�ú)�4ï�þvõjôÑïD�Õ÷�ý^õiõ,ð��Nõ<�¥ý����\û4õiý�ö¥÷Oñ��Nõ8�uû?��õmý�úEö0�cô¾þwñ��4ï�,4õiï*ñ��Ný�ö�-R�cõjù �4ð�ð^ô��0ò����=ñ^õeó(�zîaï
ñ��Nõ

y
ó�ôÑý�õiþ�ñ�ôcö*ï$�#��÷�ý^õiõ�mað��Ñô	��úEö*òNï�ó��4ý^û�þvö*ï�ó�ôcñ^ôÑö4ï�ù �4ð[�*ó�ö���ñ�õió(�'îaï�ñ��Nõ

x
ó�ôÑý^õeþ�ñ�ôcö*ï.�"�Eõiý^ôÑö�ó�ô¾þ,ú�ö4òNï�ó)�¥ý�û�þmö4ï�ó�ôcñ^ôÑö4ï

ù �4ðWò�ð^õió$�+W'ïÝô	�A�Eö*ý~ñ��¥ï"ñ��4ð��Eõeþ�ñWñ^ö0ñ��Nõ�þvö*ï�ð~ô¾ó�õiý^õeó	ôcïÝñ���õið^õwð^ô��0ò����=ñ^ôÑö4ïEðFô¾ðFñ��Nõ¦ñ^ý�õ��¥ñ���õmï"ñ(ö¥÷pñ��Nõ&34õiý~ñ�ôÑþ����Èó�ôTHÈò�ð^ôcö*ï$�
� ��ôÑð0ó�ôTHÈò�ð^ôcö*ï�ôÑï�þvý�õ��*ð~õeðwñ��NõÝù�ôÑóuñ��+ö¥÷(ñ���õÏ÷�ý�õmõ7ð��Nõ��4ý8���\û4õmý,óNòNý^ôÑï�,�ñ��Nõ7ð^ô��0ò����=ñ^ôÑö4ïY�?ù��Nô¾þ��+ô	���)�côÑõið¬ôcïn��3B�4ý^ô��=ñ�ôcö*ï
ö4÷Æñ���õ���õ<�¥ï�øEö=ùP�&� �uò�ð��Èñ���õmý�õ0ð��Nö4ò��¾ó�ú�õA�I3B�¥ý�ô��=ñ^ôÑö4ï%ö¥÷Æñ��Nõ����A���cô�-Eþ��=ñ^ôÑö4ïý��¥ñ^õ0��õ�34õiï�ôcï%ñ��NõA�Ñôcï�õ��¥ýwý�õ�,4ô	��õ��P� �Nõ
ð~ñ^ý��=ñ�õ�,*ûI�4ó�ö0��ñ^õeóI��õmý�õ��uñ^ö"�O3*ö4ô¾ó	ñ���ôÑðfóNôTHÈò�ð^ôcö*ï$�Nù �4ðWñ^ö	þ��¥ï�þmõ��Èñ���õP34õmý^ñ^ô¾þ����kó�ôTHÈò�ð^ôcö*ï�ð(ñ�õmý���ð��

=



� ��õ7ù �O34õmïuò��0úEõiý¬ö4÷�ñ��Nõ�ó�ô¾ð`ñ�òNý^úR�¥ï�þmõ7ò�ð^õió+ôÑï+ñ��Nõ�ð^ô	�¬ò����=ñ�ôcö*ï�ù7�*ð
α = π/8 ≈ 0.39

�yñ��Nõ7ôÑïNôcñ^ô�����ó�ô¾ð`ñ�òNý�ú)�¥ï�þmõ
���A���côcñ^òEó�õ�ù7�*ð
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FOô	,4òNý�õ�;jð���ö=ùfðUñ��Nõ'ð^õ��"òNõiï�þvõ(ö¥÷�ñ���õ�õ�34ö0�còNñ^ôÑö4ïÕö¥÷kó�ôÑð~ñ^ò�ý^ú)�4ï�þvõeðyôcïÕñ�ô���õ�ö¥÷(�¦÷�ý^õiõfð���õ��¥ý4���\û4õiýOø�ö=ùP�i� �Nõ�ú�ö4ò�ï�ó��¥ý�û
þmö4ï�óNô�ñ�ôcö*ï�ðyùFõiý^õFñ���õ(ð�����õ(ö¥÷Eñ��Nõ �Ñôcï�õ��¥ýyñ�õið~ñ�ð��E� ��õ(óNôÑð~ñ^òNý�ú)�4ï�þvõWù7�*ðyþvö��A��ö*ð^õió0úuûjö4ï��Ñû,ö4ï�õ7��ö�ó�õ(ù�ôcñ��Õù7�O3*õmïuò��¬ú�õmý
α = π/8

� � ��õA���A���côcñ^òEó�õ�ö¥÷zñ��Nô¾ð&�Õö�ó�õ�ù �4ð
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�¬î�ñ,þ��4ïú�õ�ö4ú�ð^õmý�34õeó�ñ��R�=ñ�ñ��Nõ	ó�ô¾ð~ñ^òNý�ú)�¥ïEþvõÕñ��Nô¾þ�/uïNõið�ðwôcïEþvý�õ��4ð^õið
ò�ï*ñ�ô��Wñ��NõI�Ñô���ôcñ�þmû�þ��ÑõÏö*ð�þvô	�����=ñ�ôcö*ï$�lFOô	,4òNý�õ.9�f%ð��Nö=ùfðjñ��Nõ�õ�3*ö��Ñò�ñ^ôÑö4ï+ôÑï+ñ^ô	��õ7ö4÷�ñ��Nõ�ó�ôÑð~ñ^ò�ý^ú)�4ï�þvõÝþvö��A��ö*ð^õió+úuûñ`ùFö
��ö�ó�õeð�v

α1 = π/8
�4ï�ó

α2 = α1/2 = π/4

9ð^òNú��)�4ý���ö4ï�ôÑþ���ö�ó�õ<��:� �NõP���A���Ñô�ñ�ò�ó�õjö¥÷?ñ��Nõ,óNö���ôcïR�¥ï"ñ��Õö�ó�õjù �4ð
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�"� �Nõ	ð~õeþvö4ïEó��¥ý�û�ôcïEð`ñ��¥úNô	�côcñ`û%þ��¥ï%ú�õ	ö4úEð~õiý�3*õió�ôÑïñ��Nõeð~õ
÷�ý�����õeð(ù�ô�ñ��Ýñ��Nõjõ�QV��õiþvñ^õió*�)�4ôcý�ôÑï�,�ö¥÷Uñ��NõP34ö*ý~ñ�ôÑþmõið��

FOô	,4òNý�õP;�v:� �Nõ&�Ñôcï�õ��¥ý[�4ï�ó�ïNö4ï�m6�Ñôcï�õ��¥ý(õ�34ö��Ñò�ñ�ôcö*ï7ö¥÷Có�ô¾ð`ñ�òNý�ú)�¥ï�þmõ
(v′)
þmö��A��ö*ð^õióÝö¥÷?ö*ï��ÑûK��öuóNõ��

;



FOô	,4òNý�õK9<f�va� �Nõ��côÑïNõ��4ý%�¥ïEó�ïNö4ïVmu�ÑôcïNõ<�¥ý�õ�34ö��Ñò�ñ�ôcö*ï�ö4÷Æó�ôÑð~ñ^ò�ý^ú)�4ï�þvõ
(v′)
þmö��A��ö*ð^õió�ö¥÷Æó�ö0�ÕôÑï)�4ï*ñ[��ö�ó�õ��4ï�óD�	ð^òNú��)�4ý�m

��ö*ïNôÑþ&��ö�ó�õ0�

� A�B0>�M?8*G9�OPi6H>EMOP

îaïJñ��NôÑð,ùFö*ý�/�ïuò���õmý�ô¾þ����Æð^ô	�¬ò����=ñ�ôcö*ïö4÷ ��ð~ñ��¥ïEó�ôcï),.�4þvö*ò�ð~ñ^ô¾þ0ù �O34õeð'ù �4ð&��õmý^÷�ö4ý���õió(�K� ��õ"�A�¥ñ��Nõ��"�=ñ^ô¾þ����4��öuóNõ��
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